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RESUMO

Um estudo de um método de redugao ciclica para resolver
sistemas de equagSes lineares, mostra as vantagens e desvantagens
de sua aplicagao com relagao a estabilidade. A vantagem deste mé-
todo se encontra na resolugao de equagoes diferenciais parciais ell
ticas numa regidao n3o retangular com condicdo de fronteira de

Dirichlet.
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ABSTRACT

A study of a ciclic reduction méthod for solving systems
of linear equations shows the advantage and disadvantage of its
application with relation to stability. The advantage of this
method is founded, on the resolution of partial elliptc differential
equations on a nonretangular region with Dirichlet boundary

condition.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos um meétodo, desenvolvido em [2],
para resolver sistemas de equagOes lineares. O método & uma modi-
ficagcao de CORF [1]. Ambos sao métodos de redugdo ciclica relati
vos a sistemas cuja matriz dos coeficientes & bloco-tridiagonal. A
diferenca entre eles & que o de CORF faz redugOes que resultam num
sistema envolvendo as incognitas do meio do sistema inicial; e a
modificagdo do CORF faz redugoes que resultam num sistema envolven
do as incognitas do principio do sistema inicial. Esta diferenca
nos da duas vantagens com relagao a quantidade de cdlculos. A pri
meira vantagem esta na "back substitution", e a sequnda esta empro
blemas onde & preciso achar somente as primeiras incdgnitas de um

sistema.

Ocorrem problemas de instabilidade com o método CORF e
sua modificagao. A instabilidade no de CORF ocorre no calculo do
lado direito dos sistemas resultantes das redugoes. Na modificagao
de CORF existem instabilidades no calculo do lado direito dos sis-

temas resultantes das redugoes e na "back substitution".

A instabilidade do CORF deixa de existir quando aplica-
mos o algoritmo de BUNEMAN [1]. Neste trabalho desenvolvemos um

algoritmo, semelhante ao de BUNEMAN, que retira a instabilidade que



ocorre quando calculamos o lado direito dos sistemas resultantes
das redugOes. Provamos a estabilidade deste algoritmo e a instabi

lidade da "back substitution”.

Com o nosso algoritmo, a modificagao serd util gquando
apenas as incognitas do inicio do sistema s3o desejadas. Um exem

plo & discutido no § 2.2 do capitulo 2.

Em resumo, no § 2.1 do capitulo 2, introduziremos o al
goritmo de CORF [1] modificado em [2]. No § 2.2 aplicamos este al
goritmo a solugdo de uma equagao diferencial parcial elitica numa
regiao nao retangular com condicao de fronteira de Dirichlet. No
§ 3.1 do capitulo 3 fazemos uma modificagao do algoritmo de BUNEMAN,
que e desenvolvido em [l]. E, no § 3.2 estudamos a estabilidade
deste algoritmo no calculo da primeira componente g do vetor z

de um sistema matricial. No capitulo 4, examinamos a instabili-

dade do algoritmo apresentado no § 2.1.
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2.1 - Modificacao do metodo de CORF

Com uma modifica¢dao no método de CORF [1] que apresenta-
remos a sequir, encontramos uma forma de que a Unica incOgnita de

um sistema a nao ser eliminada seja x,. Com essa modificagao obtém-

0
se uma grande vantagem na "back substitution" para o calculo dasin
- cbgnitas eliminadas. Infelizmente a "back substitution" € insta-
vel. A prova desta instabilidade é um dos resultados deste traba-

lho. Comegaremos com a apresentacgao do metodo e no Capitulo 4 pro

varemos a instabilidade.
Seja
(1) Mx =y

um sistema, onde

[ A 1 T
I A I
M = e
| A
I A

€ uma matriz real, simetrica e bloco-tridiagonal, com dimensao de

bloco q = oK+l , onde k & um nimero inteiro positivo.

Considerando a estrutura de bloco da matriz M podemos es

crever os vetores x e y da sequinte forma:



[ =z Yo
] ¥
x = . e y = .
X
| Tg-1 | Yg-1
sendo,
T1i [ Y11
Ta4 Yai
xi = L] e yi = L]
r L ‘xFi i L y91 A

onde g & a dimensao de bloco de M e p a dimensdo de A.

O sistema (1) podera entdo ser escrito da seguinte for-

ma:
A Zq + zy =Y,
xq_z + A zq-l = yq-l

Aplicando em (1) o procedimento descrito nos Itens abai

xo, podemos eliminar algumas incdgnitas do sistema:

i - Multiplica-se a primeira equagao por (-A) e soma-se com a

2

segunda. Obtemos assim (I - Az)x0 +z,=y; - A Yo



ii - Para j = 2, 4, 6,...,9-4 considera-se as equagoes:

+ Az, , + =z, =y,
Tj-2 Tj-1 j Y5-1
x. + Ax., + X, = .
j-1 j j+1 Y5
Ty PRI Y T2 T ¥y

Soma-se a primeira e a terceira com a segunda multiplicada por (-A).

Obtemos entao,

2 2 _ _
xj-2 + (21" - A )xj + xj+2 = (yj_l + yj+1) A yj

iii - Soma-se a Ultima equagdo e a antepeniltima com a penultima

multiplicada por (-A), obtendo assim a equagao:

2 _ Az)x = (y

+ (21 q-2

Tq-4 g-3 * yq—l).—A yq—2

Para que a matriz determinada pelas equagoes seja de forma analoga

C s ~ 2
a de M, devemos somar aos dois membros da primeira equagao I Tg 7

obtendo assim:

2 2 _ _
(21" - A )xo + xz = yl A yo + xo

Desta forma transforma-se o0 sistema (2) no seguinte:

(212 - a?%) I T [
I (212 - a%) I z,
. ) I
i 1 (21% - 2% x




- A Yo - x

[ A o0 o [ =z, ]
0 A 0 x3
(4) . . . : =
* * 0 :

i 0 A | | Tl |

[ ¥y, - lzy + xy) T
y3 - (xz + x4)

L yq_l - xq‘z

O sistema (4) & chamado sistema de incdgnitas eliminadas.

O numero de incdgnitas de (3) e 2k logo, reduzimos a metade o nime

ro de incognitas de (1). Apds repetidas redugdes, obtemos um ini-

co bloco com z, sendo a tnica incognita.



Da mesma forma que no algoritmo de CORF obtemos o seguin

te algoritmo que define as redugoes:

Seja,
0 0 .
A()'-'A ’ ng)=yj =0, ..., q"1
e q(o) = 0. Usamos a matriz q(O) na definicao do termo somado aos

dois lados da primeira equagao de (2). Logo, para r =0, ..., k,

temos:
2

(5) A(r+1) - 2I2 + (A(r))
(6) y - yéi) - Al i)

(r+l) (r) (r) (r), (r)
(7) Y. =y +y - Ay,

J j-2F j+2F ]

#

(8) q(r+l) = 12 _ A(r)q(r)

Em cada estagio de redugao tem-se um novo sistema:

i 1 7 i i ]
. r (r)
A(r) I z, yé ) + g z,
(r) (r)
I A I fzr %Zr
L ] _ . (r)
. - x - yo
§2F j2%
. I . .
(r) (r)
L : I A ] L x2k+l_2r+1 ] . L y2k+l_2r+1 R




Apos k redugoes obtemos o sistema

(k) (k)
A(k) I xo yO tq m0
(k) - (k)
I A x Yy
_ ok ok

Fazendo mais uma redugéo, obtemos um sistema com a matriz corres

pondente de dimensao de bloco igual a um:

2
(12 - @9z, = - A(k)yék) - 2B gk 4 y;t)

Adicionando szo a ambos os lados da equagao acima e wusando as

formulas de recursao (5), (6) e (8), temos:

( 9) A(k+l)x0 - yék+l) + q(k+l)x0
ou
(10) (A(k+l) - q(k+1))x0 - yék+l)

AlkHl) _ OeHl)y o

Como no algoritmo de CORF, o polindmio ( e fato

rado de forma a possibilitar a resolugao de (10). Temos de [1]
que:

r

' 2
(11) A - p (a,I) =P (&) =- T (A + 2 cos ¢'T) 1)
2T 2T j=1 J

r+l *

onde ¢;r) = £23-DI
2



E de [2], temos:

=(r) _ ,(r) _ (r) _ 5 /Ay = _ (r)
(12) A = A | = Pzr(A) = Pzr(A) q
zr
==- N (A + 2 cos efr) I)
3=1 ?
onde
egr) = —._l]l__
] 2F + 1

Podemos assim, determinar o vetor x, a partir de (10) pela fato

0
(k+1) _ (k1)

rizagao de (A de acordo com (12), resolvendo um

sistema para cada fator. Como no paragrafo 3 de [1] , defina

G;k+l) = A + 2 cos e§k+l) I , j= l,...,2k+l
Para resolver (10), fagamos
(k+1)

2, = -
0 Yo
e recursivamente calculamos zj em

G$k+l)z. = k+1

j s DS L S
Portanto,

=X

fk+l - F0

Logo, conhecendo xo, podemos calcular as incégnitas restantes

'xl PR x2k+l usando o sistema Mz = y da sequinte forma:

xl = yo - Axo
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. k+1
“A.’C. -xj_z ’J=2’..-’2 -l
O algoritmo apresentado neste capitulo requer menos cal-
culos que o algoritmo de CORF. Para calcular x, é preciso resol-

0
ver 2k+l sistemas e, para calcular cada uma das 2k+l

-1 incOgnitas
restantes e necessario resolver apenas um sistema. O nimero total
de sistemas a serem resolvidos e iguai a (4x2k—l) que,para k>2 é
um nimero menor que (k+l)2k obtido no algoritmo de CORF. YMais uma
vantagem deste algoritmo modificado € que a metade dos sistemas a

serem resolvidos sao sistemas cujas matrizes dos coeficientes sao

iguais a identidade (I).

A grande desvantagem deste algoritmo esta no fato dele
ser instavel e o algoritmo de CORF ser estavel. O problema vem da

determinacao das incognitas z, ,..., x . A determinagdo de
1 2k+ l_l

xy usando os calculos deste capitulo & também instavel. Esse pro-
blema & idéntico a instabilidade do algoritmo de CORF [§10 de [1]].
No capitulo 3, modificamos o algoritmo de BUNEMAN para que o calcu

lo de zq seja estavel. Com essa estabilidade no calculo de x o

0 4
método deste capitulo pode ser usado no algoritmo do paragrafo 9
de [l], onde somente precisamos do vetor Zqe O paragrafo a sequir

define o algoritmo do §9 em [1].

2.2 ~ Resolucao de sistemas que surgem da discretizacao de uma

equagao diferencial parcial eliptica numa regiao nio retangu

lar.

Muitos problemas na pratica necessitam resolver uma equa
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¢ao diferencial parcial eliptica em uma regido nao retangular,como

a representada abaixo

cuja condigao inicial @ a de Dirichlet.

No paragrafo 5 de [2] verifica-se que o algoritmo do
§ 2.1 nos dia uma grande vantagem quando usamos O algoritmo desen-
volvido no § 9 de [1]. Pois, a quantidade de computacdo serd bem

reduzida. Descreveremos a sequir este método.

Obtemos a seguinte equagao matricial quando for usado o

mesmo Ar em toda regiao:

(13) [ G Ip 0 1 [ - ] ) a
LoijJ[me. ,(2)

onde
[ A T ] [ B S ]
T AT S B S
(13.1) G = . e e , H = .« e
. . T . . S
X T A | i S B |
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- (1) - - (2) A
%o %o
(1) (2)
zq 2
(13.2) 1 =] . . 22 |
x(l) x(2) |
- “r s
Sendo rxr e sxs, respectivamente, as dimensoes de blo
ki+l ko+1
code Ge H, comr = 2 -1l e s =2 -1.

Supondo que A tenha dimensao n,xn, e B tenha dimensao n, x n, con-

cluimos que P terd dimensao Ny xn,.

De (13) verificamos que

0
0
(14) .‘C(l) = G-ly(l) _ G-]_ 5 x0(2)
[ P
Rad
0
(15) x(Z) - Hfly(Z) _ H-l : xél)
= 0 -
Defina
(16) z(l) - G-ly(l) , (2) _ H-ly(z)
t
e 0 P
0 0
(17) w@ 2 g1 | ¢ ICO RS B
P 0

Substituindo (16) e (17) em (14) e (15), obtemos
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2D o ) (2
e
22 = 2 _ 2,
Particionando os vetores z(l) e z(Z) e as matrizes W(l) e W(z), te
remos
(1) _ (1) _ (1) _(2) .
(18) xj zj Wj z, , j 0,ceee,r
e
(2) _ _(2) _ (2) (1) .
(19) xj zj Wj x. ’ j 0,...,s

Faga j=r em (18) e j =0 em (19) logo, obtemos o seguinte sis

tema matricial:

I w(D 2 (1) ,
r r r
(20) =
(2) (2) (2)
W0 I xo zo

que pode ser reduzido a

_wD(2)y (1) _ (1) _ (1) (2)
(21) (T W, W0 )xr =z Wr 24

Resolvendo o sistema (21) utilizando o método de eliminagao de

(1)
r

Gauss, obtemos «x Substituindo esse valor em (20) calculamos

2 -, ~ ~
xé ) e as outras incognitas restantes sao entao calculadas usando

(14) e (15).

E interessante notar que necessitamos calcular apenas as

él) e z(2) dos vetores z(l) e z(Z)

0
Da mesma forma, sé calculamos Wél) e Wéz) das matrizes W

sendo que as componentes restantes nds nunca usaremos. Observemos

componentes z , respectivamente,

1) o w2
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que usando o método desenvolvido em [1] é impossivel calcular ape
2D, 52,y @) ¢ @

r 0
deste capitulo, zﬁl), zéz)

nas . Porem, se usarmos o algoritmo em 2.1

(1) (2)

’ Wr e WO podem ser encontradas dire

tamente.

Para calcular W(l)

.  Precisamos resolver o sistema

(22) ow (1)

s e O ()

p

(1)

onde W tem dimensao de bloco rxl e, cada uma das matrizes Wél),

(1). (1)
Wy lhe W

r possuem dimensao nyxn,. Para que possamos resolver

(1)

(22) particionaremos W em colunas como segue:

(1) _ |1 (1) (D)
(23) W - l:wcl r Wcz r LRI r ch
2

(1)

Cada coluna W
€y

é particionada em blocos como em (13.2),

-

r
ey
io

(1) W(l)
W = Ci1
i .

W (1)

c,
- ir -

onde Wél) tem dimensao n,x1 .

. L l
1]
Como queremos calcular Wél) temos que calcular cada Wél) ’
_ ij
i=1,...,n, , onde

2



15

Wél) = wél) , Wél) ) ooy wél)
1r 2r n
2r

Faga, ‘
"0 ] 0 0 ... O 1

0 0 0 . . . 0

(24) . = e e e e

P P, P . « . P
i | | 1l 2 n2 ]

onde P, , i=1,...,n

i 5 v € uma matriz de dimensao n.xl.

1

Usando (23) e (24) podemos reescrever o sistema (22) na

forma
C o
0
Gwéi) = . , 1= l,...,n2 .
L Pi =

Logo ao inveés de considerarmos o sistema (22), o substituimos por
n, sistemas da forma de (l). Para resolver estes sistemas aplica-
mos o algoritmo em 2.1 deste capitulo.

De forma analoga calcula-se Wéz)a

Em sintese, o algoritmo & o seguinte:

(1) (2)
2y 0

299 Calcula: Wél)

1?9) Calcular e z em (16)

e wéz) em (17)
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3Q) Resolver (21) usando o método de eliminacao de Gauss.
49) calcular z{?) usando (20).

59) Calcular x(l) e x(z) em (14) e (15).



17

"cAPITULO III

3.1 - Modificacao do Algoritmo de BUNEMAN

Como observamos no final do § 2.1, o cdlculo de z, € ins

0
tavel. A prova deste fato & semelhante a prova da instabilidade
de CORF no § 10 de [1]. Foi observado também, que um algoritmo de
senvolvido por BUNEMAN [j], torna o CORF estavel. Neste capitulo

apresentamos um algoritmo semelhante ao de BUNEMAN que torna o cal

culo de x, estavel.

O problema da instabilidade aparece no calculo do lado

direito dos sistemas definidos nas redugSes, isto e, os vetores

y;r). Para j # 0, estes vetores sao exatamente os do algoritmo de
CORF. O algoritmo de BUNEMAN [1] fornece um método de'"quebrar" os

vetores xgr) em duas partes,

(r) _ ,(r) ,(r) (r)
yj A Pj + qj ’

onde o calculo de P;r) e q;r) é estavel. O vetor y;r) nao & calcu

lado, apenas p;r) e q;r) sao claculados.

Desenvolvemos um algoritmo semelhante para yér)

(r)

, usando
(r)

A no lugar de A . Assim, definiremos Pér) e qér) tal que
(r) _ =(r) _(r) (r)

Como usarem@s os vetores pér) e qér) do algoritmo de BUNEMAN, da
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remos a definicao destes vetores :

(1) -1 (1)
I (1) _ .
j ¥5 ¢+ 94 j

P () _ @Y’ [ (£) 4 p®) )]

J j-2% j+2F J
(26)
(r+l1) (r) (r) (r)
\ = + -2
95 j-2F T et T “pyg
Definamos
(1) _ -1 (l) _ _ (1)
Po7" = ATy, + 95 =¥; - P '

0 0
e

(r+l) _ (r) _ plr+l)
qO - zr PO .

Provaremos agora que estes vetores satisfazem

(r) _ =(r) (r) (r)
yo = A P0 + qo .

Usando o processo de indugao em r, temos que para r = 1

, @) _ _ -1 -1
Yo Yy ~B¥y = A ¥y - Ayy t ¥y - Ay,

2 _ L2 -1 _ a1l
(I A7) A Yo + ¥y A Yo

_ oz -1
= A yo Ty - ATy

_ =), (1) (1)
= A P0 + q0

(O)X(O) - 12 2

onde X =1I-A I -2 .

~
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Suponha que

(r) _ z(r)_(r) (r)
yo = A P0 + qo
Para yér+l) temos
yér+l) - y(i) - A(r)yér)
2
- a(r) (r) (r) _ ,(r) z(r) (r) (r)
= A Pzr + q2r AR+ g7 )
A @z [L(r)_ z(x) -1, (r) (r) (r)
=-A""'A [Po -(a7) (P2r - 9, )] ta,
- 2
= (r) 5 (r) 5 (r+l) (r)
= - A A P0 + g r
2
- - alr)z(r), S (r+l) (r) _ 5(r+l)
= (I - A'YA BN +.q2r P,
mas, A(F*) o 1 - A(R)z(E)
Entao
(r+l) _ z(r+l)_(r+l) (r+1)
yo A P0 + qo
Para calcularmos Pér+l) resolvemos o sistema
2(r) o(r) _ (r+l), _ _(r) _ (r)
AT (R, Po 7 = Fr "%
usando a fatorizagao de K(r) (12) . Para calcularmos qér+l)nutiliz§

mos a tltima relacao em (27).

Apds k+1 redugbes, temos a equacido
=(k+1)  _  (k+1)
A zq Yo
Usando (25), temos

= (k+1) = 7 (k+1) _(k+1) (k+1)
A Tg = A P0 + 9
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Logo, podemos determinar o vetor z, resolvendo a equagao

0

_ P(k+1) = (k+1)

-1 (k+1)
Ty T Py + (A q

) 0

Para mostrar a estabilidade do processo descrito acima,
escrevemos OS pés e qés em funcao dos vetores xas da sequinte for
ma:

Temos que

(1) _ ,-1 (L) _ . _ (1)
po A yo e qo - yl pO
logo
(1) _ -1
P =T tA 'z,
e
qél) =zt Ar) +x, -z - A’lxl

= -A_l K(l)x + x

1 2

Pelo processo de indugao, provaremos que:

) ) 2r--l
(28) pér) =z, + (_1)r+1 s(r—l)(A(r—l)) 1 y % o1
k=1
e
2r-l
(29)  qif) = (T STV @EDTL Ry e
k=1 2
onde s{F) = (aT~Dpx=2) A(0y-1 . _ 1, 2, ...,k
(0)
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Sabemos que para r = 1

1

(1) z. + A x onde A = A

(0)

Po =% 1
e
Qél) = --A"-l i(l)xl + z, onde I = s(o)

Supondo valido para r, entao

(r+l) _ (r) _ ,z(r),-1, (r) _ _(x)
2r—l
_ r+l (r-1l) ,z(r-1),-1
=, + (-1) s (A r )) Z ka—l -
k=1
2r—l
- AN e+ (™D T +z
2 k=1 2Y - (2x-1) 25+ (x-) +
( 2r-l
_y e+l _(r-1) z(r-1),-1 7 (r) -
+ (-1)7 s (A ) T A kzl Tk-1 T e ]
2]’.‘
- _1yrt2  (r) =(r),-1
=z, + (-1) s (A7) kzl % o1
e
(r+1)
d, q(;;) p(()r+l)
2
2r-l
=z, + (-l)r s(r) A(r) (x + x }+x -
0 [kzl 2¥-(2k-1)  2%+(2k-1)4 ¥ *L
2]’.‘
-z 4+ (_l)r+l s(r)(g(r))—l I = -
0 Kl T2k-1

2]’.'
- (0T @ [ @@ T L
DRESEESS
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4 ,r

= (-1)F*? S(,r)(A(r))-l[I - A(r)A(r)] kzl Zyy * x2r+l
of

- (-1 ¥t _(r) z(r) -1 3(r+l)

= (-1) s (ATT) T A L Tory T x2r+1

Note que para j = 2,...,9 - 2 foi usada as seguintes formulas do

§ 11 de [1] para calcular os p&s e q's:

J
2r—l
(r) _ _q I+l (r) )
py 0 =@y * (-1) s {kzl (@5 (2k-1) ¥ T34 (2k-1)))
e ,r-1 .
(r) r _(r) ,(r)
q. =z + (-1)" s AV (T op_1yt . _qy) 1tz
onde s(r) = (A(r_l)....}\.(o))“l

3.2 - Estabilidade

Estudaremos agora a estabilidade do algoritmo de 3.1 no

calculo do vetor 4

Vamos escrever (43) e (44) da seguinte forma

pér+l) =z, + gO(r)
e
(r+l) _ = (r+l) (r)
99 - x2r+l - A 99
onde
(r) r42 (r) =(r).-1 2
90 = (-1) s (A ) kzl T5r-1
e
sF) = @lrml) | 200),-1
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Entao

(r+l) _ 3y I+2 _(r) ,z(r),- i
(30) HP onz” | [ (-1) S (& ) k£1 ka-lHZS

< 1s @Y (e

e

(r+1) r+lz (r+1)_(r) 2 (x) -1 2 ‘
31)  |lq, - x2r+ll|2 = || (-1)"""A s (A" kzlek-lHZ

< [RED RO e
g-1
onde[l=l1 = 1 Ilsl,
{(v[lz é a norma euclidiana do vetor v

e

llc]lz € a norma spectral da matriz c. Quando a matriz c
for simétria, ||cl|2 sera o maximo do mdédulo dos au-
tovalores de c.

Para obtermos o limite de (30) e (31), precisamos dos au

tovalores de A(r), (D) e s

. Esses autovalores podem ser calcu
lados em fungao dos autovalores de A. Se o sistema (1),vem de uma
discretizagao de cinco pontos da equagdao de POISSON sobre uma re-
giao retangulaf com condigOes de fronteira de DIRICHLET, entdo os

autovalores de A sao
i

(32) A, = -2(1+6%(1-cos 55%)) L i=1,...,p

onde § e igual a Ax/Ay ou Ay/Ax dependendo da ordem das equagoes

(VEJA [1]) e p @ a ordem de A.
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- Os autovalores de A(r), 2 o (B 50
p r(xi) i=1,...,p
2
gzr(xi) i=1,.0.,p
e
r=l -1,
[ 53, pzr(xi)] i=1,...,p

respectivamente. Para avaliar esses autovalores usamos as seguin-

tes definicoes de p r e B . (VEJA [2]) :
2 2

- 2 cos 2¥ ¢ , para |a| < 2
onde a = - 2 cos 6
pzr(a) =
- 2 cosh 2¥ o , para |a] 2 2
onde a = - 2 cosh @
e
-~ (sen (2r+1)e)/sen ) , para |a| < 2
onde a = - 2 cos 6
P () =
- (senh (2 +1)0/senh & , para |a| 2 2
onde a = - 2 cosh @

De (32) verificamos que in! >2,41i=1,...,p. Logo ,

para avaliar p r(x

, i) e p r(Ai) precisamos de

2



25

= =1 . = -1 201 - cos -y
(33) ei = cosh ('Al/z) cosh (1 + 67(1 cos p+l))

Agora a norha da matriz do lado direito da desigualdade

(30) pode ser escrita como

| (r) s(r),-1,, _ ~r°i i), -1 Co(r), -1
o W &Y, < qrgtaBh T,y L E) T,
Para o primeiro fator, temos
r-1 . r-1
(35) 1 ||(A(3)) l||2 = 1 max|(P .(1,)) 1|
=0 j=0 (H,} 2’
r-1 .
=2"F g max [cosh 230.]_l < 27F
C A i
j=0 {Oi}
onde ) e dado por (32) e 0, por (33).
Para o segundo fator, temos
36)  [JE")TH |, = max [, )7
{1;} 2
i
senh @,
= max = <1

r
{ei} senh (2 +l)ei

pois lsenh(2r+l)0i| > |senh Oil , Vi,

Logo, de (35) e (36), concluimos que

31 [1sW @), < 27T o

Portanto, de (30), temos

HpdE ) = zgll, < HsE &SN, (=]
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e por (37) vemos que quando r cresce, 2 T tende a zero, logo o cal

(r)
]

culo de p é estavel.

A norma da matriz do lado direito da desigualdade (31)

pode ser escrita como
(38) RO @E TS R EE T, s,

De |1]| temos que

0
39) s, < e TP

onde c_ = 2¥-1 e p & a dimens3o de A. Para o primeiro fator em (38),

temos

oy [EFD @ = maxlp 0GB G
() 2 2 -

sen(2r+l+l)ei

max =
{ei} senh (2 +l)6i

onde i, e dado por (32) e o, por (33).

Para achar esse maximo, consideramos a fungao

_senh (2 141)0
senh (2541 ) o

g (o)

Temos

(25*141) cosh (25 +1+1) osenh (25+1) o- (27+1) senh (25 *Xe1)ecosh (2F+1)e

g'(e)=
senh2(2r+l)e
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Para ©0 > 0

(2r+l+1)[cosh(2._.+l)esenh(2 +1) 6-senh (2F _+l)ecosh(2r+l)e]
g' (o) >
senh?(25+1) 0
(25* 141y cosh (2571 - 2%)0

senh2(2r+l)0

Entao, g & uma funcao crescente e com isso

max g(ei) g( max 0. )
{0,} {e }
i
De (33) vemos que
max 0, = 0 .
{i} P
Logo
max 9(91) = g(e ) .
{O }
Portanto,
senh (25 1+1) 0, senh (25 1+1)0
max - 1l = = P
{Oi} senh (27 +1) oi senh (2™ + l)Op
r+l r+l
- 1
) e(2 +1)ep _, (2 + )ep
r _ (T
e(2+l)ep _ e(z +1)ep
Substituindo (39) e (40) em (38), temos



Substituindo em (31)

llqér+l)
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e o ¥ le1y0 -2 1ye
_ L% . e, . 777p
2¥+1) 0 -2%+1)0
. P ., P
e o ~(25*242)0
=¢ P l - ¢ P
-(2¥*i0 0
I - ¢ P
% 1
< e ¥1
-(2F 42y 0
l -e¢
< e—crep 1
-40
l - e P
temos
-c 0
- rp 1
x2r+ll|2 < € 40 NERN
l -e¢ P

que nos leva a cdlculos limitados.

No cdlculo do vetor zq vimos como o algoritmo apresenta-

do em 3.1 nos leva a resultados numéricamente estaveis.
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capiTUuLO 1V

INSTABILIDADE

Mostraremos neste capitulo a instabilidade do algoritmo

apresentado no § 2.1, no cadlculo das incdgnitas Tireees® g .
' 2 -1

Seja 50 o valor aproximado de z, ja calculado em

K(k+l)x = yék+l), logo podemos escrever

0

5 =x, + €
0

0 0

Usando as equagoes do sistema

Azy  * o3y = Yy
xJ_l + ij + xj+l = yj s, J=1,2,...,9-2
xq-z * qu-l - yq-l

podemos calcular os valores aproximados dos xj's.

Ty =Yg " AEO ~ Yy " Axo - AEO
=) " B,
Tyl T ¥y T ARy Ty
=Yy - A(xJ + £j) S Ej_l
TYy T ARy T Eg T ARy T 85
=z, - Af. -
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Podemos escrever

onde w, sao autovetores de A. Logo,

i
P
) = = BEg == [ Ay ooy ouy
i=1
) ° (j+1)
= - - = Jt+ C - r
EJ'*']- = AEJ Ej_l z Bl wi r ] ll"'l2
i=1
onde
(0)
By = oy
(1) _
Bi = xi ai
(3+1) _ _ (3) _ ,(3-1)

sendo xi os autovalores de A dado em (32) e recordando que xi< -2.

. Usando o pro-

Mostraremos que |B§j+l)| > lB{j)l + oy

cesso de indugao:

Temos que

8| + Jay |

> 2fay] = log| + lay| = |

a
8y 1= 1y oyl

Supor |3§J+l)| > |B£J)| + |ai| para j < k e provaremos
para j = k+l1, entao

|§j(-k+2)i - l__xi Bj(_k+l) - B](-k)i > 2|Bj(_k+l)l _ lB](_k)I

1
Era N T e N I T N T I
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Verificamos que quando j cresce o erro Ej cresce ilimita
damente, o que prova a instabilidade do algoritmo em §2.1 quando

calculamos as incognitas Tyreser® k+1_

2 1
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