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RESUMO 

Um estudo de um método de redução cicl ica para resolver 

sistemas de equações lineares, mostra as vantagens e desvantagens 

de sua aplicação com relação a estabilidade. A vantagem deste mé- 

todo se encontra na resolução de equações diferenciais parciais e- 

t icas  numa região não retangular com condição de fronteira de 

Dirichlet. 



ABSTRACT 

\ 

A s tudy  of a  c i c l i c  r e d u c t i o n  method f o r  s o l v i n g  systems 

of  l i n e a r  equa t ions  shows t h e  advantage and d i sadvantage  of i t s  

a p p l i c a t i o n  wi th  r e l a t i o n  t o  s t a b i l i t y .  The advantage of t h i s  

method i s  founded, on t h e  r e s o l u t i o n  of p a r t i a 1  e l u p t c  d i f f e r en t i a l  

equa t ions  on a nonre tangula r  r e g i o n  wi th  D i r i c h l e t  boundary 

condi t i o n  . 
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' C A P ' f  T U L ' O  I 

I N T R O D U Ç Ã O  

Neste trabalho estudamos um método, desenvolvido em [2], 

para resolver sistemas de equações lineares. O método é uma modi- 

ficação de CORF [I]. Ambos são métodos de redução cíclica relati - 
vos a sistemas cuja matriz dos coeficientes é bloco-tridiagonal. A 

diferença entre eles é que o de CORF faz reduções que resultam num 

sistema envolvendo as incógnitas do meio do sistema inicial; e a 

modificação do CORF faz reduções que resultam num sistema envolven - 
do as incógnitas do princípio do sistema inicial. Esta diferença 

nos dá duas vantagens com relação a quantidade de cálculos. A pri - 
meira vantagem está na "back substitution", e a segunda está empro - 
blemas onde é preciso achar somente as primeiras incógnitas de um 

sistema. 

Ocorrem problemas de instabilidade com o método CORF e 

sua modificação. A instabilidade no de CORF ocorre no cálculo do 

lado direito dos sistemas resultantes das reduções. Na modificação 

de CORF existem instabilidades no cálculo do lado direito dos sis- 

temas resultantes das reduções e na "back substitution". 

A instabilidade do CORF deixa de existir quando aplica- 

mos o algoritmo de BUNEMAN [l] . Neste trabalho desenvolvemos um 

algoritmo, semelhante ao de BUNEMAN, que retira a instabilidadeque 



ocorre quando calculamos o lado direito dos sistemas resultantes 

das reduções. Provamos a estabilidade deste algoritmo e a instabi - 
lidade da "back substitution". 

Com o nosso algoritmo, a modificação será Útil quando 

apenas as incógnitas do inxcio do sistema são desejadas. Um exem - 
plo é discutido no 5 2.2 do capítulo 2. 

Em resumo, no 5 2.1 do capitulo 2, introduziremos o a1 - 
goritmo de CORF [l] modificado em [2]. No 5 2.2 aplicamos este a& 

goritmo a solução de uma equação diferencial parcial elltica numa 

região não retangular com condição de fronteira de Dirichlet. No 

5 3.1 do capítulo 3 fazemos uma modificação do algoritmode BUPJEMAN, 

que é desenvolvido em 111 . E, no 5 3.2 estudamos a estabilidade 

deste algoritmo no cálculo da primeira componente x o  do vetor x 

de um sistema matricial. No capítulo 4, examinamos a instabili- 

dade do algoritmo apresentado no 5 2.1. 



C A P f T U L O  I1 

2.1 - ~odificação do método de CORF 
Com uma modificação no método de CORF [l] que apresenta- 

remos a seguir, encontramos uma forma de que a Única incógnita de 

um sistema a não ser eliminada seja x Com essa modificaç~oobtém o 
se uma grande vantagem na "back substitution" para o cálculo dasin - 
cógnitas eliminadas. Infelizmente a "back substitution" é instá- . 
vel. A prova desta instabilidade 6 um dos resultados deste traba - 
lho. Começaremos com a apresentação do método e no ~apItulo 4 prg 

varemos a instabilidade. 

Seja 

um sistema, onde 

é uma matriz real, simétrica e bloco-tridiagonal, com dimensão de 

bloco q = 2k+1 , onde k é um nbero inteiro positivo. 

Considerando a estrutura de bloco da matriz M podemos es - 
crever os vetores x e y da seguinte forma: 



sendo, 

onde q é a dimensão de bloco de M e p a dimensão de A. 

O sistema (1) poderá então ser escrito da seguinte for- 

ma: 

Aplicando em (1) o procedimento descrito nos Itens abai - 
xo, podemos eliminar algumas incógnitas do sistema: 

i - Multiplica-se a primeira equação por (-A) e soma-se com a 

2  2  segunda. Obtemos assim (I - A )xO + x 2  = y1 - A Yo 



ii - Para j = 2, 4, 6, ...,q- 4 considera-se as equações: 

Soma-se a primeira e a terceira com a segunda multiplicada por (-A). 

Obtemos então, 

iii - Soma-se a Última equação e a antepenúltima com a penúltima 

multiplicada por A ,  obtendo assim a equação: 

Para que a matriz determinada pelas equações seja de forma análoga 

2 a de M, devemos somar aos dois membros da primeira equação I xo , 
obtendo assim: 

Desta forma transforma-se o sistema (2) no seguinte: 



A O 0  

O A O  

O sistema (4) é chamado sistema de incógnitas eliminadas. 
k O número de incógnitas de (3) é 2 logo, reduzimos a metade o núme - 

ro de incógnitas de (1).  pós repetidas reduções, obtemos um Úni- 

co bloco com x sendo a Única incógnita. O 



Da mesma forma que no algoritmo de CORF obtemos o seguin - 
te algoritmo que define as reduções: 

Seja, 

e q(O) = O. Usamos a matriz q(") na definição do termo somado aos 

dois lados da primeira equação de (2). Logo, para r = 0, ..., k, 
temos: 

Em cada estágio de redução tem-se um novo sistema: 
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Após k reduções obtemos o sistema 

Fazendo mais uma redução, obtemos um sistema com a matriz corres - 
pondente de dimensão de bloco igual a um: 

a ambos os lados da equação acima e usando as Adicionando I xo 

fórmulas de recursão (5), (6) e (8), temos: 

Como no algorztmo de CORE', o polinÔmio (A - p + l )  ) 6 fato - 
rado de forma a possibilitar a resolução de (10) . Temos de [l] 

que : 

(r) = (23-1)n onde )j 2r+l . 



E de [2] , temos: 

(12) Ã(~) =A(r) - q(r) = i; (A)  = p (A) - q (r) 
2r 2r 

= - 2' 
n ( A +  2 cos eIr) I) 

onde 

Podemos assim, determinar o vetor x a partir de (10) pela fato O 

rização de - q(k+l)) de acordo com (12), resolvendo um 

sistema para cada fator. Como no parágrafo 3 de [l] , defina 

Para resolver (10) , f açamos 

e recursivamente calculamos z em 
j 

G (k+lIz = , j = 1,. ..,2 k+l 
j j j-i 

Portanto, 

Logo, conhecendo x , podemos calcular as incógnitas restantes o 
x1 ,..., x usando o sistema Mx = y da seguinte forma: 2k+l,l 



O algoritmo apresentado neste capítulo requer menos cál- 

culos que o algoritmo de CORF. Para calcular xO é preciso resol- 

ver 2 k+l sistemas e, para calcular cada uma das 2 k+l -1 incógnitas 

restantes 6 necessário resolver apenas um sistema. O número total 

* de sistemas a serem resolvidos é igual a (4~2~-1) que,para k > 2 e 

k um número menor que (k+1)2 obtido no algoritmo de CORF. Mais uma 

vantagem deste algoritmo modificado é que a metade dos sistemas a 

serem resolvidos são sistemas cujas matrizes dos coeficientes são 

igua4.s a identidade (I). 

A grande desvantagem deste algoritmo está no fato dele 

ser instável e o algoritmo de CORF ser estável. O problema vem da 

determinação das incógnitas x1 ,..., x . A determinação de 
2k+l,l 

xo usando os c6lculos deste capítulo 6 também instável. Esse pro- 

blema 6 idêntico a instabilidade do algoritmo de CORF [§10 de [I]]. 

No capitulo 3, modificamos o algoritmo de BUNEMAN para que o cálcu - 
10 de x o  seja estável. Com essa estabilidade no cálculo de xo , o 

método deste capítulo pode ser usado no algoritmo do parágrafo 9 

de [I], onde somente precisamos do vetor x O parágrafo a seguir o ' 
define o algorxtmo do 59 em [I] . 

2.2 - ~esolução de sistemas que surgem da discretização de uma 

equação diferencial parcial eliptica numa reqião não retangu - 
lar. - 

Muitos problemas na prática necessitam resolver uma equg 



ção diferencial parcial elíptica em uma região não retangular,como 

a representada abaixo 

cuja condição inicial 6 a de Dirichlet. 

NO ~arágrafo 5 de [2] verifica-se que o algoritmo do 

§ 2.1 nos dá uma grande vantagem quando usamos o algoritmo desen- 

volvido no 8 9 de [I]. Pois, a quantidade de computação será bem 

reduzida. Descreveremos a seguir este método. 

Obtemos a seguinte equação matricial quando for usado o 

mesmo Ax em toda região: 

onde 

(13.1) G = 

B S  

S B S  

. . 
. 



Sendo rxr e sxs, respectivamente, as dimensões de blg 
kl+l k2+l 

co de G e H, com r = 2 -1 e s = 2  -1. 

Supondo que A tenha dimensão nlx nl e B tenha dimensão n2 x n2 con- 

clu~mos que P terá dimensão nlxn2. 

l o l  

Substituindo (16) e (17) em (14) e (151, obtemos 



Particionando os vetores z ('1 e z (2) e as matrizes w ('1 e w(~) , te 
remos 

x (2) = 2 (2) - W(2)x(l) 
j j j r 

, j = O,.. .,s 

Faça j = r em (18) e j = O em (19) logo, obtemos o seguinte sis - 
tema matricial: 

que pode ser reduzido a 

Resolvendo o sistema (21) utilizando o método de eliminação de 

Gauss, obtemos x ('). Substituindo esse valor em (20) calculamos r 

x(~) e as outras incógnitas restantes são então calculadas usando o 

E interessante notar que necessitamos calcular apenas as 

componentes z ('1 e z r (2) dos vetores z o e z (2) , respectivamente. 
(1) Da mesma forma, só calculamos Wr (2) das matrizes W e Wo 

( 2) ('1 e w , 
sendo que as componentes restantes nós nunca usaremos. Observemos 



que usando o método desenvolvido em [I] 6 imposs~vel calcular ape - 
nas a  (I) (2) , w(~) e w(~) . ~orém, se usarmos o aigoritmo em 2.1 r ' r O 

(1) (2) (1) deste capítulo, a  , a o  , Vr 
r (2) podem ser encontradas dire e Wo - 

tamente. 

Para calcular w:') precisamos resolver o sistema 

onde W (') tem dimensão de bloco rxl e, cada uma das matrizes Wn (1) , 
- 

(1). 
W1 , . . . , w(~) possuem dimensão n xn r 1 2' Para que possamos resolver 

(22) particionaremos w em colunas como segue : 

Cada coluna wC1) é particionada em blocos como em (13.2), 
i 

onde W (1) tem dimensão nlxl . 
Como queremos calcular w(') temos que calcular cada (1 

r wc, 4 I 
-L J 

i = 1 , n  , onde 
2 



Faça, 

onde P , i = , , n  , e uma matriz de dimensão n xl. 2 1 

Usando (23) e (24) podemos reescrever o sistema (22) na 

forma 

Logo ao invés de considerarmos o sistema (22), o substituimos por 

n sistemas da forma de (1). Para resolver estes sistemas aplica- 2 

mos o algorítmo em 2.1 deste capítulo. 

De forma análoga calcula-se W (2) o 

Em síntese, o algoritmo é o seguinte: 

19) Calcular ar ('1 e z (2) em (16) o 

288 Calcular (2) em (17) e Wo 



39) Resolver (21) usando o método de eliminação de Gauss. 

(2) usando (20). 49) Calcular x O  

5Q) Calcular x ('1 e z (2) em (14) e (15). 



3.1 - ~odificação do Algoritmo de BUNEMAN 

Como observamos no final do 5 2.1, o cálculo de x 0  é ins - 
tável. A prova deste fato é semelhante a prova da instabilidade 

de CORF no 5 10 de [I]. Foi observado também, que um algoritmo de - 
senvolvido por BUNEMAN [I], torna o CORF estável. Neste capítulo 

apresentamos um algoritmo semelhante ao de BUNEMAN que torna o c61 - 
culo de x  estável. o 

O problema da instabilidade aparece no cálculo do lado 

direito dos sistemas definidos nas reduções, isto é, os vetores 

(I) . Para j # 0, estes vetores são exatamente os do algoritmo de 
j 

CORF. O algoritmo de BUNEMAN C11 fornece um método deWquebrar" os 

vetores x (r' em duas partes, 
j 

onde o cálculo de P (r !r) é estável. O vetor y 
j e q ~  

(r) não é caicz 
j 

lado, apenas p (r 
j 

(r) são claculados. e qj 

Desenvolvemos um algoritmo semelhante para y (I) , usando O 
(r) Ã(~) no lugar de A(~). Assim, definiremos Po (r) tal que e 9 0  

(r) Como usaremos os vetores p e qir) do algoritmo de BUNEMAN, da 
j - 
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Logo, podemos determinar o vetor x resolvendo a equação O 

Para mostrar a estabilidade do processo descrito acima, 

escrevemos os p's e q's em função dos vetores x!s da seguinte for o o 3 

ma : 

Temos que 

logo 

Pelo processo de indução, provaremos que: 

2r-l 

(28) pAr) = xo + (-1) (A 1 C X  
r+l S(r-l) ( r - )  -1 

k=l 2k-1 , 

onde s (r) = (A(r-l)A(r-2) . . .A (0))-1 , r = 1 , 2 ,  ..., k 
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onde I/x/ / = I /xjl 12 
j=l 

/ / V /  I 2  é a norma euclidiana do vetor v 

I 14 12 é a norma spectral da matriz c. Quando a matriz c 

for simétria, I lcl l 2  será o máximo do módulo dos au- 

tovalores de c. 

Para obtermos o limite de (30) e (31), precisamos dos ag 

tovalores de A ( ~ )  , e s(~) . Esses autovalores podem ser calcu - 
lados em função dos autovalores de A. Se o sistema (l),vem de uma 

discretização de cinco pontos da equação de POISSON sobre uma re- 

gião retangular com condições de fronteira de DIRICHLET, então os 

autovalores de A são 

onde 6 é igual a AX/A~ ou Ay/Ax dependendo da ordem das equações 

(VEJA [l] ) e p é a ordem de A. 



(r) ~ ( r )  e Os autovalores de A , (I) são 

respectivamente. Para avaliar esses autovalores usamos as seguin- - 
tes definições de P-r e p-r (VEJA [2] ) : 

r- 2r e 
, para \a1 c 2 

I onde a = - 2 COS 0 

C onde a = - 2 cosh 0 

r - (sen (2r+1) e)/sen 8 , Para 
I onde a = - 2 cos 0 

C onde a = - 2 cosh e 

De (32) verificamos que lAil > 2 i = ll...lp. Logo , 



-1 -1 2 
(33) ei 

= cosh (-Ii/2 
) = cosh (1 + 6 (1 - tos 

p+l 

Agora a norma da matriz do lado direito da desigualdade 

(30) pode ser escrita como 

Para o primeiro fator, temos 

onde Ai é dado por (32) e Oi por (33). 

Para o segundo fator, temos 

- 
(36) 1 1  (Ã(~))-~/ l 2  = max I (p (~~))-'l 

{A,) 2r 

senh Oi - - max I J < i  
{ O senh (2r+l) Oi 

pois ~senh (2r+1) Oi 1 > I senh Oi 1 , V i. 

Logo, de (35) e (36) , conclu~mos que 

Portanto, de (30) , temos 



e por (37) vemos que quando r c resce ,  2-r tende a zero,  logo o cá1  - 
cu lo  de  p A r )  é e s t á v e l .  

A norma da matr iz  do lado d i r e i t o  da desigualdade (31) 

pode s e r  e s c r i t a  como 

De 11 1 temos que 

onde P = 2 I - 1  e p é a dimensão 

temos 

(40) 
L; 

{ h ,  1 

de A. Para o primeiro f a t o r  em (38), 

- - max 
{o i}  

i sen (2"l+1) oi 
senh ( 2 r + l )  Oi 

Para achar e s s e  máximo, consideramos a função 

g (0 )  = 
senh (2r+1+l) 8 

senh (2r+1 ) O 

Temos 

(2r+1+1) cosh (2r+1+1) 0senh ( 2 r + l )  O- ( 2 r + l )  senh (2r+1+l)~cosh (J+uO 
g '  ( e ) =  2 r 

senh ( 2  +1) O 



P a r a  O > 0 

(2r+1+1) [cosh (2r+1+l) Osenh (.2'+1) O-senh (2'+'+1) Ocosh (2r+1) O ]  
g '  ( 0 )  > 2 r senh  (2  + 1 ) 0  

(2r+1+1) c o s h  ( 2 r + l  - 2 7 0  - - 
2 r > o 

senh  (2  +1)0  

~ n t ã o ,  g 6 uma função  c r e s c e n t e  e com isso 

max g(Gi) = g (  max oi)  
( 0 :  1 {O, I 

D e  ( 3 3 )  vemos que 

Logo 

P o r t a n t o ,  

senh (2r+1+l) O,  senh (2r+1+l) 0- 
max =_L.> 

0 ~ e n h ( 2 ~ + 1 )  O i  ~ e n h ( 2 ~  + 1 ) 0  
P 

1 li (r+U - (r)  -1 (r) 
(A  

- ( r + l )  (i (r)  -1 
s 1 1 5  / I A  I I 2  11,s (r)  1 l 2  



-40 
i - e  P 

Substituindo em (31) temos 

que nos leva a cálculos limitados. 

No cálculo do vetor x vimos como o algoritmo apresenta- o 
do em 3.1 nos leva a resultados numericamente estáveis. 



INSTABILIDADE 

Mostraremos neste capítulo a instabilidade do algoritmo 

apresentado no 5 2.1, no cálculo das incógnitas X~,...~X 
2k+L.l ' 

Seja o valor aproximado de x já calculado em o 0 ' 
Ã(~+') - (k+l) logo podemos escrever xo - Yo 

- 
XO = XO + EO 

Usando as equações do sistema 

A=co + x - 
1 - 90 

x + Ax - 
j-i j + xj+i - Yj 

, j = l,2,...tq-2 

x + Ax - - 
q-2 q-1 Yq- 1 

podemos calcular os valores aproximados dos x 'S. 
j 





Verificamos que quando j cresce o erro 5 cresce ilimita 
j - 

damente, o que prova a instabilidade do algorítmo em 52.1 quando 

calculamos as incógnitas xl, ..., x $+Ll 
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