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RESUMO 

Uma propriedade interessante é provada para árvore de Huffman . 
Quaisquer do is  elementos de pesos ai e b. f i l h o s  de um mesmo pai tem a seguin 

I - 
t e  propriedade : 

se bi 3 ai então 

onde Wm 6 o peso de qualquer nó da árvore. 

Baseado nesta propriedade, um a lgor i tmo f o i  desenvolvido para a t u a l i z a r  d inâ - 
micamente uma árvore de Huffman, 5 medida que os pesos dos seus nós terminai s 

variam. 

Ut i l i zando-se es te  a lgor i tmo,  um modelo de um sistema adapta t ivo  para compres- 

são de dados f o i  implementado. 

Simulações efetuadas com diversos t i pos de dados 

san tes. 

levaram a resu 1 tados i n teres - 



ABSTRACT 

An i n t e r e s t i n g  proper ty  i s  proven f o r  Huffman's t ree .  Any 

w i t h  weights ai and bi sons o f  a same fa the r  have the f o  

I f  b i > / a i  then 

Wm( ai 0' w m p i  

where Wm i s  t he  weight o f  any node o f  the  t ree.  

two 

1 low 

elements 

l i  ng property : 

Based on t h i s  property,  an a lgo r i t hm i s  developed t o  dynamically update 

Huffman's t r e e  as weights o f  terminal  nodes change. 

Using t h i s  a lgor i thm, a model o f  an adaptive system f o r  data compression i s  

developed. 

Simulat ion using many types o f  data led t o  i n t e r e s t i n g  r e s u l t s .  
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Uma técnica que se tem procurado sempre aprimorar é a compressão de da - 
dos. Comprimi r dados s ign i f i c a  reduzi r a redundância inerente aos conjuntos 

de dados a serem codif icados, tendo como o b j e t i v o  representar apenas a i n f o r  - 
mação rea l  cont ida em t a l  conjunto. 

Nos sistemas d i g i t a i s  a informação 6 cod i f i cada através de uma sequên - 
tia de d i g i t o s  b iná r ios  ( b i t s ) .  I s t o  se deve ao f a t o  de que na tecnologia a- 

t u a l  6 mais f á c i l  reconhecer apenas do is  estados (O e 1) em um d i s p o s i t i v o  do 

sistema. 

Dos estudos de Teor ia da lnformagáo [I] sabe-se que a ent rop i  a de uma 

f o n t e  b i n á r i a  ergódica pode ser d e f i n i d a  como 

n 

onde - n é o número de simbolos a ser  cod i f i cado e pi é a 

rênc ia  do i-ésimo simbolo do conjunto de dados. 

probabi l idade de ocor - 

Informalmente, a ent rop ia  de uma fonte  de f ine  o número mínimo de b i  t s  

por simbolo necessãrios para c o d i f i c a r  mensagens geradas por es ta  fonte. Este 

número, entretanto,  é um l i m i t e  i n f e r i o r  e em geral  não é i n t e i r o .  Como o nÚ - 
mero de b i  t s  que representa determi nado sÍmbolo tem que ser  um número i n t e i  ro, 

sòmente u t i  1 izando-se códigos de tamanho va r iãve l  6 possivel  aproximar-se des - 
t e  l i m i t e  i n f e r i o r .  Um método elegante para d e f i n i r  estes cõdigos, sabendo- 

se de antemão a probabi 1 idade de ocorrência de cada um dos simbolos, f o i  dado 

por Huffman [2] . 
Um código b i n á r i o  pode ser  representado por uma ãrvore b i n á r i a  em que 

os caminhos à esquerda de cada nó correspondem aos zeros enquanto os d i r e i -  

t a  correspondem aos - uns. A informação 6 associada aos nós terminais.  Achar 

o s Ímbo 10 correspondente a de termi nada cod i f i cação , s i gn i f i ca p a r t i  r da ra  i z 

da árvore seguindo à d i r e i  t a  ou à esquerda, conforme os b i  t s  - 1 ou - O da codi f - i 
cação a t é  alcançar-se um nó terminal .  Exi s t e  por tan to  um caminho Único que 

une a r a i z  da ãrvore a um nó termi na1 . 
Neste t raba lho considerou-se uma ãrvore de Huffman na qual os pesos as - 



sociados aos diversos nÔs terminais variavam com o tempo. Um a l g o r i  tmo para 

a t u a l i z a r  a árvore de forma a mantê-la sempre numa árvore de Huffman, f o i  de- 

senvolvido. Baseado neste a lgor i tmo um modelo de um sistema auto-adaptat ivo 

f o i  implementado. 

Usando este sistema, não há necessidade de se saber a p r i o r i  a frequên - 
tia de ocorrência de cada símbolo do conjunto. A medida que um símbolo é co- 

d i f i c a d o ,  o sistema computa a sua frequência r e l a t i v a  e adapta-se de t a l  ma- 

nei r a  a manter um código com minima redundância. 

2. DEF I N I ÇÕES 

A não ser nos pontos onde f o r  expl i c i  tamente declarado, todas as def - i 
niçÕes e notações referentes a árvores são as mesmas usadas pe lo  Knuth 131 . 

Arvore b i n á r i a  (chamada árvore b i  nãr i a  extendida pe lo  ~ n u t h )  conside- 

ra-se um nó chamado r a i z  com as suas duas árvores b iná r ias  d i s t i n t a s .  

F lo res ta  é um conjunto de árvores. 

Nó i n te rno,  inc lu indo a r a i z ,  tem do is  f i l h o s ,  o d i r e i t o  e o esquerdo, 

que são as ra izes  das sub-árvores d i  r e i  t a  e esquerda, correspondentes ao - nó 

pai. 

NÕS terminais,  nós externos ou fo lhas  são nós que não possuem f i 1 hos. 

Ao longo deste t rabalho supõe-se sempre - n nós termi nai S. O termo - nó 
pode designar indis t in tamente um nó in te rno  ou externo. Ex i s te  um Único ca- 

minho en t re  a r a i z  e oada um dos nós ( i n te rno  ou externo). 

Comprimento do caminho de um nó é o comprimento do caminho ( número de 

arcos ) pe rco r r i do  ent re  a r a i z  e es te  nó. 

Comprimento do caminho de uma árvore é a 50% dos comprimentos do cami - 
nho de todos os nós terminais.  Assim, se 1 .  6 o comprimento do caminho do 

J 
j-ésimo nó terminal ,  então 2 1.  é o comprimento do caminho da árvore. 

J 

Um nõ está no n í v e l  k quando o comprimento do caminho deste nó é igual  



a k. A r a i z  está no n í v e l  zero e é cons iderado o mais a l t o  n í v e l .  

Em muitos problemas associa-se a 

t o  ponderado do caminho de uma árvore ou 

cada nó termi na1 um peso w. Comprimen - - 
simplesmente custo de uma árvore de- 

f i ne -se  como z w. 1. onde w. e 1 são respectivamente o peso e o comprimento 
J J  J j 

do cami nho do j -és i mo nó termi na 1. Compr i mento ponderado médi o do cami nho de 

uma árvore ou custo normalizado de uma árvore é dado por 2 w.1 . /C w.. 
J J  J 

A árvore de menor custo poss i v e l  de se const ru i  r com os mesmos 11 nós 

termina i s chama-se árvore Ótima. 

Lema 2.1. : O número t o t a l  de nós in ternos numa árvore b i n á r i a  é um me - 
nos que o número t o t a l  de nós terminais [3] . Associemos também a cada nó i n  - 
te rno  um peso que se ja  a soma dos pesos de seus nós f i 1 hos . 

A árvore constru ida com estes pesos associados a cada um de seus nós 6 
a árvore que será considerada deste ponto em diante.  Os pesos dos nós i n t e r -  

nos serão designados por  - w '  . 
Lema 2.2. : A soma dos - n-1 pesos dos - n-1 nós internos é o comprimento 

ponderado da árvore ou o custo da árvore 131 . 
Ass i m 

3 A ARVORE DE HUFFMAN 

A árvore de Huffman é aquela constru ida através do a l g o r i  tmo de Huf f -  

man 2 . O a lgor i tmo de Huffman 6 o seguinte : 

1) Colocar os - n pesos dos nós termi na is  em ordem ascendente ; 

2) T i  r a r  os do is  de menor v a l o r  da sequência, somã-10s e i n t roduz i  r es- 

t a  soma novamente na setquência de forma a manter a ordem ascendente. Associar 

os do is  valores re t i rados  da sequência a nós f i l h o s  de uma sub-árvore cu ja  

r a i z  tem peso igua l  ã soma destes valores.  

3)  Repet i r  o passo 2 a té  que e x i s t a  apenas um va lo r  na sequência. Este 

v a l o r  é então associado ã r a i z  da árvore. 



( a )  ALGORITMO DE HUFFMAN 

(b )  ARVORE DE HUFFMAN 

FIGURA 1 .  EXEMPLO DO ALGORITMO DE HUFFMAN E 

CONSTRUÇÃO DA ARVORE CORRESPONDENTE. 



O a lgor i tmo de Huffman const ro i  uma árvore Ótima a p a r t i r  de um con- 

j u n t o  de - n pesos dados 123. 

Suponha que paremos o a l g o r i  tmo de Huffman após m passos executados. - 
(1 < m < n-1). As sub-árvores j á  formadas são também árvores Ótimas r e l a t i -  

vas aos valores dos pesos de seus nós terminai S. 

Lema 3.1. : O a l g o r i  tmo de Huffman const ró i  uma f l o r e s t a  Ótima de m so - - 
mas 24. Portanto, toda sub-árvore de uma árvore de Huffman é também uma á r  - 
vore de Huffman. (v ide Figura 1 ) .  



4. ORDEM ASCENDENTE NA ARVORE DE HUFFMAN 

Lema 4.1. : Seja 2 o peso associado r a i z  da sub-árvore T no n í v e l  k. 
D - 

A cont r ibu ição de T para o custo t o t a l  da árvore é dada por  
P 

C 1 = C T  + p . k  ,onde  CT = w !  é o custo de T . 
P P j c T  

J P 
P 

Prova : Substi tuindo-se T por um nó com peso zero, a soma dos nós i n -  - P - 
ternos decresce por duas razões : 

1. Os nós internos de T não contribuem mais para a soma t o t a l .  
P 

2. A cont r ibu ição do peso e nos - k nós in ternos no caminho a té  a r a i z  

das árvores, desaparece. 

Como pe lo  Lema 2.1. o custo de uma árvore & dado por  C =C w j  temos que 
J 

o novo custo da árvore & : 

c '  = c - C wi - p . k ,  onde C w t  = CT , custo de T . 
j a  T~ j j € T  j P P 

P 

Lema 4.2. : Seja e q os pesos associados 2 r a i z  da sub-árvore To no 

n í v e l  - k e a r a i z  da sub-árvore T no n i v e l  - h. Se a árvore é Ótima e 
9 

p )  q então k,( h. 

Prova : Inve r te r  as posições das sub-árvores T e T . Pelo Lema 4.2. - P 9 
o novo cus to  da árvore 6 

C i  = C  + (q - p) (k - h). 

Se a árvore  o r i g i n a l  era Ótima e nenhum nó termi na1 f o i  i nse r ido  ou re-  

t i r a d o ,  então a t roca de T por T não pode diminui  r o custo da árvore. 
P q 

Assim (q - p) (k - h) ), O e 

se p b q  então k $ h .  

Portanto em uma árvore Ótima os nós com pesos maiores situam-se em n í -  

v e i s  mais a l t o s .  



4.1. TEOREMA 

Seja a i e b i os pesos associados aos nbs , f i 1 hos de um mesmo pai em u- 

ma árvore  b i n á r i a  com ai< b.. A árvore é uma árvore de Huffman se e sòmen- 
I 

t e  se wm_< ai OU wm 2 b. onde w é o peso de qualquer nó da árvore. 
I m 

4.1.1. Pr imeira Parte 

Se a árvore 6 de Huffman então 

( a i  OU Wm) bi p a r a t o d o  wm m \ 

Prova : Suponha no passo - i do a lgor i tmo de Huffman os pesos : 

a. , bi , C. , di , etc .  onde ai _( bi _( ci < di e tc .  Assim, ai  e bi são os 
I I 

doi  s menores valores dos pesos no passo - i , como a e b . o são no passo j . 
j~ 

Processando este passo, t r ê s  casos podem ocor re r  : 

1) ai  + b i < c i  

Caso 1) : bi+l = C. > ai + bi = ai+l 3 bi ) ai 
I '  

Caso 2) : bi+l = a + bi > ci  = ai+l bi > ai i 

Caso 3) : bi+l = d. > ci  = 
ai+l a bi a ai I '  

Portanto, para qualquer um dos casos a desigualdade bi+l ) ai+l ) b.>a i /  i 

6 v e r i  f icada. Desta forma os pesos que estão sendo processados são sempre 

maiores ou igua is  ãqueles j á  processados. Na sequência os pesos sendo proces- 

sados são sempre os dois menores. O peso produzido sempre é maior ou i gua l  - 
queles que o produzem. 

Portanto, a seguinte sequência pode ser constru ida : 



Assim, os valores de ai e b i  são contiguos. Como a. e b. são os pesos 
I I 

associ ados aos nós f i 1 hos de um mesmo pa i , o teorema es t á  provado. 

4.1 .2. Segunda Parte 

man. 
Se wm< ai OU wm& bi , então a árvore  é uma árvore de Huf f  - 

Prova : Construi r as duas sequencias baseadas na árvore : 

1. wi  \ < w 2 < w 3  \( ... para os n nós terminais.  

2. w i  ( w; ( W '  \< . . . para os n-1 nós internos.  3 - 
Pela hipótese os pesos w 1  correspondem à soma de do is  pesos con- i 

t íguos . 
Apl i ca-se o a l g o r i  tmo de Huffman 2 sequênci a 1 . 
No primei r o  passo r e t  i ram-se os pesos wl e w2. 

Como W '  é a menor soma de do is  out ros  pesos, necessãri amente 1 

w i  3 W2 2 w, , po is  wl e w2 são os doi s menores pesos correspondendo a nós 

terminais e todos outros pesos correspondendo a nós in ternos são maiores ou 

igua is  a wi . Assim, wl e w2 são cont iguos e por es ta  razão a soma deles - e 

x i s t e  na sequência 2. Na rea l  idade a soma deles é igua l  a w; , dado que os 

do is  menores valores devem produz i r  a menor soma. Ret i ra-se o va lo r  w i  da se- 

quência 2 e insere-se no lugar apropriado da sequência 1. Como w' > w ) w, , 1 /  2 
a inserção de w t  não quebra a cont iguidade de wl e w2 na sequência geral .  

1 

No passo - i o procedimento é análogo. Neste caso os do is  menores 

va lores  na sequência 1 podem ser valores correspondendo a nós internos ou ex- 

ternos e w! toma o lugar de w i  . 
I 

~ p õ s  n-1 passos, o v a l o r  w 1  , o peso da r a i z  da árvore 6 o b t i -  - n - 1 
do. Como é possivel  reconst ru i  r a árvore o r i g i n a l  usando o a l g o r i  tmo de Hu f f -  

man, a árvore o r i g i n a l  6 uma árvore de Huffman. 



FIGURA 2. ARVORE DE HUFFMAN T I R A D A  DO M U T H  (3) PAG. 403 , 
L I GE I RAMENTE MOD I F I  CADA PARA MOSTRAR A PROPRI EDADE. 



5 O ALGORITMO ADAPTATIVO 

5.1. introdução 

Numa árvore b i n á r i a  os sÍmbolos a serem cod i f i cados são associa - 
dos aos nós terminais.  Cod i f i ca r  um símbolo corresponde a achar o caminho 

que l i g a  a r a i z  da árvore  a este nó p a r t i c u l a r .  Para a t u a l i z a r  os pesos dos 

nós ã medida que os símbolos vão sendo codi f icados , 6 necessário que se i n  - 
cremente de uma uni dade os pesos de todos os nós pertencentes ao cami nho. I - s 
t o  se deve ao f a t o  de se es ta r  considerando que os pesos associados aos nós 

termi nai  s correspondam ao número de ocorrências do símbol o associado ao re fe -  

r i d o  nó. 

Como f o i  provado na seção 4, uma árvore que não 6 de Huffman pode 

ser f à c i  lmente detectada ve r i f i cando  se a sequência ascendente dos pesos na ' ,  

á rvore  fo i  quebrada em algum ponto. O a lgor i tmo de a tua l ização cons is te  , 
po is ,  em e fe tua r  mudanças de nós e sub-árvores de forma a manter sempre a se- 

quência cor re ta .  Desta forma a ãrvore  6 a1 terada ã medida que os símbolos 

são cod i f i cados . 
O a l g o r i  tmo pode ser executado de uma forma d i  re ta  ( processo 

bo t  tom-up ) se f o r  executado após cada procedimento de codi f i cação. De ou- 

t r a  maneira o processo pode to rnar -se  mais complexo. 

5.2. O A lgor i  tmo 

O a l g o r i  tmo a tua l  i za uma ãrvore de Huf fman especialmente cons t ru í  - 
da. Devido às comparações e trocas necessárias na execução do a l g o r  i tmo, f o i  

p rec iso  i n t r o d u z i r  uma s é r i e  de apontadores como mostra a Figura 3. 



7. Intercambiar os valores de a e b ; - - 
8. Fazer PESO (a) = PESO (a) + 1 ; 

9. Fazer a = TBLINK (a) ; 

10. Se - a não aponta para a r a i z  da árvore, então vá para 2 ; 

caso con t rá r io ,  fazer  PESO (a) = PESO (a) + 1 e f i m  ; 

Se um nó é a r a i z  de UM sub-ãrvore, a dupla t roca no passo - 6 envolve 

toda a sub-árvore. Veja Figura 4. 

Prova : A árvore de Huffman o r i g i n a l  sÕmente 6 a l te rada no passo 6. 

A decisão para que se execute ou não esta a l te ração é tomada no passo 3 .  

Neste passo, do i s  casos podem ocor rer  : 

Caso 1. PESO (b) > PESO (a) . Como o peso de um nó representa o nú- 

mero de ocorrências do r e f e r i d o  nó, es te  va lo r  deve ser i n t e i r o .  Portanto se 

PESO (b) > PESO (a) , então PESO (b) ), PESO (a) + 1. Assim, após o passo 

8, onde se f a z  PESO (a) = PESO (a) + 1, tem-se PESO (b) ), PESO (a). A o r -  

dem ascendente é, po is ,  manti da e não há necessidade de trocas. 

Caso 2. PESO (b) = PESO (a). Deve-se procurar  - c t a l  que 

PESO (c) > PESO (a) enquanto - b 6 atua l  izado para sa t i s faze r  c = FLINK (b) . 
O intercâmbio que então se e fe tua en t re  nós ou sub-árvores apontadas por - a 

e - b não destroem nenhuma propr  i edade da árvore,  pol  s PESO' (a) = PESO (b) . 
(veja Lema 3 . 1  .). Como PESO (c) 3 PESO (a) + 1 recai -se no caso 1  e apõs o 

passo 8 a ordem ascendente é mantida. 

Mantendo-se a ordem ascendente, mantem-se as propriedades da árvore de 

Huf f man . 
A t roca  e n t r e  um nó e seu pai pode dest ru i  r a ãrvore po is  um nó te rmi -  

nal poderia to rnar -se  um nó in terno.  Para e v i t a r  es te  problema, impõe-se a 

r e s t r i ç ã o  de se t raba lhar  apenas com pesos posi ti vos. 

A simulação mostrou que. estes valores , em média, aproximam-se do me - 
1 hor caso. 
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Os apontadores RLINK e LLINK são os comumente u t i  l izados nas árvo - 
res b iná r ias  indicando respectivamente os nós f i lhos 5 d i r e i  t a  e à esquerda. 

O apontador TBLINK permi te percor rer  a árvore em ordem inversa , 
i s t o  é, par t indo-se de um nó terminal ,  a t i n g i r  a r a i z .  

Os apontadores FL I NK e BLI NK indicam o nó c u j o  peso tem va lo r  con - 
t i g u o  super ior  (FL INK) ou i n f e r i o r  (BLI NK) na sequencia t o t a l  de pesos dos nós. 

FIGURA 3. APONTADORES UT 

MOSTRADO EM DO 

I L i ZADOS PELO ALGOR I TMO DE ATUAL I ZAÇÃO . 
I S DESENHOS PARA FAC I L I TAR A V I SUAL I ZAÇÃO . 

O a l g o r i  tmo de a t u a l  i zação é efetuado par t indo-se de um nó termi - 
na1 e seguindo-se o caminho na árvore a té  a t i n g i r  a r a i z .  

No a l go r  i tmo abaixo, - 9 -  a b e - c são apontadores. 

1. Fazer - a apontar para o nó terminal  correspondente ao simbolo que se 

deseja c o d i f i c a r  ; 

2. Fazer b = FLINK (a) ; 

3. Se PESO (b) > PESO (a), então vá para 8 ; 

4. Fazer c = FLINK (b) ; 

5. Se PESO (c) = PESO (a), então fazer  b = c e vá para 3 ; 

6. Intercambiar os nós ou sub-árvores apontados por - a e b ; 





5.3. Performance 

Como es t imat iva  de performance foram exami nados o número de com- 

~ a r a ~ õ e s  ( ~ a s s o s  3 e 5) e o número de t rocas (passo 6).  O estudo da p e r f o r  - 
mance do a l g o r i  tmo não f o i  exaust ivo. 

A medida que o a l g o r i  tmo adapta-se para minirnizar o número de 

b i t s  codi f icados,  minimiza também o nfmero de passos para a sua execução. 

Desta forma, pareceu razoável exami nar-se o comportamento do a1 - 
gor i tmo nos do is  casos extremos. 

O p i o r  caso parece oco r re r  numa árvore completamente desbalancea- 

da onde tem-se duas comparações a cada passo executado e a respect iva troca. 

Assim, tem-se : 2n - 2 comparações e 

n - 1 t rocas 

O melhor caso é alcançado depois de algum tempo se as carac ter fs -  

t i c a s  de geração dos simbolos da fon te  não são a1 terados. Assim, tem-se : 

custo  normal izado da árvore 

C .i li < b2 n em comparações e nenhuma t roca.  
\ 



6. O S I STEMA 

6.1. Introdução 

Um modelo de um sistema para codi f icação e decodif  icação f o i  i m  - 
plementado usando-se como base o a l g o r i  tmo da seção 5. O sistema pode ser v i  - 
sual izado simbõlicamente pela Figura 5. , 

I S I S T E M A D E  I I SISTEMA DE 
1 

1 COD I F I CAÇÃO I , DECODIFICAÇÃO 
I 
1 

L--- - - - - - - - - - A  I , , -  ,, ,- ------  

I I I I 

FIGURA 5. DIAGRAMA DE BLOCOS DO MODELO IMPLEMENTADO. 

A FONTE gera uma sequência de símbolos que são cod i f i cados no SISTEMA 

I 
I 

DE CODI FI CAÇAO transformando-os em C ~ D I G O .  O SISTEMA DE DECOD I FI CAÇAO por 

I 

I I I 
I 

I I 
I I 

I 
I I 

ARVORE I I ARVORE I 
I 

t 1 
I I 

f 
I 

I I - I 
I 

I ' I $ 1  - 
FONTE T COD I F - ATUAL - ENVEL - COD I GO DECOD - ATUAL - ENVEL S A I  DA 

I I - 

I N I C  

sua vez recebe a sequência de b i t s  codi f icados e transforma-os na SAfDA 

I I 
I I 

I 
I 

que contem a mesma informação gerada pe la  FONTE. Os sistemas de cod i f i cação 

I N I C 

e decodi f icação são compostos de uma s é r i e  de a l g o r i  tmos e tabelas, muitos 

dos quais são igua is  nos do is  sistemas. 



Assim o b loco - I N I C  c r i a  e i n i c i a l i z a  uma ARVORE de Huffman que será 

u t i  1 i zada como uma tabela de simbolos para codi f i cação e decodi f icação (Veja 

seção 6.2.). Os blocos - CODIF e - DECOD fazem respectivamente a c o d i f  i cação e 

decodi f i cação dos s Ímbolos u t  i 1 izando a ARVORE como referência.  

O b loco - ATUAL u t i l i z a  o a lgor i tmo apresentado em 5.2. e a t u a l i z a  a 

r vo re  medi da que s imbo 1 os são cod i f i cados ou decod i f i cados . 

O b loco ENVEL executa um envelhecimento nos valores acumulados (veja 

seção 6.3.). 

Vale a pena lembrar que os blocos - I N I  C ,  ARVORE, - ATUAL e ENVEL são 

i dên t i cos tan to  na cod i f i cação como decod i f i cação . 

As ca rac te r  Í s  t i cas da FONTE u t i  1 i zada estão na seção 7. O C6D I GO po 

de ser armazenado num d i  spos i t i v o  de memóri a secundária ou transmi t i  do a t r a -  

vés de um canal de comun i cações. 

6.2. A Arvore I n i c i a l  

No i n í c i o  do processo não se possui dados sobre as probabi 1 idades 

do número de ocorrência dos simbolos a serem codi f icados.  Sabe-se simplesmen - 
t e  qual o conjunto de símbolos poss ive l .  Heurísticamente parece ser razoá- 

v e l  começar-se o processo com uma árvore de nós termi nai s com pesos i guai S. 

I s t o ,  teõricamente, s i g n i f i c a  que todos os simbolos são equiprovãveis. 

Lema 6.2.1. Numa árvore de Huffman de - n elementos terminais de pesos 

igua is  e não nulos, temos : 

2n - 2m elemento no Úl t imo n i v e l  

e 2 m - n  elementos n o p e n Ú l t i m o o n d e m é  - t a l  que n C  2m < 2n. 



Prova : Pela seção 4 .sabemos que os pesos devem f i c a r  em ordem ascen - 
dente n í v e l  a n íve l .  Portanto, os elementos terminais devem d i s t r i b u i r - s e  no 

máximo em do is  n í v e i s  po is  o peso do maior elemento do penúltimo n Í v e l  6 o 

dobro dos do Último. 

Temos dois casos : 

1 . n = 2" todos os nós termi nai  s f i cam num mesmo n í v e l  

2. n # 2m os nós terminais distr ibuem-se em dois n í v e i s  

Como em todos os n í v e i  s deve e x i s t i  r um número potência de dois nós, 

salvo no Últ imo, tem-se : 

onde x =  nós terminais no Úl t imo n í v e l  

y = nós terminais no penúltimo n í v e l .  

Resol vendo o s i s tema ~ = 2 ~ - n  

x = 2n - zm 

Como o número de nós deve ser p o s i t i v o  ou nu lo  : 

Sabendo-se o número de nós no Ú l  t imo e penÚl t imo n í v e l  e que de n í v e l  

para n í v e l  o número de nós ca i  a metade f i c a  f á c i  1 estabelecer-se um a l g o r i  tmo 

de construção d i r e t a  da árvore de pesos iguais.  (veja Apendice 1 Rotina Mon - 
t a r v ) .  

6.3. Processo de envelhecimento 

6.3.1. introdução 

O a l g o r i  tmo de a tua l  ização acumula o número de ocorrências de ca - 



da um dos símbolos codi f icados.  Com base nestes números faz  a a tua l  i ração da 

árvore permi t i n d o  assim que e l a  se mantenha sempre com custo mínimo. 

Neste processo adaptat ivo depara-se com duas c a r a c t e r i s t i c a s  i m  - 
por tantes  : 

1. Grau de o t i  m i  zação 

2. Adaptabi 1 idade 

Como uma pode i n t e r f e r i r  na o u t r a  cumpre po is  estabelecer um 

ponto de equi 1 Í b r i o  Ótimo. O gráu de ot imização máximo 6 ob t ido  quando a f r e  - 
quência r e l a t i v a  de ocorrências de um determinado símbolo é i gua l  a sua proba 

b i  1 idade. I s t o  tende a ocor rer  depois de um grande número de simbolos codi f - i 
cados . 

Por ou t ro  lado, d iz-se que o sistema 6 mais adaptável quanto me 
nor a d i fe rença en t re  o número de ocorrências do simbolo mais referenciado e o 

do menos referenciado. I s t o  deve-se ao f a t o  de se to rnar  o sistema mais sen- 

s Í v e l  a quaisquer mudanças nas c a r a c t e r í s t i c a s  da fon te  e assim poder adaptar- 

se ma i s rãp i  damen te .  

Como estas duas c a r a c t e r i s t i c a s  são em par te  conf 1 i tantes, cum - 
p r e  pois,  estabelecer um ponto de equi 1 Í b r i o  Ótimo. Para i sso  deve-se permi - 
t i  r um acÚmulo do número de ocorrências t a l  que permi t a  uma o t im i  zação razoá - 
v e l  sem que no caso de mudança na ocorrência dos sÍmbolos to rne o processo de 

adaptação mui to lento.  A i d é i a  & simplesmente não se deixar  a d i ferença do nÚ - 
mero de ocorrência dos simbolos mais frequentes e dos menos frequentes se t o r -  

nar muito grande. 

O processo u t i  1 i zado 6 h e u r í s t i c o  e nenhum desenvolvimento f o i  

efetuado no sent ido  de se conseguir o melhor. 

6.3.2. A l g o r i  tmo de envelhecimento 

A f i l o s o f i a  do m6todo & simplesmente d i v i d i r  com um c e r t o  cuida- 

do todos os pesos da árvore por um n ü m e r o p  - 
1. Parte-se do nó de menor peso (a). 

2. Se - a 6 terminal  então 

PESO (a) = PESO ( a ) / '  e vá para 4 ; 



3. PESO (a) = PESO (RL INK(~ ) )  + PESO ( L L I N K ~ ) ) ,  para 6 ; 

4. Se PESO (a) < 1 então PESO (a) = 1 ; 

5. Se PESO (a) < PESO (BLI N K ( ~ ) )  então PESO (a) = PESO (BLI N K ( ~ ) )  ; 

6. a = FLINK (a) ; 

7. Se - a 6 r a i z ,  então f i m  ; 

caso c o n t r á r i o  vá para 2 ; 

A árvore processada por es te  a l g o r i  tmo continÚa de Huffman e i - 
dênt ica  à o r i g i n a l .  

Prova : A es t ru tu ra  da árvore não f o i  a l te rada , por tanto  6 i gua l  5 o- 

r i g i na 1 .  A ordem ascendente é man t ida poi s : 

Caso 1. NÕS Internos : 

Supondo PESO (a) ,( PESO (b) ( PESO (c) \< PESO (d) 

PESO (g) = PESO (a) + PESO (b) 

PESO (h) = PESO (c) + PESO (d) 

PESO (g) \< PESO (h) 

PESO1(a) = PESO (a)//* etc., 

então 

PESO (a) + PESO (b) PESO (c) + PESO (d) 
PESO1(g) = \ < = PESO' (h) 

f i  /CC 
e a ordem ascendente é mantida. 

Caso 2. NÕS terminais : 

O passo 5 garante a ordem ascendente. 

Resta ainda d i s c u t i r  quando a p l i c a r  t a l  a lgor i tmo.  I s t o ,  en - 
t r e t a n t o ,  f o i  f e i t o  arb i t ra r iamente  a cada - v vezes em que o número médio de 

b i t s  por símbolo aumentava. (Veja seção 7.) 



I s t o  parece ser  razoável po is  se o nÚmero médio de b i t s  por 

símbolo está diminuindo, & bastante provável que o a l g o r i  tmo es te ja  em fase 

de ot imização e a apl icação de um processo de envelhecimento só v i r i a  r e t a r -  

dar t a l  otimização. Por ou t ro  lado, se es te  número cresce é porque os símbo - 
10s que estão sendo referenciados tem um tamanho de código maior do que a mé - 
dia .  Portanto, 6 provável que as ca rac te r í s t i cas  da fon te  tenham se a1 te ra -  

do. Um processo de envelhecimento vem, po is ,  ace lerar  a adaptação do a lgo - 
r i tmo.  

6.4. I mp 1 emen tação em computador. 

O sistema f o i  implementado através de um programa em PL/ I  . Foi 

f e i t o  de forma modular para p e r m i t i r  a1 terações rápidas e fáce is  no período 

de depuração e execução ,a1 6m de f aci  1 i ta  r mu i t o  a documen tasão do funciona, - 
mento de cada uma de suas par tes.  

A l is tagem se encontra no Apendice I. 

A descr i  ção das r o t  i nas 6 a seguinte : 

COMPRES 

Programa p r i n c i p a l .  Simplesmente faz  a chamada das dliversas 

subrot inas em uma ordem determinada. 

I N I C I O  

LG os diversos parâmetros que serão u t i l i z a d o s  durante a execu - 
ção do programa. 

DEFARV 

A p a r t i  r do número de sfmbolos que serão u t i  1 i zados para codi f - i 
cação, ca l cu la  os d iversos parâmetros para a construção da á r v z  

re, além de a locar  espaço de memória para a mesma. 

MO NTARW 

Monta uma árvore com número de nós termi nai s especi f icados pres- 

supondo pesos igua is .  

ZERFREQ 

Dada a es t ru tu ra  da árvore, esta r o t i n a  associa peso 2 a cada 



nó terminal  e ca l cu la  os pesos dos nós in terno.  

f. IMPARV 

Imprime os valores cont idos nos nós da árvore. 

g. LERCA 

Lê os símbolos a serem codi f icados.  I s t o  6 f e i t o  por l e i t u r a  

d i r e t a  de um arquivo externo ou através da chamada de uma r o t i  - 
na que gere estes símbolos segundo uma l e i  determinada. 

h. CODIF 

Cod i f i ca  o símbolo at ravés de pesquisa na árvore. 

i. ATUAL 

Atual  i za a árvore dependendo do símbolo referenciado, através 

do a l g o r i  tmo da seção 2. 

j. VELHO 

Enve 1 hece os pesos de cada um dos nós segundo o a 1 g o r i  tmo da 

seção 6. 

k. DECOD 

Decodi f i c a  a sequência de b i  t s  at ravés de pesquisa na árvore. 

1) GRADIS 

Grava a sequência de b i t s  numa memória in termediár ia.  

m) LERDIS 

~6 a sequência de b i t s  de uma memória in termediár ia .  

n) FORMCOD 

Formata a sequência de b i  t s  para permi t i  r a gravação numa memó 

r i a  in termediár ia.  

o) IMPCOD 

Imprime superpostos o simbolo e a cod i f i cação correspondente. 

p) RAND 

Gera um número a l e a t ó r i o  uni formemente d i  s t r i  bufdo en t re  O 

e 32767. 

q) MARKOV 

Gera, a p a r t i r  de do is  números a lea tó r ios ,  um símbolo que será 



cod i f i cado. (Veja seção 7) . 

7. TESTES EFETUADOS 

Do i 

tema . 
No 

nos jo rna i 

No 

s t i p o s  de tes te  foram efetuados para a v a l i a r  a performance do s i s -  

pr imei r o  caso u t  i 1 i zou-se tex to  em por tuguês comumen t e  empregado 

S.  Os caracteres brancos não foram cod i f i cados.  

segundo caso foram u t i  l izados do is  conjuntos de 16 símbolos u n i f o r -  

memefite d i s t r  i buf'dos e gerados a l e a t o r  i amente. Os doi s conjuntos estavam 1 i - 
gados pe la  m a t r i z  de probabi 1 idades de t rans ição : 

1-x \ 

s valores de - x empregados f o  ram 1,000 , 0,998 e 0.980. Desta f o r -  

ma, sa lvo  para x = 1,000 , gera-se uma sequência de simbolos de comprimento - a 

l e a t ó r i o  pertencendo o ra  a um conjunto de 16 sÍmbolos, ora a outro.  Este t i -  

a lgor i tmo ap l ica-se  bastante bem ao caso 

1 idade de ocorrênci a bem determi nada duran- 

po de tes te  f o i  escolh ido porque o 

em. que os símbolos t ê m  uma probabi 

t e  c e r t o  período de tempo. 

Diversas constantes de enve 

32 , 6 4  e 00 ) ,  

lhecimento - v foram u t i l i z a d a s  (v = 8, 16 , 

O f a t o r  /u. , ent re tanto ,  sempre f o i  igua l  a - 2. (seção 6.3.). 

Os resul tados em cada caso foram calculados após a cod i f i cação de apro - 
ximadamente 4000 sÍmboloç e estão apresentados na TABELA 1. 

O número mêdio de b i  t s  por símbolo que 6 o resul tado mais importante , 
f o i  comparado com aquele o b t i d o  caso se t i vesse conhecimento a p r i o r i  da f r e -  

quência r e l a t i v a  de cada sf'mbolo a ser  codi f icado.  Desta forma poder-se-ia 

const ru i  r uma árvore de Huffman e s t á t i c a  e at ravés dela c o d i f i c a r  o conjunto. 



valores por simbolo codificado 

comparações trocas 
T I P O  DE TESTE 

mãx. 

5 7 

5 5 

5 3 

53 

53 

méd . 

TEXTO 

n= 48 

AHE= 4,097 

. -. 

GER. ALEAT. 

n= 32 

AHE- 4,061 

GER. ALEAT. 

n= 32 
AHE= 4,988 

GER. ALEAT. 

n=32 
AHE= 5,000 

TABELA 1 .  RESULTADOS DA s IMULAÇAO. (AHE= ARVORE DE HUFFMAN ESTATI CA) 



Vê-se pe la  TABELA 1 que para todos os casos o sistema produz resu l ta -  

dos bastante próximos aos da árvore es tá t i ca ,  1 embrando-se, entretanto,  que 

o sistema não necessi ta saber de qualquer propriedade acerca da d i s t r i b u i ç ã o  

de probabi 1 idades dos símbolos. 

Para x = 0.998 o sistema produz menor número de b i  t s  que a árvore es tá  - 
t i c a .  I s t o  deve-se ao f a t o  de haver tempo s u f i c i e n t e  para adaptação momentâ- 

nea do sistema a cada um dos conjuntos de 16 símbolos, enquanto que o cá l cu lo  

da f requência r e l a t i v a  mascara estas ca rac te r í s t i cas .  

O número mêdio de comparações e trocas necessárias dá uma medida da 

quant i  dade de processamento necessária para a execução do a l g o r i  tmo de a tua l  - i 
zação. Pode-se ver que o número máximo 6 bastante i n f e r i o r  ao máximo t e ó r i c o  

no p i o r  caso, enquanto que o número médio aproxima-se das teõr icas  

no melhor caso. (Seção 5.3.). 



O sistema parece ser bastante a t r a t i v o  para executar transmissão de 

dados en t re  computadores. No caso de x = 0,998 (Veja TABELA 1) pode-se co- 

d i f i c a r  dados com um número de b i t s  i n f e r i o r  ao conseguido com uma árvore 

de Huffman es tá t i ca .  

O sistema não preci  sa saber a p r i o r i  qual o t i p o  de dados que serão co - 
d i f i c a d o s  para minimizar o número de b i t s .  Por esta razão ê l e  é mui to  i n t e  - 
ressante para ser u t i l i z a d o  j u n t o  a fontes com a l t o  gráu de imprev is ib i l idade.  

Como sugestão para fu tu ros  desenvolvimentos pode-se c i  t a r  um estudo de - 
talhado sobre o processo de envelhecimento ou o comportamento do a lgor i tmo 

sob condições especiais. A apl icação deste t i p o  de a lgor i tmo a árvores Ó t i -  

mas constru idas segundo res t r i ções  pode conduzi r a resul  tados bem i nteressan- 

tes . 
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Devi do aos i números t i p o s  de testes executados, tornou-se necessário fazer  

muitas modificações no programa o r i g i n a l ,  a f i m  de se computar as e s t a t í s t i -  

cas mostradas na Tabela 1. 

Acrescido do fa to  de serem extremamente r 

dos o r i g i n a i s  de tese, não permi t indo por 

gens de computador, tornou-se muito d i f Í c  

ma. 

i gorosas as normas de apresentação 

exemp 10 cõpi as com redução de 1 i s t a  - 
i 1 a anexação da 1 i stagem do progra- 

Mesmo não sendo imprescindível para o entendimento de todo o conteúdo da te -  

se, as r e f e r i  das 1 i stagens poderão ser conseguidas d i  retamente com o autor  , 
através do NCE. 


