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RESUMO

Apresentamos o desenvolvimento da teoria de processos estocasti-

cos aplicada a sistemas de paginacgao, e ao final do estudo formulamos
um algoritmo-de paginagao.

Primeiro tomamos algumas propriedades de algebra, e com elas de
senvolvemos a teoria necessaria a interpretacao matematica das cadeias

de paginas que ligam duas paginas do programa ho computador.

A seguir notando a aleatoriedade como fator preponderante na es
trutura desenvolvida, apresentamos alguns resultados que explicam a
lei de formacao dessas cadeias. Entao introduzimos os conceitos de tem
po médio de absorgdo, tempo médio de primeira passagem, desenvolvendo
resultados que julgamos serem necessarios a evolugao natural do estu-
do.

Aplicamos esses resultados a um processo de markov particular que
& o random walk no circulo, com o propdsito de obter informagoes so
bre as leis de formacao de cadeias para esse caso particular, objeti

vando ter condi¢oes que nos permitirao formular um algoritmo de paci-

nacgao.
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ABSTRACT

We introduce the development of the theory of stochastic process
as applied to paging systems, and at the end of the study we formula

te a paging algorithm.

First we borrow some properties of algebra, and with these resuts
we develop the necessary theory to the mathematical interpretation of
the chains of pages that link two given pages of the program in the

computer.

Then noticing randomnes as a main factor in the developed struc-
ture, we introduce some results that explain the law of formation of
these chains, Thereafter, we introduce the concepts of mean first
passage time, mean absorption, time, and results we deem necessary to

the studies natural evolution.

We apply these results to a particular markov chain namely the
random walk in the circle, aiming to get informations about the chain
formation laws for this particular case, results whereon we will be

able to formulate a paging algorithm.
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1. INTRODUCAO

Desde os primordios da computagao eletrdnica tem sido reconhecido
que, devido ao fato de que memdrias de acesso rapido serem muito ca
ras, computadores de grande memoria, precisam té-las organizadas hi
erarquicamente, com pelo menos dois niveis, os quais nao chamados me

moria principal e memoria auxiliar.

Uma informacdo do programa (i.é. cddigo de instrugao e dados) so
mente podem ser referenciados quando ela reside na memdria principal,
assim a informagao que tem a maior probabilidade de ser referenciada
deve residir na memdria principal, e as outras informagoes devem re

sidir na memOria auxiliar.

O problema de alocagao de memoria & aquele de determinar, em cada

instante do tempo, como a informagéo deveria ser distribuida pelos



niveis de hierarquia da memdria.

Durante os primeiros anos da computagéo eletrdnica cada programa
dor tinha que incorporar procedimentos de alocégéo no seu programa,
sempre que a totalidade de informagao excedia o tamanho da memdria
principal. Esses procedimentos eram relativamente diretos, e se resu
miam em dividir o programa em uma sequéncia de segmentos oé quais i
riam alternar residéncia na memdria principal na medida que fosse ne

cessario.

Isso comecgou a mudar depois da introdugao das linguagens de pro
gramagao de alto nivel nos anos cinquenta. Programadores foram enco
rajados serem mais orientados para a resolugéo de problemas do due

com detalhes da maquina.

A medida que os programas cresciam em tamanho, crescia em tamanho
os problemas de alocacao de memdria. Realmente em principio dos anos
sessenta, ficou claro que a eficiéncia do computador poderia sofrer
muito, como consequéncia de politicas de alocacao de memdria que fos
sem inadequadas, ficou entao claro que o problema de alocagao de me

moria tinha se tornado de importancia capital.

Vide Figura 1.
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NOs nos fixamos entao na seguinte imagem: temos um programa P, cu
jo tamanho excede em muito o tamanho da memdria principal de modo que
terliamos que dividir o programa funcionalmente em partes, as quais
assumimos serem todas de mesmo tamanho, em principio & claro que co
locariamos o maior nimero dessas partes, que chamaremos de paginas
na memdria principal, e o restante na memdria auxiliar. Um mecanismo
intrinseco ao sistema teria no momento que fosse necessaria uma pégi
na i que estivesse na memoria auxiliar, localiza-la, determinar uma
pagina j na memdria principal, e efetuar a troca de residéncia de i
e j, para que as instrugoes da pagina i pudessem entao ser executa-

das.

Das diversas perguntas que poderiam ser feitas nos preocupamos tao

somente com uma, qual seja:
Qual seria a politica otima a adotar na troca de paginas?

Uma resposta intuitivamente probabilista seria de se esperar,pois

iria depender das propriedades probabilistas do software do sistema.
Para o problema que vamos estudar, tomariamos por hipoOteses:

1) O nosso programa teria sido dividido em m paginas,numeradas de

1l até m. m primo .

2) De gualquer pagina i que estivesse sendo referenciada na memo
ria principal, o mecanismo intrinseco ao sistema iria passar a refe
renciar a pagina i+l com probabilidade p, ou a pagina i-l com proba
bilidade g. No caso particular de i=1 entao iria referenciar i+l com
probabilidade p ou m com probabilidade ¢, ou se i=m entao iria

referenciar 1 com probabilidade p ou 1i-1 com probabilidade (.

Qual seria a politica Otima a adotar para troca de paginas, e sob



que condigoes ela & valida?

Otima no sentido que durante a execugao do programa, o minimo ni

mero de trocas ocorra.

Para isso somos intuitivamente levados a querer que nossa politi
ca Otima de troca de paginas, ao ser pedida uma pagina da memdria au
xiliar, implique a substituigéo da pagina do buffer que tiver a me

nor probabilidade de ser pedida no futuro.

Podemos entao comegar a desenvolver a estrutura matemdtica basea

da na qual formularemos nossa politica de troca de paginas.

Notemos que nosso objetivo & desenvolver uma estrutura a partir
da qual se possam basear no futuro, pesquisas que resolvam problemas
cujas hipOteses sobre o mecanismo intrinseco ao sistema sejam outras

que nao as formuladas, mas essencialmente probabilistas.



2. ALGUNS RESULTADOS ELEMENTARES

Tomaremos em nosso estudo a nogao de conjunto como intuitiva. Uma

colecao de objetos aos quais chamaremos de elementos do conjunto.

Sejam A e B dois conjuntos. Produto cartesiano de dois conjuntos
A e B & a colegao de pares ordenados (a,b) tal que a ¢ A e b ¢ B. Es

se novo conjunto sera denotado por A x B.

Qualquer subconjunto R de AxB sera por nds chamado de relagao bi
naria entre os conjuntos A e B, e diremos que se (a,b) € R, a tem re

lagao R com b, escrevendo aRb.
Quando A=B, R serd chamada simplesmente de relagao R em A.

A relagao R em A serd reflexiva se e sO se xRx, para todo x per

tencente a A.



A relagao R em A serd simétrica se e sO se sempre que xRy for ver

dadeira entao yRx também for, para todo x,y pertencentes a A.

A relagao R em A sera transitiva se e SO se sempre que xRy e yRz
forem verdadeiras, entao xRz também o for, para todos Xx,y,z perten

centes a A.

‘Uma relagao R em A que & transitiva, simétrica e reflexiva sera

chamada de relagao de equivaléncia R em A.

TEOREMA 2.1.

Uma relacao de equivaléncia R em A particiona A em  subconjuntos

dois a dois dijuntos, e cuja uniao & A.
PROVA:

Se a ¢ A entao seja fal = { b|bRa }

temos que provar que A = Ufa)l , Va pertencente a A.

Como R e reflexiva a € fa)l logo fal# ¢
Suponhamos que fa) intersecao (b)) # ¢ , e seja entao ¢ pertencen
te a essa intersegao, logo cRa e cRb logo aRb e bRa pois R &

transitiva e simétrica.

Se d ¢ fa) entao dRa logo dRb pois aRb e R & transitiva en
tao d pertence a (bl e assim fa)l esta contido em (bl ;

Raciocinando de modo inverso (b) esta contido em fa) e entao fal=/b).

c.g.d.

Cada um desses subconjuntos determinados por R sera chamado de
classe de equivaléncia, e sera denotado por fa) onde a pertence a

classe de equivaléncia { b|bRa} .



Uma relagao R que & reflexiva e transitiva & chamada de  relagao

de ordem fraca.
Ilustremos o porque dessa definigao:

Dados a,b pertencentes a A, e a relagao de ordem fraca R.

Se aRb e bRa a e b coincidem em algum sentido.

Se aRb e QRE a estd na frente de b em algum sentido.

Se aRb e bRa b esta na frente de a em algum sentido.

Se qu e hKa - impossivel comparar a € b em algum sentido.

TEOREMA 2.2.

Se R for uma relacdo de ordem fraca entao a relagao R'tal que
( aR'b se e sO se simultaneamente aRb e bRa ) & uma relagao de equi

valéncia determinada por R.
PROVA: trivial!

Se R for uma relagao de ordem fraca, e a relagao de equivaléncia
determinada por R & a identidade entao R serd chamada relagao de or

denagao parcial.

Intuitivamente dois elementos nao sao coincidentes em algum senti

do.

Se R & uma relacao de ordem fraca definida em A, entao seja R*
uma relagao definida: da seguinte maneira no conjunto das clas

ses de equivaléncia de A .
fal R* (b)Y se e sO se Va'efa)l , a'Rb' - Vb'elb) .

Definida dessa maneira R* & uma relacao de ordem parcial chamada



relagao de ordem parcial induzida por R em A.

TEOREMA 2.3.

Um conjunto de inteiros positivos que & fechado em relagao a adi
gcao contém a menos de um nimero finito, todos os miltiplos de seu ma

xXimo divisor comum.
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3. UMA ESTRUTURA PARA O CONJUNTO DE PAGINAS

Suponhamos que temos um conjunto de m paginas que compOem um pro
grama P em um computador, € que este possui um mecanismo intrinseco
gue "a pedido" de uma pagina i, procura e acha uma outra pagina |

desse programa.

Convencionamos entao que i+j significava que a pagina i pede a pa

gina j no seguinte sentido:

(1) i+ j diretamente
(2) i+ j indirvetamente ié i-ii+i,~> >3,
com i, iy, i2, 13, ««o, in’ j e P .
Chamaremos uma sequéncia ( i, i, 12, «.., in' j ) de caminho

orientado, ou simplesmente caminho deia J.
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Notemos dque:

(1) i->i
(2) Se i+j e j»k entao i+k 1i,k,je P.
(3) Se i+j entao nao necessariamente Jj->i .

Mas (1) e (2) nos garantem que -+ & uma relagao de ordem fraca.

Ainda notamos que a relagao de equivaléncia determinada por + &

(1i+3 e j~»1i).

pois:
(1) i+i e i-~+>1i
(2) Se (i+j e Jj»i ) entao ( j»i e i+j ).
(3) Se (i+j e Jj»i ) e ( j»k e k»j ) entao ( ik e k+i)

Por meio dessa relagao de equivaléncia, particionamos o conjunto

P em classes de equivaléncia, cujo conjunto denotamos por P.

Duas paginas do programa P estarao na mesma classe de  equivalén

cia se e sO se uma puder pedir a outra, i.2. (i >3 e Jj~+1i).

A ordenagao parcial *¥ induzida por + no conjunto das classes de

equivaléncia terd o seguinte significado:
Seja (il e (j) ¢ P entao fi) % (j) se e sO se V i ;efi) ,tivermos
iy > J1 V jiefi
mas nao conversamente, a menos que (i) = rj)

Agora um elemento (i) do conjunto P das classes de equivaléncia

determinadas por + sera chamado maximal se:

para todo (j) ¢ P tal que (j) #* (il entao (i) % ou seja

() = (i) , ou equivalentemente se e sO se nao existir (kleP tal
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que (k) * riy e (kY # (i) , ie se as paginas de (i) nao puderem
ser pedidas por nenhuma pagina de outra classe de equivaléncia qual
quer. Concluimos entao que elementos de conjuntos maximais sO podem

pedir paginas de outros conjuntos.

Um elemento (i) do conjunto P das classes de equivaléncia determi
nadas por + sera chamado minimal se por definicao V (jy € P  tal
gue (i) ¥ (§) entao (31 % (i) ou seja (3j) = (i) ou equivalentemente
se e sd se nao existir (k) e P tal que fi) k) e kY # (i) id se
as paginas de (i) nao puderem pedir paginas de outras classes de e

quivaléncia.

Realmente se existisse (j) € P tal que exista J' & (J) tal gque
i' > j' onde i' € (i) , entao i' =+ J" V j" € rj) pois
j' > " V j" € (jy , mas entao como V i" ¢ (i) i"»> i', vem que

Vi e iy , i" > j" v J" € (j) ou seja (i * rjy logo riy = ().

Concluimos entao que elementos de conjuntos minimais s& podem ser

pedidos por outros elementos de outros conjuntos.

Vide Figura 2.



Figura 2
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Passemos agora ao estudo de uma classe de equivaléncia (i) de P, lem

brando que V jek erix, j =+ k e k> Jj.

O mecanismo intrinseco ao sistema ao receber de uma pagina o pedi
do de outra pagina, estabelecera uma cadeia direta ou indiretamente

entre a pagina que pede e a pagina pedida.

Como unidade de tempo tomamos o0 intervalo de tempo que leva para

o sistema procurar e encontrar uma pagina pedida, diretamente.
Esse intervalo de tempo serada por nds chamado de transigao.

Seja entao M(i,j) o conjunto de m's tais que depois de m transi

¢Oes a pagina pedida por i & j .

Em particular M(i,i) & o conjunto de intervalos de tempo, medidos
na nossa unidade, que @ a transigao, que a pagina i pode pedir a si

mesma.

Notemos que M(i,i) & fechado em relagao a adigao pois se

1, n € M(i,i) entao i~i em 1 transigSes e i-»1i em n transi
goes logo i » i em 1 + n transigoes, logo M(i,i) contém todos os
miltiplos do seu maximo divisor comum c(i) a meﬁOS de um nimero fini

to, ou seja M(i,i) tem todos os seus elementos multiplos de c(i).

Notemos que M(i,i) # ¢ pois 1 = j

Vi,j e iy

TEOREMA 3.1.

(1) Se riy = rjy entao c(i) c(j) = ¢

(2) Se 1,n ¢ M(i,j) entao l = n (mdd.C)
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PROVA:

Notemos que se 1 € M(i,j) e n € M(i,j) - e g € M(j,i) entao um
possivel caminho para i + 1 seria i +3j e j >+ i em 1l e q transi

gOes respectivamente, e portanto 1 + q e M(i,i).

Outro caminho possivel seria i »j e j+3j e j~>1i em 1
transigoes, K.c(3j) transigSes com K suficientemente grande, e g trans
icoes respectivamente, e portanto 1 + K.c(j) + g € M(i,i) logo c(j)
deve ser multiplo de c(i) pois 1 + g = K;.(Ci) mas

1+ K.c(j) +g=Ka.c(i).

Dessas duas expressoes concluimos que K c(j) = (K,-K;) c(i),entao

c(j) @ multiplo de c(i).

Mas da mesma maneira mostrariamos que c(i) & multiplo de c(j), e

a conclusao que segue & que c(i) = c(j) = ¢ , provando (1l).

Agora i - i com um possivel caminho estabelecido da seguinte ma
neira i - j emn transagSes, j> i emg transigGes, logo
n+ qe M(i,i) entao c divide n+g e c divide 1l+g consequentemente c

divide 1-n ou 1=n (mod.c) Vn,l e M(i,j) .

c.q.d.
Seja M = min { n{n € M(i,j)} e 1r(i,j) definido como
r(i)Jj ) = resto (%?) , entao 0 <r(i,j)<c .
Todos os elementos de M(i,j) sao congruentes a r(i,j) pois se

1 ¢ M(i,j) entao 1-Mo = K;. c , consequéncia de (2) do teorema an

terior.

Mas M, = K. . c + r(i,J), entao 1 - r(i,j) = K.c ou seja

1 =r(i,j) (mdod. c).
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Em particular notemos que r(i,i) = 0, pois todos os elementos de

M(i,i) sao multiplos de c¢ conforme notamos anteriormente.

TEOREMA 3.2.

Na classe de equivaléncia (i) de P temos definida uma relagao de

equivaléncia R que & a seguinte:

(i,j) e R se e sd0 se r(i,j) =0
PROVA:
(1) Ja notamos que r(i,i) = 0 , iRi .

(2) Notemos que r(i,j) + r(j,i) =0 (mdd.c)
pois se 1 € M(i,j) entao 1 = r(i,j) (mdd.c)

n e M(j,i) entaon = r(j,i) (mdd.c)
Entao 1 + n ¢ M(i,i) 1logo 1+n=0 (mdd.c) .

Se iRj entao r(i,j) = 0 logo r(j,i)=0 (mdd.c) e como

0 € r(j,i) < ¢ temos que r(j,i) = 0 e assim jRi .

(3) Notemos que r(i,k) = r(i,j) + r(j,k) (mdd.c)
pois se 1 € M(i,j) entao 1l = r(i,j) (mdd. c)
sen € M(j,k) entao n = r(j,k) (mdd. c)
entao l+n € M(i,k) 1logo

l1+n = r(i,k) (mod. c)
& consequéncia dessas Gltimas trés equagdes

r(i,k) (mdéd. c)

r(i,j) + r(j)k)

Entao se r(i,j) =0 e r(j,k) = 0 essa ultima relagéo nos diz

que r(i,k) = 0 ou que iRj e jRk implica iRk

Chamaremos uma classe de equivaléncia determinada por R em (i) de
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classe ciclica, (e a denotaremos ( (i) 1),

As perguntas que fazemos agora s3ao as seguintes:

Quantas classes ciclicas existem em (il ?
Como sao os caminhos contidos em riy ?
Suponhamos que c & grande para nao perdermos a generalidade. Note

mos entao: Seja i uma pagina de uma classe ciclica qualquer.

Em uma transigao nao & possivel nenhuma pagina der (i) Ydiretamen
te pois a propriedade que caracteriza todos os elementos i,J de
f fiY Y & que r(i,j) = 0 ié de i sd podemos alcangcar j em interva
los de tempo multiplos de ¢ o qual supomos ser bastante grande,entao
na primeira transicao estaremos em outra classe ciclica de (i} , re
petimos entao o raciocinio, em uma transigao nao podemos referenciar
nenhuma pagina da classe ciclica de i e tao pouco nenhuma pagina
dessa classe ciclica, vamos entao para uma terceira classe ciclica,
repetindo o mesmo raciocinio chegamos & conclusao que em uma transi
cao iremos para uma quarta classe, ciclica, até que chegamos a uma
nésima classe ciclica em n transigSes, cada transigéo para uma clas

- . N .
se cilclica diferente das anteriores, onde n < c .

Repetimos entao o raciocinio, com mais uma transic¢ao nao podemos
voltar a nenhuma késima classe ciclica das n enumeradas até agora,
pois (n-k) + 1 < c e (n-k) + 1 seria o numero de transicoes para
ir do elemento ip referenciado na k ésima transicao ao elemento re
ferenciado na (n+l) ésima transigao que se pertencesse 5 f (i) )
precisaria de no minimo ¢ transigaes para ser referenciado a par
tir de ik‘

Entao podemos afirmar que uma cadeia que se origina em um elemen
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to i da classe ciclica ¢ (il Y , até um elemento j ¢ ¢ 3V ¥ e tal
que ela tem comprimento n, sd pode estar na ciclica (3} ) depois

de exatamente n transigoes.

Agora n & arbitrario e c¢ & finito de modo qQue voltamos entao

a r iy YV , de maneira que percorreremos exatamente ¢ classes cicli

cas.

Respondemos assim as perguntas, e ilustramos graficamente.

Vide Figura 3.



Lo

Figura 3

A cadeia & ciclica, no sentido que ela vai de uma classe ciclica
( r 1y percorre todas as outras ciclicas e na césima transigdo
ela retorna a classe ciclica de partida ' 7 i Y ) , de modo que o

ciclo tem comprimento C.



20

Notemos o seguinte fato nao trivial, quando ¢ = 1, entao temos so
mente uma classe ciclica que & igual ao conjunto (i) , e nesse caso
depois de um intervalo de tempo suficientemente grande qualquer pagi
na i e i) pode pedir qualquer pagina j € (i) , em um numero de

transigaes que independe das paginas do conjunto (i) .



4. ADICAO DE ESTOCASTICIDADE

Dado o fato que uma pagina i pede outra pagina Jj, i.&. existe
uma cadeia de i até Jj . Perguntariamos qual seria a pagina pedi

da em uma mésima transicao nessa cadeia?

Essa pergunta & valida pois lembramos que entre uma pagina i qe
pede e uma pagina Jj pedida existem varios caminhos possiveis, de
modo que poderiamos ter varias respostas, e a conclusao & que esse

problema nao € deterministico. Reformulariamos a pergunta para:

Qual seria a probabilidade de ter uma determinada pégina pedida

por i na mésima transigao?
Para respondé-la precisariamos de uma estrutura probabilistica.

Faremos para consegui-la, duas hipOteses:
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(1) A pagina a ser referenciada na mésima transigao poderia depender
das paginas que foram referenciadas anteriormente no caminho de i

ate ela.

(2) A probabilidade que certa pagina seja chamada na mésima transi
cao pode ser calculada quando as paginas referenciadas até a (m - 1)

ésima transicao sao conhecidas.

£ intuitivo que podemos representar todos os possiveis caminhos

em uma arvore, a qual chamaremos arvore de m transigoes.

Vide figura 4.
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A cada ramo associaremos um numero que € a probabilidade da pagina

determinada na origem do ramo pedir diretamente a pagina no final do
ramo.

Agora a cada caminho, associamos um nimero que & o produto das
probabilidades associadas a cada ramo do caminho. Notamos entao que

a soma desses nimeros para todos os caminhos de m transigoes & 1 .

Vide Figura 5



Por exemplo: 25

e

Assumimos que esses numeros P's sao dados de acordo com as hipoteses

formuladas. Paa b = probabilidade de ocorrer b na 32 transicao dado que
4

ocorreram a na 1% transicao e a na 22 transicao.0 fato de que sejam pro
babilidades para as transicoes nos diz que os P's sao positivos e que:
P+ = p + P + = P +P = e
at Py =1 Pyat P et Pya Tl Ppg,attpa,c =1 et |
como dissemos o nlimero associado a um caminho & uma probabilidade asso
ciada aquele caminho. Computando a soma dos numeros associados a todos

os caminhos vem gue: Pb’Pba'Pba,c+P .P 'Pba,f+Pb'Pbe'Pbe,b+Pb'Pba’Pbd,a+

b “ba
+P, .P. ..P +P_.P .P +P .P__.P
. . . +P_ .
b*"bd""bd,c "a’"a,a" aa,b "a’ac ac,f+Pa Pa,c Pac,e = Py P atPpPpe *
+ Pb.Pbd+Pa.Paa+Pa.Pac = Pb(Pba+Pbebed)+Pa(Paa+Pac) = Pa + Pb =1
e assim mostramos que realmente temos uma probabilidade associada com

os caminhos
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Entao podemos falar em probabilidade de um caminho orientado ou

um caminho de m transigoes.

Seja entao uma fungao X, ~cujo dominio & o conjunto de caminhos
de uma drvore de m transigoes, e cujo valor em um caminho de m

transicoes & a pagina pedida na mésima transigao.

Chamaremos essas fungGes Xn de variqveis aleatorias, e ao con

junto {Xi, X2, ..., Xp} chamamos de Processo Estocastico.

A relagdo entre as probabilidades associadas aos ramos e as va

ridveis aleatdrias do processo estocastico seria:
probabilidade na 1% transigao:

Pr {x, = iq}

probabilidade na 2% transigdo:

P. {x: = ig | X1 =4}

probabilidade na 3% transig3o:

Pr{X3=inX1=ir,X2=i}

e assim por diante.

Como os contradominios de todas as variaveis aleatorias sao sub
conjuntos do conjunto de m paginas do programa P , esse processo

estocastico serd chamado de processo estocastico finito.

Notemos entao que nds temos uma arvore, uma probabilidade  asso
ciada a cada caminho orientado, e uma sequéncia de fungaes

{X:1, X2, X3, .. } , cujo dominio de cada X é a subarvore ateée
a mésima transicao inclusive, e cujo contradominio & o conjunto de

paginas que podem ser pedidas na mésima transicgao.
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Estamos particularmente interessados num processo estocastico fi

nito com a seguinte propriedade:

P {Xm = iq | Xoop = igr Xp = i85, ooy Xy = 1t} =
=P {X = ig | X, = i}
Aos processos estocasticos com essa propriedade chamaremos de

processos de markov .

e denotaremos

| X = i,.} por p (™

Pr {Xm =1 m-1 i iq

g

Outra propriedade que assumimos que O NOSSO Processo estocastico

tenha & a seguinte:

P (m) ~ -
iri nao dependa de m ie
V m,n
Pr {Xn = 1q | Xn—l - lr} = Pr {Xm = lq ] Xm—l - lr}

Quando entao denotaremos

(m)
Piriq por Piriq

e chamamos o processo de markov finito, de cadeZa de markov.

Vide Figura 6 .



Figura 6

Um exemplo de cadeia de markov:

L+3

28
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Notemos agora que a cadeia de markov finita podemos associar uma
matriz T a qual chamaremos matriz de transicao da cadeia de markov.

r = {p, .}

i i
rq

Para nossa cadeia de markov, 7 tem a forma:

0 P 0 0 .o 0 0
q 0 P 0 . e 0 0
0 q 0 P .o 0 O
T =
P 0 0 0 .o gq 0
T = T (m x m)

Voltemos agora as classes de equivaléncia do conjunto P,cujo con
junto chamamos de P . Chamamos a atengao para o fato que o conjunto
P & finito pois P é finito, fato este que tem como consequéncia
trivial que a ordenagao parcial induzida em P tem elementos mini

mais.

Os elementos minimais pela ordenagao parcial das classes de equi
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valéncia serao chamados de conjuntos ergodigos.

Os outros elementos (aqueles que hao sao minimais) chamaremos de

transientes.

Os elementos de um conjunto ergddigo serao por sua vez chamados

de paginas ergoddigas.

Afirmamos acima que existiam elementos minimais, notamos entao
gue nao € necessario que existam conjuntos transientes, o que aconte
ce quando a cadeia consiste de um Unico conjunto ergddigo ou somente

de varios conjuntos ergddigos que nao se comunicam uns com os outros.

Recordamos que a consequéncia da relacao de ordem parcial no con
junto de classes de equivaléncia P, & que quando o processo de markov
deixa o conjunto transiente ele nao retorna a esse conjunto, e quan

do ele entra num conjunto ergdodigo ele nao sai mais desse conjunto.

Entao quando o conjunto ergddigo contém s uma pagina ela uma
vez pedida nao pede nenhuma outra pagina e nesse caso tal pagina i

sera chamada de absorvente e P, = 1.

Devido & relacao de ordem parcial, consideramos as paginas de

nosso programa P reenumeradas da seguinte maneira:

Primeiro enumeramos as paginas dos conjuntos minimais consecuti
vamente, depois as paginas das classes de equivaléncia que estiverem

imediatamente acima das minimais e assim por diante.

Desse modo vemos que uma pagina de uma classe de equivaléncia po
de pedir outra da mesma classe, ou de classe anterior, mas nunca de

uma classe posterior.

A matriz de transicao ficara com a forma ilustrada na Figura 7.

Vide Figura 7.



Figura 7

=1
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Onde ai Ty sao matrizes de transigao para uma classe de equiva
léncia, e Ti sera 0 se r, for ergodiga e diferente de 0 caso

contrario.

Dizemos que uma cadeia de markov & regular se e sO se ela consis
tir de somente uma classe de equivaléncia, e esta classe de equiva
léncia de somente uma classe ciclica, em outras palavras, se todas
as paginas puderem pedir todas as paginas, depois de um intervalo de

tempo suficientemente grande.

Dizemos que uma cadeia de markov & absorvente, se e sO se todos
os conjuntos ergdodigos sao absorventes ié cada um € uma pagina i com

P'u = l.
ii

Vejamos agora alguns resultados para cadeias de markov cujas pa

ginas nao transientes sao absorventes.

TEOREMA 4.1.:

Numa cadeia de markov finita, nao importando onde o processo cO
mece, a probabilidade depois de m transicoes que o processo esteja

uma pagina absorvente tende a 1 quando m- infinito.

PROVA:

Se o processo alcanca uma pagina absorvente, ele nao pode deixa-

la mais.

Suponhamos que ele comece uma pagina transiente,sua classe de
equivaléncia nao & minimal, portanto existe um elemento minimal que

pode ter sua pagina pedida.

Isto significa que deve ser possivel alcangar uma pagina absor

vente em nao mais de m transigoes (como existe somente um nimero
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finito de paginas, m & simplesmente o maior dos nimeros, cada um
per si nimero de transigoes requeridas para cada pagina). Portanto
existe um nimero positivo p tal que a probabilidade de entrar uma
pagina absorvente em no maximo m transigOes € pelo menos p a pe
dido de qualquer estado transiente. Portanto, a probabilidade de nao
alcancar uma pagina absorvente em m transi¢oes & no maximo (1 - P)

gue & menor que 1.

A probabilidade de nao alcangar uma pagina absorvente em k.m tran
sicOes & menor ou igual a (1 - p)k logo se k ~» infinito
vem que (1 - p)k + 0, e o processo tende a entrar uma pagina ab

sorvente com probabilidade 1.
c.q.d.

Consideremos entdo a forma candonica da matriz de transigao T,

mostrada na Figura 8.

Vide Figura 8.
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Figura 8
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A matriz T,  (t x t) se conserne com O processo enqguanto ele fi

ca nas paginas transientes.

A matriz T_, (t x v) se conserne com a transigdo de paginas tran

t

sientes para paginas absorventes.

Pelo teorema que demonstramos Ti + 0 , quando m - infinito.

3 ' - ] - -
A matriz Ta (v xv) edgual a I , e sO se conserne com as pa

ginas absorventes.

TEOREMA 4.2.:

Para qualquer cadeia de markov absorvente (I - Tt) tem uma in

versa e

o]
- -1 _ 2 =
(1 Tt) I+Tt+Tt+ + 1Z= I

PROVA:

Tf +~ 0 como nos sabemos

notemos entao que

(I + 7, + 72 + + ™1y oo Ty

I -7
( t t t

£ )

logo o lado direito tende para I se m - infinito.
Essa matriz tem determinante 1 1logo

Vm grande ( I - T? ) tem determinante diferente de zero.Como

o produto dos determinantes de duas matrizes & o determinante do pro

duto delas ( I - T, ) deve ter determinante nao nulo, logo deve

t

_ _1
ser inversivel, entao ( I+T,+ +T? 1 ) = ( I-T, ) (I—T? ) e toman

t t
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do o limite quando m=+infinito

c.q.d.

Seja agora uj uma variavel aleatOria que diz o nimero de vezes

que O processo esta na pagina

j (onde j & transiente).

Seja wu(k,j) definida como sendo 1 se o processo estd na pagi
na Jj depois de k transigdes, e 0 caso contrario.

TEOREMA 4.3.:

{ E, (wj) } = (I - T ) ! onde 1i,j sao transientes.

E; (u,3) & o valor esperado de uj dado i

PROVA:

o

.

Il
1M 8

u(k,j)
0

B (u)) = @ Bjulk,d))
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onde Prutk,j)| iy =1- P,

P o{ulk,3) | i} =Py

logo
{E, (uj) } =y
E. (uj =
i ‘1 kEO Tt
- - ~1
(I -1
c.g.d.

Este teorema nos diz que o valor médio do numero de vezes que O
processo esta em uma pagina transiente determinada j , € sempre fini
to e que seu valor esperado & dado pelos entries de ( I - Tt y o,

Logo como a cadeia & finita o nlimero de paginas transientes & fi

nito, assim o tempo esperado de absorgao & finito.

TEOREMA 4.4.:

Seja T uma matriz de transicao (r X r) tal que nenhum de seus

entries seja nulo. Seja E>0 o menor entry de T .

Seja X um vetor coluna de r componentes tendo componente maxi

mo M, e componente minimo m, . © seja M; e m; os componentes ma

cimo e minimo respectivamente do vetor T.X . Entao MléMo, e mpm_,e

M; -m & (1- 2E) ( My - mo)

PROVA:
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Seja x' o vetor obtido de X , se trocando todas as componentes de
!

X exceto m, por M, . X & X . Cada componente de 7.x' & da for

ma

e . my + (1 - e)MO = MO - e(Mo - mo) , onde e 2 E

Logo tal componente & < M - EM, - m) .

!

Mas como X & X , nbds temos M; < M, - E(MO - mo)

pois T.X € T.X

Agora consideremos o vetor -X, para esse vetor -mg é agora

componente maximo, e -MJ & componente minimo.

Repetindo o raciocinio acima,para esse vetor, obtemos

! -
Cada componente de T.X & da forma

- a.Mo - (l—a)mo = -m, - a (fmo+Mo)

onde a 2> E .

! ~
Mas como -X £ X vem entao que

-m; & “mg < a(-mo+MO)

e como -a £ -E

-m g ~m, + E (—mo+MO) (2)
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Somando (1) e (2) vem que

M; - m; & MO - my - 2E(Mo-mo)

M; - m; € (1 - 2E) (Mo-mo)

de (1) M; < MO—E(MO—mO) £ MO

TEOREMA 4.5.:

Se T & uma matriz de transigao de uma cadeia de markov regular,

entao:
(1) As poténcias de T tendem a uma matriz probabilistica £ .
(2) Cada linha de £ & o mesmo vetor probabilidade L.
(3) As componentes de L sao positivas.
PROVA:
Suponhamos que T nao tenha zeros, ou seja entries nulos.
Seja E o menor entrvy.

Seja e¢j um vetor coluna tal que a sua jésima componente seja 1,

e as outras componentes sejam iguais a zero.

Seja M, e m, as componentes maxima e minima respectivamente do
n .
vetor T°.Cj .

Como Tn.Cj = T.TnTle nds temos do teorema anterior dque

M; 2 M, 2 Mg 2 oo em; €My £ M3 £ o0
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e que

M -m < (1-2) (M _,-m

Vn

\4
[

fazendo dn = Mn - m,

dn <€ (1 - 2B)"

logo se n - infinito, implica que dn+ 0 .
o que significa que Mn e m, tendem a um limite comum, e portanto

Tn;Cj tende a um vetor cujas componentes sao todas as mesmas

ou seja sao iguais.

Seja €j esse valor comum. E claro que Vp 0 < m, < Cj < M, o< 1.

Agora Tn.Cj & a jésima coluna de T, logo T% tende a ma
}

. P n
pois a jesima coluna de T tende a um vetor com todas as componen

triz E com todas as linhas iguais ao vetor L = {L;,Lz,...,L.

tes iguais ao valor Lj .

Como a soma das componentes de cada linha de ™ & sempre 1, o

mesmo deve ser verdade do limite.

Agora se T & a matriz de transicao de uma cadeia de markov re
. \ . N ~ .
gular, sabemos que existe um inteiro N tal que T nao tem entriesnu

los.

Entao quando n > N, n -+ infinito

n . .
7" - E com as propriedades enunciadas.

TEOREMA 4.6.:

Se T e uma matriz de transicao de cadeia de markov regular e
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¢ & um vetor coluna tal que T.C = C onde ¢ = {C;,Czs+-.,Cp}
entao
- -
1
1
1
c =¢C
L 1
como T . C=C entdo ™ . cC=¢ mas
entao E . C = (¢ assim Ci =L .C, Vi
logo C; = C, = =C_.=C , C constante

c.q.d.

Para uma cadeia de markov regular, & interessante definir a va
riavel aleatdria tj, tempo para ir de uma pagina i a uma pagina j
pela primeira vez, ou seja o tempo de primeira passagem tj & uma
variavel aleatdria cujo valor & o numero de transigoesnecessarias an

tes de entrar em J pela primeira vez depois de sair da pagina < da

da.

TEOREMA 4.7.:
Para qualquer pagina i , Ei(tj) e finito.
PROVA:

Se assumirmos que i # j . Formamos uma nova cadeia dé markov
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tornando Jj absorvente, entao essa nova cadeia de markov & absorven

te com um unico estado absorvente Jj .

Portanto, o tempo esperado para ir de i a Jj na cadeia e o

tempo esperado de absorgao, o qual é finito por um teorema anterior.

Se 1 = j entao notemos que:

Ei(tj) = L Py - E(tj|X2= k)
= T . E(tj]|X2=k) . Pik+Pij.E(tj|X2=j)

= k;j‘ Pik;{l+E(tj|X1=k)} t Py

= L. Py {L+E (t§)) + P

k#) J

para i=j , entao definindo Ei(ti) como sendo tempo médio de recor

réncia da pagina i .

Ei (ti) e finito pois

Ei(ti) =Py, + k;i {1+ P,ik . Ek(ti\ }
que & finito pela primeira parte.

c.q.d.

Notemos agora que cij = Ei(tj) pode ser colocado em forma de

matriz, a gual denotaremos por E e chamaremos de matriz do valor
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esperado do tempo de primeira passagem.

Formulamos em seguida um importante....

TEOREMA 4.8.:

A matriz E satisfaz a equagao

E=7TA{E - Edg }o+1

onde Edg € a matriz obtida de FE fazendo todos os entries fora da

diagonal igual a zero. I & a matriz com todos os entries iguais a 1 .

PROVA:

By (ty) = ;j P (B (£3) + 1} + Pij

= kéj Pik.Ek(tj) + 1 - Pij + Pj

Py By (£1) - Pij.Ej(tj) + 1

)}
k

o que em forma matricial &

+ 7

&y
I

T{E-Eg)

'{cij}

by
]

c.g.d.



TEOREMA 4.9.

(X3

Seja L = {Lll Lz, eeeys L }
= = 1
Entao cij = Ti
PROVA:

Como E =T {E-E,_ } + 1

dg

pré multiplicando -a por L nds obtemos

L.F

L.T (E - Edg) + L . 1

L.E =171 {F - Edg I+ .1
1
1
ou L.Edg =L.] = .
1
ou Li . Cii =1
assim c = 1
ii L

TEOREMA 4.10.:
A equacao E =T {E - Eag } o+ 7
tem uma Unica solugao.

PROVA:

. ! ~ ~ ~ -
Sejam E e E duas solugoes dessa equag¢ao, entao nos

teorema anterior due

0 vetor probabilidade limite de

44

T.

sabemos do
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dg dg

ou L c =L c)
i ° Tii i *Tii

_ ]

o0 %33 T C s
!

ou Edg = F dg
logo E-E =7 {E-E"}
mas entdo se olharmos as colunas de E - E' uma de cada vez nota

mos que elas sao vetores com a propriedade T . C = (C .

Mas por teorema anterior cada coluna & entao um vetor constante.
Como E - E' tem sua diagonal toda em zeros logo E - E'=0

entao E = E' .

c.q.d.

Agora observemos que nao importa o meio de cilculo, uma vez acha

da uma matriz £ que satisfaz a equacgao.

E=7T {E~-E + 1

dg }
achamos a matriz do valor esperado do tempo de primeira passagem,

para uma cadeia de markov cuja matriz de transicao & T .

A matriz da cadeia de markov que & alvo de nosso estudo tem a

forma:



Nosso interesse & obter cij,
de primeira passagem pela pagina

pagina i .

qual seja

j tendo

46

o valor esperado do tempo

como pagina de partida a

Pela simétria & de se esperar que esse intervalo de tempo seja

fungao do nimero de paginas do programa, da distancia definida segun

do algum critério entre a pagina inicial e a pagina final que se tem

em mente e dos valores das probabilidades

P e (g respectivamente &

sair de uma pagina k e ir diretamente para uma pagina k+l1 e k-1

respectivamente.

Afirmamos que as seguintes matrizes F

ij  p-q Mo

ii

definidas por

L # 3

P #4g
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Cij d (m-4d) i#3

ii

onde r =p/q , d & a distdncia entre a pagina i e j definida da
seguinte maneira, mostrada na figura , como sendo o numero de transi
¢Oes necessarias para ir de j a i no sentido dos ponteiros de

reldogio sem voltar atras.

Vide Figura 9.



Figura 9

48
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Sao as matrizes E respectivamente para p#q e p=q=% para a

cadeia de markov cuja matriz de transicao T & a dada.

Para que nao paire duvidas basta que provemos que {cij} satisfaz

a identidade:

E=1T { E- By }+1

0 P 0] ) ‘e 0 q

q 0 P 0 N 0] 0]
T =

0] q 0] P .o 0] 0

p 0 0] 0 e q 0]

Vide Figura 10.



Figura 10
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substituindo 7 em T {E - E., } + 1

dg

obtemos o {i,kl}ésimo elemento que &

p C2k+q cInk+l l=l
1 . Si+1)k +q . C(i-1k + 1 1 <i<ml
p .~ Cik + g . c(m_l)k + 1 J =m

provemos O primeiro caso p#g

r P md-l 1 r
_ {m.——-4-1%})+—{m. ———-4da+1}+1
r-1 Mg r-1 g

m+l m+d, m m—-d+1
r -r +r -r

_ 1

= 701 {m = -dr-r-4d+1+r -1}
r -1

1 rm rm—d

=—m{m(r+l) -d}
r-1
m-d

=L {m.E =X -4}

p=q r -1
= Cik

c.qg.d.
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N[

agora provemos para O caso p=q=x

= £ ((a+1) (m-a-1) + (da-1) (m-@+l) } + 1
=% {2md - 22> -2 }+1

= (m - d)d

= cik

c.q.d.

logo achamos os valores esperados dos tempos de primeira passagem pa

ra a cadeia de markov que € base de nosso estudo.

Nossa pergunta agora seria: sob quais condigoes seria valida as

seguintes ordenagoes?

Ei(t.

i+

' < < <
S By ) < B (e L) E; (t5 4

ou

Bi (e ) > By(ey, ) > By(ey ) 2 > By (& 40

basta substituir os respectivos valores e por simplificagéo algébri

ca, chegamos as seguintes condigoes:
A primeira ordenagao se verifica tao somente quando r>1 e

< mrk r para k entre 1 e m-1 .
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A segunda ordenacgao se verifica tao somente quando r<1 e

> mrk , para todo k entre 1 e m-1 .

Agora quando p=g=l , examinamos a equagao cij = d(m-d) , i# j .
a qual no R? tem um grafico no primeiro quadrante, repousando numa

parabola conforme mostra a Figura 11l.

Vide Figura 11 .



Figura 11
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notamos, entao, que cij € maximo quando d

Estudemos, agora, a fungao

f definida abaixo em A x B.

AxB = {(r, d)/re[0,=), de[0,m]}

f:AXB —m—— > R

(ry, d) —————> f (r, d)

valem as seguintes propriedades:

fFlr, d) = f (0 %, m - Q)

Ser =1¢ tpivial

Ser #1

£, m-a) =2

]
KOs
e
R
y —_———— — "~
=)

r + 1 5 fm
m
r -1 L
(m - 4) d
.m _. m-[m-d]
- e h
m
e -1
\
- _m-d
1-r - m+ d
1 - rm
rm _ .m=d
r - d
m_3

55
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Em palavras, as curvas representativas da equacao sao simétricas

em relagcao a um eixo vertical situado em d = % .

(2) f(r, d) > 0 em A x B, f(r, d) & continua e até mesmo deriva-
vel em relagao a d.

Agora, calculando e, d) , v #1
ad

obtemos:

3f(r, d) _ @+ly (=1, a{rm_d+d}

ad r-1 ™1 ad

= (& (= @™ L. e+ 2" -1
r-1 r -1
m-d
= ol o4, Lr }
r-1 r -1
m -
- mrl o Lr) . » 9 - 1)
r-1 r -1
a B {ar 4 - 1)
m
onde, A = e Lr, B = rtl
m
r -1 r-1

Em virtude da propriedade 1 basta estudar o comportamento de

3dlr, d) em (1, ®) x [O,m]
3d



notando que

A>1,

mente.

Vide Figura 12.
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B >1 para todo r e (l,~) ilustramos grafica-

N ¢ z A v !
_..__\_____ ___________ —_—
7 1
N Ay-d : ’ g
(Avid)red
. -4
” L
————— - \ —
J ““‘ij-x;__&;_& d
A 4 Avdg
Avd g




(A L &)

FIGURA 12

vt
r+q
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A curva representativa de (e, d) pode ser descrita como uma
d- '

curva derivavel, convexa, decrescente, e que corta o eixo horizon -
- .
tal em um ponto de (0,m), dal concluimos que f(r, d) para r # 1 fi

x0, tem a seguinte forma.

Vide figura 13.
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FIGURA 13
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isto e,

(3) E uma curva concava, com um maximo em (0,m) mais precisamente em

Agora nos interessa o inteiro dé em (0,m) tal que para esse con-
junto f(r, dé) seja maximo. dé e obtido calculando-se o valor de
f(r, .) nos dois inteiros imediatamente superior e inferior a do

respectivamente se d, e 1, m-i].

Agora se r @ 1 e d_ e (0,1) entao dl = 1.

ser =1 e d e (m-1, m) entao dé = m-1.

Podemos entdao, enunciar um Algoritmo Otimo de Troca de Paginas:

Se a pagina i estiver na memoria auxiliar e for pedida para ser
executada em seguida, ela tem que vir para o buffer. A pagina do
buffer que devera ser retirada para dar lugar a pagina i seri a
pagina correspondente aquela pagina situada no circulo a qual tem as

duas propriedades seguintes:
(1) Ela corresponde a uma pagina no buffer.

(2) das paginas correspondentes aquelas que estdao no buffer ela € a

que tem o maior tempo esperado de chamada.
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APENDICE

Discutimos primeiro o problema da paridade do numero de pagi-

nas que o programa necessariamente deve ter.
Caso Par:

Exemplificamos uma cadeia de Markov que ndo & regular, e cor-

responde ao caso do programa ter quatro paginas.

Vide Figura 1 .
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ou

Caso Impar:

Esse caso generaliza o caso trivial do nuimero de paginas do

programa ser primo.

Notemos entdao que quando o nimero de paginas do programa € Im
par também vale o algoritmo. Implicitamente queremos dizer que de um
estado qualquer existe probabilidade positiva de dqualgquer outro esta

do seja alcangado em um numero finito de transigoes.
A prova & geométrica, pois raciocinamos em termos de arvores.

Chamamos atengao para o fato que & suficiente exibirmos uma
subarvore tal que em um numero finito de transigoes todas as paginas

sao alcangadas.

Antes de mostrarmos em plena generalidade ilustramos 3 casos

particulares correspondentes a m = 5, 7 e 11 respectivamente.

Vide Figura 2
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Agora mostramos O caso geral:

O propdsito de ilustrarmos os casos particulares anteriormente
foi para que o leitor notasse que existe uma certa ordem na arvore,
de baixo para cima alcancamos em exatamente N - 1 transigoes os es

tados 2, 4, 6 ...,
N-3' N—l' l, 3, 5, e e ey N_4, N—2 e N .

Vide Figura 3.
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Agora queremos mostrar ao leitor que na demonstragéo da pagina
51, os casos 1i=1 e Jj=m sao triviais e apresentamos a seguir a de

monstracao para o caso que k = i+l e k= i-1

k = i+l
P.O0+a. ¢y 449t 1 =04y dld-l,i4l) =m-=2
m
1 r -r* _ , _
q.ﬁ{m.—m—:—l— (m2)}+l
m 2
1 Y =r _
= {m. = - g-mgq+ 29 } + 1
m _ _2
m r r ,q—mq+2q+l
- P9 P9 PpP9q
m 2
- r 1 m 2
" e -1~ r-1 ' -1 1
o o. r (rm_l - r) 1 _m 2 _r-l
: S r-1 r-1 r-1 r-1
1 (.. 0 - r-1 _m.(r-1) | 2.9.(=1) , (zo1y.q }
p-q I T T Ty I r-1 -d
m-1
1 r - r
— {m.r . g - m.g+l }
p=d -1
1 - " 2
p—q{.m'(m 1 1)g+11}
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