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RESUMO 

Este trabalho tem por finalidade o estudo de uma clas - 

se de sistemas de controle auto-adaptativos: os sistemas de contro- 

le a estrutura variável. 

Um sistema de controle 6 dito a estrutura variâvel se 

a estrutura e/ou os parâmetros do controlador variam, sendo descon- 

tínuas as variações de parâmetros, em função do estado, e/ou das 

perturbações do sistema controlado. 

Para o estudo desses sistemas, são usados alguns resul - 

tados obtidos por Filippov sobre as equações diferenciais com segun - 

do membro descontfnuo, as quais regem o comportamento dinâmico dos 

referidos sistemas. 

E feita uma análise detalhada para o caso de sistemas 

lineares monodimensionais, visando por em evidência as característi - 

tas e as vantagens principais dos sistemas de controle a estrutura 

variável. Uma característica essencial desses sistemas é a possihi - 

lidade de aparecimento do regime de escorregamento, no qual o siste - 

ma controlado se torna invariante. 

No estudo da estabilidade, 6 utilizada uma extensão 

do segundo mêtodo de Liapunovpara analisar a relação entre a condi - 

ção de aparecimento do regime de escorregamento, e a estabilidade 

de um conjunto invariante, que 6 a própria superficie de escorrega - 

mento. 



ARSTRACT 

The objective of this work is the study of a class 

of adaptive control systems: the Variable Structure Control Systems. 

A control system is said to be of variable structure 

if the structure andlor the parameters of the controller varies, 

the parameters variations being discontinuous, depending on the 

state, and/or the perturbations of the controlled system. 

For this study, some results obtained by Fillipov about 

the differential equations with dfscontinuous right-hãnd side are 

used. 

For the case of single input-single output linear 

systems, a detailed analysis of the essential properties and advantages 

of variable structure control systems is done. 

An important characteristic of these systems, is the 

possibility of sliding regimes, when the controlled system becomes 

invariant . 
An extension of Liapunov's second method is used for 

the stability study, and the analysis of the relationship between 

the sliding regime condition, and t h e  stability of an invariant set, 

which is the sliding surface itself. 
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INTRODUCÃO 

O s  s i s t emas  de c o n t r o l e  em malha fechada devem 

s e r  ca l cu l ados  de maneira a s a t i s f a z e r  c e r t o s  í n d i c e s  de desempe- 

nho. De acordo com o  c a s o ,  um í n d i c e  de desempenho ( func iona l  ob - 
j e t i v o )  é e s c o l h i d o ,  e  o  s i s t ema  deve s e r  p r o j e t a d o  de maneira a  

minimizar e s s e  í n d i c e .  

Não e x i s t e  uma r e g r a  p a r a  a  e s c o l h a  do í n d i c e  de 

desempenho, mas, de uma maneira g e r a l ,  de se j a - se  o b t e r  uma p r e c i -  

são t ã o  boa quanto p o s s í v e l ,  de forma que o  e r r o  (desv io  e n t r e  a  

r e f e r ê n c i a  e  a  grandeza con t ro l ada )  sempre aparece  na expressão  da - 
que le  í n d i c e .  

A l é m  d i s s o ,  os  s i s t emas  de c o n t r o l e  em malha f e  - 

chada devem s a t i s f a z e r  a  o u t r a s  e s p e c i f i c a q õ e s ,  em g e r a l  c o n t r a d i  - 

t ó r i a s .  Por um l a d o ,  devem t e r  um amortecimento su f i c i en t emen te  

f o r t e ,  de maneira que a  grandeza con t ro l ada  não s e j a  submetida a  

grandes  o s c i l a ç õ e s .  Por ou t ro  l a d o ,  devem s e r  b a s t a n t e  r á p i d o s  , 

s e n s í v e i s  5s v a r i a ~ õ e s  do s i n a l  de e r r o .  O que s e  f a z  6 e s t a b e l e  

ter uma s o l u ~ ã o  de compromisso. 

A p r e c i s ã o  de um s i s t ema  de c o n t r o l e  em malha 

fechada pode s e r  melhorada aumentando-se o  ganho do c o n t r o l a d o r  . 
E n t r e t a n t o ,  o  aumento do ganho é l i m i t a d o  p e l a s  p rop r i edades  d i n ã  - 

micas do s i s t ema  a  s e r  con t ro l ado ;  h a v e r i a  uma quebra  do compro - 

misso e s t a b e l e c i d o  an te r io rmente .  Em c e r t o s  c a s o s ,  o  aumento de- 



ma.siado do ganho l e v a  o  s i s t ema  2 i n s t a b i l i d a d e ,  e  só  em a lguns  ca  - 

s o s  6 p o s s í v e l  aumentar b a s t a n t e  o  ganho, sem comprometer a  e s t a h i  - 
l i d a d e .  

Uma das  p o s s i b i l i d a d e s  de s e  aumentar o  ganho do r e -  
C 

gulador  sem comprometer a s  p ropr iedades  dinâmicas do s i s t e m a ,  e  a  

i n t rodução  da de r ivada  na l e i  de c o n t r o l e .  De qua lquer  forma, che - 

ga-se  a  um compromisso quanto ao v a l o r  do ganho des sa  d e r i v a d a ,  e ,  

de uma maneira g e r a l ,  o  s i s t ema  f i c a  mais l e n t o .  

O aumento do ganho não e pro ib ido  apenas por  ques tões  

de e s t a b i l i d a d e .  Em s i s t emas  r e a i s ,  quando o  ganho aumenta muito 

(ou deve aumentar muito)  , entram em jogo a s  l i m i t a ç õ e s  n a t u r a i s ( s a  - 
t u r a ç ã o ,  p r e ç o ,  e t c ) ,  e  aparece  a  i n f l u ê n c i a  dos pequenos parâme - 

t r o s ,  das  não l i n e a r i d a d e s ,  desprezados  de i n í c i o ,  no modelo; i s t o  
d 

e ,  a  " e s t r u t u r a  f i n a "  do s i s tema.  Sem o  conhecimento des sa s  c a r a c  - 

t e r í s t i c a s ,  ê imposs íve l  g a r a n t i r  o  aumento do ganho. Ademais, o s  

parâmetros  são submetidos a  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s .  P o r t a n t o ,  a s  pos - 

s i b i l i d a d e s  de r e a l i z a ç ã o  de s i s t emas  de c o n t r o l e  em malha f echada ,  

de a l t a  q u a l i d a d e ,  a  p a r t i r  de ganhos e l evados ,  são b a s t a n t e  redil- 

z i d a s .  

Outro i n t u i t o  quando s e  pensa  em aumentar muito o  ga - 
nho do c o n t r o l a d o r ,  6 t o r n a r  a s  p ropr iedades  e s t á t i c a s  e  dinâmicas 

do s i s t ema  g loba l  independentes  dos parâmetros  do s i s t ema  a s e r  con - 

t r o l a d o .  I s s o  porque ,  em c e r t o s  c a s o s ,  e s s e s  parâmetros  variam con - 

s iderave lmente  (ou são mal i d e n t i f i c a d o s ,  o  que é e q u i v a l e n t e  ao n í  - 

v e l  do p r o j e t o ) ,  o  que imp l i ca  numa d e t e r i o r a ç ã o  da dinâmica g l o b a l .  

Nesses c a s o s ,  o s  s i s t emas  de c o n t r o l e  PID c l ~ s s i c o s  não resolvem 



mais o  problema,  p r inc ipa lmente  po r  causa  da l i m i t a ç ã o  que sempre 

e x i s t e  no ganho. Uma maneira de r e s o l v e r  e s s e  problema 6 medir os 

parâmetros  do s i s t ema  a  s e r  con t ro l ado  e  c o r r i g i r  continuamente os 

pa.râmetros do c o n t r o l a d o r  ( s i s temas  au to -adap ta t i vos  com modelo) . 
Mas a  medida dos parâmetros  envolve d i f i c u l d a d e s  t e c n i c a s  enormes, 

e  o s  ó rgãos  de c á l c u l o  são complexos, de forma que d i f í c i l  a i m -  

plementação des se s  s i s t emas  de c o n t r o l e .  

Por o u t r o  l a d o ,  d e s e j a - s e ,  em muitos c a s o s ,  que os  

s i s t emas  sejam i n s e n s í v e i s  as pe r tu rbações  ( s i n a i s  e x t e r n o s  indese  - 

j á v e i s ) .  I s s o  pode s e r  conseguido a t r a v é s  de uma compensação das  

pe r tu rbações .  Mede-se a s  pe r tu rbações  e  i n t roduz - se  um s i n a l  no 

s i s t e m a ,  função des sa  medida, de modo a  a n u l a r  o  e f e i t o  daque las  . 
In t roduz - se ,  p o r t a n t o ,  uma malha a b e r t a  de cor reção  no sistema.3ías 

também é d i f í c i l ,  em muitos c a s o s ,  medir a s  p e r t u r b a ç õ e s ,  e conhe- 

c e r  a  maneira p e l a  q u a l  e l a s  agem no s i s t e m a ,  de forma que é com - 

p l i c a d a  a  implementação des se s  s i s t emas  de c o n t r o l e .  

Então o  problema é p r o j e t a r  c o n t r o l a d o r e s  que garan-  

tam o desempenho dese jado  p a r a  uma grande c l a s s e  de s i s t emas  d inâ -  

micos ,  com parâmetros  v a r i á v e i s ,  e continuamente p e r t u r b a d o s ,  i s t o  
a 

e ,  que tornem o  comportamento do s i s t ema  independente da i n f l u ê n  - 

c i a  das  v a r i a ç õ e s  dos parâmetros  e das  pe r tu rbações .  

Essas  p ropr iedades  podem s e r  o b t i d a s  s e ,  ao invés  de 

s i s t emas  com ganhos muito e l evados ,  e  compensação de p e r t u r b a ç õ e s ,  

u sa r - s e  r e l g s  operando em regime de escorregamento.  

E n t r e t a n t o ,  o  regime de escorregamento não 6 c a r a c t e  - 

r b s t i c o  apenas de s i s t emas  a  r e l é .  E le  pode o c o r r e r  em qua lquer  



s i s t ema  dinâmico d e s c r i t o  por  um s i s t ema  de equações d i f e r e n c i a i s  

com segundo membro descont ínuo.  0 s  s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u -  

t u r a  var i i ive l  são r eg idos  po r  e s t e  t i p o  de equação,  onde o  s i n a l  

de c o n t r o l e  pode v a r i a r  de uma maneira descont ínua .  

Desde 1957 apareceram, n a  l i t e r a t u r a ,  a r t i g o s  sobre  

o  a s s u n t o ,  mas s6 depois  de 1962 6 que começaram a  a p a r e c e r  a s  i- 

dg ia s  impor tan tes .  Em 1960,  f o i  pub l icado  um t r a b a l h o  do matemá- 

t i c o  A.F. F i l i p p o v  111 sobre  equações d i f e r e n c i a i s  com segundo mem - 

bro  d e s c o n t h u o ,  e  en t ão  o p r o f e s s o r  Yemel'yanov e  sua  equ ipe  {Utkin ,  

Taran,  Kostyleva,  Grichenko,  e t c ) ,  com a  a s s i s t ê n c i a  do acadêmico 

P e t r o v ,  em Moscou, e  o  p r o f e s s o r  E.A. Barbashin 1 (1 ! e  sua  equipe  

(Pechor ina ,  E id inov ,  Tabueva,Gerashchenko, Badkov, e t c ) ,  em Sverd- 

l o svsk  , i n i c i a r a m  a s  pesqu i sa s  p a r a  a  a p l i c a ç ã o ,  em c o n t r o l e ,  dos 

r e s u l t a d o s  o b t i d o s  po r  F i l i ppov .  Em 1966,  algumas i d é i a s  p a r a  a  - a  

p l i c a ç ã o  em c o n t r o l e  das  p ropr iedades  d e s s a s  equações j á  haviam s i  - 
do a p r e s e n t a d a s ,  e  começaram en tão  a s  a p l i c a ç õ e s  p r á t i c a s .  

Es t e  t r a b a l h o  tem como o b j e t i v o  uma s í n t e s e  dos e s t u  - 

dos já f e i t o s ,  com uma c a r a c t e r i z a ç ã o  mais d e f i n i d a  dos s i s t emas  de 

c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  mostrando a  p o t e n c i a l i d a d e  d e s t e s , e  

procurando f o r n e c e r  o s  elementos n e c e s s ~ r i o s  2 sua a n a l i s e  e s e i i p r o  

j e t o .  E l e  s e  d i v i d e  em t r e s  p a r t e s  p r i n c i p a . i s :  

Na p r i m e i r a  p a r t e  é apresen tado  um resumo da t e o r i a  

de F i l i p p o v ,  com algumas i n t e r p r e t a ç õ e s  e  exemplos que c a r a c t e r i  - 

zam o  s eu  conce i to  de so lução  de uma equação d i f e r e n c i a l ,  e  mos - 
tram o s e u  i n t e r e s s e  em s i s t emas  de c o n t r o l e .  São apresen tados  e s  - 

pec i f i camen te  a lguns  r e s u l t a d o s  concernen tes  ss equações d i fe renc ia i s  



de segundo membro con t ínuo  po r  p a r t e s ,  e  suas  a p l i c a ~ õ e s  em con - 

t r o l e .  

Na segunda p a r t e  são def inzdos  os  s i s t emas  de con t ro  - 

l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  e ,  a t r a v é s  de um exemplo de um s i s t ema  de 

segunda ordem, são ev idenc iadas  a s  suas  c a r a c t e r Z s t i c a s  p r i n c i p a i s .  

Em seguida  é f e i t a  uma a n á l i s e  completa do p r o j e t o  de um c o n t r o l a -  

dor  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  p a r a  um s i s t ema  l i n e a r ,  com parâmetros  va - 

r i á v e i s ,  e  continuamente pe r tu rbado .  

Na t e r c e i r a  p a r t e  são a n a l i s a d a s  a s  condições  de i n -  

v a r i â n c i a ,  e  G f e i t o  um es tudo  da e s t a b i l i d a d e  dos s i s t emas  de con - 

t r o l e  a  e s t f u t u r a  v a r i ã v e l .  Esse e s t u d o ,  comparat ivo,  mostra  a  r e  - 
Pação e n t r e  a s  cond i jões  do regime de escorregamento,  e  a  e s t a b i l i  - 

dade dos r e f e r i d o s  s i s t emas .  

NOTACÃO 

R" - espago euc l ideano  de dimensão n  

Xi - i - és ima  componente de x , p a r a  i = 1 , 2 ,  ..., n 
n  - <x,y9 - 1 xiyi - produto  e s c a l a r  

i=l 



Dados d o i s  con jun to s  A e B , c o n t i d o s  em R" , o  p r o  - 

duto  c a r t e s i a n o  é d k f i n i d o  p o r :  

A função s i n a l  é d e f i n i d a  p o r :  

+1 s e  x>O 
s i n a l  x = O s e  x=O 

-1 s e  x<O 

3 - e x i s t e  

- para  todo 

d(x ,y)  - d i s t â n c i a  de x  a  y  

T x - v e t o r  x  t r a n s p o s t o  



APLICAÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS COM SEGUNDO MEMBRO DES- 

CONTINUO AOS SISTEMAS DE CONTROLE 

Neste c a p l t u l o  s e r ã o  apresen tados  o s  p r i n c i p a i s  r e -  

s u l t a d o s  o b t i d o s  po r  A.  F. ~ i l i p p o : v l l /  sobre  a s  equações d i f e r e n c i -  

a i s  com segundo membro descont ínuo ,  e mostradas suas  a p l i c a ç õ e s  aos 

s i s t emas  de c o n t r o l e .  

F i l i p p o v  ap re sen tou  uma nova d e f i n i ç ã o  de so lução  de 

uma equação d i f e r e n c i a l ,  e  es tudou  a s  p ropr iedades  des sa  so lução  

( e x i s t ê n c i a  , un ic idade ,  p ro longab i l i dade  , dependência con t ínua  das  

condições i n i c i a i s ,  e t c  ...). O s eu  c o n c e i t o  de so lução  r e s o l v e  o  

problema d a  p ro longab i l i dade  de uma so lução  quando e s t a  s e  encon - 

t r a  numa s u p e r f i c i e  de descont inu idade  ( d e f i n i d a  p e l o  segundo mem- 

bro  da equação) e  não pode de ixá - l a .  P e l a  d e f i n i ç ã o  de F i l i p p o v  , 

quando i s t o  o c o r r e ,  a  so lução  é p r o l o n g á v e l ,  de uma maneira  d e t e r -  

minada, ao  longo da s u p e r f í c i e  de descont inu idade .  O movimento na 

s u p e r f í c i e ,  como prolongamento da s o l u ç ã o ,  6 chamado escorregamen- 

t o ,  e  tem p rop r i edades  i n t e r e s s a n t e s  que podem s e r  a p l i c a d a s  aos 

s i s t emas  de c o n t r o l e .  

2 . 1  - Def in icão  de Solucão de uma Eauacão D i f e r e n c i a l  

S e j a  a  equação: 



onde : 

Class icamente ,  d i z - s e  que x ( t )  é so lução  da equa- 

ção (2.1) s e  ~ ( t )  = f ( x ( t ) , t )  e  X ( ~ ) E G  ; \ d t ~ ( t ~ , t ~ )  . 
Para  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  e  a  un ic idade  da so lução  

de (2 . l )  , no s e n t i d o  c l ã s s i c o ,  ex ige-se  que a  função f  s e j a  con - 

t í n u a ,  e  s a t i s f a ç a  a  uma condição de L i p s c h i t z  p a r a  todo x , t  , i s  - 
t o  é,  que e x i s t a  k>O t a l  que 

P o r t a n t o ,  s e  f  é descon t ínua ,  não s e  pode garan  - 

t i r  a e x i s t ê n c i a  da so lução  c l á s s i c a  da equação (2 .1 ) .  En t r e t an -  

t o ,  mui tos  s i s t emas  f i s i c o s  são modelados a t r a v é s  de equações d i -  

f e r e n c i a i s  com segundo membro descon t ínuo ,  como, por  exemplo, os  

s i s t emas  de c o n t r o l e  em malha fechada a  r e l é .   aí o  i n t e r e s s e  de 

s e  e l a b o r a r  uma t e o r i a  que pe rmi t a  o  e s tudo  des sa s  equações ,  e  pos - 

s i b i l i t e  p o i s  uma melhor compreensão do comportamento dos s i s t e  - 

mas f í s i c o s  por  e l a s  d e s c r i t o s .  

2 . 2  - Def in icão  d e s o l u c ã o  de F i l i t m o v  

F i l i p p o v  es tendeu  o  c o n c e i t o  da so lução  de uma equa - 

ção d i f e r e n c i a l  do t i p o  da  (2 .1 ) .  Segundo sua  d e f i n i ç ã o ,  x ( t )  é 

so lução  da equagão (2.1)  s e  k ( t )  p e r t e n c e  a um c e r t o  con jun to  



K{ f  (x ( t )  , t )  1  ; d e f i n i d o  p o r  : 

K{f(x( t )  , t ) l  = n n ~ f ~ u , ~ x ~ t l l  
&>O pN=O 

t f i x a d o  

onde : 

N : conjun to  de medida n u l a ;  

u : medida de Lebesgue 

Us  ( x ( t ) )  : v i z i n h a n ç a ,  de r a i o  a ,  do ponto x ( t )  , i s t o  é: 

u , ( x ( t ) )  = { Y E  G C R ~  I I l y - x ( t )  I I < 6 )  
- 
co : ade rênc i a  da e n v o l t ó r i a  convexa. 

No caso em que f  é c o n t í n u a ,  K I f ( x ( t )  , t )  )={f  ( x ( t )  , t j  1 ,  

e  en t ão  a  so lução  de F i l i p p o v  co inc ide  com a so lução  c l á s s i c a .  

s e r ã  i nd i cada  em seguida  a  i d é i a  da prova d e s s e  f a t o .  

Suponha, p o r  absurdo,  que f  é cont ínua  em x  ( t )  , mas 

e x i s t e  y E K  { f ( x ( t ) , t ) 1  , y # f ( x ( t ) , t ) .  S e j a  E > 0 t a l  que 

y  jf U E  (f ( ~ ( t )  , t )  . Por con t inu idade  de f  em x ( t )  , e x i s t e  6 > O 

P e l a  d e f i n i ç ã o  de E e  p e l a  r e l a ç ã o  acima,  r e s u l t a :  

y # cõ f  (Ua ( x ( t ) )  , t )  . Em p a r t i c u l a r ,  s e  N C tem medida nu l a :  

y { cõ f(Ug ( x ( t ) ) - N , t )  , o  que c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de / 

y  E K { f  ( x ( t )  , t )  1 .  Pode-se mos t ra r  que f  ( x ( t )  , t )  E KIf ( x ( t )  , t )  1 , 
* 

o  que i m p l i c a r á  em que K I f ( x ( t )  , t ) 1  = I f ( x ( t )  , t ) 1  

De uma maneira g e r a l ,  s e  f  é descon t ínua ,  o  con jun to  

K ( f  ( x ( t )  , t )  1 não s e r á  necessar iamente  um ponto.  Esse con jun to  

(imagem) dependerã da maneira p e l a  q u a l  a s  t r a j e t ó r i a s  s e  aprox i -  



mam do conjun to  N de medida n u l a ,  e  tambem do t i p o  de con jun to  

N . No caso  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  nos 

q u a i s  oco r r e  o  escorregamento,  o  con jun to  K(f ( x ( t )  , t )  1 , em pon - 

t o s  da s u p e r f í c i e  de descon t inu idade ,  6 uma combinação convexa de 

d o i s  vehores .  

S e j a  qua l  f o r  a  s i t u a ç ã o ,  supõe-se sempre q u e ,  pa- 

r a  .quase todo t E ( t l  , t 2 )  , a  p a r t e  do domínio de d e f i n i ç ã o  da  

função f  que e s t á  numa v i z inhança  de dimensão n  a r b i t r a r i a  - 

mente pequena do ponto x ( t )  , no plano t = c o n s t a n t e  , tem medi- 

da p o s i t i v a .  Caso c o n t r á r i o ,  o  con jun to  KIf ( x ( t )  , t )  ) s e r i a  va-  

z i o ,  e  a  d e f i n i ç ã o  da so lução  não t e r i a  s e n t i d o .  A d e f i n i ç ã o  de 

F i l i p p o v  é a  s e g u i n t e :  

"Uma função v e t o r i a l  x , d e f i n i d a  no i n t e r v a l o  

( t l  , t 2 ) ,  é d i t a  solução da equação (2 .l) , s e  e l a  6 absolutamente  

con t ínua  e  s e  p a r a  quase todo  t E ( t l  , t 2 )  , e  p a r a  6 1 0  a r b i t r á -  

dx p e r t e n c e  ao menor con jun to  convexo fechado (do r i o ,  o  v e t o r  ;IT. 

espaço de dimensão n  ) que contém todos  o s  v a l o r e s  da função 

v e t o r i a l  f  , quando x  assume quase todos  o s  v a l o r e s  da  v i z i -  

nhança de r a i o  6 do ponto  x ( t )  , no espaço dos x  ( t  fixado)!!. 

Deve-se t e r  p o r t a n t o :  

E K I f  ( x ( t )  , t )  1 p a r a  quase todo t E ( t l  , t 2 )  
d t  

2.3 - I n t e r p r e t a ç ã o  da Def in ição  da Solução de F i l i ppov  

Para  melhor compreensão da  d e f i n i ç ã o ,  s e r á  a n a l i s a -  

do um s i s t ema  de segunda ordem e  determinado o  con jun to  



K{ f  (x ( t )  , t)  ) em pontos  de descont inu idade .  

Considere-se o  s i s t ema :  

X = f (x)  

x :  R + R  2 f  : R~ - R~ 

t i-+ x ( t )  x  f (x) 

Suponha que f  a p r e s e n t a  uma descont inu idade  de 

p r i m e i r a  e s p é c i e  em X"E R'. 

s e r ã  tomada uma condição i n i c i a l  x% R' t a l  que a  

t r a j e t ó r i a ,  no espaço dos x  , p a s s e ,  medida que o  tempo evo - 
2 

l u e ,  p e l o  ponto  x a & ~  . A f i g u r a  (2 .1  a )  mostra uma p o s s í v e l  con - 

f i g u r a ç ã o  da  t r a j e t ó r i a .  

Figura  2 . 1  h 



Em cada ponto  da  t r a j e t ó r i a ,  o  Vetor ve loc idade  

f ( x ( t ) )  6 t angen te  mesma naquele  ponto .  Quando s e  chega ao 

ponto xa , a  tangente  não mais e x i s t e ;  tudo s e  pas sa  como s e , a o  

a  s e  p a s s a r  p e l o  ponto x  , o  v e t o r  ve loc idade  mudasse abruptamen - 

t e  (com ve loc idade  i n f i n i t a )  da pos ição  A p a r a  a  pos i ção  B . 
No contradomínio  da f  t e r - s e - i a  a  composição de d o i s  movimen - 

t o s :  um da f Z A  a t é  f Z B  , e  o u t r o  de flA a t é  flB . O movi - 

mento r e s u l t a n t e  s e r i a ,  p o i s ,  sobre  o  segmento que une a s  e x t r e -  

midades dos  v e t o r e s  f A  e  f B  , no s e n t i d o  de A p a r a  B . E s  - 

s e  movimento s e  p roces sa  em um i n t e r v a l o  de tempo n u l o ,  i s t o  é , 

no i n s t a n t e  ta . Então ,  no i n s t a n t e  ta  , sabe-se  que o  v e t o r  

f ( x ( t a ) )  tem sua  extremidade no segmento que une a s  extremida-  

des de fA e  f B  . E s t e  segmento é o  conjun to  Klf ( x ( t ) )  I da 

d e f i n i ç ã o  de F i l i ppov .  

Considere-se en t ão  o  s i s t ema :  

= -4xl s i n a l  Ix1(x2+x1) I - 2xl 

A s  r e t a s  xZ+xl = O e  xl = O , S1 e  S2 r e s  - 

pec t ivamente ,  definem q u a t r o  r e g i õ e s  no espaço dos x ( t )  : 

S e j a  o  ponto  xa =r:] e  cons ide re - se  o  p r o b l e -  

ma de de t e rmina r  o  con jun to  Klf (xa ) I .  



Figura  2 . 2  

O ponto cons iderado  encon t r a - se  em S1 , que é um 

conjunto  de medida n u l a ,  e  p o r t a n t o  não i n t e r e s s a  a  d e f i n í j ã o  de 

f naquele  ponto .  

S e j a  

u 6 ( x a ( t ) ) =  { x ( t )  E R" I / I x ( t ) -xa  1 1  < 61,  ~ E R ,  6>0 
( t )  

Para  x ( t )  E u6  (xa)  - t a i s  que sl>O tem-se : 

f; = l i m  {-4x1 s i n a l  [xl (x2+xl)] - 2x11 = -4  (-1) (-1) - 2  ( - I ) =  
6+0 

Para  x ( t )  E u6  (xa ) t a i s  que sl < O , tem-se : 

f; = l i m  x2 = 1 
6+0 



f i  = l i m  ( - 4 5  s i n a l  (x1(x2+xl)] -2x1} = -4(-1) (1 ) -2( -1)=6  
6 - 4  

Nota: Tomando o  l i m i t e  quando 6+0, acha-se a  i n t e r s e ç ã o  de todos  

o s  f ( u 6 ( x a )  , 6>0 , i s t o  é, acha-se:  

que é a  i n t e r s e ç ã o  de t odas  a s  imagens das  v iz inhanças  de 

r a i o  6>0 , do ponto  x ( t )  cons iderado ,  excetuando o s  conjun 

t o s  de medida n u l a  que é a  r e t a  S, . 

Figura  2 . 3  

Segundo F i l i p p o v ,  o  v e t o r  

velocidade tem sua  extremidade so-  

b r e  o  segmento AB , que une a s  ex- 

tremidades de f -  e  f +  . 
P o r t a n t o ,  ne s se  caso : 

OU s e j a  : 



+ 
Obs.: Note que f l  = f; ne s se  ca so .  

S e j a  agora  o  ponto  x  I. = ] , e  cons ide re - se  o  

b  problema de de te rminar  o  con jun to  K{£(x ) )  . O novo ponto  en- 

con t r a - se  em S2 , que é um conjun to  de medida n u l a ,  e  p o r t a n t o  não 

i n t e r e s s a  o v a l o r  da função f  naquele  pon to ,pa ra  o  c á l c u l o  de 

K .  

S e j a  : 

S 2  = X1 

b Pa ra  x ( t )  E Us (x ) t a i s  que s 2 > 0  , tem-se : 

f; = i i m  x 2  = I 
6+0 

fS = i i m  {-4x1 s i n a i  ~ 1 ( ~ 2 + ~ 1 ) J  - 2 ~ ~ )  = - 4 ~ 0 x 1 - 2 x 0  = O 
s+o 

b Pa ra  x ( t )  E Ug(x ) , t a i s  que sZ<O,  tem-se : 

f; = l i m  x2  = 1 
6 4  

fS  = i i m  {-4x1 s i n a l  [xl (x2+x1)J - 2 ~ ~ 1  = - 4 ~ 0 ~  (-1) - Z X O = O  

& + O  

Nesse c a s o ,  a  função f 6 descontcnua no ponto  

x ( t )  = x  b  - b , e  o  con jun to  K C ~  (x ,t) S reduz-se  a  um pon to ,  p o i s  
+ + 

f l = f ; = l  e  f 2 = f S = 0  . Logo, 



O1'segmento" que une a s  extremidades de f -  e  f C  

reduz-se  a  um pon to .  

F igura  2 . 4  

2 . 4  - Razões p a r a  o  es tudo  de equações - d i f e r e n c i a i s  com segundo mem 

bro descontfnuo 

F i l i p p o v  g e n e r a l i z o u  o conce i to  de so lução  de uma e -  

quação d i f e r e n c i a l .  Na sua  d e f i n i ç ã o  não é n e c e s s á r i o  que f s e j a  

c o n t í n u a ;  é n e c e s s á r i o  que f s e j a  mensurável .  No seu  e s t u d o ,  F i -  

l i p p o v  f o i  motivado po r  problemas de c o n t r o l e ,  que na tura lmente  l e -  

vam a  equações com segundo membro descont ínuo .  

Considere-se um s i s t ema  de c o n t r o l e  da  forma: 



x :  

u :  

S -+ a lvo  

Se f  é l i m i t a d a  e  s a t i s f a z  a  uma condição de Lips-  

c h i t z  em ambos o s  argumentos,  e  u  s a t i s f a z  também a  uma condição 

de L i p s c h i t z ,  en t ão  o  problema do v a l o r  i n i c i a l  da  equação ( 4 )  ,com 

X ( O )  = x0 , tem so lução  ún ica .  No i n s t a n t e  t , a  so lução  t e r á  um 

v a l o r  + ( t  , O  ,x") . Suponha que ( ( t l  ,O,xO) S . O problema c o n s i  - 

derado é o  s e g u i n t e :  

Se dim S < n , e x i s t i r ;  um v a l o r  t ( x )  , 
O \d x E u(xO) C R" , u(xO)  sendo uma v i z inhança  de x , O't (x)  < w  , - 

t a l  que + ( t  (x) , O ,x)E S  ? 

Do ponto de v i s t a  de s i s t emas  de c o n t r o l e  s e r i a  i n  - 

t e r e s s a n t e  que e s s a  pergunta  t i v e s s e  uma r e s p o s t a  a f i r m a t i v a .  En - 

t r e t a n t o ,  p a r a  u  s a t i s f a z e n d o  a  uma condição de L i p s c h i t z  ( u con - 

t i n u a ) ,  demonstra-se 121 que a  r e s p o s t a  é n e g a t i v a ;  o  con jun to  de 

pontos  i n i c i a i s  a  p a r t i r  do qua l  S pode s e r  a t i n g i d o ,  tem dimen - 

são  menor do que n  . 
Logo, é impor tan te  o  es tudo  das  equações d i f e r e n c i  - 

a i s  com segundo membro descontfnuo.  



S e j a  agora  o  problema da  s í n t e s e  de um c o n t r o l e  Õ t i  - 
mo p a r a  um c a s o  p a r t i c u l a r  de um s i s t e m a  de segunda ordem. A t r a  - 
vês  de s se  exemplo s e  pode v i z u a l i z a r  melhor a s  c a r a c t e r í s t i c a s  da 

so lução  no s e n t i d o  de P i l i p p o v ,  comparando-a com a  so lução  c l á s s i -  

c a .  

S e j a  o  s i s t e m a  : 

O problema c o n s i s t e  em e s c o l h e r  u  de maneira  a  

t r a z e r  o  s i s t e m a  de uma condição i n i c i a l  qua lque r  a t é  o  a l v o :  

S  = { ( t , x 1 , x 2 )  / t L 0  , x1 = o ,  - x 2 = O 1  

num tempo mínimo. 

Supondo u  c o n s t a n t e ,  e  i n t eg r ando  a s  equações da- 

d a s ,  tem-se: 
x1 ( t )  = u l t  + x1 (0) 

x 2 ( t )  = u 2 t  + x 2 ( 0 )  

No a l v o  

O = ul t+x l  ( 0 )  -ul t=x l  (O) l u l l t = ! x l ( 0 )  ! 
O = u 2 t + x 2  (0) -u2 t = x 2  (0) l u 2 1 t = l x 2 ( 0 )  I 

( t W  



Considere-se  

po mínimo encontrado acima: 

duas e s t r a t é g i a s  que darão o mesmo tem - 

Graf icamente ,  no espaço dos x , tem-se: 

F i g u r a  2 . 5  



Graf icamente ,  no espaço dos x , tem-se : 

Figura  2.6 

Em ambas a s  e s t r a t g g i a s ,  p a r a  qua lquer  condição i n i -  

c i a l ,  a  so lução  c l â s s i c a  das  equações e x i s t e ,  6 u n i c a ,  depende con- 

t inuamente das  condições  i n i c i a i s ,  e  a t i n g e  a  origem num tempo míni  - 

mo. 

E n t r e t a n t o ,  s e  s e  c o n s i d e r a r  a  so lução  no s e n t i d o  de 

F i l i p p o v ,  a s  p rop r i edades  acima só  s e r ã o  todas  v e r d a d e i r a s  n a  e s t r â  - 

t é g i a  1. No caso  da e s t r a t é g i a  2 ,  a s  so luções  de F i l i p p o v  " termi  - 
nam" (chegam a  um ponto f i n a l ,  ou t e rmina l )  quando um e s t a d o  no 



2 qua l  x2=0 é alcançado.  I s t o  acontece  porque ul (x)  é quase  sem- 

p r e  z e r o ,  i s t o  é,  é zero , exce to  num conjun to  de medida n u l a ,  que 

é o  e i x o  dos X1 ' 

Do ponto de v i s t a  p r á t i c o ,  como o  s i n a l  de c o n t r o l e  

é determinado a  p a r t i r  de uma medida do e s t a d o ,  não f a z  s e n t i d o  pen - 

s a r  que con jun tos  de e s t a d o s  de medida n u l a  in f luenc iem a  so lução .  

Sob e s s e  ponto de v i s t a ,  o  conce i to  de so lução  de F i l i ppov  o f e r e c e  

uma noção mais r e a l i s t a .  

De f a t o ,  p o i s  p a r a  a  implementação p r á t i c a  da  e s t r a  - 

t é g i a  2 ,  o s  ins t rumentos  de medida deveriam t e r  p r e c i s ã o  i n f i n i t a ,  

e  os  órgãos  de comutação deveriam t e r  r e t a r d o  nu lo .  I s s o  s e r i a  i m  - 

p o s s í v e l ,  e  o  mãximo que s e  pode r i a  f a z e r ,  s e r i a  u t i l i z a r  um d i s p o  

s i t i v o  de comutação a  t r ê s  v a l o r e s ,  que d a r i a :  

u l  (x) = 1 s e  x2  G ( - E , € )  , € > O  , e  X1 < o 

2 u1(x) = O s e  x ~ { ( - E , E ) , E > O ,  OU s e j a ,  s e  

Logo, do ponto  de v i s t a  p r á t i c o ,  a  e s t r a t é g i a  1 , q u e  

admite so luções  de F i l i p p o v ,  6 mais impor tan te .  Com e l a  s e  pode - u  

s a r  ó rgãos  de comutação a  d o i s  v a l o r e s *  

No seu  a r t i g o ,  Hermes 121 i n t r o d u z  o  c o n c e i t o  de e s  - 
-0 

t a b i l i d a d e  com r e l a ç ã o  à medida (apêndiceSI),e prova que s e  f e  

e s t á v e l  em r e l a ç ã o  à medida, en tão  toda  so lução  c l á s s i c a  6 uma so-  

l ução  de F i l i ppov .  

No exemplo acima,  apenas a  e s t r a t é g i a  1 conduz a  um 

s i s t ema  e s t á v e l  em r e l a ç ã o  à medida. 



2 . 5  - O segundo método de Liapunov e a s  equações c/segundo membro 

de s c o n t  k u o  

Um o u t r o  caminho que conduz 2s equações com segundo 

membro descon t ínuo ,  é o p r o j e t o  de s i s t emas  de c o n t r o l e  a p a r t i r  do 

segundo método de Liapunov( 13 1 , pag.  3 8 9 ) .  

a 

Uma vantagem do emprego desse  método em p r o j e t o ,  e 

que obtém-se,  automaticamente,  um s i s t ema  de c o n t r o l e  e s t á v e l .  

Considere-se o s i s t ema :  

onde 

Iu i ( t 1  I < aj. < i = 1 , 2 , .  . . ,m a i €  R .  

O problema 6 l e v a r  qua lquer  e s t a d o  i n i c i a l  p a r a  a 

or igem,  escolhendo u ( t )  de maneira a o t i m i z a r  o comportamento 

t r a n s i t õ r i o  do s i s t ema .  

Em 131 é apresen tado  um método que fo rnece  um pro-  

cedimento s imples  de p r o j e t o ,  mas de s i g n i f i c a d o  p r á t i c o .  O méto- 

do é o s e g u i n t e :  

Escolha  Q d e f i n i d a  p o s i t i v a  a r b i t r a r i a m e n t e ,  e pg  

l a  r e l a ç ã o :  

T A P + PA = -Q (Teorema de Liapunov) 

obtenha P d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

T Obtem-se en t ão  V(x) = x P x  , que é uma função de 

Liapunov p a r a  o s i s t e m a  (2.6) , com u ( t )  r O . 



Agora e s c o l h a  u ( t )  de maneira que e ( x )  s e j a  a  

mais n e g a t i v a  p o s s í v e l .  Tem-se : 

T T T 
$ ( x ( t )  , t )  = -x Qx + 2u ( t )  B Px ( t )  

Logo, $(x ( t )  , t )  s e r á  mais n e g a t i v a  quando : 

1 s e  x>O 
T uf ( t )  = -ai s i n a l { B  P x ( t )  l i  , onde s i n a l  x = O s e  x=O 

s e  x<O 

Obs.: Esse método não conduz necessar iamente  ao ' ó t imo  quando V - 
também depende de u  , p o i s  : 

Min { v w t )  ,U 1 V(x ( t )  ,c ) Min 1 

-V(x( t )  , u  - U u  -+(x (t) ,U) 
- 

onde u  é o  minimizador de ( - v ( x ( t )  , u ) ) - I  . 
Subs t i t u indo  o  v a l o r  de u ( t )  encontrado acima,  na  

equação ( 2 . 6 ) ,  obtem-se en t ão  uma equação d i f e r e n c i a l  com segundo 

membro d e s c o n t h u o  . 
No c a s o ,  chega-se a  um s i s tema de c o n t r o l e  a  r e l é  ; 

T 
mais a d i a n t e  ver - se -á  que ,  colocando ui ( t )  = - a .x .  ( t )  s i na l{B  Px ( t )  l i ,  

1 1  

T sendo { B  P x ( t )  Ii=O uma s u p e r f í c i e  d e f i n i d a  no espaço dos x ( t )  , s e  

pode o b t e r  s i s t emas  de c o n t r o l e  de melhor desempenho : os s i s t emas  

de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  

2.6 - Resul tados  o b t i d o s  po r  F i l i p p o v ,  e  sua  a p l i c a ç ã o  aos s i s t emas  

de c o n t r o l e  

S e j a  o  s i s t ema  (2.1) 

X = f ( x , t )  

Pa r t i ndo  da h i p ó t e s e  que f  é mensurãvel ,  e  s a t i s -  

f a z  a  uma condição B (Apêndice 1 ) P i l i p p o v  demonstrou a  e x i s t ê n c i a  



l o c a l  da so lução .  Em segu ida  demonstrou sua  p r o l o n g a b i l i d a d e ,  e  

o u t r a s  p rop r i edades .  

No f i n a l  do a r t i g o ,  e l e  es tudou  a s  equações nas  q u a i s  

f  é con t ínua  p o r  p a r t e s .  Essas  equações são impor tan tes  no e s t u -  

do de s i s t emas  f í s i c o s ,  como por  exemplo, o s  s i s t emas  de c o n t r o l e  

a  r e l ê .  

s e r á  v i s t o  agora  como a p l i c a r  os  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  so  - 

b r e  a s  equações nas  q u a i s  f  é con t ínua  por  p a r t e s ,  ao es tudo  dos 

s i s t emas  de c o n t r o l e .  Em p a r t i c u l a r ,  s e r á  r e s s a l t a d o  o  fenômeno do 

escorregamento.  

Considere-se  a  equação ( 2 . 1 ) .  Suponha-se que o  conjun - 

t o  de pontos  de descont inu idade  de f forma uma s u p e r f í c i e  suave 

S d e f i n i d a  p o r :  

onde 

s  : R~ -+ R de c l a s s e  c  2 

x I-+ s (x) 

Essa s u p e r f í c i e  d i v i d e  G em d o i s  domínios ,  supos to s  

não vaz ios :  

Suponha-se que ex i s tem o s  l i m i t e s  de f  quando x s e  

aproxima de qua lquer  ponto de S , p o r  G -  ou GC , d e f i n i n d o  a s  

funções : 



f -  : S X ( t ,  ,t,) 4 R" 

x , t  k--+ f m ( x , t )  = l i m  f ( y , t )  

y  4 x E S  

y E G -  

Considere-se  f i  e  f; a s  p ro j eções  de f -  e  f + ,  r e s  - 

pec t ivamente ,  na normal à s u p e r f í c i e  s : 

4 

Observe-se que o  s e n t i d o  da normal,  dado po r  v s ( x ) ,  e  

de G -  p a r a  G+ . 
Suponha-se que f é d i f e r e n c i ã v e l  em G -  V G +  , e que 

e x i s t a  K > O t a l  que : 

Finalmente ,  suponha-se que f s a t i s f a ç a  a condição R 

(Apêndice I ) .  A p a r t i r  de s sa s  h i p ó t e s e s ,  F i l i p p o v  demonstrou o  

s e g u i n t e  teorema : 



TEOREMA 2 . 1  - S e j a  a  equação (2 .1)  s a t i s f a z e n d o  5s h ip&eses  a c i -  

ma. Suponha que s 6 t a l  que a  equação s(x)=O pode s e r  r e s o l v i  - 
d a ,  numa v iz inhança  de cada ponto de S , p a r a  unia de suas  coorde- 

nadas ,  sendo a  so lução  dada por  xi  = ~ ( X ~ , . . . ~ X ~ + ~ , . . . , X ~ ) ,  onde 

a  função g  6 duas vêzes  continuamente d i f e r e n c i á v e l .  Suponha qtie 

a s  funções  fi e  f; são con t ínuas  em x , p a r a  x  E S  , e  que h 

6 continuamente d i f e r e n c i á v e l .  Se p e l o  menos uma das  des igua lda  - 

des  f i ( x , t )  > O ou f i ( x , t )  e O 6 s a t i s f e i t a  em cada ponto  de 

S  ,não necessar iamente  a  mesma em todos  os  pontos  da  s u p e r f í c i e , e n  - 
t ã o ,  no dbmi'nio G , t e r - s e - á  un ic idade  u n i l a t e r a l  e  dependência 

con t ínua  da so lução  * nas  con-dições i n i c i a i s .  

* Observação : A so lução  e x i s t e ,  p o i s  £ s a t i s f a z  condição B ,  

po r  h i p ó t e s e .  

Suponha-se agora  que a s  condições  f i ( x , t )  > O e  

f ; (x , t )  < O são s a t i s f e i t a s  simultaneameiite em todo ponto  de S  . 
In tu i t i vamen te  s e  pode v e r  que ,  p a r a  condições  i n i c i  - 

a i s  tomadas sobre  a  s u p e r f í c i e  S  , o  e s t a d o  não poderá  mais s a i r  

de S . 
Em seguida  s e r á  mostrado que ,  s e  aque las  duas condi - 

ções  forem s a t i s f e i t a s  s imul taneamente ,  a  s u p e r f í c i e  S s e r á  a t r a  - 
t i v a ,  p a r a  condições i n i c i a i s  tomadas numa sua  v i z inhança .  No ca-  

so  de condições  i n i c i a i s  em S , a  so lução  c l á s s i c a  não e x i s t e ,  e  

e s s e s  pontos  sobre  S  são  chamados de pontos  f i n a i s ,  ou pontos  t e r  - 
minais  15 1 .  

Por h i p ó t e s e ,  s é de c l a s s e  c 2  , e  s e  pode d e f i n i r :  



No l i m i t e ,  quando s e  s e  aproxima de S por  C -  e G' , 

t e r - s e - á ,  respec t ivamente :  

+ 9 
l i m  i ( y , t )  = l i m  < W y ) , f ( y , t ) >  = < v s ( x ) , f  ( x , t ) >  = f N ( x , t ) .  

y+x S y-tx S 
Y G9  Y G+ 

Como, por  h i p ó t e s e  f i ( x , t )  > O e  f c ( x , t )  O em S ,  

da d e f i n i ç ã o  de l i m i t e  e  das  expressões  acima conc lu i - s e  que:  

\ d x  s E S  , ~ E o  t a l  que 

Como y~ G- r\ BE (xs) impl ica  em s (y) < O e  

y f G+ BE (xs) imp l i ca  em s (y) > O , tem-se 

\ d x S €  S = J E > o  t a l  que 

Mas s e  s i  < O numa v i z inhança  de S , en tão  S s e r ã  

a t r a t i v a  p a r a  pontos  p e r t e n c e n t e s  a  e s s a  v i z inhança .  E n t r e t a n t o  , 

não necessar iamente  (para  condições i n i c i a i s  tomadas n e s s a  v i z inhan  - 



ça )  a s  t r a j e t ó r i a s  a lcançarão  a  s u p e r f í c i e  S  em tempo f i n i t o .  

PROPOSIÇAO 2 . 1  - Suponha-se que a s  h i p õ t e s e s  

t i s f e i t a s .  Suponha-se a inda  que e x i s t e  E > 

Uma condição s u f i c i e n t e  p a r a  que a s  t r a j e t ó r i a s  a l can -  

cem S em tempo f i n i t o ,  é dada na s e g u i n t e  p ropos ição :  

do teorema 2 . 1  são  s a  - 

O t a l  que Y X E G  

I s (x) I E 

Então ,  p a r a  qua lquer  e s t a d o  i n i c i a l  em G ,  a  so lução  da 

equação (2.1)  a l cança  a  s u p e r f f c i e  S  em tempo f i n i t o .  

~ e m o n s  t r a ~ ã o  

S e j a  X O E  G um es t ado  i n i c i a l  qua lquer .  Pe lo  teorema 

2 . 1 ,  e x i s t e  uma Única so lução  x ( t )  da  equação (2.1) , passando p o r  

o  x  em t o .  

Se x0 f S  , nada 11; a  p rova r .  

Suponha-se que xO€ G+ . Então ,  p e l a  h i p ó t e s e  da p ro-  

p o s i ç ã o ,  tem-se: 

i ( x ( t ) )  < - E  

Logo, '?' t , to 

P o r t a n t o ,  p a r a  t - > to + s(xO) r e s u l t a  s ( x ( t ) )  ( O .  
E 

Finalmente ,  como s é c o n t í n u a ,  a  so lução  é a b s o l u t a -  

mente con t inua  e  s ( x O )  > O , en tão  e x i s t e  T E R , t o  - < T - C to + 

+ '(XO) t a l  que s ( x ( T ) )  = O , ou s e j a ,  x ( T ) E S  . 
E 



A demonstração e análoga no caso em que x0 E G -  . 
Observe-se a  h i p ó t e s e  da p ropos ição  (2.1)  que imp l i ca  

em s i  < O , e p e l o  método de Liapunov ( l a p í t u l o  4 ) ,  s e  pode mos - 
t r a r  que a  s u p e r f í c i e  S  é a t r a t i v a .  

Por ou t ro  l a d o ,  s e  f  a p r e s e n t a  uma descont inu idade  

de p r i m e i r a  e s p é c i e  1141 ' ~ X E S  , t a l  que f - ( x , t )  Z h f + ( x , t )  ,hfO, 

A E R  , e n t ã o :  

fN(X, t )  < O 

p o i s  o s  l i m i t e s  f -  e  f f  quando s e  s e  aproxima de S p o r  G -  e 
+ 

G , r e spec t ivamen te ,  têm v a l o r e s  d i f e r e n t e s ,  e  p o r t a n t o  f i ( x , t )  e  
+ 

f  ( x , t )  não poderiam s e r  ambos nu los .  Logo, p e l o  teorema 2 . 1  , a 

so lução  de F i l l i p o v  é un ica  em G . 

De qua lquer  maneira é f á c i l  v e r i f i c a r  s e  a s  condições  

do teorema ( 2 . 1 ) ,  i s t o  é ,  f i ( x , t )  e  f i ( x , t )  < O , são s a t i s f e i -  

t a s .  

Cons idere -se ,  por  exemplo, o  s i s t ema  ( 2 . 3 )  e s e j a  O 

problema de v e r i f i c a r  s e  a  s o l u ç ~ o  *de F i l i p p o v  é Única,  p a r a  pon - 
t o s  sobre  a  s u p e r f í c i e  de descont inu idade  S1 (exce to  a  or igem).  

Tem-se : 



:euraLoa) a3 

-u?n8as o ~~y3unua apod as 'sope3~nsax so opuymnsaa 

o3uam 

- eâa~~ossa ap ays-rj~adns ap epemeq3 eJas ose3 assau anb 'ay3-rjxad C 

-ns ep oJ3uap ~axxo3o s~apod os ~oy~a3sod oquamynou xanbpnb a 'e1 C C 

-euopueqs syem e~apod ogu ops3sa o ' IS ma zan euq C C 

"ç+x opuenb ' (x)~ ap (x)+3 a (x) -3 sa3yuryI sg 

i {O = IX+~X = (x) S 1 Ua 3 X) i Iç 



I af i  I 
TEOREMA 2 . 2  - Se ja  o  s i s t ema  (2 .1)  t a l  que < K , K E R  , i+- - 

K O , no qua l  f  a p r e s e n t a  uma descont inu idade  de p r i m e i r a  e s  - 

p é c i e  em pontos  de uma s u p e r f í c i e  S  d e f i n i d a  po r  S = ( X E  Gls(x)  = 

= O), sendo s como no teorema ( 2 . 1 ) ,  t a l  que f ' ( x , t )  # h f + ( x , t ) ,  

X # O , X E R .  Se f  s a t i s f a z  5 condição R , e s e  n u m a v i z i  - 

nhança de S a  des igua ldade  s i  < O 6 v e r i f i c a d a ,  e  a  função h 6 

continuamente d i f e r e n c i i i v e l ,  en t ão  a  so lução  e x i s t i r á ,  s e r á  Única - u 

n i l a t e r a l m e n t e ,  dependerã continuamente das  condições  i n i c i a i s ,  e  , 

s e  p a r a  t = E  , x(z )  E S  , en tão  \d t > i ,  x ( t )  E S . 
Note-se agora  o  que acontece  quando a  so lução  a t i n g e  

a  s u p e r f í c i e  S . In tu i t i vamen te  é f á c i l  n o t a r  que a  so lução  pro-  

longar - se -á  p e l a  s u p e r f í c i e ,  sendo o  v e t o r  ve loc idade  (FW) ( f i g u r a  

2.7) sempre tangente  ã s u p e r f í c i e .  

Figura  2 . 7  

P e l a  d e f i n i ç ã o  de Fi- l ippov,  a  extremidade (I?) do ve- 

t o r  ve loc idade  e s t d  sobre  o  segmento que une a s  extremidades  de 

f - ( x , t )  e f C ( x , t )  . A p a r t i r  d e s s e s  d o i s  f a t o s ,  F i l i p p o v  11 I 
enunciou um lema que permi te  o b t e r  a  equação que descreve  o  movi- 



mento sob re  a  s u p e r f í c i e  de descont inu idade .  Esse movimento cha- 

ma-se escorrègamento,  ou regime de escorregamento , e a  condição 

necess i i r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  que S s e j a  uma s u p e r f í c i e  de e s c o r  - 
regamento, é que na sua  v iz inhança  s e j a  s a t i s f e i t a  a  condição 

LEMA 2 . 1  - S e j a  o  s i s t ema  (2.1) s a t i s f a z e n d o  5s h i p ó t e s e s  do t e -  

orema (2 .1 ) .  Suponha que f  é l i m i t a d a ,  e s e j a  x  absolutamen- 

t e  con t ínua .  Para  t < t 2 t2  , suponha que x ( t )  E S . 1 =  - Para  

que x ( t )  s e j a  uma solução da equação ( 2 .  I ) ,  6 n e c e s s á r i o  e  s u f i  - 
c i e n t e  que p a r a  quase todo t E tl , t 2  , [ 3 

onde 

sendo 

Então ,  quando a  t r a j e t ó r i a  a t i n g e  a  s u p e r f í c i e  S  , 

ou p a r a  condições  i n i c i a i s  tomadas sobre  a  s u p e r f í c i e  S , a s o l u  - 

ção da equação (2.1) c o i n c i d e  com a  so lução  da equação: 

Se a=l ou a=O , o movimento é chamado regime de 

escorregamento l i m i t e  , e f 0  s e r á  i g u a l  a  f* ou f -  , r e s p e c t i  - 



vamente . 
Suponha-se que f dependa de um parâmetro  a  , i s -  

t o  é, que seu  v a l o r  s e j a  dado po r  f  ( x ( t )  , t , a ) .  Ora ,  s e  f 0  não 

depender de a  , quando a  so lução  de (2.1)  a t i n g i r  a  s u p e r f í c i e  S ,  

o  s i s t ema  t o r n a r - s e - á  i n v a r i a n t e  em r e l a ç ã o  ao parâmetro a  . Pa - 

r a  i s s o  é n e c e s s á r i o  que u # 1  e  a+O, ou s e j a ,  que f 0  não s e j a  

i g u a l  a  f C  nem a  f' . 
Essa propr iedade  e muito i n t e r e s s a n t e ,  e  pode s e r  

ap rove i t ada  em s i s t emas  de c o n t r o l e  em malha fechada.  Bas ta  s e  i n  - 

t r o d u z i r  um c o n t r o l e  u  descon t ínuo ,  de maneira a  l e v a r  o  s i s t e -  

ma ao escorregamento numa s u p e r f í c i e  e s c o l h i d a  a  p r i o r i .  

Para  f i x a r  a s  i d é i a s ,  cons ide re - se  o s i s t e m a :  

onde 
o 1 O ........ o 
O O 1 o .... o 

A = ................... o ; R =  

O o ........... o 

p ( t )  4 pe r tu rbações  ( r e f e r i d a s  à 
e n t r a d a )  

É p o s s ~ v e l  e s c o l h e r  u=u ( x ( t ) )  de scon t ínuo ,  de f o r -  

ma que o  s i s t e m a  e n t r e  em regime de escorregamento (mais a d i a n t e  



s e r á  v i s t o  como i s s o  pode s e r  f e i t o )  sobre  o  h iperp lano  d e f i n i d o  

Uma vez em escorregamento,  o  s i s t ema  pas sa  a  s e r  r e  - 
gido  p e l a  equação de ordem n-1 : 

Pe la  forma da ma t r i z  A , vê-se  que l i = x  i+l ' 
i = l ,  .... n - l  epode-se  ob t e r aequação  do escorregamento : 

Em regime de escorregamento,  o  movimento s e  p roces -  

s a  num subespaço de dimensão n-1 , e  a  equação do escorregamento 

não depende dos parâmetros  ai  do s i s t ema  con t ro l ado :  depende dos 

parâmetros  c i  do h ipe rp l ano  de comutação, o s  q u a i s  s e  pode esco  - 

l h e r  a  p r i o r i .  ~ambém, no escorregamento,  o  s i s t ema  con t ro l ado  

t o r n a r - s e - á  i n s e n s í v e l  2s pe r tu rbações .  

Logo, a s  pe r tu rbações  e x t e r n a s  e  a s  v a r i a ç õ e s  de pa  - 

râmet ros  i n t e r f e r e m  no movimento apenas a n t e s  da t r a j e t ó r i a  encon - 

t r a r  o  h ipe rp l ano  de escorregamento,  e  determinam p o i s  a s  condi - 

ções  i n i c i a i s  da equação do escorregarnento. 



Se a parte do transitório antes do escorregamento 6 

bem menor que durante o escorregamento, ter-se-á então um sistema 

de baixa sensibilidade. 

2.7 - Problema de Controle btimo 

serã apresentado agora um problema de controle óti- 

mo que não admite solução Ótima no sentido de Filippov. O exem - 

plo serve para mostrar que, mesmo que o problema não admita solu - 
ção de Filigpov Ótima, 6 interessante aplicar estratégias que ad - 

mitam solu~ões de Filippov. Com elas se pode obter soluções sub- 

Ótimas, de implementação prãtica bem mais fácil, e com vantagens 

adicionais, como por exemplo, invariância. 

Considere-se o sistema: 

Figura 2.8 

O problema 6 escolher u(t) de maneira a levar o 

sistema de uma condição inicial dada até a origem, minimizando o 



func iona l  o b j e t i v o  J . 

E s t r a t é g i a  1 

Então,  dada uma condição i n i c i a l  qua lquer  f o r a  da pa  

5 r ã b o l a  cúb ica  x2+x1 = O , O ponto s e  des loca  sobre  um a r c o  de c i r  - 

cunfe rênc i a  (u=O) a t é  e n c o n t r a r  a  p a r á b o l a  cÜbica. Nessa p a r t e  do 

t r a j e t o  o c u s t o  6 n u l o ,  p o i s  u=O . Em s e g u i d a ,  com u=(3x1x2-l)xl ,  
- 

o ponto segue a  pa rábo la  ciibica a t é  a  origem. Também nes se  t r a j e -  

t o  o  c u s t o  é n u l o ,  p o i s  x  +x5 = O . 2 1 / c  . s \  

Nesse c a s o ,  K t f  ( x ( t ) )  1 =i lr:J} p o i s  u ( x ) =  (3x1- 
2 3 - 1 )  apenas num conjun to  de medida n u l a  P={x( t )  R I x,+x,=O), 

e  a  so lução  de F i l i p p o v  cor respondente  não a l cança ra  a  origem. 

Pe l a  forma do func iona l  o b j e t i v o ,  vê-se  que pa ra  

qua lquer  função u  t a l  que a  so lução  de F i l i p p o v  a lcance  a  o r i -  

gem, t e r - s e - á  um c u s t o  p o s i t i v o .  ~ n t ã o  , nesse  c a s o ,  não e x i s t e  

c o n t r o l e  ótimo em malha fechada p a r a  soPuções no s e n t i d o  de F i -  

l i p p o v  * . 

* B u ~ a k a s  / 1 5  1 determinou a s  condigões de e x i s t ê n c i a  do con t ro -  

l e  Ótimo em malha fechada (pa ra  so luções  de F i l i ppov)  p a r a  func io  - 

n a i s  o b j e t i v o  da forma: J = ~ ; < x , ~ x > d t ,  Q d e f i n i d a  p o s i t i v a .  



Figura  2 . 9  

Como, em malha fechada ,  o  s i n a l  de c o n t r o l e  6 d e t e r  - 
minado p o r  uma medida do e s t a d o ,  a implementação g r ã t i c a  da  e s t r a  - 
t ê g i a  s e r i a  imposs ive l .  JZ f o i  chamada a  a tenção  p a r a  e s s e  f a t o  

no pr imei ro  exemplo de c o n t r o l e  Ótimo, usado p a r a  c a r a c t e r i z a r  so - 
luções  no s e n t i d o  de F i l i ppov .  

Considere-se agora  a  e l a b o r a j ã o  de o u t r a  e s t r a t é g i a ,  

admitindo so luções  de F i l i p p o v ,  que l e v a r á  a  um c o n t r o l e  sub-Ôti -  

mo em malha f echada ,  porém, de implementação mais f á c i l ,  e  com van - 

t agens  a d i c i o n a i s  ( i n v a r i â n c i a ) ,  em r e l a ç ã o  e s t r a t é g i a  1. Na no - 
va e s t r a t é g i a ,  a s  l e i s  de comutação s e r ã o  determinadas  a  p a r t i r  

de r e l a ç õ e s  de des igua ldade ,  t endo ,  p o r t a n t o ,  mais s e n t i d o  f í s i c o .  

E s t r a t é g i a  2 

S e j a  



A i d é i a  e f o r ç a r  o  s i s t ema  a  e s c o r r e g a r  sob re  a  pa- 

r á b o l a  ccb i ca  P . A l e i  de c o n t r o l e  s e r á ,  p o i s  : 

Quando u=-Kxl,tem-se: 

A s  t r a j e t ó r i a s  s e r ã o  h i p ê r b o l e s  

c u j a s  a s s í n t o t a s  são :  

Figura  2 . l n  

l! p r e c i s o  e s c o l h e r  JK-1 > c , e  c  deve s e r  esco  - 
l h i d o  de t a l  maneira que a  r e t a  S i n t e r c e p t e  a pa rabo la  cúb ica  

2 2 P num ponto  f o r a  do c í r c u l o  x2+xl = 4 . Assim, t e r - s e - á  um r e  - 

gime de escorregamento ( so lução  de F i l i ppov)  g a r a n t i d o  sob re  a  pa  - 

r á b o l a  P , mesmo que K e  c  e  o s  parãmetros  da sisgema con t ro -  



l a d o ,  variem numa c e r t a  f a i x a .  Note que ,  sabendo a  p r i o r i  a  f a i -  

xa  de v a r i a ç ã o  dos parâmet ros ,  s e  pode e s c o l h e r  convenientemente 

K e  c  . Depois ,  mesmo que I( e  c  variem (envelhecimento,  e t c ,  

f a i x a  também conhecida a  p r i o r i ) ,  t e r - s e - á  g a r a n t i a  do e s c o r r e g a  - 

mento . 
R vantagem aqui  que tudo e determinado a  p a r t i r  de 

r e l a ç õ e s  de des igua ldade .  

Só haverá  cus to  p o s i t i v o  p a r a  condi - 

ções  i n i c i a i s  s i t u a d o s  na p a r t e  ha- 

churada (excluindo os  pontos  de P ) ,  

i s t o  é, quando u=Kxl . Note - s e  

que a  p a r t e  r e s t a n t e  é bem maior  

que a  p a r t e  hachurada.  

F i  u r a  2 . 1 1  
%demais, quando o  s i s t e m a  e n t r a  em escorregamento,  a  

equação do movimento s e  mod i f i ca ;  a  t r a j e t ó r i a  p a s s a  a  s e r  a  p a r 2  - 

b o l a  P , e  o  s i s t ema  to rna - se  en t ão  i n v a r i a n t e .  Do ponto  de v i s  - 

t a  da engenha r i a ,  é p o r t a n t o ,  v a n t a j o s o ,  quando a d m i s s i v e l ,  o  em- 

prego de e s t r a t é g i a s  que admitam solugões  de F i l i ppov .  

2 . 8  - Discussão sobre  a s  Descont inuidades  e  o  Regime de Esco r r ega  

mento 

No p a r á g r a f o  ( 2 . 1 )  f o i  s a l i e n t a d o  que s e  o ' segundo  mem - 

bro  da  equação (2.1)  f o r  d e s c o n t h u o ,  não há g a r a n t i a  quan to  5 e-  

x i s t ê n c i a  de s o l u ~ õ e s  des sa  equação. 



Um procedimento usado p a r a  con to rna r  e s s a  d i f i c u l d a  - 

de 6 s u b s t i t u i r  a s  funções  descon t ínuas  por  funções  con t ínuas  que 

variam bruscamente nas  r e g i õ e s  de descont inu idade  das  p r i m e i r a s  . 
Por exemplo 131 , uma função s i n a l  6 s u b s t i t u í d a  por  uma função 

s a t u r a ç ã o .  Com e s s e  procedimento g a r a n t e - s e ,  p o i s ,  a  e x i s t ê n c i a  

e  a  un i c idade  das  s o l u ç õ e s ,  e  o  e s tudo  da e s t a b i l i d a d e  é f e i t o  l e  - 

vando-se em cons ideração  os  parâmetros  que definem a s  v a r i a ç õ e s  

b ruscas .  Consegue-se um domínio de r a i o  E , sendo E função dos 
4 

parâmet ros ,  >m t o rno  do ponto de e q u i l í b r i o ,  no qua l  a  so lução  e  

conf inada .  

Um o u t r o  enfoque (Alimov 117  1 , 1 6 I ) ,  e' s u b s t i t u i r  

a s  descont inu idades  po r  c u r v a s ,  ou s e j a ,  supõe-se que ,  nos pontos  

de descon t inu idade ,  a  função assume todos  o s  v a l o r e s  (não 6 mais 

função) e n t r e  o s  d o i s  l i m i t e s ,  i s t o  é ,  cons ide ra - se  um mapeamento 

ponto  con jun to .  Com e s s e  método, ga ran t e - se  a  e x i s t ê n c i a  mas não 

a  un i c idade  das  so luções  da  equação,  e  o  es tudo  da e s t a b i l i d a d e  po 

de s e r  f e i t o  a t r a v é s  de algumas ex tensões  dos teoremas de e s t a b i -  

l i d a d e  de Liapunov. 

A d e f i n i ç ã o  da so luçao  de F i l i pppov  não apenas r e s o l  - 

ve o  problema t e ó r i c o  da e x i s t ê n c i a  e  un ic idade  das  s o l u ç õ e s ,  mas 

também pe rmi t e  uma melhor i n t e r p r e t a ç ã o  dos fenômenos que ocorrem 

em s i s t emas  f í s i c o s ,  como, p o r  exemplo, nos s i s t emas  de c o n t r o l e  

em malha f echada ,  com s i n a l  de c o n t r o l e  de scon t ínuo ,  nos q u a i s  o -  

c o r r e  o  escorregamento.  O teorema de e x i s t ê n c i a  < bem g e r a l  (A - 
pêndice  I ) ,  o  que p o s s i b i l i t a  abordar  uma grande c l a s s e  de p r o b l e  - 

mas. O teorema de un ic idade  (2.1)  abrange o s  casos  em que 

f - N ( ~ , t )  > O e  f N ( x , t )  > O , f N ( x , t )  > O  e fW(x, t )  < O , 



+ 
f i  C O e  f N  < 0 . E n t r e t a n t o ,  no problema apresen tado  no p a r á  - 

g r a f o  ( 2 . 7 ) ,  f o i  usada uma e s t r a t é g i a  t a l  que ,  p a r a  pontos  sobre  
9 

S ,oco r r e  o  caso  f i ( x , t )  c O e  f N ( x , t )  > O . Nesse c a s o ,  é fá - 
til demonstrar  que ,  p a r a  pontos  numa c e r t a  v iz inhança  de S ,  a  de - 

s igua ldade  s j  > O v e r i f i c a d a ,  e  a  s u p e r f í c i e  S  s e r á  r e p u l s i  - 

va.  Cabe en t ão  aqu i  a  s e g u i n t e  c o n j e c t u r a :  p a r a  cond i jões  i n i c i  - 

a i s  sobre  S  , o  e s t a d o  e v o l u i r á  p a r a  um dos l ados  de S  , i s t o  é, 

p a r a  G- ou p a r a  G*. 

Essa c o n j e c t u r a  6 de n a t u r e z a  p r á t i c a ,  p o i s  matema- 

t i camente  não há un ic idade .  Para  ve r - s e  i s s o ,  b a s t a  tomar-se um 

ponto na v iz inhança  de S  , e  s e g u i r  a  s e m i - t r a j e t ó r i a  quando 

t a - m  . A i  haverá  un ic idade  u n i l a t e r a l  ( d i r e t a ) ,  p o i s  t e r - s e - á  
+ 

uma condição e q u i v a l e n t e  2 f i ( x , t )  > O e  f N ( x , t )  O .  Na v o l -  

t a ,  que é o  caso da c o n j e c t u r a ,  não haverá  un ic idade .  No e n t a n t o ,  

f i s i c a m e n t e ,  é i m p o s s ~ v e l  tomar-se condições  i n i c i a i s  exatamente 

sob re  a  s u p e r f í c i e  S  . S e r i a  n e c e s s á r i o  uma p r e c i s ã o  i n f i n i t a  , 

e  ausênc ia  de p e r t u r b a ç õ e s .  

Em 1 4 1 ,  1 5 1 .  e  161 são ap re sen t adas  d i v e r s a s  s i t u a -  

ções  que podem a p a r e c e r ,  quanto 2s descont inu idades  , e  quanto ao 

comportamento das  t r a j e t ó r i a s  na v i z inhança  da s u p e r f í c i e  de des -  

con t inu idade .  O teorema de un ic idade  ( 2 . 1 )  abrange a lguns  c a s o s ,  

e  p e r m i t e ,  a t r a v é s  do lema (2.11,  d e f i n i r  a  equação do regime de 

escorregamento.  E n t r e t a n t o ,  p a r a  o  caso de s u p e r f í c i e s  de descon - 
t i n u i d a d e  que s e  i n t e r cep t am,  nem sempre p o s s í v e l  d e f i n i r  a  fun - 

ção f 0  univocamente, nos pontos  de i n t e r s e ç ã o  16 1 .  

Uma o u t r a  maneira de s e  c o n s i d e r a r  o  escorregamento,  



ê supor  que e x i s t e  sempre um r e t a r d o  de comutação, que ê o  que o- 

c o r r e  na  p r á t i c a .  Então,  a s  condições  f i ( x , t )  > O e f i ( x , t )  < O  

jamais são  s a t i s f e i t a s  s imul taneamente ,  p o i s  a s  comutações nunca 

s e  dão sob re  a  s u p e r f í c i e  S . A f i g u r a  (2.12) i l u s t r a  o  fenôme- 

no. 

F igura  2 . 1 2  

O que há 6 uma o s c i l a ç ã o  de f r e  - 
quênc ia  e levada  e  pequena ampl i t ude ,  

em torno  da s u p e r f í c i e  de comutasão. 

Quanto menor f o r  o  r e t a r d o  de comu- 

t a ç ã o ,  maior s e r á  a  f r e q u ê n c i a ,  e  me - 

n o r  s e r á  a  ampl i tude.  No l i m i t e  , 

quando o  r e t a r d o  f o r  n u l o ,  a  o s c i l a  - 

ção ser ;  de f r equênc i a  i n f i n i t a  e  

ampli tude n u l a ,  e  o  movimento d a r  - 

se-; sobre  a  s u p e r f í c i e  S . 

O f a t o  de s e  c o n s i d e r a r  um Órgão de comutação i d e a l ,  

l e v a ,  como j á  f o i  observado po r  Flugge-Lotz 1171, a  "es t ranhas  con - 

sequênc ias  maternãticas", l i g a d a s  ao problema da e x i s t ê n c i a  de so-  

l uções  da  equação d i f e r e n c i a l .  A t e o r i a  de F i l i p p o v  r e p r e s e n t a  , 

p o i s ,  uma c o n t r i b u i ç ã o  nes se  s e n t i d o .  

O movimento r ep re sen t ado  na f i g u r a  (2.12) 6 chamado 

escorregamento não i d e a l ,  e  6 o  que oco r r e  na p r á t i c a ,  nos s i s t e -  

mas de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i ã v e l .  Para  que a  o s c i l a ç ã o  não t e  - 

nha e f e i t o s  i n d e s e j â v e i s  ( imprec i são ,  c i c l o s  l i m i t e ,  e t c )  no fun-  

cionamento do s i s t e m a ,  6 n e c e s s â r i o  que s eu  perí'odo s e j a  bem me - 

nor  que a  c o n s t a n t e  de tempo do s i s t ema  c o n t r o l a d o ,  i s t o  é, < p r e  - 



c i s o  que o s i s t ema  con t ro l ado  s e j a  um f i l t r o  passa -ba ixa .  

Por o u t r o  l a d o ,  devido 2s imper fe ições  do regime de 
a 

escorregamento,  a  i n v a r i â n c i a  que s e  obtem não é a b s o l u t a ,  mas e 

t ã o  da a b s o l u t a  quanto melhor f o r  o escorregamento não i- 

d e a l .  

A Única maneira g e r a l  de s e  e s t u d a r  o escorregamento 

não i d e a l ,  levando-se em cons ideração  a s  imper fe ições  dos Ôrgãos 

de comutação ( h i s t e r e s e ,  r e t a r d o ,  zona mor t a ) ,  é a t r a v é s  do método 

do p r ime i ro  harmônico. Em 1131 6 apresen tada  uma s í n t e s e  des se  e s  - 

tudo .  No caso de s i s t emas  de segunda ordem,.  6 p o s s í v e l  f a z e r  um 

es tudo  r i g o r o s o  do escorregamento não i d e a l ,  p e l o  método do p l ano  

de f a s e .  



CAPITULO 3 

SISTEMAS nE CONTROLE A ESTRIJTURA VARIAVEL 

Serão apresentadas agora as principais leis de con - 

trole que se pode usar nos chamados sistemas de controle a estrutu - 
ra variavel, bem como as vantagens da aplicação desses sistemas. 

A idéia básica é fazer variar os parâmetros da equa- 

ção, com o intuito de estabilizar o sistema por ela regido. 

virios caminhos (Ver capítulo anterior) levam a im - 

por uma variação descontínua nos parâmetros. 

Uma vantagem adicional desses' sistemas de controle é 

que, forçando-os a entrar em escorregamento numa superfície, defi- 

nida, a priorj., por uma equação que não depende dos parâmetros do 

sistema controlado, este tornar-se-;, sob certas condições, invari - 

ante. 

3.1 - Definicão de Sistemas de Controle a Estrutura ~ariâvel 

Os sistemas de controle a estrutura variável são sis - 

temas de controle em malha fechada, nos quais a estrutura e/ou os 

parâmetros do controlador variam, sendo descontínuas as variações 

de parâmetros, de acordo com uma lei de controle, em função do es- 

tado do sistema, e/ou das perturbações agindo no sistema controla- 

do. 

O diagrama apresentado na figura 3.1 mostra uma pos- 





s í v e l  conf iguração  de um s i s t ema  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  

O bloco de l ó g i c a  observa o  es tado  do s i s t e m a ,  e ,  a  

p a r t i r  de s sa  informação,  execu ta  a  l e i  de c o n t r o l e  n e l e  implemen- 

t a d a  p e l o  p r o j e t i s t a .  Esse bloco exerce  t r ê s  funções  de c o n t r o l e :  

1 )  Elabora  o  s i n a l  ri , do t i p o  d i g i t a l ,  que comanda a  cha- 

ve Ci , OU s e j a ,  f a z  v a r i a r  a  e s t r u t u r a  do c o n t r o l a d o r .  

2 )  E labora  o  s i n a l  ai  , do t i p o  ana lóg i co ,  função con t inua  

do e s t a d o  e/ou das pe r tu rbações .  

3)  Determina q u a l ,  e n t r e  o s  vi v a l o r e s ,  deve tomar cada 

parâmetro b i ,  de cada bloco Bi . 
De uma maneira g e r a l ,  o s  b locos  Bi, e  o  s i s t ema  con- 

t r o l a d o ,  podem s e r  não l i n e a r e s .  

É r azoáve l  s e  pensar  em a s s o c i a r  uma v a r i a ç ã o  de e s -  

t r u t u r a  a uma va r i ação  descont ínua  de parâmet ros ,  e  v i ce -ve r sa .  

Cons idere -se ,  por  exemplo, os  b locos  B1 e  B2 da f i -  

gura  3 . 2  , sendo a l  = a2 = a  , e  K1 e  K 2  d o i s  ganhos f i x o s .  
- 

Figura  3 . 2  F igura  3 . 3  

Esse diagrama 6 e q u i v a l e n t e  ao da f i g u r a  3 . 3 ,  que pos - 
s u i  apenas o  bloco B3 , onde o  ganho K3 pode tomar q u a t r o  v a l o r e s ,  



dependendo do estado das chaves C 
e c2 , conforme a tabela ahai- 1 

Matematicamente, tudo pode ser considerado como vari 

ações descontínuas dos parâmetros, embora seja poss~vel implemen - 

tar fisicamente essas variações através de mudanças de estrutura. 

A definição parece superabundante, mas a idéia é re - 

alizar as variações descontínuas dos parâmetros, sintetizadas mate - 

maticamente, através de mudanças físicas de estrutura, e, por ou - 

tro lado, interpretar matematicamente as mudanças físicas de estru - 

tura, como variações descontínuas dos parâmetros. 

Na prática, o problema é como utilizar os dispositi- 

vos físicos existentes, sejam a parâmetros fixos, sejam a parame - 

tros comut~veis, num certo número de estruturas, a variacão de uma 

estrutura a outra sendo feita através de trocas nas ligações entre 

os mesmos dispositivos. Ou então, a criação de novos dispositivos 

que, por sua vez, permitirão uma maior flexibilidade na elaboracão 

de leis mais complexas. 



Pelo  expos to ,  depreende-se fac i lmente  que o s  s i s t emas  

de c o n t r o l e  a e s t r u t u r a  v a r i á v e l  são  s i s t emas  de c o n t r o l e  auto-adap - 

t a t i v o s  (Ver Mira e Abatut  1181) . Neles ,  não apenas o s  parâmetros  

podem v a r i a r ,  mas pode v a r i a r  tambgm a p r ó p r i a  e s t r u t u r a  do con t ro -  

l a d o r ,  i s t o  é,  a l e i  de c o n t r o l e ,  em função do e s t ado  e/ou das  p e r -  

tu rbações  do s i s t ema  con t ro l ado .  E l e s  podem s e r  c l a s s i f i c a d o s ,  p o i s ,  

como s i s t emas  a auto-organização 1191. 

Controle  de um Sistema de Segunda Ordem 

Agora s e r á  f e i t a  uma a n ã l i s e  do problema do c o n t r o l e  

de um s i s t ema  l i n e a r  de segunda ordem, a t r a v é s  de um c o n t r o l a d o r  a 

e s t r u t u r a  v a r i a v e l .  

Essa  a n á l i s e ,  comparat iva ,  p e r m i t i r á  uma melhor com- 

preensão do funcionamento dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a e s t r u t u r a  va- 

r i á v e l ,  bem como uma melhor ap rec i ação  das  vantagens i n e r e n t e s  a 

e s s e  t i p o  de c o n t r o l e .  No momento, s e r á  ana l i s ado  um regulador ,mas,  

conforme expl icado  a d i a n t e ,  a  t é c n i c a  a p l i c a - s e  no caso  g e r a l .  

Considere-se o s i s t ema :  
- 

Figura  3 . 4  

A equação 



onde x ( t )  é o  e r r o ,  descreve  o  comportamento do s i s t ema .  

O problema 6 de te rminar  u (x )  de maneira que o  s is-  

tema s a t i s f a ç a  as e s p e c i f i c a ç õ e s .  

Supondo que não 6 e x i g i d a  uma grande p r e c i s ã o ,  não há 

necess idade  de s e  u s a r  c o n t r o l e  i n t e g r a l .  

L 

Pode-se en t ão  u s a r  o  c o n t r o l e  proporcional . ,  i s t o  e ,  

f a z e r :  

A e sco lha  do ganho Ka deve s e r  f e i t a  de maneira que 

o  s i s t ema  a tenda  5s e s p e c i f i c a ç õ e s  e x i g i d a s .  E n t r e t a n t o ,  a s  e s p e c i  - 
4 

f i c a ç õ e ç  podem s e r ,  a s  v e z e s ,  c o n t r a d i t ó r i a s .  Por exemplo, aumen - 

tando-se  Ka , diminui o  tempo de r e s p o s t a ,  mas aumenta o  sobre-pas  - 

s o  do s i s t ema .  Por o u t r o  l a d o ,  o  ganho Ka deve t e r  um v a l o r  míni  - 

mo, de forma a s a t i s f a z e r  2 e s p e c i f i c a ç ã o  do e r r o  de regime perma - 

nen te .  P o r t a n t o ,  o  que s e  pode o b t e r ,  6 uma solução de compromisso. 

(Compromisso e s t a b i l i d a d e - p r e c i s ã o ,  p a r a  o s  s i s t emas  de c o n t r o l e  de 

maneira g e r a l ) .  

Caso h a j a  um pouco mais de ex igênc i a  no que d i z  r e s  - 

p e i t o  à p r e c i s ã o ,  é p o s s í v e l  aumentar o  ganho Ka , in t roduz indo-se  

uma co r r eção  t aqu imê t r i ca  (Figura  3 . 5 ) ,  a  f im de não p r e j u d i c a r  o  

comportamento dinâmico do s i s t ema .  

(F igura  3 .5  na pág ina)  



Figura 3.5 

Nesse caso: 

A escolha do ganho Kb da realimentação taquimétri- 

ca é feita normalmente de maneira a otimizar um funcional objetivo, 

como, por exemplo.: 

Segundo esse critério, o amortecimento resultante se - 

rá igual a 0,5 , e Kb terá por valor: 

pag. 101) 

J 2  

Mas esse critério não é muito seletivo (Ver Dorf1201, 

e nesse caso é melhor usar o funcional : 

Partindo de (3.5), o amortecimento total resultante 



s e r á  i g u a l  a  0 , 7  e  K,, t e r á  po r  v a l o r  : 

Devido 2 pouca s e l e t i v i d a d e  do c r i t é r i o  J1 , o  f a -  

t o  de s e  tomar o  v a l o r  de K,, d e f i n i d o  po r  (3.  h )  pouco a l t e r a r á  

o  v a l o r  de J1 min (menos de 1 0 % )  . 
A e s t r a t é g i a  (3 .3)  o f e r e c e  melhores p o s s i b i l i d a d e s  

que a  e s t r a t é g i a  ( 3 . 2 ) .  Com e l a  6 p o s s i v e l  aumentar-se Ka, e  o  

c o n t r o l e  do sobrepasso f i c a  sendo f e i t o  a t r a v é s  de Kb . I n c l u s i -  

v e ,  há a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  a j u s t a r  Kù de modo a  sobre  amorte - 

c e r  o  s i s t e m a ,  i s t o  é,  a n u l a r  o  sobrepasso .  Nesse c a s o ,  o  c u s t o  

s e r á  maior ,  p o i s  a  r e s p o s t a  s e  %orna b a s t a n t e  l e n t a .  

Qualquer que s e j a  o  a j u s t e  de Kb , r e s t a  a inda  um 

problema: o  regime t r a n s i t ó r i o  s e r á  sempre l e n t o .  A i n t rodução  do 

amortecimento impl ica  numa r e s p o s t a  mais l e n t a .  A so lução  e ,  por -  

t a n t o ,  um compromisso e n t r e  amortecimento e  r ap idez  de r e s p o s t a .  

E p o s s í v e l  r e s o l v e r  e s s e  problema, i s t o  é, quebra r  

e s s e  compromisso, ac rescen tando-se  um r e l ê  com zona mor t a ,  p a r a  co - 

mutação de e s t r u t u r a ,  ou s e j a ,  p ro j e t ando- se  um c o n t r o l a d o r  a  e s t r u  - 

t u r a  v a r i á v e l .  

Esse r e l ê  é l i g a d o  no bloco de cor reção  t a q u i m é t r i c a  

(Figura  3 . 6 ) ,  e  o  o b j e t i v o  é i n t r o d u z i r  o  amortecimento apenas quan - 

do e s t e  é n e c e s s á r i o .  

A l e i  de c o n t r o l e  6 a  s e g u i n t e :  

quando 1x1 > E , o  r e i 6  deve e s t a r  a b e r t o  ; 

quando 1x1 < E , o  r e l ê  deve e s t a r  fechado.  



Figura . .3.6 

- 
Nessa e s t r a t é g i a  também é p o s s í v e l  aumentar Ka a  

vontade.  

Com e f e i t o ,  suponha-se dada uma condição i n i c i a l  t a l  

que 1x1 > E . O s i s t ema  responde rapidamente ,  p o i s  Ka é bas  - 

t a n t e  e l evado ,  e ,  s e  não houvesse nenhuma va r i ação  de e s t r u t u r a , t e  - 

r i a  um grande sobrepasso ,  e  a  r e s p o s t a  s e r i a  o s c i l a t õ r i a ,  fracamen - 

t e  amortecida .  E n t r e t a n t o ,  quando 1x1 < E , O r e l é  comuta, e  en - 
t r a  em jogo a  co r r eção  t a q u i m é t r i c a ,  impedindo a  o c o r r ê n c i a  do so  - 
brepas so ,  amortecendo for temente  o  s i s t e m a  a  p a r t i r  daque le  ponto .  

Para  i s s o ,  K,, deve s e r  a j u s t a d o  de modo a  sobreamortecer  o  s i s t e  - 

ma. 

Com e s s a  e s t r a t é g i a ,  de implementação s i m p l e s ,  obtem- 

s e ,  p o i s ,  um s i s t ema  r á p i d o ,  amor tec ido ,  e  p r e c i s o .  

A F igura  3 . 7  mostra a s  r e s p o s t a s  a  um degrau l ( t ) = l o ,  

dos t r ê s  s i s t emas  de c o n t r o l e  ap re sen t ados .  Abaixo de cada r e spos  - 
2 t a  e s t á  a  i n t e g r a ç ã o  g r á f i c a  ( á r e a  hachurada ) de x ( t ) ,  que c o r -  

responde ao c r i t é r i o  J i  ( 3 . 3 . a ) .  Por e s s a  f i g u r a  s e  pode v i s u a l i -  



F i g u r a  3 . 7  



z a r  bem o  desempenho de cada s i s t e m a ,  e ,  em p a r t i c u l a r ,  a  grande me - 

l h o r i a  o b t i d a  com o  c o n t r o l a d o r  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  E s t e  reúne - a  

penas a s  vantagens  dos o u t r o s - d o i s .  

Essa e s t r a t g g i a  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  tem o  mesmo e f e i  - 

t o  q,ue o  de uma rede  compensadora do t i p o  avanço de f a s e .  

Uma o u t r a  a l t e r n a t i v a  de t r o c a  de e s t r u t u r a  s e r i a , p o r  

exemplo, i n v e r t e r ,  no momento opor tuno ,  o  s e n t i d o  da c o r r e ç ã o  taqui. - 

mét r i ca .  A conf iguração  do c o n t r o l a d o r  s e r i a ,  e n t ã o ,  conforme o  d i  - 

agrama da Figur,a 3 . 6  a  . 

A l e i  de c o n t r o l e  s e r i a  s i m i l a r  do caso  a n t e r i o r . E n  - 

t r e t a n t o ,  ago ra ,  quando 1x1 > E , em vez de não s e  i n t r o d u z i r  amor - 

t e c imen to ,  i n t roduz - se  um amortecimento nega t ivo  no s i s t e m a .  Conse - 

quentemente,  o  s i s tema s e r á  mais ráp ido  a i n d a ,  com e s s a  e s t r a t é g i a ,  

em r e l a ç ã o  2 e s t r a t é g i a  a n t e r i o r .  I n c l u s i v e ,  dependendo do v a l o r  

de K b 2  , O amortecimento t o t a l  do s i s t ema  poderá s e r  n e g a t i v o ,  pa- 



r a  ! x !  > E . Para  i s s o ,  é s u f i c i e n t e  que : 

ou s e j a ,  que 

Ta l  comportamento s e r i a  impossível  de s e  o h t e r  com um 

c o n t r o l a d o r  l i n e a r  f i x o ,  mantendo-se o s i s t ema  e s t á v e l .  

IJsando-se o segundo método de Liapunov ( 2 .  ) p a r a  p ro  - 

j e t a r  o c o n t r o l a d o r ,  chega-se tambêm a uma e s t r a t é g i a  que u t i l i z a  e s  - 

t r u t u r a  v a r i a v e l .  

Representando a equajão (3 .1)  na forma normal ,  k=f  (x) , 

vem : 

Fazendo u = Yxl , vem : 

S e j a  a função de Liapunov V(xl , x 2 )  4 e s c o l h a  de Y 

deverá  s e r  f e i t a  de maneira a s e  o b t e r  a maior t a x a  de d-ecrescimen- 

t o  de V , ao longo das t r a j e t ó r i a s  do s i s t ema  (3 .7)  . 
L 

A der ivada  de V em r e l a ç ã o  ao tempo e : 



Para  que t ( x l  , x 2 )  s e j a  a  mais nega t iva  p o s s i v e l  , d e  - 

ve-se t e r  : 

a V  Y = w s i n a l  --- ax2 X1 ? 
w > o  

S e j a  en t ão  : 

Logo, 

Y = w s i n a l  x1(x2 + Axl) 

O argumento da função s i n a l  d e f i n e  duas r e t a s  de co- 

mutação : 

Essas  r e t a s  dividem o  p lano  de f a s e  em q u a t r o  p a r t e s ,  

a  s a b e r :  

No e ixo  dos x 2 ( r e t a  S I ) ,  exc lu indo  a or igem,  o s  ve- 

t o r e s  f -  e  f *  tem o  mesmo s e n t i d o  (Ver exemplo 1 . 1 ) ,  de forma que 

a s  t r a j e t ó r i a s  cruzam o  e ixo  dos x 2  no s e n t i d o  h o r ã r i o .  

Determinar-se-ão agora  a s  condições  em w e  A p a r a  



que a r e t a  S2 s e j a  uma r e t a  de escorregamento.  

Pe lo  teorema (2 .2 ) ,  vê-se  que a condição neces sá r i a .  

e s u f i c i e n t e  p a r a  que S2 s e j a  uma r e t a  de escorregamento é que 

s 2 s 2  < O numa v iz inhança  de S2 . 

Ora,  

Subs t i t u indo - se  xl e x2  por  s eus  v a l o r e s  dados em 

(3.7)  , vem: 

i2  (x) = - w2 + Kw s i n a l  x1 (x2+Ax1) xl-2cwnx2 + Ax2 n 

Como f < cont ínua  v x f S 1  e \dx{ S2 , pode-se 

e s c r e v e r  s2s2  O p a r a  s2  (x) = O , ou s e j a ,  s e  pode s u b s t i t u i r  

x2  por  -Axl, p o i s  os  l i m i t e s  exis tem.  

Então ,  

i2  (x) = - [ .n + KW s i n a l  x1S2] xl + Z C W , A X ~  - A ~ X ~  

i2 (x) = - [ A 2  - 2giunA + wn + Kw s i n a l  x1s2] x1 

Deve-se e s c o l h e r  w de maneira que s 2 s 2  O . 
Mas 

r 

2 
S 2 s 2  = - A -2<wnA+Krl  s i n a l  x1s2J x1s2 

Tem-se en t ão  d o i s  ca sos :  

X I S 2  ' O 
2 2 A -2cwnA+iun+Kw s i n a l  x s > O 1 2  

< O 
2 2 

X 1 s 2  
A -2<wnA+wn+Kw s i n a l  x1s2 O 

OU s e j a ,  



OU ainda, 

Portanto, a condição (3.9) é necessária e suficien- 

te para que exista escorregamento em s2 

Escolhendo-se um valor suficientemente grande para 

w , é sempre possível satisfazer ?I condição de escorregamento. 

Utilizando-se o plano de fase, é possível fazer uma 

análise do comportamento do sistema, nas regiões I, 11, I11 e IV. 

Tem-se : 

i = - [w2+~w n sinal xl(x2+~xl) xl-~cw x I n 2 

Nas regiões I e IV , o sistema será regido por : 

Se w 6 suficientemente grande, os valores próprios 

do sistema serão complexos conjugados, e a origem será um ponto de 

equilíbrio do tipo foco. Se 2Ewn > O , ter-se-á um foco estável 

(Figura 3.8), e se 2Ewn C O , um foco instãvel. 



Nas r e g i õ e s  I1 e  I11 , o  s i s tema se r ;  r eg ido  p o r :  

Se w 6 su f i c i en t emen te  g rande ,  os  v a l o r e s  p r ó p r i o s  

do s i s t ema  s e r ã o  r e a i s  e de s i n a i s  opos to s .  A origem s e r ã  en t ão  um 

ponto de e q u i l í b r i o  do t i p o  s e l a  (F igura  3 . 9 ) .  

Os v a l o r e s  p r ó p r i o s  são : 

I 

Figura  3 . 8  Figura  3 . 9  

As r e t a s  x2 = hlxl e  x = "xl são a s s i n t o t a s  das  
2 

h i p ê r b o l e s ,  t r a j e t ó r i a s  do s i s t ema  (3.10 b ) ,  c u j a  equacão c a r a c t e r c s  - 

t i c a  é : 

Para  h E (h2 ,h l )  , tem-se p ( h )  < O . Supondo en t ão  



2 que: A > O e h = -A > h 2  , obtem-se p (-A) = A -2ci~rn~+i~~-~w < 0. 

Logo, a segunda das desigualdades (3.8) será satis- 

feita se o ângulo entre a reta S2 e o eixo dos xl for maior que 

O ângulo entre a reta x2=h2XI e O eixo dos xl (Ver Figur.a 3.10 ) .  

Figura 3.10 

A primeira das desigualdades (3.8) pode sempre ser sa - 

tisfeita escolhendo-se um valor suficientemente elevado para w,pois 

p é limitada inferiormente. 

Satisfeitas as condições (3.8) , pode-se então assegu- 

rar a existência do escorregamento em todos os pontos de S2 ' 

Pela Figura (3.10) é fácil ver que para qualquer con- 

dição inicial dada, o ponto representativo (que descreve a trajetó- 

ria), alcangará a reta S2 . Depois, entrará em regime de escorre- 



gamento em S2 e seguirá até a origem. 

~ t r a v & s  da lema 2.1 se pode determinar a equação do 

escorregamento. 

Tem-se : 

k = fO(x) , onde fO(x) = afc(x) + (1-a)f-(x) 

Ora, 

f -  (x) = 

Sabe-se que, para x(t) E S2 : x =-1 => xZ=A . 1 

pois o vetor velocidade pertence 2 reta S E  . 



Então ,  

Donde : 

2 c w n ~ - w ~ - i  
a = -  ( 2 + 11 

Kw 

P o r t a n t o ,  

Mas, 

e ,  no escorregamento,  x2  = -Axl 

Logo : 

f O ( x )  = 

A equação do escorregamento s e r ã ,  

A 

p o i s  : 



De qua lquer  forma, a  r e l a ç á o  X1 = x 2  mantida e  

o 'hcoplamento" a d i c i o n a l  e n t r e  a s  duas v a r i á v e i s  e f e i t o  a t r a v é s  

da r e t a  de comutação S2 . 
A s  duas e q u a ~ õ e s  (3.11) são  e q u i v a l e n t e s ,  sendo A 

a  r e l a ç ã o  e n t r e  e l a s .  Por consegu in t e ,  no regime de escorregamen - 
t o ,  o  s i s t ema  e v o l u i r á  num subespaço de uma dimensão, segundo a  

equação : 

X + A X  = O (3.12) 

a  qua l  não depende dos parâmetros  do s i s t ema  c o n t r o l a d o ,  ou s e j a ,  

de I< , 5 e wn , e 6 e s t á v e l ,  p o i s  A > O . 
Suponha-se agora  que o s  parâmetros do s i s t ema  var iem,  

den t ro  de uma c e r t a  f a i x a ,  conhecida a  p r i o r i ,  i s t o  6 : 

W n < T V  < W  min n  nmax 

Mesmo a s s im ,é  p o s s í v e l  e s c o l h e r  w e A de forma 

que a s  condições  de escorregamento sejam sempre s a t i s f e i t a s .  

Com e f e i t o ,  b a s t a  s e  e s c o l h e r  w e A t a i s  que : 

2 2 2 ~ i r i ~ A - A  -wn 
w > sup { 1 (3.12) 

K 

Logo, a s  v a r i a ç õ e s  dos parâmetros i n t e r f e r i r ã o  no mo - 



vimento apenas a n t e s  do ponto r e p r e s e n t a t i v o  a lvança r  a r e t a  de e s  - 

corregamento,  e p o r t a n t o  t e r ã o  i n f l u ê n c i a  apenas nas  condições  i n i  - 

c i a i s  da equação do escorregamento.  

E i n t e r e s s a n t e  s e  n o t a r  também que ,  mesmo que A e 

w , parâmetros  do c o n t r o l a d o r ,  variem numa c e r t a  f a i x a ,  a inda  6 pos - 

s i v e l  g a r a n t i r  o escorregamento.  Basta  que : 

i n f  ( -AI  > sup { -SW, - V w ~ ( 5 2 - 1 ) + ~ i u  I 

Deve-se p o i s ,  e s c o l h e r  w e A , de acordo com ( 3 . 1 2 ) ,  

com uma c e r t a  f o l g a ,  de maneira que ,  mesmo que h a j a  envelhecimento,  

a s  r e l a ç õ e s  (3.13) sejam s a t i s f e i t a s .  

Existem v á r i a s  maneiras  de implementar p r a t i camen te  

e s s a  e s t r a t g g i a .  Note-se que não há necess idade  de u s a r  m u l t i p l i -  

cador  p a r a  s i n t e t i z a r  f i s i c a m e n t e  o s i n a l  de c o n t r o l e  : 

u = wxl s i n a l  x1 (xZ+Ax1) (3.14) 

Como a operação de m u l t i p l i c a ç ã o  e s t á  no argumento 

da função s i n a l ,  b a s t a  u s a r  um comparador de s i n a l .  

E n t r e t a n t o ,  por  uma t ransformação e s t r u t u r a l ,  pode - 

s e  r e p r e s e n t a r  o s i s t ema  conforme o diagrama da F igura  3.11. Essa 

r ep re sen t acão  pe rmi t e  uma melhor v i s u a l i z a ç ã o ,  e também uma melhor 

i n t e r p r e t a ç ã o  do funcionamento do s i s t ema .  



De f a t o ,  p e l a  F igura  3 .11 ,  vê-se que o s i s t ema  f u n c i  - 
ona como um s i s t ema  a r e l é ,  c u j a  ampl i tude é modulada p e l o  e r r o .  

Assim, p a r a  v a l o r e s  i n i c i a i s  longe da or igem,  a cor -  

r eção  6 grande ,  e  o s i s t ema  func iona  como um s i s t ema  a r e l 6  n o r  - 

mal,  sendo,  p o r t a n t o ,  r ãp ido .  P e r t o  da  origem, a cor reção  d iminu i ,  

e  e l e  s e  comporta como um s i s tema l i n e a r ;  na origem não 115 grandes  

o s c i l a ç õ e s ,  como nos s i s t emas  a r e l é .  O s i s tema reune p o i s  a s  van - 

t agens  dos d o i s  o u t r o s ,  e não p o s s u i  a s  desvantagens  de nenhum dos  

d o i s .  

Figura  3 .11  

Quanto 2s o s c i l a ç õ e s  na  or igem,  cabe aqu i  a  s e g u i n t e  

observação:  6 devido as imper fe icões  dos Órgãos de comutação que 

aparecem o s c i l a ç õ e s  na  origem, i s t o  é ; c i c l o s  l i m i t e s .  No caso dos 

s i s t emas  de c o n t r o l e  a e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  haverá  uma pe rda  de r e -  
h 

gime de escorregamento p e r t o  da origem, dev ida ,  p o r  exemplo, a  zo- 



na morta do r e l é .  I s t o  causa rá  o  aparecimento de um c i c l o  l i m i t e ,  

que p o d e r á ,  em c e r t o s  c a s o s ,  s e r  de maior ampl i tude que os  c i c l o s  

l i m i t e s  observados num s i s t ema  a  r e l é  c l s s s i c o ,  c u j a  ampli tude (ga - 

nho) K o t  
s e j a  c a l c u l a d a  de maneira a  minimizar a  ampl i tude do c i  - 

c10 l i m i t e .  Vernhes 1 1 2 1  f e z  uma a n ã l i s e  desse  fenômeno, p a r a  um 

caso  p a r t i c u l a r  de um s i s tema de segunda ordem, e  s u g e r i u  algumas 

l e i s  de c o n t r o l e ,  p a r a  s i s t emas  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  de maneira a 

con to rna r  e s s e  inconvenien te .  A i d é i a  b ã s i c a  não d e i x a r  que a  

ampl i tude do s i n a l  de c o n t r o l e  s e j a  pequena demais ,  p e r t o  da origem. 

Com e s s a  e s t r a t é g i a  (3 .14 ) ,  quanto mais s e  aumenta o  

ganho w , mais f o l g a  s e  t e r á  na  e sco lha  de A , o  que s i g n i f i c a  um 

aumento n a  r ap idez  do regime de escorregamento.  P o r t a n t o ,  o  aumen - 

t o  de w a c e l e r a  o  movimento a n t e s  do escorregamento,  e ,  com o  en - 

t ã o  p o s s í v e l  aumento de A , a c e l e r a  tambgm o  escorregamento.  Re- 

sumindo, o  aumento de 1 melhora a  r ap idez  de r e s p o s t a  do s i s t e m a ,  

sem t r a z e r  nenhum inconvenien te .  

Nas condições  mais d e s f a v o r á v e i s ,  ter-seL:, no máxi- 

mo, apenas  um sobrepasso .  I s s o  acon tece rá  p a r a  condições  i n i c i a i s  

t a i s  que : 

~ambgrn nes se  c a s o ,  o  aumento do ganho w t r a z  bene- 

f i c i o ,  p o i s ,  como s e  pode obse rva r  p e l o  p lano  de f a s e ,  quando mai- 

o r  f o r  w , menor s e r á  o  sobrepasso .  



Na simulação analógica que se segue, é fácil obser- 

var o que ocorre: 

Nas figuras (3.12) e (3,13) estão a trajetória e a 

resposta no tempo, respectivamente, do sistema: 

Em seguida, o coeficiente 0,12 é substituído pelo 

coeficiente variâvel 0 , 7 5  sen h% t . Para esse caso, as figu- 

ras (3.14) e (3.15) mostram a trajetória e a resposta no tempo , 

respectivamente, considerando-se as mesmas condições iniciais 

(x,(O) = o , X2(O) = 5 , 9 )  . 

Pela simulação vê-se que, quando o sistema entra em 

regime de escorregamento, passa a não mais depender daquele parâ- 

metro variável. 







S í n t e s e  de um c o n t r o l a d o r  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  p a r a  um s i s -  

tema l i n e a r  monodimensional, com parâmetros v a r i á v e i s ,  e  s i  

j e i t o  a  pe r tu rbações .  

Neste p a r á g r a f o  cons ide ra - se  s i s t emas  l i n e a r e s  mono- 

d imens iona is  c u j a s  funções  de t r a n s f e r ê n c i a  não contêm ze ros .  R e -  

f e r e - s e  ao a r t i g o  de Utkin  I11 I , e  mostra  como elaboraruma l e i  de 

c o n t r o l e ,  levando em cons ideração  a s  v a r i a ç õ e s  dos  parâmetros  e  a s  

p e r t u r b a ç õ e s ,  de maneira a  t o r n a r  o  s i s t ema  quase i n v a r i a n t e .  I s t o  

conseguido forçando-se  o  s i s t ema  a e n t r a r  em regime de e sco r r ega  - 

mento numa s u p e r f í c i e ,  d e f i n i d a  a  p r i o r i  no espaço de f a s e .  

Considere-se  p o i s  o  s i s t ema  esquematizado na F igura  

3.16 : 

Figura  3 . 1 6  

O s i s tema con t ro l ado  6 r eg ido  p e l a  equação : 

onde : 

b i ( t )  4 parâmetros  do s i s t ema  cont ro lado  

( j  1 
b í j )  < b!j) < bi 

I min max 



sendo 

( j )  são c o n s t a n t e s  h l j )  e  bi 
max min 

n  = ordem do con jun to  Órgão de p o t ê n c i a  - s i s t ema  con t ro l ado .  

m = ordem do Õrgão de p o t ê n c i a .  

Fl ( t )  = pe r tu rbações  ( f l  , . . . , f k )  e  suas  d e r i v a d a s ,  tudo r e -  

f e r i d o  2 e n t r a d a  do s i s t ema  con t ro l ado .  

A equação que descreve o  comportamento do Õrgão de 

p o t ê n c i a  6 : 

onde : 

di = cons t an t e  (supõe-se que o  Órgão de p o t ê n c i a  é e s t a c i o n á  - 

r i o  ) . 

O o b j e t i v o  do c o n t r o l e  é manter x  , o  e r r o  do s i s t e  - 

ma, sempre n u l o ,  i s t o  é ,  é l e v a r  o  e s t a d o  do s i s tema 2 origem do 

espaço d-a f a s e ,  xi = O ( i = 1 , 2  , . .  . ,n )  . Esse o b j e t i v o  poderá  

s e r  a t i n g i d o ,  p a r a  uma c e r t a  c l a s s e  de p e r t u r b a ç õ e s ,  forçando o  

s i s t ema  a  e n t r a r  em regime de escorregamento numa dada s u p e r f í c i e ,  

a  qua l  não depende dos parâmetros  b i ( t )  do s i s tema c o n t r o l a d o .  Se - 

rão  i n t r o d u z i d a s  descont inu idades  no s i n a l  de c o n t r o l e ,  u  , a  fim 







Agora i n t roduz - se  um s i n a l  de c o n t r o l e  u  , apresen-  

tando descont inu idades  de p r i m e i r a  e s p é c i e ,  de modo a  f a z e r  com que 

o  s i s t ema  e n t r e  em regime de escorregamento no h ipe rp l ano  d e f i n i -  

do p o r :  

ti = cons t an t e  

'n 
= 1 

não o b s t a n t e  a s  pe r tu rbações  e  a s  v a r i a ç õ e s  de parâmet ros .  Ter-se-  
L 

a ,  e n t ã o ,  um s i s t ema  pouco s e n s í v e l  a  e s s a s  pe r tu rbações  e  v a r i a  - 

ções  de parâmetros  ( s i s tema q u a s e - i n v a r i a n t e  ). I s s o  se r ;  consegui  - 

do p a r a  uma c e r t a  c l a s s e  de p e r t u r b a ç õ e s ,  e  va r i ações  de parâmetros  

t a i s  que: 

b p  ? < b j j  ) < b j j )  
min max 

Essa condição deve s e r  imposta aos pa râme t ros ,  p o i s  

ass im os  'i j  ( t )  s e r ão  l i m i t a d o s ,  e  p o r t a n t o ,  a  condição B (Apên - 

dite I ) ,  que ga ran t e  a  e x i s t ê n c i a  da so lução  de F i l i p p o v  da equa- 

ção ( 3 . 1 9 ) , s e r á  s a t i s f e i t a .  

O s i n a l  de c o n t r o l e  s e r á :  

onde : 



A
 

h,." + " 
a
 

V
 



(3.20) s e j a  uma s u p e r f í c i e  de escorregamento.  

A condição n e c e s s g r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  que 

L 

S = { X E R "  I s (x)=Oi  s e j a  uma s u p e r f í c i e  de escorregamento,  e  que 

s i  < O , quando s + O . 
No caso :  

dxn Subs t i t u indo  - por  seu  v a l o r  dado em (3.23) , 
d t  

vem : 

Como f -  e f C  devem e x i s t i r ,  e  s e r  c o n t í n u a s ,  po- 

d e - s e ,  no momento, f a z e r  s=O na  expressão  de s . Em s e g u i d a ,  i m  - 
X Y 

põe-se a s  condições  de des igua ldade  em Y e Y p a r a  que s e  t e -  
i i 

nha s i  O , quando s + O . 
S e j a  p o r t a n t o  iS o v a l o r  de na v i z inhansa  de S.  

X m-P  
-ai ( t )  -Y i -cnml xi + 1 ( d i + y . ) ~  Y ( i?+F(m) 

i = O  1 

Separando-se a s  p a r c e l a s  cor respondentes  aos  parâme- 

t r o s  e  5s per-turbações,  vem: 



onde 

Uma condição s u f i c i e n t e  p a r a  que s iS< O , 6 que 

Para  s a t i s f a z e r  a  e s s a s  condições ,  toma-se e n t ã o :  

p a r a  xis  > O 
X 

X 
p a r a  x i s  < O 

sendo que: 

e ,  p a r a  uma c l a s s e  de s i n a i s  ex t e rnos  F t a i s  que ; 



, onde A>O, cons t an t e  , (3.28) < A 

i = O , l ,  ..., m - l  

S a t i s f e i t a s  e s s a s  condições ,  s e  o  ponto r e p r e s e n t a t i  - 

vo  s e  encon t r a  numa v iz inhança  do h ipe rp l ano  S , s e r á  a t y a i d o  por  

e s t e ,  e  o  s i s t ema  e n t r a r á  en t ão  em regime de escorregamento,  e  s e -  

r á  r eg ido  p o r :  

Com uma e sco lha  conveniente  dos ci  , pode-se garan-  

t i r  a  e s t a b i l i d a d e  do regime de escorregamento.  

Para  que o  s i s t ema  s e j a  globalmente e s t á v e l ,  qualquer 

que s e j a  a  condição i n i c i a l ,  o  ponto deve a t i n g i r  a  v iz inhanqa  do 

h ipe rp l ano .  Para  i s s o ,  o s  c o e f i c i e n t e s  yX e  y Y  devem s a t i s f a -  
i i 

z e r  tamhém a o u t r a s  condições  (Capí tu lo  4 1 ,  que podem s e r  o b t i d a s  

por  um c r i . t e r i o  de e s t a b i l i d a d e ,  como, po r  exemplo, o  segundo & t o  - 

do de Liapunov. 



Um inconvenien te  da  l e i  de c o n t r o l e  (3.26) a neces  - 

s idade  de informação d i r e t a  sobre  os  s i n a i s  F ( ~ )  , a p l i c a d o s  ao 

s i s tema.  

E n t r e t a n t o ,  a  expressão  (3.18) sugere  a  s u b s t i t u i ç ã o  

dos s i n a i s  F ( ~ )  p e l o s  s i n a i s  y ( i )  , a  q u a l ,  sob c e r t a s  condições 

que s e r ão  de te rminadas ,  g a r a n t i r á  tamhem a  e x i s t ê n c i a  do e sco r r ega  - 

mento no h ipe rp l ano  S  . A l e i  de c o n t r o l e  s e r á  en t ão  : 

Dessa forma, o  que s e  f a z  na r e a l i d a d e  é o b t e r ,  a t r a  - 

vés  dos s i n a i s  y ( i)  , p e l a  expressão  (3 .18) ,  informação sob re  o s  

s i n a i s  F ( ~ )  . Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  u t i l i z a - s e  o  p r õ n r i o  órgão de 

po t ênc i a  p a r a  medir o s  s i n a i s  F ( i )  

Y Y 
O problema agora  o  s e g u i n t e :  dados w e  de 

i i 
X X 

acordo com (3 .29 ) ,  que condições  s e  deve impor em w e  A pa- 
i i. 

r a  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  do escorregamento em todo o  h ipe rp l ano  S ,  

no s i s tema com a l e i  de c o n t r o l e  (3.31) ? 

Se a s  r e l a ç õ e s  (3.27) são s a t i s f e i t a s ,  e n t ã o ,  p e l a  

l e i  (3.251,  p a r a  F a O , a  condição de escorregamento ê g a r a n t i d a  

em todos o s  pontos  do h ipe rp l ano  S . 
No caso de e x i s t ê n c i a  de s i n a i s  e x t e r n o s ,  i s t o  é ,  

F  # O , a  condição de escorregamento poder: s e r  g a r a n t i d a ,  indepen - 

dentemente dos v a l o r e s  de YJ' , apenas f o r a  de uma c e r t a  r e g i ã o  E 
i 1 

não e s t a c i o n á r i a  do h ipe rp l ano  S , d e f i n i d a  p e l a  des igua ldade :  



onde 

- X 
Ni - 'i-i - a, ( t )  - Y - c 

i n - l c i  + anci 

Fora da r e g i ã o  E1 tem-se,  p o i s :  

Vê-se p e l a  des igua ldade  (3.32) que o s  s i n a i s  e x t e r i -  

o r e s  podem provocar  a  perda  do escorregamento p e r t o  da or igem.  A 

F igura  3.17 , onde e s t á  mostrada a  r e g i ã o  E1 , p a r a  um caso  de um 

s i s t ema  de segunda ordem, e s c l a r e c e  e s s e  f a t o .  

Figura  3.17 

P a r t i n d o  de ( 3 . 3 2 ) ,  é p o s s í v e l  de te rminar  os  v é r t i  - 

c e s  da maior r e g i ã o  E1 p o s s í v e l ,  que s e r á  chamada BIM . Depois 

impõe-se que a s  l e i s  (3.26) e  (3.31) coincidam em EIF,,I . 
De (3 .28 ) ,  tem-se: 



Substituindo(3.33) em (3.32) , vem: 

Mas 

para i?=,' , tem-se, por (3.29) : 
1 i 

Nesse caso, E1 = 4 , e existe escorregamento em to- 

do ponto de S . 
Y Para Y = hY , tem-se, por (3.29) : 
i i 



E n t ã o  : 

No R" , a  r e g i ã o  EIFI tem (2n-2) v g r t i c e s  c u j a ç  co  - 

ordenadas  s ã o :  

1 1 ( O  ,..., O ,  - + x i , o  ,..., 0, -C.X.)  , 1 1  

i = 1 , 2 ,  ..., n-1  

F i g u r a  3 .18  

1 

Donde : 

.L 

i n f  / N i !  

b , U  



Na r e g i ã o  Ely , com i = k  , as  l e i s  ( 3 . 2 6 )  e  (3.31) 

c o i n c i d i r ã o  s e  : 

s i n a l  F = s i n a l  y (k) (3.35) 

Pe l a  equação (3 .18 ) ,  a  r e l a s ã o  (3.35) s e r á  s a t i s f e i -  

t a  s e  : 

A desigualdade (3.36) d e f i n e  uma r e g i ã o  D C R", con - 

vexa fechada.  A r e l a ç ã o  (3.35) s e r á  v ã l i d a  em toda  a r e g i ã o  

se D . Como II é convexa,  h a s t a  que cada um dos v é r t i c e s  

de E 1 ~ 4  p e r t e n ç a  a  D , ou ,  po r  (3.34) e (3.36) : 

Sendo s a t i s f e i t a s  a s  condições ( 3 . 3 7 1 ,  a s  1ei.s (3 .  

2 6 )  e (3.31) c o i n c i d i r ã o ,  na r e g i ã o  E . Ter - se -á ,  e n t ã o :  

A s  r e l a ç õ e s  (3.37) foram o b t i d a s ,  p a r a  i = k .  Pode- 

s e  rep  e t i r  o  r a c i o c i n i o  p a r a  cada i e  o b t e r - s e  en tão  a s  condi  - 

ções  g e r a i s  que permitem s u b s t i t u i r  F ( ~ )  po r  y ( i )  na l e i  de 



c o n t r o l e .  

Suponha-se en t ão  que a s  r e l a ç õ e s  (3.37) sejam s a t i s -  

f e i t a s .  Logo, de acordo com a  l e i  ( 3 .25 ) ,  e com (3 .38 ) ,  indepen - 

dentemente dos v a l o r e s  de rY ( i f k )  , no h iperp lano  S , é p o s s í  - 
i 

v e l  g a r a n t i r  a condição de e x i s t ê n c i a  do escorregamento na r e g i ã o  

não e s t a c i o n á r i a  E 2  C E1 , d e f i n i d a  p e l a  des igua ldade :  

Por (3.29) , (3.31) , (3.39) e  p e l a  equação do h i p e r  - 
p lano  (3.20) , obtêm-se a s  (2 n-2) coordenadas dos v < r t i c e s  da mai- 

o r  r eg i ão  E 2  p o s s í v e l ,  que s e r á  chamada E 2 ~  : 

2 2 ( O  ,... ,O,+xi,O,. .. , O , - c . x . )  ? = I , .  . . ,n-1  
1 1  

De (3 .39 ) ,  vem : 

i n f  INi  / 
Y 

b,'Yi 



ifk 

então, E2 = 4 , e existe escorregamento em toda a superfície S .  

Mas, de (3.28) , tem-se : 

ifk 

Donde : 

Substituindo em (3.40), vem: 

vem , 

inf I N ~  1 
b ,r' 

i 

Agora, fazendo: 

Na região EZM , para i=L , as leis (3.26) e (3.31) 



c o i n c i d i r ã o  s e  : 

s i n a l  F(') = s i n a l  y (.e 1 

Por ( 3 . 1 8 ) ,  a  r e l a ç ã o  acima s e r á  v á l i d a  s e  : 

Obtem-se, p o r t a n t o ,  condições aná logas  2s das  r e l a  - 

ções  (3.37) : 

Note-se que ;  uma vez s a t i s f e i t a s  a s  r e l a ç õ e s  ( 3 . 3 7 ) ,  

automaticamente s e r ã o  s a t i s f e i t a s  também a s  r e l a ç õ e s  (3 .42) .  

Repetindo-se o  mesmo procedimento,  obtém-se uma r e g i  - 

ã0 Em t a l  que ,  sendo s a t i s f e i t a s  a s  des igua ldades  (3 .37 ) ,  f o r a  

d e s t a  r e g i ã o  a  condição de escorregamento e x i s t e ,  e  den t ro  d e l a  a s  

l e i s  (3.26) e  (3.31) c o i n c i d i r ã o ,  p a r a  todo i . 
A s  des igua ldades  (3.37) podem sempre s e r  s a t i s f e i t a s  

X X 
po r  uma e sco lha  conveniente  dos c o e f i c i e n t e s  w e A , e t e r - s e -  

i i 
en t ão  g a r a n t i a  da  condição de escorregamento em todo o  h i p e r p l a -  

no S , sem necess idade  de uma medida d i r e t a  dos s i n a i s  e x t e r i o r e s  

, ( i )  
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Procedendo-se da mesma maneira que no caso a n t e i o r ,  
X 

s e  deve agora  e s t a b e l e c e r  a s  l e i s  de va r i ação  dos c o e f i c i e n t e s  Y 
i 

e yK de t a l  maneira que o h iperp lano  d e f i n i d o  po r  (3.20) s e j a  LI- 

ma s u p e r f i c i e  de escorregamento.  

Chega-se en tão  a : 

X m - l  

;s i=l 
- ti ( t )  Y 1 -Cn-lCi+en~i] X i + ~ ( m ) +  i = o  1 ai+) + 

expressão  análoga expressão  (3 .24) .  

Separando-se a s  p a r c e l a s  cor respondentes  aos parâme- 

t r o s  e 2s p e r t u r b a ç õ e s ,  vem: 

Uma condição s u f i c i e n t e  pa ra  que s iS  < I) , 6 que 

X 
Para  s a t i s f a z e r  a ss < O , esco lhe - se  Y de a-  

SI i 
cordo com : 

= I A: p a r a  xis  < O 



sendo que : 

Para  s a t i s f a z e r  a ssS2 < O , deve-se  t e r  : 

Se s>O, deve-se t e r  : 

Donde, 

Se s<O, deve-se t e r  : 

Donde, 

A l e i  s e r á ,  p o r t a n t o  : 



sendo que : 

Com a  l e i  ( 3 .44 ) ,  ( 3 . 4 5 )  , não há necess idade  de s e  

medir o  s i n a l  dos s i n a i s  e x t e r i o r e s  F ' ( i )  . Basta  medir-se  o  s i -  

nal. de s . E s ó  11; uma r e s t r i ç ã o  (como a r e s t r i ç ã o  ( 3 . 2 8 ) ,  

por  exemplo) quanto aos s i n a i s  e x t e r n o s .  n e c e s s a r i o  apenas s e  co - 

nhecer  o  supremo e  o  ínfimo ,da  expressão  i nd i cada  em (3 .45) .  

~ t 6  agora  não f o i  imposta  nenhuma r e s t r i ç ã o  no s i n a l  

de c o n t r o l e  u  , e  f o i  p o s s í v e l  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  do e sco r r ega  - 

mento em toda  a  s u p e r f í c i e  S . 
ver -se -á  agora  como uma r e s t r i ç ã o  no s i n a l  de c o n t r o  - 

l e  a f e t a  a  condição de escorregamento de um s i s t ema  de c o n t r o l e  a  

e s t r u t u r a  v a r i ã v e l .  

Suponha-se que o  s i n a l  de c o n t r o l e  deve s a t i s f a z e r  

Num problema r e a l ,  e s s a  r e s t r i q ã o  sempre e x i s t e .  

Considere-se  i n i c i a l m e n t e  o  c o n t r o l e  dado po r  ( 3 . 2 2 1 ,  

no q u a l  

5 O i=l ?.. . ,  m . 
Tem-se, p o i s  : 



, onde 

Para  que s e j a  r e s p e i t a d a  a  condição ( 3 . 4 6 ) ,  o  s i n a l  

de c o n t r o l e  deve s e r  dado po r  : 

SÓ é p o s s ~ v e l  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  do regime de e s -  

corregamento,  no domínio de f in ido  po r  ( 2 )  , em (3 .47) .  E n t r e t a n t o ,  

pode o c o r r e r  o  escorregamento f o r a  do domínio d e f i n i d o  p o r  ( 2 )  , p o i s  
X 

os  Y são  e s c o l h i d o s  a  p a r t i r  de r e l a ç õ e s  de des igua ldade ,  prove - 
i 

n i e n t e s  de c o n d i ~ õ e s  de s u f i c i ê n c i a .  

Para  de te rminar  o  domínio de g a r a n t i a  de e x i s t ê n c i a  

do regime de escorregamento,  cons ide re - se  a  expressão de 6 , dada 

Essa expressão  pode s e r  colocada sob a  forma : 



A condição de existência d.o regime de escorregamento 

quando s 4 O- 
+ 

quando s 4 O 

Portanto, deve-se ter : 

Resumindo , tem-se : 

A existência de uma limitação sobre u implica em : 

Umin c g ( b j  (t) ,dk,ci,xi) u max 

Considerando-se (3.46) , e as variações de parâmetros , 

vem : 

Por conseguinte, se pode determinar um domínio D C S  , 

no qual está garantida a condição de existência do regime de escor - 

regamento. A fronteira desse domínio e definida pelas equações: 



P o r t a n t o ,  p a r a  p r o j e t a r  um s i s tema de c o n t r o l e ,  no 

q u a l  o c o n t r o l e  é l i m i t a d o ,  determina-se  o dominio G , do espaço 

dos xi , no qua l  s e  d e s e j a  o b t e r  escorregamento.  T)e posse  desse  

domínio, determina-se  en t ão  o s  c o e f i c i e n t e s  ci  do h i p e r p l a n o ,  de 

maneira que ( G  A S) C D , 

Reconsidere-se a l e i  ( 3 . 2 2 ) ,  d e s t a  f e i t a  com : 

A 

Agora, a expressão  de s e r a  : 

Suponha-se também que : 

m - 1  
, E > O  c o n s t a n t e  

i = O  

~ e r - s e - á  e n t ã o ,  analogamente a (3.49) : 

Obtem-se, p o r t a n t o ,  uma expressão análoga 5 expres  - 

são (3.50) : 

Uma condição n e c e s s á r i a  p a r a  e x i s t i r  escorregamento 



vê-se  p e l a  expressão (3.52) que o  e f e i t o  das  p e r t u r -  

bações num s i s t ema  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i ã v e l ,  no q u a l  a  am- 

p l i t u d e  do s i n a l  de c o n t r o l e  e l i m i t a d a ,  6 a  redução do domínio ga - 

r a n t i d o  de e x i s t ê n c i a  do regime de escorregamento.  

Foram i n t r o d u z i d o s  os  s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u  - 

r a  v a r i á v e l ,  e  apresen tados  a lguns  procedimentos p a r a  a  sua  s í n t e -  

s e .  Em p a r t i c u l a r ,  foram es tudados  o s  s i s t emas  c u j a s  funções  de 

t r a n s f e r ê n c i a  não contêm ze ros .  Em 1 8 1  e  1 1 2 !  , & f e i t o  o  es tudo  

p a r a  o  caso  de funções de t r a n s f e r ê n c i a  que contêm z e r o s .  

Existem tambem a lguns  e s tudos  ( l . 0 ! ,  1 2 1 1  e  1221) p a  

r a  s i s t emas  não p e r t u r b a d o s ,  d e s c r i t o s  po r  : 

Os s i s t emas  ção a n a l i s a d o s  considerando-se  d i v e r s a s  

formas da  função + , inc1uind.o o s  casos  em que Q é l i m i t a d a , e  

casos  nos q u a i s  an= D , i s t o  é ,  quando a s  fiinções de t r a n s f e r ê n -  

c i a  têm um po lo  na  origem. 

Em 1 L3 1 , 6 suger ido  a d i c i o n a r  i m ~ u l s o s  no s i n a l  de , 

c o n t r o l e ,  a  fim de melhorar  a  qua l idade  do regime de escorregamen - 

t o ,  no c a s o  de informação incompleta  sobre  o  e s t ado  do s i s tema(ou  

mesmo u t i l i z a r  um s i n a l  de c o n t r o l e  t o t a lmen te  i m p u l s i o n a l ) ,  e  em 

11~1~ usa - se  supe r fZc i e s  de escorregamento não l i n e a r e s ,  com o  



i n t u i t o  de melhorar  a s  p ropr iedades  do regime de escorregamento.  

Uma das  vantagens  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a e s t r u t u  - 

r a  v a r i á v e l  6 que e l e s  garantem um comportamento dinâmico e s c o l h i -  

do a p r i o r i ,  mesmo p a r a  s i s t emas  c u j o s  parâmetros  variam em grandes 

p roporções ,  ou sejam mal i d e n t i f i c a d o s ,  o que 6 e q u i v a l e n t e ,  na  f a  - 

s e  de p r o j e t o .  Para  i s s o ,  o s  parâmetros  do c o n t r o l a d o r  são d e t e r -  

minados a p a r t i r  de r e l a ç õ e s  de des igua ldade .  

No prgximo c a p f t u l o  s e r ã o  dadas a s  condições de inva  - 

r i â n c i a  e s e r á  es tudada  a e s t a b i l i d a d e  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a 

e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  s e r ã  mostrado i n c l u s i v e  que e s s e s  s i s t emas  de 

c o n t r o l e  podem s e r  cons iderados  como um r e s u l t a d o  da a p l i c a c ã o  do 

segundo método de Liapunov, na  s í n t e s e  de s i s t emas  de c o n t r o l e  em 

malha fechada.  



INVARIÂNCIA E ESTABILIDADE DOS SISTEMAS DE CONTROLE A ES- 

TRUTURA V A R I ~ V E L  

No c a p í t u l o  2 f o i  v i s t o  que ,  no regime de e sco r r ega -  

mento, a  equação que r ege  o  comportamento dinâmico do s i s t e m a ,  não 

ê mais a  equação o r i g i n a l  (2.1)  , e  s i m  a  equação (2.13) , onde f 0  

é d e f i n i d a  segundo o  lema (2 .1)  . 
Nos s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i g v e l ,  provo - 

ca-se o  escorregamento com o  i n t u i t o  de t o r n a r  o  s i s t ema  i n v a r i a n -  

t e ,  i s t o  é, independente dos parâmetros  de f . I s s o  o c o r r e r á  s e  

f 0  não depender dos parâmetros  de f  . 
Neste cap$tul .o ,  s e r ã o  d i s c u t i d a s  a i  condições  de i n -  

v a r i â n c i a  e  e s t a b i l i d a d e  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i  - 

á v e l .  A noção de con jun to  i n v a r i a n t e  p e r m i t e ,  a t r a v é s  do segundo 

método de Liapunov, e s t a b e l e c e r  uma l i g a ç ã o  e n t r e  e s s e s  d o i s  e s t u -  

d o s ,  no ca so  de s i s t emas  autÔnomos. 

4 . 1  - I n v a r i â n c i a  dos Sis temas de Cont ro le  a  E s t r u t u r a  v a r i á v e l  

£!, p o s s í v e l  d i s t i n g u i r  d o i s  t i p o s  de i n v a r i â n c i a :  i n -  

v a r i â n c i a  no espaço ,  e  i n v a r i â n c i a  no tempo. A noção de i n v a r i â n -  

c i a  no espaço advem do c o n c e i t o  de con jun to  i n v a r i a n t e .  

Considere-se o  s i s t ema  (2.1)  : 

Um con jun to  S  C G é d i t o  i n v a r i a n t e  s e  t oda  t r a j e  - 

t ó r i a  começando em um ponto xo E S , permanece em S  p a r a  todo t>to.  - - 



v ê - s e , p o r t a n t o ,  (teorema 2 . 2 ) ,  que uma s u p e r f í c i e  de 

escorregamento k um conjun to  i n v a r i a n t e .  

Por o u t r o  l a d o ,  d i z - se  que um s i s tema 6 i n v a r i a n t e  

no tempo s e  o  s eu  comportamento dinâmico é independente dos v a l o  - 

r e s  i n s t a n t â n e o s  dos parâmetros  e  das  pe r tu rbações .  

No caso dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á  - 

v e l  nos q u a i s  e x i s t e  o  regime de escorregamento,  ê g a r a n t i d a ,  p o i s ,  

a  i n v a r i â n c i a  no espaço.  E n t r e t a n t o ,  p a r a  haver  i n v a r i â n c i a  no tem - 

p o ,  k n e c e s s á r i o  que f o ( d e f i n i d a  no lema 2.1) não dependa dos pa- 

râmetros  nem das  pe r tu rbações  con t idos  em f , pa ra  todo x ( t ) E  S . 
Serão dadas agora  a s  condições p a r a  que um s i s t ema  li - 

n e a r ,  com uma e n t r a d a ,  s e j a  i n v a r i a n t e  no tempo, em regime de e s c o r  - 

regamento num h iperp lano  passando p e l a  origem. Refere-se  ao a r t i -  

go 1231.  

Considere-se o  s i s tema r eg ido  por  : 

onde : 
T' 

U E R  

Não há nenhuma condição imposta sobre  a forma da ma- 

t r i z  A , de maneira que a s  v a r i ã v e i s  de e s t ado  podem s e r  qua i sque r .  

O h ipe rp l ano  de escorregamento é d e f i n i d o  p o r  : 



Admite-se que o  s i n a l  de c o n t r o l e  u  a p r e s e n t a  des -  

con t inu idades  de p r i m e i r a  e s p é c i e ,  de forma a  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n  - 

c i a  do regime de escorregamento no h ipe rp l ano  d e f i n i d o  em (4 .2 ) .  

Em regime de escorregamento,  o  comportamento do s i s -  

tema não mais reg ido  por  (4  . l )  (Ver lema 2.1) , e  s i m  p e l a  equa - 

cão do h i p e r p l a n o .  Então ,  pa ra  x E !I , i s t o  6 ,  p a r a  condições  i .ni - 
c i a i s  sobre  o  h i p e r p l a n o ,  deve-se c a l c u l a r  o  v a l o r  de u t a l  que 

o  s i s tema (4.1)  evolua  de acordo com a  equação de H . Esse v a l o r  

de u  , é o  s i n a l  de c o n t r o l e  u  em regime de escorregamento.  e  

No escorregamento tem-se : 

No c a s o ,  como a  s u p e r f i c i e  de escorregamento 6 um h i  - 
pe rp l ano ,  tem-se tambgm : 

<C,?> = F) 

i s t o  é, o  v e t o r  ve loc idade  tambêm p e r t e n c e  ao h ipe rp l ano .  

Subs t i t u indo  k por  s eu  v a l o r  dado em ( 4 . 1 ) ,  vem: 

Noee-se que u  , na  expressão  (4 .3)  , é d e f i n i d o  a e  

p a r t i r  do lema (2.1)  . 
Tem-se , p o i s  : 

T Se c  B 6 não nu lo  . ,  é p o s s i v e l  de t e rmina r  ue a  

p a r t i r  de ( 4 . 4 ) .  Ter - se -á ,  en t ão  : 



Substituindo-se o valor de u dado por ( 4 . 5 ) ,  em e 

(4.1) , obtem-se as equações do regime de escorregamento: 

I -t matriz identidade 

Por (4.6) vê-se claramente que, de uma maneira geral, 

os parâmetros e as perturbações influenciam o comportamento do sis - 

tema em regime de escorregamento. 

Entretanto, partindo de (4.6) , 6 possfvel determinar 

condições sobre as matrizes A e D de maneira a fazer com que as 

variações de ~arâmetros e as perturbações não influenciem o regime 

de escorregamento. 

Dividindo o problema em duas etapas, considerar-se-á 

primeiro o caso das perturbações. 

TEOREMA (4.1) - Para que as perturbações não atuem no regime de 

escorregamento , isto é,  para que : 

é necessário e suficiente que : 

Demonstração : 

E possível' escrever (4.7) na forma : 



Para  (4.9)  s e r  v a l i d a  é neces sã r ioque  p a r a  cada 

P ~ ~ L  e x i s t a  m E R  , t a l  que : 

Para  p rovar  a  s u f i c i ê n c i a ,  b a s t a  s u b s t i t u i r  (4.10) 

em (4 .9 ) .  v e r i f i c a r - s e - á ,  e n t ã o ,  a  i den t idade .  

A expressão (4.9)  deve s e r  s a t i s f e i t a  p a r a  qua lquer  

v a l o r  de p . I s t o  s e r á  ve rdade i ro  s e  (4.8) f o r  v á l i d a ,  i s t o  é,  

s e  todas  a s  colunas  de D forem m ú l t i p l a s  de R . 
Para  o  caso das  v a r i a ç õ e s  de parâmet ros ,  a  m a t r i z  A 

s e r á  d i v i d i d a  em duas p a r t e s ,  Av e Ac , t a i s  que : 

onde Av é uma m a t r i z  que contém todos  o s  parâmetros  v a r i á v e i s  de 

A , e  Ac contém os  demais e lementos .  

A equação de escorregamento ( 4 . 6 )  f i c a r á  e n t ã o :  

TEOREMA (4 .2 ) :  Para  que a s  v a r i a ç õ e s  de parâmetros  não tenham i n  - 

f l u ê n c i a  no regime de escorregamento,  i s t o  é,  p a r a  que:  

é n e c e s s á r i o  e  s u f i c i e n t e  que : 

pos to  [ B , A ~ T ~ ]  = pos to  B 

p a r a  todos  o s  v e t o r e s  Ti de uma base de H 

llemonstração : 

É p o s s i v e l  e s c r e v e r  (4.13) na  forma : 



S e j a  uma base  de H : 

Logo, x  , no subespaço H , s e r á  expresso  po r :  

x = Tx* 9 x * E  R n-1  

Subs t i t u indo  em (4 .15 ) ,  vem : 

Mas (4.16) 6 aná loga  5 expressão  (4 .94,  do teorema 

(4.1) , onde AVT s u b s t i t u i  D . P o r t a n t o ,  p e l o  teorema (4.1)  , 

deve-se t e r :  

p o s t o  [B,AVT] = pos to  B 

i s t o  é, t o d a s  a s  colunas  de AvT são combinações l i n e a r e s  das  co - 

l unas  de B , ou s e j a  

p o s t o  [ B , A ~ T ~ ]  = p o s t o  B Ti i = l , .  . . , n -1  . 

Pelos  teoremas (4.. 1 )  e  (4.2) é f á c i l  c o n c l u i r  que s e  

o s i s t e m a  é represen tado  no espaço de f a s e ,  i s t o  é, s e  o  regime 

de escorregamento é o b t i d o  usando-se uma v a r i á v e l  (normalmente o  

e r r o )  e  suas  n-1 d e r i v a d a s ,  t e r - s e - á  sempre i n v a r i â n c i a  em r e l a -  

ção 5s v a r i a ç õ e s  de parâmetros  e à s  pe r tu rbações .  

De f a t o ,  no e s p a j o  de f a s e ,  o  s i s t ema  é r e p r e s e n t a -  

do p o r :  

dx, 



e a s  r e l a ç õ e s  (4 .8)  e  (4.14) são s a t i s f e i t a s ,  p o i s  todas  a s  l i n h a s  

das  m a t r i z e s  Av , B e  D são n u l a s ,  exce to  a s  Úl t imas .  

~ambém s e  pode u s a r  o s  teoremas (4 . l )  e  (4 .2)  na  s?n - 
t e s e  de s i s t e m a s  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  com o i n t u i t o  

de s e  o b t e r  i n v a r i â n c i a  no tempo. 

A s  r e l a ç õ e s  (4.8) e  (4.14) fornecem um meio de s e  e s  - 
c o l h e r  o s  parâmetros  do c o n t r o l a d o r  (elementos da m a t r i z  coluna B),  

e  o  subespaço de escorregamento ( v e t o r  c ,  ma t r i z  T ) ,  de maneira a 

s e  consegui r  i n v a r i â n c i a  no tempo. 

Note-se que, no caso  da r e l a ç ã o  ( 4 . l 4 ) ,  como o s  e l e -  

mentos da  m a t r i z  Av são  v a r i á v e i s ,  poderá s e r  n e c e s s á r i o  esco  - 

l h e r  um suhespaço v a r i á v e l ,  i s t o  6 ,  um v e t o r  c  v a r i á v e l  em fun- 

ção de Av , p a r a  que a  r e l a ç ã o  s e j a  v á l i d a  p a r a  todo o  tempo. 

Por o u t r o  l a d o ,  s e  o s  elementos da m a t r i z  D forem 

v a r i á v e i s ,  também s e r  n e c e s s á r i o  que o s  elementos de B s e  - 

jam v a r i á v e i s  em função de D ,  de maneira que a  r e l a ç ã o  (4.8)  s e -  

j  a  v á l i d a  todo o  tempo. 

Em caso p r á t i c o s ,  quando f o r  p o s s í v e l  o b t e r  as n-1 

de r ivadas  s u c e s s i v a s  da coordenada c o n t r o l a d a ,  sem grandes  incon- 

v e n i e n t e s  ( r u í d o ) ,  6 p r e f e r í v e l  u s a r - s e  o  s i s t ema  na forma de va- 

r i á v e i s  de f a s e .  Assim t e r - s e - á  g a r a n t i a  da i n v a r i â n c i a  no tempo. 

Mas i s s o  nem sempre 6 p o s s f v e l ,  p o i s  o s  de r ivado re s  introduzem bas  - 

t a n t e  r u í d o ,  de um modo g e r a l ,  nos equipamentos. Mesmo ass im,usan  - 

do-se o u t r a s  v a r i á v e i s  de e s t a d o ,  o b t i d a s  d i re tamente  do p r o c e s s o ,  



com um mínimo de problemas de ins t rumentagão ,  é van ta jo so  o  empre - 

go dos s i s t e m a s  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  Apesar de não 

s e  o b t e r  i n v a r i â n c i a  no tempo, obtem-se, p e l o  escorregamento,  i n -  

v a r i â n c i a  no espaGo, e  a  r e s p o s t a  5s  pe r tu rbações  e s t a r á  sempre na 

s u p e r f í c i e  de escorregamento,  a  q u a l  pode s e r  e s c o l h i d a  a  p r i o r i .  

Também, em c e r t o s  casos  p r â t i c o s ,  não é i n t e r e s s a n t e  o b t e r - s e  i n -  

v a r i â n c i a  no tempo, como, por  exemplo, no c o n t r o l e  da  pos i ção  de  

um c e r t o  corpo de e s t r u t u r a  r í g i d a ,  s u j e i t o  a  pe r tu rbações  de a l -  

t a  f r equênc i a .  Se o  e f e i t o  des sa s  pe r tu rbações  f o r  anu lado ,  pode - 

r á  haver  um e f e i t o  des t ru tkvo  p a r a  a  e s t r u t u r a  ( r e s sonânc i a ,  po r  

exemplo) . 

4 . 2  - E s t a b i l i d a d e  dos Sis temas de Controle  a  E s t r u t u r a  Var i áve l  

No ~ a p í t u l o  3 f o i  v i s t o  como s e  de te rminar  o s  c o e f i -  

c i e n t e s  r: e  Y: do c o n t r o l a d o r  de maneira que o  s i s t ema  e n t r a s  - 

s e  em regime de escorregamento no hiperp2ano d e f i n i d o  p o r  ( 3 . 2 0 ) ,  

apenas p a r a  condições  i n i c i a i s  tomadas na  v iz inhança  do h i p e r p l a -  

no. 

Pa ra  s e  g a r a n t i r  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  g l o b a l ,  

6 p r e c i s o  s e  a s s e g u r a r  de duas c o i s a s :  

1 )  Qualquer que s e j a  a  condição i n i c i a l ,  o  ponto r e g r e s e n t a -  

t i v o  deve a t i n g i r  o  h ipe rp l ano  de escorregamento num tempo f i n i t o .  

2 )  A equação do regime de escorregamento deve s e r  globalmen- 

t e  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l .  

Como uma e s c o l h a  convenien te  dos c o e f i c i e n t e s  c i  do 



h ipe rp l ano  de escorregamento (pe lo  c r i t é r i o  de Routh-Hurwitz,por 

exemplo),  s e  pode o b t e r  um regime de escorregamento e s t á v e l .  No 

caso da s u p e r f í c i e  S de escorregamento s e r  não l i n e a r ,  s e  pode 

u s a r  o segundo método de Liapunov. 

Quanto ao i tem L) ,  Yemel'yanov 124 ap re sen tou  uma 

condição de s u f i c i ê n c i a ,  p a r a  um s i s t ema  não pe r tu rbado ,  p a r a  que 

o ponto r e p r e s e n t a t i v o  a lcance  o h ipe rp l ano  de escorregamento,  a  

p a r t i r  de qua lquer  condição i n i c i a l  tomada no espaço de f a s e .  Es- 

s a  condição e s t a  exp re s sa  no s e g u i n t e  teorema: 

TEOREMA (4.3) - S e j a  o s i s t ema  d e f i n i d o  po r  (3.19) , no q u a l  

sendo 

Se a s  c o n d i ~ õ e s  de e x i s t ê n c i a  do escorregamento são 

s a t i s f e i t a s ,  e  s e  todos  os  c o e f i c i e n t e s  ci  do h ipe rp l ano  são  po - 
X 

s i t i v o s ,  en t ão  e x i s t e  n E R t a l  que ,  quando wi > n , o ponto  

r e p r e s e n t a t i v o  do s i s t ema  a t i n g e  o h ipe rp l ano  num tempo f i n i t o ,  a  

p a r t i r  de qua lquer  condiqão i n i c i a l  no espaço de f a s e .  

P o r t a n t o ,  p a r a  s e  g a r a n t i r  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t õ t i -  

X c a  g l o b a l ,  deve-se e s c o l h e r  wi e  h: de maneira a s a t i s f a z e r  

a s  condições  ( 3 . 2 7 )  e a condicão do teorema ( 4 . 3 ) .  I 



Pode-se e s c o l h e r ,  po r  exemplo, 

sendo 

wX > max{ 1 s ~ p ( c ~ - ~ - a ~ - c  c . + a  c . )  1 , ! i n f  ( ~ ~ - ~ - a ~ - c , - ~ + a , c ~ )  1 ,a1  i - b.yY q-1 I. n i b . ~ y  
J 1 J 1 

Uma o u t r a  condição s u f i c i e n t e  (supondo-se que f i ( x ,  t)  > O  

e  f ; ( x , t ) < 0  'd X E  s ) p a r a  que o  ponto a t i n j a  o  h i p e r p l a n o ,  é f a -  

z e r  com que a  condição s i  < O s e j a  s a t i s f e i t a  p a r a  todo ponto  do 

espaço.  Assim, o  h ipe rp l ano  s e r á  a t r a t i v o  não apenas p a r a  pontos  

de sua  v i z inhança ,  mas p a r a  qua lquer  ponto do espaço . 
Essa condição pode s e r  s a t i s f e i t a  ac rescen tando-se  um 

x  no s i n a l  de c o n t r o l e  u  d e f i n i d o  por  ( 3 . 2 2 ) .  termo Y n  

De f a t o ,  sendo: 

onde B~ ( t )  é funçzo dos ci , di e  r ( t )  e  F ( ~ ) =  O , i j 

, t e r - s e - á  : 

Para  que s i  < O , 6 s u f i c i e n t e  que : 

X p a r a  xis  i. O 

" = i:; p a r a  xis  < o 

onde : 



A: < i n f  
r i j  ( t )  

O inconvenien te  des sa  soluqão é a  necess idade  de s e  u  - 

s a r  a  de r ivada  de ordem n  na l e i  de c o n t r o l e .  I s s o  aumenta o  

n í v e l  de r u í d o ,  e  pode p r e j u d i c a r  o  bom funcionamento do s i s t ema .  

4 . 3  - Estudo da E s t a b i l i d a d e  dos Sis temas D e s c r i t o s  por  Equações 

D i f e r e n c i a i s  com Segundo Membro ~ e s c o n t í n u o  

F i l i p p o v  111 demonstrou um teorema a  p a r t i r  do qua l  

s e  pode e s t u d a r  a  e s t a b i l i d a d e  das  soluqões  (no s e n t i d o  de F i - l ip -  

pov) de um equação d i f e r e n c i a l  com segundo membro descont ínuo  . 

TEOREMA 4 . 4  - S e j a  S  um t r e c h o  de uma s u p e r f í c i e  no espaço dos 

( t  , x l , . .  . ,xn) , d e f i n i d a  p e l a  equação @ ( t  , x l ,  . . . ,xn)  = 0 .  Supo - 

nha-se que na v i z inhança  de S , a  função 4 é continuamente d i -  

f e r e n c i á v e l  e  t r o c a  de s i n a l  ao c r u z a r  S  . Note-se po r  II* (II-) 

a  p a r t e  da  v i z inhança  de S onde +>O(+kO). Se o l ado  d i r e i t o  

da equação (2.1)  s a t i s f a z  5 condição A '(Apêndice) , e  quase  e m  t o -  

da  p a r t e  em TI+ (u-) a  des igua ldade  

é s a t i s f e i t a ,  en t ão  nenhuma solugão de (2.1)  pode p a s s a r  de IJ-V s 
+ 4- C 

p a r a  U (e r e spec t ivamen te ,  de U- p a r a  11 V S) , a  medida que t 



c r e s c e .  Se s e  t i v e r  dependência con t ínua  ( u n i l a t e r a l )  da s o l u  - 

ção nas condições i n i c i a i s ,  en t ão  nenhuma so lução  pode c r u z a r  de 

U-V S  p a r a  U* , no caso da condicão (4.18) s e r  s a t i s f e i t a  ape- 

na s  em U . 
O teorema 4 . 4  p e r m i t e ,  em c e r  - 

t o s  c a s o s ,  c o n s t r u i r  uma r e g i ã o  

f o r a  da qua l  não pas sa  nenhuma so - 

lução  (no s e n t i d o  de F i l i ppov)  do 

s i s t ema  (2.1) , p o s s i b i l i t a n d o  a s -  

s i m  o  es tudo  da e s t a b i l i d a d e  das  

so luções .  Note-se que a  curva  de - 

f i n i d a  por  + ( t  ,x)=O pode s e r  u-  

ma curva fechada .  

Os Sis temas de Cont ro le  a  E s t r u t u r a  Var i áve l  e  o  Segundo ~ 6 -  

todo de L i a ~ u n o v  

No p a r â g r a f o  2 . 5  f o i  v i s t o  como o  emprego do segundo 

método de Liapunov, no p r o j e t o  de s i s t emas  de c o n t r o l e ,  pode l e  - 

v a r  a  s i n a i s  de c o n t r o l e  descont?nuos.  

A i d ê i a  b á s i c a  é acha r  uma função de Liapunov V , d e  

f i n i d a  p o s i t i v a ,  e  e s c o l h e r  o  s i n a l  de c o n t r o l e  u  de maneira que 

d e f i n i d a  n e g a t i v a ,  s e j a  a  mais n e g a t i v a  p o s s í v e l .  Note-se que ,  

quando a  função de Liapunov 6 q u a d r ã t i c a ,  a s  s u p e r f í c i e s  de comuta 

ção o b t i d a s  são  h ipe rp l anos  passando p e l a  origem. De uma maneira  

g e r a l ,  a s  s u p e r f í c i e s  de comutação podem s e r  não l i n e a r e s .  

E n t r e t a n t o ,  6 p o s s í v e l  t r a b a l h a r  com funções  de L ia -  



punov semide f in idas ,  conforme a  ex tensão  de LaSa l le  ( 1 2 5 1 ,  1261). 

Nesse c a s o ,  o  procedimento 6 o  mesmo que é u t i l i z a d o  no p r o j e t o  de 

s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l ,  e  a  e s t a b i l i d a d e  o b t i d a  

é a  de um conjun to  i n v a r i a n t e ,  que é a  s u p e r f í c i e  de escorregamen- 

t o .  

Para  s e  compreender melhor a  semelhança, é n e c e s s á r i o  

i n t r o d u z i r  a lguns  c o n c e i t o s  b ã s i c o s .  

S e j a  o  s i s t ema  

DEFINIÇAO 4 . 1  - Um ponto p  é chamado um ponto l i m i t e  p o s i t i -  

vo de x ( t )  s e  e x i s t i r  uma sequênc ia  ( t n )  -+ t a l  que x ( tn )+p  , 

ou s e j a ,  t a l  que l i m  d ( x ( t n )  , p )  = 0 . 
n- 

DEFINIÇAO 4 . 2  - O con jun to  de todos  o s  pontos  l i m i t e s  p o s i t i v o s  

de uma dada so lução  x ( t )  é chamado conjun to  l i m i t e  p o s i t i v o  de 
e 

x ( t )  , e  denotado p o r  r . 

PROPOSIÇÃO 4 . 1  - Se p 6 um ponto l i m i t e  p o s i t i v o  de x ( t ) ,  en- 

t ã o  todos  o s  o u t r o s  pontos  de x ( t ) ,  a  p a r t i r  da condição i n i c i a l  

p  , são tambêm pontos  l i m i t e s  p o s i t i v o s  de x ( t ) .  I s s o  é o  mesmo 

que d i z e r  que o  con jun to  l i m i t é  p o s i t i v o  é i n t e i r a m e n t e  c o n s t i t u  - 

i d o  de t r a j e t ó r i a s  (demonstrado em 1271) . 

Nota : a )  Na demonstração da p ropos ição  (4.1) f o i  admi t ida  a  de - 

pendência  con t ínua  da so lução  nas  condições  i n i c i a i s .  Para  o  ca -  

so de so luções  de F i l i p p o v ,  s e  deve a d m i t i r ,  conforme o  c o r o l á r i o  

(1) do teorema (11) de 11 I ,  a  un ic idade  da so lução .  Se não há u-  

n i c i d a d e ,  en t ão  a  p ropos ição  (4.1)  s e r á  subs t i t u i ' da  po r :  



Se p é um ponto limite positivo de x(t) , então ,en - 
tre as trajetórias que passam por p , existe urna tal que todos 

os seus pontos são também pontos limites positivos de x(t) 111. 

b) O conjunto limite positivo pode ser um ciclo limite. Nes - 

se caso, existe uma subsequência x(tk) 4 p , p E r +  , fixo ,quan - 

do k . Essa subsequência pode ser obtida considerando-se u- 

ma sequência (tk)i<E N tal que : 

Se T e convenientemente escolhido, conseguir-se-á 
uma sequência x(tk) + p quando k+- . 

DEFINIÇÃO 4.3 - Diz-se que x(t) tende para um conjunto S quan - 

do t se, dado &> O ,  existe T > 0  tal que inf!!x(t)-p!! < E , 
peS 

para todo t>T . Se toda solução x(t) -+ S quando t- , então 

S é dito assintoticamente estável. 

PROPOSIÇÃO 4.2 - Se x(t) 6 limitada para todo t - > 0 , então - 
+ 

seu conjunto limite positivo r  6 não vazio, compacto e invari- 

ante. 

Demonstração : Por definição de solução limitada ( 13 1 ) , 
3 ~(x,,t,) € R  , B(xo7to) 2 - O tal que [ x !  ! - B(xo,to) , 

- 

\ d t  L t 0  
- -> x(t)EKo , sendo 

Ko definido por: 
- 

como K~ é compacto, 3 (tnIn E 4 rn tal que 

(X v,] 1. N admite uma subsequência convergente para p~ Ko . 



i- 
Como r*cKo  , r 6 l i m i t a d o .  

i- 
A prova de que r é fechado e  i n v a r i a n t e  e s t ã  em 

1 2 7 1 .  

TEOREMA 4 . 5  - Suponha-se que t o d a  solução x ( t )  de (4 . l 9 )  s e j a  

l i m i t a d a .  S e j a  a  função V : R" + 
x 4 +r4 e c l a s s e  c' , t a l  que em 

todo o  domínio G C R ~ ~ ~  d e f i n i ç ã o  da f  , tenha-se  P(x) - < O . - 

S e j a  E = {xEGIV(X)  = 01 , e  s o  maior con jun to  i n v a r i a n t e  con - 

t i d o  em E . Então ,  toda  solução x ( t )  começando em G , t ende  

p a r a  S  , quando t - + w  . 

Demonstração : Se x ( t )  é l i m i t a d a ,  e x i s t e  um compacto Kx t a l  

que x ( t )  E K, t>t, - , i s t o  é,  p a r a  cada solução x ( t )  e x i s t e  um - 
compacto Kx , p o i s  cada so lução  é l i m i t a d a ,  por  h i p ó t e s e .  Note- 

s e  que K x C G  , p o i s  todas  a s  so luções  e s t ã o  em G . 

Como Y(x) 5 O em Kx , - V ( x ( t ) )  6 uma função não 

dec re scen t e  de t . V(x) sendo con t inua  em Kx, j P r K x  t a l  

que V(p) é mínimo de V1(x) , i s t o  e', V(p) 5 V(x) V x E Kx . Se - - 
j a  R o  v a l o r  de s se  mínimo. P o r t a n t o ,  V x  E K~ , V(x) - > R . Lo - 

g o ,  V ( x ( t ) )  t e n d e ,  em Kx p a r a  um v a l o r  l i m i t e  c  , quando 

t- , de forma que : 

+ 
Por o u t r o  l a d o ,  x ( t )  -+ r quando t + w  (p ropos i -  

cão 4.2)  , sendo que i ' ~  Kx . 



Logo, V(x) = C , , p o i s  V 6 c o n t í n u a ,  e  
4- 

p o r t a n t o ,  $(x) = O , ' d x ~ r  + r 4 - c E .  

S e j a  S  o  maior con jun to  i n v a r i a n t e  con t ido  em E . 
+ + 

Como r é i n v a r i a n t e  (proposição 4.2) , r C S  . 
+ + 

P o r t a n t o ,  como x ( t )  -+ r , quando t + .. , e  r C S ,  

x ( t )  -+ S  , quando t + - . 
A p a r t i r  desses  r e s u l t a d o s ,  s e  pode enunc i a r  o  segu in  - 

t e  teorema: 

TEOREMA 4 . 6  : Considere-se o  s i s t ema  4.19 , onde f  s a t i s f a z  2 

condição B , e  a p r e s e n t a  uma descont inu idade  de p r i m e i r a  e s p é c i e  

em pontos  da s u p e r f í c i e  S  d e f i n i d a  por  S = i x  G ! s (x)=O) , s en  - 

do s : - R como no teorema (2 .1 ) .  Suponha-se que toda  s o l u  
x t--+ S (x) - 

. . 
ção x ( t )  é l i m i t a d a  . S e j a  a  função : \r : R" -+ R 

1 2  
X H V(X) = 7 S (x) 

s e  +(x)  < o ,  V X E G - U G +  , e  $(x) = O  ' & a s ,  

en tão  x ( t )  -+ S  quando t + . 

~ e m o n s t r a ç ã o  : Tem-se : 

- $(x) = s i  -> ss < O \d x  C G- U G+ 

Logo, p e l o  teorema (2.2)  , a  solução no s e n t i d o  de F i  - 
l i p p o v  é Única u n i l a t e r a l m e n t e ,  e  a  s u p e r f í c i e  S  é uma s u p e r f i -  

c i e  de escorregamento.  

Por o u t r o  l a d o ,  S  = { x ã  G / tr(x) = 0 )  , e  o  maior 

con jun to  i n v a r i a n t e  con t ido  em S é o  p r ó p r i o  S . 
Sendo x ( t )  l i m i t a d a ,  e  $(x) c O , v x  E G  , e n t ã o ,  - - 

\ 



p e l o  teorema ( 4 . 5 )  , toda  solução x ( t )  tende p a r a  S  quando t-m. 

Observações:  - 

1 )  P e l a p r o p o s i ç ã o  2 . 1  , s e  s ( x ) . S ( x )  < - I s ( x ) ! ~  V X E G - S ,  
- - 

en tão  a  so lução  a l c a n ç a r á  S  em tempo f i n i t o .  

2 )  Suponha-se que a  origem s e j a  um ponto de e q u i l l b r i o .  Pa- 

r a  que a  origem s e j a  um es t ado  de e q u i l í b r i o  globalmente a s s i n t o t i  - 
camente e s t á v e l ,  é n e c e s s á r i o  que o  regime de escorregamento s e j a  

globalmente a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l .  Para  i s s o  s e  deve e s c o l h e r  

uma s u p e r f í c i e  S  conven ien t e ,  t a l  que ( 0 1  C S .  

3 )  O teorema (4.4)  pode s e r  usado p a r a  s e  de te rminar  uma r e  - 

g i ã o  l i m i t a d a ,  t a l  q u e ,  t oda  solução começando n e s s a  r e g i ã o ,  n e l a  

permanece p a r a  todo t - > to . Para  i s s o  b a s t a  e n c o n t r a r  uma fun  - - 

ção $ t a l  que o  con jun to  dos pontos  t a i s  que $ ( x )  < O s e j a  li- 

mi tado ,  e  que ,  ne s se  con jun to ,  t enha-se  $ (x )  5 O . Se e x i s t i r  u- - 
ma t a l  função ,  en t ão  6 v á l i d o  o  r e s u l t a d o  do teorema ( 4 . 5 ) ,  p a r a  

so luções  começando em n = { X E R "  / $ ( x )  < O ] .  

A função @ pode s e r ,  po r  exemplo, da forma: 

$I (x)  = V ( X )  - b  , b € R ,  b  - > O , - 

onde V é d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  e  ~ ( x )  - < O , \ d x r  n . - 

Como a s  p ropr iedades  da função 4 s e  mantem p a r a  q u a l  - 

que r  v a l o r  de b  - > O , en tão  o  maior con jun to  i n v a r i a n t e  con t ido  em - 

E = ~x GR" I $(x) = 01 6 globalmente a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l .  

Como exemplo de a p l i c a ç ã o  do teorema ( 4 . 6 ) ,  r econs ide -  

r e - s e  o  problema expos to  no pa rág ra fo  (3 .2 ) .  



O s i s t ema  é d e f i n i d o  po r  : 

O problema é de te rminar  o  s i n a l  de c o n t r o l e  u ( x ) , d e  

maneira a l e v a r  o  e s t a d o  5 origem. 

A s u p e r f í c i e  de escorregamento e s c o l h i d a  6 t a l  que: 

A função de Liapunov s e r á  p o r t a n t o :  

1 V(x) = Z (x2+Ax1) 2 

Pelo teorema ( 4 . 6 ) ,  o  s i n a l  u (x)  deve s e r  e sco lh ido  

de mankira que Vlx) < O ' ~ X E G - U G '  , e  9 (x )  = O v x a ~  . 
Tem-se : 

Fazendo u  = Y1xl + Y x vem: 2 2 

c ( x )  = s -(.i + Kul)xl - (25wn - A + KyZ)x2 

A l e i  s e r á ,  p o r t a n t o :  



Para  v e r i f i c a r  s e  t odas  a s  so luções  são l i m i t a d a s  , 

cons ide re - se  a  função : 

onde 

Note-se que VI (x) 6 d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

Tem-se : 

$ ( x )  = ss + 2cx1x2 

Para  pontos  sobre  S , i ( x )  = -2cAx < O  
1 r 

Para  pontos  f o r a  de S , ex is tem d o i s  casos  : 

NO caso ( I ) ,  tem-se : i ( x )  < O . 
No caso (11) , tem-se : 

Nesse c a s o ,  a  condiçáo x i s  > O , i = 1 , 2 ,  , é s a t i s  - 
f e i t a ,  e p o r t a n t o  : 

w2 + K I 1  > O n  



Logo, p a r a  que (x) s e j a  d e f i n i d a  n e g a t i v a ,  s e  de- 

ve e s c o l h e r  c  de maneira que : 
C) 

P o r t a n t o ,  todas  a s  so luções  são l i m i t a d a s ,  e  é v a l i -  

do o r e s u l t a d o  do teorema (4 .6 ) .  

Note-se que o  e s t a d o  a l cança rg  S em tempo f i n i t o  , 

p o i s  t odas  a s  so lucões  são l i m i t a d a s ,  e ,  ademais, a  de scon t inu ida  - 

de de f  em S é de p r i m e i r a  e s p é c i e .  

A e s t r a t é g i a  o b t i d a  aqu i  6 mais complicada do que a 

que f o i  o b t i d a  no pa rág ra fo  (3 .2 ) .  Naquele caso f o i  usada apenas 

a  condição de escorregamento,  e  o  teorema ( 4 . 3 ) ,  a t r a v é s  de uma 

a n á l i s e  no p l ano  de f a s e .  E n t r e t a n t o ,  p a r a  s i s t emas  não l i n e a r e s ,  

o  teorema ( 4 . 6 )  o f e r e c e  uma p o s s i b i l i d a d e  de e s tudo .  O problema 

r e c a i  em achar  funções  d e f i n i d a s  e  s emide f in idas ,  ou melhor ,  r e c a i  

no segundo método de Liapunov. 

No es tudo  de e s t a b i l i d a d e  apresen tado ,  cons iderou-se  

sempre o  problema da e s t a b i l i d a d e ,  no s e n t i d o  de Liapunov, da  s o l u  - 

ção t r i v i a l  da equação (2 .1 ) .  O teorema 4 . 4  não t r a t a  e s p e c i f i c a -  

mente d e s t e  c a s o ,  mas pode s e r  usado p a r a  um es tudo  da e s t a b i l i d a -  

de das  so luções .  

Para  o  es tudo  do problema da e s t a b i l i d a d e  do movimen - 



t o ,  o  que s e  f a z  é,  a t r a v é s ,  de uma mudança de v a r i á v e i s ,  r e d u z i r  

o  problema ao e s tudo  de um movimento em r e l a ç ã o  origem do novo 

s i s t ema  de  coordenadas 1301,  A s  p e r t u r b a ç õ e s  s e r ã o  en t ão  e s t u d a -  

das  a t r a v é s  de um s i s t e m a  do t i p o  ( 2  . I ) ,  com f (O , t )=O  , \d t > to. 

A i n f l u ê n c i a  das  p e r t u r b a ç õ e s  no movimento 6 a n a l i s a d a  e n t ã o  co- 

mo um problema de e s t a b i l i d a d e ,  no s e n t i d o  de Liapunov,  da s o l u  - 

ção t r i v i a l  de uma equação do t i p o  (2 .1 ) .  



CONCLUSÕES, COMENTARIOS E SUGESTÕES 

Foram apresen tados  o s  s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u  - 
r a  v a r i á v e l ,  e  es tudadas  a s  suas  c a r a c t e r í s t i c a s  p r i n c i p a i s .  Esse 

es tudo  f o i  f e i t o  baseado nos r e s u l t a d o s  de F i l i ppov  111 sobre  e  - 

quações d i f e r e n c i a i s  com segundo membro descont ínuo.  

Uma c a r a c t e r í s t i c a  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a  e s t r u -  

t u r a  v a r i â v e l ,  6 que o s  s i n a i s  de c o n t r o l e  são determinados  a  p a r  - 
t i r  de r e l a ç õ e s  de des igua ldade ,  e  d a í  a  sua  semelhança com o  s e -  

gundo método de Liapunov. Melhor d izendo ,  ; p o s s i v e l  i n t e r p r e t a r  

o s  s i s t e m a s  de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i ã v e l  como u m  r e s u l t a d o  da 

a p l i c a ç ã o  do segundo método de Liapunov, no p r o j e t o  de s i s t emas  de 

c o n t r o l e .  

Para  que sejam o b t i d a s  c e r t a s  p ropr iedades  ( i n v a r i â n  - 
tia, movimento sobre  uma dada t r a j e t ó r i a ,  e t c ) ,  f o r ç a - s e  o  s i s t e -  

ma a  e n t r a r  em regime de escorregamento numa s u p e r f í c i e ,  e s c o l h i -  

da a  p r i o r i  , no espaço de e s t ado .  

A s  vantagens  p r i n c i p a i s  d e s s e s  s i s t emas  s ã o :  

1 )  Baixa s e n s i b i l i d a d e  em r e l a ç ã o  5s va r i ações  de parãmetros  

e  às p e r t u r b a ç õ e s ;  

2 )  Não há necess idade  de uma p e r f e i t a  i d e n t i f i c a ç ã o  do s i s t e  - 
ma a  s e r  c o n t r o l a d o ,  p o i s  o s  parâmetros  do c o n t r o l a d o r  são  d e t e r -  

minados a  p a r t i r  de r e l a c õ e s  de des igua ldade ;  

3) F l e x i b i l i d a d e  na determinação do t i p o  de regime t r a n s i t ó -  



rio, através de uma escolha adequada da superfIcie de escorregamen 

4) Facilidade de implementação prática, comparativamente a ou - 

tros sistemas de controle de mesmo desempenho. 

0s controladores a estrutura variável podem ser apli- 

cados em uma grande variedade de processos, e, sempre que possivel, 

6 interessante forçar o sistema a entrar em regime de escorregamen - 
to. Entretanto, por restrições de natureza física, existem siste- 

mas que não suportam o regime de escorregamento. Para que seja ad - 

missivel o escorregamento, é necessârio que os órgãos de comutação 

resistam a um regime de oscilação forçada de alta frequência, e que 

o Sistema controlado seja um filtro passa-baixa. Dessa forma, a os - 

cilação do escorregamento não ideal (frequência finita, e amplitude 

não nula)não provocará nenhuma imperfeição no desempenho do sis te- 

ma. 0s sistemas eletromecânicos (máquinas elétricas) e térmicos , 

com órgãos de comutação eletrÔnicos,são exemplos de casos onde o es - 

carregamento é admissivel. De qualquer maneira, mesmo que o escor 

regamento não seja poss<vel, é vantajoso o emprego dos sistemas de 

controle a estrutura variável. Obtem-se, de uma maneira geral, um 

sistema mais rápido e mais amortecido. Um exemplo disso é s uso 

de capacitores comutáveis na estabilização de sistemas elétricos de 

potência 128 1 .  

Um tema de pesquisa seria a aplicação dos resultados 

sobre as equações diferenciais com segundo membro descontínuo ao 

estudo da estabilidade dos sistemas elétricos de potência, e pos- 

sivelmente algumas extensões dos resultados sobre estabilidade das 



so luções  de F i l i ppov .  Em s i s t emas  de p o t ê n c i a ,  quando o c o r r e  um 

d e f e i t o ,  o s  d i s p o s i t i v o s  de p ro t eção  atuam, des l igando  máquinas ou 

l i n h a s  de t r ansmis são ,  provocando v a r i a ç õ e s  d e s c o n t h u a s  nos  par; - 

metros  d a s  equações que regem o  comportamento dinâmico dos s i s t e -  

mas. Modelando-se o  s i s t ema  de maneira que a  l e i  de comutação dos 

parâmetros  s e j a  uma função do e s t a d o ,  chega-se a  uma equação d i f e  - 

r e n c i a l  com segundo membro descont<nuo. O es tudo  da e s t a b i l i d a d e  

do s i s t ema  ass im modelado, s e rve  i n c l u s i v e  pa ra  a  e l abo ração  de 

e s t r a t é g i a s  de c o n t r o l e ,  do t i p o  a  e s t r u t u r a  v a r i ã v e l ,  como o  

caso  da  comutação de capacitares em s é r i e  com a s  l i n h a s  de t r a n s -  

missão 1281 . 
Como ap l i cações  impor tan tes  já f e i t a s  dos s i s t emas  de 

c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  nos q u a i s  oco r r e  o  escorregamento , 

s e  pode c i t a r  o  c o n t r o l e  automát ico da e s p e s s u r a ,  num laminador a  

quen te  1291, e  o c o n t r o l e  automático das  comportas de a l imentação  

de grupos a l t e r n a d o r e s ,  numa u s i n a  h i d r o e l é t r i c a  1131. ~ambêm em 

/ 1 3  1 é a n a l i s a d o  como u s a r  a s  p rop r i edades  do regime de e sco r r ega  - 

mento na  e l abo ração  de d i s p o s i t i v o s  d e r i v a d o r e s ,  e  f i l t r o s ,  u s a  - 

dos nos c o n t r o l a d o r e s  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l .  

O f a t o  de s e r  p o s s ~ v e l  c o n s e g u i r ,  sob c e r t a s  condi - 
ç õ e s ,  um movimento sobre  uma s u p e r f í c i e  e s c o l h i d a  a  p r i o r i ,  suge- 

r e  a  a p l i c a ç ã o  dos s i s t emas  de c o n t r o l e  a e s t r u t u r a  v a r i á v e l  ao 

c o n t r o l e  Ótimo, ou sub-Ótimo (parãgra fo  2 . 7 )  . 
Um o u t r o  tema de pesqu i sa  s e r i a  o  es tudo  dos s is temas 

de c o n t r o l e  a  e s t r u t u r a  v a r i á v e l  mul t id5mensionais ,  i s t o  6 ,  s i s t e  - 

mas com v á r i a s  e n t r a d a s  e  & r i a s  s a í d a s .  O problema p r i n c i p a l  a -  



q u i ,  são a s  condiçoes de un ic idade  das s o l u ç õ e s ,  e  a  d e f i n i ç ã o  do 

movimento em s u p e r f i c i e s  de descont inu idade  que s e  i n t e r cep t am.  U - 

ma so lução  t a l v e z  s e j a  a  u t i l i z a ç ã o  do c o n c e i t o  de escorregamento 

de ordem s u p e r i o r ,  apresen tado  em 110 / . Essa noção apa rece  quan- 

do s e  f o r ç a  o  s i s t ema  a  e s c o r r e g a r  em s u p e r f Z c i e s  de dimensões ca - 

da vez menores,  com o  i n t u i t o  de melhorar  o  regime t r a n s i t ó r i o .  



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS COM SEGUNDO MEMBRO D E S C O N T ~ N U O  

Considere-se  o  s i s t e m a :  - = f ( x , t )  d t  (.I-1 

onde ,  

f  = 

sendo : 

f i  : G X  ( t l , t Z )  4 R 

x , t  f + t )  

CONDICAO A 

A função f  s a t i s f a z  à condição A s e  e  sÕ s e ,  \d i ,  

f i  é uma função mensu ráve1 ,de f i n ida  quase em toda  p a r t e  num dom? - 

n i o  Q ( a b e r t o  ou fechado)  do espaço dos ( x ,  t )  , e  p a r a  um compacto 

a r b i t r á r i o  D 2 Q , e x i s t e  uma função A ( t ) ,  f i n i t a  quase  em t o -  

da p a r t e ,  t a l  que quase em t o d a  p a r t e  em D 

Diz-se  que f  s a t i s f a z  à condição R em uma r e g i ã o  



a 

Q ( a b e r t a  ou fechada)  do espaço dos ( x , t )  s e  e  só s e  'd i ,  f i  e  

d e f i n i d a  quase em toda p a r t e  em Q ,  é mensurável ,  e p a r a  qua lquer  

compacto D c (! , e x i s t e  uma função i n t e g r á v e l  R( t )  t a l  que ,  qua 

s e  em toda  p a r t e  em D t enha-se  : 

TEOREMA 1-1 - S e j a  a  equação 1-1, onde f s a t i s f a z  ã condição R .  

Então,  p a r a  uma condição i n i c i a l  a r b i t r á r i a  x ( t o )  = a  , 

( a ,  t o )  E G X ( t l ,  t 2 )  , e x i s t e  uma so lução  de 1-1 s a t i s f a z e n d o  a  e s -  

s a  condição i n i c i a l ,  e  d e f i n i d a  no i n t e r v a l o  [ to -d , to+d]  , onde d  

é t a l  que ,  o  c i l i n d r o  de dimensão ( n + l )  

e s t á  i n t e i r a m e n t e  s i t u a d o  em G . 

TEOREMA 1 - 2  - S e j a  a  equação 1 - 1 ,  onde f  s a t i s f a z  2 condição B. 

Então,  qua lque r  so lução  x ( t )  de s sa  equação é pro longãve l  no i n  - 

t e r v a l o  ( t l  , t 2 )  , onde ou t Z = + m  , ou p a r a  t + t 2 - O  tem-se uma das  

t r ê s  a l t e r n a t i v a s :  

a  1 I ! x ( t ,  l l -. - 
b) p -. O (p 6 a  d i s t â n c i a  do ponto ( x ( t )  , t )  5 f r o n t e i r a  de O) 

c )  
1 

l i m  I l x ( t )  1 1  C - , l i m  p > O  , l i m  ( 1  l x ( t )  1 1  + = 

Observação: Se o  domínio $ é fechado ,  en t ão  o  caso  c )  6 impos - 

s i v e i ,  mas no c a s o  b )  , l i m  x ( t )  = b  e x i s t e ,  e  o  ponto  (b , t 2 )  e s  - 
t + t 2 - O  



tá na fronteira de Q . 





( ( t )  na  so lução  de (11-2) . 
I n t u i t i v a m e n t e ,  f  6 e s t á v e l  em r e l a ç ã o  2 medida s e  

.. 
qua i sque r  so luções  das  equações (11-1) e  (11-2) , s a t i s f a z e n d o  a s  

mesmas condições  i n i c i a i s ,  permanecem a r b i t r a r i a m e n t e  próximas,  em 

qua lquer  i n t e r v a l o  f i n i t o  p o s i t i v o  de tempo, sempre que sup  ! 1 ~ ( t )  [ 1 
n e s t e  i n t e r v a l o  s e j a  su f i c i en t emen te  pequeno. 

DEFINICAO 11-1 : Um campo v e t o r i a l  f  , p a r a  o  qua l  uma so lução  - 
O c l ~ s s i c a *  de 2 = f ( x )  , com condição i n i c i a l  x  , e x i s t e ,  é d i t o  

s e r  e s t á v e l  em r e l a ç ã o  ã medida s e ,  dado E > O  e  T>O f i n i t o  , 

3 6 > 0  t a l  que ,  sempre que 5  s e j a  uma função mensurável em [ o , T ] ,  

com v a l o r e s  em R" , e  norma menor do que 6 , para  a  q u a l  uma so- 

lução  cor respondente  u (no s e n t i d o  c l ~ s s i c o * )  de ? ( t ) = f  ( x ,  t ) + ~  ( t ) )  , 
o  com x (0 )  = x  , e x i s t e ,  em [o,T] , en tão  I ! $ - Y / ]  E , sendo 

onde e s s  sup 1 lg(x)  1 1 = i n f  { sup !g (x )  I  ! I  ( e s s e n c i a l  su-  
X E  A Z C A  X E A - Z  

ri (Z)=O premo de g em A) 

TEOREMA 11-1 - Se f  6 e s t á v e l  em r e l a ç ã o  à medida, en t ão  t oda  

so lução  c l á s s i c a  é uma so lução  de F i l i ppov .  

Se f  é e s t á v e l  em r e l a c ã o  5 medida, a s  so luções  , 

p a r a  t > O  , do problema do v a l o r  i n i c i a l  da equação d i f e r e n c i a l  co r  - 

respondente ,  são  ú n i c a s ,  e  variam continuamente com a  condisão  i n i  - 

c i a l  ( pa ra  t > O ,  f i x o )  

* Uma função x , da v a r i á v e l  r e a l  t , é d i t a  solução c l á s s i c a  de 

11-1 , s e  é absolutamente  c o n t í n u a ,  s a t i s f a z  condição i n i c i a l ,  

e ,  quase em toda  p a r t e  : X ( t )  = f ( x ( t ) )  . 
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