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Este trabalho é um estudo de sistemas de controle Ótimo, dis- 

cretos no tapo, nos cpis o controle é restringido pelo estado do sistema. 

Inicialmente é feito um desenvolviniento rigoroso de condições 

necessárias e suficientes que devem ser satisfeitas pela solução Ótima, usando - 
-se para isto &todos de programação dinãmica. mi seguida 6 apresentado o "prin - 
cípio do m&iniot' discreto dado por Canmn, Cullum e Polak [ 6 ] . Exanplos são da - 
dos, mostrando que o "princípio do &imo" usual não é satisfeiw para problemas 

com controles restringidos pelo estado. É formulada então uma "hipotese de in - 

clusão" mostrando uma classe de problemas que satisfazem o "principio do &im" 

usual. 

Por Últim o teorana de FYitz-John é aplicado para obter m- 

di*s necessárias para problemas am restrições da fonna R(x,u) - < O e um 

"princípio do &irno mdificado" é apresentado. I? mostrado ainda que sistemas 

lineares positivos, frequentemente encontrados gn econcania, satisfazem o "princí - 
pio do Gim modificado". vários exqlos resolyidos cm detalhe ilustram o tex - 

to. 



Tkis mrk  is a study of discrete optimal control problennç i n  

which the control is restricted by the state of the systm. 

Ini t ia l ly ,  a rigorais self mntained developent of necessary 

and sufficient conditions is given through dynamic programning. This is followed 

by a d w e l w e n t  of the discrete maximum principle, presented i n  the manner of 

Cannon, a i l lum and Polak [6 1. Exmples are g i m  to sbw tha t  the maxinnm 

principle usually does not hold i n  the case of state oonstrained oontrols and an 

"inclusion hypotheses" is given, dmns t ra t ing  a class of probleíns where the 

usualmaximum principle is valid. 

The F'ritz John Theorem is then applied to obtain necessary 

oonditions for pmblms w i t h  mnstraints of the fonn R(x,u) O and a - 
mdified IMxirmnn principle is defined for  this class. It is sbwn that linear 

positive s y s t m  of a type frequently encountered i n  econcnnic systenç sat isfy 

the d f i e ã  maximum principie. A number of detaileã v l e s  are given through - 
out the text. 
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O nosso trabalho visa a resumir alguns resultados importantes e 

a fazer algumas exten&s da moderna teoria de otimização de sistanas no tempo 

discretos, particularmente no que se refere a oondiçÕes necessárias e suficien- 

tes que devem ser satisfeitas pelos sistemas cm controles restringidos pelo es - 
tado. Usms para isto os fonnalistios de programação didca, programa60 ma- 

- 
tdtica e controle Ótimo. A referência principal para programaqão dinâmica e 

o livro de Bellman [l] e para programação matdtica e controle Ótimo o livro 

de Canon, Cullum e Folak [6] . A teoria na Última referência é paralela 5 de 

controle Ótim contho, diferindo em certos pontos. Estistem algumas dificulda - 

des em sistemas discretos que não t m s  em sistemas contbuos e, por isso, o 

"princfpio do &irno discreto" está atrasado em relação ao "principio do I&&O 

contí-nuo" cerca de dez anos. 

W capitulo I, terios uma apresentação de programaqão dinâmica de - 

vida a M e  [15] , onãe conseguinos mndiçóes necessárias e suficientes. Dois 

'exanplos ilustram o desenvolvimento da teoria, este feito sob condiç6es bastan- 

te gerais. E: exigido apenas que o conjunto de estados X seja subconjunto de 

um grupo mnutativo. Na realidade, no desenvolvimento original feito por Leake, 

o conjunto de estados X podia ser qualquer. No entanto, preferlmos restrin - 
gir um pouco as condições para melhor identificação can os prÓxhos capltulos . 

No capitulo 11, apresentamos primeiramente o problana de contro - 
le ótim cun cowexidade direcional e o teorema do "princxpio do máximo1' dado 

por Canon, Cullum e Blak [6], que dã qndiç6es necessárias para a soluqão õti- 

ma. E feita então uma conjectura e, a seguir, exemplos de problemas de antro- 



l e  ótinio com os controles restringidos pelo estado são apresentados, mstrando 

que este principio do &im não é satisfeito em geral, para problemas deste ti - 

po. A partir disto, sugerimos condições necess&ias para o pmblana de contro - 
l e  ótimo com comacidade direcional e onde os controles são restringidos pelo 

estado. Um acmplo ilustrativo é apresentado rio final. 

No capítulo 111, apresentams um problema de controle Ótimo on- 

de o conjunto de restrição dos controles é dado por uma relação da forma 

R ~ (  xi,ui ) 2 O . Çugerims um "principio do &im" para este tipo de prdole - 

ma e mostramos condiq6es em que ele  é satisfeito. 

Seguem-se algumas conclusões e o a w i c e ,  onde são apresenta - 
das d e f i n i e s  e teormas que, de uma forma ou outra, são utilizados no texto. 



5 1 - Apresentação 

Neste capítulo temos uma apresentação de programação dinâmica. 

~studams o problana de controle Ótirrio por realimentação, Conseguimos condi - 
@es necessárias e suficientes para a solução Ótima. Os conjuntos: de estados, 

de aontroles, de movimento - e o alvo podem ser totalmente arbitrários. Entre- 

tanto, ao trabalhamos can um sistema dinâmico discreto da forma I 

= f. (x ,u. ) tanos de fazer a restrição de que o conjunto de estados 
'i+i- 'i i i i 

seja um submnjunW de um grupo cumtativo. 

Seja Z representando o conjunto dos números inteiros, - E o 

dos números reais, X um conjunto de estados arbitr&io* não vazio, U un 

conjunto de controles arbitrário não vazio, G c X x Z um conjunto de =i- 

mento arbitrário & vazio e S c G um - alvo arbitrário não vazio. 

Estudaremos o sistema 

onde xi E X , n é tenpo inicial, 

v:G/S- U uma lei de controle de realimentação 



A solução de (1) é notada por 

Para enfatizar a arbitrariedade da natureza do estado de partida 

e para simplificar a notação, nÓs muitas vezes identificanos xn = x .  V m s  çu - 
por por razões físicas que para cada ponto (x,n) E G/s ha um certo çubconjun- 

to não vazio un(x) cU , subconjunto este no qual estão obriqados a . m e -  

ter os valores dos controles. A l h  disto, para distinguir aqueles valores dos 

controles que asseguram que o próxim passo do movimento está no conjunto de mo - 
vimento, definimos para cada (x ,n) E G/S 

Nós dizemos que u m  lei de controle por realimentação v é ad - 
miss~velseesõse vn(x) €Un(x) paratodo (x,n) EG/S , ecpalquernwi - 
mento ( xi(v),i ) que amqa m G alcança S m um número finito de pas - 
sos sem deixar G. Na realidade, da definição de admiss?lvel 6 necessário que 

v ( x )  E Qn(x) , visto que foi exigido que o passo do marintento tambén esteja n 

en G. Deste nodo, todos os conjuntos SI, (x) d w m  ser não vazios para que con - 
troles admissíveis existam. Ein muitos casos encontrados na prática, a condição 

é tanib&n suficiente. Por exgnplo: 

Lema 1-1 

Se G é limitado çuperionnente em Z (i.e. existe n tal que 



v éadmissível <=> vn(x) E Sln(x) para todo (x,n) E G/S C X X  Z 

Sob as condições assmidas, todos os movimentos que w m n  em 

G devem deixar eventualmente G, mas samente o @em fazer via S. 
O 

Se v é admisshel, o tanpo final 

Para qualquer lei de controle admissível v, e (x,n) E G o - h- 

dite de perfomce de v é dado por 

onde Ai e fi são funções reais. O pmblema en questão é então o 

Problema de controle por realimentação : Ache a i-ão VO : G -, E e uma admis - 
sivel lei de controle por realimentação v0 : G -, U tal que para cada (x ,n) E G 

V! (x) = min Jn(x,v) = J~(X,V~) 
v admissivel 

Estabelecereínos que se VO existe e a minimizaqão abaixo indica- 

da conduz a um controle admissivel, então as condições necessárias e suficien - 

tes para otimização são as 



a) vn(xn) = min (x +f (x ,u) 11 
u E n n ( x )  

L ( n t U  ) + 'n+~. n n n 

Se v é tal que o mhimo en u de f i  (x,u) + Vdl (x+fn (X ,u) ) 

existe para cada (x,n) E G/S , este pode mrrer en um ou mais pontos u E nn (x) . 
V m s  especificar unicamente um destes cano u0 = v, (x ,V) . 

ma função V : G -+ E é dita uma candidata se e SÕ se 

v = A n x  en s 

Existe uma função minimizadora vn (x ,V) associada a ela 

v ( ,V) é uma admissível lei de controle por realimentação. 

CondicÕes ~ecessárfas e Suficientes 

Primeiro indicaranos um método s i s td t i ao  para calcular o hdi- 

ce de performance en G para qualquer admissivel lei de controle por realimen- 

tação v. 

Se v é admissXve1, então W é a fuqão de perfomce de v , 

W, (x) = Jn (r ,v) , en G se e EÓ se 



Primeiro asçirmimos W = J ( v .  TQnando adiante diferenças ao 

longo do mvimento enquanto usamos a l e i  de controle v, 1-6s tgl.ios para cada 

( x ,n) E G/S e x = xn = xn(v) 

e t e i o s o h n  a) . ~ambenpara ( x , n )  E S ~BTDS n j N  - e I ~ ~ ~ ( x ) ~ ( x , v ) =  

= An(x) O que implica o íten b) . 

Asscmimos agora a) e h) . Se (xi(v),i) é um mimento ccrne - 
çando gn (x,n) E G/S então 



e trivialmente tenos Wn(x) = Jn(x,v) se (x,n) E S . 
O 

0bservaçk : - Note que a) e b) satisfazem as mndiqÕes de Bellman excetuan- 

do-se a minimizaqão . 

Vamos mstrar agora que se VO existe, então vO, é uma d i -  

data e existe uma funqão v( ,v0) que é uma admisshel lei  de controle Ótim 

p r  realimentaqão . 

Lema 3-1 

Se v0 existe, então .v0 6 uma candidata e V! = Jn (x ,v ( ,vo) ) 

para todo (x ,n) E G . Eh outras paiavras, se VO existe, então minimizar 

$ (x,u) + (X + fn  (x ,u) ) nos conduz a u m  lei de controle Ó t i m o  v ( , v O ) W O .  

.Se VO existe, então hã uma admissível lei  de controle por rea- 

limentaqão v0 tal que V! (x) = J~ (x ,v0) en G. Fica claro da definição cnie 

V: (x) = \ (x)  en S. Vamos mostrar agora que para qualquer (x,n) E G/S , vi(x) 

minimiza f 0  (X ,u) + VMl (X + f n  (x,u) ) de tal forma que podams colocar v ( ,v0)= n 

= v0 . Suponhamos o contrário, que existe 

(x*,n*) E G/S e u* E (x*) tal que n* 

mas pelo Lema 2-1 , isto implica que 



e isto leva a uma contradição, pois isto implica que o controle 

satisfaz a Jn, (%*,v*) < v;*(x$). Segue que podms colocar vn(x,v0)%. (x) 

Teorema 1-1 

Se VO existe, então 

vn(x) = V: ( x ]  V é um candidato e satisfaz às condi@es de Bellrnan. 

m. - 
=D 

Se VO : G -+ E existe ,então pelo Iana 3 , VO é uma canãidata e 

tamb& é uma candidata e 

vn(x) = v ~ I  = min Jn(x,v) = * 
v admisslvel 

mas então pelo &ma 2, tiemos que 

- - min [c (x.u) + vmi (X + in(x,u) )] en G/S 
u E Rn (x? 



logo V é uma candidata e satisfaz as condiç6es de Bellman 

V: (x) -vn(x) = min 
v admissivel 

- - min 1 1 - f: (xi (v) ,vi (xi) + vi+l (xi+fi (xi (V) ,vi (xi) ) ) - 
v admissivel i=n: 

CQTY) V é uma candidata, v( ,V) é admissivel, e as condições 

de Bellman rios dizem que 

tm um dnim igual a z e m  para cada (xi (v) ,i) m longo do nwimMM. Segue 

Se o conjunto de nwimenia G é limitado en n e se VO exis- 

te, então V : G -+ E é igual a VO se e só se 



i) vn(x) = min Lfi (x,u) + v,, (x+in(xtu))] en G/S 
u E nn(x) 

Se v=Vo , então pelo Teorema 171, V satisfaz as condiq6es de 

r 7 

VN(x) = hN(x) en S já que G é limitado superiormente en n. 

u= 
Agora, se i) e ii) são satisfeitos, então, pelo lem 1-1, v é 

amniss~vel, então V é uma canãidata e pelo Teorema 1-1, t a s  que V = V' . 
0. 

i? dado o sistwa dinâmico x ~ + ~  - xi = u i e mais 

N-1 
J (X ,V) = 1 vi (xi) - xib) cxm o conjunto de restrições para os controles, 
n n i=n 

sendo Ui(xi) = U/ 0 2  u - < Xi 1 e o alvo S = E é dado ainda que n=O, 

N=4 e xo = 1 . Pede-se para achar uma lei de controle por realimentação que 

minimize Jn (x, ,v) . 

solução 



Na nossa notação, tanos : 

fi (xi,vi (xi) = Ui 

£i x v v x v 1 ) = vi (x,) - Xi (V) 

x ( x ) = O .  i i 

As ecpqÕes de Bellman para o problema são : 

Vi(xi) = min C u - xi + vi+l 
0 - _ u : x i  

Para i=4 ,  &mos 

V4(x4) = O já que A4(x4) = O 

para i=3 ,  temos 

v3 (x3) = min [u3 - x3 + v4(x3  + f 3 ( ~ 3 t ~ ) ) ]  = 
0 2 u3 2 "3 

- - min [u3 - x3 + O 
O<u3 < X - 3 

I = 



para i=2 , temos 

min u - x 2 + V  (X + f 2 ( x 2 + ) )  - L 3 2  1 - 

min 
< 2. x2 - 1 - 

para i=1, teros 

min 

- 1 -  

- - min L u1 - x1 - 2x1 - 2u1 1 = 
O < U 1 < X  1 



Para i = O ,  tanos 

v0 (x0) = min ~ u o - x o + ~ l ( ~ o + f o ( x o , ~ O ) )  = 
o < u  < X  - 0 -  0 

J 

- - min - x + v2(xo + uo)] = 
o < u  < x  1.0 o  
- 0 -  0 

- - min 1-3uo - 5x0 1 = -8x 
O ~ U o L X  O 

O 

0ar0 xo = 1 , temos então 

v; (x2) = u2 arbitrário , fazemos então u2 = 1 

x 3 = x  2 + u 2 = 4 + l = 5  

x; ( x 3 )  = u3 = O 



Termos então uma lei de controle Ótim por realimentação v0 , 
tal que 

para a correspondente tra jetÓria 

Nosso prÓXun0 exemplo é um problana que foi abordado diferente- 

mente por Bruckner e Wu [ 3 ] e por Ieake e Mchardson [16 ] . Usareros a &r - 
dagem deste Último, já que ela é condizente ccm a teoria até d o  aqui desen- 

volvida. A apresentação deste exemplo se justifica pelo fato de ele ser reto- 

mdo adiante para estudo da verificação do principio do &imo. 

Exemplo 2 

Dado o sistema dirkico 

onde 

Estmios interessados en maximizar . Fazaios então 



o aspecto interessante aqui é o conjunto Ui ( x )  = ni ( x )  que é 

dado por 

6 s  escolhemos maximizar gn vez de minimizar neste problema para 

pennitir iana fácil caparação m o exanplo eshidado por Bruckner e Wu. 

Para i = N-1 , nÔs t m s  



0 1 
v~-l (XN-1) = O (Na realidade, é arbitrário ) 

Para i = N-2 

Ián pequeno &lculo nos mstra que 



nos outros casos 

nos outros casos 

0 2 v (x) = -1 + 
N-2 

Considerarams agora o caso particular quando n = O, N = 2 e 

x = (x; , x;) = ( o r o )  
O 

Do resultado qera1,tams 

15 - ,; vO (x0.O) = vO ((0,O) ,O) = 2 + - - 512 

Alh disso, tarios 





C A P Í T U L O  I1 

5 1 - Apresentação 

Neste capitulo, d m s  primeiramente o problema que é chama- 

do por Canon, Cullum e Polak [ 6 ] de problema de controle Ótimo m mnvexidade 

direcional, e o teorema do "princípio do m&im" por eles formulado. Em sequi- 

da, é feita uma conjectura a respeito da validade do "principio da mãxbo" para 

problmas de controle Õtinio can controles restririgidos pelo estado. Três exm.- 

@os mostram que este "princípio do m&imo" não é en geral satisfei*, para pro - 
blemas deste tipo. Formulams então o que chamamos de "Higtese de ~nclusão",e 

mostramos que acrescido desta hipótese, o problena de controle Ótimo ccsn m e -  

xidade direcional e contyoles restringidos pelo estado satisfaz o "principio do 

lT'&&mn. 

5 2 - Principio do Máximo 

(2) Problema lado um sistema d i d c o  descrito pela equação 

onde xi E E" é o estado do sistema m tanpo i , ui E E? é a entrada do sis - 
tema no tanp i , e fi é uma função fi : E? x Em t E" . ~ c i m  inia sequên- 

A 
4. 

tia de mntroles U = (Üo,5, . . . ,q,) e uma correspondente trajetória X = 

A . . . , %) que minimize a saoa 



onde : E" x E? - E . A minimização está sujeita a: 

U.  EU^ E i = O1l,...,k-1 
1 

xo E X = XI n xit  
O 

onde Xg = { x/g(x) O 1 
O O - 

x;; = { x/go(x) = o 1 

ccm : E " + &  

8 -h Elo q0 

Para ob-ão de mndições necess&ias, acrescentamos as hi- 

póteses. 

Hipóteses - 1 

A - Para i = O1l...k-1 e para todo u E Ui , as funções fi( ,u) : E" -h E" 

são continuamente diferenciáveis . 
Seja bo = (-l,O,O...tO) E e para i = O,l, ..., k-1 , defininos 



B-Para i=O,l, ..., k-1 eparatodo x E E ?  osconjuntos Fi(x,ui) são 

- rmnvexos i. e. convexos na direção bo (vide apêndice def .3)  . 

lo E? + Elk são continuamente diferen- E ?  + E e gk. c - As funç6es go . 
ciáveis e t& matrizes jacobianas a qO(x) e a gk(x) comp3sMd - 

a x a x 
no para todo x E Xo e $ respectivamente. 

D - Para todo x E Xl e i = 0 , 1,. . . ,k-1 OS gradientes das restrições ativas, 
j j V q. (x) , m j E Ii (x) = { j/qi (x) = O 1 , são vetores linearmente irde- 
1 

pendentes. 

(3) Teorma 1-2 (Princfnio do Máximo) 

Ci 

Se (fia ,Ü1, é uma sequência de controles Ótimos e 

(%,>íl,. . . ,X) é uma trajetória ótima para o problena-1, dado em (2) , então exis - - 
tem vetares po ,pl, . . . ,% en E", mltiplicadores Ao, X , . . . , Irli X com XiEE k - f 

satisfazendo Ai F O, po 
I0 - E E  e Fik E E% e um escalar p0 - O tal que: 

Os vetores pi satisfazem a equação 
T T T 



M conjunto de partida Xo a conlição de transversalidade 

T 

é satisfeita . 

M a m j u n b  final a oindição de transversalidade 

T T 
agk (Xk) 

.= [ é satisfeita 
a x 

Para i O,l,...,k-1 , o hamiltoniano 

Se tarios um problana de controle Ótimo formulado exatamente 

am> o pmblaiia-1,dado en (2), SÕ que os conjuntos de restrição dos valores dos 

controles , Ui, não dependa -te Cio tapo i mas tambén do estado do siste- - A 

ma m t a p o  i i.e. Ui(xI), pergunta-se: será que a solução Ótima, U e  X, de 



um problema deste tipo satisfaz .o princípio do niáximo (3) i .e. o Hamiltonim 
L 

e rraximizado para Ü para todo ui E Ui ff i) ? disto, se derivms des 
i .  - 

te problema um novo , onde Ui = U (2 ) , pergunta-se se a nova solução, i.e. , a i i 

do problema derivado, U* e X*, 6 igual 5 solução Ótima do problema original. 

mstranms com exemplos que an geral o "principio do &imo" 
I 

não 6 satisfeito. 

O Problema Original 

Consideranos o sistema dinâmico descrito pela equação 

cun xi E E , U. E E r onde queras minimizar 
1 

Sujeito a : 



então 

então 

onde mi 
qi 

: E + E  

então 

Xi = { x / ~ x )  2 o 1n E = E 

Os conjuntos de restriqão dos controles são: 

[ l ,  se x=l  
ul(x) = 

se x f l  

 mos então a solução. 



Ora xo= O e uo E UO(x) i.e. u0 E [-1,1]~ C m  xl= 

= u t m s  que ul depende diretamente do valor de uO. Se uo = 1 então 
O 

x = 1 e ul E [-l,l] e amo queirnos minimizar J(X,U) esoolhms obvia - 
1 

e logo . u1 = 2 e o valor minim=, conseguido é J(X,U) = 1 , isto quan- 

do uo = -1. Iogo a soluç~ ótima 6 dada por zo = 0, Üo = 1, X1 = 1, X2 = 

= X + Ü1 = 1 + (-1) = O ; então m Ü2 = 3 obtms P3 = P2 + Ü2 = O + 3 = 1 

c. 

ConseqÜentanente, U = (1,-1,3) 6 uma seqhcia de controles 
a a - 

Ótimos, X = (0,1,0,3) é a sequência de estados correspndentes e J(X,U) = 1. 

O Problema Derivado 

T m s  o sistema dinâmioo descrito pela equação 

m x E E, ui E E onde quereros minimizar i 
2 

Sujeito a 

x E XO = {O} o 

x E,X3 = 131 3 

x .  E Xi = E i=1,2 
1 

~l& disto, tenos os conjuntos de restrição para os contro - 

les : 



 emo os então a solução 

Serdo xo = O e mn, paiemos tanar uo = -1 tereios xl= 

= x0 + u0 = -1. Tenos que ul E U1 = 1 ] , logo se tOIMm)s u1=-1 obtemos 

J (X,Ui  = -2. itqo, a soluç% Ótima do p r o b l e ~  derivado é dada por xg = O , 

u* = -1 , x i  = -1 , u* = -1 
O 1 , x$ = Y* + u i  = -1 + (-1) = -2 1 ; então um 

"4 = 5 obtemos x3  = x* + u$ = -2 + 5 = 3 . 2 

(BnseqÜentemente 

U* = (-1 ,-1,5) é uma s e q u k i a  de controles Ótinios para o pblesoa derivado, 

X* = (0,-1,-2,3) uma correspondente trajetória Ótima e J(X*,U*) = -2. 

Mostrms agora que a solução ótima do problema original , .. .. 
X e U , não satisfaz o princípio do m & i m  (3) . 

deveria ser minimizado por Üi para todo ui E ui (Pi) C C ~  U = (1 ,-1,3) 



Desenvolvendo o Hamiitoniano para i=O ,1, 2 , obtenios 

Mas conm no nosso problema temos 

af (2 Ü 
então i i = O  

a) fi (xi,ui) = ui 
a x 

asi 
C) qi(x) = 0 então = O 

a x 
ag (2 

então O O = 1  

ag3 ($1 
então = 1 

disto 

Então, de d) , tenios 



Então , de c) e e), temos 

Observando então as equações (4) do Hamiltoniano, v m s  que 

6 teria que minimizar 2 

imp, se i$ = -1 maximiza 

H ( ~ ~ ~ u ~ ~ P ~ ~ P ~  t 1) = pOul 

então p0 = -k k>O pois u1(P1) = L-ltl ] 

mas então = 1 M o  maximiza 

~ ( ~ , u ~ , p ~ ~ p ~ , 0 )  =pouo=-kuo k>O 



pois uo(P0) = [-l,l] 

Vale ressaltar que a minimização do Hamiltoniano não se dá , 
mesno sendo convexos os conjuntos 

com o são, no caso, estes conjqtos no nosso problma, pois sendo 

então 

então 

que são convexos 



O Problema Original 

Consideram aqra o sistema dinâmico descrito pela equação 

x i+i - 'i = - 2 i=O ,1 

am x. E E , ui E E, onde quermos minimizar 
1 

1 

Na nossa nota@), temos: k=2 , f. (x.,u.) = ui-2, f~(xofuo) = 
1 1 1  

= u e f:íxl,ul) = 0 
O 

"b xo E XO = X;J r\ Xit onde g : E -r E 
O 

go : E - E  

x I+ x-1 

m2 x € X 2 = X ; n 3  onde q2 : E - E  2 
x » O  



então 
X2 = E 

x 1 E X ; = X ~  E onde ql : E + E ml 

então 
Xl = E 

O s  conjuntos de restrição dos controles são dados pr: 

T ~ S  então a solução 

Cem, xo=l , tanos xl = 1 + uo - 2 = uo - 1 onde uo E UO(xO) = U O ( l )  = 

= lu/0<kl3 - - se escolherios uo E [O ,1) então xl < O e amsec[uentanente 

u1 (xl) = fl O que não pode acontecer logo, fio = 1 e Pl = O. Teros então 

n q E ul(X1) = U1(0) = I01 logo, u1 = O  e X 2 = X  1 + C 1 - 2 = 0 + 0 - 2 = - 2 .  

O Problema Derivado 

T a s  o sistema dinâmico descri- pela equação 

mm xi E E ,  U. E E onde querertios minimizar 
1 

7 



= O 

Sujeito a 

Al& disto, tarios os conjuntos de restrição para os controles: 

Terrios então a solução 

Sendo x: = 1, podemos toMi- ug = O já que 20 a possibilidade de Ui se 

tornar vazio cono no problaoa original, pois U1 = {O) está fixo. Continuando 

teros xf = x$+ug-2 = 1+0-2 = -1 e u f = O .  Logo, xq=xf+u*-2 1 = 

= - 1 + 0 - 2 = - 3 .  

Então 

U*= (0,O) X*= (1,-1,-3) 

e 

J(X*,U*) = O 

Mostremos que tam&n aqui a solução Ótima do problema original, 
.5 .. 
X e U, não satisfaz o princfpio do m k i m  (3) . 

Temos o Hamii~niano 

.. .. 
que deve ser minimizado por ui para Mdo ui E Ui (Xi) , a x n  U = (1 ,.O) 



Desenvolvendo o Hinniltoniano para i=0,1 , o M m s  

Mas cxxno no nosso problema temos: 

af i (Ei ,ci) 
a) f. (X .u.) = Ui - 2 então = O l i 1  a x 

i=O af! (Xi,Üi) 
b) I!(X..U.) 1 1  1 =t então = O 

i=l a x 

aso (2,) 
então = 1 

ag2 (r2) 
então = O 

a x 

Mas aanio T 

Al&n disto T 



mtão de d), t a s  

~ n t ã o ,  de c) e e ) ,  temos 

De (13) e (14) tms que p0 = k k O já que p0 , ~ ~ , p ~ ,  

Po"'2 M o  são todos nuios . Mas então C. = 1 não maximiza 



O nosso problema agora é o me- do exemplo . Z  do capitulo I. 

T m s  o sistema d i d m  dado por 

m xi = (xl ,r?) E i ui = (u: ,u:) E , onde queras minimizar 
i 1 

J ( X , U )  .=  4 x1 - u 2  i i i = O  

Na  nossa mta~ào  tems &o: 

4 1 

Sujeito a : 

xo E XO = X;) r\ x; mo onde qo : + E 

x » O  

e então 
xo = {(0,0,1 

Alh disto 
m2 onde q2 : -r E 



e então 
x2 = E2 

x E x ~ = x ~ ~ E ~  onde 
*2 

1 
q1 : I32 -+ E  

x * O  

e então 
Xl = 

0s conjuntos de restrições dos controles são: 
.. 

Clnrio vinios no capítulo I, uma solução ótima do problema é: 

V e j a s  agora se o princípio do máximo (3) é satisfeito. 



Mas no nosso problema temos: 

1 - x! - u2 ) entio 4 1  i 

af!  ( i .  ,ü. 
1 1 1  

-..a$? ( i .  ,Ü. ) I 1 1  1  

C) qJx)=O então 

af: (i ,  .üi) 

então 



mas T T T 
afi(?i.Üi) -J a f!&Úil] + [ aqi (li) ] li - +pO [ , i=O,l Pi pi+l = [ 

a x Pi+i a x a x 

alén disto 

e mais T 

Então, de c) e e), temos 

(16) Por outro lacb, cano g2 5 O temoç p2 = O. Consequentanente, se ti- 

v e m ~ s  po = O en* de (13) , (14), (15) e (16) teriamos 

- - .P,=pl-P2-po=O e p 2 = 0  

o que resultaria num impossibilidade, já que PO, por p1 ,p2 , p ,p não são to- o 2 

dos nulos. Então, tcanams p0 = -1. Segue-se de (13) que 



mas de (15) taios que p; = p: = O logo, segue-se que p; = p: = p; = O , e de 

(17) segue-se que 

Tanos então que o Hamiltoniam se reescreve aanio 

Lgnbremos que 

iksem~olvendo o Mamiltoniano para i=0,1 t m s  

que é maximizado para ui = 1 e u1 = -1 
O 

e 

17 que é maximizado para u2 = 1 - - 1 512 e ui = -i 

Logo, novamente a sequência dos controles Õtims 



9 4 - Condições ~ e c e s e i a s  para o Problena om Ui (xi). 

Queremos agora estabelecer condições necessárias para o prohle - 
m a  -1, onãe os aonjuntos de restrições dos valores dos controles dependem tcrmbém 

do estado. Reescrevemos o problema -1 cam problema -2 e fonmilamos a hipótese 

de inclusão gn (23) . 

(18) mtoblana -2 . Dado um sistema d w o o  descrito pela equação 

- x  = f  (x u )  'i+l i i i ' i  i = O , l ,  ..., k-1 

onde xi E E? é o estado do sistana no t m p  i, ui E I? é a entrada do siste- 

mano t apo  i ,e fiumafunção 

fi . E " x E . + E ?  

6 

Achar ma sequência U = (Üo ,Ül , . . . e uma correspondente 
LI 

trajetória 2 = (x,xl,. . . ,i$) que minimize a sana 

onde fi : E" x 9 -r E . Arninimização está sujeita a: 



Cabe aqui observar que a Única diferença entre o probléma -1, 

fomlado an (2) e o problena -2, formulado (l8), é que os conjuntos de restri - 
ção dos controles dependentadGh do estado i. e. Ui (xi) . 

Para obtenção de condiçiks necessikias acrescentamos as hipÓ - 

teses. 

(19) A - Para cada i l...,k-l e W o  u E Ui(xi) as £unções 

são continuamente diferenciáveis . 
Seja bo = (-1,O ,..., 0) E dH1 e para todo i=Oll,...,k-1 , 

defininios . 



(20) - B  - Para i = O , l . . , k l  e para todo x E E" , os conjuntos 

são bo - mnvexos Wide ap%dice, Def. 3) . 
l k  

(21) C - As funç6es go : E" + Elo e gk : E" -+ E si% mntinuamente dife - 
a ~ J X )  a g k ( ~ )  

renciáveis e t&n matrizes jacobianas e am pos- 
a x a x 

tom&dm para todo x E Xo e x E % respectivamente. 

(22) D - Para todo x E Xi e O , 1 , . . . k os gradientes das restrigões ativas , 

o 4 (x) , con j E (x) = j/qi (x) = 01 
1 

&o vetores linearmente in- 

dependentes. 

Hipótese de inclusão 

Se X = ( 2 ,  il , . . . ,<) é u m  trajetória ótima do problena for- 

Observemos que o mnjuntn de Kipteses -1 é igual ao conjunto 

de W t e s e s  -2 a menos dos conjuntos de restrição dos controles Ui (xi). 

No conjunto de Hipóteses -2 Item B, a exigência dos conjuntns 



Então tenios 

Por sua vez, na *tese de inclusão podemos observar que, se 

ui (x I )c  ui ("1 para todo xi E xi então F~ (rirui (Xi)) C F~(X~,U~ (Xi)) para 

to3a xi E Xir e esta Última relação implica (23). Iago t&bms outras manei- 

ras de fomlar a hipótese de inclusão. 

(24) Teorema 2-2 (Principio do Máximo) 

Se (to ,Cl , . . . ,i$ - 1) é UM sec(uência de controles Õtws e 

(Xo, a,, . . . , $1 é uma trajetória correspondente para o problema de controle Óti- 

m descrito m (18) , então existen vetores p0,p1,.. . ,% em E?, multiplicado - 
res AoJl, ..., A arn Ai E Emi satisfazendo Ai O i=lr2r...k r k - E E i0 

v. 
lk O 

e i i k E E  e um escalar p - < O tal que: 

Os vetores pi satisfazen a equação 

M conjunto de partida Xo a condição de transversalidade 



No conjunto final I$ a condição de transversalidade 

Para i = O , ,  . - 1  o HEaniltoniano 

H : E" x E? x E x { O , l , .  . . ,k-1) + E 

( x. u, p, por  i ) + p0 fe(x,u) +(p,fi(x,u)> 

satisfaz a condição de m k i m  . 

H (zi .ci l~i+l rpO r i )  - > H ( ~ ~ ~ ~ ~ , P ~ + ~  ,p0,1) para todo ui E Ui(zi) 

A esta Última relação nÓs nos referinios ccario "principio do 

~ 1 1  

observação 1 - No teorana uk = O sanpre que gk i 0. 

observação 2 - O princípio do m k i m  formulado aqui é exatamente o n i e s r ~  que o 

formulado em (31, s6 que se exige (23). 

Para daronstrar o teor- 2-2, primeiro transfommms o pro- 

blema-2, dado an (18) , em um problema de programação matk t i ca .  A seguir intru - 

duzims um conjunto Q' que será usado can a extensão do Teorema Fundamental 

(Wde apêndice, Teorana 3) . Por Ú l t i n o  , mstramx que o conjunto C (2, Q ' ) é 

uma aproximação &ca do m n  junto n ' em 2 (Vide apêndice, def . 11) . 



Transformemos então agora o pmblana de controle Ótimo dado 

en (18) em um da forma do problema bãsico (Vide apêndice , def .4)  . 

Para i=Oflf...fk-l seja v. = (v~,vi) E fll onde vi = 
-1 

1 2  n = (V V. , . . . ,V E E". ntão a equação i' i i 

Finalmente seja 

pode9nos então definir as fungões f e r e o conjunto de restrições R m: 

(28) n = r z = (xot~l, . . ,S<+,~Y~,- ,v / xi E X; , i=O,l,...,k -k-1 

e v. E F (X U (X ) )  , i=O,l ,...,k-1 1 
-1 i i ' i i  

Assim em n os s estão restringidos p r  xi€ X; e pg 



x. E x1 e ui E U (X 1. Iagol pela definição da fungo f teros 
1 i i i 

Introduzimos agora um conjunto R ' que será usado oahn a exten - 
são c'o Teorana Fundãmental (Vide apêndice, Teorma 3) . 

x.. E X' , i=O,l,...,k 
1 i 

v. E co F~ (xitUi (xi) ) r i=O,l,.. . ,k-1 3 
-1 

O conjunto R' satisfaz as hipóteses da extensão do Teoram 

Flndamntal an relação a R, f e r. 

seja z* = (x*,x* . . . ,$,v*,v*,.. . ,v* ) E R' o 1' -0 -1 -k-1 

m s  arno os conjuntos F. i (x* i f i  U (x?) i são b mnvexos e ~1 r co Fi (x;,Ui (x;) C 
O 

C Emi i=~,l,...,k-l 

temos que existem 

3. E F  (x*U (x*)) i=0,11.=.tk-l 
-1 i i t i  i 

tais que 

B b  
-1 O 

r B'O - 



logo 
- 
v. .= V* e 9?..+v?o 
1  i 1  - 1  

EM% para 

- * 
z =  (x*,x* ,... ,"i:,iplt ..., V o 1 4-1 

"i: - gl- v;-1 

i q o ,  o conjunto 62' satidaz as hipóteses da &&o do Te- 

orena Fundamental an relação a 62, f e r. 

0 

a - < . I a  

~uponhanios que 2 = (*o,"t ~ ~ t ~ l ~ l t  

seja uma soluç% Ótima do problwa -2, dado en (18), i.e. ( o l l t . . . l  ) é uma k 
a 

trajetõria Ótima e c - = F ( 6  . m a  i = O ,  1, . . . ,k-1 
r i i  onde (UOtUl ,. . , u ~ - ~ )  

é sequência de controles Ôtimos. Além disto, assmimos as kipóteses dadas 

an (19) e (20). ~n&o o conjunim 



é uma aproximação Gnica do conjunto R ' an 5 (Vide apêndice, Def  . 11) . 

EIn primeiro lugar, devarios mostrar que C (5, n ' ) é um. cone 

convexo. Seja então um veb r  &o nulo 62 E C (5 ,R ' ) , e X>O - um escalar arbi- 

trârio, então 

então existe um E > O tal que 

E terosque para todo a E [ O ,  €3. ~n&o se tananos E l  = T  

para Mdo a E [ O ,  5 ]logo (30) é verdadeira. l%sms então, se 62 E c(2.R') en - 

tão X Ez E c ( ~ , R ' )  para X - > O 

que ele é convexo. Usando o  rema 
E ~ ( 2 ~ 0 ' )  se 62 '  e 62" estão em 

tãoem Ic(X,x;) mas- 

< V qi(i) ,6x;  + 6 x i >  = <V 

i.e. c(Z,nl) é um cone. mstremos agora 

2 do apêndice, m s t m s  que 62 ' + 62" E 

C Temsentãoque 6x; e 6xf es - 



Por outro lado, teros tanban 6v! e 1 pertencentes a 
-1 - 

R C (gi , co i?. ( 2 .  ,U (? . ) ) ) que é wa aproximação c6nica de primeira espécie (vi 
l l i l  - 

de proposição 2, apêndice) logo, um cone convexo. ~n&, pelo Teorema 2 do A - 

então, de (31) e (32) t m s  que 6 2 '  + 62" E c(S,R') , logo C(S,R')  é um 

cone convexo. 

FinaImente para toda coleqão finita {6z1, ..., 62 1 de veto - 
P 

res linearmente independentes an C (S ,R  ' ) temos que exibir um E > O e uma fun - 
ção continua 5 

Seja então 6z uma colqão finita de vetores li- 1 P 

nearmente independentes em C (2, R ' ) com 



onde 

(xij - 5 ) E R C (citco Fi(?.fU (2.))). OCrPD OS cones internos i - 1 i 1 

I c (2. ,x! ) e os cones radiais R C (Yi , co F (2 U (2 ) ) ) são aproximaq6es 
1 1  i i'i i 

&nicas de primeira espécie (apêndice, proposição 2, tarema 4) então para a 

coleção 1 6xilI &i*I . . . ,6x 1 de vetores linearmente irdementes en v? 
I ( 2  , x e para a mleção yil - ti xi2 . . . v - . de vetores lineannen -ip -1 - 
te ind-entes RC(c -i ~F~(X~,U~(X~))) então existe b O  tal que 

~onseqüentemente, pela proposição 1 do apêndice pra quais - 
querescalares , 2f...,p satisfazendo iij - > O j=lt2,...,p e 

a s  afirmmnos que o acima citado E>O serve para nosso pro- 

pósito e prkanto passms 2 construção da f q %  5 .  (Justifims a afirmti - 

va no processo de construção). 



Construiranos a fungo 5 em duas etapas. mCimeiro obtere- 

m s  uma representação para os vetores z = i? + 62 pertencentes a 

oo { i,i + € 6 ~ ~ ~ .  . . ,i + E6z 1 en t m s  dos vetores en X; e w F~ (Ii,~i(Xi) ) . 
P 

ktão, canio sahms que a função 5 tem de ter uma expansão da fornia 

5 (5 + 62) = i? + 62 + O(6z) definimos 5 de maneira que a prte linear tenha 

a representação obtida na primeira etapa e, além do mais, 5 (i? + 6z ) E 0 ' . 

Seja C = ir, {?,i + €62 ,i + € 6 ~ ~ '  ..., i + €62 1.  h& para 1 P 

qualquer z E C te9110s 

Al&n do mais, canio os vetores 62 são linearmente inãepen- 
j 

j dentes para cada z E C OS escalares p (z) 1 , 2 , . . . p são univocaniente de - 
terminados por (33) . 

+ . + E  f 
-1 p - c.) E Fi(Xirui(fi)) k 1  -1 

para quaisquer escalares ,v 2, . . . ,vP satisfazerido pk > 0 e - fpk-4. - Io - 
k k=l 

go se tananos pj = 1 e p = O para k # j então 

rogo ano 0. + E (vij - ti) E a3 Fi(Xi,ui(Pi)) exista pa 
-1 - - 

racada i=O,l, ..., k-1 e j=1,2 ,..., p ,  ua E U ( 2 . )  c m  a=1,2 ,..., s tais ij i i i 

que : 



aF (2 U ) 
(35) 

i i ' i  , 6 x  + E  
6v. = - - 
-1 a x i j=l 

A s  expressões (34) e (35) nos dão a desejada representação de 

vetores m, C em t e m s  de vetores em X i  e em Fi (zi1ui ) . 

D e f i n i r a s  agora a função 5 : C + Q'. Seja z=(x x l ~ " - - ~  

$ I  ~ , v l , .  . . E C um vetor arbitrário e 62 = z - i então 

onde os p j  (z) 's estão univocamente determinados p r  (33) . 

~ h i  primeiro lugar, o b s ~ s  que por construç%, para todo 

z = (xo,xl , . . . l ~ I ~ l v l l . .  . ,V ) E C tenos xi E X i  para i = O , l ,  . . . ,k logo 4-1 



yi(z) E X; . Por outm lado tenos a hipõtese de inclusão 

e os escalares 

E m F~ (xi .Ui (Xi) 

1 

mas 
si 

Então a função 5 é reaimente de C em R '  por aonstrução. 

Tenios que mostrar ainda que 5 pode ser escrita da forma 5 (E + 62 ) = 

= 2 + 62 + 0 (62 ) .  Seja então 
iil (2) 1 



ms já sabemos de (33) que para z E C tenos 

então z - i = A p ( z )  onde A =  6 zl E 6 z2 ... E 6 z . Mostrenos 
P 

que A é injetiva pois d d  podgnos garantir uma inversa à esquerda para A (Vi 

Seja A a = y  A b = y  então A(a-b) = O  i.e. 

E bz (a1 - bl )  + ... + E 6 2  ( aP-  bP) = O masos 6 2 , ' s  são linear- 
1 P 1 

menteindependentes, logo (ai - bi) = O  i=lt2,...,p i.e. a=b een tão  A 

é injetiva. Cons&entemente podanos garantir que existe Y inversa à equer-  

da de A, tal que 

(37) Y(z  - 2) = p (2) OU Y6z = p (z) 

Seja agora Z . (z) uma matriz cam p colunas onde a j-ésima 
1 

a l u n a  desta matriz é dada por 
si 

então 

onde Z; (z) = (38) . Mas da definição da funsão 6 teros que 



então podeios substituir os somat6rios da equação anterior por Y e Zi , logo 

(i + 62) = r. (X. + a~.,ú.) + zi(i + 62) YSz- 
-i 1 1  1 1  

Agora, por outro lado, temos gue as furações 

&o mntinumnente diferenciáveis. i q o ,  podenios escrever 

onde 
I Iõi(axil I 

lim = o 

Al& disto, temos 

jk Obse.rvams que um elemento genérim da matriz Zi , Zi (i+&) 



Observms tambgn que se A; é a matriz formada pelos elemen - 
L 

b s  da forma a jk = 6 2  e O! ( 6 2 )  é a matriz formada pelos ele - 

Zi ( 2  + 6 2 )  Y6z = Zi (i) Y6z  + 

Então, se mtamOs Õi ( 6 2 )  = AiY6z + 0; ( 6 z ) Y 6 z  , t m s  

onde 
1 \ Õ i ( a z )  / 1 

lim = o 

mtão, usando (39) e ( 4 0 ) '  podemos escrwer 

aF ( I  ü ) 
= F  (X Ü )  + - i i' i 

i ' i 6xi + Zi ( i )  Y6z + Oi ( 6 2 )  
a x 



onde oi (62) = Õi (62) + Õi (62) . h&o tenos 

onde 

(42) mas yi (5  + 62) = Pi + 6xi i = O , l ,  ..., k 

e de (41) e de (35) tarios que 

(43) w. (i + 62) = P. + &i + oi(6z) i = O , l ,  ..., k-1 
-1 -1 

logo, de (42) e (43), temos que a função 5 se deccsrp?õe an 

e consqentmente , temos que C (5, R ' ) é uma aproximação d c a  do conjunto R ' 

i q o ,  agora temos que o conjunto R '  definido em (29) satis- 

faz as condições da extensão do teorema fundamental (~p&dice Teorena 3) em rela - 
ção ao conjunto R definido rn (28) e em relação ãs funções f e r definidas an 

(26) e (27) . Al& disto, o conjunto C (2 ,R  ' ) é um aproximação cÔnica de R ' 



em S .  Concluimos então da extensão do temana furrdamental que existe um vetor 

não nulo Y = ( P O , ~ )  , com p0 - < O e n = (-pl, -p2,"., %, p ,LI ) o k  onde 

p O c E  , P ~ E E "  
i0 

r "0 
E E  e rik E E" que 

Sui.stituindo então f e r gn (44) , tanos para todo 6z s 

E c(Zrnl) : 

Estanos  agora an condições de demonstrar o Teorena 2-2 . 

m. 

As hipkeses C e D dadas em (21) e (22) respec-tivzmnte, nos 

garantemque nen todos 0s p0 po r q -.- r R, r i8 rik são nulos. 

Provenios agora (25) . Supnhanios que 

(46) O O O para todo 6v. E R CO F. (x . ,U.  P 'vi + ( P ~ + ~ P  'vi) - -1 - 1 1 1  

M ~ S  F i i l l  (X ,u. ( ? . ) )C  co F i i i i  (X ,U (2  ))C co F ~ ( x ~ , u ~ ( ? ~ ) ) c  z(gira, F ~ ( ~ ~ ~ u ~ ( ? ~ ) )  



logo, de (46) obtms 

que é uma apnsão de (25) . Observemos que a aderência cio conjunto 

ra tocio ui E Ui (ii) t m s  que (25) é.verdadeira. 

Seja agora 62 = (0,0,. . . ,0,6~,0,0,. . . ,O) mm 6% E 

E E(yk,$) . htão (45) nos dá a relação 

pata todo 6% E E(XI<,X.,') r isto é, para todo 6% satisfazendo 

"\k 
o lema de Farkas (Apêndice, proposição 4), t m s  que existe um vetor em E 

( hkf qk(%)) = O , isto é 

AMl~gaIWnte, seja 61 = (0,O. ..., 6x 0,...,6it0,...,0) m i ' 
vetorde c ( ~ , Q ' )  i#k com 



cando novamente o LRma de Farkas, obtms 

Finalmnte po = - é simplesmente uma defini - 
ção constante. 

Dado o sistma dinâmico descrito pela equação 

ccan xi E E , ui E E , onde cperemos minimizar 



Z 
nossa notação temos: k=2 , f .  (x.,u.) = (ui) - 1 , 1 1 1  

£i ix,,u,) = 0 

Sujeito a : 

x E xo = x; n X" 
mo 

O o 
onde go : E + E  

x + o 

então 

então 
X2 = E 



então 
X1 = E 

O s  conjuntos de restrição dos controles são 

 eras então a solução. 

C a m  xo = 1 teros que uo E U O ( l )  = {u/-1 < u e 11. bqo , 
2 

se tcmms uo = O tenos xl = xo + (u0) - 1 = 1 + O - 1 = O e u1 E U1(0) = 

2 
= (u/O - < u - <O1 = {O} . h&o ,  x2 = x1 + (ul) - 1 = O + O - 1 = -1 . Cbnse- 

Observenos que, @o fixamos a s  restri&s dos controles pa - 

r a  cada i, Ui = Ui (Xi) ) , i. e. quando f o d 2 n o s  o problena derivado, ele adni - 

te a mesna solução i .e. U* = (0,O) e X* = (1,0,-1) conr> solução Ó t i m a .  

senão vejmrios, temos que 

= u (X ) = U 0 ( l )  = {u/-1 < u < 11 = [-1.1 ] uo o o - - 

2 
e caro x* = 1 tenos u; = O E Uo , já que quereras minimizar J ( X , U )  = (uo) . 

o 



2 
A seguir obtemos xi = r* + (ug) - 1 = 1 + O - 1 = O e ui = 0, então x3 = O 

então 

4. 

RZãn do mais, teros que a solução Ó t h ,  X e Ü , satisfaz o 

"princxpio do máximo" (25) . 
Temos o Hamiltoniano 

que dwe ser maximizado p r  úi, para todo ui E U, (2. ) . iQs no msso proble- 1 1  

2 afi(Xifúi) = o 
a) fi(xi,ui) = (ui) - 1  então 

a x 

agi cai) 
então = o 

a x 

aso (X0> 
então = 1 

ag2 (9 
então = O 

a x 



então de a), b) e c) temos 

al&n disto 

e mais 

então de c) e e), tanos 

logo, de (481, (49) e (50) temos 

Temr>s então que o Hamiltmiano se escreve para i=0,1 cum 

(53) H ( ~ ~ ~ u ~ , P ~ , P ~  10) = p0 (u0) 
2 

(54) H ( ~ ~ , u ~ , P ~ ~ P ~ ~ ~ )  = 0 

- então am, p0 < O , já que For (51) e (52) p2 = pl - po = - po - - p2 = O, te - 

m s  que úo = O rwumiza (53) e i$ = O maximiza (54) . Isto é,o prindpio 
do máximo é satisfeito. 



V a l e  a p e ~  observar ainda que neste p m b l m  Ui (zi) C Ui (xi) 
2 

para todo xi que satisfaz x i+l - x i =  (ui) - 1 , pi s  

2 2 mas x = xo + (uo) - 1 = 1  + (uo) - 1 = (uo) 2 
1 

2 2 * = {u/- cu0> 5 U - < (u,) } = ** mas 



C A P f  T U L O  I11 

!$ 1 - Apresentação 

Apresentamos agora um problema de controle Õtirrio onde os con - 
juntos de restrição dos controles, TJi (xi) são descritos For urna desigualdade do 

tipo Ri (xi ,u) - O , onde Ri é uma função continucnnente diferenciãvel . Sugeri- 
mos a seguir um "principio do &irrio modificado" para este tipo de problana e da- 

mos mrrdir$ks em que ele é satisfeito. Finalmente, retanamos o exemplo 3 do capí - 

tu10 I1 e mostramos que ele satisfaz o "princxpio do m & i m  mdificado". 

um sistema dinhico descrito pela equaqão 

i=Otl,...,k-1 

onde xi E E? é O estado do sistwa no tapo i, ui E lim é a entrada do siste - 

ma rm tapo i, e fi uma função fi . e" x 9 -. E? . A C ~ K  secpência li = 
.. 

= (UOtUl,...,~ - e uma correspondente trajetória X = (Xol"t...l %) satisfa- 

zendo (56) que minimize a sem 

onde f: : e" x E? -r E i=O,l ,...,k-1 

A minimizaqão está suaeita às seguintes restrições: 

onde Ri : E? x E? -. lZWi 



onde 

ccan 

onde 

aam 

~ 1 & n  disto, as funções fi , £i I Ri I qi , go e gk são conti- 

nuamente diferenciáveis . 

se 2 = (o,l, ...t,o,Ült...,l) é uma solução ótima 

do problana desalto m (55). então exista vetares po.pl,.. . ,R, em 8 , 
mo % 

"o E E r \ E E E A0tA1t. e. I Ak onde Ai E ~~i e Ai - .i O (i=Qfl,...fk)t 

YO~Y1?***tYk,l onde yi - O i , 1 . . . - 1  e um escalar PO E E p0 - < O, 

tal que : 

" todos P0,P1~ 9 ,Pkr !Jo~Ukr"~Alt I A ~ I Y ~ I Y ~ V  1Yk-1 I PO são nu- 

los. 



P o d m s  transformar o ~roblema dado em (55) em um problana 

da forma: minimize f(z) sujeito a r(z) = O e z E: R = (z/C)(z) - O 

R(z)  - O) ( Vide apêndice, Def.14) . 

Fazemos então as identificações 



e sejam f, r, Q e R definidas por: 

então f :  E ~ + E  



Pelo teorema  de E'ritz John (Vide apêndice, teorema 5) , tams 

que e x i s t e m  um escalar y 0  , um vetor Y E E', um v e m  h E e um vem 

y r. E" tal que : 

O b s e r v a m s  que podesnos escrever 

i.e. h = ( h o r h l , -  k 

rni i=o , l , . .  . , k  onde Ai E E 

%-i (66) ~ E E ~ = E ~ ~ ~ E " ~ ~ . . . ~ E  

i.e y = ( yOf yl ,-  .. , y k - ~  1 

onde yi E E Wi i=0,1, ..., k-i 

(67) al&n disto escrevas Y O= p0 



Se então resolvemos a equação (63) usando (641, (65), (66) 

a f ?  (2 ,C. 1 1 + [ aff:Wi 
Pi+i + 

e resolvenão <A. r* (i)) = O e (v, R(:)> = O obtemos 

* * 
Se i = (]iolxl1.. . l ~ , u o l ~ l l .  . é uma solução ótima do 

problema descr i to  em (55) , se 

[ a ~ ~  (?i ,iii) 
existe, se gk z O se q. r O ( i = l . . k )  en&o 

+ 1 a u 



existem vetores po,pl,.. . ,pk w E? , "o E E? e p0 E E tal que: 

Mo tocios p0,plf...,pktp ,PO são nulos 
O 

-1 

existe, então de (60) obtems 

Se agora substituhms (71) em (50), obtemos (57). De (58) 

% = o .  

Definição (Principio do Máximo Wif icado) 
n 

A 

se i = (Zo, X1 , . . . , Xk ,fio ,ül , . . . , ukWl) é uma solução ótima 

do p m b l m  definido en (55) dizenicis que o ~r incip io  do &irno modificado é sa - 



tisfeito se existem vetores p mo "k 
o'P1'.*.'Pk E",PoEE , P k E E  f 

rn: 
I A~,",... ,$ onde A. E E e A < 0 (i=O,l, ..., k) , yofyl ,... ,ykml 

I - onde 
Wi 

y. E E  e yi:O (i=0lf..,k-1) e umescalar ~ E , p O c 0 ,  talque: 
1 - 

t e  P ~ I P ~ ,  ... r~f~kr~Of~k,AOfAl,... fAkf~o~~lf=..~~k-lf~ O são 

nulos. 

As relações (57) , (58) , (59) , (61) e (62) do teorema 1-4 são satisfeitas, e 
al& disto o Hwiltoniano maximizado por Ü para todo ui tal que i 

Suponha que fi, f:, Ri, ai, go, gk são mntinuamente diferen - 
* 

ciáveis e seja z = (jiofPl, ..., X kt i3 Ü ltoo-r $ - ,) uma solução Ótima do -le - 

ma definido en (55) e por pL , . . . , R, definidos pelo teorena 1-4. Suponha- 

mos que sejam satisfeitas as relações p0 - < O Pi - < O O k . Al& dis- 

to, se f: é convexa en u para i = O  k - 1  , fj são convexas m u para i 

j=1,2,. .. ,n (componentes da função fi . E ~ x E ? + E ? )  i=lf2,...,k-1 , e se 

j 
Ri é mnvexa en u 2 , . . . w h&o o princípio do &imo modificado é sa- i 

A 

tisfeito pela solução ótima z , i. e. o Hamiltoniano 6 maximizado por Ü para i 

Seja 



Então Hi é uma função côncava. Se agora definimos 

(72) Ti (u) = - (~i,uitpi+l,pO ,i) 

então, T 6 uma funqão convexa. Identif i m s  timibénn i 

O teorena 1-4 nos diz que existe um vetor 

ou usando (72) e (73) 

além disto 

j j y. R. (X.,Ü.) < O  j=1,2 ,..., w 
1 1  1 1 -  i 

ou usando (73) 

Mas então as funçÕes Ti, Si e as relações (74) e (75) satis- 

fazm as hipóteses do teorana 6 do apêndice, então garantimos que Ü 6 uma so- i 

lução Ótima i .e. 



O problema 6 o mesario do exemplo 2 do capitulo I e exemplo 3 

do capitulo 11. Ivlostrms que este problana satisfaz o principio do &irrio &i - 

ficado. Vams reescrevê-lo introduzindo a £*o R. 

Tanos o sistema dinâmico dado por 

A minimizaqão está sujeita a: 

0s conjuntos de restrição dos controles serão reescritos cano 

ui (x,) = {u/R~ (xi ,u) 2 O} 



onde a £m$o Ri : E4 + E4 é dada ?r 

Oanw> já vims anteriormente 

& uma solução Ótima do problema. 

Ve jms  agora se o princípio do r&xim mdificado é satisfei - 

to. 

Mas já foi  v i s b  nos e x ~ l o s  citados que: 



af? ( 2 .  ,Um) 
b) 

1 1 1  - - 

Alén disto, temos 



Mas então usando (57) e a) , b) ,c) e h) temos 

alén disto, usando (58) e d) t-s 

usando (59), c) e e) t a s  

e finalmente usando (62) , terrios 



De (82) e (78) tmms 

(83) P2 = P-J = p$ = 0 

De (79) tenios 

(84) pi+i 1 +y:-y2=0 i 

(85) - pO+ vi - y4 i = 0 

Escrevendo (81) para i=l e lenbrando que 2; = e pi  = O teros 

Escrevendo (81) para i=O e lenbrando que 2; = O t a s  

(87) 
1 1 o 

P ; = ~ P ; + ~ P  

Substituindo (85) en (86) &tas 

(88) 1 - 1  3 
P1 - 2 y1 

e substituindo (85) escrito para i=l e (88) em (87) temos 

(89) 1 1 Po = - 4 Y; 

Reescrevendo (80) para i=O,1 obtmms 



T m s  então que os vetores 

Lio = 0 

" = o  

Y1 = 0 

I 2 3 yo = ( yo, yo , yo , satisfazendo a relação 

- 2 yA = O ( excluindo a solução trivial) - 4 Yo - 4 Y 0  

satisfazem a (57), (58) , (59) , (61) e (6.2) e o Hamiltoniano H(*~, ui, pi+lr 

i) = O é maximizado por fi , . Iogo o principio do d x h o  nodifi- 

V ~ S  agora mostrar que o principio do &irrio modificado 

é satisfeito por uma classe de problemas lineares positivos, que são frequente - 
mente encontrados rn sistgnas eco~cos. 

Comecenaos cam uma fornila~ão de programação dinâmica. 



I? dado o sistena 

e mais 
k-1 

Jn(xtv) = 1 <fltui> - + ,%> 
i=n 

can o conjunto de r e s t r i e s  para os controles sendo 

Assumiremos rio riosso prohlana que as matrizes D, A+I e 

B ten elenentos não negativos, e al& disto teranos tamk& xn 2 O . Então, 

das ~ o n d i g e s  de Bellman 6 neces&rio e suficiente que 

vn(x> = - pWl + 0 ,  $+ min 
O < x < D x  - - 

T 
(94) se defininos a = $I - B pW1 n tarios que o controle Ótirrio 6 atingido se 

e mais 



onde 

Portanto 

e assim nossa hipótese de que v*(x) 6 da forma 

VJX) = - pn,X é correta , onde pn deve satisfazer a 

Cbnsiderms agora o problema apresentado em (92) e veri - 

fiquemos se ele  satisfaz o principio do r&hm mdif icado. Reescrevendo então 

o problaa temos : 

Dado o sistema dinâmico 

onde querms  minimizar a soma 

onde A+I > O e B > O . - - 

A minimização es& sujeita a : 

u E Ui (x) = h / R i  ( x ~ , u )  - < 01 



~~pnhamos aqora que Gi e Pi são solução ótima. 

As mrdições para que o "principio do & modificado" seja satisfeito são: 

r., i 

escalar p0 tais que : 

V m s  então definir 

respectivamente 



mas sabepnos que -H é minimizado usando (93 ) ,  logo H 6 maximizado para 

ui E ui(PI) = {ui/O - u C ~ 2 ~ 1  . i - 



O artigo de Bruckner e Wu 3 é o Único, dos que estavam 

ã nossa disposição, que trata do problgna de sistgnas discretos no tapo. Pa- 

receu-ms, no entanto, que algumas fun*s neste artigo não estão ben defini - 
das e p r  outro lado, certos requisitos para existência de f e e s  inversas não 

são respeitados. por& idéias interessantes para formulação do "princrpio do 

niãximo" são ali apresentadas. 

As condiqÕes necess%ias e suficientes apresentadas na 

parte de prograniacão dinâmica &o talvez de difícil operabilidade. For outro 

lado, quando fornnilanios a "hi@tese 

ximo", mas f i m s  temerosos quanto 

de inclusão", obtms um princípio do r&- 

& forte restriqão da hi@ese. 3; no "prin - 
3% aR: 
I cipio do máximo mcdificado", com o surgimento dos temos E J. e - a u 1~x3 m- 

çÕes, achamos sue a classe de problenas que satisfazan o princípio foi bastante 

aumentada. AC-s no entanto que uma outra classe de problemas ccrm restries 

lineares positivas, se acrescentados requisitos de comexiTlade direcional e 

mnvexidade para a função R, satiçf ara o "principio do mkinm niodificado" . Fi - 
ca esta suqestão para pesquisas futuras, pis para a ciência, já o disse Cajal, 

" não hã pequenos e grandes assuntos e, mito menos, assuntos esgotados, como 

pensam alguns. O que há são Irmmens esgotados diante dos assuntos. . . " 



Def .l - O ermoltório convexo de um nÚmero f in i to  de pontos x1,x2,. . , , ~ q  e" 

E? é definido ano o conjunto 

e é notado por co { X ~ , X ~ ~ . . . ~ X  1 k 

Def. 2 - O enmltório convexo de un conjunto A C E" é a interseção de todos 

os conjuntos convexos que contém A. O envoltório convexo de A é notado por 

c o A .  

O m l t ó r i o  convexo de um conjunto A C E" consiste de todas as  

&inações convexas f in i tas  de A i .e. 

e 3 1  a. 177. 

proposição 1 

- 
Se A =  ( X , ?  + xl,Z + x2,...,x + \ 1 sãopontosde $ então 



Seja e un vetor qualquer w E". Un conjunto S C E" é dito 

e-convexo ou convexo segundo a direção e se para todo vetor z' E co S , 

Def. 4 - O Problema Básico 

Dada uma f-50 continuamente diferenciável 

uma outra tamb&n continuamente diferenciável 

r :  E"+8 

e um suimnjunto n C 9 . Achar um vetor i E E" satisfazendo 

Z E f l  r(Z) = o 

tal que £ (2) - < f (z) para qualquer z que satisfaça z E R , r (z) = O . 



Def. 5 

rn cone Can E" é um conjunto de pontos tais que se x E C então - 
ax E C para todo a > O , 

Un cone C am v h i c e  xo é definido a m ~  um conjunto de pontos 

c tal que 

C - {xol = 1 z /z  + x0 E C 1 = 1 z - x E C 1 sejaumcone . 
O 

Def. 7 

Un cone C é dito convexo se C 6 um conjunto convexo. 

Un conè C é convexo se e só se xl + x2 E C s q r e  que 

O cone radial a R em 5 E R denotado por R c ( i , n )  é o  conjun 

to de todos os vetores 62 para os quais existe um E > O tal que (2 + a6z) E 

E R para todo a E [o,E]. 

Un cone convexo denotado p r  C (i, R )  E" é chamado uma aproxima- 



- 
çao &nica de 12 espécie do conjunto Q en i E Q para toda coleção 

{6zlf 6Z2,..., 6zk3 de vetores linearmente independentes an C(i,n) existe 

m E > O , dependendo talvez de 2 ,  6z1,. . . , 62 , tal que o envolt6rio k 

convexo 

Un mne convexo C (5, n) C E? é chamado u m  a~roximaq~o &nica de 

a 2- espécie do conjunto Q en i E R para qualquer coleção linearmente inde- 

pendente de vetores {6z1, 6z2,..., 6zk3 en C(P,n) existe um E > O , d ~ -  

dendo talvez de i, 6z1, 62 2f... , 6% , e u m  função contínua 

tal que 

E: (i + 62) = i + Sz + O(6z) 

onde 

Def. 11 

çhiando não mencionamos especificamente que aproximação &ca e 

C(@) i.e. , quando dizms que c(~,R) é uma aproximação 6nica do mnjun- 

a to R en i E n , entendemos que c(?,R) & uma aproximação &nica de 2- e+ - 
cie. 

Teorana 3 (Ektensão do Teorema Fundamental) 

Seja a 6" um conjunto qualquer can a propriedade que para todo 

z' E R' existe um z E $2 satisfazendo 



( o conjunto n e as funções r e f são as do problema básico, apêndice M.4) 

Se Z é uma solução Ótima do problema básico, se 5 E R ' e se 

C (Z ,O ) é uma aproximação cÔnica ( apêndice De£. 11) de I em 5, então - e 
xiste um vetor não nulo 

Def. 12 

Para todo 5 E i? = C z/q(z) 2 O , i=lr2,. .. ,k 1 o conjunto de 

indices ativos em , I(2) , é definido por 

Seja n = Cz/q(z) L O 1 onde q : E" - é continuamente dife 

renciãvel. Para qualquer 2 E o cone interno a em 2, denotado por 

I C (5,n) é definido por 
i 

I c (5,n) = C&/ (vq (i),&z> O para todo i E 1(i)1U C01 



~raposição 2 

Seja n C E" mmrew. h tão  RC(I,R), i E R é uma apmximaqão 

cikicade l g e e i e .  Al&domais IIC(5,R) ={6~/6z=h(z-5) ,  h > O ,  z €521 

Seja n = (z/q (2) 01 onde q : E" + é mntinuamente diferen- 

ciãvel. Se o mne interno a R , I C ( ~ , Q ) ,  em 5 E R n% é a origem,então o co - 
ne interno IC (2, n)  é uma aproximação Snica de primeira espécie, al&n disto 

- Ic(i,n) = {6z/ %$(i), 62 - < O , i E 1(2))  

Proposição 3 

Una transformação linear L : E + F é injetiva se e SÕ se tem uma 

inversa à esquerda. 

Def. 1 4  

1 Seja o pmblena : São dadas as funções f : + E , r : + E , 
Q : EV as e R : + EW mntinuamente diferenciáveis. Achar um vetor 

S E EV satisfazendo 

5 E R = { z / Q ( z )  L O , R ( Z )  - < 0) 



r(i) = O 

tal que £(i) - < f ( z )  para todo z r t a l  que z E Q e r ( z )  = O . 

Teorema 5 (F'ritz John) 

Se 2 é uma solução Ótima do probleína dado na 'De£. - 1 4 ,  então existe 

1 W umescalar Y 0  eve to r e s  Y E E ,  A E ES e y E E am y0  - < O , Y - < O , 

A - O , onde y O ,  Y ,  A ,  y não são todos nulos t a l  que : 

Consideremos o p b l a n a  minimize T (z) sujei to a r (z) = O e 

S(z) 5 O esuponhsorosque T :  E " + E  éconvexa e si : $ + E  i=1,2,...,w 

(canponentes da função S : 8 + EW) seja convexa. Se i E E" sat isfaz a s  

restriqões r(i) = O ~ ( i )  2 0 e se existem vetores A = ( A 1 ,  A 2 ,  ..., Am) E E? 

2 i e y =  ( y l ,  y ,..., yW) r E W  can y 2 0  para i=lI2,... ,k t a l q u e  

i i 
y S (i) = O i=l,2r. . . ,k 

então 2 é unia solucão ótima i.e. ~ ( 5 )  - T(z) para qualquer z tal que 

r ( z )  = O e S(z) - < O . 



Proposiqão 4 (Uma de Farkas) 

Se al '.. . ak e b &o um conjunto f i n i t o  de E" , então b, x < O - 
para todo x E $  satisfazenão aifx ' 0  i = l f 2 . . k  s e e s ó s e  

i i b =  p a i  ~ o n  ii 2 0  para i=1,2,...fk 
i=l 



I - Cmvenq6es Gerais 

E" - -ta o espaço euclidiano das n-uplas ordenadas de mheros reais. Se x 

n é um vetor de E" então escrevermos x = (x1,x2 ,..., x ) . uma 

n-upla (xl, x2, . . . , xn) é um vetor de E", muitas vezes a trataws ocmo um 

vetor coluna em multiplicações matriciais . 
E - Identificamos EI = E can os n h s  reais 

caro nonna de um vetor en E? usamos a aplicação 

Cooo produto interno de dois vetores de E" u-s aplicação 

Z - Conjunto dos n6-nem.s inteiros 
A C B - A 6 subconjunto de B 

A x B - Práiuto cartesiano de A  por B 

A/B - Conjunto dos pontos que estão em A mas não en B  

f : A + B -  féumafunçãode A mt B queleva x en f(x) 
x I+ f  (x) 

- se e só se 



co A - ~ n v o l 6 r i o  convexo de A. Def. 2,  apêndice 

Rc (2 ,n) - Cbne radial . Def -8, apêridice 

1C (2, n) - &ne i n t m .  Def . 13, apêndice 
- 
IC e, n) - Aderência do mne interno 

AT - Matriz transposta da matriz A 

n1 - inversa aa matriz A 

I \ x l l  -  NO^ do vetor x  

(xfY) - Produto de x  p r  y 

111 - s h b l o s  c m  significação Espec ia l  

x - Conjunto de estados 

u - Conjunto de aontroles 

'i 
- Estado do sistana dinâmico no instante i 

ui 
- Entrada do sistana no instante i 

u < O - lb netor U . E  E" é dito menor que z e m  se e só se ui < 0 para todo i= - - 
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