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RESUMO 

Este trabalho resulta da implementação, em computador , 
de uma série de algoritmos destinados a resolver problemas vincu - 
lados e desvinculados da área de ~rogramação Linear. 

Os métodos são apresentados de forma resumida e, em 

seguida, são expostos os algoritmos correspondentes. 

O trabalho 6 de cunho essencialmente prático e não 

houve, por este motivo, intenção de estabelecer desenvolvimentos 

teóricos inéditos, a menos de uma pequena ênfase sobre manipula 

Ç ~ O  de ~recisões utilizadas pelos algoritmos. 

O sistema foi organizado de modo a oferecer £acilidades 

de operação aos usuários que dele fizerem uso. 



ABSTRACT 

This Work is the result of the computer implementation 

o£ a set of nonlinear programrning algorithms destined to solve 

constrained or unconstrained problems. 

The methods are concisely discussed alter which the 

corresponding algorithms are presented. 

As the algorithms are approached from an essentially 

practical point o£ view, no original theoretical developments 

are pursued with th'e possible exception o£ some emphasik on the 

precision manipulations made by the algorithms. 

The system has been organized in order to provide to 

the user a good easiness in operation. 
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O presente  t r aba lho  é f r u t o  de  um i d é i a  há algum tempo 

e x i s t e n t e  no Programa de  Engenharia de  Sistemas da COPPE-UFRJ. 

A intenção e r a  r e u n i r  métodos de  programação não l inear  

de  bom desempenho, em um Único bloco, para pe rmi t i r  aos i n t e r e s  - 
sados na á rea  r e s o l v e r ,  com r e l a t i v a  f a c i l i d a d e ,  o s  problemas 

com que s e  deparassem. Para t a n t o  foram implementados, em compg 

t ador ,  quinze algori tmos considerados e f i c i e n t e s  e que são  d e s c r i  

t o s  sucintamente no c a p i t u l o  I1 e em maiores d e t a l h e s  nos seguin - 
tes. 

O s is tema f o i  organizado de s o r t e  a t r a z e r  f a c i l i d a d e s  

ao usuár io  na preparação de  dados e se leção  dos algori tmos que 

pretenda usar  na solução de  seus problemas. E s t a  p a r t e  é apresen- 

t ada ,  em de ta lhes  no capxtulo X onde s e  encontram alguns exemplos 

de u t i l i z a ç ã o  do sistema. 

Durante a elaboração do s is tema grande também f o i  a 

preocupação em p e r m i t i r ,  sem muitas a l t e r a ç õ e s ,  a p o s t e r i o r  i n c l u  - 
são de  ou t ros  métodos de  bom desempenho que não hajam s i d o  incog 

porados ao conjunto.  ~ o n s i d e r a ç õ e s  bás icas  a r e s p e i t o  são f e i t a s  

no c a p í t u l o  I X  onde também se apresenta  a e s t r u t u r a  do s is tema 

ressa l t ando  a l igação  e o 'funcionamento r e l a t i v o s  e n t r e  os  diveg 

sos  algori tmos implementados. 



No capitulo VI11 aborda-se um importante tema rela- 

cionado com precisões, regras de paradas e convergência dos algo 

ritmos expostos nos capítulos de I11 a VII. Tais algoritmos estão 

divididos em métodos desvinculados e vinculados, ambos com e sem 

derivadas, além das buscas unidirecionais que são especificame? 

te tratados no capítulo 111. Na descrição de cada método procura- 

se, resumidamente, destacar sua origem, seu funcionamento e COE 

vergência, apresentando-se então o algoritmo usado basicamente 

na implementação. Em face do cunho profundamente prático de que 

se reveste o presente trabalho, não houve maiores preocupações 

com relaqão a desenvolvimentos teóricos, limitando-nos 2 descri - 
ção de processos existentes. 

Os capitulas XI e XII trazem, respectivamente alguns 

resultados, sugestões e as listagens dos programas. 

~eferências a obras e/ou autores são numéricas e aprg 

sentadas no texto entre barras verticais, podendo ser encontra- 

das na bibliografia após o Último capítulo. 



NOTAÇÃO - Alguns esclarecimentos são necessárias quanto notação 

empregada no presente, taabalho : 

a) O termo "pertence" inerente 2 teoria dos conjuntos 6 represey 

tado pela letra grega c .  

b) As expressões <X,Y> e X'Y representam, indiferentemente o 

produto escalar entre os vetores X e Y, enquanto que XY' ig 

dica o produto matricial entre eles. 

c) Letras maiúsculas são usadas para representar conjuntos, matrL 

zes ou vetores. Letras minúsculas para escalares. No capítulo 

X, entretanto, são utilizadas minúsculas na representação 

vetores, na parte correspondente a programação linear, 

d) Vetores são representados por colunas (entre colchetes) 

linha (entre parênteses) . 
e) O espaço euclidiano n-dimensional é representado por R" 

conjunto dos números inteiros por N. 



Conforme já tivemos a oportunidade de ressaltar no ca - 
pitulo anterior, faremos aqui uma síntese de todo o trabalho, na 

intenção de oferecer ao leitor uma visão de conjunto,embora o ma 

teria1 descrito nas seções seguintes seja desenvolvido, em maio - 
res detalhes, nos capitulas subsequentes. 

Obedecendo a uma divisão natural, começaremos pela prg 

posição do problema a ser estudado, sob suas diversas formas,pas 

sando em seguida 2 descrição da finalidade do trabalho, partindo 

finalmente para a exposição suscinta dos métodos de solução estg 

dados. 

Na seção 6 abordaremos o problema de programação li- 

near (PPL) como um tema isolado e como um subproblema do método 

de di~eções viáveis. 

O presente trabalho se constitui de quatro algoritmos 

de minirnização desvinculada com derivadas e - três sem derivadas, 

dois - algoritmos de minimização vinculada com derivadas e - um sem 

derivadas, um algoritmo de programação linear e quatro buscas 

unidirecionais. são pois, no total, guinze algoritmos implemen - 
tados em computador e destinados a resolver problemas de progrg 

mação não linear. A estrutura do sislzema é apresentada no capg 

tu10 I x e  as listagens no capítulo XII. 



- O PROBLEMA VINCULADO 

Dadas as funções continuamente diferenciáveis 

t f: R" + R, g: R" -+ e h: R" + R , encontrar, se exis- 
L 

tir, um ponto X no conjunto V = {X/g (X) $ 0 , h (X) = O} tal 
L 

que para todo XsV, f (X) 5 f ( X )  . 
O problema tal como formulado em (1) pode ser 

reescrito em forma mais compacta: 

Minimizar f (X) 

sujeito a 

g ( X )  - < o 

h(X) = 0, 

ou ainda: 

Minimizar e (X) 
sujeito a 

f 6 a função critério ou função objetivo, 

g representa os vhculos de desigualdade, 

h representa os vheulos de igualdade, 

V é o conjunto viável, 

'i : R" -+ R é a i-ésima componente de g ,  



h : R" + R é a i-ésima componente de h, i 

m é o número de restrições de desigualdades e 

e o número de restrições de igualdade. 

O PROBLEMA DESVINCULADO 

Dada a função f: Rn .+ R, continuamente diferenciã- 

vel, encontrar, se existir, um ponto X E R" tal que para todo 

X E  f(X) f(X). 

O problema (4) pode ser reescrito sob a forma 

Minimizar f (X). 

Como se pode observar, o problema (5) é um caso 

particular de (2). 



O presente trabalho visa a facilitar ao usuário o 

tratamento de problemas de programação não linear. Evidente 

mente as restrições existem e são apontadas no capitu1o-X . 
Conforme exposto anteriormente, o trabalho se com - 

põe de uma série de algoritmos implementados em computador 

e a idéia básica 6 fornecer, de maneira eficiente e na me- 

dida do possivel, as facilidades de que necessíta o usuário 

para soluc&onar problemas de otimização não linear. Veremos 

no capitulo X que os elementos de entrada para a execução 
4 

do programa são, relativamente, em pequeno número e que e 

até mesmo possível deixar ao sistema a karefa de selecionar 

os algoritmos de acordo com o tipo de problema. 

Todas as informações concernentes à utilização do 

sistema são encontradas no capitulo X- e sua estrutura 6 es - 
quematizada no capitulo.1~. 

Procuramos tomar como base, na seleção dos algo- 

ritmos implementados, os resultados apresentados por 

HIMMELBLAU, (11 e POLAK, 121,  por concordarmos com os di - 
zeres de T A B A K , ~ ~ ~ ,  segundo o qual as duas obras apontadas 

constituem atualmente a melhor escolha, o primeiro prática 

e o segundo teoricamente. 



Um dos fatores mais importantes na eficiência de 

quase todos os algoritmos de programação não linear está na 

acertada escolha da busca unidirecional utilizada. 

Em linhas gerais, um estágio de um algoritmo de 

minimização escolhe uma direção S sobre a qual deve-se efe - 
tuar uma busca a partir de um ponto X E R ~ .  Como resultado, 

a a 

obtém-se um ponto X= X  + A 'S, tal que f (X )  5 f (X )  . O pon 
a 

to X deve reduzir bastante o valor de f, de modo a garan - 
tir a convergência dos algoritmos em que as buscas são uti 

lizadas, como comentaremos ao apresentar cada um dos métodos 

de busca unidirecional, no capítulo 111. 

A figura 1 entremostra o funcionamento da busca 

unidirecional 

X24 

X 
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1 I 
I 

I I 
X 

I 1 



Existem d i v e r s a s  t écn icas  de busca,  111, 121,  141, 

e pa ra  o presente  t r aba lho  foram se lec ionadas  qua t ro  buscas 

respectivamente d e s c r i t a s  nas seções de  1 a 4 do c a p r t u l o  

A manipulação de  p rec i sões ,  abordada no c a p í t u l o  

V I I I ~  um f a t o r  preponderante na e f i c i ê n c i a  das  buscas. 



SEÇÃO 4 - MINIMIZAÇÃO DESVINCULADA 

MODELO CONCEITUAL 

Ã excessão do processo de NELDER-MEAD (ver V.3 ) 

que utiliza uma técnica especial, todos os demais métodos 

de minimização desvinculada que fazem parte deste traba- 

lho têm por base o seguinte modelo: 

P1 . Escolha um ponto inicial XO E R" 

P2 . Faça i=O 

P3 . Calcule a partir de Xi uma direção apropriada Si€ R n 
P4 . Se 11~41 = O PARE. Caso contrário vá para P5 

P5 . Use uma busca unidirecional para calcular um escalar 
X r 2 O tal que - 

f (Xi + A 'Si) 2 f (Xi) 

P6 . Faça Xi+l = Xi+XISi, i=i+l e vá para P3. 

Existe uma grande variedade de métodos destina- 

dos a resolver o problema de minimização desvinculada (5) 

alguns utilizando derivadas, outros  não.^ diferença funda - 
mental entre eles,está no passo P3 do modelo acima, isto é, 

a determinação da direção Si. No modelo, assume-se que 

se um ponto Xi resolve o problema de minimização, então 

qualquer dos métodos fornece Si=O. A menos de processos 

que usam principias especiais como é o caso de NELDER-MEAD, 

podemos classificar os métodos de minimização desvinculada 

em quatro categorias principais: 



X - de GRADIENTES (steepest descent), 
2 - de NEWTON, 
3 - de DIREÇÕES CONJUGADAS, 
4 - de METRICA VARIAVEL. 

Em linhas gerais os métodos acima funcionam assim: 

1.- GRADIENTES - Utilizam o gradiente da função ob 
jetivo e determinam a direção de busca fazendo S = - vf(X). 

2. NEWTON - Usam as derivadas seguhdas da função 

-1 objetivo e determinam a direção S fazendo S=-H (X) V £  (X) , 
- 

onde H(X) é a matriz Hessiana de £(e) no ponto X. 

3. DIREÇÕES CONJUGADAS - Geram, para uma função 

quadrática com Hessiana definida positiva, um conjunto de 

direções S H-conjungadas, o que garante a minimização de i 
f em, no máximo, n passos. Para funções não quadráticas 

perde-se essa propriedade mas a eficiência destes métodos , 
em tais casos, é comprovada (ver i 1.1 ) . Intuitivamente, aprg 

veita-se o fato de que, próximo de 'um ponto de mínimo, uma 

função convexa, "bem comportada", pode ser aproximada por 

uma quadrática. 

4. METRICA VARIÁVEL - Os métodos pertencentes a 

este grupo assemelham-se aos de NEWTON e por isto são também 

denominados QUASI-NEWTON. A diferença 6 que não utilizam as 

derivadas segundas. E feita uma aproximação da inversa da 



Hessiana e no processo como cada aproximaçdo é efetuada está 

a distinção entre os diversos métodos existentes. DB um modo 

geral, a direção S é dada por 

onde E (X) , também chamada matriz - direcional, 11 I , 6 obtida 

iterativamente a partir da anterior, sendo a inicial normal - 
mente igual 

encontrados 

5 matriz identidade. Maiores detalhes podem ser 

em (IV. 3 e 4). 

Uma importante propriedade desta classe de méto- 

dos é que, para uma função quadrática, em n passos a ma- 

triz direcional se torna igual 5 inversa da Hessiana: 
-1 En (X) = H (X) . 
Os métodos de métrica variãvel, em relação aos mE 

todos de NEWTON, levam a vantagem de utilizar apenas informa 

çÕes da derivada primeira e contar com quase a mesma eficiêg 

cia. Entretanto, comparados aos métodos de FLETCHER-REEVES 

ou CAUCHY, possuem a desvantagem de exigir substancialmente 

mais memória quando implementados em computador. 



SEÇÃO 5 - MINIMIZAÇÃO VINCULADA 
Dentre os métodos que foram desenvolvidos com a 

finalidade de resolver o problema (2), há os que empregam 

gradientes em sua prÓp.pia teoria, outros que usam gradien - 
tes como uma ferramenta auxiliar e, finalmente,aqueles que 

dispensam tais informações. Exemplos de tais casos são 

respectivamente apresentados em (VI. 1 e 2) e (VII. 1) . 
Os métodos de minimização vinculada mais utilk 

zados podem ser classificados, basicamente, em três catego - 
rias, 11 1 :  

1. ~xtensão da metodologia linear a problemas de 

programação não linear através de repetidas aproximações 

lineares. 

2. ~ransformação do problema de programação não 

linear em uma série de problemas desvinculados pelo uso de 

funções penalidades. 

3. Uso de tolerâncias flexíveis para acomodar 

pontos viáveis e não viáveis. 

Em nosso caso, foram selecionados três algo- 

ritmos, um de cada categoria respectivamente: 

1. Método de direções viáveis, 

2. Método de penalidades, 

3. Método de tolerância flexivel 

serão descritos os dois primeiros no capitulo VI 

e o último no capitulo VII. Sua utilização, em computador, 

é apresentada no capitulo X . 



SEÇÃO 6 - PROGRAMAÇÃO LINEAR 

~ã tivemos a oportunidade de  f r i s a r  que a p rogra .  - 
mação l i n e a r  f o i  i n c l u i d a ,  no presente  t r aba lho ,  com a L i  - 
nal idade p r e c i ~ u a  de r e s o l v e r  um sub-problema do método de 

, 
d i reções  v i á v e i s ,  a s e r  abordado no c a p í t u l o  V I .  Conforme 

se verá ,  a programação l i n e a r  6 empregada para r e s o l v e r  um 

problema c u j a  solução Ótima fornece a d i reção  S E R" de 

busca para o método de  d i reções  v iãve i s .  E n t r e t a n t o t o  g r g  

grama - apresentado no c a p i t u l o  XII poderá também ser usa  

do para so luc ionas  problemas i so lados  de programação li- 

near conforme expl icado na seção 3 do c a p i t u l o  X . 
O problema g e r a l  de programação l i n e a r  6 d e f i -  

nido da segu in te  maneira: 

L 

Encontrar,  se e x i s t i r ,  XEV, t a l  que 

C I X  = min(C1X/XsV1 onde 

O problema ( 7 )  pode ser r e e s c r i t o :  

s u j e i t o  a A X = b, 

V é o conjunto v i á v e l ,  

C E é o ve to r  cus to ,  

h E é o v e t o r  bás ico  ou r e s t r i ç ã o  de recursos ,  

A é uma matr iz  (mxn) 



O método simplex revisado é uma técnica eficiente 

destinada a resolver o problema (8) e um programa foi escri - 

to (ver XII) com esta finalidade. 

Em face de ser a programação linear um tema bas- 

tante difundido na literatura de otimização, deixamos de 

descrever, no presente trabalho, o método simplex revisado 

que 6 utilizado na solução do subproblema de direções vis- 

veis e de problemas de programação linear. Na seção 3 do 

capitulo X apresentamos a técnica de utilização do programa 

na solução de PPL, isto 6 ,  a disposição que deve ser obede - 
cida para a entrada dos dados em computador. Quando o sim- 

plex é empregado na solução do subproblema de direções vis- 

veis, a transmissão de dados é feita interna e automatica - 
mente por rotinas descritas no capitulo IX. 



~á nos referimos, em (II.3), à importância das buscas 

unidirecionais dentro dos processos de resolução de problemas de 

programação não linear. 

No presente capitulo estudaremos cada um dos métodos 

de busca utilizados pelos algoritmos apresentados em IV. 

vários são os processos de minimização unidirecional 

existentes. Em nosso caso fizemos a seleção de quatro métodos le - 
vando em consideração a eficiência que apresentam: 

1. método de GOLDSTEIN, 

2. método de ARMIJO, 

3. método de SECÇÃO-AUREA (FIBONACCI) , 
4. método de DAVIES-SWANN-CAMPEY-POWELL. 

Os dois primeiros, organizados e formalizados por POIPJ( 

em 121, alem de contarem com boa eficiência e não exigirem que a 

função seja convexa, são de relativa simplicidade. A Única res - 
trição que apresentam 6 usarem informações do gradiente de f(.). 

O terceiro (ver 12 1 ) e O quarto (ver (I I )  são os que 

mostram melhor comportamento quando comparados a outros métodos 

existentes e não descritos aqui 111. 

Para os métodos apresentados, sup6e-se conhecido um 

ponto X E R" e uma direção de busca S r R". 



SEÇÃO 1 - M~TODO DE GOLDSTEIN 

Esta 6 uma têcnica de busca unidirecional bastan- 

te eficiente que requer a disponibilidade do gradiente da 

função no ponto X, a partir do qual se quer efetuar a bus 

ca (ver 11. 4. 6 ) .' Isto vale dizer que a função em ques- 

tão deve ser necessáriamente diferenciãvel. N ~ O  ê exigida 

convexidade 1 2 1 . 
Consideremos as funções definidas por: 

onde 

A,aoR, ar(0,0.5), e S E  R" é a direção de busca. 

O algoritmo em ( 4 )  utiliza as funções (2) e ( 3 )  

na determinação do valor de X' (ver 11. 3). 

Uma boa escolha para a 6 fazer a=0.4 (ver.121). 

Esse método, bem como o algoritmo da secção 2,não 

se baseia na aproximação de um ponto de mínimo unidirecio - 
nal: procura-se um ponto X+hBS capaz de fornecer um valor 

de f suficientemente baixo para que sejam satisfeitas COE 

diçÕes de convergência de algoritmos, expostas em 121 . A 

figura 111. 1 ilustra a maneira de definir um intervalo em 

que f aprofunda-se suficientemente. 



Um esboço do que ocorre, geometricamente, com uma 

função f : + R é mostrado na figura 1 + onde 

- 
AS funções O ( -  ,X) = O (. ,X) - m l  e 2 (. ,X) =e (. , X )  -4, 

determinam, sobre a direção S, um intervalo que contem o 

valor A ' procurado (ver 11. 3) . 

Fig. 1 

O algoritmo que apresentamos a seguir se resume 
- 

em obter-se A' tal que g (A' ,X) r Q e O (A'X) 0. - 



ALGORITMO 1 5 1 

P 1  . D a d o s  Xi E R" e S i c  R" 

P 2  . E s c o l h a  a €  ( 0 , O .  5 )  e calcule p > O  ( v e r  V I I I )  

P 3  . Faça p=p 

p5 . Se g ( p l X i ) = O ,  faça A t = p  e PARE. Se O ( p , X i )  c 0 .  faça 

p = 2 p  e vá para P 4 .  Se O ( p  ,Xi) > O vá para P6. 

- 
P7 . Se O ( p , X i )  5 0 ,  faça A t = p  e PARE. C a s o  contrário , 

faça a 0 = p / 2 .  b o = p  e vá para P 8 .  

P 8  . Se a 0 = p / 2  faça ao=O 

comentário A g o r a  ~ ' ~ [ a ~ , b ~ ]  

P 9  . Faça j = O  

C a s o  contrário vá para P13. 

7 
=V. , j=j+l e vá P13. Se g ( v . , X i ) >  O faça aj+l=ajr  bj+l , 

para P I O .  C a s o  contrário,  faça aj+l=vj, bj+l=bj , 
j=j+l e vá para- PIO. 



Esta é uma busca unidirecional de menor e f ic iênc ia  

em relação as  outras três mas de grande simplicidade. 

O método de Armijo apresenta uma c e r t a  semelhança 

com o processo de Goldstein pelo f a t o  de u t i l i z a r  a equação 

( 3 )  na determinação de X ' . Um bom valor para X ' depende a1 - 
tamente do valor a t r ibuido a B (ver 5 ) e do valor calcu - 
lado para p (ver VIII).Uma boa escolha para a e fazer 

a=0.5 (ver 121) 

ALGORITMO 1 6 1 

P1.Dados  X i ~ ~ n  e 

P2 . Escolha a s ( 0 , l )  ,. B ~ ( 0 , l )  e calcule p > O  (ver V I - 1 1 )  

P3 . Faça p = p  

- 
~4 . Calcule O ( v , X i )  

P5 . Se O ( r i , X i ) z O ,  faça h 1 = v  e PARE. Caso contrár io ,  faça 

p = ~ p  e vá para P4 .  



Este 6 um processo de busca unidirecional que tem 

se mostrado de grande eficiência quando comparado aos exis - 
tentes (ver 11 I ) .% 

Para sua aplicação não são necessárias informa- 

ções da derivada primeira de f (X) e, portanto, não há exi - 
gência de diferenciabilidade da função objetivo. Por outro 

lado f(X) deve ser convexa ou nada se poderá garantir com 

relação ao novo ponto determinado pela busca. 

Seja E L O uma precisão dada e X um ponto a 

partir do qual se quer efetuar a busca em uma direção conhe - 
cida S (ver 11. 4.6) . O que se pretende é determinar um 

h' - 2 O tal que I A 1 - A * /  5 - E, onde A* 2 O é algum valor de - 
X  tal que 

O método determina um intervalo inicial [a,b] t.q. 

. X * E  [a , b] e, então, através de sucess~vas divisões áureas vai 

diminuindo o tamanho de [a, b] até atingcif a condição b-a c - E. 

O valor de A' é calculado por 

No algoritmo apresentado a seguir os primeiros - 
seis passos determinam um intervalo [aofbo] contendo o va - 
lor de A'. Os demais estreitam o intervalo até atingir a 

precisão estabelecida por E .  
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ALGORITMO 121 

PO . Dados X € R n ,  S E R " ,  al. R,  :E E R 2 
.., .., 

F1=(3-&)/2 = 0.38 e F2=(&-1)/2;-.= 0.62. Calcule p > O  

(ver VIJI) .  I 

P2 . Faça €=c1/ 11511, € '=c1 I I s ~ ~ ,  E "  = B E ' ,  i = O  e p O = p .  

~omentãr io  - E é a precisão para a busca, enquanto 

que E '  e E"  são precisões para a função (ver VIII). 

P3 . Se O ( p )  O faça ao=O, bo= p, j=O e vá para P7. 

Caso contrário,  vá para P4 .  

P4 . Faça ~ ~ + ~ = 2 " .  

P5 . Calcule 0 

P6 . Se O ( H ~ + ~  ) 2 o ( p i ) ,  faça a = P J ~ ,  bO=vi+l~ j =O e o i 

vã para P7. Caso contrário faça i=i+l e vã para P4. 

comentário - Agora A * &  [ao, bo] . 
P7 . Se a0=p/2 faça a =O.  O 

P8 . Se L .=b .-a. < c  vá para P l l .  Caso contrár io  vá para P9. 
3 I 1- 

P9 . Faça v = a . + ~ ~ t . ~  e w =a.+F 
j I 3 I 2 j '  

P i o .  Se O(v.) < O ( w . )  faça aj+l=ajr  bj+l=wjr j = j + l  
3 3 

para P8. 

Caso contrário faça aj+l=vj, bj+l=bj, j= j+ l  e 

para P8. 

P11. Faça A1=(a.+b.)/2 e calcule O ( X 1 ) .  
3 3 



P12. Se @(A1)<-E', PARE. 

Caso contrãrio, vã para P13. 

P13. S e  E ~ < E ~  vá para P15. 

Caso contrário vá para P14. 

P14. S e  @(A')- c-&" faça €=@€I E ~ = @ E ~ ,  E'=€" I E: II=f3.E 11 

j=j+l e vá para P8. 

Caso contrário f a ~ a  E= E / ~ ,  E =E /2, E'=E'/~, E ~ = E " / ~ ,  1 1  

j=j+l e vá para P8. 

P15. S e  @(A1) O, PARE. 

Caso contr&io, a busca falhou, PARE 



2 4  

SEÇÃO '4 - M~~TODO DE DAVIES-SWANN-CAMPEY-POWELL 

Esta ê uma técnica que pertence a uma categoria 

de métodos que determinam, dentro de uma precisão pré-e2 

tabelecida, uma aproximação A '  para um ponto de mhimo 

unidirecional A* (ver seção 3), usando extrapolação e in 

terpolação (ver 11 I ) . 
O processo dispensa informações sobre o gradieg 

te mas a hipótese de convexidade da função é exigida para 

que se possa garantir que o novo ponto obtido não seja 

pior que o seu antecessor. 

As estimativas quadráticas utilizadas usam apg 

nas informações de determinados pontos e valores da fun- 

ção nesses pontos. 

O algoritmo apresentado em (9) é uma lusão de 

dois outros. O primeiro devido a DAVIES-SWANN-CAMPEY-171 

e o segundo a POWELL-181. Daquele utilizam-se os passos 

para a determinação do intervalo inicial que contem A *  e 

deste os necessários ã obtenção de um valor X' através 

de progressivo estreitamento do intervalo inicial. 

É utilizada a equação (1) no algoritmo. 

Os seis primeiros passos estabelecem um intervg 

10 inicial que contem A* e os seguintes estreitam o in 

tervalo até atingir a precisão desejada (ver seção 3). 



9 ALGORITMO I 1 I 

comentário 
Durante o algoritmo: O i z O  ( h i )  =f ( X )  -f (X+hiS) . 

PO . Dados X E R" ,SE R " , E ~ E  R , € 2 &  R I B ~ [ ~ . l l 0 . 5 ] ,  I I s I I .  Cal - 
cule p > O  (ver V I I I )  . 

P 1  . Faça X1=0,O1=OI X 2 = O 1 O 2 = O I A 3 = 2 ~  ,E=  r/ ) I  s / / , €'=c1 ) / S I  / , 
L ' ~ = B E '  I calcule O 3  e  faça k=O. 

comentário - E é a precisão para a busca, enquanto 
, 

que E '  e  E "  são ~ r e c i s õ e s  para a função (ver V I I I )  . 
P2 . Se O 3  5 O1 faça X 2  = X  + p ,  calcule O e  vá para P6.  

2 

Caso contrário vá para P3. 

P3 . Faça X = A  21h2=X31h3=X3+2p,01=02102=031 calcule 03. 

P 4 .  Se O < O  faça 3 2 X 0 = h 2 + p I  calcule O O  e  vá para P5. 

Caso contrário faça p = 2 p  e  vá para P3. 

P5 . Se 00>02 faça - A 1 = h 2 r 0 1 = 0 2 r h Z = X 0 , 0 2 = 0 0  e  vá para P10.  

Caso contrário faça X 3 = X o 1 0 3 = O o  e  vá para PIO. 

P6 . Se k=O calcule  A O  = A  + p  (O1-02) / 2  (O1-20 + O  ) calcule 2 3 

O O  e v á p a r a  P8. 

Caso contrár io  calcule y = ( X 2 - X 3 ) O l + ( A 3 - ~ i ) ~ + ( A l - h 2 ) O 3 ,  

- e vá para P7. 

~3 . Se y=O vá para P17. 

Caso contrár io  calcule: 

P8 . Calcule 6 = ( h O - X 1 ) x ( h 3 - A o ) .  Se 6 1 0  vá para P9 . Caso 



26 

contrário faça k=l )--e ,vá para P11. 

-A  < E  vá para P14. P10.Se h3 

Caso contrário vã para P6. 

P11. Se Ao<" vá para P13. 

Caso contrário vá para P12. 

P12. Se 00>02 faça Al=h2fA2=A0f01=02,02=~ e vá para P10. 

Caso contrário faça h3=AOfO3=O0 e vá para PIO. 

P13. Se faça A3=h2fA2=h0f03=OZ,02=Oo e vá para PIO. 

Caso contrário faça hl=AO,@l=OO e vá para PIO. 

P14. Se 02> E' faça h1=A2 e PARE. 

Caso contrário vá para P15. 

P15. Se c2 vá para P17. 

Caso contrário vá para P16. 

C 

Pl6. Se 025 E" faça d =e E-, , E ~ = B  E ~ ,  E'= E" , E"=B E" e va para P10. 

P17. Se 02>0 faça "=A2 e PARE. 

Caso contrário a busca falhGu, PARE. 



0s métodos estudados neste capítulo foram selecionados 

segundo a sua eficiência e levando-se em conta também a facili - 
dade de operação oferecida ao usuário. Assim, o método de NEWTON 

(modificado de modo a assegurar convergência), de eficiência mais 

que reconhecida, não se encontra entre os algoritmos aqui apreseg 

tados uma vez que requer, em cada ponto, a determinação da matriz 

Hessiana da função: isso exigiria ao usuário um penoso trabalho 

de preparação dos dados mormente em problemas com elevado número 

de variáveis independentes. Em vez disto foram implementados os 

métodos de DAVIDON-FLETCHER-POWELL e de BROYDEN que requerem a 

disponibilidade apenas da derivada primeira da função, já que 

aproximam a inversa da matriz Hessiana por processos próprios. 

O metodo de CAUCHY (steepest descent) foi incluido em 

face de seu efeito didático, pois 6 dos métodos mais antigos e de 

simples entendimento, e pelo bom comportamento que apresenta na 

resolução de um grande número de problemas. 

O processo de FLETCHER-REEVES, que também faz parte 

deste trabalho, é um método tradicional e de grande eficiência , 
além de requerer pequena utilização de memória quando implemen - 
tado em computador. 

Nas seções seguintes são apresentados os métodos a que 



acima nos referimos. ~ p Ó s  a descrição de cada um comenta-se 

sua convergência. 

De acordo com o modelo (11. 4 . 6 ) ,  o algoritmo gera 

uma 'sequência de pontos ( X i )  Como, no caso geral, é impos - 
sivel detetar a otimalidade de um ponto (ver 121), um algo- 

ritmo será considerado convergente se: 

1 a) a sequência (X.) é finita e para seu Gltimo pon 
1 - - 

to X é satisfeita a condição vf (X) =O, ou 

b) a sequência (Xi) é infinita e para qualquer um 
A 

de seus pontos de acumulação X 6 satisfeita a condição 
A 

Vf (X) =o. 

Algumas condições extras fornecem informações adl 

cionais : 

1i 

2 a) se a função objetivo é convexa e V f  (X) =O então 
(. 

X 6 um ponto de minimo global. 

b) se Xo é o ponto inicial e o conjunto - 
C={X E ~"/f ( X )  lf - (Xo) 1 for limitado então sempre haverá pontos 

de acumulação pois as buscas unidirecionais somente forne - 
cem pontos em C e portanto as sequências geradas são com- 

pactas. 

Na apresentação dos métodos a seguir, não se faz 

menção à manipulação de supõem-se conhecidas as 

~recisões iniciais utilizadas por cada algoritmo, segundo o 

tratamento específico desse assunto no capitulo VIII. 



SEGÃO 1 - METODO DE CAUCHY 

E s t e  é dos mais an t igos  e dos m a i s  s imples proces - 
sos  de otimização, havendo s i d o  in t roduzido  pelo matemático 

f rancês  A.L.CAUCHY em 1847,191 . \ 

O método desenvolvido por CAUCHY u t i l i z a  informa - 
çÕes da derivada pr imeira  da função o b j e t i v o  f ( - )  e se ba- 

s e i a  no f a t o  de  que o g rad ien te  ca lculado em qualquer ponto 

do domínio de  f(-) aponta para a d i reção  de  máximo c r e s c i  - 
mento i n i c i a l  da função. Caminhando-se, po i s ,  na d i r e ç ã o  

c o n t r á r i a  do g rad ien te  estacemos na d i r e ç ã o  de  máximo de- 

crescimento i n i c i a l  da função. Es ta  é a razão por que e s t e  

método é mais conhecido por " s t e e p e s t  descent" .  

Vimos na seção 4 do c a p í t u l o  I1 que, em re laqão  

ao modelo g e r a l  (11. 4 . 6 ) ,  o s  a lgori tmos diferem e n t r e  si  

na determinapão da d i r e ç ã o  S E R" de busca. No método de  

CAUCHY a d i reção  Sia R", no i-ésimo e s t á g i o  do algori tmo é 

dada por 

e o novo ponto é ob t ido  a t r a v é s  da re lação  

4 =X . + h  ' s i=Xi -h  'V£ ( X i )  'i+i 1 

onde h '  é o va lo r  ca lculado p e l a  busca un id i rec iona l  (ver  

111). 

A re l ação  ( 4 )  é a base do método de CAUCHY. 



Demonstra-se em 121 que o método de CAUCHY 6 con - 
vergente, isto é, satisfaz 5 s  condições (1) para todas as 

buscas unidirecionais estudadas. A manipulação de preci - 
sões, nas buscas, não afeta a convergência do algoritmo, 

como se comentará no capitulo V I 4 I .  

ALGORITMO 1 2 1  

P1 . Escolha Xo E R" como ponto inicial. 

P2 . Faça i=O. 

P3 . Calcule vf (Xi). 

P4 . Se vf (Xi) =O, PARE. Caso contrário vá para P5. 

P5 . Faça Si=-v£ (Xi). 

P6 . Calcule A t i  por meio de qualquer busca unidirecional 

(ver 1 1 1 ) .  

P7 . Faça Xi+l=X.+h' i L i '  S i=i+l e vã para P 3 .  



SEÇÃO 2 - MÊTODO DE FLETCHER-REEVES 

Este método pertence 5 classe de direções conju - 
gadas, sendo também conhecido por método de gradientes con - 
jugados . 

Embora o grau de convergência deste algoritmo se - 
ja inferior ao do método de NEWTON modificado, o fato de 

não requerer o cálculo de derivadas segundas e a inversão 

da matriz Hessiana, normalmente de considerável dimensão , 
faz com que a sua eficiência seja, na maioria das vezes,com 

parável à daquele método 121. 

Os métodos de gradientes conjugados foram introdu - 
zidos inicialmente por HESTENES, STIEFEL e BECKMAN, 1101 , 
como processos de solução de sistemas de equações lineares. 

Eles possuem 5 interessante propriedade de minimizar uma 

função quadrática em, no máximo, n passos 111. 
I 

combinações 

res de modo 

as direções 

idéia básica do método é ilustrada a seguir. 

gerada uma.sequ6ncia de direções Si que são 
, 

lineares entre -vf ( X .  ) e as direções anterio - 
1 

que, se a função objetivo for quadrática, então 

geradas pelo algoritmo são conjugadas, 1111. 

Referindo-nos ao modelo em (11. 4.6) ,sejam X o  E R" 
8 n o ponto inicial e S,E R a primeira direção de busca dada 

por 



Definamos as direções Si, i=1,2,. .. recursivame~ 
te por meio de 

'i+l =-V£ ( x ~ + ~ )  + Q ~ s ~  

Demonstra-se 111 que se f for quadrática com 

Hessiana H definida positiva, então os valores wie R po- 

dem se escolhidos de sorte a tornar So,Sl,...,Si+l H-conju - 
gadas. É demonstrar, 121, que os valores dos coe 

ficientes wi são dados por 

As relações (7) e (8) são a base do método de 

FLETCHER-REEVES. 

convergência para este método pode ser demonstra - 
do para funções estritamente convexas e bidiferenciãveis, ( 2 1, 
desde que as buscas unidirecionais utilizadas realizem per 

feita minimização em cada estágio do algoritmo. 

Em nosso caso, para contornar o inevitável pro- 

blema de minimizaçães imperfeitas e£etuadas pelas buscas, o 

algoritmo é recomposto ("resetado") após cada conjunto de ' 

2n iterações, ou após cada busca unidirecional com insuces - 
so. Assim, se i=2n então Si+l =-Vf(xi+l) . Desta forma a 

convergência do algoritmo não é afetada pelo acumulo de 

erros causado pelas minimizações imperfeitas das buscas,uma 

vez que o método de CAUCHY tem convergência demonstrada. O 

efeito dos erros sobre a rapidez de convergência é largamen 

te compensado pelo aumento da rapidez das buscas unidire - 
cionais, como se comentará em VIII. 



ALGORITMO 121 

P1 . Escolha X o  E R". Se V f  ( X o )  =O , PARE ;' 
Caso contrário vá para P2. 

P2 . Faça i = O ,  k=2n. 

P3 . Faça gi=Si=-vf ( X i ) .  

P4 . Calcule através de qualquer busca unidirecional 

(ver 111) . 
P5 . Faça X i + l = X i + ~ ' . S -  

1 i* 

P6 . Calcule Vf ( X i + l ) .  

P7 . Se V f  (X i+ l )  = O ,  PARE. 

Caso contrário vá para P8. 

P8 . Se [ ( i+ l ) /k]=l  módulo k ,  faça i=i+l e vá para P3. 

Caso contrário vá para P9. 

P9 . Faça 

'i+ i = -v£  (Xi+i)  

- 
'i+i - g i + l + ~ i ~ i t  

i=i+l e . vá para P4.  



Este processo foi apresentado originalmente por 

D A V I D O N , ~ ~ ~ ~ ,  em 1959 e posteriormente modificado por 

FLETCHER e POWELL, 113). Pertence 5 categoria de métrica 

vari&el, isto é, faz parte da classe de métodos que aprg 

ximam a inversa da matriz Hessiana da função, evitando,des - 
tarte, um considerável volume de cálculos que seriam apli- 

cados na obtengão da Hessiana e em sua posterior inversão. 

O método de DAVIDOW-FLETCHER-POWELL apresenta 

muitas vantagens em relação a seus concorrentes como sejam, 

alta eficiência e boas propriedades de estabilidade compu- 

tacional. Sua Única desvantagem é a quantidade de memória 

necessária em computador para armazenar a aproximação dain 

versa da Hessiana q~e,.:~de-um modo geral, é de ordem eleva 

da nos problemas reais, 12 1 .  

O presente método, como de resto toda a família 

de métrica variável, possui a interessante propriedade de, 

em n passos, a matriz direcional tornar-se igual 5 inveg 

sa da Hessiana para funções quadráticas com Hessiana defi- 

nida positiva. 

A matriz direcional inicial é geralmente escolhi - 
da igual 5 matriz identidade, Eo=I, embora possa ser qual- 

quer matriz definida positiva. A cada passo vai se proces 

sando uma transformação gradual de direções de gradiente 

para direções de NEWTON extraindo-se desse fato as boas 



fases de comportamento daquelesdois métodos uma vez que o de 

CAUCHY tem boa atuação longe do Õtimo enquanto que o método 

' de NEWTON, modificado, apresenta boa performance em suas vi- 

zi.fihanças. 

O método de DAVIDON-FLETCHER-POWELL pode ser tam- 

bém enquadrado na categoria dos que usam direções conjugadas, 

Para uma função objetivo qualquer 6 esse fato, mais que o de 

aproximar a inversa da matriz Hessiana, a razão maior de sua 

grande eficiência, 111. 

Com referência ao modelo em (11. 4.6) , o presente 

método determina , em seu i-ésimo estágio, a direção de bus- 
ca Si por 

onde Ei é a matriz direcional que substitui a inversa da 

-1 Hessiana, H (Xi). 

O novo ponto 6 então obtido por 

onde h' é calculado pela busca unidirecional (ver 111). 

A característica fundamental dos métodos de métri- 

ca variável é usar relações próprias para aproximar a inver - 
sa da Hessiana. A maneira como é feita esta aproximação de- 

termina essencialmente a diferença entre os diversos métodos 

111, 1141 e 1151. 

Para funções quadráticas entre dois estágios conse 

cutivos, i e i+l, do algoritmo em estudo, é possivel obter 



a seguinte relação entre os respectivos pontos, (ver [I[) : 

onde H é uma matriz constante. A equação (12) pode ser 

encarada como um sistema de n equações lineares contendo 

um conjunto de parâmetros desconhecidos que devem ser esti - 
mados afim de se obter a aproximação da inversa de H(Xi) . 
várias técnicas podem ser usadas para resolver o sistema 

acima e cada uma conduz a um diferente método de métrica 

variável. 

-1 Num grande grupo de métodos, H (Xi+l) 

mada usando informações do i-ésimo estágio: 

onde Ei é a matriz que aproxima H-' (X) e aEi é u l a  ma- 

triz a ser determinada e W E  R é um fator de escala, uma 

constante, geralmente igual unidade. Conforme já disse - 
mos, a escolha de AEi determina o tipo de método. Para 

garantir convergência, w E ~ + ~  deve ser definida positiva e 

-1 satisfazer 5 equação (12), quando substitui H. (Xi). 

No estágio (i+l) temos os valores de Xi+l,Xil 

B f  (Xi+l) ,V£ ( Xi) e Ei , e queremos calcular Ei+l tal que 

a relação abaixo, proveniente de (12), seja satisfeita. 

14 
1 

E ~ + ~ A ~ ~  = - A X ~  
W 

onde Agi = V£ (Xi+l) - V £  (Xi) 

AXi Xi+l-X i 



Seja AEi = Ei+l - Ei. A equação 

1 AEiAg = -AX - EiAgi, deve ser resolvida em re i w i  - 
lação a AEi. Pode-se mostrar, por substituição direta do 

resultado, que a equação (15) tem a solução 

onde Y, Z E são vetores arbitrários. 

Os tipos de métodos variam conforme a escolha de 

Y e Z. 

Se, para w=l, fizermos Y=AXi e Z=EiAg i tere 

mos o método de DAVIDON-FLETCHER-POWELL e a equação (16) se 

torna: 

e a atualização da matriz direcional é dada por 

Ei+l = E. + AEi 
1 

onde AEi é a relação (17). 

convergência para o algoritmo em estudo é garag 

tida para funções objetivo quadráticas com a matriz Hessiana 

definida positiva, I 1 I . 
Mais recentemente, POWELL, 1161, obteve prova de 

convergêncLa deste método para funções não necessariamente 

quadráticas porem estritamente convexas, 12 1 . 
Em face de minimizações imperfeitas efetuadas 



pelas buscas, pode ocorrer que em um determinado estágio a 

busca não consiga achar um valor adequado (ver 111) para A ' .  

Neste caso o algoritmo é recomposto fazendo-se E ( X ~ )  = I . 
Este procedimento evita que a convergência do método seja 

afetada por acumulo de erros devido a minimizações impreci- 

sas das buscas. 



ALGORITMO 1 2  L 

P 1  . E s c o l h a  X o  E R ~ .  Se v f  (Xo) = O  , PARE. 

C a s o  contrário vá para P 2 .  

P2 . Faça i = O ,  E .  =I ( m a t r i z  i d e n t i d a d e )  e g0=vf (Xo) . 
1 

P3 . Faça Si=-E. g 
i i' 

P4  . C a l c u l e  A v i  por qua lquer  busca u n i d i r e c i o n a l  ( v e r  1111 

P 5  . C a l c u l e  Vf(Xi+h l i s i )  . 
P6 . Se V f ( X i + h ' i S i ) = O ,  PARE. 

, C a s o  contrário faça 

I I 

A X ~ A X -  I ( E ~ A ~ ~ )  ( E ~ A ~ ~ )  

Ei+i = E ~ +  C A X ~ ,  bgi> <E. ~ g i ,  bgi> 
- - 

1 

e vã para P7. 

P7 . Faça i=i+l e vá para P3. 



SEÇÃO 4 - MÉTODO DE BROYDEN 

O método de BROYDEN, 1171, publicado em 1967 per- 

tence também 5 classe de métrica variável como o processo 

de DAVIDON-FLETCHER-POWELL.: discutido na seção anterior. A 

diferença entre eles reside no processo de geração da ma- 

triz direcional (ver IV. 3.10 a 18) . 
Em, um estágio i do algoritmo em pauta, a par- 

cela AEi(ver 17) de atualização da matriz direcional Ei é 

dada por 

onde AXi= Xi+l-X e bgi=vf (Xi+l) -vf (Xi) i 

A nova matriz direcional Ei+l e, então calcu - 
lada por 

21 . Ei+i = E ~ + A E ~  

Como na seção 3, a convergência para o método de 

BROYDEN é demonstrada apenas para funções quadráticas com 

Hessiana definida positiva. 

Se a função objetivo não é quadrática, pode ocog 

rer que 

1 - a matriz direcional pode deixar de ser defi - 
nida positiva. 

2 - a parcela de correção AE. pode tornar-seili 
1 - 

mitada (5s vezes até mesmo para funções qug 



d r á t i c a s )  devido a e r r o s  de  aproximação. 

3 - Se AXi = - h l . ~ . V f ( X ~ )  t i v e r ,  por coincidên- 
1 1  

c i a ,  a mesma d i reção  do e s t a g i o  a n t e r i o r  , 

E i + i  torna:-se s ingu la r  ou indekerminada. 

A s s i m ,  no algori tmo de  BROYDEN, s e  ocor re r  pe lo  

menos um dos d o i s  casos 

deve-se f a z e r  Ei+l=E i s t o  6 ,  AEi=O. i ' 
Com e s t a s  precauções a convergência não é des- 

V 

t r u í d a  p e l a  manipulação de  p rec i sões  nas buscas u n i d i r e c i o  - 
n a i s ,  embora a rapidez de  convergência possa s e r  a fe tada  

(ve r  VIII) . 



ALGORITMO 111 

Pl . Escolha Xo E R". Se Vf (Xo) =O, PARE. 

Caso contrário vá para P2. 

P2 . Faça i=0, Ei =I (matriz identidade) e go=Vf (Xo). 

P3 . Faça Si=-E g . i i 

P4 . Calcule A r i  por qualquer busca unidirecional (ver 111). 

P5 . Calcule Vf (Xi+hriSi) . 
P6 . Se Vf (Xi+A lisi) =O, PARE. 

Caso contrário, faça 

e vá para P7. 

P7 . Faça i=i+l e vã para P3. 



Os métodos de minimização que não requerem derivadas são, 

muitas vêzes, preferidos em relação àqueles que as usam. Evidente - 
mente existem casos em que se justifica tal preferência e,como prig 

cipais, podemos citar os seguintes: 

1 - A expressão analitica da função objetivo não é conhg 

cida explicitamente. Em muitos casos o valor da função objetivo po - 
de somente ser calculado ponto a ponto. 

2 - A expressão analitica de f 6 conhecida mas o cál- 

culo do gradiente é altamente trabalhoso em face da complexidade de 

3 - Facilidade de ~repara~ão das informações iniciais de 

corrente- da não utilização de gradientes. 

Embora, de um modo geral, a eficiência desses métodos se - 
ja inferior 5 dos que usam gradientes, o desempenho de alguns algo - 
ritmos que não usam derivadas pode ser considerado excelente e mes- 

mo superior ao de vários daqueles que delas fazem uso (ver 11 I ) .  
No presente capitulo apresentaremos três métodos selecio - 

nados segundo seu desempenho: os processos de POWELL, de NELDER-MEAD 

e de CAUCHY com redução do cálculo de derivadas. 

A utilização de tais métodos será exposta no capitulo X 

e as listagens se encontram em XII. 



SECÃO 1 - MÉTODO DE CAUCHY 

Este é um processo de minimização desvinculada sem 

derivadas desenvolvido por POLAK, 121. O algoritmo efetua 

um cálculo aproximado do gradiente da função usando vetores 

canónicos e E R", i=1,2, . . . n. A direção de busca 6 a apro i - 
ximação do gradiente, com sinal trocado. 

A categoria dos processos que resolvem o problema 

sem usar derivadas é constituida basicamente de dois tipos: 

os que derivam de métodos que utilizam gradientes, aproxi- 

mando-os através de di£eren~as finitas e aqueles cujo dese: 

volvimento conceitual independe do c~lculo de derivadas. O 

presente algoritmo pertence ao primeiro grupo. 

Em (1) , f: R"+ R deve ser, pelo menos, continua - 
mente diferenciável. 

A convergência do algoritmo que apresentaremos a 

seguir é tratada em 121. 



ALGORITMO 1 2 1 

P 1  . Escolha X o  E R ~ ,  B E  [ s , ~ o ]  , ~ ~ 7 0  (ver V I I I )  

P2 . Faça i = O  

P 3  . Faça E = E  
1/ B 

n ~4 . Calcule o vetor s ( E  , X i )  E R  cu ja j-ésima componente , 
S .  ( E I X i )  é definida por 

3 

onde e 6 a j-ésima coluna da matriz identidade 
j 

P6 . Se A ( E , X ~ ) ~ O  faça E = E / ~  e vá para ~ 4 .  

Caso contrário calcule h; por qualquer busca unidire - 
cional* . 

p8 . Se O ( h ; , X i l S  (c ,Xi )  ) ~ - I I s I  I E  faça X i + l = X i + h ; S ( ~ ~ X i )  I 

i=i+l e vá para P4.  

Caso contrário faça E = E / ~  e vá para P$. 

*Nas buscas de GOLDSTEIN (111. 1) e ARMIJO (111. 2) o prodg 

to  escalar < v F  ( X )  , S:> 6 aproximado, fazendo-se - 
- 

< V £  ( X )  , S>  = A ( E , X ~ ) / E .  



Este é um método sem derivadas que at inge o mhimo 

de uma função quadrática com Hessiana definida posi t iva ,  em 

no máximo n passos, através de sucessivas buscas unidire- 

cionais ao longo de uma s é r i e  de direções conjugadas pgrtifi* 

de um ponto i n i c i a l  X o .  

Sabemos que duas direções Si e S são conjugadas 
j 

se : 

onde Q é uma matriz quadrada definida posit iva.  

O método de POWELL se  baseia no seguinte fa to:  

Para uma função quadrática com Hessiana definida 

posi t iva;  se partirmos de um ponto X o  e determinarmos Xi 

após minimizações consecutivas em p < n  direções conjugadas 

e fizermos o mesmo, a p a r t i r  de X1 para determinar X j ,  eE 

tão a direção X . - X i  é conjugada em relação à s  p direções 
3 

usadas para obter tan to  Xi  como X 1181. 
j '  

O modelo abaixo (ver ( 18 ( ) dá uma boa idé ia  do fun - 
cionamento do método. 



MODELO 

E 1  . Escolha um ponto i n i c i a l  Xo '  

P2 . Faça S.=ei,  onde 
1 ei é O i-ésimo ve to r  canõhico. 

I I 

S . )  é mhimo. P 3  . Encontre R t a l  que f (Xi-l+A i i 
I 

Defina X = Xiel+A iSi, i=1 ,2 , . . . , n .  
i 

P4 . Gere uma nova d i reção  S = Xn-XO e f a ç a  

P5 . Minimize f(Xn+As ) para  determinar X=Xn+h Sn. n 

Faça X o =  X e vá para P3 ( X  é o novo ponto de  par t ida) .  
O 

O a lgori tmo ( 4 )  d i f e r e ,  no entanto ,  do modelo a c i  

ma quanto à d i reção  a s e r  s u b s t i t u i d a ,  em face  do problema 

de  convergência. Para maiores d e t a l h e s  veja-se 111 e 1201. 

convergência para  o p resen te  método é demonstrada 

em 1201 para funqões quadrá t icas  onde também é apresentada 

uma modificação do algoritmo e provada sua convergência pa- 

r a  funções e s t r i t a m e n t e  convexas e continuamente d i f e r e n c i g  

v e i s .  



ALGORITMO 111 

Sejam D=(S1,S2,. . . ,S ) uva matriz nxn, Si& R", e n 

E R (ver V.I%II)  . 
P1 . Escolha um ponto inicial X, E R ~ .  

P2 . Faça S.=&i, onde e i = ( O , . . . , O , ~ , O , . ~ , O ) , ~ = ~ ~ ~ ~ ~ , ~  
1 

P3 . Faça i=l. 

P4 . Determine A minimizando f (X +Aisi) . i-1 

P5 . Faça Xi=Xi-l +Aisi 

P6 . Se i<n faça i=i+l e vá para P4. Caso contrário vá 

para P7. 

P7 . Calcule Xn+l=2X -X n O *  

P8 . Calcule 6 = max{ f -f (Xi)) , i=1,2,. . . ,n e chame 

de Sm a direção correspondente a 6. 

vá para P12. Caso contrário vá para P10. 

~ 1 0 .  Mantenha os mesmotss valores de Si, i=1,2 ,..., n para 

o ~róximo estágio. 

Pll. Se f (Xn) zf (Xn+l) faça X =X O n+l e vá para P14. 

Caso contrário faça X =X e vá para P14. O n 



P12. Minimize f(Xo+hS), onde S=Xn-XOI e f.aça X =X + A ' S  , 
0 O '  

onde h '  é o valor Ótimo de h na direção S. 

P13. Substitua Sm por S na matriz D mas fazendo de 

S sempre a Última coluna: D=(Sl,Si,...,Sm-l, 

sm+lf"*fsnfS) 

P14 .  Se ~ ~ x n - x o ~ ~ ~  E ~ ,  PARE. Caso contrário vã para P3 para 

i n i c i a r  um novo estágio. 



SEÇÃO 3 - METODO DE NELDER-MEAD 

O método que estudaremos a seguir segue uma teoria 

totalmente independente do que vimos até aqui e foi desenvol - 
vido por NELDER-MEAD, 1211, baseados em trabalho anterior de 

SPENDLEY, HEXT e HIMSWORTH datado de 1962 (ver 11 I ) . 
E um algoritmo que requer apenas a expressão analz 

tica da função objetivo a ser minimizada e apresenta boa efi - 
ciência, considerando-se que não utiliza derivadas, além de 

ser facilmente implementável em computador, 111. 

Apresentamos a seguir uma ideia geral de funciona - 
mento do método. 

Recordemos que um poliedro regular de n+l vérti- 

ces em é um simplex. Por exemplo em o simplex re - 
3 gular 6 representado por um triângulo equilátero, em R por 

um tetraedro regular, etc. 

Dados n+l pontos em formando um simplex a 

função objetivo pode ser avaliada em cada um dos vértices, e 

daquele correspondente ao maior valor da função 6 feita uma 

reflexão atrayés do centxóide do simplex. O vértice que ori 

ginou a reflexão pode ser substituido pelo novo ponto e um 

outro simplex obtido. Assim procedendo, sempre substituindo 

ou não o vértice que der origem ao maior valor da função 

pelo ponto obtido na reflexão, juntamente com processos ade 

quados de redução gradativa do simplex e de evitar cbclagem 

nas vizinhanças do ponto de mhimo, tem-se um método de mini 



mização sem derivadas de desempenho apenas razoável. 

Algumas dificuldades de ordem ~rática, no processo 

acima descrito, como sejam a impossibilidade de acelerar a . 

pesquisa do mínimo ou mesmo de continuá-la em certos casos 

motivaram a adoção de várias medidas destinadas a melhorar a 

atuação do algoritmo. 

O trabalho de NELDER-MEAD .fbb exatamente o de in- 

troduzir tais melhoramentos. A alteração básica no processo 

foi a possibilidade de o simplex, durante a execução, sofrer 

variações em sua forma deixando, assim, de ser um simplex re - 
gular.  ai a origem da denominação mais sugestiva - POLIEDRO 

FLEXIVEL - pela qual é também o método conhecido. 

O algoritmo de NELDER-MEAD minimiza uma função 

f : Rn + R usando (n+l) vértices de um poliedro f lexxvel, em 

R". Cada vértice pode ser definido por um vetor X. Aquele 

correspondente ao maior valor de f(X) 6 projetado através do 

centróide dos vértices RESTANTES (e não do poliedro, como ag 

tes), originando um novo ponto em que f (X) pode ou não ter 

um valor menor. 

Sejam, em um estágio qualquer do algoritmo, Xi o 

i-ésimo vértice do poliedro, onde X E R ~ ,  i=1,2,. . . ,n+l, e i 

o valor da função em Xi igual a f (Xi)'. Sejam ainda 
Xh 

e 

X, vértices do poliedro tais que 



'n+2 o centrói.de de {X11X21...,Xn+l }-{Xh) calculi 

vel por: 

Escolhe-se, em geral, como poliedro inicial um 

simplex regular mas não é obrigatório. A sequência de pas- 

sos para se encontrar um ponto X E onde f ( 4 )  assuma um 

valor menor envolve, em linhas gerais, as seguintes opera - 
ções : 

1 - REFLEXÃO - X é refletido através do cen- 
h 

tróide obtendo-se o ponto Xn+3 calculável por 

onde a > 0  é o coeficiente de reflexão 

'n+2 é o centróide calculado por (5) e 

Xh é O vértice onde f(Xi), i=1,2, ..., n+l, é máximo. 

2 - EXPANSÃO - se f (Xn+3) 2f (XL) , o vetor - 

(Xn+3-Xn+2) é expandido, gerando X n+4 calculável por : 

onde y>l é o coeficiente de expansão. 

Se f (Xn+4) C f (XL) , Xh é substitutido por Xn+4 

e a operação recomeça de 1, como um novo estágio. Caso con 

trário Xh é substitutido por Xn+3 voltando-se também pa - 
ra 1. 



3 - CONTRAÇÃO - Se f (Xn+,) > f (Xi) , vi#h, é feita 

uma contração do vetor (Xh-Xn+2) gerando Xn+5 calculável 

por : 

onde O<@<1 é o 5 
i Xh é substituido por Xn+5 e o retorno é feito para 

1 iniciando-se um novo estágio. 

4 - REDUÇÃO - se f(Xn+3 )>  f (Xh) todos os vetores 

(Xi-Xe)I i=1,2,...,n+l1 são reduzidas 5 metade a partir de 

XL, o que é feito através da equação 

Volta-se novamente para 1 afim de iniciar-se o es- 

tágio seguinte. 

A diferença básica entre o simplex rígido e o po- 

liedro flexivel é que este possui a faculdade de ser auto 

adaptativo à topografia da função objetivo, alongando-se,con - 
traindo-se ou reduzindo-se de tamanho, conforme a necessi - 
dade do problema. 

Conforme visto, o coeficiente 6 usado na refle - 
xão, y na expansão e B na contração do poliedro'flexivel. 

Uma questão fundamental é pois estabelecer os valo 

res de a, f3 e y mais eficazes. Note-se que uma alteração do 

poliedro só e necessaria quando ocorrer uma variação na topo 



grafia da função. Assim, com u=l estaremos atendendo a essa 

invariância de forma do poliedro. ~ l ê m  disto, NELDER-MEAD 

demonstraram que para a=l um número muito menor de avalia- 

ções de f(X) 6 requerido do que com a=l. 

1 - Um menor valor para 2 proporciona uma melhor 

adapt-ação do poliedro ao "terreno" da função 

objetivo, particularmente nos casos de estrei - 
tamento com mudanças de direção. 

2 - Nas vizinhanças do mhimo o poliedro precisa 

ser reduzido e um valor grande para retarda 

a convergência. Destarte, a=l parece ser uma 

boa escolha. 

Quanto a 6 e y ,  NELDER-MEAD baseados em diversos 

testes com diferentes combinações entre os dois parâmetros 

chegaram 5 conclusão que f3=0.5 e y=2 constituem duas boas 

opções. JS PAVIANI sugeriu os seguintes valores para f3 e y,  

(ver 11 I ) , 

2.8 L y - * 3.0, 

considerando que para 0<f3<0.4 existe a possibilidade de tér - 
mino antecipado e com p0.6 o algoritmo pode requerer um ex- 

cessivo número de estágios e longo tempo de computador para 

atingir a solução do problema. 



O método de NELDER-MEAD apresenta duas particula- 

ridades interessantes: não requer derivadas nem utiliza buç 

caç unidirecionais. 

4 

Devemos acrescentar ainda que este processo e a 

base do método de ~olerância Flexivel apresentado no capítu - 
10 VI1 e que a forma de geração dos vértices do poliedro r5 

gular inicial, a partir de um ponto dado, é ali também :e&- .- 

pLíoado . 



ALGORITMO 111 

Sejam a = l ,  8=0.5, y=2e e E ~ E  R (ver  V I I I )  . 
p1 . Escolha um ponto i n i c i a l  X1 c R". 

P2 . Calcule ,  a p a r t i r  de  X1, o s  demais v é r t i c e s  do pol iedro  

i n i c i a l  (ver  V I I .  1) . 
P3 . Calcule f ( X i )  , i=1 ,2 , .  . . ,n+l  

P4 . Calcule X h ,  Xe e Xn+2 .  

~5 . REFLEXÃO - c a l c u l e  Xn+3 pe la  equação ( 6 )  e f (Xn+3)  . 
P6 . Se f (Xn+3)  >£(Aa) vá para P9. Caso c o n t r á r i o ,  vá para  P7. 

~7 . EXPANSÃO - c a l c u l e  Xn+4  pe la  equação (7)  e f ( X n + 4 )  . 
p8 . se f ( X n + 4 ) ~  f (X6) f a ç a  Xh=Xn+4 e vá para  P14. 

Caso c o n t r á r i o ,  f a ç a  X =X h n+3 e vá para  P14 .  

P9 . Se f (Xn+3  ) > f  ( X i )  , YiZh vá para  PIO. 

Caso c o n t r á r i o  f aça  X =X h ni-3 e vá para  P14 .  

P10. Se f (Xn+3)  > f  ( X h )  vá para  P11. Caso c o n t r á r i o  f aça  

X =X 
h n+3 e vá para P11. 

~11. CONTRAÇÃO - c a l c u l e  Xn+5 pe la  equação (8)  e f (Xn+5)  . 
~ 1 2 .  s e  f (Xn+5)  * f ( X h )  f a ç a  Xh'X,+5 e vã para P14. 

Caso c o n t r á r i o  vá pa ra  P13. 

P13. REDUÇÃO - Calcule  X i ,  i = 1 , 2 , .  . . , n + l ,  p e l a  equação ( 9 ) .  

P11. Se (+i-I [f iXii -f PARE. 

Caso c o n t r á r i o  vá para  P4. 



METODOS DE MINIMIZAÇÃO VINCULADA COM DERIVADAS 
4 t 

No segundo ~ ~ ~ I t u l o  formalizamos o problema de minimi- 

zação vinculada (ver 11. 1) e fizemos referência larga faixa de 

aplicação que ocupa no campo da otimização. 

Existem na literatura, vários métodos destinados a rg 

solver o problema (11. 1.1), uns mais outros menos eficientes. Em 

nosso trabalho encontram-se três dèles, dos quais dois exigem o 

cômputo da derivada da função objetivo e dos vhculos, ao passo 
I 

que o terceiro necessita tão somente do cômputo dessas funções 

ponto a ponto, 

A menos de poucas exceções os métodos existentes se di - 
videm em dois grandes grupos: O primeiro fo'rmado por aqueles cujo 

desenvolvimento teórico independe do uso de derivadas, utilizando- 

as apenas corno uma ferramenta de cá%culo. O segundo constituido 

por aqueles que dependem conceitualmente de gradientes. A este peg 

tence o método de direções viáveis apresentado na seção 2 e àquele 

o método de penalidades descrito na seção 1. 

O método de penalidades resolve o problema geral de oti - 
miza~ão (11. 2.1) e aprdsenta, de um modo geral, boa rapidez de 

convergência, 



A restrição que se apresenta para o método de direções 

viáveis é não admitir a existência de vínculos não lineares do 

tipo igualdade. Como o método de penalidades, apresenta boa con - 
vergência. 

I Na descriç& :dos métodos , neste capitulo, basear-nos- 

emos sempre em 121 , 111 , 1231 e 1241. 



SEÇÃO 1 - MÉTODO DE PENALIDADES 

O problema geral de o&imização é 

1 (p) Minimizar f (X) 

X E V  

onde V é o conjGnto viável definido por 

onde 

A idéia fundamental do método de penalidades é r2 

duzir a resolução do problema (1) a uma sequência de problg 

mas de minimização desvinculada da forma 

onde pi. R" -+ R, i=1,2 .. . . são funções penalidades que adi 

cionam a f (X) um custo positivo se X$ V forçando as solu - 
çÕes dos problemas (Pi) a se aproximarem de V(caso de pena - 
lidades exteriores), ou forçam essas soluções a permanece- 

rem no interior de V(caso de penalidades interiores). 

O problema (3) pode ser construido basicamente de 

três maneiras, a depender da natureza das funções pi.Estas 

podem ser exteriores ou interiores. No primeiro caso o prg 

cesso de solução do problema (3) é dito de penalidades exte - 
riores e no segundo, de penalidades interiores ou de barrei - 
ra. Quando se usam os dois tipos de penalidades o processo 

I, 



recebe a denominação de método misto. 

~m nosso trabalho optamos pela implementação do 

método misto, que reune as vantagens de ambos os métodos. 

A seguir descreveremos, sucintamente, as noções 

fundamentais dos métodos de penalidades exteriores e inte - 
riores para, então, abordarmos o método misto. 



4 DEFINIÇÃO: Uma sequência de funções contínuas - 
pi : R"+ R, i , 2 , . , . , é dita de penalidades exteriores para 

o problema (Pi) se: 

a. pi(X) = O, WXEV i=112,..., ! 
b. pi(X) > O, VXP, i=l,2,..., 

C* Pi+l ( X )  > pi ( X )  i +Xp!V, i=1,2,. . . , 
d. pi (X) + suando i + -, +kX,&V 

Seja p i  i=l,2,. uma sequência de fún@es 

penalidades exteriores para o conjunto V definido em (2). 

Uma sequência de problemas de minimização desvinculada, pe- 

nalizados, é definida por 

Para demonstrar a convergência do método é ng 

cessário garantir que os problemas penalizados têm so - 
lução. Segue uma hipótese bastante restritiva enunciada em 

121. Uma hipótese menos restritiva encontra-se em 1231. 

6 HIP~TESE 

a. V é fechado 

b. Existe X'sV tal que o conjunto 

u = {X/f(X) 5 f(Xt)1 é compacto, 

Consideremos a sequência de problemas definida 

em (5) e suponhamos que a hipótese em (6) é satisfeita. 



Demonstra-se (ver 12 1 ) que, para f contínua?: 

Se Xi é Ótimo para (PE) I, i=1,2,. . . , então a 
sequência (Xi) é compacta e qualquer ponto de acumula- 

i~ N 
ção de (Ai) é ótimo para o problema (P). 

8 FUNÇÕES PENALIDADES EXTERIORES - Existem várias maneiras 

de se determinarem as funções p, (.) para o conjunto vis- 
I 

vel (2) . Como exemplo temos a seguinte: 

onde $ 21 e ai é uma sequência estritamente crescente de 

números positivos tal que a,+-- quando i+m. 
1 

Desde que sejam hi e gi funções continua 

mente diferenciáveis, então pi também o serão se p2,121. 



METODO DE PENALIDADES INTERIORES 

Neste caso, o problema geral de otimização (1) é 

transformado em uma sequência de problemas de minimizaç~o 

desvinculada 2 semelhança do que se fez em penalidades extg 

riores, diferindo apenas quanto ã natureza das penalidades 

que são agora interiores, 

Suponhamos que o conjunto viável V C seja de - 
finido por 

a. V é fechado 
- 
O 

b. V=V#@, ou seja, a aderência do interior de V é igual 

a V e não vazia. 

12 DEFINIÇÃO - Uma sequência de funções contínuas - 
O 

p :  R = 2  . é dita uma sequência de funções penali - 
dades interiores para V se 

O 
a. p ; (X)+  O quando j+m, B X E V  

b. Seja (X.) uma seqnencia qualquer convergente para um pon 
1 

to X na fronteira de V. Nesse caso, 

lim p! (Xi) =+w, para j=l,2 , ... 
i-tm 3 



Consideremos agora a sequência de problemas de 

minimização 

onde p!(.) são funções penalidades interiores. ~ipótese 
J 

semelhante a (6) garante que os problemas (PI) , têm solu- 
O 

J 

ção em V (ver 12 I ) . Nesse caso mostra-se, 12 1 , que qual - 
quer ponto de acumulação da sequência de soluções (Xi) dos 

problemas (PI), resolve o problema (P) . 

1 4  FUNÇ~ES PENALIDADES INTERIORES A AS funções p . ) podem 

ser definidas conforme abaixo: 

onde aj, j=1,2,... é uma sequência estritamente decres- 

cente de números positivos que tende para zero quando j 

tende para infinito. 

RESOLUÇÃO DO SUBPROBLEMA - Tanto os problemas (PE)~ quaz 

to os (PI)j podem ser resolvidos por qualquer método des - 
vinculado. Para os problemas (PI)j, no entanto, como suas 

O 
soluções estão em V, deve-se tomar o cuidado de não sair 

o 
de V durante as buscas unidirecionais. Uma técnica para 

O 
evitar a obtenção de um ponto fora de V é descrita no c$ 

pitulo VIII. 



METODO MISTO 

Este processo é uma combinação dos dois métodos 

vistos anteriormente e a sequência de problemas desvincu - 
lados em que é transformado o problema (1) utiliza &as 

as formas de penalidades. 

Seja v=v'nv", onde V' satisfaz as condições 

(6) e V" as condições (11). Utilizaremos penalidades &x - 
teriores com relação a V' e interiores com relação a V". 

n 

16 HIP~TESE - Para ao menos um X € V l  ótimo para o problema 
n - 

(P) qualquer vizinhança aberta 13 de X satisfaz - - O 
B ti V' r\ V"#@. 

17 DEFINIÇÃO - Seja a seguência de problemas de minimização 

desvinculada definida por 

onde p. . ) são penalidades exteriores e p! (. ) penalidades 
1 1 

interiores respectivamente para os conjuntos V' e V". 

Com as hipóteses feitas acima com relação aos 

conjuntos viáveis e funções penalidades, demonstra-se, 121, 

que a sequência gerada pelos problemas (P) i , satisfaz as 
\ 

condições de convergência como em (7) . 
O método misto é o que apresenta melhor compor- 

tamento na solução de problemas práticosf121f dai haver 



sido selecionado para implementação. Seu funcionamento, em 

linhas gerais, é o seguinte: 
i 

Dado um ponto inicial Xo E R" para o problema 

(1) e V definido como 

onde gi: R ~ +  R e h R"+ R, podemos aplicar penalidades e5 
jW 

teriores aos vhculos h. (X) =O e às restrições gi (X) 20 , 3 
sempre que gi(Xo)tO e penalidades interiores aos vínculos 

gi (X) 20 quando gi (Xo) <O. 

Na aplicação do método é necessário que todas as 

funções envolvidas sejam continuamente diferenciáveis. 

A convergência do algoritmo é tratada em 121. 

Na resolução do subproblema as minimizações são 

truncadas em conformidade com o trabalho realizado Por 

E.POLAK (ver 121). A truncagem é feita com base no gradien - 
te da função objetivo dos problemas desvinculados, aumentan - 
do-se a precisão das buscas 5 medida que crescem as penali- 

dades. 



h8 ALGORITMO 121 

P1 . Escolha X O  E R", a l a 1  . a "€  (0,0.5) e B E  (O.5,0.8) 

P2 . Faça X=XO e k=O. 

P3 . Defina o s  conjun tos  de  f n d i c e s  

I = { i ~ { 1 , 2 ~ . ~ ~ . m l / g ~ ( X )  2 O), 

I'= { i e { l l 2 , . .  . ,ml/gi(X) 4 01. 

P4 . Defina as funções  pena l idades  e x t e r i o r e s  e i n t e r i o r e s  por 

p '  ( X )  = - 1 I -pzy- i ~ 1 1 g i  

P5 . Se k=O, vã p a r a  P6. Caso c o n t r á r i o  v á  p a r a  P9. 

P8 . Escolha ( 0 . 1 , l ) .  

P9 . Calcu le  

1 s(x) = - [ o f ( x ) +  -Vp(x)+E1vpB E (x )  . 1 
PIO. Se 1 1  s ( X ) ]  I > vá p a r a  P11. Caso c o n t r á r i o  f a ç a  

E k + l = a E k ~  E = ~ E ,  E ' = ~ ' E ' ~  X -XI  k=k+l e vá p a r a  P3. Ki 

1 P11. Resolva o problema min{ f ( X )  + -p ( X )  +E * p '  ( X )  } por  qual-  
E 

quer  método d e  minimização desv incu lada  com E ~ = E ~  e 

v o l t e  p a r a  P9; Com o novo ponto X c a l cu l ado .  



O método de direções viáveis foi introduzido por 

ZOUTENDIJK, 1241, em 1959 e se destina a resolver o seguin - 
te problema de okimização: 

Minimizar f (X) 

X E V  . 

onde V é definido em (10) e as funções envolvidas, f e 

g i . m são continuamente diferenciáveis. 

Um algoritmo que resolva (19) é dito método de 

direções viáveis se, dado um ponto Xi pertencente ao c02 

junto V, ele determina uma semi-reta lX/X = Xi+uSi, u 2 0) 

passando pelo interior (relativo) de V, onde Si r R", e 

nessa semi-reta escolhe Xi+l=X.+p S tal que - 
I. i i  

('i+i ) <  f (Xi) . Assim, métodos de direções viáveis podem ser 
usados para resolver (19) apenas se V tem interior (re- 

lativo) não vazio, 121. 

Desta forma, somente poderão ser admitidos vincu - 
10s do tipo igualdade se estes forem lineares. Em nosso 

tratamento consideraremos apenas vhculos do tipo desigual - 
dade satisfazendo 5s seguintes. 

20 HIP~TESES 

a. O interior do conjunto viável (10) é dado por 

o 
V = {XE R"/~(x) * 0) 



O 
b. V é não vaz io  

c. E x i s t e  um ponto X o  E V t a l  que o conjunto 

U = { X E R ~ / ~ ( X ) - £ ( X ~ )  - 0, g(X) 2 01 é compacto e tem 

i n t e r i o r  não vazio.  

DETERMINAÇÃO DA DIREÇÃO VIÃVEL - O método de  d i reções  v i a  - 
v e i s  é uma extensão do processo de  CAUCHY. N e s t e  procura- 

s e  diminuir  a função o b j e t i v o  caminhando na d i reção  con- 

t r á r i a  ã do g rad ien te  (ve r  I V .  1). Naquele o o b j e t i v o  6 o 

mesmo, com a r e s t r i ç ã o  de sempre permanecer na r e g i ã o  v i 6  

v e l  . 
L Dado um ponto X E V, uma d i reção  S .  E R" 

j J 
e 

d i t a  v i á v e l ,  a p a r t i r  de  
X j  

, se f o r  poss&el determinar  
- 
LI > O t a l  que para  todo pE(oI;']tem-s€? ~ ( X . + V S . )  O ,  

O 
3 J 

i s t o  é, X .+riS. E V. 
J 1 

Em o u t r a s  pa lavras ,  uma d i reção  6 v i á v e l ,  a par - 
t ir  de  um ponto, s e  f o r  poss íve l  "caminhar" pe lo  menos um 

pouco sobre e l a  sem s a i r  do conjunto v i á v e l ,  supondo-se 

que o ponto de p a r t i d a  per tença a e s s e  conjunto. 

A s  var iações  de f e gi, i=1,2,.. . ,m, e m  X ,  na 

d i reção  S podem ser medidas por 

cVf ( X )  ,S.. e 

cvgi(X) ,S.  , i = l , 2 , . . . , m  

A d i r eção  S é v i á v e l ,  a p a r t i r  de  X,,  se 

<Vgi(X),S " < O 1  i~ , J o ( X )  = {i1 gi(X)=O, i=1,2,.. . ,m} 

e u t i l i z á v e l  s e  (2 , l )  v a l e r  e 



< V £  ( X )  ,S  > < O .  

Procura-se uma d i reção  v i l i z á v e l ,  i s t o  6 ,  

que, simultâneamente reduza "bas tante"  f e penet re  "bastan- 

te" em V. I s t o  não leva  em conta v h c u l o s  quase v io lados  

c u j a  presença provoca i n e f i c i ê n c i a  da busca e pode acar re-  

t a r  zig-zag. E n e s t e  ponto que e n t r a  o importante concei - 
t o  de: 

E-a t iv idade  - Dado E:-> O ,  E E  8 , X E V, O conjunto -- - 
de h d i c e s  E-a t ivos  em X é def in ido  por  

O conjunto JE  ( X )  tem por o b j e t i v o  e v i t a r  "engar- 

rafamentos" do algoritmo. O va lo r  de  E v a i  gradativamen- 

t e  diminuindo 2 medida em que o algori tmo s e  processa.  

Considerando que a d i reção  S seja de decresc i -  

mento t a n t o  de  f como de  gi l  i E J ( X )  , podemos d i z e r  que 
E 

a s  expressões (22) e (2,l) nos dão o decréscimo dessas  fun- 

ções na d i reção  S. 

Definamos o seguin te  conjunto 

que, evidentemente contém a origem e m  seu i n t e r i o r .  

Se ja  s : V - i R  uma função d e f i n i d a  por 
E 



A expressão (25) nos fornece o valor do menor de - 
crescimento inicial (maior crescimento inicial) entre todas 

as funções f e gi, iEJ (X). Ora, se esse decrescimento - 
E 

inicial ainda for bom, s E <  0, significa que é possxvel de - 
terminar'um novo ponto onde os valores de todas as funções 

decresceram. Entretanto, se sE = O, o menor decrescimento 

inicial é nulo e não podemos garantir a determinação de um 
O J 

novo ponto, em V, no qual a função critério tenha dimi - 
nuido seu valor. 

Se para E > 0, tivermos s = 0, 6 feita uma redu 
E - 

ção no valor de E e O processo .segue,normalmente. 

Se para E = O, tivermos sE = O , então, para ceg 

tas condições de regularidade, mostra-se que as condições 

de KUHN-TUCKER são satisfeitas no ponto X , o que fornece 

uma regra de parada para o algoritmo. 

O problema agora é determinar uma direção que per - 
mita decrescer todas as funções. Uma direção que fornece 

bons resultados 6 aquela segundo a qual é possivel aumentar 

ao máximo o menor decrescimento obtido em (25),(minimizar o 

maior crescimento) . 
O Definamos a função s : V+ R por 
E 

Resolvendo o problema em (26 )  em relação a S, te - 
remos determinado a direção que procuramos. 



Podemos calcular o valor de sz em (26) resol - 
vendo o problema 

Minimi zar s0 
E 

SEZ 

sujeito a 

s0 = max {<v£(X),S > I  <Vgi,S> 
E i€JE(X) 

Entretanto, (27) - (28) é equivalente a 

Minimi zar s0 
E 

SEZ 

sujeito a 

s0 > <vX(X) 1s > I 
E "  ' 

Mostra-se facilmente que (29) - ( 30) equivale a 

Minimi zar s0 
E 

sujeito a 

-sO + <v£(X),S> 2 o 
E 

O problema (31) é um problema de programação linear 

em e pode ser resolvido pelo ~étodo Sirnplex. ~~soiu$ão 



O O será o par  ( s O , S ~ ) ,  onde sE e R  e S & E R ~ ,  sendo - s  O me- 
E E 

nor decrescimento i n i c i a l  v e r i f i c a d o  e n t r e  as funções f e 

gi, i p J E ( X ) ,  na d i reqão S E R ~ , I ~ I .  
E 

O presente  método não exige  convexidade d a s  fun - 
çÕes envolvidas e sua convergência 6 t r a t a d a  e m  121.  

O a lgori tmo apresentado a segu i r  des t ina-se  a r e  - 
s o l v e r  o problema (19) e pode s e r  encontrado e m  121. 



ALCORITMO 1 2 1 

e  um i n t e i r o  k  t a l  que 5ekc10. - - 
O 

P2 . Dado um ponto i n i c i a l  X o  E R", v e r i f i q u e  s e  X o  E V" , 
O 

de f in ido  com V em (10)., .SE X E V" vá para P4. 
O 

Caso c o n t r á r i o  vá para P3.  

P3 . Faça xO=max{gi(XO), i = l t 2 r . . . r m }  e  r e so lva  o  segu in te  

problema ( e m  R n+1) : 

min{xo/-x +g. (X)  5 . 0 ,  i = l r 2 ,  ..., ml para determinar um o i 

ponto v i á v e l ,  X ' E  V. 

P4 . Faça X O = X 1  e i=0.  

P5 . Faça & = E ' .  

P6 . Faça X=Xi. 

P7 . Defina o  conjunto de  índ ices  

J ( X )  = {j~{l,2,...,m1/g.(X)+~~Ol 
E 3 

P8 . Calcule  o  ve to r  (sz ( X )  , SE ( X )  ) (em R n+l) resolvendo o  se 

g u i n t e  problema 

Min s O 

E 

s u j e i t o  a  

- s 0 + 0 f  (x)  
E 

-+vgi ( X )  ,S> - c 0  

h j  5 1, j=l12 , . . . ,n  



P9 . Se s0 < -a€,  faça S ( X )  =SE ( X )  e vá para P12.  
E - 

Caso contrário vá para P10. 

- 
PIO. Se E L E ' '  faça E = E  , resolva o problema (33) para  E = O  

para determinar (sO,s ) e vá para P11. 
E E 

Caso contrár io ,  faça E = @ ' E  e vá para P8. - 

P11. Se S:=O, PARE. Caso contrário faça E = B  I E e vá para P9. 

P12.  Minimize f ( X )  na direção S ( X )  , usando qualquer busca 

unidirecional ,  para determinar um novo ponto viável 

'i+i 
e faça i=i+l. 

P13. Se ( i / k )=O,  módulo k ,  vá para P5. 

Caso contrár io  vá para P6. 



METODO DE MINIMIZWC;ÃO VINCULADA SEM DERIVADAS 

Neste capítulo abordaremos um processo que foi introdu 

zido em 1968 por PAVIANI e HIMMELBLAU , 1251, que se intitula ME - 
TODO DE TOLERÂNCIA FLEXIVEL. 

Durante a descrição do método estaremos sempre nos bg 

seando em 111 e 1251. 

A característica principal deste processo é não neces 

sitar de derivadas das funções critério e vinculos o que represen - 
ta, em tempo, uma economia enorme na preparação dos dados, Por 

parte do usuário. Uma comparação desta natureza é feita em 111 , 
destacando o comportamento do método em estudo. 

~ l é m  de apresentar facilidade na preparação, o Método 

de Tolerância ~lexivel apresenta bom desempenho em relação aos di - 
versos tipos de problemas que lhe servem de teste, resultados ta$ 

bem apresentados em 11 I . 
A estratégia do processo é uma extensão da idéia de 

NELDER-MEAD.exposta no algoritmo descrito na seção V.3. Técnicas 

especiais foram criadas a Sim de possibilitar a resolução de prg 

blemas sujeitos a vhculos tanto de desigualdade quanto de iguah 

dade. 



Este 6 um método que se destina a resolver o pro 

blema (11.1.1) repetido a seguir: 

Min f (X) , X E Rn 
sujeito a g CX) 20 

h (X )  =O 

Seu desenvolvimento teórico é baseado no processo 

de NELDER-MEAD (ver V. 3) . 

CRITERIO DE TOLERÂNCIA. Seja o critério de tolerância 

flexivel de viabilidade, no k-ésimo estágio, definido por 

@k = min {i-i, i~ &+1 yi:~ Ixi-'p+2 I I}. 
sendo seu valor inicial m o  calculável através de: 

= valor do critério de tolerância no estágio k. 

@k-1 = valor do critério de tolerância no estágio 

k-1. 

R = número de restrições de igualdade. 

p = n-R = número de graus de liberdade. 

'i = i-ésimo vértice do poliedro flexivel. 

X 
p+2 

= centrõide do poliedro flexivel (ver V. 3) . 
t = tamanho inicial do poliedro (ver 12). 



O c r i t é r i o  de  t o l e r â n c i a  ( 2 )  é uma seguência pos; 

t i v a  não crescente  (ek) . OS va lo res  m k  agem como um 
k sN 

c r i t é r i o  de  t o l e r â n c i a  de  v io lação  de  v h c u l o s  durante  toda 

a resolução do problema, bem como s e  p r e s t a  a u m  c r i t é r i o  

de  parada do algori tmo.  Realmente vimos e m  (V. 3)  que o po 

l i e d r o  f l e x i v e l  durante  o processamento do algoritmo s o f r e  

contrações e expansões mas tende a diminuir  de tamanho, em 

cada e s t a g i o ,  5 medida que s e  aproxima do Ótimo da função . 
A sequência ( o ~ )  como d e f i n i d a  em ( 4 )  é en tão ,  claramente,  

p o s i t i v a  não c rescen te ,  i s t o  é, 

4 a o  2 Q 1 ?  e . .  2 m k :  o .  

Nas vizinhanças do Ótimo de  f ,  o po l i ed ro  tende para zero 

e o mesmo ocor re  com m k ,  da% sua condição de reg ra  de pa- 

rada para o algoritmo, I 1 I . 

A FUNÇÃO T ( O )  . Seja  a função T : R" -r R d e f i n i d a  por 

onde 

u 6 O operador de  Heavisi.de t a l  que ü.=O para gi(X)<O 
i 1 

e u =1 para  gi (X):O. i 

Como s e  observa,  T(.) 6 uma funqão não negat iva  
L 

para  todo X de R". Em p a r t i c u l a r ,  s e  1 (hi ( . )  ) 2 e 
i=l 

gi ( ) são convexas então  T ( ) 6 convexa com um ponto de  m I  - 
nimo g loba l  X, v i á v e l ,  com T (X )  = O .  Por o u t r o  lado,  T (X)  > O  

para todo X não v i á v e l .  A s s i m ,  T ( . )  pode s e r  usada para 



saber se um ponto pertence ou não ao conjunto viável. Pode 

ocorrer entretanto, que T (x)~o e neste caso o ponto X es- 

tará muito próximo da região viável e dai o conceito de 

QUASE-VIABILIDADE. A distinqão entre pontos viáveis, não - 
viáveis e quase-viáveis é dada por 

a. viável se T (X)=O, 

b. não viável se T (X) > mk, 

c. quase-viável se OzT (X) - < mk. 

Desta forma, a região de quase viabilidade é defi 

nida por 

6 {X/T (X) -@,c01 

TRANSFORMAÇÃO DO PROBLEMA. A idéia básica do processo 

tnansformar o problema (1) no problema abaixo: 

Min f (X) , X E 

sujeito a 

T (X) -mk'O. 

Durante sua aplicação, ocura obter 

novos vértices para o poliedro flexivel, de tal maneira que 

esses novos vértices sejam viáveis ou quase viáveis. Em ca- 

da estágio é pois bastante minimizar T(X) até obter - 
T(X):mk, o que pode ser feito por qualquer método de minimi - 
zação desvinculada sem derivadas. No presente algoritmo, o 

processo utilizado 6 o de NELDER-MEAD (ver V. 3). 



É preciso, no entanto, mostrar que (7) 6 equiva- 

lente a (1). Para tanto 6 suficiente observar o comporta - 
mento de a. 

Em virtude de ser (ak) uma sequência positiva não 

crescente, tal que ak=O apenas quando se atinge o pontode 

Ótimo para f (.) , a região de quase-viabilidade (6) é gra - 
dualmente restringida em cada estágio do algoritmo. No li- 

mite, isto 6, quando o poliedro se identificar com o ponto 

de Ótimo, então o valor final de é igual a zero e apg 

nas pontos viáveis podem satisfazer (6). Em outras pala- 

vras, se @=O, desde que T(X)  não pode ser negativa então 

só pode ser igual a zero o que requer que X, ponto de Óti - 
mo, seja viável,ll(. 



CALCULO DOS VÉRTICES DO POLIEDRO I N I C I A L  

Para s e  i n i c i a r  a busca são necessá r i a s  p+l poc 

t o s  i n i c i a i s  (n+l quando L=O) que podem ou não formar um 

simplex r e g u l a r  em R". O s  p+ l  pontos devem s e r  esco- 

lh idos  de t a l  maneira que qualquer subconjunto formado por 

p pontos s e j a  l inearmente independente. Para f i n s  p r á t i -  

cos é conveniente p a r t i r  de  um ponto i n i c i a l  X o  e cons- 

t r u i r  um simplex regu la r .  O s  p+l  v e t o r e s  de são  de - 
terminados por 

'i = X o  + D i l  i = 1 , 2 ,  . . . ,p+  1 

onde Di r ep resen ta  a i-ésima l i n h a  de uma matr iz  (p+ l )xn ,  

dada por 

onde 

Em (11) e ( 1 2 ) ,  t 6 uma cons tante  que determina o tamanho 

do simplex. 

O va lo r  i n i c i a l  de t pode s e r  ca lculado em função do i n -  

t e r v a l o  de var iação  esperado para  as v a r i á v e i s  independentes. 



Se os limites inferior e superior das componentes de 
x0  E2 

dem ser estimadas, então t pode ser calculado por 

onde Li é a diferença entre os valores final e inicial, es - 
perada para a i-ésima componente de Xo.  Se tais diferenças 

não são conhecidas, qualquer valor razoável para t repre - 
senta uma boa escolha, 1251. Em nosso trabalho optamos por 

fazer t=l pois consideramos normalmente difícil estabele- 

cer valores verdadeiros para Li, a menos que já se conheça 

a solução do problema. 

Na minimização de T ( . ) , definida em (5) , o valor 

de t é calculado empiricamente através da relação 

O método em estudo não exige convexidade das fun- 

ções em (1) e sua convergência é comentada em 1 1 1 .  

O algoritmo que apresentamos a seguir destina-se a 

resolver o problema definido em (I), usando para a minimiza 

ção de T ( X )  o método desvinculado de NELDER-MEAD descrito 

em (V. 3). 



-1 4 ALGORITMO 1251 

Comen.k;.: A expressão  s a t i s f a ç a  a equação (6)  s i g n  i f i c a  c a l  - 
c u l a r  T ( X )  a t r a v é s  de  (5)  e minimizá-la a té  que T ( X )  5 m k  

obtendo-se, en t ão  um (novo) ponto X v i á v e l ,  ou quase-vi2  - 

v e l .  

P 1  . 

m k  . é O v a l o r  de  m (2 )  no k-ésimo e s t á g i o .  

Escolha X o  E R", ~ 1 0 ,  a = l ,  f3=0.5 e y-2. 

Ca lcu le  t por  (12) ou f a ç a  t i g u a l  a um v a l o r  cog 

ven ien te .  Ca lcu le  m o  por  (3)  , s a t i s f a ç a  a equação (61, 

c o n s t r u a  um sirnplex r e g u l a r  a p a r t i r  do ponto X o  ( v i s  

v e l )  o b t i d o  e f a ç a  k=O. 

S a t i s f a ç a  a equação ( 6 )  pa ra  todos  o s  v é r t i c e s  do po l ig  

d r o  f  l e x i v e l  . 
Calcu le  f  ( X i )  , i=1 ,2 ,3  ...p+ 1 

Determine o s  v é r t i c e s  X h  e X L  cor respondentes ,  r e g  

pect ivamente  ao maior e m p o r  v a l o r  de f  ( X i )  , i=1 ,2 ,  ...p+l 

Calcu le  o c e n t r o i d e  do p o l i e d r o  f l e x i v e l  por  

Ca lcu le  Qk por  ( 2 ) .  

REFLEXÃO - Calcu le  Xp+3=Xp+2 + U ( X ~ + ~ - X ~ )  e satisfaça a 

equação (6)  . Calcu le  f (Xp+3)  . 
se f ( X p + 3  ) > f  (Xe)  , v á  p a r a  P11. 

I 

Caso c o n t r á r i o  vá pa ra  P9. 



~9 . EXPANSÃO - Caiauie Xp+4=Xp+2+~ (Xp+3-Xp+2) S a t i s f a ç a  

a equação ( 6 )  e c a l c u l e  f ( X p + 4 ) .  

P10. Se f (Xe+4 ) < f  (Xe)  s u b s t i t u a  Xh e f ( X h )  p o r  Xp+l e 

(XP+4 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e vá p a r a  P17. Caso c o n t r á  - 
r i o  s u b s t i t u a  Xh p o r  X I f (xn) p o r  f (Xp+s)  e vá 

p+3 
p a r a  P17. 

P11. Se p a r a  algum i # h ,  f (Xp+3)  < f ( X i )  s u b s t i t u a  Xh p o r  

Xp+3 ' f ( X h )  p o r  f ( X  ) e v á  p a r a  P l 7 .  Caso c o n t r á  - 
P+ 3 

r i o  v á  p a r a  P12. 

~ 1 2  . Se f (Xp+3) > f  ( X h )  vá p a r a  P l 4 .  

Caso c o n t r á r i o  v á  p a r a  P13. 

P13. S u b s t i t u a  X h  p o r  X , f ( X h )  po r  f ( X  ) e vá p a r a  
P+ 3 P+3 

a equação ( 6 )  e c a l c u l e  f (Xp+5)  . 
P15. Se  f (Xp+5 ) < f ( X h )  s u b s t i t u a  X h  po r  Xp+5, f ( X h )  p o r  

(Xp+5 ) e vá p a r a  P17. Caso c o n t r á r i o  v á  p a r a  P16. 

P16. REDUÇÃO - C a l c u l e  X i f  i = l , Z , . . . , p + l  p o r  

Xi=Xt+O.  5 (Xi-Xe) e f ( X i )  , i = 1 , 2 , .  . . , p + l ,  p a r a  o s  novos 

w@ores d e  Xi. Faça  k=k+l  e v á  p a r a  P2. 

P17. Se Qk 5 - €.PARE. Caso c o n t r á r i o  f a ç a  k=k+l e vã p a r a  P2. 



Todos os algoritmos estudados nos capxtulos ante - 
riores incluem a resolução de subproblemas: nos métodos des - 
vinculados e direções viáveis, o subproblema 6 a busca uni- 

direcional e nos de penalidades e tolerância flexivel O 

subproblema é o algoritmo desvinculado. 

Teoricamente, a resolução exata de tais subpro - 
blemas levaria tempo infinito. Para contornar este tipo de 

problema, os algoritmos são transformados de conceituais em 

implementãveis, através de truncamento, passando agora a 

levar apenas tempo finito em seu processamento. 

Normalmente o truncamento 6 feito lançando-se mão 

de ~recisões obtidas heuristicamente. Em nosso caso preten - 
demos formalizar o estudo de tais precisões com o objetivo 

de calculá-las a partir de informações inerentes a cada prc 

blema a ser resolvido pelo algoritmo. 

Polak apresenta em 121 modelos de algoritmos im- 

plementáveis que,.incluem a manipulação de precisões re demons - 
tra a sua convergência. Na seção seguinte será estudado um 

modelo de algoritmo implementãvel, baseado em 121, cuja efi. -, 

ci&xci*& -& ro:omeul-trada :. Nas seções posteriores serão trg 

tados outros assuntos relacionados à manipulação de preci- 



sões, tais como convergência, intervalo inicial de busca e 

regras de parada para algoritmos. 

No presente trabalho são utilizados quatro tipos 

de precisões: 

1 
E 1 - Esta é uma precisão que deve ser fornecida em unidades 

de R". É utilizada para o estabelecimento das precisões E 

e E '  empregadas em testes de parada das buscas de secção- 

áurea e Davies-Swann-Campey-Powell, respectivamente para o 

intervalo final que contém A* (ver 111) e suficiente de- 

créscimo da função. Essas regras serão comentadas adiante. 

2 
E 2 - Esta precisão corresponde ao zero computacional de 

e deve também ser fornecida em unidades compatíveis. 2 uti- 

lizada em teste de parada das buscas unidirecionais (verIiI 

3.4) através de comparações com o intervalo que contém A * .  

E também usada como regra de parada de algoritmos desvincu - 
lados por compg~aç6es com a norma da diferença entre pontos 

(vetores) consecutivos determinados pelos algoritmos. 

3 
E 3 - Corresponde ao zero computacional do critério e deve 

ser fornecida em unidades da função. Sua utilização é fe& 

ta em regra de parada de algoritmos desvinculados através 

de comparações com diferenças entre três valores consecuti 

vos de f. 

4 € 4  - É a precisão que corresponde ao zero computacional do 

gradiente da função. É utilizado como regra de parada de 

métodos desvinculados que usam derivadas, fazendo-se sua com - 
paração com a norma do gradiente de f em cada ponto obti- 

do pelo algoritmo. 



SEÇÃO 1 - MODELO IMPLEMENTAVEL 

O problema desvinculado é 

Minimizar f (X) 

X EFtn 

O modelo implementável, abaixo, se refere a métodos 

desvinculados que usam gradientes e se destina a resolver o 

problema (1). Sua base é o modelo conceitual apresentado em 

(11. 4.6) . O algoritmo, em cada ponto X E R", gera uma dire i 

ção Si a partir de vf (Xi) , tal que Si=O se e somente se 

vf (Xi) =O. A introdução de ~recisões para o modelo em (11.4.6) 

leva ao seguinte 

PO . Escolha X, B R". 

P1 . Faça i=O. 

P2 . Obtenha uma direção de busca Si E R". 

~3 . Calcule 1 1  si/ 1 , I I vf (Xi) I I . 
~4 . Se Ilsill < c4, pare. Caso contrário vá para ~ 5 .  

P5 . Faça &=E 
'/IlsiIl 

e r'=~~/Ivf(X~)lI . 
P6 . Calcule A tal que exista A *  satisfazendo a 

P7 . Se f (Xi+~iSi)-f (Xi) > -E', faça E ~ = E ~ / ~ ,  E=E/~, E I = E ~ / ~  

e vá para P6. 

Caso contrário faça Xi+l=Xi+AISi, i=i+l e vá para P2. 



O modelo acima difere do de Polak no ponto em que 

neste a função é comparada com cll 1 Vf (Xi) 1 1  enquanto que 

naquele deve-se usar ac1, ar0 fixo. Em nosso caso a prg 

cisão para a função fica coerente pois corresponde ao de- 

créscimo de f para variações de Xi: clVf (Xi) /tlvf (Xi) I I . 
A modificação proposta levou a bons resultados , 

embora não se demonstre neste trabalho a convergência dos 

algoritmos adaptáveis ao modelo: esse tratamento teórico 

exigiria a manipulação de vários resbltados sobre algoritmos, 

fugindo 5 finalidade desta tese. 

Nas buscas em (111. 3 e 4) o teste no passo 6 foi 

incluido na própria busca o que pode ser visto em seus res- 

pectivos algoritmos. As buscas em (111. 1 e 2) não fazem 

uso desse tipo de teste em face de sua maneira própria de 

calcular o valor de X t .  

Em métodos em que a direção Si é calculada a 

partir de gradientes, Ilsill 6 aproximadamente da ordem de 

Ilvf(Xi)ll, o que permite usar I/sill emvez de (lvf(Xi)II 

no passo 5 do modelo (2), levando a bons resultados. 

C ~ C U L O  DE p - As buscas unidirecionais iniciam pela deter 
minaçáo de um intervalo inicial [aO,bO] (ver 111) que con- 

tenha um valor X* correspondente ao passo 6 em (2). Um 

bom valor inicial para X pode evitar uma série de cálcu- 

10s na determinação de [ao ,bO]. 

Baseados no fato de que para uma direção S a de 



rivada direcional é nula no ponto de minimo unidirecional, 

podemos aproximar o cálculo de h inicial usando a seguin - 
te idéia, ilustrada nas figuras 1 e 2. 

* 
Se a derivada segunda de f na direção S e 

constante, então para variações . _de. -L- X na direção 

S o decréscimo da função tende a se anular 5 medida que 

X se aproxima do ponto de mínimo unidirecional. E então 

possivel calcular aproximadamente um valor inicial para h. 

No algoritmo que apresentamos a seguir foram introduzidos 

testes adicionais com o fim de atender a casos onde o com - 
portamento da função não permita o cálculo de p (  Ainicial) 

conforme se faz no passo 6 do algoritmo abaixo. 

F i g .  1 



ALGORITMO 

PO . D a d o s  a = 0 . 0 1 ,  E R ,  S E R", X E R ~ .  

-0 ( a  , S )  =f (X) -f (X+aS)  . P 1  . C a l c u l e  dl- 

P 2  . Se q O faça p = a  e PARE. 

C a s o  contrário vá para P3. 

P3 . Faça a = 2 a  e calcule 6 2 = 0  ( a , S )  . 
P 4 . S e  6 2  S1 faça p = a  e PARE. 

C a s o  contrário vá para P5. 

P5 . Se ti2 > 2d1-c3 faça e vá para P3. 

C a s o  contrário v5 para P6. 

P6 . C a l c u l e  p =  - ~ ~ 6 ~ / ( 6 ~ - 6 ~ )  e PARE. 



PARADA DAS BUSCAS 

 pós determinado o intervalo inicial as buscas em 

(111. 3 e 4) fazem o seu estreitamento testando em cada dimi - 
nuição do intervalo, o seu tamanho com o valor de E = E ~ / I I s ~ I I  
(ver 2). Se o tamanho do intervalo for menor que E, a pri - 
meira condição de parada está satisfeita e o teste entre o 

valor do decréscimo de f para o A obtido, e E' 6 efe - 
tuado. Se satisfeito, a busca retorna com sucesso, senão au - 
mentam-se as ~recisões envolvidas (ver 111. 3 e 4) e o inter - 
valo volta a ser estreitado até se obter um bom decréscimo 

para f. Em caso de se obter uma ~recisão para o intervalo, 

tal que E~ ( então a busca acaba: com sucesso se o de- 

créscimo for positivo ou insucesso se não for positivo. 

5 CONVERGÊNCIA DE ALGORITMOS 

O algoritmos desvinculados tem sua convergência co - 
mentada nas seções onde são expostss. ~cÚmulo de erros de- 

vidos a imprecisões de cálculo das buscas pode afetar a con - 
vergência dos métodos. O que se faz então 6 recompor o algo - 
ritmo sempre que a busca unidirecional não conseguir encon- 

trar um ponto melhor, fazendo a direção de busca, contrária 

à do gradiente. Se a busca falhar novamente então não é pog 

sivel encontrar um ponto melhor e o mêtodo acaba. Entretanto, 

em métodos de CAUCHY não é feito qualquer "resetamento" da 

" .  
direção de busca e o algoritmo para na primeira falha  da 

L- 



busca. Outra técnica empregada é "resetar" o algoritmo a 

cada grupo de xn iterações, automaticamente. Uma boa es- 

colha para x parece ser x=2. Em nosso caso isto 6 feito 

apenas no algoritmo de FLETCHER-REEVES. I 

Assim agindo, garantimos que a convergência dos 

algoritmos não é afetada uma vez que o método de CAUCHY tem 

convergência demonstrada. 

6 REGRAS DE PARADAS DOS ALGORITMOS 

Os métodos desvinculados com derivadas possuem,em 

nosso caso, 3 regras de parada: 

1. O número de iterações solicitado pelo usu&A.o foi atin- 

gido. 

2. O gradiente da função atinge um valor menor que c 4 .  

3,  rês pontos consecutivos possuem diferença (em norma) me - 
nor que c 2  e três valores consecutivos da função pos- 

suem diferença menor que € 3 .  

Para métodos desvinculados sem derivadas existem 

outras regras de parada que podem ser vistas nos correspon - 
dentes algoritmos. 



SEÇÃO 2 - M~TODO DE PENALIDADES 

Conforme exposto no capitulo VI a resolução do prg 

blema (11. 1.1) pelo método de penalidades 6 obtida pela re - 
solução de uma sequência de problemas desvinculados (verVI.3. 

Cada problema desvinculado é resolvido independentemente pe- 

los algoritmos desvinculados mas neste caso a regra de parada 

dos algoritmos e o intervalo inicial da Eusca são estabele- 

cidos de forma diferente. 

Em cada estágio do método de penalidades um novo 

problema desvinculado deve ser resolvido, e em cada estágio 

do subproblema há um segundo subproblema que é a determina- 

ção do mínimo unidirecional. Sabe-se que tal mínimo sempre 

se acha dentro da região viável e, portanto, é sempre possg 

vel determinar um intervalo inicial de busca em cada estágio 

do subproblema. 

O algoritmo que apresentamos a seguir parte de um 

valor ( p )  calculado em (3) e determina um intervalo iarcial 

de busca para cada estágio do subproblema do método de pena - 
lidades, sendo seu posterior refinamento feito pelas pró - 
prias buscas unidirecionais. 



7 ALGORITMO 

PO . Dados X I Z R ~  e S E R ~  

P1 . Faça i=0, Aiel=O, A =O1 k=O o 

P2 . Calcule p > O  (ver 3) e faça A=p 

P3 . Se X+AS é viável, faça i=i+l, 'i =A e vá para P4. 

Caso contrário faça p=p/2, A=X-p r k=l e vá para P3. 

P4 . Se f (X+AiS) 1 f (X+AielS) faça a0=Ai-2 , b =A e PARE. 
O i 

Caso contrário vá para P5. 

P5 . Se k=O faça p=Ai, A=A+p e vá para P3. 

Caso contrário faça p=p/2, A=A+p e vã para P 3 ,  

No caso especial das buscas de GOLDSTEIN e ARMIJO 

(ver 111) devem ser feitas pequenas alterações envolvendo a 

inclusão de alguns testes. As modificações necessãrias po- 

dem ser encontradas no capítulo XII. 

Os algoritmos que resolvem os subproblemas podem 

não obedecer 5s mesmas regras de parada descritas em (6) . 
Polak realizou um importante trabalho neste setor introdu- 

zindo um processo de truncamento para os subproblemas com 

relação aos gradientes. Uma precisão inicial para o gra- 

diente da função penalizada é fornecida e em cada estágio do 

algoritmo de penalidades essa precisão vai sendo aumentada 

da mesma forma que as penalidades, garantindo-se com isto a 

convergência do método. 



Como no método de penalidades, também neste caso a 

determinação do intervalo inicial é feita por um algoritmo 

especial. No método de direções viáveis entretanto, o sub - 
problema é a própria minimização unidirecional e a determina 

ção do intervalo inicial 6 feita em cada estágio do algoritmo 

de direções viáveis. Diferentemente do método de penalida- 

des pode ocorrer no entanto que a função não possua mínimo 

unidirecional dentro da região viável. Neste caso o ideal 

seria determinar um ponto para o qual existisse o maior nÚme - 
ro de vhculos violados possível. 

I 

O algoritmo que apresentamos a seguir tenta obter 

esse ponto da seguinte maneira: quando 6 determinado um pon - . 

to para o qual haja, pelo menos, um vinculo c-violado, pro- 

cura-se saber se para esse mesmo ponto existe um número - .  

maior de vinculos 3c-violados. Se houver são feitas duas 

tentativas com a finalidade de torná-los E-violados, voltan - 
do-se em seguida com h' igual ao valor final obtido para-A. 

Note-se que neste caso não ' <se d&te,"minaz- intervalo inicial: 

o valor final de X é o A '  procurado (ver 111) . 
As mesmas considerações da seção anterior são vá- 

lidas aqui com relação 5s buscas unidirecionais de G O L D S T E I N  

e ARMIJO. 



8 ALGORITMO 

PO . Dados X € R n  e S € R n .  

P 1  . Faça i = 0 ,  j=O, k=O, h - 1=0, h O = O .  

P2 . Calcule p > 0  (ver 3) e faça h = p .  

I 
P3 . Se X + h S  é viável ,  faça i=i+l, 

'i 
= A  e vá para P4. 

Caso contrário faça p = p / 2 ,  X=h-p,  k = l  e vá para P3. 

P4 . Se f ( X + h i S )  2 f ( X + h  S) faça a0=Aim2, b = h  e PARE. i-1 O i 

Caso contrário vá para P5. 

P5 . Se k=O faça p = h i r  h = h + p  e vá para P3. 

Caso contrário vá para P6. 1 

P6 . Se X + A S  6 ,-viável f a ~ a  p = p / 2 ,  X=X+p e vá para P3. 

Caso contrário vá para P7. 

P7 . Calcule nl= nÜmero de v h c u l o s  E-violados e n2= número 

de vhcu10.s 3~-violados.  

P8 . Se n =n faça A h e PARE: acabou a busca. 2 1' 

Caso contrário vã para P9. 

P9 . Se j <2 ,  faça p = p / 2 ,  A = h + p ,  j = j + i  e vá para P 3 .  

Caso contrário faça i ' = h i  e PARE: acabou a busca. 



ESTRUTURA DO SISTEMA 

Nossa intenção aqui é apresentar um fluxograma de todo 

o sistema implementado, explicar como o programa principal e as 

subrotinas se interligam e como podem ser introduzidas novas sub- 

rotinas no sistema sem acarretar grandes modificações no conjunto. 

Na interligação das rotinas usamos um método simp$es e 

sem sofisticação mas que consideramos eficiente e de facil manejo 

pelo usuário. Maiores detalhes podem ser obtidas no capitulo X 

onde se explica a utilização de todos os algoritmos. 

A seguir apresentamos dois esquemas, onde se pode ob- 

servar o funcionamento de todo o sistema. O primeiro mostra o 

inter-relacionamento de todos os algoritmos que o compõem, e o se 

gundo indica o funcionamento relativo dos m~todos,obedecendo este 

às restrições impostas por aquele. 
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Afim de tentarmos explicar o funcionamento de cada 

rotina do conjunto, dividifla-emos em quatro grupos princi - 
pais 

1 - Rotinas de uso geral. 
2 - Rotinas de métodos desvinculados 
3 - Rotinas de métodos vinculados 
4 - Rotinas de programaqão linear 

E conveniente esclarecer que rotina para nós indi- 

ca qualquer programa, em FORTRAN, que faz parte do conjunto 

de listagens do capitulo . X I I  . 
* 

Na classificação acima, rotina de uso geral e um 

titulo que enquadra todas aquelas que executam tarefas comple - 
tamente genéricas, sem se prenderem especificamente a este ou 

àquele método. 

Temos ao todo, no trabalho, 48 rotinas, cujos no- 

mes contêm sempre 5 letras que, na medida do procg 

ram expressar o tipo de trabalho que executam ou a qual mé- 

todo se referem. 

A seguir faremos a descrição sumária de todas elas, 

em ordem alfabética dentro da classificação acima. O programa 

controlador, no entanto, é colocado em primeiro lugar em face 

de sua posição hierárquica na estrutura do sistema. 



ROTINAS DE USO GERAL 

Nesta c a t e g o r i a  encontramos: 

1. Programa Controlador - Controla a l e i t u r a  de  dados, s e l e  - 
ção de  algori tmos escolh idos  pe lo  usuár io ,  número de  prg 

blemas a executar ,  algumas impressões e escolhe a l g o r i t -  

mos e va lo res  de  c e r t o s  parâmetros quando o usuár io  não 

informa por qual  método será reso lv ido  o problema. 

2.. CRIVO - Examina o s  dados fornecidos pe lo  usuár io ,  de te-  

tando poss ive i s  enganos. 

3 .  FUNCF - Na verdade e s t a  r o t i n a  deve ser fornecida  pe lo  

usuár io ,  mas f o i  incorporada com o o b j e t i v o - d e  alerta-10, 

quando s e  esquecer de  i n d u z - l a  e n t r e  o s  dados de  entrada, 

a t r a v é s  do envio de uma mensagem adequada. 

4 .  FUNGD - idem 

5. F U N H I  - idem 

6 .  GRADF - idem 

7.  GRADV - idem 

8 .  GRADX - Seleciona qua l  r o t i n a  de  g rad ien te  chamar de 

acordo com o algoritmo usado. 

9 .  IMPRS - Imprime resu l t ados  in termediár ios  e f i n a i s  bem 

como o u t r a s  mensagens de  i n t e r e s s e  para  o usuário.  



- 
10. LEIAS - Faz a leitura de todos os dados necessários a 

solução do problema. 

11. NORMA - Calcula a norma de um vetor determinado pelo 

algoritmo que a chama. 

12. SELE1 - Seleciona o algoritmo indicado pelo usuário. 

13. SELE2 - Seleciona a busca unidirecional escolhida pelo 
usuário. 

14. SELE3 - Seleciona o algoritmo determinado pelo usuário 
para resolver o subproblema de métodos vinculados. No 

caso, apenas do método de penalidades. 

Nesta classe temos: 

1. CONVE - Verifica as condições de convergência para os 

algoritmos desvinculados, determinando ou não a inter- 

rupção da execução. 

2. COXIC - E o algoritmo de CAUCHY com derivadas. 

3. COXIS - E o algoritmo de CAUCHY, sem derivadas. 

4. DFLEP - E iima rotina comum aos métodos de DAVIDON- 

FLETCHER-POWELL e BROYDEN. 

5. DIREC - É usada pelas buscas unidirecionais. Calcula um 



novo ponto, dados o anterior e a direção de busca. 

6. DSCPW - É a busca unidirecional de DAVIES-SWANN-CAMPEY- 

POWELL . 

7. FRIVS - É o algoritmo de FLETCHER-REEVES. 

8. GOSEC - É a busca unidirecional de se~ão-áurea (GOLDEN 

SECTION) . 

9. LAMBI - Calcula o X inicial ( r p , )  para as buscas unidi - 
recionais. 

10. MDBRD - Atualiza a matriz direcional do método de - 
BROYDEN . 

11. MDDFP - Atualiza a matriz direcional do método de - 
DAVIDON-FLETCHER-POWELL. 

12. NEDMD - É o algoritmo de NELDER-MEAD. 

13. POWEL - E o algoritmo de PQWELL. 

14. PLAK1 - É a busca unidirecional de GOLDSTEIN. 

15. PLAKS - É a busca unidirecional de ARMIJO. 

3 ROTINAS DE MÉTODOS VINCULADOS 

são as seguintes: 

1. CENTR - Calcula o centróide e seleciona os vértices do 



po l i ed ro  correspondentes ao maior e menor va lo r  da  função, 

no método de  t o l e r â n c i a  f l e x i v e l .  

2 .  CLCFI - Calcula o va lo r  da função 0 c r i t é r i o  de  t o l e r â n  - 

tia do método de t o l e r â n c i a  f l e x i v e l .  

3 .  CRITV - V e r i f i c a  a v io lação  de  v inculos  dos métodos de pg 

na l idades  e d i reções  v i á v e i s  e c a l c u l a  o i n t e r v a l o  i n i -  

c i a l .  

4 .  DIRVS - i? o algoritmo de d i reções  v i á v e i s .  

5 .  PLEXT - É o algoritmo de  t o l e r â n c i a  f l e x i v e l .  

6 .  FUNCP - Calcula  o va lo r  da função do problema penalizado 

do método de penalidades.  

7 .  GRADP - Calcula o s  g rad ien tes  das  funções penal idades do 

método de penalidades.  

8.  I N D I C  - Determina o conjunto de  í n d i c e s  de  v h c u l o s  v i o  - 
iados  para  o s  métodos de penalidades e de d i reções  viáveis .  

9 .  INTER - Faz, s e  necess ik io ,  a interpelação e n t r e  pontos 

i n t e r i o r e s  e e x t e r i o r e s  2 região  v i á v e l ,  no niétodo de  to- 

l e r â n c i a  f l e x i v e l ,  quando o problema não apresenta  r e s t r i  - 
çÕes de  igualdade. 

10. OPERC - Calcula r e f l exão ,  expansão, contração e redução 

no método de t o l e r â n c i a  f l e x i v e l .  

11. PENAF - Calcula o va lo r  das  funções penal idades do método 



de penal idades.  

1 2 .  PENAL - i? o algoritmo do método de  penal idades.  

C 

13. VERTS - Calcula  o s  v é r t i c e s  do simplex regu la r  nos m e  
todos de  NELDER-MEAD e t o l e r â n c i a  f l e x i v e l .  

1 4 .  VIAVL - V e r i f i c a  s e  o s  pontos calculados pelo método 

de  t o l e r â n c i a  f l e x i v e l  são v i á v e i s  ou quase-viáveis.  

15. T E X I S  -- Calcula  o va lo r  da  função T ( X )  do problema 

desvinculado do método de  t o l e r â n c i a  f l e x i v e l  e pa ra  o 

método de  d i reções  v i á v e i s .  

1. CAREX - Calcula  o problema de  programação l i n e a r  ou a s  

d i reções  de  busca do método de d i reções  v iáve i s .  

2 .  S I N E X  - Prepara o s  dados para  a r o t i n a  a n t e r i o r .  

3 .  VETEX - Faz a transmdssão de  dados do método de  direções 

v i á v e i s  para  a r o t i n a  Carex. 

4 .  VINEX - Faz a preparação de  ve to res  para  a t ransmissão 

de dados f e i t a  pe la  Vetex. 

Neste ponto conhecemos, mesmo superf ic ia lmente  , 
todas a s  r o t i n a s  que compõem o método e seu respec t ivo  fug 

cionamento. Vejamos agora o s  procedimentos bás icos  a serem 



seguidos em caso de inclusão de novos alqoritmos. Existem 

certas particularidades no sistema que devem ser observadas: 

As buscas sempre recebem o ponto anterior A '  

e a direção nas variáveis VY, XM e DR, res- 

pectivamente. 

Ao gradiente da função objetivo corresponde a 

variável GX. 

Aos gradientes dos vínculos de igualdade e de- 

sigualdade correspondem respectivamente as va - 
riáveis GH e GG. 

O novo ponto, o valor da função objetivo, o v2 

lor dos vínculos de igualdade e de desigual- 

dade são colocados respectivamente nas variá- 

veis VX, FX, H1 e GD. VX também contem o 

ponto inicial. 

As variáveis inteiras IN e I0 contém os nÜ - 
meros relativos aos dispositivos de entrada e 

saída, respectivamente. Em nosso caso IN=8 e 

10=5. 

No caso de novas inclusões existem, basicamen - 
te, 3 rotinas a serem altenadas: 

CRIVO - consistência de dados iniciais 
IMPRS - impressão de resultados e mensagens 
SELE1 - seleção do algoritmo principal 

Cpntudo, é possivel que haja necessidade de outras 



alterações dependendo do caso. 

A numeração dos algoritmos foi feita de tal manef 

ra que as futuras inclusões, se efetuadas, não alterem a 

disposição dos métodos agrupados segundo o tipo (desvincu - 
lado, vinculado ou programação linear) e alnatureza (com ou 

sem derivadas). Na rotina SELE1 há espaqo reservado para n, - 
vas inclusões, em número igual ao existente. 

Quando o usuário não indica o algoritmo a ser uti - 
lizado o programa assume o seguinte: 

DESVINCULADO 

COM DERIVADA: DAVIDON-FLETCHER-POWELL com a busca de 

DAVIES-SWANN-CAMPEY-POWELL. 

DESVINCUMDO 

SEM DERIVADAS: POWELL com a busca de DAVIES-SWANN-CAMPEY- 

POWELL . 
VINCULADO 

COM DERIVADAS: PENALIDADES com DAVIDON-FLETCHER-POWELL e 

a busca de DSCPW. 



UTILIZAÇÃO DO SISTEMA 

Este 6 um capitulo especialmente dedicado ao usuário, 

onde 6 exposta, detalhadamente, a utilização dos algoritmos imple - 
mentados. 

REQUISITOS - Os algoritmos foram programados em FORTRAN IiJ-G 

e o computador utilizado um IBM/360 modelo 40 com memória de 256K- 

bytes, instalado no ~Úcleo de ~omputação ~letronica da UFRJ. A 

exigência minima de memória para a utilização dos algoritmos 6 de 

aprox/.l20:KB; É nossa intenção, em futuro próximo, fazer uma âdap 

tação do conjunto ao IBM-1130 afim de atender a uma faixa maior de 

poss~veis usuários, fazendo mais uso de memória auxiliar. 

Para maior eficiência na utilização do sistema é reco- 

mendável que o usuário possua, pelo menos, conhecimentos básicos 

de otimização muitas vezes necessários à correta interpretação de 

certos resultados. Evidentemente, conhecimentos de FORTRAN e do 

sistema IBM/360 são também indispensáveis. 



1 Métodos desvinculados - Neste caso a formulação do problema é; 

Min f ( X ) ,  f :  R"-+ R, X E R ~ .  

2  todos vinculados - O problema a ser resolvido é: 

Min f(X), f: Rn+ R, X 

sujeito a 

3 programação linear - ~ormulaçãp: 

Min C'X, C,X E R" 

sujeito a 

O que acabamos de supor significa, em outras pala - 
vras, que: 

n=100 é o número máximo de variáveis independentes do problg 
ma. 

m=20 é o número máximo de restrições de desigualdade em (2) 

e total em (3). 

X=20 &o nÜmero máximo de restrições de igualdade em (2). 



CARTÕES DE CONTROLE - Na implementação do sistema procuramos 
adotar medidas que facilitassem, ao máximo, a tarefa do usus 

rio. Para tanto criamos uma "procedure" intitu2ada OTIMIZAR 

que engloba a maior parte de cartões de contrôle, restando 

alguns que, pela própria natureza do sistema operacional do 

computador, não podem ser nela incluídos. A seguir analisa - 
remos todos êles, separadamente, na ordem em que devem serco - 
locados na leitora. 

1. CARTÃO JOB - E o cartão JOB comum e seu formato é, por 

exemplo, o seguinte: 

//NOME JOB (identidade) ,MSGLEVEL=~, CLASS=G,TIME=~. 

2. CARTÃO EXEC - Este é um cartão especial do programa pois 

através dele ordenamos a execução da "procedure" OTIMIZAR. 

Seu formato é: 

//NOME EXEC OTIMIZAR 

3. CARTÃO DD - E o cartão DD comum.  pós este cartão são c9 

locadas as subrotinas, fornecidas pelo usuário,referentes 

à função (ou funções) e gradiente(s) do problema. Seu for 

mato é: 

//FORT. SYSIN DD * 

4. CARTÃO DELIMITADOR - Indica o fim das subrotinas de en- 

trada. Seu formato: 

/* 



5. CARTÃO "GO" - É o c a r t ã o  "GO" comum. Ind ica  o inxc io  da 

e tapa  de execução. Em seguida a e s t e  c a r t ã o  devem v i r  

os  dados. Seu formato: 

//GO.;SYSIN DD * 

6 .  CARTÃO DELIMITADOR - Indica  o fim dos dados. Seu formato: 

/* 

são po i s ,  no t o t a l  6 c a r t õ e s  de c o n t r o l e  que a c r e  - 
ditaremos não c o n s t i t u i r  qualquer d i f i cu ldade  ao usu&io. A 

segu i r  damos uma i d é i a  de  conjunto dos c a r t õ e s  de  con t ro le :  

//NOME J O B  ( ident idade)  ,MSGLEVEL=l,CLASS=G,TIME=3 

//NOME EXEC OTIMIZAR 

//FORT .SYSIN DD * 

4 - subrot inas  

/* 
//O. SYSIN DD * 
- dados 

/* 

SUBROTINAS DE ENTRADA - Existem, ao todo, 5 subro t inas  a ,  

serem fornecidas pe lo  usu&io, sendo i n c l u i d a s  em cada exg 

cução apenas aquelas  ex ig idas  pe lo  t i p o  de problema. 

Antes, porém, de  a s  descrevermos definamos d o i s  

conjuntos de c a r t õ e s  A e B conforme abaixo: 

5 CONJUNTO A - É composto de 2 c a r t õ e s  de formato f ixo,usados 



em todas a s  subrot inas  de en t rada ,  na ordem em que s e  aprg 

sentam: 

6 CONJUNTO B - também composto de  2 c a r t õ e s  por demais conhg 

c idos :  

1. RETURN 

2 .  END 

Vejamos agora a s  subrot inas .  

B FUNCF - Contem a expressão a n a l í t i c a  da função o b j e t i v o  e 

c a l c u l a  o seu va lo r .  VX contem o ponto e  FX o v a l o r  da 

função no ponto: 

1. SUBROUTINE FUNCF 

2 .  Conjunto A 

3 .  FX = V X ( 1 )  * v X ( ~ ) + V X ( ~ )  * V X ! ~ ) + *  - 
4 .  Conjunto B 

8 GRADF - ~ o n t é i n  a  expressão a n a l í t i c a  do g rad ien te  da  função 

o b j e t i v o  e c a l c u l a  o seu va lo r .  VX contém o ponto e GX o 

va lo r  do g rad ien te  no ponto: 

1. SUBROUTINE GRADF 

. . . 
5. Conjunto B 



9 FUNGD - contém a s  expressões a n a l í t i c a s  dos v ínculos  de d e s i  - 
gualdade e c a l c u l a  seus va lo res .  V2 contém o ponto e GD o 

va lo r  das  funções: 

1. SUBROUTINE FUNGD 

2 .  Conjunto A 

. . . 
5. Conjunto B 

1 0  FUNHI - conte6 a s  expressões a n a l í t i c a s  dos v h c u l o s  de  

igualdade e c a l c u l a  seus va lo res .  VX contem o ponto e H 1  

o va lo r  das  funqões: 

1. SUBROUTINE F U N H I  

2 .  Conjunto A 

3 .  H I ( ~ )  = V x ( 1 )  *Vx(2)+Vx(2) *VX(2)+. . . 

. . . . 
5. Conjunto B 

11 GRADV - contém a s  expressões a n a l í t i c a s  dos g rad ien tes  dos 

v ínculos  de  desigualdade e igualdade e c a l c u l a  seus va lores .  

V contém o ponto, GG o g rad ien te  dos v h c u l o s  desigualdade 

e GH dos v ínculos  de  igualdade. 

1. SUBROUTINE GRADV 

2 .  Conjunto A 



. . . 
11. Conjunto B ,  

DADOS - Para cada execução do programa existem basicamente , 
três conjuntos de  dados a serem fornecidos pe lo  usu&io. são 

colocados após o 5 9  c a r t ã o  de c o n t r ô l e ,  na ordem em que se- 

r ão  apresentados a segu i r :  

1 2  Informações g e r a i s  para o programa - Estes  dados, num t o t a l  

de 1 0 ,  são todos perfurados em um Único ca r t ão .  Todos e l e s  

são v a r i á v e i s  i n t e i r a s  l i d a s  no formato 1 5 .  O a j u s t e  é a d i -  

r e i t a  dos r e spec t ivos  campos. são e l e s :  

11. Indica o t i p o  de  problema. É uma informação obr iga tó r i a .  

Seus va lo res  e s t ã o  no quadro 1. 

1 2 .  Indica  o algori tmo que s e  quer usa r .  Seus va lo res  e s t ã o  

indicados no quadro 3 .  Quando o usuár io  d e s e j a  que o p rc  

grama escolha o algoritmo deve colocar  O ou 1. Zero e 

-desvinCiílado e 1 vinculado. 

13. Indica  a busca escolh ida .  Seus va lo res  podem s e r  encon - 
t r ados  no quadro 4 .  Zero ou um devem ser o s  v a l o r e s  co - 
locados quando s e  d e s e j a  que o algoritmo usado s e j a  de- 

terminado pe lo  programa. Zero é s e m  der ivadas  e um com 



derivadas.  Para programação l i n e a r ,  zero s i g n i f i c a  que 

não há r e s t r i c ã o  de  s i n a l  e  um que há r e s t r i ç ã o  de  si- 

n a l  e m  X . 
* 7 

1 4 .  Indica  o algori tmo para r e s o l v e r  o  subproblema do mé- 

todo de  penalidades.  Colocar zero  s e  é deixado ao pro 

grama a l iberdade  de  escolher  o  método. Para programa- 

ção l i n e a r ,  e s t a  v a r i á v e l  contêm o número de r e s t r i ç õ e s  

de  5 (m, (ver  :M), 

15. Indica  o número de  v a r i ã v e i s  ao programa. Depende do 

problema., e uma informação o b r i g a t ó r i a  para o programa. 

1 6 .  Indica  o número de  vínculos de desigualdade e m  proble- 

mas vinculados.  Ê uma informação o b r i g a t ó r i a  para  o' 

programa. Para métodos desvinculados colocar  zero. 

Para programação l i n e a r  e s t a  v a ~ i á v e l  contem o número 

de r e s t r i ç õ e s  de 2(m3) (ver  1 6 )  . 
1 7 .  Indica  o número de  v ínculos  de  igualdade em problemas 

vinculados.  Ê também uma informação o b r i g a t ó r i a  para o 

programa. Para métodos desvinculados colocar  zero.  

Para proqramação l i n e a r  e s t a  v a r i á v e l  contêm o número 

de  r e s t r i ç õ e s  de  = ( m 2 )  (ver  16) . 

18. Colocar 1 para a  impressão de  r e s u l t a d o s  intermediá- 

r i o s  e  O para  r e s u l t a d o s  f i n a i s .  Em métodos v i n c u l ~  

dos colocar  2 para  r e s u l t a d o s  in termediár ios  apenas 

do algoritmo p r i n c i p a l .  



1 9 .  Representa o nÚmero'máximo de i t e rações .  Se por exemplo 

o valor  fornecido f o r  igua l  a 1 0 0  a execução 6 interrom - 
pida automáticamente quando o algoritmo a t inge  e s t e  nú- 

mero de i t e r ações ,  Se zero f o r  o va lo r  colocado o prg 

grama assume 1 0 0 .  Para programação l i n e a r  e s t a  var iá-  

v e l  conterá 1 se  f o r  minimização e' O sE . fo r  maximi 

zação (ver  1 6 )  . 
1 1 0 .  Deve s e r  O ou 1. Se f o r  1 s i g n i f i c a  que o mesmo 

problema se rá  resolvido com ou t ros  parâmetros e o pro- 

grama, após a execução re to rnará  à l e i t u r a  de novos 

dados. Se f o r  zero o programa "entende" que aquele e 

o Último problema a reso lver .  

A seguir  são apresentados os  quadros 1,2,3,4 e 5 . 
São os. seguintes os respect ivos  conteúdos: 

. Quadro 1: valores  da va r iáve l  11. 

. Quadro 2:  va lo res  da va r iáve l  1 2 .  

. Quadro 3: va lores  da va r iáve l  13. 

. Quadro 4:  Resumo dos três an t e r i o r e s .  O primeiro número 

(11) ind ica  o t i p o  do metodo. O segundo número 

ind ica  o algoritmo, ou s e j a ,  va lor  1 2 .  O t e r c e i  

r o  número (13) ind ica  a busca. 0s  quadriculos 

com X indicam a não ex i s tênc ia  daquela configg 

ração. O s i n a l  ( ? )  s i g n i f i c a  que dependente do 

algoritmo desvinculado escolhido pelo usuár io .  

. Quadro 5: Apresenta um resumo g e r a l  dos valores  das var iá-  

v e i s ,  I1,12,. . . , 1 1 0 .  O s i n a l  ( ? )  s i g n i f i c a  que 
, - 

0 valor  depende do problema. 



QUADRO 1. 

MDCD = métodos desvinculados com derivadas 

MDSD = métodos desvinculados sem derivadas 

MVCD = métodos vinculados com derivadas 

MVSD = métodos vinculados sem derivadas 
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13 PRECISÕES - são 4 valores também perfurados em um Único car - 
tão. são variáveis reais lidas no formato D20.,13: 

Z1. precisão em R" . E um valor escolhido pelo usuário em 

função do seu problema. Corresponde ao zero computacio - 
na1 para a norma de um vetor, isto 6 ,  considera-se X=Y 

se IIX-YII 5 ~ 1 .  

22. precisão para a função objetivo. ~ambém 6 um valor que 

depende do problema. Corresponde ao zero computacional 

para comparação de valores do critério. 

23. ~recisão para as buscas unidirecionais. A Unidade é a 

mesma de Z1. Apenas o valor fica a critério do usuá- 

rio (ver capitulo YIZI). 

24. precisão para o gradiente da função objetivo. O valor 

fica a critério do usuhio, e corresponde ao zero compu - 
tacional para valores do gradiente do critério. 

14 PONTO INICIAL - são perfurados 4 componentes do vetor, por 

cartão, no formato D20-~13. Num problema com 8 variáveis , 
por exemplo, são utilizados 2 cartões para a entrada do pon - 
to inicial. 

15 IDENTIFICAÇÃO DE ALGORITMOS E BUSCAS - Os quadros 2 e 3 for - 
necem os números atribuidos respectivamente aos algoritmos 

e às buscas. O quadro 4 estabelece o interrelacionamento 

entre os dois anteriores. 



16 PROGRAMAÇÃO LINEAR - Este é um caso especial e, por isto, é 

analisado separadamente. 

Conforme vimos (12), os valores de nrmlfm2 e m 3 

são colocados nos campos do cartão correspondentes, respec- 

tivamente, 5s variáveis 15,14,17 e 16, enquanto que a indi - 
4 

cação da existência (1) ou não (O) de restrição de sinal e 

colocada na variável I3 e se 6 problema de minimização 

(1) ou maximização (0) , na variável 19. 

A leitura da matriz de restrições é feita como se 

segue. O problema a ser resolvido é: 

17 Min CiXO 

sujeito a 

DIXO L bl I Dlf (ml '"1 

D2X0 = b*' D2 I (m2 '"1 

O problema (17) pode ser reescrito, sem particula - 
rizarmos: 

Min CiXO 

sujeito a 



Consideremos, de (18) , a matriz 
I 

D = (d1,d2fd3,...,dn) = e o vetor 

onde 

com m: = m +m +m 1 2  3 

Definamos agora a matriz de restrições A,(m+l,n+l), 

cuja primeira coluna é o vetor [a] e Última linha o vetor 

(O, cl) . Desenvolvendo a matriz A temos : 

onde 

a. E R~+', i=1,2,. . . ,n+i 
1 

A leitura da matriz A é feita por colunas como 

em (14), isto é, perfurando-se quatro componentes do vetor 



a i=1,2, ..., n+l, por cartão, obedecendo-se o formato - 
i' 

D20.13. Nunca é demais repetir.que as primeiras m linhas 

da matriz A devem obedecer à disposição z,g,=, rigorosa- 

mente. -- 

21 EXEMPLOS 

Consideremos, como exemplos, os seguintes proble- 

mas : 

22 2 2 Problema 1 - Min f(X) = x +x +1 
1 2 .  

23 2 2 Problema 2 - Min f (X) = x +x +1 1 2  

sujeito a 

. Ponto inicial : XO= (10,lO) 
precisões: Z1=lO-6,Z2=10-6,Z -1,Z4=10-3 3- 

24 Problema 3 - Min c'X = xl-2x2+3x3 

sujeiko a 

3x1 + x2 - 5x3 5 30 

4x1 + x 2  = 20 
I 



Mostraremos dois exemplos para o problema 1, dois 

para o problema 2 e um para o problema 3 .  

25 EXEMPLO 1 - Resolver o problema (1) pelos métodos de 

FLETC~R-REEVES e BROYDEN usando, respectivamente as buscas 

de GOLDSTEIN e DAVIES-SWANN-CAMPEY-POWELL. 

A codilicação será: 

//NOME JOB (identidade),MSGLEVEL=l,CLASS=G,TIME=3 

//NOME EXEC OTIMIZAR 

//FORT.SySIN DD * 
SUBROUTINE FUNCF 

IMPLICIT REAL*8 (A-H, O-Z) 

COMMON GG (20,100) ,GH (20 , 106$U~ (~OO),GX (~QO),GD (20),~1(20) rFX 
FX = VX (1) *VX (1) i-VX(2) *VX (2) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE GRADE' 

IMPLICIT REAL"8 (A-HrO-Z) 

COMMON GG (20,100) ,GH (20,1OO),VX(lOO),GX (100)F~ (20),HI (20) ,FX 

GX (1) =2. *VX (1) 

GX (2) =2. *VX (2) 

RETURN 

END 

/* 
//GO.SYSIN DD * ,  

1 3 1 O .I. 2 O O 1 1 5 0  1 1  

o. 000001 I o. 000001 I 1. 1 0.001 

10. I 10. I I 

I 10. I I 
60 

I 
80 

20\ 
COLUNAS 



EXEMPLO 2 - Resolver o problema 1 pelos métodos de POWELL e 

NELDER-MEAD, usando a busca de secção-áurea. 

NOTA: O método de NELDER-MEAD não usa busca unidirecionais. 

A codificação será: 

//NOME JOB (identidade),MSGLEVEL=l,CLASS=G,TIME=3 

L/,NOME EXEC OTIMIZAR 

//FORT.SYSIN DD * 
SUBROUTINE FUNCF 

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) , 

COMMON GG (2O1100),GH (20,10O),~X (100),GX (100),GD (20),HI (~O),FX 

FX = VX (1) *VX (1) +VX (2) *VX (2) + L  

RETURN 
, 

END 

/* 
//GO.SYSIN DD * 

20 

COLUNAS 



2 7  EXEMPLO 3 - R e s o l v e r  o p r o b l e m a  2  pelo método de P E N A L I D A D E S  

usando o m é t o d o  de CAUCHY paras resolver o subproblema , e a 

busca de A R M I J O .  

A codificação será: 

//NOME J O B  (identidade),MSGLEVEL=1,CLASS=GfTIME=3 

//NOME EXEC 'OTIMI ZAR 

//FORT.SYSIN DD * 
S U B R O U T I N E  FUNCF 

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H, 0 - 2 )  

COMMON GG ( 2 0 , l O O ) , G ~ ( 2 0 , 1 0 0 ) , ~ ~  ( lOO) ,GX( lOO) ,GD ( 2 0 ) , H I  ( 2 0 ) , F X  

F X  = V X : ( l )  *VX (1) +VX ( 2 )  *VX ( 2 )  +L. 

RETURN 

END 

S U B R O U T I N E  GRADF 

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H,O-Z) 

COMMON GG ( 2 0  , 1 0 0 ) , G ~  ( 2 0 ,  ~ ~ O ) , V X  ( lOO) ,Gx  ( 1 0 0 ) , G ~  (2O) ,HI  (2O),FX 

GX ( 1 )  = 2 .*VX ( 1 )  

G X ( 2 )  = 2.*VX ( 2 )  

RETURN 

END 

SUBROUTINE FUNGD 

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H ,O-Z)  

COMMON GG ( 2 0 , 1 0 O ) , G ~ ( 2 0 ,  ~ O O ) , V X  (100),~~(100),G~(20),~1(20)~~ 

GD (a) = VX ( 1 )  *VX ( 1 )  +VX ( 1 )  *VX ( 2 )  

GD ( 2 )  = VX ( 1 )  *VX ( 2 )  +VX ( 2 )  *VX ( 2 )  

RETURN 

END 
\ 

SUBROUTINE F U N H I  

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H, O-Z) 

COMMON GG ( 2 O 1 1 0 0 ) , G H  ( 2 0 ,  1 0 0 ) , V ~  ( 1 0 0 ) , ~ ~  ( 1 0 0 ) , G D  ( 2 0 ) , ~ 1  ( ~ O ) , F X  

HI ( 1 )  = VX ( 1 )  *VX (1) -VX ( 1 )  *VX ( 2 )  

H 1  ( 2 )  = VX ( 1 )  *VX ( 2 )  -VX ( 2 )  *VX ( 2 )  

RETURN 

END 



SUBROUTINE GRADV 

IMPLICIT REAL*8 (A-H, O-Z) 

COMMON GG (20 100),GH (20,10O),VX (100)~X (100),G~ (20),~I (20),FX 

GG(1,l) = 2.*VX(l)+VX(2) 

GG(1,2) = VX(1) 

GG (2,l) = VX (2): 

GG(2,2) = VX(1)+2.*VX(2) 

GH(1,l) = 2.*VX(l)-VX(2) 

GH (1,2) = -VX (1) 

G H ( ~  ,I) = VX (2) 

GH (2,2) = VX (1) -2. *VX (2) 

RETURN 

END 

/* 
//GO.SYSIM DD * 

COLUNAS 

28 EXEMPLO 4 - Resolver o problema 2 pelo método de TOLERÂNCIA 

FLEXIVEL. 

A codificação será: 

//NOME JOB (identidade),MSGLEVEL=1,CLASS=GfTIME=3 

//NOME EXEC OTIMIZAR 

//FORT.SYSIN DD * 
SUBROUTINE FUNCP 

IMPLICIT  REAL*^ (A-H, O-Z) 



COMMON GG ( 2 0 ,  ~ O O ) , G H  ( 2 0 ,  ~ O O ) , V X  (LOO),GX ( 1 0 0 ) ~ ~  ( 2 0 ) , ~ 1 ( 2 0 ) , F X  

F X  = VX ( 1 )  *VX ( 1 )  +VX ( 2 )  *vX ( 2 )  +I. 

RETURN 

END 

SUBROUTINE FUNGD 

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H ,O-Z)  

COMMON GG ( 2 0 , 1 0 O ) , G ~  ( 2 0 ,  LOO),VX ( l O O ) , G x  ( 1 0 0 ) , G ~  ( 2 0 ) , ~ 1  (20) ,FX 

GD ( 1 )  = VX ( 1 )  *vX ( 1 )  +VX ( 1 )  *VX ( 2 )  

G D ( 2 )  = V X ( ~ ) * V X ( ~ ) + V X ( ~ ) * V X ( ~ )  

RETURN 

END 

SUBROUTINE F U N H I  

I M P L I C I T  REAL*8 (A-H ,O-Z)  

COMMON GG ( 2 0 , 1 0 O ) & H  ( 2 0 , 1 0 O ) , V X  (100) ,GX ( 1 0 0 ) , G D  ( 2 0 ) , H I  ( 2 0 ) F X  

HI ( 1 )  = vx ( 1 )  *VX ( 1 )  -VX ( 1 )  *VX ( 2 )  

H 1  ( 2 )  = VX (1) *VX ( 2 )  -VX ( 2 )  *VX ( 2 )  

RETURN 

END 

/* 
//GO. S Y S I N  DD * 

2 0  
\ d 4 0  

6 0  3 0  

COLUNAS 

2 9  EXEMPLO 5 - R e s o l v e r  o p r o b l e m a  3 pelo m é t o d o  do s i m p l e x  revi-  

sado: n = 3 , m  = l , m  = l , m  = l , m = 3  1 2 3 

A m a t r i z  de restrições ( 2 0 )  será: 



A codificação será: 

//NOME JOB (identidade),MSGLEVEb=l,CLASS=G,TIME=3 

//NOME EXEC OTIMIZAR 

//GO.SYSIN DD * 



Os resultados que obtivemos na resolução de problemas 

cl&ssicos, através dos algoritmos implementados parecem promiss~ 

res embora tenhamos razões para acreditar que sua aplicação a pro 

blemas reais possa trazer resultados ainda mais significativos . 
Realmente, a manipulação de ~recisões, abordada no capítulo VIII, 

6 de alta relevância em problemas práticos em face de considera - 
L 

çÕes fundamentais sobre as Unidades ~isicas em que o problema e 

formulado, quanto a regras de parada, etc. 

Dentre os testes efetuados apresentaremos no quadro 1 

os resultados obtidos na minimização desvinculada das funções 

abaixo, pelos métodos de DAVIDON-FLETCHER-POWELL e de FLETCHER- 

REEVES, utilizando a busca unidirecional de DAVIES-SWANN-CAMPEY - 
POWELL . 

Ponto inicial: Xo = (-1.2,l) 

Ponto inicial: Xo = (-1.2,l) 

Ponto de Ótimo: X* = (1.0,l. 0) 



Em comparação com os resultados apresentados em 11 I, 
obteve-se uma significante diferença entre os números de itera- 

ções dos algoritmos, embora o número de c~lculos da função esteja 

em desvantagem. Acreditamos contudo que pequenas alterações na 

implementação das buscas podem reduzir sensivelmente o total de 

cãlculos da função. Tais alterações deverão ser efetuadas dora- 

vante obedecendo a um processo)de evolução requerido pela própria 

natureza do trabalho. 

Nos quadros que se seguem, os simbolos usados têm o 

seguinte significado: 

DFP = método de DAVIDON-FLETCHER-POWELL 

FR = método de FLETCHER-REEVES 

F = funções 

X o  = ponto inicial 

NI = número de iterações do algoritmo 

NF = número de vezes que a função foi calculada 

X* = ponto de Ótimo 

f (X*)= Ótimo da função 

N = método de Newton 

P = método de penalidades 

DV = método de direções viáveis 

SUMT = sequential unconstrained minimization technique 

TL = tolerância flexivel 



I - -. 

Quadro 1 

No quadro 2 ,  a seguir repetimos os resultados apresen - 
tados em 111, para e f e i t o  comparativo. Como não há elementos 

sobre o método de FLETCHER-REEVES fizemos sua substi tuição pelo 

método de NEWTON. 



Quadro 2 

Para método~vinculados apresentamos no quadro 3 a 

seguir  os  resul tados  obt idos  pe la  apl icação dos métodos de  p p g  

l idades  e  d i reções  v i áve i s  ao seguinte problema 

Min f ( X )  = 4x1 - x 2  - 1 2  2 

Ponto i n i c i a l :  xo  = (1,l) 

Ponto de ótimo: X* = (1.001,4.898) 



OBSERVAÇ~ES: No método de direções viáveis não foi incluida a 

restrição de igoaldade. O subproblema do método 

de penalidades foi resolvido pelo algoritmo de 

Davidon-Fletcher-Powell e a busca utilizada foi de 

secção-áurea para a s  dois métodos. 

Quadro 3 

* - ver página seguinte. 



O s  resultados de 11 1 ,  para o mesmo problema podem 

ser  v i s tos  no quadro 4 .  

Quadro 4 

*'-,O método de direções viáveis em nossa implementação requer 

airida que õ ponfd S i i C X â X  s e j á  Q T ~ V G ~  è 6 póntd i n i c i a l  

para os  resultados do quadro 3 f o i  X0=(2.5,3.5). A modifi - 
cação para que X o  s e j a  qualquer e s t á  sendo efetuada mas 

ainda não se  encontrava completa quando da obtenção dos 

resultados acima. 

** - O método de tolerância  f lex ive l  de nosso sistema resolveu 

o mesmo problema em 9 i terações com X*=(1.050,4.888) e 

f (X* )  =-31.66. É bom esclarecer que em 1 1 1, os mesmos re- 

sultados foram obtidos em 9 i terações .  



Evidentemente os resultados apresentados acima não ex - 
pressam o real desempenho dos algoritmos implementados e nem mes - 
mo podem servir de base para conclusÕes definitivas em relação 

a compa.raçÕes com outros resultados existentes na literatura . 
vários outros testes necessitam ser feitos e é nosso pensamento 

efetuá-los oportunamente. AX então poderemos tirar conclusÕes 

C mais concretas sobre nosso sistema. 

Durante a realização deste trabalho observamos alguns 

fatos que poderão ser estudados ou pesquisados por interessados 

na área: 

a) Existem outros métodos de busca unidirecional (ver 1 4 1 )  cuja 

implementação seja talvez interessante e apresenta resultados 

compensadores. 

b) Conforme comentamos em (V.3) o método de NELDER-MEAD não uti- 

liza buscas unidirecionais. Um estudo interessante seria tal - 
vez adaptá-lo ao uso de buscas conseguindo-se assim uma pos- 

sível melhoria em seu desempenho. 

c) O subproblema do método de ~olerância ~lexlvel, em nosso caso, 

é resolvido pelo processo de NELDER-MEAD. Uma sugestão seria 

aplicar os métodos de Powebl e Cauchy sem derivadas na solu- 

ção desse subproblema. 

d) O tratamento de precisões é um assunto altamente importante 

no estudo da rapidez de convergência de algoritmos e achamos 

que uma pesquisa na área poderia trazer importantes contribui 

çÕes 5 rapidez de convergência inicial dos algoritmos. 



LISTAGENS DOS PROGRAMAS 



/ #CARUX J U f 3  I3032 9 Z 4 l O  i , P S G L E V E L = l ~ t L A S S = C , T  I M E - 5  
C**** P K U C E D U K E  
/ /  t X E C  P G M = j E B U P D T E  
j I S Y S P K I N T  L C  S Y S C b T = A  
/ j S Y S L T l  ùD D S N = S Y S l e P H C L L  I H I O I ~ F = S H K  
/ / S Y S U T Z  U D  D S h - S Y S l e P K O C L  l i 3  , D I S P = S H K  
/ / S Y S I N  DD U A T A  
O /  R t P L  N A M f = O T I M I L A R 9 t I S T = A L F  
e/ l\úMdEh M t d l = l ~ ?  I N C K - l d  
I J f U K T  t x t C  P G M = I ~ Y F C K T , K L L I C N = ~ L ~ C K  
/ / S Y S P P . i N T  UU S Y b O b T = A  
/ / S Y S P U N L H  D U  S Y S O U T = B  
/ # S Y S L I N  OO U S h A M E = G L G A U 3 k T  , D I S P = I P C D , P A S S  1 , U b I T = S Y S S Q f  
/ i  SPACE=(8br I2Gí i t  l i 0 1  , R F S t  1 r D G t r = B L K S I  Z f = 8 C i  
/ / L K E C  E X t C  P G ~ = I E h L y g E C 1 C N = 9 6 K t L f i N D = I 4 T L T  , F i i k ' F t  
/ I S Y S L I U  U b  D S & A M t = 5 Y S l s F C P 3 L i H , U I 5 P = S H f Z  
/ /  dD U S h = L L O V I S , D I S P = S h K  
/ I S Y b L M U Ú  D U  D S N A P E = t G L S k T I P A i &  1 ,  D I S P = I N E W I P A S S  1 , U N 1 T = S Y S D A l  
/ / S P A C E = I  i0249 ( 2 0  1 1 O 9 1  1 9HLi;ír l  1 D C B = B L K b  I L k = I U 2 4  
/ / S Y S P K I N T  C C  SYSGUT=A 
J I S Y S L T l  DU U N I T = ~ Y S D A I S F A G ~ = ~ ~ ~ ~ ~ ~ I  iIC0 9 1 U f  , R L S E  1 I O C B = I ~ L K S I L ~ = ~ O ~ ~ ~  
I'/ ü S h A V E = t S Y b b T i  
I d S Y S L I h  dlJ U S h = P K C C C í D l b F = S H k  
/ /  OU D S N = G L U k D S t T , D I  S F = I G L O Y L ; E L E T E )  
/ / G O  k X E C  P G M = * ~ L K ~ D ~ S Y S L M O C , C U ~ U D = I I ~ ~ L T , F U R T ~ ~ ~ ~ , L T ~ L U E D ~ ~  . 

--. - - / / G O o F T b 5 F 0 0 1  D U  - - - - - - V - - - - - -  S\dSGb1=k  ,DCt3=4 - - -  L R E C L = 1 3 3 r @ L K S  . I Z E = l 3 - , K E C F F I = F A  i _ _ - _  
2jGOe ~ i u b f 5 ) t d l  Ò D  SYSOLIT=A  
/ / F T O 8 f l  O 1  CD ODNAF i t=SY S  Iiv 
//GUeF720FbUl D D  O S N = t C C L C V I  S , U I S P = I N t h ,  F A S 5 1  p U N I T = S Y S D A ,  
/ /  > P A C E = ~ B > I ~ C L ~ U , ~ L ~ I  
/ *  
i ' B C L u V I 5  E X E t  F U k T G C  
S / F O R T , S Y h i  I h  U D  D S N = P K ~ ~ C , ~ ~ ~ I T = ~ ~ ~ ~ ~ V U ~ = S E ~ ; : = L I X C ~ ~ ; ~  f f > ~ ~ ~ = t  N E V ~ , C A T ~ G J  9 '  

/ /  DCb=8LKSILt=80,3P~CE=i8C1 f Z C l d q l C ~ ) , R L S t 3  r ~ A 6 E L = E x P D T = 7 5 3 5 5  
/*  
C*** [% PKBGRA?4P C O N T R O F A C ~ R  

I P I P L I C I T  R E A L * 8 i A - H > O - L 1  
LOMMON G G i 2 0 , 1 b 6 l  , G H L 2 0 , 1 b L l  ~ v X I ~ L G I  ? G X I l l i O I  f G D 4 2 0 4 3  
iHIfLOf , F X , V f i l C O l , V Y (  I . C Q I ? D H [  ~ Ú u ) > v E I ~ Q O ) ~ V Z ~  1 8 Q l t  
2 t i M L 1 0 3 1 , U G í  l ú b 1 , ù V I i O U i  , f Y p Z & , L E , A h ~ X P , Z N ,  Z F , J E t F i 9  
3 F L ~ F h r T X ~ E P , t i 9 t i r P i , P L ~ L ) 1 . ~ d l L t V 1 , \ I 2 ~ V 3 , V + , V 5 ~ V 6 , V 7 ~  
4 V A ~ 1 U O ~ ~ V B I 1 C U I ~ V L I 1 O O ~ ~ V D i 1 O t ) ~ ~ P X f 1 O O ~ ~ P Y ~ l ~ ~ ~ ~  
~ I X ~ ~ U ~ , I N , I O ~ N I ~ I ~ ~ I K ~ ~ L ~ ~ B I R A , ~ G , ~ ~ R ~ I L ~ ~ T , ~ D ~ N H ~  
S ~ J S , I \ ~ , M Z ~ N ~ , N ~ >  IC1  I A ,  1 ! 3 1 K L T  ~ ~ I ~ Y K ~ N P ~ N U , R V ~ N X , I T ~ J N ,  
7 M X , J i , J 2 , 3 3 , J 4 1 J > ,  J b l J 7  

L**** 45 V A K I A V E I S  V 1  A V 7  t J l  A J 7  F D R A P  I h t L U I U A S  P A R A  
C***%< U S O  F t J T U K O o  NAU FUMAM U S A D k b  Li4 P A R T E  A L G U M A e  

U E F I N E  F I L E  2 0 ( 3 0 G O U , Z 9 U > I D )  
I 1\1= 8 
i C ; = I j  
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RESERVADO P A P A  FUTURAS INCLUSnES 
CONTINUE 
COIVT INUE 
CONTZNUE 
CONTINUE 
KETUFN 
METUDOS DESVINCULADCS SEM DERIVADOS 
LALL C O X I S  
i\FTURN 
L A t L  P O M t L  
RETURN 
C A L L  NEDMD 
RETURN 
RESERVADO P A P 4  FUTURAS XNCLUSOES 
L O h T  I N U E  
CONTINUE 
CbNT I N U E  
R E f l l R N  
'4E3 UDOS V I  NCULADDS C O M  UERIVADAS 
CPLL  PENAL 
RETURN 
C 6 L C  D I K V S  
RETURN 
KESERVADO P A R A  FUTUFI4S 1NCL.USOES 
CONTINUE 

HETOUOS VINCULbDOS SEM UER IVADAS 
CALL  f L E X f  
RETUPN 
RESERVADO P A R A  FUTURAS INCLUSUES 
CONTINUE 
RETURN 
PR O G R A M A C A O  L INEAK 
C A L L  C 4 P E X  
KETURN 
t N D  







I F ( I L o E Q e O 1  GO TO 120 
RO=OeS2:RO 
XI\II=XPS-RO 
r;= 1 
GO T O  110 

120 CONTINUE 
FZ=FX . 
C A L L  FUNCF 
ZF I K N o E Q e  1) C A L L  FUNCP 
I F ( F X e L T e F Z 1  GO TO 130 
P l = S 1  
P Z = X M  
ND=KN 
RE T U F N  

1 3 Q  CONTINUE 
RE.1=8e5*RQ 
I F i K e E Q a Q 1  R O = X M  
I F I K N o E D e 4 1  GO TO I h Q  
S l = S 2  
S 2 = X M  
XM=XM+RO 
GO T O  119 

C**** BUSCA U N E D I R F C  I O N A L  P A R 4  D I R E C O E S  V I b V E I S  



16C C U N T I N U E  
D O  178 I=1, NG 
G D I  11-GDI I1+EP 

17t: CCzNT I N U E  
N U = 4  
C A L F  I N D I C  
Ifl àCeNEef3)  GC3 711 i934 
S 1 = S 2  
S 2 = Y M  
F;O=Oo 5*RO 
XM=XM+KíJ  
GU TO 110 

19ú N  1= I C  
DO 210 I=l,NG 
G D I  I ) = G D l  f 1 + 2 0 * E P  

2 l G  CONTINIJE 
LACL. I N U I C  
N 2 - I C  
I F I N S o E Q e N I a O R o J o G E Q 2 1  GD TO 2 2 0  
S L = S 2  
S  2 = X M  
Rrl=130 5* R 0  
X M = X M + R O  
J = J + 1  
GU T O  i 10 

C b L t  D I K E C  
I b  = 1  
K E  TIJRN 

2F0 C Q N T I N U E  
C A L L  D I R E I :  
RETUkN 

3 C ~ O  X f f  T X o L E o F I  f GCI TU 4 0 ( ~  
CIO 10 K=lr NC 
V A f K l = D V (  K )  
V B ( K l = D K ( K  1 
V C I K ! = V Y I K  1 
\ / E I K f = H M 1  K l  
VF[K)=UGIK) 
P Y I K I = V Z I K )  

1 0  C Q N T I N U E  
FZ=FL 
Fbd=FH 
NJ=NT 
C P L L  V I A V L  
I F (  I C o  EQo 1 ) RETIJRN 
F L = F L  
FH=FW 
N I =NJ  







~ I I X , J ~ , J S T J ~ ~ J ~ ~ J ~ , J ~ ~ J ?  
C**** T E S T A  R E G R A  DE P A R A D A  P /  METODI3S DESVINCULADOS S /  DERIVPDAS 

IA=n 
I F 4 N D o M E o S I  G O  T r l  Ln 
EF I F X e G T o O o  1 SETtJRN 
I u=-1 
\?E TURN 

10 C O N T I N U E  
I F 1 N l o G E o N K  1 GO TO 69 
90 29 K=l ,NC 
V D 1  K 1-VEI K 1 
V E I K I = V F I K I  
VF I K 1  =VX1 K )  
P X ~ I ~ I = V E I K ) - V D ~ K )  
P Y í K l = V F í K ) - V E I K 1  

20 CONTINUE 
I D = l  
CALL N O R M A  
XM=XN 
ID=2  
CALL NORMA 
EP=DAbSfXM-XN1 
F I = F L  





K L = K C + l  
F X = F Z  
R E T U R N  

20 C Ü N I T N U E  
KL=3 
IFtf4XeEWel 1 GO TO 6 5  

C****  TE S f E S  PARA PENALTUADE S E D  C O E S  V IAVEIS 



1O C O N T I N U E  ~ 

I D =tf 
AF=no 4 
t iT=Qo 7 
PFi =no 
DO 30 K = l r N C  
PE=PE+GXiK l*DPIK 1 

3Q COiX' f INUE 
I F 1 P E e L l c n o  l Gcl T O  Lf'I 
KL=KL+I 
F X=F Z 
RETURN 

20 CI l iuTfNUE 
K L  =O 
C A C L  D I K E C  
T L = T F T A I  F X , F Y , X M , A F , W  
I F f  T C o  L E o  O o  1 iiETURI\I 
X Y = R T * X N  
NU=NU+l 
GQ TO 20  
END 

/$ 

I / t . K E O o  SYSLMOD D D  13SN=CLilVI Sf P L A K S  1 rDISP=OLD 
/íCLOVTS EXEC F C I R T G C L ?  P A 2 M o t K E D = ' I ' J C A t  I L E T '  
/ / f Q K T n  SY S I  N DD * 



7 t ~ X 9 J l r J Z r J 3 r J 4 9 J 5 t J b l J 7  
C*$** olJSCA I J N I D T P E C I L I N A L  DE SECC411 AUREA 

INA L A M B  
CALL L A M B I  
I f (  f A o E Q a l )  GG TO 

í C k L C U L A  C L A M B D A  

160 
C*>%+* E P  E *  A PRECISA0 D A  BUSCA 

Z l = Z F  
E P = Z R / X N  
Z 2 = E P  

C****  €1 E q  A P R E C I S A O  DA FUNCAO 

C**** E 2  E g  UM V A L O R  MENr3f7 QIJE E 1  
E2 =ST);:E1 
Z 4=E 2 
F Y = F Z  
I F 1  N D o E Q o C o O R o N D o E Q o 5  i G O  T O  1 0  
X N = 8 e  
G O  TO 40 

15 CUNTINUE 
XN=& * X M  

20 CONTINUE 
C A L L  D I R E C  
I F [  FXoGEoFY 1 GCi TI3 4G 
XPl=20 *X M 
P l = X M / 4 0  
FY=FX 
NU=NU+l 
GQ TO 20 

C*** *  X M  E S T A  AGORA E N T R E  A C  E i36 
4r C O N f  I f W E  

If ( X M o E Q o X N I  P1=Oo  
A€!= P 1  
B f i = X M  
A L=AO 



i 3 l = B Q  
C**** 0 k . T E K M I N A C i S O  130 V A L C P  D T I M O  DE- L A M H D A  NU INTERVACU f B 1 - A l f  

5ù CDfqTIhfUE 
YU=NU+ l  
D L = B  I -A  1 

C**** T E S T E  DE S U f  IC I E Y f  E D E C R E S C  I M O  OP INTERVALO 
I F I D L o L t o E P )  G U  TO l q f i  

Alo-A 1 
A l = A I + F L * D L  
t j 0 = B f  
HL=4C+FZ*DL 
X M = A l  
C A L L  DIREC 
FY =FX 
XM=i3l 
Ç A L t  D IP.EC 
I F I F Y o G E o F X I  GO TI3 8Q 
A 1  =AO 
GG TO 50  

8 0  R l = H 6 3  
G U  TLI 50 

C**** V E R  4 F I C O C A i 3  L)E S U Í - I L I E N T E  D E C P E S C I M C  DA Fi.JNC40 
1S$I= COI4T INUE 

X Y = I P P + B l ) / Z o  
CALL D IREC 
TE=FZ-FX 



C A L t  L A M B I  
I F I  I A e k U o l I  G1J T U  3GQ 

C**** E P  E *  A P R E C I S A O  DA BUSCA 
L L = Z R  
EP=ZR/XN 
Z Z = E P  

C****  E 1  k r  A P R E C I S A O  DA ÇUNCAO 
E l = Z R * X N  
Z 3 = f l  

C**** E2 E '  UM V A L O R  MENOR GIJF € 1  
E Z = B T * E l  
Z 4 = E 2  
I F I N D a E Q e É f e D R o N D o E Q o 5 )  G O  TO 10 

C**** D E T  E k Y I  NACAO DE 3 PQNTOS E Q U I D I  S T A N T E S  P A R A  METùDQS V f  N C U L A D O S  
C A L L  D I R E C  
T3=FZ-FX 
X 3 = X M  
X  M= P 1  
CALL  D I R E C  
T l = F Z - f  X  
X l = X M  
XM=Oe 5*E<?P+ P 2 )  
C & L L  D I R E C  



TS=FZ-F  X  
X 2 - X M  
K O = Y 2  
G O  TO 8 Q  

1 C  C O N T I N U E  
RO=Xfui 
XM=So *KCI 
X 3 = X M  
L A t L  D I P E C  
T 3 z F . Z - F X  
I F [ T 3 o G T o T l  I Gt7 T O  2 0  

C%**+ I N T E k V A L Q  I N I C I A L  D E T E R M I N A D U :  L A M H D P = Z * R Q  
X 2 = X 1 + R O  
XM=X2 
CALL D I K E C  
T2=FZ-FX 

C**** D E S V T O  P A R A  I N T E K P O L A C A O  
GL3 TO 80 

C**** F U N C A O  C O N T I N U A  DECPESCENDO 
2 C  C O N T I N U E  

NU=lt lU+ 1 
X l = X 2  
T 1 = T 2  
X 2 =  X 3  
T  2 = T  3 

.. - - - X 3 = X 3 + 2 0 * R O  - - -  - -  - - - - -  
x /vi= C3 
CAL L  D I R E C  
T 3 = F Z - F X  
I F (  T 3 e L T o  T 2 1  Gt-3 T r l  40 
K O = 2 e  *KO 
GU T U  2 9  

C**** I Y T E R V A L C I  I N I C I 6  L  Ilf T E R M I N A D O ,  C U & S T I T U I D O  l9E 3 P A R T E S  f G U A I S  
40 C O f V T f N U E  

A P = X 2 + U O  
C A L L  D I K E C  
T M = F f - F X  

C****  E L I Y I N A C A O  0 0  PCI\JTO DE MENOR DECRESCIMCI  ( T E T A 1  
I F ( T M o G T o T 2 )  GO T U  643 
X 3 = X M  
T 3 = T M  
GC3 T O  80 

6fI C O N T I N U E  
X l = X 2  
T 1 = T 2  
Y 2 = X M  
T 2 = T P  

C**** I k T E R P O L A C O E S  
8c3 C O N T I N U E  

I\IU=NU+l 



I F I I G o E Q o l )  GO TO 103 
C** * *  I N T F R P O L A C A O  Q U A D R 4 T  f C A  D E  DAV I E S - S W A N N - C A H P E Y  

P I = T 1 - 2 o * T 2 + T 3  
I F (  P l o E Q o Q o  1 GC1 Ti7 2518 
X F . I = X ~ + ~ O ~ * R O ~ ~ ~  T l - T 3  1 / P 1  
P  l = (  X  1-XM 1 * I  XM-X 3 
T F (  P l o C T o O o  1 GQ TO 2 5 0  
I G = l  
G U  T O  13C 

1 l G  C O N T I N U E  
F' l=Tl 'k  ( X 2 - X 3  ) + T 2 > % 1  X 3 - X 1  + T 3 * ( X l - X 2 )  
I F I P l o E Q o Q o  1 GO TO 160 

C**** I I N E P P O L A C A O  Q U D D K A T I C A  DE POLdELL 
P 2 = Q e  5 * t T  l * i X 2 * X 2 - X 3 ~ X 3 1 + T 2 * ( X 3 * X 3 - X 1 * X 1 . l + T 3 * ( X l * X l - X S * X X 2  1 
X M = P Z / P l  

1 2 0  C C N T I N U E  
P l = { X l - X M l * l X M - X 7 )  
I F I P l o L T o G o )  Gl3 Ti3 2 5 0  

130 C O N T I N U E  
X N = X 3 - X 1  

C***<* T E S T E  [ ) E  SIJFTC I E W E  DFCLIESC fM t t  00 I N T E K V A L C I  
I F I  Y N o G T o E P l  G(1 TCI 18gi 

C**** T E S T E  D E  SUF I C  I E I I I T E  d E C k E S C I M ç i  DA F U N C A O  
I F ( T Z e G T o E 1  1 G D  T O  2 8 Q  

C * * * *  T E S T E  DA P R E C I S P f I  3 A  HUSCA COM A. DE YN 

I F ( T 2 o L E o E Z I  G O  TU 14k5 
E P = q a  5 a E P  
E 1=30 5:kEl 
E 2=f3o 5*E 2 
Z K = f I o S J + Z R  
r712 TO 1 8 *  

140 L O h T  I N U E  
E P = S T * E P  
ZR=BT'gZR 
E l = E 2  
E2 = B T * f  2  
G O  T O  188  

C**** P K E C I S 4 0  D A  B U S C A  E S T A '  YPI09 QUE A D E  P N  
1 6 0  C n h f I N U E  

I F I T Z o G T e B o  1 G U  T O  2 8 8  
GO T O  260  

C** * *  S E L L t C A i l  DOS NOUCS T P E S  PCNI !JS E N T R E :  X l ~ X 2 i X 3  E X M  
1 8 0  C C J N T I N U E  

CALL DIP.FC 
r M=F Z-F X 
I F I  X M o L T o  X 2 I  GC3 TfJ  2 2 0  

C**** XM ESTA1 ' A  D I R E I T A  Dk X 2  
I F ( T M a G E a T 2 t  G O  TO 2Cf3 



Y3=XtYi 
T3=TFI  
Gú T O  si:. 
C O N T I N U E  
X l = X 2  
T l = T 2  
X 2 = X M  
T 2 = T M  
Gc) TO SG 
XM 1 S T 4 '  ' A  ESBUEKUA UE X 2  
C O N T  I N U €  
J F (  T H o G E o T 2 )  G U  TO 2 4 Q  
X l = X M  
T l = T M  
G í l  T O  8 6  
CPz \ f f  T N U E  
X 3  = X 2  
T 3 = T 2  
X 2 = X M  
T 2 - T i 4  
G G  T G  8- 
CC3NTIBIUE 
X M = O o 5 * I X I + X %  1 
G O  T O  1 3 C  
A BUSC4 F A L H O U  

FX=FZ 
Z K -  Z 1  
EP=Z2 
t l = Z 3  
E2= Z 4  
K t  T U R N  
A BUSCA T E V E  S U C E S S C  
C C N T  I N U E  
X M = X 2  
C P L L  D I R E C  
C C N T  I N U  E 
Y t = O  
i lETURN 
E N D  











5f, C O W  f NIJE 
C A L L  S E L E S  

C W g c z :  DliSLA UN I D  IR EG 1UNAL FAI-  H;JU LTJPJPLET Ob4 ERIT E 
I F ( K L o G T o 1 )  Gn TC3 ICLi 
I F t K L o N E o l I  GO Ti3 6C 

C***:: BUSCA NP  DIRECPC3  C C h T F A R I A  A A  00 G F A D I E N T E  
XL=O, 
GCJ T O  40 

óC C O N T I N U E  
C b L L  G P A D X  
GO=GL 
G U  T O  10 

80 I D = 1  
I K= 1  
YE T U R N  

I cn  GONTINUE 
I D=2 
LALL I M P R S  
10-6 
R E T U P N  
E ND 

/* 
/ / L K E D e S Y S L M O I l  DD D S N = C L O V I S ~ F R I V S ~  v D I S f = n t D  
/ / C L O V I S  EXEC F O R T G C L t P A R P n L K E D = q N C A L 7 L E T 1  
í / F O R T o S Y S I N  DD + 
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SIIRRDUTI NE C !% I S 
IMPC I C I T  RfAL*81A-HlO-Z 1 
COrt lYON G G I 2 Q 7 1 ~ i l ~ ~ ; H ~ 2 C ~ l ~ C ) ~ V Y I I C ' p i ) ~ G X i 1 Q í 1 ) t G D ~ 2 P ) ,  

1 H 1 ~ 2 T ; l ~ F X ~ V F ( l ~ '  ) r V Y ( l ( G )  , D K I l f - ; ; ? )  > V E ( l I f f i f t V Z I l ~ O ) ,  
2 H b l I l ~ r ? - ) r D G f 1 P ? ~ : l ) l D V ~ l I f ~ t T F Y ~ L F ~ Z E ~ X f \ l ~ Y ~ ~ L N ~ Z F ~ T F ~ F I ~  
~ F L ~ F H , T X , E P I E ~  , f 2 1 P 1 1 P 2 ~ Q 1 f ~ 2 ~ V 3 . ~ V 2 9 V 3 i V 4 ~ V 5 ~ V 6 ~ V 7 ?  
 VAI i r m  ,VB(  ~ r n t , v c r  1901 ,vn( ific, ,pxr r w i  , P Y W ~ ,  
51XI20lr lN9  I O y N T y  I D l  fKTAC,Nb tNA,NGtNRt  I L ~ N T , N D , N H ~  
~ N S , I J ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ ~ \ J ~ , I C , ~ I ~ I , T H ~ I < L ~  PF7PIK,hP,NNIItNV,NX> ITq  JIÚ, 

7 M X , J 1 1 J Z , J 3 , J 4 > J 5 1  J 6 T J 7  
C**%*  YETODO DE CAUCHY S E P  DERIVADAS 

FZ-FX 
AF=Oe 4 
!3T=8e  
KL=O 
I D=2 
I T = l  
I f l M X o E O e 3 )  I T = 2  
I K=Q 
CALL IMPRS 

10 CONTINUE 
I F ( r U l o G E o N K )  GC! TO l 7 '  
N I = N I + l  

26 CONVIYUE 
D í l  3 P  J = 1 9 N C  
V Y ( J ) = V X ( J 3  - - - - - - - - - - - - - - . - . - - - 

- 3~ C C ~ T I N U E  
50 COPiTINUF 

DO 80 K=l ,NC 
DL3 4f) J = l y N C  
tiM( J =Oo 

40 CONTINUE 
H M 4 t O = l e  
f311 60 J=1> NC 
V X X J ) = V Y i  JI+IK*HYfJ 1 

60 CONTINUE 
CIILL  FUNCF 
N F = N F + l  
D R 1 K 1 = - ( F X - F Z ) / Z R  
G X I K ) = D P í K 1  

86 CUNT I N U F  
I O = 4  
C A C L  NORMA 

90 CONTINUE 
DO 100 K=11 NC 
V X I K  J = V Y 4 K ) + R T * Z R * D K I t c I / X N  

l ç n  cc i rq r r iuuE 
C A L L  FUNCF 
i \ J F = N F + l  
IIX =FX-FL 







I F I F X ~ G E ~ F C I  GCI T J  i n 5  
F Y = F L  
F L =F X  
DO l i '0  J= l l i \ IC  
V O I J I = D V I J )  
D V (  JI=VXl J 1  

1T-O C O N T I N U E  
G 6  T O  110 

1 Q 5  CCiNTINUE 
I F (  F Y o G T o f L o A i \ l D o F X o G E o F Y )  G ( 3  T O  110 
FY = FX 
110 flC J = l , N C  
V D 1  J ) = V X (  J 1 

110 C O N T I N U E  
I F I NDo Eble 20 ANDO FCa L E o  F T 4 G C  Ti l  37n 

C***>$ K f  FL E X  AO 
DO 120 K = l ? N C  
H P i 1 K 1 = H M ( K 1 - D P I K )  
H M I K  l = M N I K  ) / N C  
V Y ( K l = H r u ' ( K ) + ú F * ~ i i ~ l i K ) - D R ( K )  1 
V X ( K ) = V Y t K f  

12P CPNTIMUE 
L O t t  I E X I  S 
I F I F X o l E o F t  1 GO TO 240 
DO 140 K = l t N l  



2Qf3 DO 220 K = l r N C  
BK1K)=VX!K  1 

22 -  C l  N T I N U E  
GO TO 3t  0 

C***<*< EXPA NSAO 
240 0 0  260 K = l r  NC 

V Z I K I = H M I K l + G A * I V Y 1 1 (  ) - H M ( K l  1 
V X I  K I = V Z I K I  

2b9 CONT I N U E  
C A L 1  T E X I S  
I F ( F X o G E a f L 1  G O  T O  2 8 Q  
D n  270 K = l , N C  
D P X K ) = V Z ( K I  

270 CONTINUE 
G O  T D  3P9G 

28C CONTINUE 
D O  3-6  K=l,NC 
D K t K 3 = V Y í K 3  

300 CONTINUE 
C****  4TUAL I Z A C 4 0  DO CONJUNTO DE VERTICES 

I D = L + l  
W R I T f ( 2 0 ' 1 Ü 3  I D h l I f r I = l ? Y C I  

3 1 -  CLlNf INUE 
C**** T E S T E  D E  GONVERGENCIA E PARADA 

D O  320 K = l y  NC 

A .  V X í K  l = H M I K 1  - - . - - - -- - - - . - - - - - - - - - - - - -- - - - -. 3 2 ~  COI\ITCNÜE 
C A L C  T E X I S  

330 CONTINUE 
XN=Qo 
X D = l  
FH=FX 
DO 362  K = l T B l  
R E A D 1 2 . 2 ' 1 1 3 1  f V X ( 1  t r I = L r I \ I C t  
C A L L  T E X I S  
XM=XN+(ÇX-FH1**2 

36C CONTINUE 
K N = X N / N l  
XN=DSQKTlXN)  
I F ( X N e t E o L F  I Gn Ti l  3 8 c  
I F (  J N o E Q o i o O R o J N a t O 0 2 )  GO T o  3fi 

C**** I MPRE SSAO DE RESULTADCS I N T E R N E D I A R I O S  
I D = 2  
I K=O 
C P L L  I M P R S  
GU TO 36  

38C CONT I NkJE 
I D = l  
I K=Q 
F X = F L  





P X í - k l = V A I K f  
PY 1 K I = V B l K  1 

23 C ~ T I P J U F  
I D = 1  
C A L L  Nc3kMA 
Q 1  = X N  
I D = 3  
C A C L  NORMA 
Q l = Q l / X N  
4 2 = X N  
I D=2 
L A F L  NORMA 
Q 2 = Q 2 1 X N  

4C C O N T I N U E  
QD = 1 
idA=N3 
Z l = Z R  
ZE =EQ 
K l = N X  
N U  =r- 
t-41 ==C 
1'4 )c 

C A L L  F U N C F  
iw = N F + 1  
C â L L  F U N C P  
C A L L  GRADX 

- - - - - - - - - - - - - - - - L - 
- U t i  bõUÍ=l ,  t\rc - - - -- - - -- - - 

6 C  O K I K I = G X I K )  
L 4 C L  S E L E 3  
NJ=NJ+Nf  
N X = K  1 
ZK= Z 1  
f C=AF*EO 
I F ( F ~ ' a L E o Z D 1  G O  TO 89  
01 = A l : k Q l  
Q2=A2*Q2 
ND=2 
C A L L  F U N C P  
C P L L  GRADX 
I F ( J f \ i o E Q e r ) )  GO Ti3 If' 
i\lI =NJ  
I 0 = 4  
I T = 1  
I K = 3  

C A L L  XMPKS 
GG T O  10 

8 1  C O N T I N U E  
i'.lD= 2 
C A L L  F U N C P  
CALL GPADX 





COMYDN GG12011cC 19GH12G,lp0) rvx(1eif~~ ~ G X ~ L O C ~ ~ ~ G D ~ ~ C ! ~ ,  
1HI42f ) t F X r V F í 1 f 3 C t ~ r V Y I 1 ~ f ~ ~ T D K í 1 f O ) v V E i l f . ~ ) r f l Z ( . i ~ t ' l ~ ~  
2 H M I 1 G Q )  1DGI lpC1rOVI ler) TFY pZRyLE,XN?XPlZiY9 ZFrTE9FIv 
3FL ~ F H ~ T X ~ F P ~ E ~ ~ E Z ~ P ~ ~ P ~ ~ ! ~ ~ T Q ~ ~ V ~ ~ V ~ T V ~ , V ~ ~ V ~ ~ V ~ , V ? ~  

t , v n c i c ~ ) , ~ x c i ~ ~ * i , ~ v r ~ ~ o ) ~  
~ I X ( Z Q ~ ~ I N , I O ~ N I ~ I D ~ T K ~ N C ~ N B , N A ~ N G ~ N K ~ I L ~ N T , N D ~ N H T  
b1dS~rV19N2~N3 yN4y IC9 I A ,  iBvKLT hF,NK,NP,NU,NVINXíIf 9 JNy 
~ M X ~ J ~ ~ J Z , J ~ ~ J ~ - > J ~ T J ~ T J ~  

C**%* CbLCUl-A OS GRADIENTES C P S  FIJNCIJES PEMALIDADES USANDf3 OS VINCUCCiS 
DO 40 K=l,NC 
VbiK)=Çto 
V0 K )=Qo 

4 C  CUNTINUE 
IF(NDeNEs2) G O  TC7 6 n  
CDLt FUNGO 
CALL FUNHI 

bC: CCiNTInlllE 
CALL GRADV 
IFINHoEQo01 GO Tr) 9 p  
D C  80 K=l,NH 
0 0  80 J=lrNC 
VPf J l = V A í J f + ; ! o ~ ~ H H i K f O * G l - l f K , J f  

$0 CPIVTINUE 
9Q CONTINUE 

IFINGaEWeQI RETURN 
DU 14P K=l,NG - - .- - - - - . 
~ F I  Tx-4~ )o~~~>-)-Gõ-Põ-i2(~- - 

fF(GDIl(foLTaflo 1 GU TO 14 : )  
D t i  1 L a 0  J=1,NC 
VAIJ)=VA( J1+2o*GDIKI*GGiK,J) 

1 C  Q C I;NT I NUE 
G(lf TO 140 

120 CONTINUE 
DO 140 J=lr NC 
V B ~ ~ ) = V H (  J ~ + I ~ ~ / G D ( K I * * ~ ~ < : G G ( K T J I  

149 CONTINUE 
lhe CONTINUE 

RETUKN 
€ N O  

/*  
/ILKEDoSYSLMOU DD DS h=CtDVISiGRACPf r DISP=OLD 
61CLOVIS EXEG FQRTGCtr PASPo LKED=' &CAL TLET' 
IdFORToSYSIN DD * 

SUBROUTINE PENAF 
IMPLICHT REAL*~(A-HTO-Z) 
COF.4MliN G G ( 2 f 3 , l ( r 3 1 ~ G H ( 2 f 1 ~ 1 ~ P - 1 ~ V X ~ 1 G F f ~ G X ( 1 0 T j ) ~ G D 1 2 ~ )  

I H I 1 2 ~ ) 1 F X , V F I l T O 1 , V Y ~ l f P f  v D R I 1 r I ) ) ~ V E I l C s O ) ~ V Z ~ l í Q ~ r  
2 H M Í l O G )  , D G I  1QG)rDVI 1 6 U 1 T F Y 1 L k , Z E , X N , X M ~ Z N ~ Z F ~ T E 9 F 1 ~  
3FL ,FHtT  XpEPpE17EZ9 PI.9 P ~ T Q ~ ~ Q ~ T V I ~  VZ,V31 V4tV57VbrV7i 
4 V A 1 1 8 ' 0 l ~ V B I I B í ? ~ , V C ~ 1 3 0 1 ~ V D ~ 1 C o ~ ~  l P X I I W ~ ~ P Y I i ~ ~ l l  





I D = 4  
I T = 1  
I K= 2 

C A L L  I M P R S  
N S-O 
A F = l a  
87 =CIO 5 
G A = S o  
Kl=NC*iNC+ 
NP =&C--NH 



I FI. VXoGEorJK 1 Gf3 TO k4Q 
NX=iUX+1 
I U = K 1  
DO 70 K = l , N l  
R E A D 1 2 Q 3 1 U 1  t V X I I ) r I = l , N C I  
Z A h L  T E X I S  
I F 4 T X o l E a F I  f GO TI! 70  
NQ=NK 
i\JK= 1f:Qr)Q 
I\sS=NX 
N I  =Q 
C A L L  C K I T V  
I F 1  I C o E Q s 1 )  RE71JRr'J 
NX=NS 
N J = N J + N I  
NK=NQ 
I D = f D - N C  
W R I T E ( 2 2 ' l D )  ( V X I I l , 1 = l . r N C I  

70 C O N T I N U E  
ND =3 
TE=OoQS*F 1 

C**** CALCULO 013 C í i N T k O f  DE E K E F L E X A I I  
C A L L  CENTR 
C A t L  C C C F I  
C A L L  OPEPC 

00 8 0  K = l , N C  
8Q V X ( K l = D V í K )  

F X = F L  
GO TO 40 

w n  CONTINUE 
PO 128 K = l , N C  

1 2 -  V X 4 K l = D V I K 1  
F X = F t  
I D-3 
I T = l  
I K = 2  
P ETORN 

1 4 0  C O N T I N U E  
I D = 7  
C A L L  IMPKS 
I D = 4  
RE TURN 
EN D  

/* 
/ / L K E D o S Y S L M O D  0 0  D S N = C F Q V I S I  F L E X T )  , D I S P - O t D  
/ / 
J I C A R T X  JOB t3Q32,241~?1 , M S G t E  V E L = l ,  C L A S S = C y t  IME=3 
J / C L O V I S  E X E C  FORTGCL ,PAKMoFKED='I \dCAL , L E f l  





! I l = N K +  1 
U(1 2 8  K=1 +NC 
H M [ K I = O e  

26 CONTINUE 
I K = 0  
I D = N L * (  N C + I ) + l  

C**** DETfP"SNACA13 D E  Fji;.4X E f'rutIN F Pr INTUS C O R P  ESPuNDEI\ ITES 
D O  120 K = l ,  h1 
R E A D f S C '  I D )  ( V X (  I I , I = l r N C  1 
DO 46 J = l  ,NC 
H M í J ) = H M I J $ + V X t J I  

40 CONTINUE 
C A L L  FUNCF 

50 CT3NTINUE 
i K =  I K + 1  
DG1 I K ) = F X  
I f l K o G T o l l  GO TO 78  
FH=FX 
FL=FX 
ifc! 60  J=l, I \ IC 
D R 1 J l = V X ( J l  
UV(  J1=VXí  J )  

6C> CONTINUE 







SUBRUUTTNE I N T E R  
I M P L I C I T  R E A t * U l A - H l D - Z I  
CTJiL1EulOftl G G 1 2 0 t l P ~ ) , G H 1 2 ~ i > l C ~ I ~ V X 4 1 C P 1 ~ G X ( l O G ~ y G O I 2 0 1 9  

l H I I 2 E j ~ , F X ~ V F ( l C t . i t , V Y ( l C i ~ )  , U R I l f t i )  , V E l l n ! j I  , V Z f l ( D I ?  
2 t - 1 E A i E ~ ~ ~ ~ D G ~ l í f i ) l 9 ~ i l f : ! . ; ) ~ F Y ~ Z P l Z f ~ X N ~ Y M , Z N l L F ~ T E ~ F I T  
~ F L ~ F H , T X , E P ~ ~ L I E Z ~  P19  P ~ ~ Q I ~ Q ~ ~ V I ~ V ~ T V ~ ~ V ~ Y V ~ T V ~ ~ V ~ T  
4 V A i  1 0 C )  t V B (  1 C C t l p V C í  1 0 D )  r V D i 1 C t P l  ? P X f l f i B l  r P Y I I . f i Q f  r 
5 I X ( 2 0 ) ,  I N q  L O l M l r  I D 1  I K ~ N C I N H ~ N P ~ ~ N G ~ N R ~  I L 9 N T , N L l ~ N H y  
ú M S t N f r N 2 , i \ 1 3 > N 4 ~ I C r I A ~ I H r K L , F \ F r N Y ~ r V P t N U r h V t N X r  I T r J N 9  
7 M X , J l r J Z p J 3 , J 4 y J S , J h , J 7  
I J=C 
IK=2 
DO 20  K = l  ?NC 
G X í K l = V D ( K ) - V X ( K 1  

2 0  C O N T I N U E  
I D = 3  
L C t L  NrJRh94 
D Q  46 K = 1 ,  NC 
VY 1 K 1 = V X I K I  
V X ( K ) = V D I K )  

40 C i l N T I  NUE 
C A L L  FUNGD 
G V d o  
00 bP K = l r N G  
I F I G D ( K ) e L E o Z R 1  GC! T O  611 
GV=GV+GD( K)*GD1U) 

. . - - - - - -- - - - - - - - - .- - - - 
f ~ = ~ , r + - l  
TX ( I J  l = K  

50 COIVTINUE 
C F = n a 5  
D G I  3 )=GV 

80 C13NTINUE 
G V ~ O  
00 l C f ,  K - 1 ,  NC 

1 P 0  V X í K ) = V Y ( K ) + C F > : X N > * G X I K )  
C A L L  FUNGD 
00  1 2 0  K = l > N G  
DO 120 J = l > X J  
I F . I K o E Q o I X ( J ) I  G V = G V + G D ( K f * G D I K f  

1 2 C  C O N T I N U E  
D G (  I K  ) = & V  
'IK= I K - 1  
CF=Oe 
I F t  I K o G E o l l  GU TO 8 8  
AF=DG( 1 ) - 2 0 * D G ( 2  1 + D G ( 3  
b T = 3 e a D G (  L 1-4o*DGIZl+EGf7i 
X M = B f  * B T - 8 o  *AF*DGí  1 1 
I F f X M o L T o O e  1 XM=i3o 
XM=DSQRTI X M 1  
CF=4 B T + X M  I /  i 4 0  *AF+kXN) 





I D = l  
I F 1 N D o G T o 2  1 I D = N C * f N C + l I + l  

C***?& 4 R H A Z t N A  EM D I S C O  3 PCNTCI I N I C I A L  
W P I T t i 1 2 C e 3 D )  ( V X I I 1 , T = l , N C )  
X  M = N C + l  
XN=NC 
C Ç = T E / I  X N * S Q F T ( &  1 1  
D l = C F * ( D S O R T I X M j + X N - 1 3  
D 2 = C F ~ ~ 1 ú S O < T ( X M ) - l )  
NP=NR 
I F I N D e i E o 2  1 NP=NC 
0 0  40 K = l ? N P  
DO 20 J = l , N C  

2 P  G X 1 J l = V X ( J ) + D 2  
G X i K 1 = V X I Y I + U l  

C***:% A R M A Z E N A  € V  L3TSCr) !Vi V E K T I C E S  GERADOS 
d R I T E ( 2 f 3 1 D )  í G X l 1  j , I = l , N C I  

40 C O N T I N U E  
KETURN 
E ND 

/ +  
( I L K E D o S Y S t M O D  DD DSN=CLOVISIVfkTSI,DI:SP=OLO 
/JCCCIVIS E Y E Ç  f ORT[;Ct-9 P P R P o L K € O = '  Y C B L , L E T 8  
I Í F O R T o S Y S I N  ú D  * 

SUBROUT I N E  TEX I S  

. . - - -  I MPC I C  I T  REALgcP ( h -H  ,O-L - - - - - - - 
Cn&&ZN' 'GGI 2r7,l(z~1~C,KCfiii,íCT,i~VX3 l ~ t x i  ,GX I ~ c Q )  , c ; D ( ~ G )  , 

1 Y i ( 2 h ) ) , F X l V F d 1 C ?  ) , V Y ( l f ' s ? 1 , D R I  l f f i ' - ) , V E ( i f n ) y V L f l Q L )  9 

2 H M ( l O D j  9 D G I F f C ) 9 D V ( 1 ~ P )  , Ç Y , Z P ~ Z E ? X N ~ X M ? Z N ~ Z F , T E , F I v  
3 F L ~ F H 9 T X ~ E P 9 E 1 1 E 2 9 F ' 1 9 P 2 7 Q 1 9 Q 2 f V 1 9 V 2 t V 3 1 V 4 9 V 5 9 V ~ ~ V 7 9  
4 V A i 1 0 0 1  , V B I l r I !  ) , V C ~ 1 0 ~ ~ ~ , V I I ~ l C ~ ~ ~ P X ~ 1 8 1 : ) , P Y ~ 1 0 0 ~ ~  
5 1 X I 2 0 1 ,  I N , I ( 3 ~ N I ~ I t J , f K ~ h C ~ N H t N A , N G t N R , I L ~ N T r N D t N H r  
S I ' ~ S , N ~ ~ N Z , M ~ ~ N ~ ~  f C ,  I A ,  I B , K L ~ N F , N K , N P , N U , N V ~ N X p I T , J N ~  
7 M X , J l , J 2 3 3 3 y J + t J 5 ,  j6,J7 

I F ( N C l o E Q e Q 1  G U  TO 3fi 
f X = Q o  
I F I M H o f Q c Q l  GO TO 30 
C A L L  Ç U N H I  
DO 10 K = l J N H  

iQ  T X = T X + H I i K ) * H I ( K 1  
3c I F I  M G o E Q o O  1 GO Ti3 7L: 

C A F L  FUNGD 
00 50  K = l r N G  
I F ( G D f K l o L E e P o 1  GU T O  50 
T X = T X + G D I K ) % G D ( K )  

5 O  C13NTINUE 
7 c  I F I N D o N E o 5  1 T X = D S Q K T ( T X )  

F X =TX 
RETURN 

99 CALL FUNCF 



C k L L  GRADF 
C A L C  FUNGD 
C A I - L  G R A D V  
i\] I =64 
NXZQ 
QV=? 
E l = O o 2  
E 2 = ? o l  
A F = i o 4  
B 1 = t l e 5  
!32=006 
;\14-0 
f Z = 8  
NJ =NC + 1  

20 CONTINUE 
E P = E l  

40 CONTINUE 
ND-4 
I F I J N o E Q o ! ? l  (>LI T'li 
I O = 4  
f T = l  
I K = 3  
CALL I M P P S  



N X = N X + l  
C A L C  V INEX 
NH=Q 
I i D = D K I  1 1 
I F 4  I G o  M E o  1 l 
I D = 6  
CF L L  TMPRS 
I1E TUPN 

60 C Clld T  I NUE 
f E=-AFsEP 
IF IHOOGTSTE 1 GO T O  1(  
DO 80 K=2,  NJ 
J=K-1  
D R I  J 1 = D R í K )  
VY I J l = V X [  J I 

8x1 CONTINUE 
ND=4 
T A = f P  
T B = E l  
TC =E 2 
K 1=NX 
Nb=2 
C b L L  FUNCF 

NX = K 1  
E P = T A  
E l = T B  
E2 = T C  

9Q CONTINUE 
I D - 0  
I=MODINX,IZI 
I F ( I o k Q o O 1  GD 
Gf! TCI 4CS 

1 C O  CONTINUE 
I F I E P o C T o E . 2 )  
T A = E P  
E P =Oa 
C A L L  V I N E X  
i\JH=O 
HP=DAHSIHO 1 
I F ( H B o E Q o f ã o )  G@ TO 14Q 
F P = T A  

120 CCINTINUE 
I [ F I  E P o C E o Z N I  GCI Tr3 14f: 
E P = B l * E P  
G O  TO 40 

140 CUNT I N U E  



00  412 K = 1 9 N G  
GD( K I = G D I K  ) + E P  

48 CGNTINUE 
ND=4 
C A L L  INDIC 
I ú = I C  

hf3 CUNT I N U E  
t q P = Z * N C + I C + l  

70 CONTINUE 
N3 =3 
N4 =0 
N C  = N R  
i\lH=NA 
NT=NC+NH+ l  
N S = N A + l  
I C = N S + l  
N D = I C + l  
I L = N C + Z  
U l = l  
N2 =i7 
NV=hlB 
NB=-1  
I K = 3  





I F ( I X ( I I o E Q o . C j 1  G i l  TO 70 
T A = G G (  I1C 1 

80 C J N T T N U E  
ALí J)=TP 

li.0 CONTINUE 
T F 4 K a E Q o l  1 G U  T O  140 
fF(KoNEo21 G C  T O  3 2 Q  
A C ( N N l = l o  
GO T O  140 

120 C O N T  I N U E  
t \?=L+NC 
A C ( L  l=lo 
A C  ( M  1 =-I0 

14Q C f l N T  I N U E  
A t I F i l v l ) = l ,  
M3=M3+1 
r J k = N E + l  
CAL1 SIlt lEX 

i 60  CONTINUE 
KETUPN 
kR D 

i* 
/ / L K E D o  SYSLMTJD 011 ~ S N = C L I I V I  S f  V E T E Y  1 lDI SP=CJLD 
//CiOVIS E X E C  F O R T G C L , P A R I Y 2 e l K E D = ' N C A L , L E T S  
//FOKToSYSfW DO * 

SUBROUT I N E  STNFX - ~ 

~ M P L I C ~ T  R E A L * 8 (  A-Hl0-Z 1 







I F f A C i M 5 l o E d o V H f J f )  G P  TU 71C 
270 C D N T I N U E  

VX=Qo  
DO 280  J=1, N L  

280 V X = J X + Y P ( J I * A C [ J )  
I F ( V X e l _ E e Z R )  G O  1'0 310 
I F ( S l o G E e V X 1  G G  TU 3 1 C  
DO 290 I=1, Nt 

2 9 -  V H ( I l = A C I I )  
S l = V X  
I H = A C  ( M 5  1  
I v=rg 

310 C O N T I N U E  
S 1 = 1 e D 6 1 )  
I F I  I V e N E o O l  G O  T O  5 C f l  

c **:g* 

C*>g** C A L C U L O  DOS V E T O R E S  Y 4 t i )  
c 4 *JF* 

I U = I A  
D O  370 K = l , N L  
R E A D 1 2 O i  1 0 1  f A C i N 1  p h = l r N L l  
F I N B ( 2 0 '  1 0 f  
V  X  =o0 
DO 330 J=1, N L  

330 V X = V X + A C I  J ) * V H I  J 1 
- - -  Y P I K i = V X  - - - .- . - - - .- - - - - - - - - - - - - -. - 

Í F K X T ~ M T )  GO ~ í 3  370  
I F [ V X o G T o Z R 1  GG T i l  35n 

c **$< 96 

C**** D E T E R M I I V A C A O  DO V E T O R  QUE S A I P A s  D P  B A S E  
C***% 

I V = I V + l  
(;O r0 370 

3 5 0  V X = V S 1  K 1  / V X  
I F t S l o C T o V X l  GCJ TO 3 7 L  
S l = V X  
I G=K 

370 C O N T I N U E  
T F I  iVoGte@lTt GO T O  730 
I F I I C o N k o O )  I G = I C  

C * * * *  A L T E F A C A O  DA B A S E  
c*:*** 

Vi34 E G I = I H  
C 1;' *< * >$ 

C**** C A L C U L O  UA 4 A T K I Z  d P S I C A  I N V E R S A  
C a w s  

D O  4 5 G  I = l p N L  
I D = I A + - 1 - 1  
I V = I D  



I A V E  

F I M  DA P R I M E I R A  F A S E  

KL=KL+NL 
KF =2 
I F I J N o E Q o 2 f  60 T O  2 1 0  
M R I T E I 5 , 3 1 )  
F D R Y A T I / / 5 O X I i  F I M  D A  P K I Y E I R A  F A S E 1 / / )  
GO rn 210 

S O L U C A O  I I \ I V I A V E C  P A R A  C PPORLEMA 



1 F I J N o E Q o 2 )  K E T U K N  
W K I T E i  1073 1 

3 F O R M A T 1 / / 5 O X , ' O  P K O H L E V A  NAO T E V  SCCUCAO V I A V E t 9 / /  1 
K E T U K N  

c * x < * *  
C***ak SGLUCAO OTIMA 
C*$<** 

53p I F t Y N a E Q o i 9 1  V S ( r \ S L ) = - V S ( N t - 1  
ID=2*M5 
I H =  4NT+1 I *M5 
I G=?45+NL 

540 R E A D I  20' I D  1 VX 
I F f V X o N E e O o f  GO T U  5 5 0  
I D = I D + N L  
GO T O  670 

5 5 0  D O  560 J = l r  MT 
I F ~ V B 1 J ) o E Q o V X )  G O  T O  590 

56G CONS I N U E  
D O  57C3 K = l , M T  
f F [ V H i K l e E Q o - V X I  GCI T O  580 

570 C O N T I f ' d U E  
GD T f l  650 

5 U i f  V S I K ) = - V S l K )  
V B ( K ) = - V B I K 1  
GO TO 656  

590 I = J  
- - -  no -&I-Q j= ,- Mf - - - -' - - - - - - .- . - - - . - - - - - 

I F I V H í J f o E Q o - V X I  G O  T O  b 3 p  
51fi CONT I N U E  

GI! T O  6513 
63n V S 1  I I = V S 1  1 1 - V S (  J1 
65C I D = I D + I G  
570  I F ( I D o L f o I H 1  GC T O  540 

c**** 
C**** URDENACAO DOS V A L O R E S  O T I M O S  DE S A I O 4  
c**** 

DO 6 8 0  K=l.,MT 
A C í K ) = V S 1 K l  
I X I K 1 = V B 4 K 1  

686 C O N T I N U E  
no 7 2 0  ~ = i  ,MT 
I = K  
T A = I X I K  1 
00 700 J = K I M T  
I F t I A o L E o I X 4 J 1 3  G O  TO 7"0 
I = J  
I G . = I X f J  1 

705 CONTINUE 
I X f  I ) = I X I K 1  
V B ( K ) = I 4  
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