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RESUMO 

E s t e  t r a b a l h o  t e n t a  c o l e t a r  t o d a  i n f o r m a ç ã o  

d i s p o n í v e l  s o b r e  p r o b l e m a s  d e  c o n t r o l e  da  s a i d a  em s i s t e m a s  

l i n e a r e s .  Apre sen t amos  a s  d e f i n i ç õ e s  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  de  

s a i d a  e  s u g e r i m o s  um método p a r a  c o n s t r u i r  um c o n t r o l e  d e  ma - 
l h a  a b e r t a q u e  conduz  a  s a í d a  a  um v a l o r  e s p e c i f i c a d o  em um 

i n s t a n t e  a r b i t r á r i o  d e  tempo. 

D i s c u t i m o s  a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  e s s e s  c o n c e i  - 

t o s  e  o s  métodos  d e  s o l u ç ã o  u sando  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  . 
P a r a  um s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tempo,  com uma s ó  s a i d a ,  

mos t ramos  que  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a f d a  é uma c o n d i ç ã o  n e c e s  - 

s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma r e a l i m e n t a ç ã o  l i  - 

n e a r  d a s  v a r i á v e i s  d e  e s t a d o  que  d e s i g n a  a r b i t r a r i a m e n t e  o s  

a u t o v a l o r e s  do s i s t e m a  d e  malha  f e c h a d a  que  s ã o  o b s e r v á v e i s  

na  s a í d a .  A a p l i c a ç ã o  d e s t e  r e s u l t a d o  ao  se rvomecan ismo l f -  

n e a r  com uma s a i d a  m o s t r a  que  a  c a p a c i d a d e  d e  t a l  s i s t e m a  pa - 

r a  s e g u i r  q u a l q u e r  s i n a l  d e  comando com e r r o  d e  r e g i m e  n u l o  e  

uma r e s p o s t a  t r a n s i t ó r i a  a r b i t r á r i a  6 e q u i v a l e n t e  à c o n t r o l a  - 

b i l i d a d e  d e  s a í d a  da p l a n t a  e  é i n d e p e n d e n t e  da  c l a s s e  d e  

p e r t u r b a ç õ e s .  

Comentamos a s  v a n t a g e n s  e  i n c o n v e n i e n t e s  dos 

métodos  a p r e s e n t a d o s  e d i r e ç õ e s  p a r a  f u t u r a  p e s q u i s a  s ã o  i n -  

d i c a d a s .  



ABSTRACT 

T h i s  work  t r i e s  t o  c o l l e c t  a 1 1  t h e  a v a i l a b l e  

i n f o r m a t i o n  on  o u t p u t  c o n t r o l  p r o b l e m s  f o r  l i n e a r  s y s t e m s  . 
T h e  d e f i n i t i o n s  o f  o u t p u t  c o n t r o l l a b i l i t y  a r e  p r e s e n t e d  a n d  a  

m e t h o d  f o r  c o n s t r u c t i n g  a n  o p e n  l o o p  i n p u t  t h a t  d r i v e s  t h e  

o u t p u t  t o  a  s p e c i f i e d  v a l u e  a t  a  s p e c i f i e d  t ime  i n t a n t  i s  

s u g g e s t e d .  

T h e  r e l a t i o n ç  b e t w e e n  t h e s e  c o n c e p t s  a n d  t h e  

s o l u t i o n  m e t h o d s  u s i n g  s t a t e  f e e d b a c k  a r e  d i s c u s s e d .  F o r  a  

s i n g l e  o u t p u t  l i n e a r  t ime  i n v a r i a n t  s y s t e m  , o u t p u t  

c o n t r o l l a b i l i t y  i s  shown t o  b e  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n  - 

d i t i o n  f o r  t h e  existente o f  l i n e a r  s t a t e  v a r i a b l e  f e e d b a c k  

t h a t  f r e e l y  a s ç i g n s  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  c l o s e d  l o o p  s y s t e m  

t h a t  a r e  o b s e r v s b l e  f r o m  t b e  o u t p u t .  An a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  

r e s u l t  t o  t h e  s i n g l e  o u t p u t  l i n e a r  s e r v o m e c h a n i s m  s h o w s  t h a t  

t h e  a b i l i t y  o f  s u c h  a  s y s t e m  t o  t r a c k  w i t h  z e r o  s t e a d y - s t a t e  

e r r o r  a n d  a n  a r b i t r a r y  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  i s  e q u i v a l e n t t o  o u t  - 

p u t  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  p l a n t  a n d  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  

c l a s s  o f  command s i g n a l s  a n d  d i s t u r b a n c e s .  

A d v a n t a g e s  a n d  d r a w b a c k s  o f  t h e  shown m e t h o d s  

a r e  d i s c u s s e d  a n d  d i r e c t i o n s  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h  a r e  i n d i c a t e d .  
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C A P Í T U L O  'i 

'i. I .  INTRODUÇAO 

Apesar da grande ên fa se  dada ao conce i to  de cont ro-  

l a b i l i d a d e  do e s t ado  no desenvolvimento da t e o r i a  moderna d e  c o n t r o l e ,  na 

maior ia  das  s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s  o i n t e r e s s e  maior é o de  c o n t r o l e  d a s  s a í -  

da s  e não do es tado .  

No problema dos servomecanismos, por exemplo, dese-  

jamos que a s a ída  a p r e s e n t e  um c e r t o  comportamento e ,  normalmente, o e s t a  - 
do do s i s tema considerado não 6 c o n t r o l á v e l ,  ou mesmo e s t a b i l i z á v e l .  A li - 

t e r a t u r a  d e s t e  problema tem aumentado nos Últimos anos: ~ h a t t a c h a r ~ ~ a l ,  

Bhattacharyya 2, Bhattacharyya 3 ,  Anderson e Moore e o u t r o s .  

Intimamente re lac ionado  com o problema do servomeca - 
nismo 6 o problema de " z e r a r  a s a i d a  de  um s i s tema" ,  completamente r e s o l  - 
vido para  o caso l i n e a r  em Bhattacharyya 5, por  intermédio de  rea l imenta?  

ção de es tado .  

Embora a s  soluçÕes a t u a i s  de s se s  problemas sejam ba - 
seadas em c o n t r o l e  do e s t ado ,  e l e s  podem ser encarados como problemas de 

c o n t r o l e  da sa fda .  Es t e  t r aba lho  t e n t a  c o l e t a r  todo o m a t e r i a l  d i s p o n i  - 

' . v e l  em c o n t r o l a b i l i d a d e  de  s a ída  e r e l ac ioná - lo  com a s  soluçÕes conheci - 

das  dos  mencionados problemas. 

'i .2. SUMARIO DA TESE 

A s  p r ime i r a s  cons iderações  sobre  c o n t r o l e  de  s a i d a  



parecem s e r  devidas  a Kre indle r  e Sarachik 6. No Capi tu lo  2 ap re sen t a -  

mos a s  d e f i n i ç õ e s  e c r i t é r i o s  desenvolvidos por e l e s  para  o caso l i n e a r .  

Sempre que poss ive l  usaremos a s  versões  geométr icas  e a l g é b r i c a s  (mat r i -  

c i a i s l .  É então  mostrado como c o n s t r u i r  um c o n t r o l e  de malha a b e r t a  que 

t r a n s f i r a  a s a ída  a um v a l o r  e spec i f i cado  em um i n s t a n t e  a r b i t r á r i o  do 

tempo . 
No Capí tu lo  3 o problema de c o n t r o l a r  a s a i d a  no i n t e r v a  - 

10 t e  tempo [O I por  real imentação das  v a r i á v e i s  de e s t ado  é es tuda  - 
do. A s  so luções  d i s p o n i v e i s  e suas  r e l a ç õ e s  com c o n t r o l a b i l i d a d e  de  s a í  - 

da são apresen tadas .  E s t a s  r e l a ç õ e s  são u t i l i z a d a s  para  provar  que a ca  - 

pacidade de  um servomecanismo l i n e a r  com uma sa ída  para  s e g u i r  a s s i n t o t i  - 

camente uma c l a s s e  d e  s i n a i s  de  comando em presença de  uma c l a s s e  de  p e r  - 

t u rbações  é uma propriedade da p l a n t a  e é independente da c l a s s e  dos  si- 

n a i s  e per turbações .  

No c a p í t u l o  4 o problema de se conseguir  uma função a r  - 
b i t r á r i a  do tempo como s a i d a  é considerado,  e o s  mais impor tan tes  r e s u l -  

t a d o s  d i spon ive i s  são apresentados.  Mostramos também que a so lução  para  

o problema de  regulação da s a í d a  v i s t a  no c a p i t u l o  3 possu i  p inconveni  - 

e n t e  de  s e r  muito s e n s í v e l  a variaçÓes nos ganhos da real imentação.  Con - 

diçÕes ev i tando  a oco r r ênc i a  de l e i s  de  c o n t r o l e  s e n s i v e i s  s ão  ap re sen t a  - 

das.  

e s a l i e n t a d o  o f a t o  de que a condição para  pequena sensi- 

b i l i d a d e  é a mesma que a condição para  regulação  da s a ida  com ene rg i a  li - 
mitada . 



Finalmente mencionamos vá r i a s  questões aber tas  re lac iona-  

das com o controle  da saida.  



2.1. SISTEMAS LINEARES 

0 s  conce i to s  de  c o n t r o l a b i l i d a d e  de es tado ,  ou de  s a i d a  , 

são impor tan tes  em qua lquer  problema de  c o n t r o l e ,  mas a t e o r i a  a t u a l  d i s -  

põe de  condições c o n s t r u t i v a s  apenas para  o caso l i n e a r .  A s s i m  cons idera  - 

remos n e s t a  t e s e  somente s i s t emas  l i n e a r e s .  

Se j a  S o s i s tema l i n e a r  v a r i a n t e  no tempo dado por:  

onde o e s t ado  x , a en t r ada  u , e a s a lda  y são v e t o r e s  de  dimensões 

n ,  m e r respect ivamente ( r - n I .  A [ t l ,  .B I t l ,  C ( t l  s ão  ma t r i ze s  

de  ordens  compativeis  e funções do tempo con t ínuas  por  p a r t e s .  x ,y  e u 

podem ser encarado como pontos dos espaços euc l ideanos  X, y ,  e U , o s  

espaços de  e s t ado ,  de s a l d a  e de en t r ada  respect ivamente.  

A solução de (11 é: 



A s  equações (21 podem ser e s c r i t a s  em forma mais compacta: 

onde Hx ( t . r l  = $ ( t , r l  B ( r 1  ; H ( t , r l  = C ( t 1  ~ ~ ( t , r l  ; 
Y 

x 0 ( t 1  = $ ( t . t o l  x ( t o l  e  y O ( t l  = C( t1  x o ( t l  é a solução homogênea 

( r e s p o s t a  do s is tema l i v r e  à condição i n i c i a l  x ( t o l l .  

0 s  elementos h .  ( t , ~ )  da m a t r i z  H ( t , r I  podem s e r  i n  - 
1 j Y 

t e r p r e t a d o s  como a  r e s p o s t a  impulsiva do s i s tema para  t > T e são  fun,- 

ções  con t ínuas  por  p a r t e s  em t e  r .  

A s  d e f i n i ç õ e s  apresen tadas  n e s t a  seção foram primeiramen- 

t e  dadas em Kre indler  e  s a r ach ik6 .  

" S 6 d i t o  completamente s a í d a  con t ro l áve l  em 

s e ,  dados t e  tf . e x I t o l  a r b i t r á r i o .  qua lquer  v a l o r  f i n a l  da s a f -  
O 

da. y ( t f  I .  em Y pode ser alcançado por  algum con t ro l e  u ( t l  , t r  



A f r a s e  "algum controle  u "  indica que nenhuma r e s t r i -  

ção (pór exemplo em amplitude ou energia)  é colocada em u.  No que se-  

gue a Única hipótese f e i t a  6 serem a s  var iáveis  de controle  funções do 

tempo contínuas por par tes .  A palavra "completamente" dá ênfase ao f a  - 

t o  de s e r  a r b i t r á r i a  a escolha dos valores i n i c i a l  e  f i n a l .  

O conceito acima pode se  to rnar  independente do in te rva lo  

de tempo kO, td através  da seguinte 

" S 6 d i t o  completamente saida controlável  se ,  para qual - 
quer to, qualquer valor  f i n a l  da safda. y ( t f l ,  pode s e r  alcançado em 

um tempo f i n i t o  tf ,  tf 2 to , para condições i n i c i a i s  a r b i t r á r i a s  em 

t = to1' . 
O exemplo abaixo mostra que um sistema pode s e r  completa- 

mente saída controlável  e  não s e r  completamente safda controlável  em cer  - 
t o s  in te rva los .  

EXEMPLO 2.2.1 , 



O para O t < T - 
Bnde bCt) = 

1 para t > T 

para t > T 

Em qualquer intervalo ko,tfl com t < T a saida 6 u- 
f -  

nicamente determinada pela condição inicial xltol sendo assim impossí- 

vel de se alcançar um y(t I arbitrário. Mas para algum t > T, tf fi 
I f f - 

nito, a integral It (l+tf-~l u (TI d r pode assumir qualquer valor 
O 

por uma escolha apropriada de ul~l. Portanto o sistema é completamente 

safda controlável embora não seja completamente safda controlável em in- 

tervalos contidos em k,g . O exemplo mostra também que controlabilidade 

completa da saída em algum intervalo rtn, t d  não implica necessariamente 
L- 2 

que a propriedade seja válida em um intervalo menor ko,td , t2 < t, . 



Em a lguns  problemas p r á t i c o s  a  s a ída  y ( t  1 - X deve s e r  
f 

a lcançada para  cada tf . A segu in t e  de f in i ção  6 Ú t i l :  

" S 6 d i t o  t o t a lmen te  s a ída  con t ro l áve l  s e  f o r  completa - 

mente s a í d a  con t ro l áve l  em cada i n t e r v a l o  
[Ito tfl " *  

As vezes,  quando lidamos com p l a n t a s  com v á r i a s  en t r adas ,  

uma d i s t i n ç ã o  6 f e i t a  e n t r e  c o n t r o l a r  a  s a ída  por  meio de t odas  a s  e n t r a  - 

das  simultaneamente e po r  meio de cada uma em p a r t i c u l a r .  

"Um s i s tema s a í d a  con t ro l áve l  é d i t o  for temente s a i d a  con - 
t r o l á v e l  (no s e n t i d o  completo ou t o t a l 1  se f o r  s a í d a  c o n t r o l á v e l  pa ra  ca-  

da v a r i á v e l  de c o n t r o l e  separadamente, enquanto a s  o u t r a s  são  ze ro ;  se - 

não 6 d i t o  f racamente s a í d a  controlável". 

É c l a r o  que c o n t r o l a b i l i d a d e  de  es tado  6 um caso e s p e c i a l  

de c o n t r o l a b i l i d a d e  de s a ída ;  quando C ( t 1  é i n v e r s i v e l  qua lquer  que s e -  

j a  t c o n t r o l a r  a  s a í d a  é equ iva l en t e  a  c o n t r o l a r  o  es tado .  

2.3. CRITERIOS DE CONTROLABILIDADE 



A equação (361 torna-se  

e o problema de mover a s a fda  a t é  y ( t  I a p a r t i r  de alguma condição i- 
f 

d n i c i a l  x [ t  I t ransforma-se no de  co locã- la  em y [ t f l  pa r t i ndo  d e  con 
O - 

diçÓes i n i c i a i s  nu las .  

LEMA 2.3.1. 

" S é completamente s a ida  c o n t r o l á v e l  em Eo,td s e  

e somente se, para todo h não nulo em 'Y e x i s t i r  um NA c Eo,td , 
com p ( N A ]  # O ,  t a l  que 

H '  ( t f ,T1h # O 
Y 

para  T E N A  " 

onde a l i n h a  i n d i c a  t r anspos i ção .  

PROVA 

d 
Se j a  R ( t o , t f l  o conjunto d e  t odos  o s  pontos  y [t I 

f 

dados por  (51 que podem s e r  a lcançados da origem. 

A p l a n t a  é completamente s a i d a  c o n t r o l á v e l  em 
[ to  tf] 

d s e  e somente se cada ponto y [t I E Y pode ser alcançado da origem, ou, 
f 

equivalentemente,  s e  e somente s e  



Mostremos que R (t  ,t I é convexo. 
o  f 

Se o s  pontos y I t f I  e  y2 ( t f  I em R ( t o J t f  I são a l -  
1  

cançados p e l o s  c o n t r o l e s  en t ão  qua lquer  pon 

t o  y 3 ( t f I  dado por  y3 ( t i l  = a  yl (t I  + (1-a)  y 2 ( t f l ,  O < a  1  é a i  
f - - - 

cançado por  u  = a  u + (1-a)  u2. A s s i m ,  todos  o s  pontos do segmento de 
3 1 

r e t a  unindo cada par  de  pontos do conjunto também pertencem ao conjunto  . 
Como R ( t  , t I  é convexo, para  que I71 s e  v e r i f i q u e  o  f 

bas t a  mos t ra r  que R ( t o , t f  I é não l imi tado  em cada d i r eção  de . ou se -  

d  j a ,  que o  produto e s c a l a r  d e  y ( t  I por  cada v e t o r  A não nulo,  de  com- 
f  

primento f i x o  em pode s e r  f e i t o  t ã o  grande quanto s e  q u e i r a  por  uma 

esco lha  apropr iada  de u lto,tfl ( ~ a  ~ a l l e  2 0 ~ .  

Fazendo o  produto e s c a l a r  de ( 5 1  por h : 

Escolhendo u ( r I  = k H '  I t f J r I  h . k > O ( 8 )  t o rna  
Y - 

A condição é s u f i c i e n t e :  ( 6 )  impl ica  que a  i n t e g r a l  em 191 é p o s i t i v a  e  

A.yd  ( t f l  pode ser f e i t o  t ã o  grande quanto s e  q u e i r a  aumentando-se k. 



A condição é necessária: s e  para algum X = A* (61 é f a l s a  então 

d X*.y ( t  I = O não importando a maneira de escolhermos u ( t 1  em (81 e 
f  

d 
nenhum ponto y (t I na direção de A *  pode s e r  alcançado. 

f  

C.Q.0. 

- Note que H '  ( t  ,TI X pode s e  anular  para alguns va 
Y f - 

l a r e s  de T no inhervalo 
k o  tf j  

- Se o sistema não é completamente saida controlável  

em [to ti] então somente os  vetores  de Y ortogonais ao vetor  A *  que 

v io la  a condição (61 podem se r  alcançados a p a r t i r  da origem. Todos es-  

t e s  pontos formam o subespaço ve to r i a l  Yc (to t f l  controlável  em t t L& 
d 

y ( t f l  pode s e r  alcançado se  e somente se  y I t f l  E Yclto t f l .  

- Condição (61 expressa a independência l i n e a r  das  li- 

nhas de H (t .r1 para t < T < tf e uma condição necessária e s u f i c i -  
Y f 0 -  - 

ente para i s t o  é que a matriz Gramiana 

s e j a  não s ingular  . Kreindler e Salachik 6. 

- Para controlabil idade completa da saida , (61 e (101 

devem s e r  verdadeiras para cada to e algum tf>to (ti pode depender de 

t o ] .  Para controlabil idade t o t a l  da saida (61 e (101 devem s e r  verdadei- 

r a s  para qualquer to e qualquer tf> t . 
O 



LEMA 2.3.2. 

" S é for temente completamente saída c o n t r o l á v e l  em 

[to tf] se e somente se para todo A não nu lo  em e x i s t i r  NAC o F 
com IJ [NA] Z O t a l  que 

A.h.(t ,TI # O 
J f 

para -r E NA 

j = 1,2,... m 

onde h . ( t  ,TI é a j ésima . coluna de H ( t  ,TI 
J f Y f 

PROVA 

(81 pode ser  e s c r i t a  como 

usando somente a j ésima v a r i á v e l  de c o n t r o l e  e o mesmo argumento do lema 

2.3.1. a prova segue faci lmente. 

- Observando que tf aparece como um paràmetro em (61  

e (111 vemos que, se uma p l a n t a  f o r  completamente saída c o n t r o l ã v e l  em a l -  

gum [to,tl] e l a  pÕde não ser completamente saída c o n t r o l á v e l  em ko,td , 



- Como o s  elementos de H [ t , ~ l  são funçÓes  a r b i t r á -  
Y 

r i a s  de t e T, cont ínuas  por  p a r t e s ,  a s  funções e s c a l a r e s  A . h . ( t , ~ l  , 
J 

j = 1,2, . . .  m podem s e  a n u l a r  em r e g i õ e s  a r b i t r á r i a s  do plano ( t , ~ ] . O a i  

a s  s egu in t e s  d e f i n i ç õ e s :  

" S é d i t o  s a i d a  prÓprio*se para  cada A # O em y r, 

H? ( t , r I  A # O em cada r eg i ão  do plano (t  r ] "  . 
Y 

" S é d i t o  s a í d a  normal*" se para  todo A f O em 

Y ,  A.  h . ( t , ~ l  # O , j= 1 , 2  ,... m em cada r e g i ã o  do plano I t  r ) "  . 
J 

Então, s a í d a  p róp r i a  e s a í d a  normal são  propr iedades  

mais f o r t e s  do que c o n t r o l a b i l i d a d e  t o t a l  da s a ída  e f o r t e  c o n t r o l a b i l i -  

dade t o t a l  da s a í d a  respect ivamente.  

Antes de d a r  um exemplo é i n t e r e s s a n t e  i l u s t r a r  a se 

g u i n t e  

* output  p roper  no o r i g i n a l  

** output  normal no o r i g i n a l  



PROPRIEDADE 2.3.1. 

l1 Se p a r a  t o d o  h #  O em Y ,  H 1 ( t , r l A  não 
Y 

s e  a n u l a  na f a i x a  do p l a n o  ( t , ~ )  dada  p o r  I t - r l  E p a r a  a 1  - 
gum E > O  e n t ã o  o  s i s t e m a  é t o t a l m e n t e  s a í d a  c o n t r o l á v e l " .  

Supomos que  o s i s t e m a  não 6 t o t a l m e n t e  s a í d a  

c o n t r o l 6 v e l .  En t ão  p a r a  a lgum A Z O ,  H 1 ( t f . r 1  h = O p a r a  t o -  
Y 

d o s  o s  v a l o r e s  de  T no i n t e r v a l o  po,tf] e  a s s i m  H '  ( t . r l h  
Y 

s e  a n u l a  na l i n h a  PQ m o s t r a d a  na f i g u r a .  

EXEMPLO 2.3.1. 



A va r i ação  no tempo dos c o e f i c i e n t e s  é dada por 

Para qua lquer  v e t o r  A* f O no subespaço ternos 

H' ( t J r l h *  = A*. h [ t J r l  = k c l ( t l  - k ( t - r )  b2 ( r 1  - k bJ ( r )  
Y Y 



Observe que pa ra  pontos no r e t ângu lo  hachurado temos 

c l ( t l  = 1 ; b 2 ( r )  = O : b3í-c) = 1 e  po r t an to  h*.h ( t , r )  = O n e s t a  r e g i  
Y - 

A s s i m  o  s i s tema não 6 s a í d a  normal, embora s e j a  t o -  

ta lmente  s a í d a  c o n t r o l á v e l  porque A .  h  ( t , r l  não s e  anula  nas  v iz inhan-  
Y 

ç a s  da l i n h a  t = r .  

A h ie ra rqu ia  dos t i p o s  de c o n t r o l a b i l i d a d e  de  s a í d a  

é dada abaixo com a s  r e s p e c t i v a s  impl icações  

s a lda  for temente  t o t a lmen te  for temente completamente 

norma 1 
__h 

s a í d a  con t ro l áve l  
-2 s a í d a  c o n t r o l á v e l  

s a í d a  fracamente t o t a lmen te  fracamente completamente 

p róp r i a  
__O s a i d a  con t ro l áve l  =* s a í d a  con t ro l áve l  



O Lema 2.3.1. 6 vá l ido  para  c o n t r o l a b i l i d a d e  de  e s -  

t ado  também, t rocando-se H ( t  , r )  por  Hx( t f . r l .  Há e n t r e t a n t o  algumas 
Y f 

d i f e r enças  e n t r e  c o n t r o l a b i l i d a d e  de  es tado  e  de sa ida .  que s e r ão  apenas 

mencionadas aqui .  Se uma p l a n t a  6 to ta lmente  for temente  e s t ado  con t ro l á -  

v e l  ( t o t a lmen te  e s t ado  c o n t r o l á v e l )  en tão  e l a  é es tado  normal (es tado  pró - 
r .-, 

p r i a l .  Ainda. s e  uma p l a n t a  é completamente es tado  con t ro l áve l  em ko,td 
e l a  será completamente es tado  c o n t r o l á v e l  em qualquer  i n t e r v a l o  mais Pon- 

W F o J q  * t2 , t l =  Mais d e t a l h e s  podem s e r  encontrados em . 

LEMA 2.3.3. 

"Cont ro lab i l idade  completa do e s t ado  em ko td 
I- -I 

impl ica  c o n t r o l a b i l i d a d e  completa da s a i d a  em ko tJ se e somente s e  

PROVA 

"Se o  s i s tema É completamente e s t ado  c o n t r o l á v e l  em 

koJtd então ,  para  todo x  # O em X e x i s t e  Nx,  com p(Nxl # O 

t a l  que 

H; ( t f , r l  x  # O pa ra  r E N 
X 

(141 implica que NA com u ( N A )  # O t a l  Eque 



se e somente s e  C '  ( t  X 6 um v e t o r  não nulo de 4. 
f 

Desde que H '  ( t f s r )  = H '  ( t f . r )  C '  ( t  I temos H '  ( t f s r l  h # O para  
Y X f Y 

T E N  s e e ç o m e n t e  s e  C ' ( t f I A f O  X X # O  em Y .  

A condição (131 6 equ iva l en t e  2 independência l i n e  - 

a r  d a s  r l i n h a s  de  C ( t f  1 

2.4. SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO 

De agora em d i a n t e  consideraremos o s i s tema l i n e -  

a r  S i n v a r i a n t e  no tempo dado p e l a s  equações ( I a )  e ( I b )  quando A ( t 1 ,  

B ( t  I ,  C ( t  I são ma t r i ze s  cons t an t e s .  

LEMA 2.4.1. 

" S é completamente s a l d a  c o n t r o l á v e l  s e  e somente 

.Q= FB CAB . . . C A"-' B] 

t i v e r  rank r ". 

PROVA : 

Sem perda d e  genera l idade  façamos t = O . Pelo 
O 

teorema de Cayley Hamilton a ma t r i z  A '  s a t i s f a z  sua equação c a r a c t e r í s  - 



t i c a  

Pre  e  pos t  mul t ip l icando  (171 por  8'  e  po r  e  A ' t C '  A 

respect ivamente temos: 

k  A ' t  dk  = -  A ' t ]  
desde que A '  e ( e 

d t  

(181 to rna - se  

Para  que H '  ( t l  X # O em qua lquer  i n t e r v a l o  6 neces 
Y - 

s á r i o  e  s u f i c i e n t e  que pe lo  menos uma d a s  condições i n i c i a i s  de  (191 s e j a  

não nula ,  i s t o  é: 

dk H '  ( t l  h I t z 0  = B ' A ' ~ c '  h # O para  pe lo  menos um k, k=0,1, . . .  n-1 
d t k  y 

Como i s t o  é independente  da esco lha  de tq, (61 é e -  

q u i v a l e n t e  ao f a t o  de que, para  cada X # 0 em pelo  menos um dos  ve to  - 



res B t  A ' ~  C '  h .  k=O.l.... n-I s e j a  não nulo. Ou.  sob forma m a t r i c i a l :  

B '  C '  

A Z O ,  x f  O em Y [i: lln::c] 

o  que é verdade i ro  se e  somente s e  rank Q = r 

Nota-se que quando C = E (161 to rna - se  a  conheci- n 

da condição de  c o n t r o l a b i l i d a d e  de  es tado .  

Como pode ser v i s t o  na demonstração acima, para  sis- 

temas l i n e a r e s  i n v a r i a n t e s  no tempo t o d a s  a s  s u t i l e z a s  desaparecem. Sem 

perda de genera l idade  t pode s e r  f e i t o  i g u a l  a  ze ro  e ,  se (61 ou [I11 
O 

são v á l i d a s  para  algum tf > to, se rão  v á l i d a s  para  qua lquer  tf > to. 

" Se S é completamente s a ída  con t ro l áve l  em algum 

i n t e r v a l o ,  é também completamente s a i d a  con t ro l áve l ,  t o t a lmen te  s a ida  con - 
t r o l á v e l  e  s a í d a  p róp r io  (ou safda  normal se a s  propr iedades  cons ideradas  

forem f o r t e s ) " .  

Po r t an to ,  quando lidamos com s i s t emas  l i n e a r e s  inva-  

r i a n t e s  no tempo podemos u t i l i z a r  a s  expressões  mais s imples:  c o n t r o l a b i -  

l i d a d e  de  s a lda  e c o n t r o l a b i l i d a d e  de  es tado .  



LEMA 2.4.3. 

" Para S . c o n t r o l a b i l i d a d e  de e s t ado  impl ica  con t ro  - 

l a b i l i d a d e  d e  s a í d a  s e  e somente s e  rank C = r " 

A prova é uma consequência d i r e t a  do lema 2 . 3 . 3 .  

EXEMPLO 2.4.1 . 

rank Q = rank 

O au tova lo r  A = 1 , não con t ro l áve l ,  é observáve l  . 
Por i s s o  poderíamos pensar  na imposs ib i l i dade  de  c o n t r o l a r  a  sa fda .  Mas 

o  t e s t e  ga ran t e  a  c o n t r o l a b i l i d a d e  de  s a í d a .  I s s o  é porque A = -2 , con 
r -8 

t r o l á v e l ,  também aparece  em y2 . Se tiv&sernos 
L J 

ave1 de  s a í d a  y2 s e r i a  não c o n t r o l á v e l .  

Para  o  que segue consideremos 8 como o  subespaço de 

k  X gerado p e l a s  co lunas  de 8; A 8 como a  imagem de  ' 8 pe la  t r a n s f o r -  

mar$~ l i n e a r  r ep re sen t ada  pe l a  ma t r i z  s a  soma de  subespapos como - u 

sualmente d e f i n i d a .  



LEMMA 2.4.4. 

" S é s a l d a  c o n t r o l ã v e l  se e  somente se 

R + N = X  

onde R = 8 + AB + ... + A n-I 13 e  N  é o espaço nulo d e  C" . 

PROVA : 

Supondo-se rank C = r, e x i s t e  uma t ransformação 

x = T 2 t a l  que CT = pr  'r,n-J 

Como mudanças de coordenadas não afetam a s  propr ieda-  

des  de c o n t r o l a b i l i d a d e  envolv idas  no lema u t i l i z a r emos  o  s i s tema 

" Ã j ;  + B u  
com ii = T-I x  

e T t a l  que C = E 01 
A condição é s u f i c i e n t e :  

Se j a  fi = kerã C 

e " 
onde N 6 uma base para  

" ,n -"-q* - 
pr ime i r a s  l i n h a s  da m a t r i z  B AB ... A B N . Como a s  n  l i n h a s  des  - 
t a  ma t r i z  são l inearmente  independentes ,  porque seu rank 6 n temos: 



- I  

rank C 1; AB .... ~ n - 1 -  
B i] = r  

- - n - 1 4  = r + rank [% I% . . .. CA 

controlabil idade de saída. 

A condição é necessária:  

-I e-n-1" 
rank CAB . . . . CA B 1 = r =I\ 

-"-I 81 -I\ rank C [i) ....... A = r 

Pela forma pa r t i cu l a r  de C podemos conclui r  que a s  
- 

r primeiras l inhas  de B ... ~ n - 1 -  
B são linearmente independentes. e  

- 
também que o subespaço !d possui uma base na forma 

Considere a matriz 

R n - r  

-n-~;] e onde Rr 6 const i tu ída  pelas r primeiras l inhas  de [B . . . A 

R pelas  n - r  l inhas  res tan tes .  É f á c i l  ver  que a s  n l inhas  des ta  n - r  

matriz são linearmente independentes. 



Então 

rank Á i  ..... ~ n - l i  ] = n 

(201 nos d i z  que c o n t r o l a b i l i d a d e  de s a í d a  6 equi -  

v a l e n t e  ao f a t o  de  o subespaço dos modos c o n t r o l & e i s  mais o espaço nulo 

d e  C varrerem todo o espaço de es tados .  

Naturalmente quando o s  modos não c o n t r o l á v e i s  e s  :- 

Fão em h! a c o n t r o l a b i l i d a d e  de  s a í d a  6 assegurada,  mas e s t a  não 6 uma 

condição neces s ik i a  como pode s e r  v i s t o  no exemplo 2.4.1. 

Es ta  formulação geométrica fornece  uma f á c i l  de- 

monstração para o lema 2.4.3. 

EXEMPLO 2 4.2 

Para  o s is tema do exemplo 2.4.1. : 

e claramente R + N = X 

Se t ivéssemos 

e o s i s tema 6 não s a í d a  con t ro l áve l .  



2.5. CONSTRUÇÃO DE UMA ENTRADA 

Para um s i s tema l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tempo, supondo- 

-se  rank íJ = r vamos procurar  um segmento de  en t rada  que coloque a s a  - 

i d a  em um v a l o r  a r b i t r a r i a m e n t e  e spec i f i cado  y(T1 para  t = T . 
Nosso procedimento segue e s t r e i t a m e n t e  aque l e  apre-  

sentado por  Vidyasagar para  o caso do e s t ado  - Vidyasagar . 

Para to = O e x ( t o I  = xo , (2bI f i c a  

Para  qualquer  m a t r i z  A nxn , eAt pode ser e sc r i t o ,  

pelo teorema de Cayley Hamilton, como: 

A s  funções e s c a l a r e s  a i ( t l ,  i=0 ,1 . .  . . n-I são ob - 
t i d a s  da . s egu in t e  maneira : 

onde 



c i=O,l, ... n-1 são os coeficientes do polinõmio caracteristico de 
i ' 

LEMA 2.5.1. 

" O conjunto de funções ( a.(tI 1 3 6 linearmente in - 

dependente em qualquer intervalo não nulo [O T]  " . 

Encontra-se uma prova deste lema em -' . 
Sejam b j , . . . m as colunas de B e u. (TI, j=1,2, m as 

3 ' J 

componentes do vetor U(TI . 



Seja  

ai - 1  1 d  T = f i j  
J 

com f  dependendo do tempo 
i 3 

Então 

A s e g u i r  apresentam03 um algori tmo que fo rnece  u (T) ,  

T E [ O  T] t a l  que 

y(T1 = h , A a r b i t r á r i o  (28) 

1  - Ache (Q Q ' ) - '  ( Q  Q'tem i n v e r s a  porque rank Q = r3 

3 - p = Q '  (04'1-" v  (p é um v e t o r  nm1 



O s  elementos da k-ésima l i n h a  d a  ma t r i z  R ( n  x mnl 
5 

são nulos  exce to  o [(k-I lm + j] -ésimo que é 1.  

Note que M é i n v e r s i v e l  porque a s  ai (T-T)  são  

l inearmente  independentes .  

Mostremos agora que u ( ~ l  como de f in ido  p e l a  e t apa  

7- realmente a c a r r e t a  y(T1 = X : 

(281 é equ iva l en t e  a 

1293 d i z  que v pode s e r  expresso  como uma combinação l i n e a r  das  co lunas  

de I$ 

v = Q f  (303 

onde 



Precisamos escolher algum vetor  f de dimensão m.n 

t a l  que (301 se  ver i f ique.  Uma possível  solução 6:  

Resta s e r  mostrado que a etapa 7- fornece u ( r 1  t a l  

que o f achado pela equação (261 s a t i s f az  ( 3 2 ) .  

e como fij = 

úsando a etapa 7-  



Pela  d e f i n i ç ã o  de p  , e como 
j 

é não s i n  - 

g u l a r ,  ternos que f = p e  po r t an to  (321 6 s a t i s f e i t a .  

- a  en t r ada  o b t i d a  6 "de malha a b e r t a "  e nada é d i t o  

a  r e s p e i t o  de sua unicidade.  

- a  d i s cus são  6 v á l i d a  )O( T > O. Mais e s tudos  so- 

bre  o  método devem s e r  f e i t o s  para  o  caso de convergência a s s i n t ó t i c a  , 

i e , T + -  . 

EXEMPLO 2.5.1. ? = E  x +  1;]" 



Queremos que y ( 1 )  = 

rank Q = 2 = r 



para s impl ic idade  faqamoç b=6 e a = l  

~ n t a o  

u ( ~ 1  = 2 4 ~  - 6 

Verificamos que 



No ú l t i m o  c a p í t u l o  vimos como c o n s t r u i r  uma 

f u n ç ã o  do tempo q u e ,  quando u s a d a  como a  e n t r a d a  d e  um s i s t e -  

ma l i n e a r  c o n d u z i r i a  s u a  s a f d a  a t é  um v a l o r  e s p e c i f i c a d o  em 

um c e r t o  i n s t a n t e .  E s t e  p r o c e d i m e n t o  não é m u i t o  i n t e r e s s a n -  

t e  em p r o b l e m a s  p r á t i c o s  d e  c o n t r o l e ,  onde  devemos u s a r  l e i s  

d e  c o n t r o l e  " d e  malha  f e c h a d a " ,  ou com r e a l i m e n t a ç ã o  e ,  a lém 

d i s s o ,  a  s a f d a  d e v e  a p r e s e n t a r  um d e t e r m i n a d o  compor tamento  ao 

l o n g o  d e  um i n t e r v a l o  d e  tempo e  não em um i n s t a n t e  i s o l a d o .  

Como exemplo ,  podemos c i t a r  o  p rob lema do 

çe r vomecan i smo ,que  é r e p r e s e n t a t i v o  da  m a i o r i a  d a s  s i t u a ç õ e s  

e n c o n t r a d a s  em c o n t r o l e .  T r a t a - s e  d e  uma p l a n t a  s u j e i t a  a  p e r  - 
t u r b a p õ e s  p e r t e n c e n t e s  a  uma c e r t a  c l a s s e .  O o b j e t i v o  é a c h a r  

uma l e i  d e  c o n t r o l e  p o r  r e a l i m e n t a ç ã o  que  f a ç a  a  s a i d a  da p l a n  - 

t a  s e g u i r  s i n a i s  d e  comando d e  uma c e r t a  c l a s s e  com e r r o  d e  r e  - 
gime n u l o  e  uma r e s p o s t a  t r a n s i t ó r i a  a d e q u a d a .  

P a r a  o  c a s o  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tempo s e j a  

a  p l a n t a  p e r t u r b a d a  d e s c r i t a  p o r :  



onde p , u , y  s ã o  o  e s t a d o ,  e n t r a d a  e  s a í d a  da  p l a n t a ,  e  # 8 

a  p e r t u r b a ç ã o  dada  p o r  

O s i n a l  d e  comando r a  s e r  s e g u i d o  é g e r a  - 
do p o r  

s endo  z = e s t a d o  do g e r a d o r  d e  s i n a i s  d e  comando. 

S e j a  

e ( t 1  = y l t l  - r [ t l  

o  e r r o  a  s e r  r e g u l a d o  p a r a  t o d a s  a s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  p ( O l ,  

E ( 01 .  z ( 0 1  p o r  um c o n t r o l e  da  fo rma  u = F,p + F 2 #  + F3z 

A s  e q u a ç õ e s  ac ima  podem s e r  r e e s c r i t a s  como: 

onde  



Uma p e r g u n t a  s u r g e .  Quando é p o s s í v e l  a c h a r  

uma m a t r i z  F t a l  que ,  com u=Fx em ( 5 a )  a s  s e g u i n t e s  c o n d i -  

ç õ e s  s e  v e r i f i c a m  q u a l q u e r  que  s e j a  a c o n d i ç ã o  i n i c i a l  xCO1 : 

b- s e  e (O1  # O e n t ã o  l i m  e ( t 1  = O 
t + m  

c -  a  c o n v e r g ê n c i a  d e  eC t1  + O pode s e r  f e i t a  a r b i t r a r i a m e n -  

t e  r á p i d a  p o r  e s c o l h a  d e  F .  ( 7c  1 

S a t i s f a z e r  a s  c o n d i ç õ e s  a - ,  b - ,  c -  6 ,  t a l  - 

v e z ,  o  m a i s  i m p o r t a n t e  p rob l ema  d e  c o n t r o l e  c l á s s i c o .  Embora 

s e j a  um p rob l ema  d e  c o n t r o l e  d e  s a í d a ,  6 d i f f c i l  e s t a b e l e c e r  - 

mos r e l a ç õ e s  com o  que  vimos no c a p i t u l o  2 ,  po rque  a -  ,b-,  c -  

c o n s i d e r a m  o  compor tamento  da  s a i d a  no i n t e r v a l o  [O -) e  não 

em um i n s t a n t e  e s p e c í f i c o  do tempo.  

A p r i m e i r a  t e n t a t i v a  d e  s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e  - 



ma do t i p o  a - ,  p a r e c e  s e r  d e v i d a  a  S i v a n  *, que  achou  c o n d i -  

ç õ e s  s a t i s f a z e n d o  ( 7 a l  p a r a  s i s t e m a s  com uma e n t r a d a  e  uma s a  - 

I d a ;  s e u s  r e s u l t a d o s  e s t ã o  na s e ç ã o  3 . 2 .  

A s e ç ã o  3 . 3 .  t r a t a  d e  uma g e n e r a l i z a ç ã o  da  

i d é i a  d e  S i v a n ,  d e s c o b e r t a  p o r  Wonham e  Morse quando t r a b a -  

lhavam no prob lema d e  r e j e i ç ã o  d e  p e r t u r b a ç õ e s .  

A s o l u ç ã o  c o m p l e t a  do p rob l ema  d e  " z e r a r  a 

s a l d a "  f o i  e n c o n t r a d a  em 1971  p o r  B h a t t a c h a r y y a ,  P e a r s o n  e  Won - 

ham 5. Nas Ú l t i m a s  s e ç õ e s  d e s t e  c a p i t u l o  a p r e s e n t a r e m o s  o s  no - 

v o s  r e s u l t a d o s  e  s u a s  r e l a ç õ e s  com o  c o n c e i t o  de  c o n t r o l a b i l i -  

d a d e  da  s a l d a .  E s t a s  r e l a ç õ e s  s e r ã o  u t i l i z a d a s  p a r a  r e s o l v e r  

o  p rob lema do se rvomecan ismo d e l i n e a d o  a c i m a ,  p a r a  o  c a s o  d e  - u 

ma p l a n t a  com uma s ó  s a g d a .  E s t a  a p l i c a ç ã o  l e v a  â i n t e r e s s a n -  

t e  c o n c l u s ã o  q u e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a  da  p l a n t a  6 e q u i v a -  

l e n t e  5 c o n d i ç ã o  d e  s o l u ç ã o  do p rob l ema ,  que  é, a s s i m ,  i n d e p e n  - 

d e n t e  da  c l a s s e  d e  p e r t u r b a ç õ e s  e  s i n a i s  d e  comando p r e s e n t e s .  

3 . 2 .  SISTEMAS COM U M A  E N T R A D A  E U M A  SAfDA 

C o n s i d e r e  o  s i s t e m a  l i n e a r  S i n v a r i a n t e  no 

tempo:  



onde  b  e  c  são  v e t o r e s  c o l u n a  e  l i n h a  r e s p e c t i v a m e n t e ,  c o n s  - 

t a n t e s  e  d e  d imensão  n .  

Se x ( O 1  p e r t e n c e r  ao e s p a ç o  n u l o  d e  c,  

x  E N . e n t ã o  y ( O 1  = O , mas em g e r a l  não é p o s s í v e l  man- 
o  

t e r  a  s a i d a  em z e r o ,  p o r q u e  Q(O1, (01 ,  e t c  não  são n e c e s s a  - 
r i a m e n t e  n u l o s .  

" N é o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  e s t a d o s  i n i c i  - 
a i s  

X 0 3  
p a r a  o s  q u a i s  e x i s t e  uma e n t r a d a  

[o m, 

não  n e c e s -  

s a r i a m e n t e  z e r o  t a l  que 
C0 9 = O - 

S i v a n  m o s t r o u  que  N é um s u b e s p a ç o  c u j a  d i  - 

menção depende d o s  z e r o s  da f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n c i a  dada  p o r  

TEOREMA 3.2. 'i. 

" P a r a  S dado p o r  (8a1 ,  ( B b ) ,  



onde d  6 o menor  i n t e i r o  j . 0  L j 5 "-1 . t a l  que 

PROVA 

D e r i v a n d o  ( 8 b I .  ob temos :  

Y = c A 2 x  + c A b u  + c b i  

' ( k )  = c A k x  i C A  k - ' b ~  + . . . +  c A b u  ( k - 2 1  + Y 

( 1 1 1  i m p l i c a  que  

PARTE a ] :  

s e  x E N. i e. xo  s a t i s f a z  1101 e n t ã o  
O 



( k )  
y  ( 0 1  = O p a r a  k =  0 , 1 ,  ... d  

E s c o l  hemos 

c  A d + l  
~ ( t ]  = F xCt1  com F = - -I 

C151 em ( 1 2 1  a c a r r e t a  q u e  

y t k l ( t )  = 0 ,  t E [O ~1 p a r a  k = d + l ,  d + i , .  . . 

1 1 6 1  n o s  d i z  q u e  y ( t 1  d e v e  s e r  um p o l i n Ô m i o  em t d e  g r a u  

no  máximo i g u a l  a  d .  Es te  p o l i n õ m i o  s a t i s f a z  ( 1 4 1  s o m e n t e  

s e  s e u s  c o e f i c i e n t e s  s ã o  t o d o s  z e r o .  A s s i m ,  com u ( t 1  d a d o  

p o r  ( 1 5 1  t e r e m o s  y  p., m) Z O . 

PARTE b l  : 

s e  x ~ , i e ,  C A ~ X ~  # O p a r a  a l g u m  i, i = O , l , . . d ,  
O 

( i 1  
e n t ã o  y ( O 1  # O e p o r t a n t o  

[o "1 3 O p a r a  q u a l q u e r  e s c o -  

l h a  d e  u.  



Lembramos que  d  = n - m - I  o n d e  n  é a  d i -  

mensão do e s p a ç o  de  e s t a d o s  e  m  é o  número  de  z e r o s  de H(S1  

sem h a v e r  c a n c e l a p õ e s .  

- P a r a  r e d u z i r  a  s a f d a  de  S a  z e r o  e  l á  

m a n t ê - l a ,  devemos t e n t a r  c o n t r o l a r  o e s t a d o  d e  t a l  m a n e i r a  

que  ê l e  a l c a n c e  a l g u m  p o n t o  em N. Se x ( T 1  E N se remos  c a -  

p a z e s  de  m a n t e r  a  s a í d a  em z e r o .  Nada f o i  d i t o  s o b r e  como 

a l c a n ç a r  N. 

- A e x i s t ê n c i a  d e  d  é e q u i v a l e n t e  a  c o n -  

t r o l a b i l i d a d e  d a  s a i d a .  

- Zeramos a s a l d a  d e  S u s a n d o  r e a l i m e n t a  - 
ç ã o  d e  e s t a d o .  S i v a n  e  L e v y  l 0  e s t u d a r a m  a  e s t a b i l i d a d e  do 

s i s t e m a  d e  m a l h a  f e c h a d a  e  d e s c o b r i r a m  que e l e  nem sempre é 

e s t á v e l ,  e  n u n c a  é a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l .  

C o l o c a n d o  ( 1 5 1  em ( B a l  t e m o s :  

M " 

$ [ t I  = A x ( t 1  onde  A= A - b c ~ ~ ' '  
d  cA b  

TEOREMA 3 .2 .2 .  l 0  



S u p o n d o  S c o n t r o l á v e l  ( e s t a d o 1  a e q u a ç ã o  c a -  
,, 

r a c t e r i s t i c a  d a  m a t r i z  A é 

o n d e  o  X r n  + . . a  
+ Pm 

é o  n u m e r a d o r  d e  HISI  " . 

PROVA: 

S e  no s i s t e m a  o r i g i n a l  S f i z e r m o s  uma mudan-  

ç a  d e  c o o r d e n a d a s  d a d a  p o r  x = Tz é f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  ( 1 7 1  

f i c a  

-1  z = T  A T z  

Como I 1 7 1  e  ( 1 9 1  t e m  a s  mesmas p r o p r i e d a d e s  d e  

e s t a b i l i d a d e  podemos  s u p o r  o  s i s t e m a  o r i g i n a l  d a d o  p e l a s  ma - 

t r i z e s  



o n d e  

sn + q 1  
S n - l  

+ i . .  + 'n é o  d e n o m i n a d o r  d a  f u n ç ã o  d e  

t r a n s f e r ê n c i a  H t S I  . 

De [ 2 0 1  a p l i c a d a  em ( 1 7 1  s e g u e ,  p o r  m a n i p u  - 

l a ç ã o  d i r e t a  q u e  

." 
e s u r p r e e n d e n t e  n o t a r  q u e  A d e p e n d e  somen - 

t e  d o s  z e r o s  d o  s i s t e m a  o r i g i n a l :  a  e s t a b i l i d a d e  d o  s i s t e m a  

d e  m a l h a  f e c h a d a  n ã o  d e p e n d e  d a  e s t a b i l i d a d e  d e  S. 

O r e s t o  d a  d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e  f a c i l m e n t e  
., 

e  n o s  f o r n e c e  um c r i t é r i o  d e  a n á l i s e  d a  e s t a b i l i d a d e  d e  A 

b a s e a d o  n o s  z e r o s  d e  S . 
E s t e  m é t o d o  é a  p r i m e i r a  t e n t a t i v a  c o n h e -  

c i d a  n a  l i t e r a t u r a  p a r a  r e s o l v e r  um p r o b l e m a  d e  c o n t r o l e  d e  

s a i d a  a t r a v é s  d e  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o .  



3 . 3  SISTEMAS M U L T I V A R I A V E I S  

P a r a  s i s t e m a s  com v á r i a s  e n t r a d a s  e v á r i a s  

s a z d a s  Wonham e  M o r s e  e n c o n t r a r a m  o  m a i o r  s u b e s p a ç o  V* 

p a r a  o  q u a l  e x i s t e  F  t a l  q u e  com u  = F x ,  x E V*+yCO,rO 
O 

No q u e  s e g u e  a p r e s e n t a m o s  o  d e s e n v o l v i m e n  - 
t o  d e  c o n d u z i n d o  à c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  s u b e s p a ç o  V* . 

LEMA 3.3.1. 

" S e j a  o s u b e s p a ç o  V C X . E x i s t e  uma ma - 

t r i z  F  (mxnI t a l  q u e  [ A  + BFI V C V s e  e  s o m e n t e  se  

A V  C 1 3 + V  " 

" ff é o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  s u b e s p a ç o s  

c o n t i d o s  em q u e  podem se r  t o r n a d o s  i n v a r i a n t e s  p o r  m e i o  

d e  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o .  Em o u t r a s  p a l a v r a s :  

ff = I V C X I V C N  e ( A  + BFI V C V p a r a  a l g u m  F )  

of l : ! a inda  

H = I V c X I  V c N  e  A V C B + V } ( ' .  



C l a r a m e n t e  ff c o n t é m  o  s u b e s p a ç o  z e r o  e, 

p e l o  l ema  3.3.1. ,  6 f e c h a d o  s o b  a  o p e r a ç ã o  d e  soma de  s u b e s p a  - 

ç o s .  P o r t a n t o  ff c o n t é m  um Ú n i c o  e l e m e n t o  máx imo V * .  

A s s i m  V *  é o  m a i o r  s u b e s p a ç o  não  o b s e r -  

v á v e l  que  p o d e  s e r  f e i t o  i n v a r i a n t e  p o r  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a -  

do .  Em l i n g u a g e m  c o r r i q u e i r a ,  q u a l q u e r  m o v i m e n t o  d e n t r o  d e  

V *  pode,  p o r  m e i o  d e  uma r e a l i m e n t a ç ã o  de  e s t a d o  a p r o p r i a d a ,  

s e r  m a n t i d o  l á ,  p o r q u e  V *  é [A +;-BFI i n v a r i a n t e ,  e  q u a l  - 

q u e r  m o v i m e n t o  o c o r r e n d o  em V *  não  s e r á  s e n t i d o  p e l a  s a í d a ,  

p o r q u e  V *  e s t á  c o n t i d o  no e s p a ç o  n u l o  d e  C .  

Se x ( O 1  E V *  se remos  c a p a z e s  d e  a c h a r  

um F  t a l  que,  se  u  = F x  e n t ã o  x ( t I  E V *  p a r a  t o d o  t - > O 

p o r q u e  (A + B F I  V *  c V *  e  a  s a f d a ,  que  e r a  z e r o ,  s e r á  man- 

t i d a  em z e r o  s a t i s f a z e n d o  a s s i m  a  c o n d i ç ã o  ( 7 a l .  Como n a  d e -  

f i n i ç ã o  d e  V *  não  há r e s t r i ç õ e s  q u a n t o  ao  número  de  e n t r a  - 

d a s  o u  s a f d a s ,  p e r c e b e m o s  a  r e l a ç ã o  d e  V *  com N. 

Wonham e  M o r s e  a p r e s e n t a r a m  um a l g o r i t m o  

p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  d e  V * .  Dado um s u a e s p a ç o  M C X  d e f i n i -  

mos A - "  M como 





U t i l i z a n d o  o  a l g o r i t m o  p a r a  o  c a s o  d e  uma 

e n t r a d a  e uma s a i d a  v e r i f i c a m o s  q u e  V *  3 N . 

~ e j e i ç ã o  d e  p e r t u r b a ç õ e s  é uma i n t e r e s s a n  - 

t e  a p l i c a ç ã o  d e  V *  em um p r o b l e m a  d e  c o n t r o l e  d e  s a i d a .  

C o n s i d e r e  o  s i s t e m a  p e r t u r b a d o  S 

o n d e  x , u , y , A , B , C ,  s ã o  v e t o r e s  d e  d i m e n s õ e s  n , m , r  e m a t r i  - 

z e s  r e a i s  c o n s t a n t e s  d e  o r d e n s  c o m p a t i v e i s .  D [ n x d l  6 uma ma - 

t r i z  c o n s t a n t e  e 5 é a  e n t r a d a  d e  p e r t u r b a ç ã o .  

Lembramos q u e  o  s u b e s p a ç o  c o n t r o l á v e l  : d o  

p a r  ( A , B l  é d e f i n i d o  como 

S e  u = Fx em ( 2 1 a )  , a  s a i d a  y ( t 1  n ã o  

s e r á  a f e t a d a  p o r  q u a l q u e r  5 p o s s i v e l  s e  e s o m e n t e  s e  

( ( A + B F I  I ) C  N . O p r o b l e m a  é :  em q u e  c o n d i ç õ e s  e x i s t e  F 

t a l  q u e  o  e f e i t o  d a s  p e r t u r b a ç õ e s  s e  l o c a l i z e  no  e s p a ç o  n u l o  

N .  



TEOREMA 3.3 .1 .  

" P a r a  S dado p o r  ( 2 1 a l  e  ( 2 1 b l J  e x i s -  

t e  F ( m x n 1  t a l  q u e  I A+BF 1 1 C hf se  e  s o m e n t e  se  

D C V *  l1 . 

P R O V A  

A c o n d i ç ã o  é s u f i c i e n t e  

P o r  d e f i n i ç ã o ,  V * C  k e  A V * C B + V *  

e  e x i s t e  F  t a l  que  (A+BF1 V *  C V *  . 

I V *  1 = V* EI como V C V *  

A m a x i m a l i d a d e  d e  V* não f o i  u s a d a .  

A c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a :  

- 
S e j a  { A+BF I 1 = R 

Como R é o s u b e s p a ç o  c o n t r o l á v e l  do  p a r  - - 
(A+BF,D l  t e m o s  ( A + B F I  RCR e  a i n d a  



- 
A  c l a s s e  de R d e f i n i d a  p o r  ( 2 2 1  t e m  V *  

como seu  máximo e l e m e n t o .  ~ n t ã o  

O t e o r e m a  3.3.1. n o s  d i z  q u e  6 p o s s $ v e l  

r e j e i t a r  a s  p e r t u r b a ç õ e s  se  e  somente  s e  podemos e n c o n t r a r  u -  

ma r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  que mude a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a  d e  

t a l  m a n e i r a  que a s  p e r t u r b a ç õ e s  e n t r e m  no s i s t e m a  a t r a v é s  de 

V *  , t o r n a n d o  a s s i m  s e u  e f e i t o  não o b s e r v á v e l  p e l a  s a i d a .  De - 
v e  s e r  n o t a d o  que,  mesmo sendo a s  p e r t u r b a ç õ e s  c o m p l e t a m e n t e  

d e s c o n h e c i d a s  devemos s a b e r  em q u a i s  p a r t e s  do s i s t e m a  e l a s  e s  

t ã o  a t u a n d o ,  i s t o  é ,  a  m a t r i z  0. 

3.4.  ZERANDO A  SAÍDA 

N e s t a  seção  a p r e s e n t a m o s  o s  r e s u l t a d o s  q u e  

r e s o l v e m  c o m p l e t a m e n t e  o  p r o b l e m a  d e  c o n t r o l e  d e  s a f d a  f o r m u l a  - 
do p o r  ( 7 a l  [ 7 b l  ( 7 c I  d a  seção  3.1.  

( 7 a I  se  v e r i f i c a  s e  e  somen te  s e  ( A + B F I N C N  

g e r a l m e n t e  não e n c o n t r a r e m o s  uma m a t r i z  F  com e s t a  p r o p r i e d a -  

de .  O máximo s u b e s p a ç o  de N que 6 ( A + B F l  i n v a r i a n t e  p a r a  



a lgum F é V*. fiJ ass im,  r a z o á v e l  m e d i f i c a r m o s .  a  f o r m u l a ç ã o  

do p r o b l e m a .  

Dados A J B J  e  V *  c X ache  c o n d i ç õ e s  p a r a  

a  e x i s t ê n c i a  de  um mapeamento F :  X + U t a l  que cem u=Fx em 

(5a1  as  c o n d i ç õ e s  a b a i x o  se v e r i f i c a m  p a r a  q u a l q u e r  c o n d i ç ã o  

i n i c i a l  x (O1  : 

se  x ( 0 1  E V *  e n t ã o  x [ t I  E V * ) d r t , t  - > O 23a 1  

se x(O1 d V *  e n t ã o  m i n  ( I x - z l 3  z E: V * ) + O  (23b1  

quando t -+ w 

S e j a  a l A 1  o  p o l i n Ô m i o  m in imo  de A, com 

a s e g u i n t e  f a t o r a ç 5 0 :  

+ - 
onde a  (A )  ( a  I A 1  1  tem t o d a s  suas r a i z e s  no s e m i p l a n o  d i -  

r e i t o  f echado  ( s e m i p l a n o  esque rdo  a b e r t o 1  do p l a n o  comp lexo .  

O subespago dos  modos i n s t á v e i s  de A é d e f i n i d o  como 11: 

" E x i s t e  F l m x n )  t a l  .que com u=Fx em 

( S a l  a s  c o n d i ç õ e s  l 2 3 a 1  e  l 2 3 b 1  são s a t i s f e i t a s  se e  somente 

se 



X' ( A )  C R + V *  

E s t e  c o r o l á r i o  é uma c o n s e q u ê n c i a  d & r e t a  

do t e o r e m a  p r i n c i p a l  d e  e  d i z  que  podemos l e v a r  a  s a i d a  a -  

t é  z e r o  e  1 6  m a n t ê - l a  p o r  meio  d e  uma l e i  d e  c o n t r o l e  p o r  ma 

l h a  f e c h a d a  s e  e  somen te  s e  o s  modos i n s t á v e i s  d e  A f o r em 

v a r r i d o s  p e l o  s u b e s p a ç o  c o n t r o l á v e l  e  V *  . 

Lembramos que  um c o n j u n t o  d e  números  com- 

p l e x o s  6 chamado s i m é t r i c o  s e  c o n t i v e r  o  complexo c o n j u g a d o  

d e  c a d a  e l e m e n t o .  

" E x i s t e  F t a l  que  o s  a u t o v a l o r e s  d e  

CA+BFl  que  s ã o  o b s e r v á v e l s  a t r a v é s  d e  C podem s e r  l i v r e m e n  - 
t e  d e s i g n a d o s ,  em c o n j u n t o s  s i m é t r i c o s ,  p o r  e s c o l h a  d e  F s e  

e  somente  s e  

E s t e  c o r o l á r i o  é uma c o n s e q u ~ n c i a  d i r e t a  

da  P r o p o s i ç ã o  2 em , e  f o r n e c e  uma c o n d i ç ã o  p a r a  que  o s  



e x p o e n t e s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  q u e  a p a r e c e m  n a  r e s p o s t a  d o  s i s t e m a  

d e  m a l h a  f e c h a d a  p o s s a m  s e r  a r b i t r a r i a m e n t e  e s c o l h i d o s  e s a  - 

t i s f a t e n d o ,  p o r t a n t o ,  a  c o n d i ç ã o  ( 7 c I .  

Lembramos  q u e ,  s e n d o  C n ã o  s i n g u l a r ,  

e n t ã o  o  p a r  (C,A+BF) é o b s e r v d v e l  p a r a  q u a l q u e r  F e  o  c o r o  - 

l á r i o  a c i m a  s e  r e d u z  a o  f a t o  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  ( d e  e s t a d o  I 

ser e q u i v a l e n t e  a  " d e s i g n a ç ã o  d e  p o l o s " .  

3 . 5 .  CONTROLABILIDADE DE S A L D A  E  L O C A L I Z A Ç Ã O  DE POLOS 

Wonham l 1  p r o v o u  q u e  c o n t x - o l a b i l i d a d e  d e  

e s t a d o  é e q u i v a l e n t e  5 c a p a c i d a d e  d e  l i v r e  d e s i g n a ç ã o  d o s  a u t o  - 

v a l o r e s  d e  um s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no t e m p o  p o r  m e i o  d e  

r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o .  

Na Ú l t i m a  s e ç ã o  v i m o s  q u e  a  c o n d i ç ã o  (271, 

R + V *  = X é e q u i v a l e n t e  2 d e s i g n a ç ã o  a r b i t r á r i a  d o s  a u t o v a l o  - 
r e s  q u e  a p a r e c e m  n a  r e s p o s t a  d o  s i s t e m a  d e  m a l h a  f e c h a d a .  P o r  

o u t r o  l a d o ,  v i m o s  q u e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a  é e q u i v a l e n t e  

a  



Como V*  C fd ( 2 7 1  i m p l i c a  ( 2 8 1 ,  mas 

s ã o  e l a s  e q u i v a l e n t e s ?  A r e s p o s t a  é n ã o ,  como v e r e m o s  p e l o  - e  

x e m p l o  s e g u i n t e  

EXEMPLO 3 . 5 . 1 .  

- 
0 0 0 0 0  

O - 1  O O". o 
o 0 1  1 O 

o 0 0 1 0  

0 0 0 0 1  - - 

o  s i s t e m a  n ã o  é c o n t r o l á v e l J  mas 

e V *  . c o m p u t a d o  p e l o  a l g o r i t m o  

c o n t r o l á v e l  (R+N=X) 
- 
e : 



e  o b v i a m e n t e  p e r t e n c e  a  R : p o r t a n t o  (271  f a l h a .  U m  s i m p l e s  

c á l c u l o  m o s t r a  q u e  e a u t o v e t o r  v d e  CA+BF) a s s o c i a d o  a o  mo - 
I 

do h - 1  não c o n t r o l á v e l  é da  fo rma  [LI O a B y] com 

y f O . E n t ã o .  C v -  [e-a . - B / Z  + y] ' que  6; um v e t o r  

n i o  n u l o  p a r a  q u a l q u e r  F m o s t r a n d o  a s s i m  que  X = l  pe rmanece  

o b s e r v á v e l  na s a í d a  q u a l q u e r  que  s e j a  a  r e a l i m e n t a ç ã o  f e i t a .  

E n t r e t a n t o ,  p a r a  s i s t e m a s  com uma s ó  s a l d a  

t emos  o  s e g u i n t e  i m p o r t a n t e  r e s u l t a d o :  

TEOREMA 3.5.1. 

" P a r a  um s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tem - 
po com uma só s a i d a  ( r = l l ,  c o n t r o l a b i l l d a d e  da  s a i d a  6 um con-  

d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  a  d e s i g n a ç ã o  a r b i t r á r i a  (em 

c o n j u n t o s  s i m é t r i c o s l ,  p o r  meio  d e  r e a l i m e n t a q ã o  d e  e s t a d o s , d o  

c o n j u n t o  d e  a u t o v a l o r e s  o b s e r v ã v e i s  do s i s t e m a  d e  ma lha  f e c h a -  

da  ". 

PROVA: 

A n e c e s s & d a d e  vem do f a t o  d e  que  1 2 7 )  i m p l i  - 
c a  ( 2 8 1 .  P a r a  a  s u f i c i ê n c i a ,  b a s t a  m o s t r a r  q u e ,  p a r a  a  s a i d a  

e s c a l a r  y = C X ,  ( 2 8 1  i m p l i c a  ( 271 .  P a r a  i s t o  u sa r emos  a  c a  - 
r a c t e r i z a ç ã o  d e  V *  p a r a  s i s t e m a s  onde  r = l  dada  no c o r o l á r i o  

1 do t e o r e m a  1 em l 2  . N e s t e  c a s o :  



I d  
V*  = { c '  A '  c '  .... [ A ' ]  c ' )  

onde o  s í m b o l o  { M )  d e n o t a  o  çubespaço g e r a d o  p e l a  m a t r i z  M 

e  d  8 o  menor i n t e i r o  não n e g a t i v o  t a l  que 

No te  que d  e x i s t e  se e  somente se  o  t e r  - 
no (A,B,c l  f o r  s a í d a  c o n t r o l á v e l .  ~ n t ã o  ( 2 8 1  g a r a n t e  a  e x i s  - 

, ..., d, não n e c e s s a r i a m e n t e  Ú n i c o s ,  t a i s  que 

I i 
Se x E I? , x '  A B  = O p a r a  i=0 ,1 , . . .  

e, p o r  s e r  d  o  menor i n t e i r o  s a t i s f a z e n d o  [ 3 0 1  temos:  



O c o n j u n t o  d e  e q u a ç õ e s  ( 3 1 1  j u n t a m e n t e  com 

( 3 0 1  imp l i cam q u e  

~ n t ã o  x=O . Como a  e s c o l h a  d e  x  é a r -  
1, .L 

b i t r á r i a ,  t e m o s  que  R n V *  = (03 que  6 e q u i v a l e n t e  a 

( 2 7 ) .  

Lembramos q u e  a  e x a t a  d e l i m i t a ç ã o  da  c l a s s e  

d e  t o d o s  o s  s i s t e m a s  p a r a  o s  q u a i s  [ 271@(281  não f o i  a i n d a  

e n c o n t r a d a .  

Agora a p l i c a r e m o s  e s t e  Ú l t imo  t e o r e m a  p a r a  

o c a s o  do s e rvomecan i smo  l i n e a r  d e s c r i t o  p e l a s  e q u a ç 6 e s  ( 1 1  - 

( 6 1  c o n s i d e r a n d o  " y " ,  " r "  e  " e "  e s c a l a r e s ,  e  a s  m a t r i z e s  H , 

W ,  S como o s  v e t o r e s  l i n h a  h, w e  s r e s p e c t i v a m e n t e .  

A s  e q u a ç õ e s  ( 5 1  podem s e r  r e e s c r i t a s :  



com AjB,  como em ( 6 a 1  e  

A c a p a c i d a d e  d o  s e P v o m e c a n i s m o  d e  s e g u i r  um 

s i n a l  com e r r o  d e  r e g i m e  n u l o  e t r a n s i t ó r i o  a r b i t r á r i o  6 e q u i v a  - 
l e n t e  .$ d e s i g n a b i l i d a d e ,  a t r a v é s  d e  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  em 

( 3 2 a 1 ,  d e  um c o n j u n t o  a r b i t r á r i o  d e  e x p o e n t e s  c a r a c t e r i s t i c o s  

no  s e m i p l a n o  e s q u e r d o  p a r a  a  r e s p o s t a  no  t e m p o  d e  e ( t 1 .  

P e l o  t e o r e m a  3.5.1. i s t o  é e q u i v a l e n t e  6 

c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a f d a  d e  ( A D B S c 1 .  I n s p e ç ã o  d a s  m a t r i z e s  

i i 
A , B , c ,  m o s t r a  q u e  cA B  = hE G , i = 0 , 1 , .  . . e  a s s i m ,  p e l o  t e s t e  

m a t r i c i a l  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d a  s a í d a  e p e l o  t e o r e m a  d e  C a y l e y  

H a m i l t o n ,  ( A , B , c l  6 s a i d a  c o n t r o l á v e l  se  e  s o m e n t e  s e  ( E , G , h l  

é s a i d a  c o n t r o l á v e l .  Acabamos  d e  e s t a b e l e c e r  a  s e g u i n t e  

" U m  s e r v o m e c a n i s m o  l i n e a r  com uma s a i d a  p o d e  s e r  

p r o j e t a d o  p a r a  s e g u i r  uma c l a s s e  d e  s i n a i s  d e  comando em p r e s e n -  

ç a  d e  uma c l a s s e  d e  p e r t u r b a ç õ e s  com e r r o  d e  r e g i m e  n u l o  e  r e s -  



p o s t a  t r a n s i t ó r i a  a r b i t r á r i a  s e  e  somente  s e  a  p l a n t a  6 s a l d a  

c o n t r o l á v e l " .  

- A p r o p o s i ç ã o  s a l i e n t a  a  i n t e r e s s a n t e  c o n c l u -  

s ã o  que a  h a b i l i d a d e  d e  s e g u i r  um s i n a l  sem e r r o  de  r e g i m e  e  

com t r a n s i t 6 r i o  a r b i t r á r i o  6 uma p r o p r i e d a d e  da  p l a n t a  e  É i n  - 

d e p e n d e n t e  da  c l a s s e  d e  s i n a i s  d e  comando e  d a s  p e r t u r b a ç õ e s .  

Se  a  r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a l  d e  e s t a b i l i d a d e  da  p l a n t a  6 i m p o s t a ,  

e s t e  não s e r á ,  g e r a l m e n t e ,  o c a s o ,  como pode s e r  v i s t o  p e l o s  

r e s u l t a d o s  d e  e s t a b i , l i z a ç ã o  em 1 3 .  

- Embora u t i l i z e m o s  r e a l i m e n t a p ã o  d e  e s t a d o  em 

( 3 2 a I  . É s a b i d o  l 3  , que  do p o n t o  d e  v i s t a  d e  e x i s t ê n c i a  não 

s e  ganha  em g e n e r a l i d a d e  u s a n d o - s e  compensação d i n â m i c a ;  e n t r e  - 

t a n t o ,  s o b  c o n d i ç õ e s  f a v o r á v e i s  d e  o b s e r v a b i l i d a d e ,  t a l  com - 

p e n s a ç ã o  pode sempre  s e r  f e i t a  p a r a  e l i m i n a r  a  r e a l i m e n t a ç ã o  

d e  q u a n t i d a d e s  não m e n s u r á v e i s .  

EXEMPLO 3.6.1. 

S e j a  a  p l a n t a  p e r t u r b a d a  dada  p o r :  



Com 

O sistema composto é :  

Como R + N = 23 + fd = X podemos concluir que, 

sendo o sistema de uma só salda, 



Um F g e n é r i c o  t a l  que ( A + B F l  V * c  V* 6 dado por 

O s i s t e m a  d e  malha f e c h a d a  s e r á :  

1 1 ' IX 
1 I 

Fazendo x=T; onde T = P -: . 'I "em: 

0 0 - 1  o 



Vemos q u e  e c o m p o r t a m e n t o  d e  y p o d e  s e r  l i v r e  - 

m e n t e  c o n t r o l a d o  p e l o  p a r ã m e t r o  a .  

O b s e r v a m o s  também q u e ,  e m b o r a  o  c r i t é r i o  d e  s o -  

l u ç ã o  n ã o  d e p e n d a  d a  c l a s s e  d e  p e r t u r b a ç õ e s  e s i n a i s  d e  coman- 

d o ,  d e v e m o s  c o n h e c e r  q  e m p a r a  c o n s t r u i r  F ,  e q u e  o s i s  - 

t e m a  d e  m a l h a  f e c h a d a  n ã o  6 n e c e s s a r i a m e n t e  e s t . á v e 1 ,  p o i s  a s  

p e r t u r b a ç õ e s  e o s  s i n a i s  d e  comando podem a f e t a r  modos  n ã o  o b -  

s e r v á v e i s .  



C A P Í T U L O  4 

O c o n c e i t o  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a ,  como 

v i s t o  no C a p i t u l o  2 ,  6 uma p r o p r i e d a d e  p o n t u a l ,  p o r q u e  c o n s i  - 

d e r a  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma f u n ç ã o  d e  e n t r a d a  q u e  c o n d u z  a  s a i -  

d a  a  um p o n t o  e s p e c i f i c a d o  d o  e s p a ç o  d e  s a i d a s  em um i n s t a n -  

t e  d e  t e m p o  e s p e c i f i c a d o .  

A h a b i l i d a d e  d e  c o n t r o l a r  a  s a í d a  a u m e n t o u  com 

a  p r o p r i e d a d e  m a i s  f o r t e  v i s t a  no  C a p i t u l o  3 ,  o u  s e j a  ? ? * V * = X ,  

q u e  p o s s i b i l i t a  a  d e s i g n a ç ã o  a r b i t r á r i a  d a s  r a i z e s  c a r a c t e r i s  - 

t i c a s  q u e  a p a r e c e m  n a  r e s p o s t a  d o  s i s t e m a  d e  m a l h a  f e c h a d a  . 
I s t o  s i g n i f i c a  q u e  a  s a i d a  p o d e  s e r  f e i t a  i g u a l  a  q u a l q u e r  

f u n ç ã o  e x p o n e n c i a l  a r b i t r á r i a  e s c o l h e n d o - s e  uma l e i  d e  c o n t r o  - 

l e  p o r  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  a d e q u a d a .  

S u p o n d o - s e ,  a g o r a ,  q u e  a  s a i d a  d e s e j a d a  s e j a :  

y t t )  = 1  - - t - - 
t + l  t + l  , p a r a  t E [ O , W I  



Com uma e n t r a d a  do t i p o  u =  F x ,  a  s a í d a  s e  - 

r á  a  s o l u ç ã o  d e  a lgum s i s t e m a  homogêneo d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i -  

a i s  l i n e a r e s  o r d i n á r i a s ,  com c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s .  Como a  

s a i d a  d e s e j a d a  não é uma f u n ç ã o  e x p o n e n c i a l ,  não t e m o s ,  a t é  o  

p r e s e n t e  momento, me io s  d e  c o n t r o l a r  a  s a i d a  p a r a  g e r a r  f u n ç õ e s  

do t i p o  a c i m a .  

A s e ç ã o  4 . 2 .  t r a t a  da  p r o p r i e d a d e  de  r e p r o  - 

d u t i b i l i d a d e  f u n c i o n a l ,  a  q u a l  c o n s i d e r a  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma en  - 

t r a d a  que  p r o d u z  q u a l q u e r  f u n ç ã o  d e s e j a d a  d e  s a i d a .  

De um p o n t o  d e  v i s t a  m a i s  p r á t i c o ,  a s  t é c n i  - 

tas p a r a  z e r a r  a  s a l d a  a p r e s e n t a m  i n c o n v e n i e n t e s  i m p o r t a n t e s  . 
Se u sa rmos  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  p a r a  t o r n a r  não o b s e r v á v e l  

q u a l q u e r  modo i n s t á v e l  e  não c o n t r o l á v e l ,  a  e n e r g i a  d e  c o n t r o l e  

r e s u l t a n t e  s e r á  i n v a r i a v e l m e n t e  i l i m i t a d a .  E a l ém  d i s s o ,  o  s i s  

tema d e  malha  f e c h a d a  o b t i d o  é m u i t o  s e n s i v e l  a  p e q u e n a s  v a r i a -  

ç õ e s  nos  g a n h o s  da  m a t r i z  d e  r e a l i m e n t a ç ã o .  

Na s e ç ã o  4 . 3 .  a p r e s e n t a m o s  a l g u n s  r e s u l t a  - 

d o s  s o b r e  l e i s  d e  c o n t r o l e  " r o b u s t a s "  [ b a i x a  s e n s i b i l i d a d e )  e  d e  

" e n e r g i a  f i n i t a " .  

Na s e ç ã o  4 . 4 .  mos t ramos  v á r i a s  q u e s t õ e s  i m -  

p o r t a n t e s  r e l a c i o n a d a s  com p r o b l e m a s  d e  c o n t r o l e  da  s a í d a .  S u a s  

s o l u ç Õ e s  t r a r ã o  um m e l h o r  c o n h e c i m e n t o  d a s  p r o p r i e d a d e s  d e  en  - 

t r a d a  e  s a i d a  d o s  s i s t e m a s  l i n e a r e s  m u l t i v a r i á v e i s  t o r n a n d o  p o s  



s i v e l  o  a p r i m o r a m e n t o  d e  m é t o d o s  d e  p r o j e t o .  

4 . 2 .  REPRODUTPBILIDADE FUNCIONAL 

" U m  s i s t e m a  é d i t o  f u n c i o n a l m e n t e  r e p r o d u z i  - 

v e l  s e ,  d a d a  uma f u n ç ã o  a r b i t r á r i a  f ( t l .  t r [O,-], s e m p r e  

p o d e  s e r  e n c o n t r a d a  uma f u n ç ã o  u ( t 1 ,  t r I t a l  q u e  

y ( t l  f ( t 1  " . 

A p r o p r i e d a d e  a c i m a  6 ,  o b v i a m e n t e ,  f u n c i o n a l  , 

p o r q u e  c o n s i d e r a  a  e x i s t i n c i a  d e  uma e n t r a d a  q u e  p r o d u z  uma 

f u n ç ã o  d e  s a f d a  e s p e c i f i c a d a .  P o r t a n t o ,  r e p r o d u t i b i l i d a d e  f u n  - 

c i o n a l  p o d e  s e r  e n c a r a d a  como " c o n t r o l a b i l i d a d e  f u n c i o n a l  d a  

s a í d a "  e  é uma p r o p r i e d a d e  m a i s  f o r t e  d o  q u e  a s  d i s o u t i d a s  nos 

c a p i t u l o s  a n t e c e d e n t e s .  

P a r a  o  s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no  t e m p o  S ,  

d e f i n i d o  p e l a  t r i p l a  (A ,B ,C l  como d e  c o s t u m e ,  s e j a m  f ( u ( t l 1  

e  L ( y ( t I )  a s  t r a n s f o r m a d a s  d e  L a p l a c e  d o s  v e t a r e s  d e  e n t r a  - 

d a  e s a í d a  r e s p e c t i v a m e n t e .  S e j a  



a  m a t r i z  d e  t r a n s f e r ê n c i a  a s s o c i a d a ,  a s s u m i n d o  c o n d i ç õ e s  i n i -  

c i a i s  n u l a s  , i e ,  x ( 0 )  = O 

DEFINIÇÃO 4 . 2 . 2 .  C B r o c k e t t  e M e s a r o i v i c  l 4 1  

" S é d i t o  f u n c i o n a l m e n t e  r e p r o d u z i v e l  s e ,  d a  - 
d o  L ( y ( t 1 )  a r b i t r á r i o  s e m p r e  p o d e  se r  e n c o n t r a d o  L I u l t J )  

t a l  q u e  

S e n d o  r e  m a s  d i m e n s õ e s  d a  s a f d a  e d a  e n t r a  - 

d a ,  c o n t r o l a b i l i d a d e  f u n c i o n a l  d a  s a f d a  é s i m p l e s m e n t e  a  c o n -  

d i ç ã o  d e  q u e  G ( s 1  t e n h a  r a n k  r no  campo d a s  f u n ç õ e s  r a c i o -  

n a i s  d a  v a r i á v e l  s o u ,  em o u t r a s  p a l a v r a s ,  d e  q u e  G ( s 1  t e  - 
n h a  uma i n v e r s a  2 d i r e i t a .  A s s i m  vemos  q u e  m > r 6 s e m p r e  - 
uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  r e p r o d u t i b i l i d a d e  f u n c i o n a l .  

B r o c k e t t  e M e s a r o v i c  l 4  a p r e s e n t a r a m  c r i t é r i o s  

p a r a  a  p r o p r i e d a d e  b a s e a d o s  n a s  m a t r i z e s  A,B,C. S a i n  e Mas- 

seY l 5  c o n s e g u i r a m  t e s t e s  m a i s  s i m p l e s  u s a n d o  a  i d é i a  d e  i n -  

v e r t i b i l i d a d e ,  q u e  6 o  c o n c e i t o  d u a l  d e  r e p r o d u t i b i l i d a d e  f u n  - 

c i o n a l .  



TEOREMA 4.2.1. 1 4  

onde 

" S é f u n c i o n a l m e n t e  r e p r o d u z í v e l  se e  somente se 

r a n k .  No = I n + I l r  

r c  B .... ........... n - 1  CAB C A  B  C A  217-14  

O . .  O CB ........... CAn% _( 

Parao  c r i t é r i o  d e f i n i d o  em l 5  , d e f i n i m o s  

........ FB CAB 

TEOREMA 4.2.2.  l 5  

" S 6 f u n c i o n a l m e n t e  r e p r o d u z f v e l  se  e  somen- 

t e  se, p a r a  a lgum i n t e i r o  L, O < L < n  , - - 

r a n k  ML - r a n k  ML-, = I. 11 



N o t e  q u e  , p o r  d e f i n i ç ã o ,  r a n k  M - l  = O 

LEMA 4 . 2 . 1 .  

" C o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a  É uma c o n d i ç ã o  n e -  

c e s s á r i a  p a r a  r e p r o d u t i b i l i d a d e  f u n c i o n a l "  . 

PROVA 

A p r o v a  É uma c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d a s  d e f i n i  

ç õ e s .  Podemos  também n o t a r  q u e  r a n k  Q = r s e g u e  i m e d i a t a  - 

m e n t e  d e  (31 ou  d e  ( 6 1 .  

4 . 3 .  ENERGIA L I M I T A D A  

A s  t é c n i c a s  p a r a  z e r a r  a  s a í d a  d e  um s i s t e m a  l i  - 
n e a r  f o r a m  a p r e s e n t a d a s  no C a p í t u l o  3. E n t r e t a n t o ,  a  l e i  d e  

c o n t r o l e  r e s u l t a n t e  f r e q u e n t e m e n t e  r e q u e r  uma q u a n t i d a d e  i n f i  - 
n i t a  d e  e n e r g i a  s e n d o ,  p o r t a n t o ,  n ã o  r e a l i z á v e l  f i s i c a m e n t e .  

EXEMPLO 4 . 3 . 1 .  



Y = o -q x 

Supondo A = l  t e r e m o s  

Como o  s i s t e m a  t e m  uma s a i d a  devemos t e r  

As m a t r i z e s  F t a i s  q u e  ( A + B F l  V*C V *  são  da  f o r m a  

F =  
fl 

o n d e  f, + f 2  = I ( 8 1  

P a r a  q u e  y ( t 1  + O quando  t+- b a s t a  e s c o l h e r  fl O como 

m o s t n a r e m o s :  



Fazendo u =  f j  x 2  

S e j a  X=T; onde 

+ f 2 X 4  vem: 

( 8 a l  pode s e r  e s c r i t a  como u = f l y  + x 4  

~ n t ã o ,  com fl O l i m  y ( t 1  = O mas como h = l ,  x 6 i n s -  
t + ~ >  4 

t á v e l  e  l i m  u ( t l  = m . 
t + w  



B h a t t a c h a r y y a  l 6  r e s o l v e u  o  p r o b l e m a  d e  z e r a r  

a  s a i d a  com a  r e s t r i ç ã o  d e  q u e  a  e n e r g i a  d e  c o n t r o l e  r e s u l t a n  - 
t e  s e j a  f i n i t a .  A  s e g u i r  a p r e s e n t a m o s  o s  r e s u l t a d o s  p r i n c i  - 

p a i s .  

P a r a  o  s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no  t e m p o  S , 
d a d o  p e l a  t r i p l a  [ A . B . C l  como d e  c o s t u m e  s o b  q u e  c o n d i ç õ e s  

e x i s t e  F  t a l  q u e ,  com u = F x  a s  c o n d i ç õ e s  a b a i x o  s e  v e r i f i -  

cam: 

a )  l i m  y ( t 1  = Q 
t-- 

A  i n t e g r a l  em ( b )  r e p r e s e n t a  a l g u m a  m e d i d a  d e  

e n e r g i a  d e  c o n t r o l e .  

n-1 

0 *  = r )  k e r n e l l  CAI = k e r n e l l  
i = o  

+ 
X +  [ A I  = k e r n e l l  a [ A i  

a' [ A I  como d e f i n i d o  p o r  t 2 4 1  no c a p i t u l o  3. 



T E O R E M A  4 . 3 . 1 .  ( B h a t t a c h a r y y a  l 6 1  

" E x i s t e  F t a l  que  ( I l a )  e  I l l b )  s e  v e r i f i -  

cam s e  e  somen te  s e  

X +  ( A )  C R + e *  " 

A i n t e r p c e t a ç ã o  de  ( 1 4 1  é que  o  s u b e s p a ç o  d o s  

modos i n s t á v e i s  é v a r r i d o  p e l a  soma d o s  s u b e s p a ç o s  d o s  modos 

c o n t r o l á v e i s  e  não o b s e r v á v e i s .  E s t a  é uma c o n d i ç ã o  m a i s  f o r  - 
t e  do que  a  c o n d i ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  do  c a p i t u l o  3 ,  onde  o  s u b  - 

e s p a ç o '  O *  pode s e r  s u b s t i t u i d o  p o r  q u a l q u e r  s u b e s p a ç o  que 

pode s e r  f e i t o  não a b s e r v á v e l  p o r  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o .  1s - 

t o ,  sem d ú v i d a ,  é p o r  c a u s a  da  r e s t r i ç ã o  d e  e n e r g i a  l i m i t a d a .  

De f a t o ,  s e  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  é usada  p a r a  t o r n a r  não 

o b s e r v á v e l  q u e a l q u e r  modo i n s t á v e l  e  não c o n t r o l á v e l  a e n e r g i  - 

a  d e  c o n t r o l e  empregada s e r á  i n v a r i a v e l m e n t e  não l i m i t a d a .  

Se q u i s e r m o s ,  a i n d a ,  q u e  o s  a u t o v a l o r e s  d e  

(A+BF) que  s ã o  o b s e r v á v e i s  a  p a r t i r  d e  C s e j am l i v r e m e n t e  

d e s i g n á v e i s  em c o n j u n t o s  s i m é t r i c o s  p o r  e s c o l h a  d e  F,  a con-  

d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  t o r n a - s e  



P o r  d e f i n i ç ã o ,  A 8 * C 8 *  , e  como e * C N  t e  - 

mos q u e  8 ° C  V* e  a s s i m  ( 1 5 )  e  ( 1 4 )  s ã o  c o n d i ç Ó e s  m a i s  f o r  - 

t e s  d o  q u e  R + V* = X e  X+ ( A )  C R + V*  r e s p e c t i v a m e n t e .  

EXEMPLO 4.3.2. 

S u p o n d o  A = - 1  no e x e m p l o  4 . 3 . 2 .  s e g u e  q u e :  

De f a t o ,  a g o r a ,  a  r e g u l a ç ã o  d a  s a i d a  é c o n s e  - 

g u i d a  com F = f l  O f2J com f l < O  e  f 2  a r b i t r á  - 

r i o .  O c o n t r o l e  s e r á  u = f l y  + ( f l + f 2 )  x  e  como y í t )  + O 
4  

e  x  é e s t á v e l ,  t e m o s  q u e  
4 



4.4 .  L E I  DE CONTROLE ROBUSTA 

EXEMPLO 4 .4 .1 .  

P a r a  o  e x e m p l o  4.3.1. ,  com A = l :  

A  p a r t i r  d e  ( 9 b I  o b t e m o s  

S u p o n d o - s e  uma p e q u e n a  p e r t u r b a ç ã o  n o  g a n h o  d e  

r e a l i m e n t a ç ã o  f 2  d a  f o r m a  f 2  = ( I- f l I  + E t e r e m o s  

I s t o  m o s t r a  q u e  a  l e i  d e  c o n t r o l e  é " n ã o  r o b u s  - 

t a " ,  i s t o  é, a l t a m e n t e  s e n s í v e l  a  p e q u e n a s  v a r i a ç õ e - ç  n o s  e l e -  

m e n t o s  d e  F.  

D a v i s o n  e  Wang l 7  a p r e s e n t a r a m  c o n d i ç Õ e s  n e  - 

c e s s a r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma l e i  d e  c o n  - 

t r o l e  r o b u s t a .  

Seu r e s u l t a d o  é a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r .  

S e j a  IA,B,CI  r e p r e s e n t a d o  n a  f o r m a  c a n ô n i c a :  



o n d e  

é c o n t r o l á v e l  

1 

é o b s e r v á v e l  

é a l e i  d e  c o n t r o l e ,  s e j a  K + 6 K  uma 

p e r t u r b a ç ã o  d e  K e ,  p o r  d e f i n i ç ã o  



o n d e  K i j  é o  e l e m e n t o  d a  i - é s i m a  l i n h a  e j - é s i m a  c o l u n a  

d e  K .  

TEOREMA 4 . 4 . 1 .  l 7  

D a d o s  ( A , B , C I  como em ( 1 6 1  , e x i s t e  uma l e i  

d e  c o n t r o l e  u = K x  e  um & > O  t a i s  q u e  l i m  y ( t 1  = 0)g(x0 E X 
t-- 

p a r a  t o d a  p e r t u r b a ç ã o  K+6K d e  K com 6K E $2 [ E ]  s e  e  somen - 

e s p e c t r o  A C C- 
g 

o n d e  C- é o  s e m i p l a n o  e s q u e r d o  a b e r t o  d o  p l a n o  c o n v e x o " .  

Em l 6  p r o v a - s e  q u e  ( 1 8 1  6 e q u i v a l e n t e  a ( 1 4 1  e  

e n t ã o  a  s e g u i n t e  i n t e r e s s a n t e  p r o p o s i ç ã o  p o d e  s e r  e s t a b e l e c i -  

d a :  

" P a r a  o  s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no t e m p o  S ,  

a  r e g u l a p ã o  d a  s a i d a ,  c o n d i ç ã o  ( I l a l ,  p o d e  s e r  o b t i d a  p o r  uma 

r e a l i m e n t a ç ã o  l i n e a r  e r o b u s t a  d a s  v a r i á v e i s  d e  e s t a d o  se  e 

s o m e n t e  s e  e l a  p o d e  s e r  a l c a n ç a d a  p o r  uma l e i  d e  c o n t r o l e  s a -  

t i s f a z e n d o  a  r e s t r i ç ã o  d e  e n e r g i a  f i n i t a  [ I l b l  ". 



A importância desta proposição reside no rela- 

cionamento estabelecido entre dois conceitos aparentemente 

distintos. 

EXEMPLO 4.4.2. 

Para o exemplo 4.3.1., considerando A = l  a 

lei de controle para conseguirmos regulação da saida será 

u = fly + (fl+f2)x com flcO 
4 

e f2 arbitrário. 

Ê fácil verificar que ytt) + O para qualquer 

perturbação de F com 6f2 arbitrário e 6fl tal que 

4.5. CONCLUSÕES F I N A I S  

Sob o ponto de vista teórico, a capacidade de 

controlar a saída de um sistema linear foi grandemente aumen- 

tada com a introdução do conceito de reprodutibilidade funci- 

onal. Sain e Massey l 5  mostraram que invertibilidade 8 o con - 

ceito dual de contrelabilidade funcional da saida e pode ser 



chamado d e  o b s e r v a b i l i d a d e  f u n c i o n a l  d a  e n t r a d a .  Uma n o v a  p r o  - 

p r i e d a d e  d e f i n i d a  em l 5  e  chamada  o b s e r v a b i l i d a d e  p o n t u a l  d a  

e n t r a d a ,  o u  s i m p l e s m e n t e  o b s e r v a b i l i d a d e  d a  e n t r a d a  é o  c o n  - 

c e i t o  d u a l  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d a  s a í d a .  P e s q u i s a  t e ó r i c a  a -  

i n d a  p r e c i s a  s e r  f e i t a  p a r a  e n c o n t r a r  a  e x a t a  s i g n i f i c a ç ã o  f f  - 

s i c a  d o  c o n c e i t o  d u a l  d e  R + V *  = X e s u a s  r e l a ç õ e s  com o s  

o u t r o s  c o n c e i t o s  m e n c i o n a d o s .  

P a r a  s i s t e m a s  com uma s ó  s a í d a ,  v e r i f i c a m o s  a  

e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  c o n t r o l a b i l i d a d e  d a  s a í d a  e  R + V *  = X e  

a  i m p o r t a n t e  p r o p r i e d a d e  q u e  r e s u l t a  d a  a p l i c a ç ã o  d e s t e  f a t o  

a o  p r o b l e m a  d o  s e r v o m e c a n i s m o .  

U m  p r o b l e m a  a i n d a  a b e r t o  6 o d a  e x a t a  d e l i m i t a  - 

ç ã o  d a  c l a s s e  d e  s i s t e m a s  l i n e a r e s  p a r a  o s  q u a i s  R + V*  = X 

é e q u i v a l e n t e  a  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a .  

O u t r o  p r o b l e m a  a b e r t o ,  e c e r t a m e n t e  r e l a c i o n a -  

d o  com o  a c i m a ,  é o  d e  a c h a r m o s  a  c l a s s e  d e  p e r t u r b a ç õ e s  e s i  - 

n a i s  d e  comando q u e  uma d a d a  p l a n t a  p o d e  " a s s i m i l a r " .  Em p a r  - 
titular, se  p a r a  a  p l a n t a  c o n s i d e r a d a  R + V* 8 e q u i v a l e n t e  

a  c o n t r o l a b i l i d a d e  d e  s a í d a ,  s u a  s a i d a  p o d e r á  s e g u i r  q u a l q u e r  

s i n a l  d e  comando s o b  q u a l q u e r  t i p o  d e  p e r t u r b a ç õ e s .  

S e ,  p a r a  um s i s t e m a  com uma e n t r a d a  e  uma s a i -  

d a ,  u s a m o s  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  p a r a  t o r n a r  a l g u m  modo n ã o  



não o b s e r v á v e l ,  h a v e r á  c a n c e l a m e n t o s  na f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n -  

c i a .  U m  c o n h e c i m e n t o  m a i s  p r o f u n d o  d e  s i s t e m a s  m u l t i v a r i á v e i s  

s e r á  o b t i d o  queando  i n t e r p r e t a r m o s  a s  d i v e r s a s  p r o p r i e d a d e s  

c i t a d a s  n e s t a  t e s e ,  p o r  exemplo R + V *  = X , R + O *  = X 

e t c ,  em t e r m o s  d a s  m a t r i z e s  d e  t r a n s f e r ê n c i a .  

Embora o s  c o n c e i t o s  d e  " r o b u s t e z "  e d e  " l i m i t a  - 

ç ã o  da e n e r g i a "  s e j am e s s e n c i a i s  p a r a  q u a l q u e r  a p l i c a ç ã o  p r á -  

t i c a ,  o  f a t o  d e  usa rmos  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  e s t a d o  d e v e  s e r  enca  - 
r a d o .  

P a r a  usa rmos  e s t i m a d o r e s  d e  e s t a d o ,  ou " o b s e r -  

v a d o r e s "  l 8  6 Óbvio que  a s  c o n s t a n t e s  d e  tempo do s i s t e m a  e s  - 
t i m a d o r  do e s t a d o  devem s e r  m u i t o  meno re s  que  a s  do s i s t e m a  o  - 
r i g i n a l .  

P a r a  a  u t i l i z a ç ã o  de  compensação d i n â m i c a  l 9  

há a i n d a  a l g u n s  p r o b l e m a s  a  se rem r e s o l v i d o s .  Sob que  c o n d i -  

ç õ e s  t a l  compensação pode s e r  u t i l i z a d a  p a r a  e l i m i n a r  r e a l i  - 

mentação  d e  q u a n t i d a d e s  não m e n s u r á v e i s , q u a l  a  menor d imensão  
I 

p o s s f v e l  do compensador  e  o u t r o s .  

O u t r a  i n v e s t i g a ç ã o  a  s e r  f e i t a  r e f e r e - s e  ao  r e  - 

l a c i o n a m e n t o  e n t r e  o  níímero d e  e n t r a d a s  e  d e  s a i d a s .  P o r  e - 

xemplo,  dado  o  p a r  ( A , C l  q u a l  6 o x n e n o r  número d e  e n t r a d a s  

[ r a n k  8 )  t a l  que  ( A , B , C l  s e j a  s a i d a  c o n t r o l á v e l .  
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