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RESUMO

Definimos problemas digémicos de transporte como
problemas de transporte em rédes com fluxo dinémico. 0 mo-
délo‘de rédes com fluxo dindmico formulado neste trabalho
trata de rédes gque admitem em cada ramo, um fluxo entrante
e um fluxo saliente ndo necessariamente iguais. Uma equacdo
diferencial relaciona a diferehga entre os fluxos entrante
e saliente de um ramo, a um "acimlo de material" no ramo.

Com éste tratamento, podemos estudar as rédes co
mo sistemas dindmicos cujos contrdles sdo dados pelos flu-
x08. Resultados de dualidade permitem-nos encontrar solucgodes
para os problemas de contréle &timo resultantes com descen-

tralizacio dos contrdles.
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ABSTRACT

Dynamic transportation problems are defined as
transportation problems in graphs with dynamic flow. The
dynamic flow graph model presented in this work represents
networks such that each branch admits as incoming flow and
an outgoing flow, these flows not being necessarily egual.
A differencial equation relates the difference between in-
coming and. outgoing flows to an "accumlation of material”
in the branch.

This approach allows the study of graphs as dy-
namic systems the controls of which are given by the flows.
Duality results lead to descentralized control solution for
the optimal control problems formulated by the treatment

above,
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carpfrPrUuLro 1

INTRODUCAO

Dentre os problemas em rédes com fluxo, o proble-
ma de transporte é o que tem merecido maior destaque na li-
teratura. Néste problema de otimizac&@o, a funcdo critério é
a soma de fungles custo, cada uma delas definida no interva
lo de restri¢do do fluxo de um ramo da réde. O problema de
transporte resume-se em encontrar um fluxo, satisfazendo as
restrigdes de cada ramo da réde e minimizando a funcfo cri-
tério. Este problema engloba a maior parte dos problemaé de

otimizagdo em rédes com fluxo. )

O problema de transporte em rédes tem sido bastan
te estudado na literatura sob diversas formas. Ford [3] faz
um estudo para é€sse problema com funcdo custo linear; apre-
senta um algoritmo para a resolucgido do problema; assumindo
que o vetor custo possue componentes inteiras. Berge [1] es

tuda o problema de transporte, supondo as fungbes custo con.



vexas; apresenta um teorema de otimalidade para €sse proble
ma, qué sera bastante importante em nosso trabalho. Em Berge
[1], Berge [10] e Wagner [9] s8o também estudados proble
mas particulares sob diversos nomes. Todos €les podem ser
formulados a partir do problema de transporte com fungdes cus
to convexas, que seri estudado no capitulo II, juntamente com

uma répida revisdo de rédes com fluxo.

0 modélo de rédes com fluxo é inadequado ao trata-
mento de alguns problemas. Estudaremos um modélo de rédes no
gqual o fluxo entrante em um ramo pode ser diferente do fluxo
saliente do ramo, mantendo, porém, a conservagao do fluxo nos
nés. A fluxos d€ste tipo denominaremos fluxos dindmicos. A di
ferenca nao nula entre os fluxos entrante e saliente de um da
do ramo provocari um “acimulo de material" no ramo, que esta
relacionado aos fluxos por uma equagao diferencial. Estes ele

mentos caracterizam a réde dinamica.

Os problemas dindmicos de transporte s@o problemas
de transporte em rédes dindmicas. Esta clasée de problemas nos
permitird fazer um estudo de descentralizacfio de decisdes de
problemas cléssicos de transporte. O problema clédssico pode
ser encarado como um problema de decis&o centralizada, onde um
finico centro controla tédas as varidveis e tem acesso a todos
o8 pardmetros envolvidos. Os problemas dinidmicos de transporte,

por envolverem fluxos dindmicos, permitem-nos estudar uma par-



ticular descentralizacdo do contrdle de decisdes.

A descentralizag@o do contrdle é realizada crian
do-se tantos centros de decis&@o quantos forem os nés da ré-
de. Cada centro terd contrdle sdbre os "fluxos emergentes e
imergentes ac seu ndé". Cada ramo da réde terd um fluxo en-
trante e um fluxo saliente, n8o necessariamente iguais, ca-

da um déles controlado por um centro diferente.

Além da descentralizacgdo do contrdle, haveri uma
descentralizacfo da informacd@o dos parametros envolvidos.
Cada centro tera um conjunto de informagles que contera to-
dos os parédmetros ou parte déles. Estudaremos trés proble-
maé dindmicos que diferir@o somente guanto aos conjuntos de
informac8o dos centros. Nos dois Ultimos, a informagdo res-
tringir-se-4 aos pardmetros locais, i. €, dos ramos adjacen

tes ao nd do centro de decisdo.

O objetivo do contrdle descentralizado serd o mes
mo do contrdle central: estabelecer, na réde, um fluxo que
minimize a fungdo custo. Nos problemas dinfmicos de transpor
te, o fluxo dindmico deve tender, com o tempo, a um fluxo 6ti
mo para a réde. Contudo, em nenhum instante de tempo, o con-
tréle descentralizado deve permitir que o "acimulo de mate-
rial" em cada ramo ultrapasse certo limite, ou que o fluxo vio
le as suas restrigdes de viabilidade. O modélo de rédes com

fluxo dindmico e os emunciados dos problemas dindmicos ocupa-



r80 o capitulo III do trabalho.

A resolucdio dos dois Wltimos problemas dindmicos
serid baseada em resultados de dualidade do problema de trans
porte com custo convexo. O estudo de dualidade é feito no ca
pitulo IV e a resolugido dos problemas ¢ apresentada no capi-

tulo V.

Para a resolucgdo dos dois Ultimos problemas dina-
micos é feita a hipdtese de gque as fungdes custo s8o estri-
tamente convexas. O capitilo VI ocupa-se de mostrar como pro
blemas com custo linear poderdo ser tratados, apesar da hipd
tese de convexidade estrita citada acima:. Contorna-se a difi
'culdade, construindo-se uma funcdo custo estritamente conve-
xa que fornecga, como gsolucdo do problema de transporte, uma

solugdo do problema linear.

No tltimo capitulo, concluiremos que 0 problema de
transporte pode ser tratado com decisao descentralizada, nos
moldes enunciados no trabalho. Apresentam-se aplicacGes do mo
délo e sugestOes para pesquiéas futuras em problemas dindmi-

cos de transporte.

Apresentamos, agora, algumas. observacgdes sdbre a

notagga adotada.

Notacdo
0s conjuntos de reais e naturais (incluindo o 0)



serao denotados por R e W s Trespectivamente. Um vetor de
me serd uma matriz coluna, m x 1, de elementos reais. Se x
é um vetor de [Rm, a i-ésima componenté do vetor x é repre-
sentada por S Dados dois vetores Xx,y € [Rm, o produto esg

calar seri denotado por:

m

Z %393

(=

>

X'y
Se M é uma matriz, M' é a transposta de M.

Dada uma matriz M, representaremos por M;j i © ele
mento da j-ésima linha e i-ésima coluna de M. Denotaremos

por Mj a matriz linha formada pela j-ésima linha de M.

1 Se M é uma matriz n x m, formada por elementos
iguais a 0, 1 ou -1, denotaremos por MY e M~ as matrizes

n x m, definidas por:

0 se Mji £ 1
2 M, =

1 se Mji = 1

0 se Mji £ =1
3 Mgi =

1 se Mji = =l

j=1,2,...40
i'__vl,z’...’m

m
Dados dois vetores b,d €K dizemos que b £d



se e 86 se

b, £ d. i=1,2,...4m
e dizemos que b < d se e 80 se

bi<di iél,2,...,m

m
Se b,d €/ denotaremos por [b,d] e (b,d) os

conjuntos:
4 | [b,d] = { xevam / b<Lxg£a &
5 ma) ={ xeR"| vexcal

Acrescentamos algumas notas quanto a&s referéncias.
0s capitulos sdo numerados através de algarismos romanos;
expressdes e parigrafos, através de algarismos ardbicos. No
texto, um algarismo ardébico entre paréntesis (por ex. (6))
indica a referéncia de uma expressao no mesmo capitulo. Re-
feréncias a expressdes em outros capitulos é feita através
da numeracdo do capitulo, seguida da numeracdo da expressio
(por ex. (I-1)). Referéncias bibliograficas sfo apresenta-

das entre chaves (por ex. Berge [l] ).

&
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caprirUuLoOo II

O PROBLEMA ESTATICO DE TRANSPORTE.

Introducao..

Iniciaremos é€ste capitulo com uma ripida revisdo
dos conceitos bésicos de rédes com fluxos e tensSes. O enun
ciado do problema estidtico de transporte ocupa a seecgdo 2,
onde também é apresentado um teorema de otimalidade para é€s
te tipo de problema. A Ultima seccdo descreve as bases para

uma simlacgdo analdgica do problema estdtico de transporte.

Os resultados déste capitulo baseiam-se no traba-
lho de Berge [i] , onde as rédes com fluxo e 0 problema es-

tdtico de transporte sdo estudados de forma mais completa.

SECGAO 1 - PRINCIPAIS CONCEITOS E RESULTADOS DA TEORIA DE

REDES COM FLUXOS.

Iniciamos esta seccdo com a definicd8o de rede a

ser utilizada em nosso trabalho.
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1 Definic8o: Uma réde é um par ordenado (N,A) onde N é

un conjunto finito e AcN x N um conjunto tal que

¥ yen) (Y,¥) ¢ A

0Os elementos do conjunto N sio os nds da réde e

os elementos de A, os ramos da réde. Consideramos, portanto,

rédes com ramos orientados: se ( ), [2)eAd e (Y2, f1)e &
entdo ( )i, )=) e (), ¥1) s80 ramos distintos da ré-

de (N,A).

Dado um ramo 0(:({1 :Xz)GA da réde (N,A), o nd

J1 & dito extremidade inicial do ramo & e o né [, extre-

midade terminal de & .

Dada a réde (N,A) chamaremos de ramo emergente do

nd &€ N a todo ramo com extremidade inicial [ ; enguan

to, ramo imergente ao nd Ye N serd todo ramo com extremi-

dade terminal ‘r . Dado X e N , denotaremos por (JJ"(X ) o
conjunto dos ramos emergentes de ) e por u.)"(X ) o conjun
to dos ramos imergentes a X . Assim, o0s conjuntos w* (_2()

e w-(Y) podem ser descritos por:

e wr =l wed| w=(r,9), Sen]

3 &)'(X):{'o(eA/oc:(J,[))JeNf
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Se Xe/\/ denotamos: Wiy = wHy) v wy)

Em geral, dado um subconjunto P de N denotamos:

' Wt () =4 (. p)e Al eP e réP |
5 WPy = | (e, n)ea ] EP < neP
6 LW (P) = WHPYU W (P)

Dois née J,de N  sdo nds adjacentes, se

wplnw (S)g g5 o, p € A sdo ramos adjacentes se exis
te YeN tal que we Wy e }6 wWly) . o né ye N
e o ramo o&‘e A sdo adjacentes se X € LI(Y) .

Uma representacdo grafica de uma réde pode ser ob-
tida simbolizando-se os ndés por circulos e 0s ramos por seg-
mentos orientados, unindo os ndés aos quais sdo adjacentes.

Exemplo: A réde (N,A) onde

N

{a,b,c,df

i

A= | (@), (2,00, (8,00, (0,), (0,0), (0,0), (a,0)

pode ser representada pela figura:
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Néste exemplo, obtemos:

W (b) { (b,c), (b.,d)ﬁ

w- (b)

{ (a,b), (C,b)j

Matriz de incidéncia.

De agora em diante, consideraremos uma réde (N,A)

com n nés e m ramos, e denotaremos:

T N = % Xj ) Xz, y oty Xn 5
8 A = 5 Q/, J yz ) e 4y Nrn}
Nésse caso, a cada 53 e N podemos associar um vetor (.Oeﬂlm

da seguinte maneira:

1 se ew*(yj)
9 we={ -1 se o ew(y;) i=1,2,...,m
0 se o & w(y;)
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Com a associacao definida por (9), passaremos a identificar
i m

os conjuntos bJ(XJ') , }G € N, com vetores de R,

utilizando, por vézes, a mesma létra para representar, seja

o vetor, seja o conjunto.

Observando-se (9) verifica-se que a topologia da
réde (N,A) (relacdes de adjacéncias entre nés e ramos) fica
determinada pelos vetores w(n)eﬂz"‘, i=1,2,...n. A
topologia de (N,A) pode ser expressa, também, por uma matriz

M, nxm, definida por

1 se o, € WH(Y;)
10 Mji =( -1 se o € wo (Kj)
0 se o<y ¢ w (XJ)

A matriz M é designada matriz de incidéncia da réde (N,A).

Comparando-se (9) e (10) vemos que a j-ésima linha

da matriz M e o vetor ) (?fj)e IR’M sdo iguais, ou seja:
11 M= W)

A partir de M podemos determinar as matrizes MY e M de

signadas, respectivamente, matriz de emergéncias e matriz

de imergéncias. de (N,A). As matrizes M, M¥ e M~ estdo re

lacionadas por:

12 M=MY-M

(ver notagdo em (I- 4 ))a
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Cadeias e Ciclos.

Consideremos dois. nés Y, deN,

13 Definicfo: Uma familia (By)y _ 1 o . x
- gbygeeceoy

k eN, de ramos de A, é uma cadeia de ¥ ad se e

s se existir uma familia (Si)i = 1.2 k4 1°
= dycyenay

de nés de N, tal que:

a) & =¥ e 5'-_—-5

(<3
b) }52_ é adjacente a é:-_ e cr:_\., y 1=1,2,...,k.

Na definig8o (13) os nés ) e Jd s8o chamados extre
midade inicial e extremidade terminal da cadeia, respectiva-
mente. Uma réde (N,A) é dita conexa se para cada par de nds

Y,deN existir uma cadeia de ¥ a d . Em nosso trabalho,

consideraremos sbmente rédes conexas.

14 Definigéo: Un ciclo da réde (N,A) & uma cadeia

com extremidades inicial e terminal coincidentes,

formada por ramos distintos de A.

15 Considerando-se a definic8o (14), vé-se que dado

um ciclo U= (/61)i = 1,2,...,k de réde (N,A) temos que

existe uma familia (5]._)i = 1,2, 000,k de nbés de N, tal que:

a) pB€ W) e Bre W)

v) B, P € wWd) i=1,25...,k-1
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0 conjunto % CJ; ’ 2, kf é o conjunto de todos os nds da
réde (N,A), pelos quais o ciclo & passa, i.é, dos nds adja
centes a algum ramo do ciclo % . Nesse cagso, dizemos que

um ramo A.€@ & positivamente orientado se P e w*(d;)

isto é, se /ﬁg é emergente de d; ; o ramo ﬂéé é nega-
tivamente orientado se /4,; e w-( J;)

16 Seja é*o conjunto dos ramos positivamente orien
tados de & )€ &~ o conjunto dos ramos negativamente orienta

dos de é. Consideremos: 6 vetor /Ué R™ definido por:

1 se o; € é+
17 /Lf; -1 se o, € é
0 se o ¢ &

Entdo, o ciclo & fica bem definido pelo vetor A€ /}em
definido em (17). Em vista disso, passaremos a identificaf
um ciclo com um vetor de Rm; essa identificacdo seri rea-
lizada segundo (17) e, em geral, usando-se a mesma 1étra,

/U , para designar seja a familia, seja o vetor ciclo.

Pluxos e Tensdes.

m
18 Definig8o: Um vetor (ﬂéﬂz é um fluxo de (N,A)

se e 80 se

'19 Mcp=o
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onde M é a matriz de incidéncia de (N,A). O real

Sﬂc é dito fluxo do ramo &X¢ €A,

Da definic8o (10) da matriz de incidéncia M e de

(19), podemos concluir que

20 E 7K E P i=h2,...,n

o e wWHY;) «, € W (§;)

A equagdio (20) exprime que, para cada né );eN , a soma
dos fluxos dos ramos emergentesde XJ é igual & soma dos

fluxos nos. ramos imergentes a bj . A equagdo (20) é a equa-

¢cao de conservacdo do fluxo W no nd XJ .

m
21 Definicéo: Um vetor 9 €R" & uma tensdo de
(N,A) se e s8b se
)
22 G=-Mp

para algum p eR™ . 0 rear 9¢ é dito tensdo
do ramo X e A .

m n
Se GelR e peIR satisfazem (22), o vetor p

é dito vetor potencial. Em particular, o real 1 é dito

potencial-do né YjeN .

Da definigd@o de matriz de incidéncia e de (22),

pode-se verificar que se f e p satisfazem (22) e
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ol; = ( 0, XK)E‘A entéo:

23 9&: = Pk'Pj

A tensao é% do ramo & é a diferenca dos potenciais dos

nés adjacentes ao ramo .

Uma relac@o importante entre fluxos e tensdes é
p m
obtida de (19) e (22). Se Ve Rm é um fluxo e Gell

uma tensao, entédo,

24 G’y - - =0

SECCAO 2 - FORMULAGCAO DO PROBLEMA ESTATICO DE TRANSPORTE.

Existe uma grande quantidade de problemas de oti-
mizacdo em rédes com fluxo,definidos na literatura técnica.
Basicamente, €sses problemas de otimizacgdo reéumempse emn en
contrar um fluxo para uma dada réde; que satisfaca certas
restricGes especificadas e que minimize o valor de uma fun-

cdo critério.

As restricgdes impostas aos fluxos viaveis sdo in-
tervalos de viabilidade parayc'valor do fluxo nos diversos
ramos da réde. A funcio critério é do tipo geparavel, ou
‘seja, é uma soma de funcgles reais, de variavel real, cada

uma delas definida no intervalo de viabilidade do fluxo de
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um certo ramo.

Os diversos problemas de otimizaglo, em rédes, di
ferenciam-se pela estrufura particular da réde, ou pela es-—
trutura particular das restrigodes do fluxo, ou pela funcgédo
eritério usada. Resultam dessas estruturas particulares, pro
blemas como: problema de "Hitchcock", problema de "assigne-

ment", de "transhipment", de "warehousing", de fluxo miximo,
ete. (ver [3] , [9] , [;O] Y.

Contudo, todos ésses problemas podem ser formla-

dos de uma maneira dnica pelo problema de fluxo de custo mi-

nimo, que designaremos aqui, de uma forma geral, por proble-

ma de transporte. Ndo nos ocuparemos de mostrar a inclusa@o

daqueles problemas particulares nessa classe mais geral de
problemas de transporte. Essa evidéncia pode ser esclareci-
da através de Ford [}] , capitulo 3, ou mais generalizada-
mente em Berge [1] ’ capitulo 4, segunda parte. Formulemos,

agora, o problema estatico de transporte.

25 Consideremos a réde (N,A), conexa, com n nés e m
ramos, definida em (7) e (8), e caracterizada pela matriz

de incidéncia M. Sejam b,demm vetores, satisfazendo

Sejam fi , i=1,2,...,my funcdes convexas definidas em

[bi’di]’ i=1,2,...,m, respectivamente, e com valdres reais.
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0 problema cléssico de transporte é o seguinte:

26. (PT) Encontrar, se existir, um vetor S_; é&(b,d)
tal que
m _ m
27 ’ £(9) = Min Zfd‘{’a)
Z:v ¥ YeBlod) - _
onde
28 F(b,d)= | pel™| mMe=0, pelb,dl |

O (PT) consiste em um problema convexo. As funcdes

fi sdo ditas funcoes custo e o conjunto [b,d] s intervalo

m
de visbilidade do fluxo. Um fluxo (fe R & aito vidvel

para o (PT) se e 86 se 905 @(b,d). 0 (PT) resume-se em

encontrar um fluxo vidvel para (N,A) com custo total minimo.

Como o (PT) é um problema convexo, 0 seu conjunto
de solugdes é convexo; se as fungbes custo f; sdo estrita

mente convexas, a solucdo de (PT), se existir, é dnica.

O teorema que se segue, devido a Hoffman, [ll] s
fornece condigdes necessirias e suficientes para a existén-

cia de um fluxo viavel para o (PT).

29 Teorema.: Dados Db,d € rRm , 0£bg£d, o conjunto
§ (b,d), definido em (28), é n8o vazio se e 86 se para to-

do conjunto P <N tivermos:
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30 ZdLZZbK

o, e wH(P) o € W(P)

e
31 Z d: > Z b
 xrew (P 0d € LWH(P)

onde. W(P) foi definido em (4) - (6).

Prova: Ver Berge [1] , Pég. 159.

A interpretacéo do teorema é imediata. Dado P - N,
7y, (P) é o conjunto dos ramos unindo P a N - P, A ine-
quacdo (30) exprime que "a mixima quantidade de fluxo que
pode sair de P & maior ou igual & minima quantidade de flu-
X0 que pode entrar em P", A inequacdo (31) tem o mesmo sig-

nificado se substituirmos P por N - P,

Um corolério imediato do teorema (29) é o seguin-

te:

32 Coroldrio: Dados b,d €R™ tais que 0g&bga, se

@ (b,d) é nio vazio, entdo:

33 _:_ d{, >/ Z b\( J:i'll...)h
34 E di =2 E b j=l2..,n
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Prova: Basta fazer, no teorema (29), P =4‘Y}f y J =1,2,...4n

Teorema de Otimalidade para (PT).

Como o (PT), enunciado em (26), é um problema conve
X0, muitas condigb’es de otimalidadé poderiam ser utilizadas
para o seu conjunto de solugdes. Contudo, devido & estmtura
parficular do conjunto de pontos viiveis de (PT) é da prépria
separabilidade da sua fung@o objetivo, condigSes bastante sim

ples podem ser encontradas.

‘ Desenvolveremos aqui, uma condig@o de otimalidade
apresentada em Berge [l] , de uma maneira particular (pgra o]
(PT)); e em Rockafellar [8] s para problemas convexos em ge-
ral. Essa condig¢f@o nos permitiréd estabelecer as solucgdes pa-

ra os problemas dindmicos de transporte.

Para a formulacdo 4o teorema de otimalidade para o
(PT), usaremos as subdiferenciais afi y 1 =1,2,...,m, das
funcdes custo (ver apéndice A, pag. A-2). Se Eie_ [bi,di] e

'v-vie afi('ii) entdo, por definigfo de 9f, , obtemos:
35 (¥, e [b,8;]) £,(%;) > £ (%) +W, (%;-%;)

0 teorema que segue fornece uma caracterizacéo pa-:
ra as subdiferenciais das funcles custo de (PT) em um fluxo
6timo. No teorema assumimos que o (PT) é estavel (ver apén-

dice A, pag.A-G) /



II | 20

36 Teorema: Suponhamos que o (PT) é estavel. Um fluxo
(Z e%(b,d) é uma solucdo de (PT) se e 88 sge existir uma ten

— _m
sio O€lR satisfazendo:
37 9{ egpi((p(—) i=l,2,o.o’m

Prova: Suponhamos que (?eé(b,d) e 9€mmé uma tensdo de
(NyA) tal que

é::f‘— 3{‘;(@) i=1,2,...,m

Entdo de (35) resulta: (i=1,2,...,m)
3 (¥ Pel,a]) 203 () + 8¢ -7

Somando membro a membro as inequacdes (38) obtemos:
m m

39 (Vpelv,a] ) 2 £,(P0) > Zfi(‘{o'}>+ 5’(40—717)

3

=t L=
Em particular, se <p€-§(;b,d) a expressao (39) assume a forma:
m

AL m
PEEALAE Zfi(??w 6'(p-7) - EAC
=) - (=1 oy

pois, como 9 é uma tensdo e Y e 5-5 sdo fluxos, temos, devi-
a (24):

B(p-y)=o0
Logo, V é solucdo de (PT).

Suponhamos, agora; que ¢G§(b,d) é solugdo de (PT).
Como (PT) é, por hipdtese, estivel, resulta do teorema de dua-

lidade de Geoffrion [2] (ver apéndice A, pag.A-7) que existe
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* um multiplicador 6timo P eiR" para (PT). Logo, por defini-
¢cdo de multiplicador 4timo, obtemos: |

(¥ Yeb,a])

m

40 Zfi( ;) + DYy Zfi(—k?})-? PUP
=1

=1
ou seja,

(¥ Pelv,a] )
m m _
n D n(w 2 J £(R) -Fue-F)

<= C"—‘-\

De (41), podemos concluir que G 2. M'D é sub-

m
gradiente em{ de _5_ fi(.) e por isso satisfaz (ver apéndice

{2

A, pag. ): _
42 O: € 97[)"(@)

Como B = -M'D & uma tensdo de (N,A) (ver (21)) e satisfaz

(42), a prova estd conclufda. <

Como todos os vinculos do (PT) sdo lineares, a
subdiferenciabilidade de todas as fungdes custo implica em
estabilidade do (PT) (ver apéndice A, teorema (A-25)). A
condig¢io de subdiferenciabilidade das fungdes custo serd

utilizada em todo o restante do trabalho.

Ressaltamos que a condic@o de estabilidade do (PT),
além de suficiente, é necessaria &4 validade do teorema (36).

Esta evidéncia fica clara através do seguinte contra-exem-
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plo: suponhamos que o (PT) ndo é estdvel mas tenha solucdo;
entéo, como os vinculos de (PT) sd8o lineares, alguma funcfo
cuéto é nfo subdiferenciivel no ponto de solucdo de (PT) e,
portanto, ndo existe uma tensdo que satisfaca as condigdes

do teorema.

Apesar disso, Berge [l] apresenta o teorema (36)
sem impor a,estabilidade de (PT) ou qualqﬁer outra condigao
suficiente para estabilidade. De fato, qualquer condigd@o de
qualificacéo de vinculos de (PT) implica em estabilidade.
Rockafellar [8] , em sua formmlagdo mais geral,do teorems,
utiliza uma condicdo de gqualificacdo semelhante & de Slater

generalizada (ver pég. 336).

Baseado na condic@o do teorema (36), Berge [1]
apresenta um algoritmo para a resolucdo do (PT) no caso de

fungbes custo convexas seccionalmente lineares (pag. 211).

Além do algoritmo, Berge [1] sugere uma simlacdo
analégica do problema estdtico de transporte. O estudo des

ta similacg@o é apresentado na préxima seccgdo.

SECGCAO 3 - SIMULACEKO ANALOGICA DO (PT)

Dado um problema estédtico de transporte, podemos
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construir um circuito elétrico resistivo conveniente que nos
permita resolver o (PT). Se o vetor corrente solucdo do cir-
cuito elétrico for um vetor fluxo solucdo do (PT), dizemos

que o circuito é uma simmlacfo analégica do (PT).

A base da simmlacdo analdgica do (PT) é o critério
de otimalidade do teorema (36). A simulagdo teri sentido sd-

mente se as hipdteses abaixo forem verificadas.

Hipdteses: As fungbes custo sdo estritamente convexas e o

(PT) admite wuma solucgzo.

Se as funcgdes custo f; s80 estritamente convexas,
entdo as subdiferenciais ’afi admitem uma funcéo inversa
h, (ver apéndice A, pig. A-D). As fungSesrhi‘ sdo funcdes

bijetoras de R em [bi,di] , crescentes, e continuas em R .

44 Dada a funcgéo fi s estritamente convexa, conside-
remos um dispositivo elétrico Ci', resistivo, controlado
por tensdo, que a cada diferencga de potencialvi entre suas
extremidades define uma corrente Ii sy no sentido positivo,

dada por:

Cada dispositivo Ci é univocamente determinado pela funcéo fi’

Construamos com os dispositivos Ci , 1 =1,2,...,m,

um circuito elétrico ég , tendo a mesma topologia de (N,A), da
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seguinte forma:

1) o circuito elétrico tera n néds

Nl ’ N2 ’ s o 9 Nn .

2) se 0/;:(2(3 ,b’K)eA entdo no circuito elétrico &, o ele-
mento C, & ligado entre Ny el sendo o sentido posi

tivo da corrente de Nj a Nk .

0 circuito elétrico ég assim construido é uma si
mulacédo analdgica do (PT). De fato, as diferencas de poten-
cial entre os nés de % satisfazem as condigdes da defini-
¢io de tensfo em rédes (lei das malhas de circuitos elétri-
cos). As correntes nos elementos de & satisfazem hs condi-
gées da definicZo de fluxo em rédes (lei dos ndés de circui-
tos elétricos). Resta-nos provar que o fluxo de (N,A), com
as componentes numericamente iguais as do vetor corrente

de &; , ¢ um fluxo 6timo de (PT).

m
E evidente que a corrente I € R do circuito
é um fluxo vidvel para o (PT), pois devido a (45), e & defi

nicdo das funcgodes h, , temos:

Ie [v,a]

m
0 vetor V ¢ [R , de diferencas de potencial do ecircuito ,
é uma tensdo da réde (N,A). Mas, de (45) concluimos que a

tensdo V e o fluxo viavel I satisfazem:
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46 v, € of£;(1,) i=1,2,...,m

De (46) e do teorema de otimalidade (36) resulta que o flu-

xo I é otimo para o (PT).

Como nada ficou especificado sébre a diferenciabi
lidade das funcodes f; , estas funcdes podem admitir varios
subgradientes em Ii . Em térmos do circuito é%, esta condi
¢ao significe que podem existir varias diférengas de poten-

cial, Ve R™, satisfazendo (46).

Contudo, a convexidade estrita das funcdes custo
garante . a unicidade de solugdo de (PT), o que implica na
unicidade das correntes I, satisfazendo (46) para alguma

diferenca de potencial V.

A importéncia da simulac@o analdgica do (PT), pa
ra a resolucdo déste problema, é bastante pequena pela di-
ficuldade de sua implementac@o. A simlagdo do (PT) através
de CSMP (linguagem para siﬁulagéb analégica em computador
digital) pode causar muitos problemas devido a nfo unicida
de da tens@o V e a auséncia de elementos dindmicos no cir-
cuito. Contudo, as idéias envolvidas na simlagio«serio
dteis na resolucéo de um dos problemas dindmicos que vere-

mos no préximo capitulo.

Observamos que, no circuito elétrico, a corrente
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solugdo nos dispositivos com um terminal em dado nd ny. de
pende exclusivamente de dados e pardmetros locais. Por pard
metros locais, entendemos os intervalos (ﬁi,dil e as funcoes
custo f; nos ramos &; adjacentes ao nd §; da réde, asso-
ciado ao nd nj do circuito. Por dados locais, entendemos

08 potenciais P dos nés n, edjacentes ao né n . Este

resultado serd fundamental na resolucgdo de um dos problemsas

dindmicos.

0 capitulo seguinte trata da apresentacdo formal
de rédes com fluxo dindmico. Trés problemas dinamicos de

transporte sdo enunciados e o primeiro déles é resolvido.
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CaPITULO III

REDES DINAMICAS E PROBLEMAS DINAMICOS DE TRANSPORTE.

SECCAO 1 - INTRODUCZO.

No modélo de rédes com fluxo, visto no capitulo
anterior, assumiamos implicitamente que, em cada ramo, o
fluxo entrante no ramo era igual ao fluxo saliente do mes-
mo. Passaremos a estudar rédes onde essa condigdo de igual
dade nem sempre é verificada. Aos fluxos déste ultimo tipo
designaremos fluxos dinamices, em contraposicdo aqueles que
satisfazem & definicdo (II-18), aos quais passaremos a cha-

mar de fluxos estidticos.

Nésse ndvo modelo, uma diferenca entre os valdres
dos fluxos entrante e saliente de um ramo provocara um "aci
mulo de material® no ramo, gque estd relacionado aos fluxos
por uma equacado diferencial. Esta equacdo caracterizari a
dindmica do modélo. O modélo de rédes com fluxo dindmico é

apresentado na seccao 2.
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O estabelecimento de um fluxo 6timo, em uma réde
com fungdes custo definidas, pode ser realizado por um con
trole centralizado, a partir do conhecimento das varidveis
envolvidas. Os problemas dinamicos de transporte sido proble
mas de descéntralizagéo, onde cada centro de decisdo contro
la os fluxos nos ramos adjacentes a um nd, a partir de da-
dos de um conjunto de informacdes disponiveis. Os trés pro
blemas dindmicos de transporte, que enunciamos na seccdo 3,
diferem pelos conjuntos de informacdes disponiveis em cada
centro de decisio. Nos dois ﬁltimosvproblemas, a informacao

serd restrita a varidveis locais.

Nos problemas dindmicos, a politica de contrdle
de cada centro de decisdo deve garantir que, no regime, o
fluxo estabelecido na réde tenda a um fluxo 6timo para o
problema estdtico de transporte. Além disso, o contrdle
deve garantir a viabilidade do fluxo, ao longo do tempo, e
manter o "acimulo de material", nos ramos, dentro de cer-

tas limitacgdes.

Na secgdo 4, é apresentada a solucdo do primeiro
problema dindmico, a qual permite que o regime seja atingi
do em tempo nulo. A solugdo dos demais problemas dindmicos

é apresentada no capitulo V.
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SECGAQ 2 - MODELO DE REDES COM FLUXO DINAMICO.

No modélo de rédes com fluxo estatico, visto nos
capitulos anteriores, assumiamos que o fluxo estidtico era
um vetor de ﬂzm satisfazendo a equacdo de conservacao de
fluxo nos nés da réde. Implicitamente, esta definicdo assu-
me uma "conservacao de fluxo em todos os ramos da réde", ig
to é: para todo ramo da réde "o fluxo entrante no ramo" é

igual ao "fluxo saliente do ramo".

0 que caracterizara um fluxo dindmico serd, justa
mente, a ndo necessidade de satisfazer esta tltima condicdo.
Assim, o fluxo dindmico serd composto de dois vetores de ﬁfn:
o primeiro representando os fluxos entrantes nos ramos da ré
de e o outro representando os fluxos salientes dos ramos da
réde. Esses dois vetores ndo sao, necessériamente; iguais.
No entanto, n3o sdo completamente independentes, isto é, a

conservacado do fluxo nos nés da réde é mantida.

A din8mica do modélo evidenciar-se-a4 quando os flu
xos entrante e saliente ndo forem iguais. Entd8o, uma diferen
ca entre os dois fluxos, em um dado ramo, provoeari a varia-
¢cdo de um numero associado ao ramo, a que chamaremos excedeg"
te do ramo. A relacdo entre a variacdo do excedente em um fa
dmo e a diferenca entre os fluxos entrante e saliente sera ex

pressa por uma equagdo diferencial.
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Havera, contudo, limitacOes nos excedentes dos ra
mos, que nio deverao ser violadas. Formalizemos éstes con-

ceitos.
1 Consideremos a réde (N,A), onde N={X,,Xz,.. - Xmi

3 Z > (] ~ . - R
e A= ‘;o(u"(z.,---, c(mg , € a sua matriz de incidencia I

2 Definicgao: 0 limite de excedentes dos ramos da
réde (N,A) & um vetor Z¢R”™ com ¢&0 .

3 Definicdo: Um excedente de ramos da réde (N,A)

é um vetor qe R™ , com q 3 0. Um excedente
qe I'R_m da réde (N,A), com limite de excedente 4,
é dito vidvel se

0£aq¢d

Se ¢ é um limite de excedente e g um excedente

da réde (N,A) os mimeros & e a3, i=121,2,...,m, sédo

ditos limite de excedente 4o ramo &« e excedente do ramo 0({,

respectivamente.
s 1,2
4 Definigéo: Um par ordenado (W, (P} de vetores

m 14 ”~ ”~
de R & um fluxo dindmico da réde (N,A) se

L
5 (¥yen) 2= 2 R
o e w(y) o € WHY)
ou, equivalentemente,
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6 (vyen) wy) iz why) p?

‘onde w*(;),w‘(x) foram definidos em (II- 11 ).

0 vetor ‘01 é dito fluxo saliente e o vetor (/e

fluxo entrante.

Nesta definig8o, a condigdo (5) (ou (6)) exprime
para cada nd XeN a equacao de conservacgdo de fluxo: a so
ma dos fluxos entrantes nos ramos emergentes de X é igual

a4 soma dos fluxos salientes dos ramos imergentes a X . Por

. 2
fluxo entrante em um ramo (€A entendemos o real (4 ;

e por fluxo saliente do ramo X:c €A o real Sﬂf .

7 Definigdo: Sejam b,delﬁn vetores satisfazendo
0gbg d
Umn fluxo dindmico (p{ lp’) é dito vidvel para-a
réde (N,A) com intervalo de viabilidade de flu-

X0 Ib,d] se

9 b

N
=y

(pl

IN

10 b

N

g @

Em (7), um fluxo dinadmico é vidvel se os fluxos
entrante e saliente tem componentes nos intervalos de via-

bilidade de cada ramo.
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11 Se a réde (N,A) tem por matriz de incidéncia a
matriz M, e M* e M s8o0, respectivamente, as matrizes
de emergéncia e imergéncia de ramos, (ver II- L2 ) a equa-

¢8o (6) pode ser reescrita em forma matricial. De fato, co

mo
m3 = wy;) i=1,2,...,n
e My = 07();) i=12,...,n

(ver II-14) entao a condigdo (6) para que (‘Pll W!) seja

um fluxo dindmico assume a forma:
12 M*@?= Mm@t
A relagédo (12) é, portanto, a equagdo de conservagdo do flu

xo dindmico (P’I v?).

13 Se um fluxo dinémico (Wf ¢2) satisfaz

14 <P'{= Pz

entdo de (12) obtemos (usando (II- 12)):
- + 2 -, nd + - L _ nd
15 0= M*y-m gt = (M*-M)ef =My

Logo, ’0} é um fluxo estdtico para a réde (N,A). Nesse ca-

so, diremos, por extensao, que (Wf w‘) é um fluxo estatico.

Dindmica da Réde (N,A).

17 A dindmica da réde (N,A), com excedente q(t) e
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‘-
fluxo dindmico (w t), (ﬂz(t)J no instante t, expressa pela
equacdo diferencial:

d qu) 20¢) - ot

dt
Isto é, para cada ramo a&e!\ a derivada do excedente qi(t)
é igual & diferenga entre o fluxo entrante (ﬂ‘-z' (t) e o fluxo
saliente Vf{t) do ramo 56 . O excedente q(t) representa,
portanto, o "acumulo instantdneo de carga ou material", devi

do & diferenca entre fluxos entrante e saliente da réde.

SEGCAO 3 - PROBLEMAS DINAMICOS DE TRANSPORTE.

19 Para a compreensdo dos problemas dindmicos de trans
porte, é conveniente abandonarmos, de inicio, o contexto abs
trato de rédes com fluxo. Consideremos, agora, a réde como
um sistema dindmico com entradas - componentes do fluxo dind
mico da réde - e estado - excedente de ramos da réde. O sis-

tema tem seu comportamento regido pela dinamica da réde.

20 Sob éste ponto de vista, teremos nos problemas di-
namicos de transporte, n controladores das entradas, indepen
dentes entre si - um para cada ndé da réde. Cada controlador,
sediado em um dado nd, tem atuagdo sdbre parte das entradas:
as componentes do fluxo entrante nos‘ramos emergentes do né
e as componentes do fluxo saliente nos rames imergentes ao

né. Portanto, cada controlador atua sdbre entradas distintas
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do sistema e cada entrada é atuada por algum controlador.

21 Para a decisdo do contrdle, os controladores con-
tam com um certo espago de informacgdes, que variari de um
problema a outro. De qualquer modo, o excedente - estado do
sistema - ou parte déle (algumas componentes) pertenceri ao
espago de informagSés de cada controlador. Trata-se, portan~-

to, de uma realimentagao de estado.

Os trés problemas dindmicos que apresentaremos di-
ferirdo, basicamente, nos espacos de informacGes dos contro-

ladores.

22 Uma. fungdo custo serid definida para o sistema, as-
sociafndo a cada entrada um mimero real. Um dos objetivos do

contrdle descentralizado do sistema seri atingir um estado de
equilibrio do sistema (estabilizando-o, portanto), mantendo-
se o fluxo e o excedente sempre dentro de seus intervalos de
viabilidade. O outro objetivo é o de minimizar a fungdo cus-

to quando o regime fOr atingido.

Atingir uma condicao de regime para o sistema im-
plica em obtermos um excedente com derivada nmula. Portanto,
o fluxo dindmico, definido pela decisé@o dos controladores,
deve tender, no regime, a um fluxo estdtico que minimize a

funcdo custo.

23 Os problemas dinamicos de transporte s&o problemas
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de contrdle 6timo com realimentacgéo. Busca-se, nestes proble
mas, uma politica de decisles para cada um dos controladores,
gque satisfaca o objetivo descrito acima. Entdo, os controla-
dores, atuando sdbre conjuntos distintos de entradas do sis-
tema, a partir de espagos de informacdes distintos ou néo,

tém objetivos comuns, ndo conflitantes. Problemas déste Wlti
mo tipo sédo classificados por Radner, Marschak e outros, como

“problemas de equipe" ("team problems") (ver [4] R [5] ).

Antes de formalizarmos as condig¢les acima, adote-

mos a seguinte

24 Notacdo: Se s eR™ e b/jéN , denotaremos
~ m
por sd o vetor de ® definido por:
84 se &, € “)(3?)
R
0 se o ¢ w(y))

Por outro lado, se F & o conjunto de fungoes

denotaremos por Fd ~ 0 conjunto

s | peF| « ew() ]

Introducdo aos Problemas Dinédmicos

Consideremos a réde (N,A) e a sua matriz de in-

cidéncia M definidas em (1).

Para fixar a notacgdo, sejam b,d, e,qemm, 0€bgd
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[b,d] intervalo de viabilidade de fluxo
A limite de excedente
q excedente

£.: [, ]R, i=1,2,...,m

funcGes custo convexas

Os elementos acima ndo sdo dados para o0s proble-
mas e sim, parametros. De fato, imporemos que o0s controlado
res adaptem suas politicas a possiveis mudancas désses pard

metros quando o sistema estiver em regime.

25 Fluxos Dinamicos Definidos pelos Contrdles.

As politicas solucdo do problema devem ser fungdes,
uma para cada nd ou controlador, definidas no espago de in-
formacdes e cujos vallres determinardo o contréle - fluxo

dindmico da rede.

Em um dado né e em dado instante, o valor da fun-

~ "~ r 14 m
cao controle do no devera ser um par de vetores de R™: o

primeiro é o vetor de fluxo saliente do ndé - com zeros nas
componentes relativas aos ramos nio imergentes ao né; o se
gundo é o vetor de fluxo entrante do né - com zeros nas com
ponentes relativas aos ramos nao emergentes do né. A soma
de todos os fluxos salientes dos nds serd o fluxo saliente
da réede. Igualmente, a soma de todos os fluxos entrantes dos
ndés serd o fluxo entrante da réde. Esse par - fluxo salien-

te, fluxo entrante - determinard o fluxo dindmico da réde.
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Observacao: Nao se confunda fluxo entrante do nd com fluxo

imergente ao nd.

Por fluxo entrante do nd entenda-se: fluxo en-

trante nos ramos emergentes ao né. Igualmente,

por fluxo saliente do nd entenda-se fluxo sa-

liente dos ramos imergentes. ao nbé. Essas expres

s0es sao usadas ao confundirmos o controlador
do né com o préprio né.
‘ /

Seja (x(%),y%(%)) e R'xR" o valor do contréle
do né ); no instante t (j = 1,2,...,n). Para que o8 ve-

tores xl(t),xz(t)....... D(4) Qdefinam um fluxo saliente
. . ‘
06 W({).—. 2 X7(4)
)=t

e que 0s vetores yl(t),yz(t),......yn(t) definam um fluxo

entrante

27 Wz(fl = Z Yie)

ésses vetores devem satisfazer:

28 ngj(t) = ngj(t) i=1,2,...,n

4 Para que o fluxo dinadmico (Sﬂilt),gﬂz(él), defini-

do pelos contrdles no instante t, seja vidvel, devemos ter
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Q.Q(Yg(t)é d; ,oecewf(gj) (;j = 1,2,.”,11)
30 Problema Estatico Associado.

A condicdo de otimalidade do contrdle, no regime,
refere-se ao problema estédtico associado ao problema dindmi
co de transporte. Por problema estitico associado entende-
mos o (PT) (II-26) com intervalo de viabilidade [b,d] , ma
triz de incidéncia M e funcdes custo convexas fi, i=1,2,..m,

Vejamos, agora, as

31 Condicoes de Regime.

A condicdo de regime exige que o fluxo dinamico
(Wj({)’ (ﬂz(t)) , definido em (26) e (27) tenda, no regi-
me, a uma solugdo do problema estédtico associado. Formalmen

te, podemos escrever que (W"({)) (ﬂz(t)) deve satisfazer:
32 {&m e - Com i) = @< R™
—c> —r D

onde _SZ é solucdo do problema estdtico associado (30). 4
condicé@o (32) deve ser satisfeita para qualquer excedente
inicial q° € (0,4 ). Mais tarde, comentaremos a razdo da
restricdo, que ora fazemos ao espago viédvel dos excedentes

iniciais.

33 Viabilidade do excedente.

Os contrGles do sistema devem ser tais que, a to-
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do instante, o excedente da réde mantenha-se vidvel.

m ’ ”~
Se q(t) e/l é o excedente da réde no instante t
e q%¢ (0,€) é o excedente inicial da réde, a condicdo de

viabilidade do excedente fica expressa ‘por:

34 0&a(t) = q +/((pz(-e)-(p(¢})clé

A igualdade em (34) resulta da dindmica da réde (18).

35 Espacos de Informacdes.

Como dissemos anteriormente, estudaremos trés pro
blemas dindmicos, que diferirdo pelos espacos de informacdes

. dos controladores.

Cada controlador, em gqualquer dos trés problehas,
terid, em realidade, dois espacos de informagdes: o espaco
de informacdes paramétricas e o espaco de informacbes ins-

tantaneas.

0 espaco de informacgGes paramétricas conterd va-
ridveis que 86 poderdo ter os seus valdres alterados .como-
nove inicializag8o do sistema. (por ex.: funcgdes custo; li-
mite de excedente, etc.). O espaco de informacgGes instanta-
neas conterd as varidveis que podem ter seus valdres altera

dos em funcdo da evolucdo do sistema (excedente, por ex.).

A partir dos dados do espaco de informacgdes para-
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métricas, cada controlador definird uma politica que asso-
ciard &s informacgdes instantidneas os contrdles instanténeos.
Da busca dessas fungles parametrizadas é que consiste cada

problema dinamico.

Os espacgos de informacgdes paramétricas, de cada
controlador j, em cada um dos problemas dindmicos, sdo os

seguintes:

Primeiro Problema: intervalo de viabilidade de fluxo [b,d] ’
fungdes custo £, ,i=1,2,...,m, limj

te de excedente £ , excedente inicial

qOe [O9£1 . |

Segundo Problema: intervalo de viabilidade de fluxo [bi'di]!
funcdes custo f; » limite de excedente
e excedente inicial qg e(0, ¢;), asso-

ciados aos ramos OX; adjacentes ao nd ¥ e

Terceiro Problema: O espago é idéntico ao do segundo proble

ma,,

Os espagos de informagles instanténeas de cada con

trolador j, em cada um dos problemas dindmicos, s&o:
Primeiro Problema: o excedente instanténeo q(t).

Segundo Problema: os excedentes instantineos qi(t) nos
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ramos D(( ,» adjacentes ao nd f;.

Terceiro Problema: os excedentes instantaneos qi(t) nos
ramos o adjacentes ao né XJ , e in
formacdes instantineas pk(t)elz vin-
das dos controladores k, tais que [, é

adjacente a XJ .

Portanto, no terceiro problema, cada controlador
deve definir, além da politica de contrdle, uma politica de
informagles para os controladores adjacentes. A politica de

informagdes terd o mesmo dominio da politica de contrdle.

36 Primeiro Problems Dindmico de Transporte.

No primeiro problema, os dados que cada controla-
dor obtém do seu espago de informagles paramétricas sdo:
[b,d] y f£5, 1=21,2,...,m, € e q(0). A politica de con

trole de cada controlador j deverd ser uma funcgéo
m m m
Hy(b,d,F,£,q(0)) : R —= R xR

onde F é o conjunto das fi. A politica de contrdle deve as-
sociar a cada excedente instantdneo um par de vetores que
definam os fluxos entrantes nos ramos emergentes de {J e 08

fluxos salientes dos ramos imergentes a XJ .

Portanto, o contrdle assume a forma:
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(#quere [o,2])
37 Hy(0,4,7,4,a(0)) (a(%)) = (x3(8),57(¢))

- - m
onde xJ(t),yJ(t) e R devem satisfaszer:

38 W t>o) whyd () = w5xd(4)
: yi(t) =0 se Ms’i =0
3 (¢tso) |
xﬂ(t) = 0 se Mgk =0

A condicgd8o (38) representa a conservagido de fluxo
em XJ , enquanto que em (39) restringe-se o contrdle do con

trolador j aos ramos adjacentes a XJ .

Com essa notagdo fixada, enunciemos o primeiro

problema.

Emanciado do (PDT1).

40 (PDT1) Dada a réde (N,A) com n ndés e m ramos, en-
contrar, se existirem, funcoes
Hj(b,d,F, € ,a(0)), 3 =1,2,...,n,
parametrizadas por b,d,F, € e q(0), e com
valdres satisfazendo (37) - (39), que, para
quaisquer:
i) intervalo de viabilidade de fluxo [b,d]
ii) funcGes custo convexas £, 1 =1,2,...,m

iii) limite de excedente ¢
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iv) excedente inicial q(0) é.tO, 4],

gerémffluxos,dinﬁmicos.satisfazend6:

v) as condigdes de viabilidade e conservacao
do fluxo (26) - (29)

vi) a condicd8o de regime (31)

vii) a viabilidade do excedente (33).

41 Segundo Problema Dinamico de Transporte.

As diferencgas entre o segundo problema e o (PDT1)

sdo sbmente quanto a dimensdo dos espagos de informacdes.

No segundo problema, o espaco de informacdes paramétricas

do controlador j fica reduzido a bj,dj,Fj, ej,qj(o), onde
o superindice indica uma "restricdo" dos vetores e conjuntos
aos ramos adjacentes ao né 33, conforme a notacdo (24).

Da mesma forms que em (PDT1l), as politicas de
contrdle serdo funcdes definidas no espago dos exeedentes
instantaneos. Agora, porém, o espago de informagles instan
tdneas ficara reduzido ao excedente qj(t) nos ramos adja-

centes a )3.

Portanto, a politica de contréle deveri ser uma
funcao
. . ) e
Hj(baderFay eJ,qJ(O)) : [09 eJJ —-—-Pm x’R

A politica de contrdle deve satisfazer: (V¥ t20)

42 Hy(0,a3,79, €,4%(0)) ((8)) = (=3(8), 57 (%))
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43 w3xd (4) = ulyd ()
J - - _
- xk(t) =0 se Mjk =0
J _ +
yi(t) = 0 se My; =0

Com essas notas, podemos enunciar o segundo pro-

blema:

Enunciado do (PDT2).

45 (PDT2) Dada a réde (N,A) com n nés e m ramos, en-
contrar, se existirem, funcoOes
Hj(bj, ad, #3, &4, o)), j = 1,2,...,n,
parametrizadas por bj,dj,Fj, QJ,qj(O) e
‘com valOres satisfazendo (42) - (44), tais
que, para guaisquer:
i) intervalo de viabilidade de fluxo [b,d]
ii) funcgOes custo convexas £, 1=1,2,...,m
iii) limite de excedente ¢
iv) excedente inicial q(0) € (0, € )
gerém fluxos dindmicos satisfazendo:
v) as condigOes de viabilidade e conserva-

cdo do fluxo (26) - (29)

vi) a condicgdo de regime (31)

vii) a viabilidade do.excedente (33).
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46 Terceiro Problema Dindmico de Transporte

O terceiro problema difere do segundo apenas no
espaco de informagoes insténténeas‘dos controladores. Ago-
rg, o0 espago de informag6es instahtdneas, de um controlador
em dado nd, serd um pouco "ampl&ado“: incluira informagGes
provenientes dos controladores dos nds adjacentes a0 né
considerado, além dos excedentes instantdneos nos ramos ad

jacentes.

A informacdo extra, que seria intercambiada entre
dois conmtroladores de nds adjacentes, deverd ser sob a for
ma de um namero real. Portanto, a dimensdo do espago de in
formagoes instantdneas, no terceiro problema, excede em uma
unidade, por nd adjacente, a dimensZo daquele espago 1o se |

gundo problema.

A informac8o instanténea adicional entre contro-
ladores adjacentes sera estabelecida por fungdes parametri
zadas pelas informacgoes ﬁaramétricas, e definidas no espa-

. ¢o de informagdes instantidneas de cada controlador. Ou seja,
dadas as informacdes paramétricas |

Coud L, 8, AT
a funcdo de informacgao Ej(bj,dj,Fj,‘Cj,qj(O)) do con

trolador j sera tal que:
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N . ;o N R m; .
47 E;(09,a7,8, ,49(0)) : R’ x[o,¢] —= R

48 B5(03,00,79, ¢',03(0)) (23(),a3(+)) = py() eR

onde my é o nmimero de ndés adjacentes a X} , € pj(t) é um
m‘
vetor de [R ’ formado pelos pk(t) dos nés YKGN adja-

centes a K&.

A politica de contrdle serd definida de forma se-
melhante a dos problemas anteriores tendo, agora, como do-
minio, o espago de informagles instantféineas ampliado. Dessa
forma, dadas as informagGes paramétricas, a fﬁngéo de con~-

trole

49 Hj(bj;dj,Fj, (‘i,qa(o)) . RmJXCO' eJ] __"_mmxmm

do controlador j, deveri satisfazer:

50 H;(09,a3,79, €,03(0)) (23(8),07 (%)) = (I (%),5(%))
b Y = J
51 Miy;(t) = Myx<(t)
xﬁ(t) = 0 se M;k = 0
J
yij(t) = 0 se Mgi = 0

Com essa notacdo, enunciemos o (PDT3).
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Enunciado do (PDT3).

53 (PDT3) Dada a réde (N,A) com n nés e m ramos, encon
trar, se existirem, funcgoes .
Ej(bj,dj,}?j, ¢ ,43(0)) e Hj(bj,dj,Fj, ¢ ,q3(0)),
j=1,2,...,n, parametrizadas por
bj,dj,Fj, 85, e qj(O) e com valores satis-
fazendo (47) - (52), tais que, para quaisquer:
i) intervalo de viabilidade de fluxo [b,d]
ii) funcdes custo convexas f;,,1=1,2,...,m
iii) limite de excedente &

iv) excedente inicial ¢q(0) ¢ [0, e]

gerem fluxos dindmicos satisfazendo:

v) as condigOes de viabilidade e conservacéo
de fluxo (26) - (29)

vi)a condicdo de regime (31)

vii) a viabilidade do excedente (33).

SECCAO 4 - SOLUGCAO DO PRIMEIRO PROBLEMA DINAMICO DE TRANS-

PORTE.

O (PDT1) sempre admite solugd@o que pode ser tri-
vialmente encontrada. Considere-se o problema estatico de
transporte associado ao (PDT1l). Dado um algoritmo para a
resolucéio de problemas estdticos de transporte, (varios al

goritmos encontram-se nas referéncias citadas) podemos defi



ITT 48

nir um mapeamento H que, a partir da matriz de incidéncia da
réde, do intervalo de viabilidade do fluxo, das fungoes cus-

to, associa uma solucdo do problema estatico de transporte.

Entdo, o mapeamento H é da forma:
54 H(H,b,d,F) = Pe B
onde M é a matriz de incidéncia da réde, [b,d] o intervalo
de viabilidade do fluxo, ¥ o conjunto de funcdes custo con-
vexas e .(‘5 a solucao do prdblema de transporte. Através do

mapeamento H, podemos definir a politica Hj(b,d,F, €,q(0)),
m o,
de Rma xlkm, para cada no I
=i =i . p™
Sejam xY,y e R vetores dados por:

XJ

K o se ok ¢ w(Y;)
Ve se o € wi(y;)

U

yi - o Se o ¢ w+(54)

onde -{5 é dado por (54). Para definirmos a politica, basta
tomarmos:

55  (¥ae (0,€]) Hy(b,a,F, €,a(0)) (@) = (&, 79)

E evidente que com essa politica de contrdle, t6das as con-

dicbes do enunciado do (PDT1) sdo satisfeitas.

0 resultado importante da politica (55) é que es-
sa politica independe, seja do excedente inicial, seja do
excedente instanténeo, €. o regime é atingido em tempo fi-

nito.
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SECCAO 5 - CONCLUSZO

No estudo da descentralizacdo de contrdole de uma
"réde dindmica de transporte", os trés problemas que apre-
sentamos; representam trés niveis de descentralizacao qua-
litativamente distintos. No primeiro problema, apesar dovcog
trole descentralizado, a informacéo total de gue dispdem os
controladores implica em que cada controlador aja como agi-

Y , o - ~
ria um centro unico de decisao.

0 terceiro problema apresenta-se, na escals de
reducao de informacdes dos controladores, em segundo nivel.
O sistema passa, entdo, a ter uma descentralizacio real, ndo
somente em relacdo ao contrdle de decisfes, como em relacgdo
& disponibilidade de informac@o de cada centro de deciséo..
A descentralizacdo da informacZo no segundo probleme impor
ta, em térmos préaticos, em uma economia na implementacdo e
manutengéo do sistema de controle. De fato, no primeiro pro
blema, o "custo de operagdo" é elevado, ja& que todo o con-
junto de informacgdes paramétricas deve ser distribuido a to

dos os centros de decisdo.

Apesar dessa reducao no espaco de informacgdes, ve
remos que, no terceirovproblema, a informacdo intercontrolg
doresQé de certa forma "equivalente" & informacd8o total no
sentido de permitir que cada controlador construa parte da

similacdo de (PT) obtendo a simulacdo completa através da
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informacdo intercontroladores.

0 segundo problems apresenta-se em um nivel supe-
rior ao do terceiro, no escalonamento de reducdo da informa
cado disponivel aos controladores. Nesse caso; a inexistén-
cia de informagSes intercontroladores restringe o espaco de
informagdes instanténeas a variaveis fora do contrdle total
de gquaisquer dos controladores. Como as politicas de contrd
le independem do tempo, a variagio do excedente ndo é um da
do acessivel. Se algum tipo dé meméria existisse nos centros
de contrdle, informagles sdbre as variédveis nfo locais po-
deriam sér obtidas pelos controladores por integragao de ex

cedentes, por exemplo. Isto nao é, porém, permitido.

Percebe-se, portanto, gue no segundo problema, a
descentralizac@o chega ao "maximo ou prdéximo déle". Com is
s0 queremos dizer que uma redugdo maior do espacgo de infor
magoes deverd, em geral, impedir a existéncia de solucéo.
Isto nos permite dizer, de modo impreciso, que o segundo pro
blema representa a descentralizacd@o com o "minimo de infor-

macOes" para os controladores, que admite solugdo.

Quanto aos aspectos técnicos dos emunciados, que
‘remos discutir, agora, a razdo da restricdo do excedente
inicial q{(0) ao intervalo (0, ¢ ). Primeiramente, obser-

ve-se que no primeiro e terceiro problemas, o excedénte ins
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tantdneo nfo chega a ser uma informacdo de crucial relévo
para os controladores. O mesmo nio acontece no segundo pro
blema, onde o excedente instantidneo é a Unica informacfo

/

instantinea de que dispdem os controladores.

Se o excedente inicial f6r igual a O ou ¢ , qual-
quer contréle viévél, i. é, que garanta a viabilidade do ex
cedente, manterd o excedente inalterado. Isto é devido ao
fato da soma dos excedentes dos ramos ser constante com o
tempo. Em outros casos, menos triviais, se os excedentes ini
ciais dos ramos assumem valores extremos, as conclusdes aci-

ma ainda sfdo validas.

Consideremos, como exemplo, a réde abaixo, onde

o8 numeros nos ramos indicam o valor do excedente inicial:

No exemplo acima, pode-se verificar que nenhum
contrdle vidvel para os nds Yo, 0 830 ¥e poderd alterar o

excedente.

Nos casos acima, além das informacdes locais pa-
ramétricas e do excedente instantineo, alguma outra infor-

mecéo tem que ser fornecida aos controladores para que pos
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sam estabelecer o fluxo estidtico. Mas essa informagéo; exis
tente no primeiro e no terceiro problemas, inexiste no se-
gundo. Portanto, para alguns tipos de réde e alguns casos
de excedentes iniciais extremos, nio existe uma politica so

lucdo do segundo problema.

Existe uma classe de rédes que admitem, em prin-
cipio, solucgdo para o (PDT2), mesmo com excedentes iniciais
extremos. Esta classe é a das rédes. fortemente conexas ("pa
ra qualquer par ordenado de nds, existe uma cadeia do pri-
meiro ao segundo né com todos os ramos positivamenté orien
tados"). Contudo, mesmo para essa classe, 0 vetor exceden-

te inicial igual a O ou € & proibido.

Uma outra razao para excluirmos a possibilidade
de excedentes iniciais extremos surgird como consequéncia
de nosso método de solugdo para o (PDT2),e serd apresenta-

da entdo. (Ver (V-24)).

Para a resolucdo do segundo e terceiro problemas,
necessitaremos de resultados de dualidade do problema estd

tico de transporte, que apresentamos no préximo capitulo.
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carpfrTrUuLno IV

DUALIDADE EM PROBLEMAS ESTATICOS DE TRANSPORTE

SECCEO 1 - INTRODUCXO

No capitulo anterior vimos o modélo dinémico de
rédes e os enunciados de alguns problemas dinfmicos de trans
porte. O fluxo dindmico caracterizava-se por nio satisfazer

necessariamente a conservacdo de fluxo nos ramos da réde.

Para estudar os. problemas dindmicos de transporte,
interessa-nos considerar o conjunto de pontos vidveis do (PT)
(11-26) como formado por fluxos dindmicos vidveis satisfazen
do a restrigio de conservacgd8o de fluxo nos ramos da réde.
Dualizando em relacgdo a esta restrigdo o problema resultan-
te, obteremos um problema dual com caracteristicas de sepa-
rabilidede, de grande valia para a resolugdo do (PDT2) e

(PDT3).
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 Apresentaremos néste capitulo o estudo de duali-
zagdo proposto acima, seguido de alguns lemas necessarios

a4s solucdes de (PDT2) e (PDT3) propostas no capitulo V.

Para podermos aplicér a teoria de dualidade de
Geoffrion [2} , necessitaremos da hipétese de estabilidade
de (PT). CondicgOes suficientes para a estabilidade de (PT),
mais fhcilmente verificaveis, serfio utilizadas em nosso tra
tamentd. Além disso, as hiplOteses de convexidade estrita e
continuidade das fungdes custo serao assumidas, para desen

volvermos a solucdo dos problemas dinémicos.

1 Em todo o capitulo, consideraremos uma réde (N,4A),

conexa, com n ndés e m ramos dados por:

2 N = { 1 X},.- ) X; 5

3 Av={o(1,o(,v.,...ozm5
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SECCAC 2 - DUALIDADE EM PROBLEMAS ESTATICOS DE TRANSPORTE.

Nesta secgao, veremos alguns resultados em duali-
dade do (PT) (. I1I-26) que permitirdo intgrpretacbes dteis
do conceito de fluxo dindmico e servirdo/ & andlise das solu

cOes dos problemas dindmicos de transporte.

Dualidade em problemas estdticos de transporte tem
sido bastante estudada em diversos trabalhos. Ford [3] suge
re um algoritmo para resolugd@o do (PT) com funcdo custo li-
near, baseado em estudos do problema dual. Berge [l} faz o
mesmo em relacggo ao (PT) com funcdo custo coﬁvexa. Muitos
outros algoritmos para a resoiugﬁo do (PT), propostos na 1i
teratura, seguem a idéia de resolver os problémas dual e pri

mal simmltaneamente.

Nos problemas estdticos, abordados nos trabalhos
citados acima, as restrigdes presentes séo restrigdes de via
bilidade do fluxo e conservacgdo do fluxo nos nés. A dualiza

¢do é realizada em relagio a estas restrigdes.

Em nosso trabalho, em rédes. com fluxo dinémico, in
teressa-nos explicitar vinculos de "conservagdo do fluxo nos
ramos", no seguinte sehtido: no problema "estatico" o conjun
to de pontos viadveis é formado peloé fluxos dindmicos vid-
veis da réde que em cada ramo tenham o fluxo entrante igual

ao fluxo saliente. Métodos de resolugdo de problemas dindmi
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cos resultardao da dualizagao do probléma estitico associado
em relagdo a essa restricdo. A varidvel dual poderi, entéo,
ser considerada como potencial ou uma tensfo da réde. A for
milagdo do problema dual que usaremos seguird a abordagem de

Geoffrion [2] (ver apéndice A, pag.A-4)

Consideremos a réde conexa (N,A) definida em (1)
) ~ - m
e seja M a sua matriz de incidéncia. Sejam b,d ¢ R tais que

0gvgd e f; , i=1,2,...,m fungdes reais estiritamente

convexas, continuas e subdiferencidveis em [bi,di] respec-

tivamente. Adiante, no texto, comentaremos a necessidade des

sas hipdteses.

Suporemos, ainda, que a réde acima é vidvel, i. é,
o conjunto: |
$(b,d) = { (peﬂ?\mf Myg=0 , We[b,d] 3
é nio vazio. Com essas hipdteses, podemos concluir que o
(PT) correspondente admitird uma Gnica solugéo '('pe H(v,d).
De fato, como %(b,d) é compacto e ndo vazio, a contimui-
dade da fungio custo garante que seu infimo é atingido em
é (v,d). Da convexidade estrita das funcdes custo resulta

a unicidade da solugao
Consideremos com¢o problema primal o seguinte
4 Problema

5 Min { Zm f( () -l—-F;(Yc) l(’X,V)é é;(b,dlj

vt
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6 suj. a y-x=0
onde :
7 F (b,d) = 9 R MY -Mx x,ye[b,cu}

No problemal (4), §%§b,d) é o conjunto de fluxos
dindmicos viadveis de (N,A) onde, para cada (X,y)e¢ §D(b,d),
x & o vetor de fluxos salientes e y o vetor de fluxos en

trantes.

0 problema (4) é equivalente a (PT). De fato,
(X,¥) é solugdo de (4) se e 86 se ;5 =X =7y foér solucgéo
de (PT). Em particular, o valor de (5) no ponto de étimo &

o ddébro do valor 6timo de (PT).

Dualizacdo do Problema (4).

Consideremos. agora, 0 problema dual de (4):

m

8 Max {In-ﬁ Z f;(x;_)+f;(v,;] + W (y-%) g
| ue R ‘(xyle B(bd) =

Note-se que em (8) houve uma dualizac¢do do proble
ma (4) somente em relagdo ao vineulo (6). Como o vinculo (6)
& linear e as fungdes custo sfo subdiferenci&veis, o proble
ma (4) é estavel no sentido de Geoffrion [2] . Portanto, o
problema dual (8) admite uma solugdo e os problemas (4) e

(8) tém valdres iguais (teorema de dualidade: apéndice 4,

Pé»g- A'?) .
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Estudaremos, em seguida, o problema de infimiza-
m
¢éo, que aparece entre chaves em (8). Fixado uelR o pro

blema

m

? Min Z fi (%) + £ (%) + Wy-%)
(X,V)e i_éb,d) t=4

admite sempre uma uUnica sclugdo. De fato, temos que

Z# Pb,d)x Blb,d) = P(b,d)
e que §D(b;d) é compacto; como a funcdo critério de (9)
é contimua e estritamente convexa (soma de uma funcdo line-
ar com uma fungdo estritamente convexa) o minimo de (9) é

alcancado em um unico ponto de §l>(b,d) .

Separabilidade do Problema (9).
| Devido & estrutura das matrizes de incidéncia, o
problema (9) é separavel em um sentido particular, gue pas

saremos a analisar.
A dnica relacdo que acopla as diversas componen-
tes de (x,y)€ @D(b,d) é a equacgdo:

10 Mty = M x

Em particular, na equacdo

-

11 uly = 15 x j€{1,2,...,n}

sbmente entram em jogo as componentes x; e ¥, tais que
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08 1amos ;e O(K s80 respectivamente, emergentes e imer-
gentes ao nd ,}; . De fato, (11) é a equacd@o de conservacao

do fluxo dindmico (x,y) no nd XJ .

Além do mais, se & e & sdo ramos, respectiva-
mente, emergente e imergente ao né Jf.eN entdao as compo-
nentes x; e y, do fluxo dindmico (x,y) somente aparecem
na equagdo (11) com j =r .

Concluindo, o problema (9) é passivel de separar-
se em n subprobleinas independentes em cada um dos quais en-
tram em jOogo somente os fluxos emergentes e imergentes de

um dado nd. O subproblema j é da forma:

12 Problema (PDj).

13 Min 2 fi () = wex; +Z'ﬁg(){<)+uk’yk

o(;eu)"(bs.) a{&ew*%)

14 suj. a
Z X =§ Y
o« ewTy;) o ewty;)
15 b, £ x;2 4, para A, € (;o'(x‘.)

16 b, € ¥ € 4 para o € W)

onde W'(XJ') é o conjunto de ramos imergentes ao nd ,)3 e

w"'(XJ-) o conjunto dos ramos emergentes de XJ .

0 (PDj) admite sempre uma dnica soluc@o por ser
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um subproblema do problema (9). Além disso, os vetores (X,y)
formados com as solugbes dos (PDj), j = 1,2,...,n serio
solucdo de (9) enquanto os valdres de (9) e a soma dos vald

res dos (PDj) sao iguais.

Observe-se, ainda, que para a resolucdo de cada
(PDj) é necessario o conhecimento somente das componentes

de u e das fungoes fi’ associadas aos ramos adjacentes ao .:
.

noé 3} .

Bsses résultados levam-nos a concluir que o pro-
blema (9) pode ser resolvido com decisf@o descentralizada e
informagdo parcial. As decisOes de cada um dos n controla-
dores ou centros de decisdo sdo sObre as cbmponentes dos flu
x0s nos ramos adjacentes a cada né. A informagdo parcial res

' tringe-se aos intervalos de viabilidade, fungées custo e com

ponentes do vetor u nos ramos adjacentes ao ndé considerado.

E evidente que se o vetor u é uma solugio do_bro—
blema dual (8), a solucgdo Unica do problema (9) é um fluxo
estdtico 6timo para o (PT). Nesse caso, se as decisdes dos
controladores sdo tomadas a partir da resolugao dos subpro-
blemas (PDj) entdo tais decisdes conduzirdo ao estabeleci-

mento de um fluxo estidtico Otimo na réde.

0 vetor u é, portanto, de importadncia relevante.

No capitulo V veremos que as solugbes do (PDT2) (III- 45 )
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e do (PDT3) (III-53) podem ser reduzidas & resolucgio do
(PDj). Havera, contudo, em cada uma dessas solucgdes, inter

pretacoes distintas de vetor u.

As Solugdes dos (PDj).

Interessa-nos, agora, caracterizar a solucdo de
(PDj). De fato, existe uma relégéo direta éntre a solucao
de (PDj) e os subgradientes das fungdes custo envolvidas.
Essa relacgdo seri apresentada no lema (17), que enunciare

mos em seguida.

16a . Primeiramente, observemos que devido & convexida
de estrita das funcdes custo, existe uma "fungdo inversa'
de cada subdiferencial 9df, (ver apéndice A, pég.A-%).
Em outros térmos, existem funcdes hiﬁm-ﬂﬁﬁi,gJ , i=1,2,...,m
crescentes,continuas e sobrejetoras, satisfazendo:

( V @i e Lba,dﬂ) S afc(tpz))

hy(s;) = P |

As fungodes h; 880 univocamente determinadas pelas funcdes

cqsto fi .

A relacgdo entre a solucdo de (PDj) e as funcoes h,

é apresentada no seguinte

17 Lema Suponhamos que as fungdes custo £,

i=1,2,...,m , 830 subdiferenciiveis, estritamente conve-
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xas e continuas e que é(b,d) ZB.0par (%,7)eRxR™
é solucdo de (PDj) com u =1u se e 86 se (X,y) satisfasz,

para algum p. e /R , as seguintes condigdes:

J
18 h((-ﬁ"c+pj)=§z Y a; e WY )
19 b (Te—p; ) =% ¥V o e Wy

20 2% o= >,

Ky e W) o ewy;)

Prova: Primeiramente, mostremos que o sistema de equacles
(18), (19), e (20) sempre admite solucgéo em X, € J;, pa-
ra algum pj.

Substituindo (18) e (19) em (20), obtemos:

21 _ |
> -—h(d-g)+ > h(-T p) =0
MKGCA)~(XJ) 0( €w+(yj
Portanto, se existir P satisfazéndo (21) entdo o sistema
(18), (19), (20) admitiri uma solucio em X_ e J..

Mes, a funcdo h:R—=M definida por

22 hipd= T h (Taep) = > he(T- py)

ol e WY ) Q’Kiw'(Xj)



v 63

é uma funcéo crescente e continua em Py, Ppois as fungSes hy

sdo crescentes e continuas. Como as fungdes h; sdo crescen

¥*

tes e sobrejetoras, existem E;j’ 3

eR, p; < p’g, tais

que

N h(Bi)= 2 b - 2 d,

o; &w+(b’$) “K‘-w'(lfj)

IS D

AewHly;) deew ;)

Por hipdtese, i(b,d) é nfo vazio. Entdo, pelo
teorema de existéncia de fluxo viavel (II- 32 ) temos de

(23) e (24) que
25 h(Sj) <0
26 h(pg) >0

Como h é uma funcdo crescente e continua, pelo teo
rema do valor médio e de (25); (26) concluimos que existe

< v & 7 satisfazendo

Pyr Py S % & Py
h(pa) =0
ou seja, satisfazendo (21). Logo, o sistema (18), (19), (20)

admite uma solucdo.

Basta mostrarmos, agora, que t0d4a solucdo do sis-~

tema de equacgdes (18) - (20) é solugdo de (PDj). De fato,



nesse caso, podemos concluir que a solucdo de (PDj) sera so
lucéo de (18) - (20), pois éste sistema de equagles sempre

admite solugéo.

Seja (X,y) solucdo do sistema (18) - (20). Entdo,
devido & definigdo dos h, e a (20), temos que (x,y) é vid

vel para (PDj). Ainda da definicé@o dos h; e de (18), (19),

deduz-se a existéncia de pje R satisfazendo:

27 __‘a‘a.r,%'e 3/(-(}?] VD(,;GL«J*(JQ/

28 W -p € 2 (Z) Vo e wiy;)
ou ainda:

% Pi € 2%+ Vo € WHY)
30 b € DPAE,) - Ty Ve ewly;)

Denotemos por

Frvi= 20 fo) + Ww

e por o; € W""(Xj)

Fj—'(” = Z fK(*K)"'“O‘«

oG € w‘(xj)
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Entdo, da definigdo de subgradiente e de (29) e (30) podemos

escrever que, em particular:

(¥ xyelvd] | = %=3 % )

Méw*(x_,) dgéw-(Xj)

31 Fly) + ) 3 F9)+F &)+ py 2 (%) +
i ew*ly)

Mas, como (X,y) e (X,y) em (31) 880 viaveis para

(PDj), temos que

32

-2 x |- p(ZF TR Lo

(%ew*(xj) O(Kew“(x;) & ew"(g(} €W ()

Substituindo (32) em (31), concluimos gque

+ — o -
Flvl+ F(x) > F(9) + F(X)

e portanto (X,y) é solugéo de (PDj). \ <3

A caracterizac@o das solugdes de (PDj) apresenta-
da no lema (17) é bastante poderosa para a resolugdo déste
problema. De fato, a solugéo de (PDj) serd formada pelos
.zk e y; dedos em (18) e (19), onde P é uma solugéo
qualquer da equagdo (21). Reduz-se assim, a resolucao de

(PDj) a0 cdlculo de um zero de uma fungdo crescente.

Além disso, o lema (17) terid importéncia tedrica
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no desenvolvimento das solugles de (PDT2) e (PDT3),.no capi

tulo V.

33 Consideremos, agora, a funcgéo D:ﬂfq—*>mrhue a cada
WeR" associa DY) = y'- x*

¢cdo do problema (9) comu = w*. Como (x*,3") é um fluxo

, ~ onde (x*,y%) é solu
din8mico viével para (N,A), devido & dinadmica da réde, o
vetor D(u®) = y*- x* serd a derivada do excedente provo-

cada pelo fluxo (x*,y") em (N,A) (ver III- 17).

A func@o D definida em (33) seri relevante no es-
tabelecimento da solucdo de (PDT2). Interessa-nos, portanto,
caracterizéd-la em térmos dos subgradientes das funcles cus-

to.

Fixado WeR™, seja p*«R” o vetor formado pe
los PS solucgdo da equacdo (21) com u = u'. Seja og=(&,4.)
um ramo qualquer de A. Ent@o, temos que a i-ésima componen-

te de D(u®) é dada por:
PN "

Da definigao de &; temos que - 4] é_w*((;} e

o € WY . Portanto, y; é computado no problema (PDj)

e x; ¢ computado no problema (PDk). Aplicando o lema (17),

. o ~
. concluimos que x; e y; sao dados por:

&% _ R* *
35 xi = hl("‘ul o pk)
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v )

¥ k4
36 i = by + By

De (34), (35) e (36), concluimos, pois, que.

onde o=, ¥JeA e 1], p’f; sfo reais quaisquer,
satisfazendo:
-38 Z h, (W + P} z h, (+. = -pt)
o € wry;) dew(&
*
39 Z . (~bLA+ PKJ = E h, (+qr-,-P:)
04 € W % o, e w(Y)

No capitule V mostraremos que a fung@o D é lipchitziana uti

lizando o resultado acima.

As Solucdes do Problema Dual (8).

Apresentaremos, em seguida, uma caracterizacdo do
conjunto de solugOes do problema dual (8) a partir da fun-
géo D.

Seja fL o conjunto definido por:
A m -
40 _n_={ueﬂ2 D(uw)=0

0 lema que se segue estabelece a identidade entre L2 e o

conjunto de solugles do problema dual (8).
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—-— m rd ~
41 Lema: O vetor u e K e solugao do problema du-

al (8) se e 86 se u efL .

Prova: Se weR™ & solugdo de (8), como o problema de
infimizagdo (9) admite uma dnica solu¢do, .entfo,.:eSta serd
soluc@o do problema primal (4). Portanto, a solucdo de (9)

com u=u sera um fluxo estdtico. Logo, D(u) = 0, ou

seja, ueJdlL.

Suponhamos, agora, que u efL e gque (X,y)e §D(b,d)
é a correspondente solugdo do problema (9). Se (X,y) é solu
cdo de (9), serd, em particular, solucdo de (9) com a res-

- tricdo adicional .

42 y-x=y-X

Portanto, (X,y) sera solugdo do problema:

+ | Min Z f;(’kz)*fz(‘jzh T (y-x)

(%,v)e §D(b,d) L=y
suj. a8 y-x=20
pois
y-xXx=D(1) =0
Mas, (43) é equivalente ao problema primal (4) tendo, por-
tanto, valor igual ao problema dual (8). Logo, u & solucdo

dge (8). 4

Do lema (41) conclui-se que se u e®” é tal



que as solucdes dos subproblemas (PDj) geram um fluxo esté-
tico na réde, entdo o fluxo resultante é o fluxo Stimo para

o (PT).

44 Uma conclusao importante que obtemos do lema (41)

é que £L é ndo vazio. De fato, como o problema primal (4)

é estivel, o problema dual admite pelo menos uma solucdo.
Esse resultado é essencial na prova da estabilidade da so-

lucdo do (PDT2), que propomos no capitulo V.

SECCAO 3 - CONCLUSZO

A dualizacdo de (PT) desenvolvida néste capitulo,
representa uma ferramenta poderosa para a andlise de proble
mas dindmicos de transporte devido & estrutura do problema
de infimizaééo (9). Os subproblemas (PDj) resultantes da
separacéio do problema (9) tém por prinéipal caracteristica
a estrutura dos conjuntos de dados necessarios & sua reso-
lucdo: o conjunto de informagdes paramétricas de um contro-

lador no (PDT2) ou (PDT3).

Os resultados em dualidade, obtidos néste capitu-
lo, partiram da hipétese de que as fungles custo sdo subdi-
ferenciédveis e que o (PT) admite uma Unica solucdo. Contudo,
a hipétese de subdiferenciabilidade é usada apenas para ga-

rantir estabilidade do (PT). O lema (17), inclusive, pode
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gser provado a partir do teorema de otimalidade (II-36), ou
ainda, a partir da estabilidade de (PT), ao invés da subdi

ferenciabilidade das funcdes custo.

0 lema (17) terad importéncia fundamental na defi
nicdo das politicas solucGes do (PDT2) e (PDT3). O sistema
resultante da aplieagdo da politica de contr6lé_soluq§o do
(PDT2) serd um sistema dindmico. A fungdo D, definida em
(33) sera utilizada para a descric@o da equagdo de estado
déste sistema. O conjunto 42— definido em (40) estd rela-
cionado ao conjunto de pontos de equilibrio do sistema di

namico.



CAPTITULO V

SOLUGAC DO (PDT2) E (PDT3)

SECCAO 1 - INTRODUCAO

Os resultados em dualidade do (PT) vistos no ca-
pitulo anterior sdo promissores para a resolugdo do (PDT2)
e (PDT3). De fato, baseamos as solucoes dagueles problemas

dindmicos nas conclusdes obtidas da dualizacgao de (PT).

Se compararmos os enunciados de (PDT2) e (PDT3)
podemos verificgr que t4da solugdo de (PDT2) é uma solucg@o
de (PDT3). Contudo, a informacgao adiciohal, existente no
(PDT3) entre controladores adjacentes induz-nos a procurar
politicas de contréle solucéo déste problema que indepen-
dam do excedente. Veremos que iste é impossivel na formla

gao de (PDT3) que apresentamos.



Pixar-nos-emos na resolugao completa de (PDT2) de
finindo politicas de contrdle utilizando o lema (IV-17). A
otimalidade no regime da sblugéo sera consequéncia de‘pro-
priedades da funcdo D e do conjunto _). definidos no capi

tulo anterior.

Para podermos utilizar os resultados de dualidade
desenvolvidos no capitulo precedente, assumiremos as hipé-
teses feitas; ou séja; as func¢les custo sdo estritamente
convexzas, continuas e subdiferencidveis e o conjunto de flu
xo0s. vidveis é nd@o vazio. Na solug@o do (PDT2) imporemos uma
hipétese adicional sdbre as fungdes custo para podermos pro

var a estabilidade assintdtica.

SECCKO 2 - SOLUGAO DE (PDT3)

Mostraremos inicialmente que as politicas de in-
formacdo em (PDT3) n3o podem ser completamente independen-

tes do excedente instantaneo.

Suponhamos que seja dada uma solucao de (PDT3). A
politica de informacdo da solucio em um dado né J; € N, as
socia as informac¢Ges instantineas de qj(t) e pj(t) a in-
formacao pj(t) do controlador j . Entdo, o conjunto das
politicas de informacgdo define uma funcdo E que a cada ex-

: ~ n
cedente qé [0, £] e a cada vetor de informacio p ¢ K



associa o vetor de informagdo p , ou seja:

(¥a el[0,8]) (¥p eR™ )
1 p = E(q,p)

Fixado ¢ € [O, e_] em (1), vemos Que as componen-
tes do vetor p dependem das componentes do préprio p .
Para que em (1) ume componente Py nso dependa do prdéprio
ps , 0 que n3o teria sentido, devemos ter alguma componente
Py de p dependente apenas de ¢ . Conclui-se, portanto,
que t0das as componentes de p dependentes: de Py sdo de

pendentes de q .

Mostramos, portanto, que p depende do excedente
e como os contrdles sdo fungbes de p e q concluimos que
o contrdle em (PDT3) ndo pode independer do excedente ins-

tanténeo.

2 A impossibilidade das politicas de contrdle solu-
¢cdo de (PDT3) independerem do excedente instantineo é ine-
rente ao proprio emunciado de (PDT3). Uma maneira de contor
narmos essa restrigéo seris, por exemplo, reenunciarmos o
(PDT3), sem alterar a estrutura de informagdo, de forma a

permitir uma discretizacdo no tempo.

Com a discretizacgido, o vetor de informacdo p(t)



86 poderia ser alterado nos instantes t = k At,At>0, kelV.
Nesse caso, o0 vetor de informacZo em um instante k At se-
ria func¢8o do vetor de ihformagﬁo em (k-1l)At . Essa abor-

dagem néo seri realizada neste trabalhoy

Uma ferramenta Util na andlise de solucdes para
(PDT3) esta na simmlac@o analdgica do (PT) apresentada na
seccao 3 do capitulo II. Vimos ali que & partir do (PT) po-
demos consiruir um circuito elétrico, com a mesma topologia
de (N,A), composte de dispositivos controlados por tensio,
tendo como vetor corrente solucdo um fluxo:6timo de (PT).
No circuito elétrico, o potencial de um dado né e as corren
tes nos'd19positivos com um terminal neste nd dependem ex-
clusivamente désses dispositivos e dos potenciais dos nds
adjacentes. Portanto, os potenciais nos ndés adjacentes a ca
da né sdo informagles relevantes para o estabelecimento de

un fluxo 46timo.

Para a implementacdo dos dispositivos com um ter-
minal em um dado ndé do circuito, necessitamos apenas do co-
nhecimento das fungOes custo nos ramos adjacentes ao nb da
réde associado aquele nd do circuito. Como essas fungdes cus
to fazem parte do espaco de informacdes do controlador désse
né, o controlador do né pode implementar essa parte da sim

lacao analdgica.



Do conjunto de resultados acima, podemos chegar
a seguinte conclusfo: se o controlador de um nd recebe a in
formagéo dos potenciais 6timos dos nds adjacenteé na simala
gdo, entdo ésse controlador poderd determinar um potencial
6timo para o seu né e os fluxos Otimos nos ramos adjacentes
a0 seu né. Este resultado serd formeslizado através do teore

ma (3) a seguir e fornecera uma “"solugdo pratica® para (PDT3).

As conclusdes relativas a simmlagdo analdgica sdo

vélidas desde que as hipdteses de convexidade estrita das

funcdes custo e existéncia de um fluxo estdtico vidvel se

jam satisfeitas. O teorema que apresentamos adiante, assu-

me, além das hipdteses acima, que as funcgdes custo sdo con-

tinuas e subdiferenciaveis. A prova do teorema faz uso do

lema (IV-17) e do teorema de otimalidade (11-36).

3 Teorema: " Suponhamos que sejam validas as hi-
pbéteses acima e que a informagdo que cada controlador

fornece aos controladores adjacentes, a partir das informa
J

J

¢des instanténeas p' e g é um real P; qualquer sa-

tisfazendo:

4 . 2 hl(’Pé+ pa) - : hk(pr_pj) =0

o= (f; - fs) e wy;) oG = (¥e, §;) e w7 (;)



Entéo, o'fluxo dindmico gerado pelos contrdles (x’ , y9)

j=1,24...4n , dados por:

5 xg = By (pp-py) ¥ k tal que o =(f ) e
6 xfc =0 Vk tal que o ¥ w=({;)
7 Yg = by(-pg Py) Yi tal que “@=(ﬁ, rs)
8 yi=0 Vi tal que x. & W)

(j = 1’29'°-,n)

é um fluxo estdtico 46timo para (PT).

Prova: Mostremos inicialmente que a equacdo (4) admite
gsolucédo em Py - Substituindo os xi‘c e yg , dados em (5)
e (7), na equacéo (4), obtemos:

9 _S_ in = Z yg
K ew(y) K ewry;)

Mas, através do lema (IV-17), concluimos que o sistema de

equacoes (5), (7) e (9) admite solucdo nos xil y i e Py -
Logo, existe p:j satisfazendo (3). Devemos mostrai‘ agora
que o fluxo dindmico gerado pelos contrdles (xj,yj),

j=1,2,...s0 , & um fluxo 6timo para (PT).

Primeiramente, observemos que 0s contrdoles satis-

fazem a equagdo de conservagdo do fluxo nos ndés da réde. De



fato, as equagdes (4) - (8) implieam em (9), ou seja, a equa’

cdo de conservaci&o do fluxo em
10 uryl = w3 I
é satisfeita.

Além disso, por definicd@o das funcdes h,; ,
i=1,2,...,m , temos que

by £xf 4 K € ()
J
by £y £ 44 o, éw-f(XJ,) |
Portanto, os vetores
n
1 3 i
11 L= :E x <R
j'.—_
—-—-——-"‘n . c 12"\'\

12 ot 2 Y

~ . 4 z - ~ . .
sdo tais que ( (Y, ) é um fluxo dindmico vidvel para

(N,A). (’gonfrom;*e com (III-26) e (III-27)).

¢ 2,

Mostraremos, agora, que (¥, ¢ ) é um fluxo es

tédtico. Seja o= ( f;, Y) um ramosqualquer de A. Temos
que o fluxo saliente de & é dado por:

13 | Xf = h; (p4-Py)

enquanto o fluxo entrante no ramo & ¢é dado por:



14 yg_ = hi(-Pk"' Pa)
Portanto, de (13) e (14), concluimos gue:

o -

isto é, para todo ramo, o fluxo entrante é igual ao fluxo
saliente. Logo,
pi ¢*

e ( Lﬂl, 502) é um fluxo estédtico viavel.

l ’ ’ -
Resta-nos mostrar que ¢ é um fluxo étimo para

(PT). Em vista da definigdo de Sﬂj, temos que se

0: = ( [ ¥« ) entédo:

l .
15 Y: = x{ = b (p5-py)

Da defini¢8o das fungodes h; , i= 1,2,...,m e de (15), con

cluimos que:

£
16 Pj"Pk e o fi( (ﬂ(.-;".),'

m
Seja 95//2 dado por:
17 9 = Mp

onde p e®' & o vetor formado pelos potenciais p. . Entéo,

J
€ & uma tensdo para a réde (N,A).

Se L\/t = ( X‘- » J) entao de (17) concluimos que



n

18 5‘] = z My3Pg = Py=Py

S=4

De (16) e (18) resulta que se ;= ( X}, V) entéo:
19 g: = ofc ()

A tensio & &, portanto, subgradiente da fungdo custo no
fluxo ¥. Aplicando o teorema de otimalidade (II-36) pode
mos concluir que o vetor Q?t é o fluxo estatico vidvel Sti

mo para o (PT). g

0 teorema (3) fornece uma condicdo suficiente pa-
ra que 0S controles, em (PDT3) com informacdo de potenciais,
gerem um fluxo dtimo. Ou seja, se em dado instante a infor-
macio p; de cada controlador j satisfaz (4), entdo os |

vcontrdles dados pelas equagdes (5) — (8) geram um fluxo 6ti

mo na réde.

0 conjunto das equacdes (4) forma um sistema de
equagdes algébricas dependente apenas das fungdoes custo. Um
conjunto de potenciais que resolva éste sistema de equacgles
é um conjunto de potenciais 6timos para a simlagcdo analdgi

ca do (PT).

Como o sistema de equacdes citado acima independe

@



do excedente gq , resulta, da anidlise feita sdbre as politi
cas de informagéo, que é impossivel construirmos politicas
de informagdo solugéo de (PDT3) baseados em (4). Contudo,
como toda solucéo do sistema de equacdes algébricas (4) é
um vetor potencial 6timo na simulacdo analdgica, as idéias
envolvidas no teorema (3) peimitem.darmos uma solucdo pra-

tica para (PDT3).

Cada controlador j em (PDT3) pode construir uma
parte da simulagdo cujas caracteristicas tensfo x corrénte
satisfazem a equacgdo (4). Dessa forma, cadé controlador to
ma decisdes simuléndo parte do circuito elétrico; o conjun
to de controladores simula todo o circuito elétrico. Se.a
gimulagao de (PT) for estdvel, entdo os controladores es-

tabelecem fluxos dtimos na réde em tempo praticamente nulo.

Evidentemente, esta "solugdo pratica" nio é uma
solucdo para (PDT3), pois a simulagdo analdgica de (PT), ape
sar de conter somente dispositivos resistivos, é um sistem@

dinémico devido a capacitancias parasiticas.

Uma possibilidade de resolucdo de (PDT3) seria
dada pela utilizacdo das idéias de discretizacio no tempo,
j& expostas. Poder-se-ia construir algoritmos discretos pa-
ra a resolucado do sistema de equagﬁés.algébrieas\(4), usan-

do como regra de parada o teorema (3). Na construcdo de tais



algoritmos, o lema (IV-17) parece ser importante.

Uma resolugdo déste tipo deveréd garantir aos al-
goritmos uma convergéncia suficientemente répida, para que
o excedente ndo viole seu intervalo de viabilidade. As idéias

propostas acima ndo serzao desenvolvidas neste trabalho.



SECCAO 3 - SOLUCKO DE (PDT2)

A base de solucdo do (PDT2) estéd no estudo de dua
lidade do (PT) e na separabilidadé do problema de infimiza-
¢do (IV-9). No capitulo IV vimos que o problema (IV-9)\P0-
dia ser resolvido pela resolugéo de n subproblemas (PDj)
(IV-12), independentes, que envolviam somente as "variaveis
locais" de cada nd. A solugdo do (PDT2) serd tal que o con
trole de céda né ¥ é a solucdo do (PDj) tomando como va-
ridvel dual u uma conveniente funcdo do excedente instan

taneo.

Suponhamoé, a principio, que nfo haja limite para
o excedente instantdneo q(t) e®R” e ainda que q(%) pos-
sa ter componentes negativas. A politica de contrdle de ca
da controlador Jj consistiréd em estabelecer os fluxos da-
dos pelo teorema (3), assumindo que o excedente nos ramos
adjacentes a é numericamente igual aos potenciais éti

mos daquele teorema nos nbés adjacentes a .

0 procedimento acima equivale a cada controlador
fazer uma estimativa de pj(vetor potencial dos nds adjacen
tes a ) através de gJ e definir seu contrdle a partir
dessa estimativa. Se a estimativa feita por algum contro-
lador nao é verdadeira, ent@o, em geral, o fluxo dindmico

gerado pelos contrdles, ndo serd um fluxo estatico, embo-

ra se mantenha vidvel. Como consequéncia da dindmica da



réde, o excedente deverid modificar-se.

A modificag8o do excedente provocari uma mudanca
de estimativas dos controladores que produzira uma_corregﬁo
do contrdle. Veremos que atuando dessa forma, os controla-
dores fazem com que a derivada do excedente tenda, no regi
me, a zero. Igualmente; o fluxo dindmico induzido pelos con
troles tenderd a um fluxo estatico. Mostraremos que o fluxo
estdtico de regime é 6timo para: o problema estidtico asso-

ciado.

Com o procedimento descrito acima, nio podemos
garantir, porém, que o excedente q se mantenha dentro de
seu intervalo de viabilidade, ao longo do tempo. Para que
a viabilidade do excedente ndo seja violada, serid necessé-

ria a introducdo de funcGes penalidade.

As funcgles penalidadé, denotadas g;, i = 1,2,...,m,
serdo definidas nos intervalos (0, ¢;), i = 1,2,...,m, res-
pectivamente, assumindo valdres sébre K . As funcdes g; se-
rdo ndo decrescentes, continuas e bijetoras. Portanto, as
fun¢des penalidade podem assumir quaisquer valdres reais;
tendem a2 + < quando o excedente se aproxima do seu limite,

e tendem a -0 quando o excedente se aproxima de 2zero.

Com a introdugdo das fungdes pemalidade, as esti-

mativas dos controladores serdo realizadas a partir de



gl(ql),gz(qz)......gm(qm) ao invés das componentes do exce
dente q. Com ésse artifieio, as estimativas podem assumir
quaisquer valdres reais sem que o excedente q viole o inter

valo (0, ¢ )« Formalizemos essas idéias.

21 Sejam G,,G5......Gp, m fungdes reais estritamen-

te convexas definidas em (0, €;), i = 1,2,...,m, respecti-

vamente. Cada fungao G; deve ser continuamente diferencia

vel em (0, ;) e satisfazer a:
22 lim Gi(x) = + CO

X-—4>é¥
x e (0, €& )

+ O

23 lim Gi(X)
£—-0
x ¢ (0, é})

Consideremos as funcgles reais 811809+ 2185 defi
nidas em (O, ¢; ), i=1,2,...,m, respectivamente, e dadas.
por:

d G;(x)
24 g;(x) = éx i=1,2,...,m.

Como Gy é continuamente diferenciivel em (0, Z:), a fun-
céo g4 é continua em (O, é" ). Como Gi ‘& estfitamente con
vexa, e satisfaz (22) e (23), entdo g4 é cYeséente,: -

bijetora e com limites:



+ 00

25 lin  g;(x)

x e(0, €;)

3

26 lim gi(x)
X =0 (i =1,2,...,m)
x € (0, &)

Denotemos por g & funcdo g:(0, ¢)—= R , definida por:

27 '»'gl(ql)-
gg(Qz)

(¥ qe(0,€)) glq)# .
bgm(qm)_

Para gue possamos adotar o procedimento esbogado
para a solucao do (PDT2), necessitaremos das hipdteses ba-

sicas:

28 Hipdteses: As fungles custo f; , 1=1,2,...,m, sdo
estritamente convexas, continuas e subdiferencidveis e o con

junto de fluxos estidticos viaveis $(b,d4) é ndo vazio.

As hipbéteses (28) sd@o utilizadas para garantirmos
a existéncia e unicidade de solugéo do (PT) e a estabilidade
déste problema. Com 08 elementos acima definidos, construa-

mos a politica de controle.

29 Politica de Contrdle.




Seja Xj eN um ndé e sejam bj,dj,Fj,'_ éj,qj(o)
os elementos do espaco de informacdes paramétricas de J} .
0 valor da polltlca de controle H (bJ da FJ éﬁ,qj(O)) em
um ponto g € (O, €J) serd o unico par de vetores
(xJ —ﬁ) elR ﬂz ‘que é solucgdo do (PDj) (IV-12) com u = g(q),

e satisfaz:

=0 o & w ;)
30 |
7 =0 ol; ¢ UJ+(33)

A politica de contrdle acima estd bem definida,
pois o (PDj) admite uma Unica solucdo para as componentes
envolvidas. As equagbes (30) fixam os valdres das demais

componentes,

Uma maneira de computar o valor da politica de
contrle em um ponto é através dos resultados do lema (IV-17).
Nesse caso, a resolucdo do problema de minimizac8o (PDj) é
transformado no cdlculo de um zero de uma equagdo. Observe-
se que a politica de contrdle (29) é idéntica & politica de
controle (2) solucdo do (PDT3), com uma interpretacdo dis-

tinta das componentes do vetor u.

Se cada controlador j resolve o (PDj) tomando
= g(q) ent@o, devido & separabilidade do problema (IV-9)

nos (PDj), os controladores resolvem o problema (IV-9). O



resultado da aplicagdo da politica de contrdle (29), por to
dos os controladores, sera o estabelecimento, na réde, de
um fluxo dinAdmico (Wi, \Pz)élzcﬁzmsolugé'.o dnica do problema
(IV-9). E evidente que o fluxo (\04’ (ﬂz) estid relacionado aos

contrdles por:

m
) 1 —
31 p* = Z X
: 3.‘:|
leal
2 . .
32 * = ZE v

(confronte com (IV-26)e (IV-28)).

Se (\P‘!, \pz) é solugdo do problema (IV-29), en-
tao (\P‘ (pz) é um fluxo dindmico viédvel para (N,A). Por-
tanto, as condicdes de viabilidade e conservacdo do fluxo
(ITI-26) - (III-29) do enunciado do (PDT2) sio satisfeitas
pela politica (29). Propomo-nos, agora, a determinar a equa
¢cdo de estado (excedente q) do sistema, com a politica de

contréle (29).

Equacio de Estado do Sistema com a Politica (29).

Seja q(t) €(0,€) o excedente da réde em certo

2 .Y
instante t30. Seja (W‘(?iﬂ),‘ﬁ (‘1“‘))0 fluxo dindmico ge-
rado pela politica (29) devido ao excedente q(t). Entéo,

a dinimica da réde (I1I-18) impde uma derivada do excedente,



dada por:

33 dQ(t)
dt

= Sﬂi’(q(t)) - Qﬁz(q(t))

A equagdo (33) é a equacgd@o de estado do sistema com a poli-
tica de controle (29). Contudo, existe uma forma mais conve

niente para (33).

Como ((/!(7‘“), (ﬂz(‘)(f))) é solugdo do problema
(IV-9) com u = g(q(t)), entdo o membro direito de (33) é
o valor da fungdo D, definida em (IV-33), no ponto u = g(q(t)).
Por intermédio da funcdo D, a equagdo de eétado (33) pode

ser reescrita:

dg(t)
34 - D(gl(a(t)))
at

A partir da equacdo de estado (34) do sistema, podemos de-

terminar o conjunto de

Pontos de Equilibrio do Sistema (34).

Un excedente q ¢ (0, ¢) é um ponto de equilibrio

do sistema (34) se e 86 se

35 D(g(q)) = ©

Seja .f17 o conjunto de pontos de equilibrio de (34). O con

junto JQﬁ pode ser descrito por



36 g = {qe(O,e) / D(g(q)) = © }

De (36) deduz-se facilmente que _Q.q é a imagem
inversa, através de g, do conjunto L de zeros da fungdo D,

definido em (IV-40). Ou seja, £2q é o conjunto

37 _Q_.q‘-_—{ qe (o,2) l g(q)en}
O lema que se segue estabelece a nio vacuidade de f2q € a
otimalidade do contrdle, gerado pela politica (29), nos pon

tos de equilibrio do sistema (34).

38 Lema: 0 conjunto (g é ndo vazio. Se JeSflq
~ . ~ . 1 — I 4 «
entao o fluxo dinamico ((pl(q) '/ (q)) gerado pela politica
(29), é um fluxo estatico Otimo para o problema estdtico as

sociado.

Prova: Do lema (IV-41) tem-se que L) € o conjunto de so
lugdes do problema dual (IV-8). Como o conjunto L é ndo
vazio (ver (IV-44)), resulta, do fato de g ser bijetora,

que g, definido em (37), é n3o vazio.

Se Qe Llq entdo, de (37), temos que g(J)e L
Da definigdo (IV-40) de L2 resulta que- D(g(§)) = O, ou se
ja, o fluxo dindmico (V‘(ﬁ),ﬂpz(ﬁ'}) , solucdo do problema

(IV-'9) com u = g(q), satisfaz

39 - w*(3) = Y*(T)



Do fato de g(q) ser solugio étima do problema dual (IV-9)
4/~ ’ ~

e de (39) resulta que 99 (q) e solugao do problema pri-

mal (IV-4). <

0 lema (38) caracteriza, portanto, a existéncia
de pontos de equilibrio e a otimalidade do contrdle nesses
pontos. Resta-nos provar, agora, que a equacdo diferencial
(34) admite uma dnica solugdo, passando por gualgquer ponto
a°e(0,€) e em seguida, provar que para gqualquer estado
inicial vidvel a solugdo de (34) tende assintdticamente a

um ponto de g .

Existéncia e Unicidade de Solugdes de(34).

Para estudarmos a estabilidade assintdtica do sis
tema (34), precisamos garantir que €ste sistema admite uma
e sbmente uma solugdo passando por cada ponto ¢° €(0,€ ).
O teorema de Lipchitz, de existéncia e unicidade de soluf
¢0es de sistemas de equagdes diferenciais, estabelece con-
digGes suficientes para solugdes locais passando por pontos

de uma regido fixada.

Provaremos, em seguida, que a funcdo D.g é lip-
chitziana em qualquer compacto de (O, ¢ ), assumindo algu-
mas hipbteses. A partir disso, poderemos afirmar que, para

todo compacto K de (0, £ ) e para todo ponto g° € (0, €),
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existe uma solugio tunica de (34), q(g°,t)eX, em um.integ
valo O0<t<a, a>0. fsse resultado permitiréd concluir mais
adiante, no teorema (63), que o sistema (34) admite uma dni
éa solucdo q(q°%,t) para todo t >0, passando pelo ponto

q°€(09 e)-

As hipéteses que faremos para provar que D.g é

lipchitziana nés compactos de (0, € ) s&o:

40 Hipoteses:
a) A funcao 84 é lipchitziana em qualquer compac
to de (0, €) (i=1,2,...,m)

b)A subdiferencial Bfi de f.

5 é "crescente

com inclinac¢8o majior que k> 0", em [bi’di]’

isto &,

(¥ A e [ di]) (s e 25 06h) ) (442 < i ()
Iﬁiw&{ > kcl@é*?ﬁl

(¢z1,2,...,m)

A condigé@o a) em (40) nio importa em nenhuma res
tricdo da solug8o que apresentamos para o (PDT2), pois as
fungodes 8; sdo construidas independentemente do problema.
Se as fungoes g5 sdo diferenciédveis, a condigdo a) equiva
le a derivada de 84 ser limitada em qualquer compacto de

(0, £ ).



A condigéo b) é uma condic¢do suficiente para ga-
rantirmos que a funcgdo D é lipchitziana. Note-se que b) em
(40) implica em que as fungdes hy 880 lipchitzianas. Uma
interpretacdo da condigdo b) é que os dispositivos elétricos
da simulacdo analdgica do (PT) (II-26) tém "resisténcias

dinamicas" maiores que ki, i=1,2,...,m, respectivamente.

Em virtude da condigdo a) de (40), a prova de que
D.g satisfaz a condig@o de Lipchitz, em qualquer compacto
de (0, ¢ ), fica restrita & prova de que D é lipchitziana. A
prova do lema que se segue utiliza a formulagéo da fungao®D

em térmos das fungdes h. apresentado em (IV-37) - (IV-39).

1’

41 Lema: Suponhamos que a condicdo b) de (40) é satis-
feita. Entdo, a fungdo D satisfaz a condigdo de Lipchitz em

todo o lRm, ou sejay & (_-uem) (V,u‘t, e IZM)
42 D, (W) - Dyt | & L] wt- o *

Prova: Seja k = min kl’k2""”km onde ki, i=1,2,...,m,
s80 as constantes que aparecem em (40) b). Entdo, 0s mapea-
mentos inversos das subdiferenciais, hi, i=1,2,...,m, 880

lipchitzianas com constante 1/k, isto &,

(v 6% 0% fk’m)

+ | ke (68) - hi(8%)] <+ 16:-67



Mostraremos que D é lipchitziana a partir da formulacao de D

dada em (IV-37) - (IV-39).
Dado o ramo O € ((J ) YK)GA temos que
* m £\ _ . - >

onde P; e pf{ 880 reais satisfazendo (IV-38) e (IV-39)
respectivamente. Provaremos que Di é lipchitziana mostran-
do que cada um dos térmos & direita de (44) satisfazem a

condicdo de Lipchitz. Mostremos, inicialmente, que:

(Vul,ule R™)

» 2
1,1 2 2 ” 12 ”
45 hi("ui"‘pj) - hi(ui+pj) ‘ é . u -u T
onde p].' e p2. satisfazem (IV-38) com ut = ot e ut = u2,

J J
respectivamente, e ”.“T indica a norma do mAximo.

N . 1 2 Rm
Suponhamos, por absurdo, que existam u ,u” €

que ndo satisfacam (45). Entdo, de (45) vem:

6 [eded - agedad)> = it |

k
Substituindo em (43), 9 por uk-pa, k=1,2, e

reagrupando termos, obtem-se

1.1

47 -}—(lu l+ [p ~P; l) lh tuj+py) - h, (uZsp?)
K , i3 J 1794

J



De (46) e (47) resulta que:

N R = TR
” ,
Ou seja,
st [ > 2 it - [l >
;} [Iug-ui l o pois ll'”T é a norma do mi-

ximo. Como os indices de ul e u2 foram escolhidos arbitra-

riamente, podemos supor p% ><p§ , obtendo

1

Pj > P? + "ul-uf2 “ .

2 p§ +-lu§-u§_| ’ = 1,2,...9m , por definicéo de“ih
>P -y, 5= d2eem

Ou, equivalentemente,

1 . 2 .2
49 pj-u;- > pi,—us S = 1,2,...,1!1.
Mas p% satisfaz a equacao: (ver IV-38)
1 1. 1 1
50 E hgbug+py) = E b (4uy + py)
o < (k) & € w07 ¥;)

Substituindo p%—ui: em (50) pela expresséo & direita de -

(49), obtemos:



2 2 v 1 1 - ~
51 § hs('us"'pj) < E hs(-us+pj) , p01s~as funcdes

o(sg_w-*(xj) 04 & LwH(¥;) h, sao crescentes
ut
-"'Zh(-P ))por(50)
op € WY,

< -_>-_ hr(-pz-o-uz) , bois as funcdes

o, €W (XJ h.. sao crescentes

Confrontando (51) com (IV-38),
2 .2y _. 2...2
_S_ hobug+py) = z b tp5+u,)

ofe wWH(Y;) 04 € W(Y;)

tem-se uma contradic@o, o0 que prova (45).

Por raciocinio similar, mostra-se que

(V ut e Rm)
52 |nytad o) - my(ruepd)| < -i- \[wes? |

onde pg:';e pﬁ satisfazem (IV-39) com X = ul e u* =u2

respectivamente.

De (44), reagrupando térmos e utilizando uma pro-

priedade do médulo, obtemos



Di(ul) - Di(uz) ( < hiéubp%) - hi(-uii-pg) ‘ +

l1: 1 2. .2
| nyCrd ) - ny el |

Desta expressdo e de (45) e (52), concluimos:

Di(ul) - Di(uz)( < —i— “ul—u2 “ .

Como tddas as normas em IR s8o topoldgicamente equivalen-

tes, D & lipchitziana., <

Por intermédio do lema (41) e das hipéteées (40),
concluimos que a funcdo D.g satisfaz a condicdo de Lipchitz
em qualquer compacto contido em (0, ¢ ). Fica, assim, assegu-
rada a existéncia e unicidade de solucdes do sistema (34) em
todos os compactos de (0, ¢ ). Com ésse resultado, podemos pas

"gar a verificar a

Estabilidade Assintdtica do Sistema (34).

A estabilidade assintdética de (34) poderia ser fa
cilmente verificada se o conjunto de pontos de equilibrio
tivesse cardinalidade 1. Esse n8o é o caso. De fato, se g(E)
é uma solucdo do problema dual (IV-8), pode-se verificar que
g(3T) + «1 (onde &cR e 1=(1,1,...,1) €R™) & tam-
bém uma solugdo do problema dual. Portanto, o conjunto L&q

contem uma infinidade de pontos e como g é continua e bije-

1
+



tora, €ésses pontos sao ndo isolados.

A estabilidade assiﬁtética global, nésse caso, as
sume um sentido particular: devemos provar que para todo es
tado inicial ¢°€(0, €) e instante inicial t,, a correspon
dente solugdo q(t;qo,te), de (34), satisfaz |

(Jcl.i.fw a(t3a°,t,) ) € L2q
Chegaremos a ésse resultado utilizando o teorema 2 de LaSal
le [63 (ver apéndice B) que é uma extensdo do teorema de
Liapunov. Para tanto, construiremos uma fungdo de Liapunov,

no sentido de LaSalle, para (34).

Seja q e flq um ponto de equilibrio qualquer
de (34). Seja G : (0,€) —&= [ a fungdo contimma de-
finida por:

m
53 (Vae(0,€)) G(a) = Z G;(a3) - g;(a;) a4

onde Gq,G5peceee,Gp sao as funcgles estritamente convexas
e continuamente diferencidveis definidas em (21). Como as
funcoes Gy, i=1,2,...,m, sao ndo limitadas superiormente,

entdo G é nao limitada superiormente.

Das definicdes (24) e (27) das fungdes g e -
i=1,2,...,m, verifica-se, imediatamente, que G é diferen-

cidvel e
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54 Ve =g - g(a)
De (54) deduz-se que
Vae(g) = 0 se e 86 se g = q, pois g é uma

funcdo bijetora. Logo, como G é estritamente convexa, temos:
55 (Vqe(0,€),a #9) 6(a) > 6(a)

Denotemos por é:(O, ¢) —= R & funcdo,tal que:
56 (¥ae(0,€)) &a) £ vela)Dgla))
Devido a (54), (56) pode ser reescrito como:
57 (Vvae(0,€))  &a) = (gla) - &(T))'D(a(a))

A condicdo para que G seja uma func@o de Liapunov, segundo
LaSalle (ver apéndice B), em (O, £), para o sistema (34), é
que G nio mude de sinal em (0, ¢). O lema (58) garante és

se resultado.

58 ‘Lema: Se g €d2g, entdo:
59 (¥aq c(0,€¢)) &(a) = (&(a) - &(3))'D(ala)) £ 0O

Ocorre a igualdade em (59) se e 86 se ¢ € f2q.

— m ~ . ,
Prova: Seja ¢7é]2 a solucao do problema estatico as-

sociado. Como q € fi-q entdo g(q) ¢é solugdo do problema

dual (IV-8) e a solugdo tnica do problema (IV-9), com



u=g(3), serd (¥, P).

Sejam q¢ “Lq e (X,y) o fluxo dindmico solugdo
do problema (IV-9) com u = g(q). Por definicZo da fungdo D
temos que D(g(q)) = ¥ - X que é nfo nulo, pois q ¢ <1g.
Como a solucgéo do pfoblema (IV-9) é unica, temos, em parti-

cular, que

m m m |
0 D £,G)r D £(3;) + 8 (TR £, (T +
t=1 (=) ' (=1
+ £ ( Y:)
Por outro lado, como ( ¥, Y ) é solucdo dnica de (IV-9)

com u = g(q) segue:

61 ifi(@ )+ mei( @) < zr:nfi(‘ii) 4 ffi<§i) +
(=1 (=t =t (=1

+ g(@)' (3-x)
De (60) e (61) obtemos que
gla)'(7-x) < &()'(F-%)
ou seja:
(g(a) - g(a))'D(g(a)) €O
Se qe-1q entdo D(g(q)) = O e entdo:
(g(a) - &(q))'D(e(a)) = 0

0 gque prova o lema. 4
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0 lema (58) caracteriza G como uma funcao de Lia-

punov de (34) em (0, € ). Além disso, assegura a igualdade:

62 f2y= { q€(0, €) VG&(q)'D(g(q)) = 0 }

Tais resultados permitem-nos provar o teorema seguinte, que
assegura a existéncia de solucgles de (34) para todo t 20

e a estabilidade assintdtica a SL’ .

63 Teorema: Sejam qoe (0, ) um estado inicial do

sistema (34) e t € R. o instante inicial. Ent&o:

a) existe uma Unica solugsdo q(t;qo,to) e(0, ¢),
tyt, » de (34), passando por ¢° em T, .
b) a solucgdo q(t;qo,to) satisfaz:

64 (lim q(t;q°,t-o) € Llq

t oo

Prova: Dados qoe (0, €) e t,e R seja Ro < (0,€)

0 conjun'_bo:
65 R 2 { ae(0,€) / 6(a) £ 6(o°) }

Como G & continua e ndo limitada superiormente, o conjunto

R, ¢ fechado; como R, < (0,€), R_ é compacto. Entéo,

o

‘usando o lema (41), concluimos que D.g & lipchitziana em

R .
0

Portanto, para todo q"‘e Ro e t¥e R existe uma
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unica solug@o q(t;q9%,t*) de (34) em um intervalo de tempo

[t',a*]', a¥*s t%. Mostraremos, agora, que

66  (¥q*e R) (¥t e[t*a*]) a(t3q%,%%) € B

Se e R_ entdo, da definicdo de G,

(o]
d G(q(t;0*,t
67 (¥t € [t*,a*] ) (a(t5q ))
at

= 6(q(%;0%,t))

onde a funcao G foi definida em (56). Do lema (58) e de

(67) resulta:

d 6ot ) oo

68 *,3(‘
(¥t e [t%,2*]) ”

Entdo: (¥t € [t%,8%] ) ¢

a 6(q(B;q*,t*
69  &(a(t;q%,t%)) - 6(d) = (ol d: ) ag <o

o

Comparando (69) com a definicdo (65) de R, obtemos (66).

De (65) e (66) concluimos gque a solugdo q(t;qo,to)
permanece no compacto Ro para todo instante t, no gual esta
solucdo existe. Como D.g é lipchitziana em R, , entdo a so-
lucao q(t;qo,to) pode ser estendida para todo %31,

(ver Nemytskii [7] , Pdg. 8). Ainda, pela condigdo de Lip-

chitz, podemos garantir gque a solucdo q(t;q°,to) & Yniea.

Mostremos que a condig8o b) do teorema é véalida.

Como g é minimo de G, de (65) concluimos que RO(\Slq
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é niéo vazio. Aplicando.o teorema 2 de LaSalle [6] (apénecice B)
concluimos que a solucgéo q(t;qo,to) ou diverge, ou tende, no

limite, a0 maior subconjunto invarianté de
70 E={qe'R° l G(q) = 0 }

A primeira hipdétese estd excluida, pois q(t;qo,to) permane-
ce em Ro que é compacto. Mas, de (62) e (70) concluimos

que
Logo, E é um conjunto invariante e

(1im.\ q(t;qo,to)) e E = O 4
t— o

Com a demonstragdo do teorema (63), fica conclui-
da a prova de que a politica de contrdole (29) é soluglo do
(PDT2). De fato, da prdépria construgdo da politica de con-
tréle, temos satisfeitas a conservagdo do fluxo e a sua via
bilidade. Do teorema (63) concluimos a viabilidade do exce-
dente ao longo do tempo. Resultam do teorema (63) a estabi
lidade assintdtica do sistema (34) e a otimalidade do regi-

me, devido ao lema (38).

Como dissemos anteriormente, a politica de contro
le solucdo do (PDT2) depende do excedente instantidneo; con-

tudo, independe do excedente inicial. Além disso, como &



v ' 103

funcdo D.g é continua, conclui-se que o regime do sistema
(34) é atingido em tempo finito se e soOmente se o excedente

inicial pertencer a fL .

SECCAO 4 - CONCLUSAQ

0 estudo da informaééo adicional em (PDT3) mostrou-
nos ser impossivel uma independéncia completa entre o contrd
le e o excedente instantidneo. Em (PDT3), a informacd@o adicio
nal poderia ser utilizada para a melhoria da solucdo de
(PDT2), ou para construir solugdes do (PBT3).discretizado.

Estas possibilidades n2o foram estudadas neste trabalho.

Em (PDT2), devido & dinamica da réde e & politica
adotada, resulta um sistema dindmico estdvel em cujos pon-
tos de equilibrio os fluxos dados pela politica solucdo re

solve o (PT) associado.

As funcGes penalidade 8; tém um papel importan
te na solugdo. Para a construcgdo dessas funcgdes, os centros
de controle em (PDT2) necessitam apenas do conhecimento de Z.
A definicgd@o da fungao 8 pode ser feita a partir do para-
metro é% de forma que dois controladores adjacentes cons-
truam a mesma: fungfo para o ramo que lhes é adjacente. Da
"inclinagdo" das fungles g; dependerd a "rapidez" com gue

o sistema dinamico tende ao regime.
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A hipétese de convexidade estrita das fungles cus
to ndo impede a aplicacfo: das solucgBes propostas ao caso de
fungdes custo lineares. No capitulo seguinte mostramos como

ésse problema pode ser resolvido.
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carfTrTUL0 VI

PROBLEMAS DINAMICOS DE TRANSPORTE E CUSTOS LINEARES

No capitulo anterior vimos como construir politi-
cas de contrdle que solucionem o segundo e o terceiro pro-
blemas dindmicos de transporte. Para que as politicas pro-
postas satisfizessem 08 requisitos dos enunciados dos pro-
blemas, algumas hipdéteses foram assumidas. Em particular,
assumiamos que as fungles custo fOssem estritamente conve-

Xas,

Tal hipétese, embora bésica para a construcio das
politicas, é bastante restritiva em alguns casos. Por exem-
plo, eliﬁina: a possibilidade de usarmos aquelas solucgles
em problemas de transporte com custo linear. Neste capitulo,

mostraremos como é possivel contornar essa restricio.
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0 tratamento de problemas dinamicos de:transporte
com custo linear, através das solucgdes dadas no capitulo
anterior, pode ser feito transformando o problemz linear em
um prbblema estritamente convexo. Bésicamente; 0 que faremos
é, a partir do vetor custo, definir funcdes custo estritamen
te convexas e continuas, tais que o problema:estdtico de
transporte convexo resultante temha, como solugfo dnica, uma

solugdo do problema linear,

As fungOes custo estritamente convexas serd@o cong
truidas de forma que sejam iguais aos custos lineares a me-
nos de um “"pequeno encurvamento". Formalmente, a condigao
de um pequeno encurvamento serd expressa por um intervalo
de variacdo admissivel para a derivada de cada fungdo custo
convexa, intervalo €sse que conténm a componente correspon-

dente do vetor custo.

0 comprimento médximo de cada intervalo dependeri
do vetor custo. Como nos segundo e terceiro problemas dini-
micos os controladores s tém informacdes locais, o compri-
mento dos intervalos devera ser fixado independentemente do
conjunto das componentes do vetor custo. Como veremos, isto
é possivel introduzindo-se uma hipétese adicional: as compo

nentes do vetor custo sdo inteiras.

Para apresentarmos éste resultado, consideremos
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uma réde (N,A) com n ndés e m ramos, tendo M éomo matriz de
ineidéncia. Sejam b,d € me tais que og bgd e cel™
o vetor custo. O problema estatico de transporte na réde
(N,A) com custo c¢ e intervalo de viabilidade de fluxo (b,d]

é o problema:

1 (PTL) Min c'ep
Qe P(b,d)
onde
m
2 <I><b.d>={<pem|w=o.b§<ps dﬂ
3 Se;jé S: R+ uma funcdo estritamente convexa e

diferencidvel satisfazendo:

d g(x) 1
4 (¥xelR , x30) ( —_—
dx m
5 Consideremos as funcoes fizmwm,i = 1,2y.00,0,
dadas por:
6 (Vx efR ) £(x) = cyx + 8(x) (i=1,2,..,m)
Entao, de (4) e (6) concluimos que: (i=1,2,...,m)
af. (x.) 1
i‘ti/ < ¢
7 (¢x € [vg,a,1) l-—-—a——- il —
X5 m

O teorema que segue garante que a solugZo do pro-
blema estédtico de transporte em (N,A) com custos f; , é so-

lucdo de (PTL). A prova do teorema utiliza um critério de .
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otimalidade para (PTL) devido a Busacker EZ] (ver apénci-
ce C). |

8 Teorema: Suponhamos que o vetor custo c e¢ R™
tenha componentes inteiras. Se L'ﬁe P(b,d) ¢é solugdo do

problema:

Mi £.(¥:)
:pe%(b,'d)zz.ec 1 ¥

e

entdo, ¥ é solucgdo do (PTL).

Prova: Seja _ﬁﬂ_ a solucg@o do problema (9). Entdo, como

as funcgoes fi 880 estritamente convexas, temos:

_ m _ m
10 (VpeB(,a), p#£PF) D £(0) < 2 2,09)
) (=1 =1

Suponhamos, por absurdo, gue 57 ndo é solugdo de (PTL). Pe
lo teorema de otimalidade para (PTL) (ver apéndice C), con
cluimos que existem /5612 . ﬂ)O e um ciclo pu e R™

de (N,A), tais que:
11 (¥ e[opl]) ‘35-» o € P(b,d)
12 c'}l <0

Como os vetores ¢ e P tém componentes inteiras, resulta

de (12)

13 elpg -1
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~ m
Denotemos por F a fungao de R en R dada por:

e (FeeR™) Fl)= > ke

s

(=1
Entdo, de (10), (11) e (14) obtemos que, em particular:
(¥ e (0,p])  F(Frop)- F(P) >0

Como F é diferenciével (as fungles f; s&o diferencia-

veis) entdo existe T el ) }33 T> 0, tal que:
(V X € (O,G'J) \%4 F(fﬁ)' (P+xpu-p) >0

o gque implica em
_ =\ )
15 VF(@) pu >0
De (13) e (15) concluimos que m define um hiperplano H
em R" separando estritamente VF(P) e c.

A disténcia euclideana do vetor ¢ ao hiperplano

H ¢ dada por:

16 d(c,H) 2 Inf {"x—c" , xeH } = ___lc'}xl
il

Mas, como m ‘tem componentes iguais a 0, 1 e -1, temos que
TAENEY
e, portanto, de (16) e (13) resulta:

' 1
17 d(e,H) >

/\/‘E"!
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Como o hiperplano H separa V/F(¥P) de c¢ , te-
mos, de (16) e (17) que:
1

: W

18 |ve(@) - c || 2 ae,B) >

Mas, por definic¢Zo da norma euclideana,

. [ (T _ o 2//VE(§'0')-0/[

i=l,2,00.’m d.X

"
R

e entdo, de (18), segue:

Max
i=1,2,...,m

at; () _c.l 1
dax *

m

o que contradiz (7). Logo ?5 é solugdo de (PTL). <

A aplicabilidade do teorema (8) a problemas dind
micos com custo linear é evidente. Para cada funcéao ()
satisfazendo (3) podemos construir uma solucdo para (PDT2)
ou (PDT3) com custo linear. De fato, a funcéo f, depende
somente de c; e de <§(-), portanto, cada controlador tem

condigdes de construir as fungbes f; nos seus ramos adja

centes a partir do seu espaco de informacdes e de O(.).
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CAPITULO VITI

CONRCLUSXAO

Procuramos, nos capitulos precedentes, obter so-
lugdes para problemas dindmicos de transpérte com a maior
descentralizacdo possivel dos contréles. Na classe de pro-
blemas em que 08 controiadores estdo colocados nos nds da
réde, o (PDT2), apresentado no capitulo III parece-nos atin

gir a meta acima.

A relativa complexidade das solucOes obtidas su-
gere alguns temas para pesquisas futuras. Citamos: a busca
de solucdes de implementacdo mais gimples usando a informa
gdo adicional intercontroladores do (?DT3), a resolucdo di
reta de problemas de transporte lineares, e o estudo de pro

blemas discretizados.

A apdlise de problemas de transporte em rédes com

fluxo dinfmico é de especial interésse para o estudo de con
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trole descentralizada. Um exemplo de aplicacio do modélo de
rédes com fluxo dinémico e contrdle descentralizado encon-

tra-se em modélos de trafego urbano.

0 problema de trafego que consiste na busca de um
fluxo de carros em um sistem=..de ruas que maximize o fluxo
de carros saliente:do sistema & um problema de transporte.
vacontrale do tréfego pode ser feito através de um centro
Ynico de decisZo estabelecendo, entdao, o fluxo 6timo. Uma
descentralizacdo possivel, nesse caso, seria distribuir-se
o contrdle do trifego entre controladores sediados em cru-

zamentos.

Neste exemplo, cada controlador (guarda de tran-
sito, por exemplo), teria contrdle sdbre os fluxos de car-
ros entrantes e salientes de sua esquina. O excedente seria
o numero de carros em cada rua. A implantagdo da solugdo de
(PDT2) a ésse sistema permite que cada controlador tome de
cisdes baseando-se nas limitacOes de cada rua adjacente &
sua esquina e do mimero de carros presente nas mesmas. O
conjunto de decisGes dos policiais mantém os fluxos de car
ros nag ruas dentro de seus limites viaveis e faz o fluxo

total tender ao fluxo méximo.
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APENDICE A

DUALIDADE EM PROBLENAS CONVEEOS

Apresentamos aqui.os principais resultados de dua
lidade em problemas convexos de otimizacé8o. Os resultados
relativos a subgradientes e subdiferenciais podem ser encon
trados em Rockafellar [81 e aguéles relativos a dualidade,
em‘Geoffrion [2] . Vamos restringir-nos & apresentacgdo dos
resultados, sem preocupaciao com provas e detalhes que s&o

extensamente estudados nas referéncias citadas.

Subgradientes e Subdiferenciais.

1 Sejam X < R" um conjunto convexo e f:X —=R

uma funcdo convexa em X .

2 ‘DefinicgfBo: Um vetor w ¢ R™ & subgradiente de

f em xeX se e s se

(¥ yeX) £f(y) 2 £(x) + w'(y-x)

O conceito de subgradiente de uma funcdo convexs
é uma extensdo do conceito de gradiente. Se f é diferencia

vel em xeX entéo o gradiente $7f(x) & o Vnico subgra-
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diente de f em vx.

O conjunto de subgradientes, em um ponto, de uma
fungdo convexa definida em um -intervalo da reta real assu-
me uma forma particular. Seja f: I —W , onde I<W® &
um intervalo, uma fungado convexa. Se f possue derivada &
direita f%x) em xeI e possue derivada & esquerda £ (x)

entdo o conjunto de subgradientes de f em x é dado por:
a -
3 2f(x) & [£(x) , t¥ ()]

Se f nao possue derivada a direita e & esquerda em x eI,

entdo f ndo tem subgradiente em x .

4 Definic8o: Sejam X ™ um conjunto convexo e

f: X —= R uma funcdo convexa. A subdiferencial de #f , de-

notada 9f, & aplicagé'.o de X em P(R") que & cada x eX
associa o conjunto de subgradientes de f em x . A fungéé T .

é dita subdiferencidvel em xeX se O f(x) # g

As subdiferenciais de funcgdes convexas de varii-

vel real e valdres em IR , 880 "curvas ndo decrescentes s0-

bre 12 "s ou seja, se f: IR , I e R intervalo, é
convexa, entdo f satisfaz:

5 a) (Vxlsxz € I, xl>’ X2) (%Wl € af(xl))

2

\

(¥ wle 3 £(x,)) wiz w
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6 b)) (¥welR ) (JxeI)
w e 9f(x)

Se f fOr estritamente convexa, entfo 2 f admite uma "fun
¢80 inversa" no seguinte sentido: existe uma funcdo h:K —1I,

crescente, contimma e sobrejetora satisfazendo:
T (fwefR) w ¢ df(h(w))

ou seja:

8 (¥ xeI) (¥wedf(x)) h(w) =x

Sejam I, <R, i=1,2,...,m, intervalos e £
i=1,2,...,m, fungdes convexas. Seja f: lelzx...xlm-—bm

a fungéo convexa dada por:

(v erlszx...xIm) f(x) = Z £ (x4 )
Entdo, (V xeI;xI x...xI)
9 2 f(x) = D £,(x)) x @fz(xz) XeeooX O £(x)

. m .
ou seja, w € R & subgradiente de f se e 86 se Wy é

subgradiente de fi y 1= 1,2,...,m.

Os resultados acima podem ser encontrados, com:.
as respectivas demonstracgdes, em Rockafellar [8] , Pag.

213 - 240.
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Dualidade.
A forma canbnica do problema primal é:
10 (P) Mim .f (x) ’
xexX

suj. a g (x)£0

ondie XZ<R", £:X—-R e g X— R

Assumimos que, em (P), X é convexo e t6das as funcdes en-

volvidas sao convexas em X .

O problema dual de (P) em relacdo ao vinculo g ,

11 (D)  Mex i Inf f£(x) + u'g(x) &
uei” xeX
uz0

O vetor u é a varidvel dual de (P).

12 . Definicdo: O valor étimo de (P) é o infimo do

conjunto f £(x) ’ x€eX , g(x) g_-oj . 0 valor 6timo de (D)
é o supremo do conjunto

{Inf f(x) + u'g(x) l uéﬂlm, ua/oj
x€ X ,

Assumimos que
13 Inf & +0O
14 Sup # = - €©
onde @ denota o conjunto vazio. Dessa forma, (P) e (D) ad

mitem, sempre, valores étimos possivelmente +CD ou -0 ,
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15 Definig- 8o: O par de vetores (X,T)e Xx R™ sa-
tisfaz as condicdes de otimalidade para (P) se:

a) (f xe€x) £(%) +T'e(X) £ £(x) + T'g(x)

b) T'g(E) = 0 |

c) @ 30

a) g(x) € 0

O vetor T & um multiplicador 6timo para (P) se existe

X ¢ X tal que (X,u) satisfaz as condigdes de otimalidade

para (P).

As condigdes de otimalidade sdo equivalentes a
um ponto de sela da funcdo lagrangeana no seguinte senti-
“do: (%,7) €xx R satisfaz as condicdes de otimalidade

se e 86 se W 20 e
(vuelR", uy0) (¥xeX)
£(x) + u's(x) € £(x) +w'g(x) £ £(x) + u'g(x)

Por outro lado, (’i,ﬁ)e Xx Rm satisfaz as condigoes de oti
malidade se e 86 se X & solucgdo de (P), u é solucgio de
(D) e os valdres étimos de (P) e (D) sdo iguais. Os resul-

tados acima independem de convexidade das funcgdes. f e g.

16 Definigéo: A funcfo perturbacac associada a (P)
é a funcéo v:R"—> R definida por: (¥ y e RN )

W) -t | 2@ | xex, sy |
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O vetor y é dito vetor perturbacédo.

Das definigdes (12) e (16), conclui-se imediata-
mente que o valor Stimo de (P) é igual a v(0). A funcéo Vv

, o
e convexa e satisfaz:

(¥ vH,3%R, #2355 vH £+vG%)

17 Definigf@o: O problema (P) é estivel se e s se
v(0) & finito e existe L e€®R , L>0  tal que:

s v(0) - v(y) ¢ L (¥y e, y#£0)
Wyl

A condigdo (18) da definicdo de estabilidade de
(P) é equivalente & existéncia de um subgradiente de v em

y = 0.

O teorema seguinte justifica a importancia do con

ceito de estabilidade de (P) para a teoria de dualidade.

19 Teorema: Suponhamos que (P) admite uma solucgdo.
Entdo, existe um multiplicador 6timo para (P) se e s6 se

(P) é estavel.

0 teorema (19) caracteriza a estabilidade de (P)
como uma condicfo necessiria e suficiente para a existén-
cia de solucdo do problema de ponto de sela associado a (P).
Portanto, qualquer condigdo de gualificacdo de vinculos pa-

ra (P) implica em estabilidade de (P).



Apresentamos a seguir o teorema de dualidade de
Geoffrion [2:Ionde a hipdotese de qué (P) é estavel é essen

cial.
20 Teorema: Se (P) é estével, entdo:

a) (D) admite solucgéo
b) os valores 8timos de (P) e (D) sdo iguais.
¢) @ € R" & solucdo étima de (D) se e 86 se - 1
é subgradiente de v em y = O.
- n o, ~ ' - - .
d) se @ e R" & solugao de (D), entdo, =xe€X &
solucdo de (P) se e 86 se (X,d) satisfaz as

condigbes de otimalidade.

0 teorema (20) caracteriza as relacOes entre os
problemas (P) e (D). A hipltese de estabilidade é fundamen
tal e.,nfo héd necessidade de existir uma solugdo de (P) pa-

ra que o teorema seja valido.

Os resultados e definicles apresentados nesta dl-
tima parte podem ser encontrados em Geoffrion (21 . Rocka~
fellar [8] utiliza uma abdérdagem um pouco diferente, utili-
zando, contudo, os conceisos de funcgio perturbacdo e estabi

lidade.
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Apresentaremos a seguir, uma condicgao qj:.e implica
T4 em estabilidade do problema (P), no caso em que X é um
cénjunto poliédrico e g é uma funcio li'near afim. Para a pro
va deéeste resultado necessitaremos do seguinte teorema, devi-

do a Rockafellar.

21 Teorema: Suponhamos que f ¢é subdiferencidvel

em X. O vetor X € X é solucdo do problema (P) se e 80 se

a) g(x) £ 0 | |
22 b)) (Fwede(x®)) (¥ =xex, glx)g0)

w'(x-x) > O
Prova: ver Rockafellar [8_] , DPég. 270.

Consideremos, agora, O problema:

23 Min £(x)
xeX
24 Buj. & - " g(x) =Mx -a £0

onde X<R™ & um conjunto convexo poliédrico, f:X—=IR

~ ‘ . n
uma fungao convexa, M uma matriz nxm, aé€ R

25 Teorema: Se f é subdiferencidvel em X e o pro-
blema (23) admite solucgdo, entﬁq (23) é estavel.

Demonstracdo: Sejam x ¢ X solugdo de (23) e Vv

a fungdo perturbacdo de (23), ou seja,

(Vy e R ) v(y) =1nr {2 | ax) ¢ 7§
xeX
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Como f & subdiferencidvel, temos: Df(X) # 8 .

Seja w € © £(X) um vetor ‘satisfazendo

26 (¥xeX, g(x)g0) W' (x-x) > 0

Pelo teorema (21), w existe. Definindo a funcéo
:f:“"':ﬂ(n""""nZ tal ql;e

27 £¥(x) = £(X) v+ w!(x-x)

temos, por definic8o de subgradiente, que

28 (¥xeXx)  £%x) <€ £(x)
Consideremos, agora, O problema:

29 Min f£*(x) , suj. a g(x)§ ¢]
xeX

Como X é poliédrico, podemos escrever

X = {xe{i{‘fh(x) £0 % , onde h:Rm-—-OQK é uma fun

¢cdo linear e o problema (29) fica

30 min £¥(x) , suj. a g(x)
xef®™ <
hix)| ~

Mas de (26) e (27) temos que

n {VxeR™, e®m£0, nm£0) x> 2@

32 e %) = £(x)
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Logo, o problema (30) tem valor dtimo igual a f£(X) e como
é um problema de programacéo linear, é estdvel. Introduzin
. . mek
do a fungd@o perturbagdo v* de (30), temos ’v/y“'e L
y m K '
y*:{z] , yeR", zeR , Yy O
v*(0) - v/ (y*)
33 {1l ,onde LeR ,L>0

[l 3] =

. . Jd +* y m
Em particular, se tomarmos z =0, i. é, y = |4/ , yel™,

teremos (¥y e R™ )

Y.
34 v"’(EOJ)z Inf if*(x) ( gx) £y, h(x)£ 0 5
= Inf {f”(x) ( g(x)gy } , por definicdo de h
xeX
£  Inf {f(x) [ g(x)éyi , devido a (27)
xe X _

= v(y) , por definic8o de v .

Mas, ” gﬂ# I+l ' devido a (32), vA(0) = v(0) = £()

Portanto, Vy € ID’“ , Y# 0
v(0) - v(y) v¥(0) - v(y)
35 =

iyl - I g*Il
| v*(0) - v¥(y )

, devido a (34)
I y*il

Ou seja, comparando (35) com (33)
v (0) - v (y)
(V5 el TR
v
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0 gque garante a estabilidade do problema (23), concluindo

nossa demonstracio. <

A condigdo do teorema (25) sera usada em todo o
nosso trabalho, para garantir a estabilidade do problema de

transporte.
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APENDICE B.

UM TEOREMA DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DINAMICOS

Apresentaremos aqui um critério de estabilidade
para sistemas dinfmicos com um conjunto nio necessariamen
te unitirio de pontos de equilibrio. O resultado é devido

a LaSalle [6] (ver pig. 281)

Consideremos 0 sistema auténomo

ax(t)
1 , = £(x(t))
at.

m ,
onde x(‘t)elkm ’ V t=20 , e f:llm—'—em e uma fun-
cao contima satisfazendo a gqualquer condiglo que garanta

unicidade de solugdes de (1). -

se % R™ e t, € R, denotamos por

x(t; x°, t,) o valor da solugdo de (1) passando por x°

em t =t . Umconjunto E < ™ & dito conjunto inva-

riante do sistema (1) se para todo x°€E a solucéo

x(ts 2 , 0) de (1) satisfaz:

(Vﬁ;o) x(t; x° , 0) € E
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~ m bl L4
Ume fungdo G:/K —= /R , continuamente diferencia
m

vel é uma func@o de Liapunov para o sistema (1) em RoC'IB

se a fungdo G(.) = V&(.)*f(.) nso muda de sinal em R, .

Dada uma funcio de Liapunov em Ro , para o siste-

ma (1), denotada G , consideremos o conjunto:
E = { xe'ﬁo[ é(x)=0 }

onde Ro é a aderéncia de R, . Seja S <« E o maior con-
junto invariante contido em E . O teorema fundamental de

estabilidade para sistemas autdnomos é o seguinte:

Teorema 2 (LaSalle) Se G é uma fungdo de Lia
punov em R~ de (1), entdo, para cada xoe‘Ro tal que
x(t; x° , 0) permanece em R, temos que

lim x(t; x°, 0) €8
t -cco '

0

ou a solugdo x(t; x , 0) diverge guando t —eeo,
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APENDICE ¢C

UM TEOREMA DE OTIMALIDADE

PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE COM CUSTO LINEAR

0 teorema de otimalidade que apresentamos para o
(PTL) (VI-1) é devido a Busacker [12] . Partimos do enun-

ciado do teorema citado em Klein [131 .

Consideremos uma réde (N,A), com n nés e m ramos
e o problema de transporte linear (PTL), em (N,A), com ve-
tor custo ¢ €R™, intervalo de viabilidade de fluxo [b,d] R
b,d € ™ , 0&pgd. Seja P(b,d) o conjunto de pontos:

vidveis de (PTL)
m -
®(v,a) = % el (M ©=0, Lpe[p,a]}
onde M é & matriz de incidéncia de (N,A).

Teorema: O vetor ?é P(v,4) & solugdo de
r B ‘ . m v
(PTL) se e 86 se para todo ciclo /ém de (N,A) e /8>O
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satisfazendo:
( ¥ oe o, p]) P+op e $lod)
tivermos
c‘/u, 2 0
0 teorema acima pode' ger provado a partir do teo

rema de otimalidade (II-36). Klein {13] desenvolve um al-

goritmo para a resolugdo de (PTL) baseado neste resultado.
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