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. RESUMO

O assunto desta tese & o Problema de Programagao Continua,
entendido como uma versio continua de problemas discretos de pro
gramacao linear. Inicialmente tratamos do caso em que as restri
¢des sio lineares, no espaco das fungoes limitadas e Lebesgue -
mensuréveis, apresentando resultados envolvendo uso generaliza-
do de dualidade, Para tratar o caso em que as restricoes nao sw®
lineares, demonstramos uma versao continua de um teorema de /
"Turnpike', usado na Economia Matematica para processos discre-
tos. Bste tgorema indica a natureza do comportamento das solu -
gﬁes étimas quando a duragao do processo & suficienteme nte gran

de,



ABSTRACT

This thesis is concerned with the Continuous Programming
Problem, regarded as a continuous version of discrete problems
in linear programming. First we treat the @& se in which the coms
traints are linear, in the spéce of bounded Lebesgue-measurable
functions, presenting results involving extensive use of duality.
To treat the case when the constraints are not linear, a conti=-
nuous version of a '"Turnpike' theorem, used in Mathematical Eco
nomics for discrete processesy; -is derived. This theorem-indica-
tes the nature of the behavior of all optinal solutions when

the process time is''large',
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INTRODUCAQO

Na anialise de processos econdmicos, surgem frequentemente
problemas de otimizacao de formas lineares, devendo ser satis-
feitas ;estrigaes lineares. No atual estagio da teoria da pro=-
gramagcao linear, uma grande parte désses problemas podem ser
resolvidos numéricamente, com o emprego de computadores e de al
goritmo "simplex",

Entretanto, no estudo de processos envolvendo um nimero mo
derado de atividades mas um nimero muito grande de estagios, en
contra-se a dificuldade usual da dimensionabilidade, quando Sao
usados métodos computacionais convencionais. Processos desse ti
po s3o encontrados na siderurgia e nas indl@strias de petféleo e
cimento, por exemplo.

£ devido a Bellman [1} a idéia de se efetuar versdes con-
tinuas de tais problemas, que €le mesmo enfatizou, podem em mui
tos casos realmente estar mais proximos da realidade do que as
versoes discretas,

Uma ferramenta essencial nesse tratamento & a versio con-
tinua do problema dual, explorando assim a linearidade do pro-
cesso,

Assim, no 12 capitulo, apresentamos as origens de tais weer
soes e formulamos ® problema geral, particularizando para o ca
so das restricOes serem lineares, quando entao temos o proble-
ma de programagio iinear continua. Estabelecemos também alguns

resultados introdutdrios sem o uso de dualidade. A definigio dw



problema dual, resultados fracos € um teorema de dualidade for-
te s3o vistos no 28 capitulo.

A resolucao propriamente dita do problema de programacao 1i
near continua & tratada no 32 capitulo, onde discutimos duas ma
neiras, uma algoritmica e outra fazendo uso de equagoes diferen.:
ciais,

O 42 capitulo & dedicado a analise das propriedades das so-
lucdes do problema de programacio continua cujas restrigdes nao
sejam lineares., Para tanto, & demonstrada uma versao continua de
um teorema de "Turnpiké".

- £ » il . s
Finalmente, no 52 capitulo, fazemos consideracgees gerais so

bre o assunto tratado e damos sugestSes para pesquisas futuras,



OBSERVACOES -SOBRE A NOTAGAO ADOTADA

( ’
Denotaremos por fR o conjunto de n-uplas de numeros reais,
Tl I 4 »
Um vetor x de [P\ sera representado por uma matriz colunaj; X3
. b4 . L4 - ~
i=1,..,n sera a i-esima componente desse vetor.
- » .
A tmansposta de uma matriz A sera escrita A,
, ~ T
Tambem, se x e y sao vetores de R,
X%Y-q:b xi>/yi i=l,en'n

= l,.e,400 mas exis-

=0

X2yI=D> Xi2> Vi
te pelo menos um i tal que x; > Y;
x>y A=b x;> v, i=1,..,n
Ry serd " tai
+ sera o conjunto dos vetores de H{ tais que x 2 O,
n ) S
R\++ o conjunto dos vetores de E{ tais que x > 0.
Yy ’ . ~
Como norma de um vetor de P‘~sera usada a aplicagao:
. ¥
R — R

it
X —> ;Z~[Xi]
=1



12 carituro

Para efeito de ilustrag2o, apresentaremos néste capitulo um
processo elementar do ponto de vista econamicc, mas que apresen=-
ta as caracteristicas citadas acima, Formularemos um problema de
otimizagiq em forma discreta associado ao processo, e estabelecg
remos sua versao continua, Finalmente generalizaremos o problema,
daremos uma aplicacao ao contrSle otimo e estabeleceremos alguns
resultados introdutorios.

O exemplo sera do tipo "Botlleneck', e foi ao estudar um pro
blema désses que Bellman teve a idéia de estabelécer versoes con

2
tinuas.



EXEMPLO ILUSTRATIVO

Seja um complexo de trés indistrias:

De automdveis, de aco e de ferramentas.

Néste modélo-a parametros concentrados- de inter depen-
déncia econdmica, nds admitiremos que o estado de cada indiis
tfia é compietamente especificado em qualquer instante pelo

seu estoque de matéria prima e pela sua capacidade de produ=

zir novas quantidades usando essa matéria prima. Admitiremos

[4 ¢ s Iy -
tambem que & suficiente considerar que mudangas nessa quanti
dades basicas (estoque e capacidade) ocorrem apenas em tempos

discretos t=0,1,...,T¢.
Definamos ent3o as seguintes variiveis de estado:

%, (£)= numero de autos produzidos até o instante t.
xz(t)= capacidadé de fabricar autos no instante t.
x3(t)= estoque de ago em t.

x4@t)= capacidade de fabricar aco em t.

xS(t)= estoque de ferramentas em t.

xq(t)= capacidade de fabricar ferramentas em t.



. - ~ o : » [ 4 -
Hipéteses de interdependéncia das industrias:

(1) Aumento de tdodas as capacidades sO0 requer aumento dos
estoques de ago e de ferzamentas.
- (2) Producao de autos s0 requer capacidade de produgao de
autos e estoque de ago.
(3) Produclo de aco sb requer capacidade de produgio de a
¢o e estoque de ferramentas, |
(4) Producao de ferramentas requer capacidéde de producao

de ferramentas e estoque de ago.

” » — %
3  automoveis
. N
I\ . )
N
| ferramentas TL l
AN /
N . (N )
aco _ Wl l |
AN /
~~~~~~~ o o e - - m e e mm e e e e e W ee wa G s e e e e W e wke e wm e b we e
(%) N
N

(%) Infraestrutura industrial responsavel pelo aumento das

capacidades.



Dindmica do processo de produgao:

No inicio de [t,t+1} alocamos uma certa quantidade de
aco e ferramentas tomadas de seus estoques, para:
(i) aumentar o estoque désses materiais.

(ii) aume ntar as capacidades de producio das indastrias,
Definigdo das varidveis de alocagdo:

?i(t)=quantidade de aco alocada em t com o prgpésito de
aumentar x;(t).
Ei(t)=quantidade de ferramentas alocada em t com o pro=-
p6sito de aumentar x;(t).
1=1,2,.040
OBS: -
v43(t)=0

(1),oo;(4) —=p

Hipotese de "bottleneck™:

A quantidade produzida de um item entre os instantes t
e t+1 & diretamente proporcional ao minimo das quantidades/
dos itens relevantes ao caso ( vide 1),..,(4) ).

Levando em consideracio também o fato de que a possibi
lidade de producio determina os niveis de aloca¢do, pois n»
ha vantagem em se alocar maiores quantidades, teremos as se

guintes equagoes:



+

x, (£31)= x, () mi‘n{ §, %, (1), % vlct)}

-+

X, (t+l)= x,(t) + min {oé V'z(t), (32 'ﬁz(t)}

+

2
min { b’4 x,(£)y (3, W, (1) } - 7 ()T, (1)-V, (t)-
- V5 (1)=9, (1)

x3(t+1)= x3(t)

x4(t+1)= x4 (t) + m:‘m{°<4 3'4(t), (34 W4{{9T)}

+

min{¥g xg(t), %5 F5(0) | - F,(0) - W (o) -
- W (t) = wg(t)

X5 (t+1)= x5(t)

Xg(t+1)= x () + min{ °¢6 Vé(t), (36 Wé(t)}

<0 Bse¥;¢ Ry

A essas equagdes devemos associar as seguintes restri.

coes naturais:

T (8) ¢ Ty() 4 Ty(t) + Tg() + Te(t) € x,(D)
Tvz(t) + §3(t) + §4(t) + ﬁﬁ(t) < x (1)

Acrescentaremos também as restricdes:

%y T & ¥, x, (1) §, V(1) & x,(0)
B3 (D) & ¥, x5 ou Ny W(t) € xy (1)

As F3(t) & ¥g xgTH) F3 P3(8) & xg(t)



81, 0,0 € Ry

e
%, vz(t) = @2 ﬁé(t) . Wz v,(t) = w,(t)
oy V(1) = (3, Wt ou P, V(8 = W, (0
g V() = By W) Yo Ve (t) = W lt)

que justificaremos como de bom senso, baseados em uma pres-
suposta exper#encia industrial,
Baseados nessas restrigoes e procurando eliminar o mai

or ntimero de variaveis, podemos escrever:

X (£41) = % (£) = oLy T (H) x,(0) = x8

Xy (t+1) = x,(1) = o, F,(t) x5(0) = x§
x3(t+1) = x () = (5 W (£) - T, () = 7,(t) = V() = v5(t) -

- Vg (t) x3(0) = x§

x4(t+1) - x4(t5 = ‘¥4 V;(t) , 34(0) = XZ

]

xs(t+1) - xs(t) °¢5 vs(t) - ‘Pz vz(t) - w3(t) - (p4 v4(t) -
=¥ T (t) x5(0) = xg

x6(t+1) - xé(t)

i
]

‘ °46 v6(t) | XS(O) X

[+]
6
onde acrescentamos as quantidades iniciais dos itens ( x4 (0) )

Agrupando as restricdes:

Vi(t) 20
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§ Vl(t)g xz(t)

1
Fl(t) + Vz(t) + 7,00 + v (t) # Ve(t) & x3(t)
A, W,(E) ¢ x,(E)

!

6 "6 3() & x50

§ 3 vs(t) < xé(t)

Admitamos que o nosso problema seja o de escolher ¥;(t)
Gi(t), t=0,1,.., Tg=l viaveis para ésse processo e que maxi-
mize xl(Tf)'

Versio continua:
Substituamos ¥;(t) e w (t) por At v;(£) e At w (t) /

nas equagdes e levemos ao limite quando At tende para Zero.

Teremos entao:

éﬁ’i('t) = o, vyet) | x4 (0) = x7

x,(t) = o<:2 v, (1) x,(0) = x5

;(3(1:) = (33 wa(t) - vl(t) - V(1) - v, (t) - vs(t) -
- v (t) x3(0) = x3

x4 (£) = oL, v, () | - x4(0) = x3

X5(t) = % o vg(t) = 9, v, (1) = w () = P, v, (£) -

"'(96 Vé(t) XS(O) = X;
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[+]

ie(t) = o v6(t) ) xé(O) = Xg

ou, matricialmente:

é(t) = K; v(t) + K, w(t) | x(0) = x°
v{t)

ou ainda, combinando ~——~1 = 2(t)
w(t)

(5) x(t) = K z(t) onde K = [Kl | KZ_B

Fica claro que z(t) & um fluxo de alocacio.

Admitiremos, como Bellman, que ésse fluxo fica também lie
mitado por questoes tecnolégicas; |

De uma maneira geral:

¢ ( x(t), z(t) )L O

t +t

Mas B)=p x(t) = x° + X- K z2(s) ds = x° + K J. z(s) ds.

4 ) o
Bntao G ( x° +K J‘ z(s) ds, z(t) ) £0
. | . .
Chamando J-z(s) ds = y(t).

o)

RCy(t) , z2(£) ) 86 (x° + Ky(t), z(t) ) §0 . (*%)

Podendo perfeitamente se tratar de uma fungao nao linear,
Entretanto, para completar ¢ nosso exemplo, vamos supor que as

restricdes tenham forma semelhante as da versao discreta

(%) O caso geral sera visto no capitulo 4 .
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Sendo B a matriz dos coeficientes do 12 membro das desi-

‘gualdades de restricio, ent3o:

(6) z(t)y 0 , Bz(t) ¢ x(t) Vte [ 6,Tf]
O nosso problema seria entio o de escolher
z(t) t ¢ [0,T¢] vidvel para o processo continuo,
e que maximize:
b x(Tf) onde b=(1,0,0,0,0,0 )"

Podemos contudo reformular o modélo da seguinte maneira:

t
x(£Yy= x° + J Kz(s) ds
' o
" _
Bz(t) ¢ x° +‘( Kz(s) ds Yt € [O,Tf]

()

que levade em (6):

z(t) 3 0

» - - A . » - 0]
tambem, maximizar b‘X(Tf) e equivalente a maximizar:

T T
jb‘xzu) dt =Ja'z(t) dt
"o [»]

v A , A
onde b K = a , Chamemos tambem cC = X

Ficamos assim com o seguinte problema:

T
maximizar ja‘z(t) dt
o t
com Bz(t) S c + .f Kz(s) ds te i:O’Tf)
) v
z(t) > 0

PROBLEMA GERAL DE PROGRAMAGAO LINEAR CONTINUA:

A seguinte generalizacio & devida a Levinson [2?} :
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Achar uma fungio z: [ O,Tf}~?fkn de componentes z; limi
tadas e Lebesgﬁe~mensuréveis que
K
maximize X a(t) z(t) dt
° t
sujeita a B(t) z(t) S c(t) + .! K(t,s) z(s) ds , z(t)2 0O
0

( para quase todo te L 0,Te])

onde V te L 0,Tg ] B(t) & uma matriz real MxN, a(t) um
vetor de ordem n, c(t) um vétor de ordemme V s ¢ ¢

K(t,s) & uma matriz mxn . Se s > t K(t,s) =[0] B,K,a e c

s3o todas limitadas e Lebesgue-mensuraveis.

¢ - LEMA:
Se K= 0, B for matriz constante, c e a vetores fixos,
para toda solucgio otima do problema existe um vetor de R n
: +

que como fungdo constante & viavel e proporciona o mesmo va-
lor que a soluciao otima para o funcional ebjetivé.
prova: Seja Z(t) solucdo otima de:
5 |
max g a‘z(t) dt.

[+]

n
com Bz(t) $c,2(t)2 0, z :[0,Tg| >R de
componentes zj limitadas e Lebesgue-mensuraveis
_ 1 _ ,
seja X = — X z(t) dt , x(t) = x x(t) & viavel pois
T
R 1 (% 1% |
B x(t) = B— |z(t) dt =— j‘B z(t) dt £ — cdt =¢

Tg 7 T



tambem, & a'x(t) dt = S a' (— E zZ(t) dt ) dt =
o T T
= a‘g z(t) dt.
OBSERVACAO: ° l

BEnt3o, nas circunstincias do Lema (7) o nosso problema
se reduz a um de programacao linear, pois se solucionarmos

max a x xe{lp

n
Qp:{xéR+]Bx§c,x>¢0}

Obteremos tambem uma solucao para o problema de progra-

macio linear continua, fazendo
x(t) = x
APLICACAO AO CONTROLE OTIMO:

£ devido a Grinold [3] a seguinte aplicag¢io ao Contro-
le 6timo linear:

Seja x(t) uma variavel de estado m dimensional e u(t) /
um vetor de contrdle n dimensional,

Queremos maximar uma forma linear:
2 T T
(8) max [ J h(t) x(t) dt + ‘[ g(t) u(t) dt + a‘x(Tf)}
o}

o

Sendo o sistema dinamico dado por:

€)) x(E) = A(E) x(t) + H(E) u(t) + f(t) , =x(0) =0

14
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e 0 sistema deve satisfazer as restricoes:

(10) B(t) u(t) £ d(t)-+ D(t) x(t) , u(t) 3 0
onde todas as fungdes que aparecem sao limitadas e

Lebesgue-mensuraveis, exceto A(t) que deve ser continua,
' t
Entao, (9)=p x(t) = X' § (t,s)[ H(s) u(s) + f(s)] ds.’
o

onde A§ (tety) = A(E) § (tyty) 3 § (tgety) = I
: t -1
ou ainda: x(t) = X Y(t) Y (s)[ H(s) u(s) + f(s)} ds.

o

sendo ¥(t) = A(t) Y(t).

t

=1 ; :
Cx(8) = Y(E) § Y(s) [H(s) uls) + f<s>] ds.

o

levando em (8) e (10) e observando que =

T .
t t 4
X h'(t) Y(t)[ ( Y (s) H(s) u(s) as) dt =
o
o e Tf T{ -1
, = E;{:Sh'(s) v(s) dS]'Y (t) H(t) u(t) dt

o -

| -1 .,
j&, que chamando Y (s) H(s) u(s) = y(s) e hit) v(t) = v(§)

s, P o
e sendo w o degrau unitario:

T t T £ A
5 v(t) S y(s) ds dt = j- v(t)‘. [w(s) - w(s-t)} y(s) ds dt=
o 1 0 o o T 1k

= Su X'v(t).[:w(s)-w(s-t)J at ., y(s) ds = v(t) dt . y(s)ds,
o -0 o -s

.podemos transformar o problema de controle otimo em um de

~ . <
programac¢ao linear continua:
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T Te A
maximizar X [g‘ (t) +{X h' (s) ¥(s) ds} 1 (¢) H(t) +
t
o

+a'v(re) . Y7L, H(t)j} u(t) dt.
| sujeito a u(t) %, 0

: t
BUt) u(t) £ d(t) + D(t) . Y€f9[: S Y(s)"1 . [H(s) u(s) + f(s)] d%

(V)

TEOREMAS DE EXISTENCIA PARA O PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR
CONTENUA: |

Sejan:

Qn ={ Y\ y @ [O,Tf._\—" [Rn 'y V continua}

Q {y‘ﬁ(t)+y(t)€z,ye Qn}

onde

. . |
Z = {'z € Qn \ z(t) 3 0 , B z(t) § c(t) + X K z(s) ds}l

O

- . I -~ # -
B , K matrizes reais constantes nxn e Z & uma solucao otima pa

ra o problema:

T
.F
max j a(t) z(t) dt com a,c ¢ Q%

z € Z °
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LEMA:
2 solucio Otima
% , |
=p K a(t)' y(t) dt > 0 n3o tem solugao y(t) em Q.
0

prova: vide apéndice.

TEOREMA : O sistema de inequacoes:
y2 0
o t |
B y(t) §[ K y(s) ds
L '
j a(t)" y(t) dt> 0 nlo tem solugio em Q.

Yo
prova: vide apéndice.
TEOREMA : 3 & uma solucio Otima ¢=—P
a(t)' 2(t) 3 a®)' z(t) V te[o,T¢]
\7( z € 2
prova: vide apéndice.
COROLARIO: Qualquer porcio da solucio dtima & Stima:
+

2 T
S a(t)’ zZ(t) dt %J a(t)' z(t) dt.
L - t,

t
\7/ Z € Z -1 V tl,tz € [O,Tf] (] tl < tz



2° cariruro

DUALIDADE

No capitulo anterior, definimes o problema geral de pro-

~ » L 4
gramacao linear continua:

T

maximizar _; a(t)' z(t) dt
[#]
zZ e 2
onde

+t
A ={z & B(t) z(t) § c(t) =» [ K(t,s) 2(s) ds quase sempre,
(5]

z(t) 3 0 limitada e Lebesgue-mensuravel }

Passaremos a chama=1o problema primal de programacao li=

near continua: (P).
Podemos definir também um problema dual ( D ) , de pro

-~ - - 3
gramacio linear continua:

T
¢
minimizar j w(t) c(t) dt

weW °
onde:
P
W ={;wl w(t)' B(t)  a(t) + [ w(s)' K(s,t) ds quase sempre,

t
w(t) 3 0 limitada e Lebesgue-mensurivel }

Consideremos o problema de programacao linear resultan-

te quando tomamos K =0, ¢ e a vetores fixos para. ( P ) ;

18
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~~~
Z
3
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o
"
®)
)
i
A
W
™
=

Analogamente para (D):

(d) min u ¢ Ng4F
ue;l)-d

- - * ~ - »
fisses problemas assim definidos sao duais, e e bem conhe

i
—
=
n
A

)
e
»
=
AV
®
=
\¥g
o
‘V\J

cido o seguinte teorema:
(11) TEOREMA: dados OS'préblemas definidos acima:
(L #p => (3 sotucio de () da=p (), # g.)
Dy # }z{ =P ( (3 solucio de (4) )q:b_ﬂp g )
. * - *
Sejam x solucao de (p) e u de (d):

entio, V xe_Qp ' v ueﬂd:

* .
atx ¢ a'x¥=u"ec & uve.

O melhor teorema de dualidade para programagio linear /
continua:, seria uma generalizacl3o direta do teorema (11) .
Entretanto, tal nao seria valido, e contraexemplos foram a-

presentados pela primeira vez por Tyndall [4J .
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RESULTADOS FRACOS (%): ( Tyndall [4], Levinson|[ 2], Gri-

" nold [3] D).
(12) LEMA:
Tt ' [P o
j [w(t)‘.J K(t,s) z(s) ds] dat =J [(J w(s) K(s,t) ds ).
(o} o/ ) o t
- .z(t)} dt.
prova: |3, pg 85.
(13) LEMA:
- T T
inf{ S w(t) c(t) dt] w E W} >,/ sup{J a(t) z(t) dt/
0 ' o)
- ' z & Z-}
prova: \_5} s+ Pg 85,
(14) LEMA:
T Tt |
j a(t) ' z(t) dat =J' wt)'e(t) dt , ze¢Z, wew
o 0

:\>‘ (i) e (ii) valem para quase todo t€ [O,Tf] :

(i) V i=1,2,..,n
: t

B(t);, 2(t) < c(t)y +j K(t,S)i" z(s) ds (Kk)
o

=P wit); =0
(ii) V j=1,2,..,n

(% ) Assim denominamos porque somente descrevem propriedades
de solucdes Stimas para os problemas primal e dual,
(k%) Se A é uma matriz, Aj, & Sua i-ésima linha e A j sua

s * o
j=esima coluna,



Tt ,
w(t)fB(t);j > a(t)j * J w(s)'K(s,t).j ds
=p Z(t)j =0

prova: [:3] s bg 86.

OBSERVACRO: Tais solucbes s3o ditas de equilibrio.

OBSERVACAO: £ uma quest3o aberta ainda, se a desigualdade do

Lema (13) pode ser transformada em igualdade.
UM TEOREMA DE DUALIDADE FORTE:

Foram demonstrados teoremas de dualidade forte,[:4:], [2]
com condicoes diferentes de regularidade de B,a,c e K, BEntre

tanto, todos &les requerem as mesmas condicoes algébricas:
(15) {‘z\sct)z\so,z;, o}:{o} Ve
(16) B(t) % 0, K(t,$) 30, ct) 30 Vit,s

0 teorema que apresentaremos aqui demonstrado por Grinold
[3] , & uma generalizagao daqueles, Vamos entretanto iniciale

mente estabelecer algumas definicOes e Iemas auxiliares:

DEFINIGAO:

pos | F | f‘-—{vlex=d.Xé 0}

onde F & uma matriz mxn e pos['F] ¢ o cone poliddri

co gerado pelas colunas de F

21



OBSERVACAQ:

(i) pos [ B();I]= {d_lB(t) z+Iy=d; 2,y 0}
(ii) pos | F'] é o cone gerado pelas linhas de F

(iii) pos [:I:] = ortante n3o negativo

(iv) c ¢ pos[:B%I} d4=p Bx$c, x 20 tem uma solu-

~ o P
Gao viavel,

EXEMPIO: Podemos rescrever o teorema de dualidade para pro=-
gramagao linear usando a definicao acima:

"Se as condigoes:
a'¢ pos [ B') I )
.- ]

¢ ¢ pos L B % I ]

s2o satisfeitas, os problemas primal e dual de pro

~ " ~ o~ Id » * *
gramagao linear tem solugoes otimas X" e u, com:

v ¥* .
a'x = u ¢’
As condicdes garantem a viabilidade respectivamente dos

problemas primal e dual,

Em programac¢io linear continua, a viabilidade & garanti-

da pelas condigOes:

- L .
Qa7 L a(t) +j w(s) K(s,t) ds| ¢ pos [B’ (t))} -I]
| 't '
t

(18) L c(t) +5

o

K(t,s) z(s) ds) ¢ pos[Bm; 1 ]
. )

quase sempre



23

LEMA:

As condigdes (17), (18) sao garantidas respectivamente por
€19) i) a'(t) € pos|B (1)} ~I]
1

ii) pos[K‘(s,t)_} & pos [Bf(t)‘{-l] v s >t )’\v't

(20) i) c(d) € pos[B(t)-::' 1]
ii) .pes [K(t,s)] < pos [B(t)i IJ V s & t)Vt

rovas [3] sy Pg 86.

Se as condicBes (15) e (16) sio satisfeitas, as condi =

coes (19) e (20) ( consequentemente (17) e (18) ) o s3o.

prova: [3] y Pg 88.

DERINICOES: |
(i)  K(B,d) ‘é{ x|Bx s a, x3 o}

A

(ii) J(B,h) {u)u‘sa, h, u o}

a envoltdéria convexa dos pontos exe

n>

(iii) X(B,d)

tremos de K(B,d)

- ~ A
(iv) J(B,h) = a envoltdria convexa dos pontos ex-

tremos de J(B,h)



(21) TEOREMA: * ( Dualidade forte):
Se as condicdes de limitagao:
~ ~ m n
@ 3 @0 > Veelor] e VaeR ,VnelR
i) =x¢ K(B(%);d) = |lxll< pllaf|
ii) u ¢ J(OB(H),h y=b Jull$ @ In|
E as condicoes de regularidade:
(23) i) As fungoes B(#)j; » a(t)j e c(g)i sao con-
tinuas em quase todo t¢ [O,Tf] y 1 = 1,2,.0,m
J=1,2,..yn
ii) As funcgoes K(t,s)ij s3o continuas em quase todo

(tys)é LO Tf] LO Tf:[ i = i,Z,..,m; j =
t >s - = 1,2,.e50

S2o satisfeitas,entao as condicoes:
28) VYV ¢
i) at(t) ¢ posLB‘(t)i ..1]
1

ii) pos [K"(s,t)] < pos [B‘(t}';, -I] Y s>t

250 VYt



) e(t)e pos [B(t); 1]

ii) pos [K(t,s)] ‘< pos LB(t):i I] YV os ¢t

- - » - ~ . 4 '
Implicam a existencia de solugoes de equilibrio para os

problemas primal e dual de programagio'linear continua.

prova: fSi}, pg 89.

OBSERVACRO: Se B e K forem matrizes constantes as condi -

coes (22) ( e obviamente as (23) ) s3o satisfei -

tas,
(26) OBSEBRVACAO:
As condigBes (25) =  soluclo étima para
(P)
As condicoes (24)=D Eiselugﬁo 6tima para
(D)
OBSERVACAO: Ha um teorema de dualidade forte denonstrado

por Tyndal [5:]@nde as matrizes sao constantes mas
a e ¢ sao funcoes apenas limitadas e Lebesgue-men-
surdveis,nio sendo portanto englobado pelo Teorema
(21). Entretanto, nésse contexto a observacio (26)
niao & verdadeira, sendo necessirias as condicoes /
(24) e (255 tanto para garantir a existéncia de

solucdo &tima para (P), como para (D).
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OBSERVACAO: A prova do Teorema (21) & feita discretizando

0s problemas primal e dual, transformando-os conse-
quentemente em problemas dé programacio linear V)
e (D). Usando o Teorema (11) obtemos solugoes de e
quilibrio para esses problemas., Como as condigoes
(24) e (25) garéntem a limitacao dessas solucoes,as
solucoes de equilibrio de’(PNﬁ e (DN) convergirao /
fracamente para solucoes de equilibrio de (P) e (D),
a medida que a discretizacao fique mais fina;
A discretizacao usada & a seguinte: |
O intervalo [O,Tf;] & dividide em N intervalos de

comprimento Ay = T/N .

Para k = 1,2,..,N e 1 > k:
(1) &AM -am Ay e RD
.. N,k
(ii) ¢ ' = ck Ay ¢ Rm
.o N,k :
(iii) B = B(k A ) uma matriz mxn

N,1,k
(iv) KX T = N K1 AN’ k AN) uma ma triz mxn

26
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Assim, :
N N, j n R
() ~ Achar z e R y J=1,2,..,N, que
N \
maximize 21, aN’l. ZNrd
1=l K-t :
N,k N,k . \ N\~ . N,k,j N,j N, j
com B’ z ' & ek 4 2_4 grerd ghed z ' 0
=1
J k - 1’2,“,N
(DN) Achar wN'J'G rR™ , 1 =1,2,..,N que
_ N \
ninimize ‘24 whrd et
1:_:! N
N,k N,k Nk O N,j Nyik N,k
com w' B’ > a + 24 w?'l g w’' 30
1=k

Y ko= 1,2,..,N

Problemas @sses que como problemas de programagﬁo linear,

sao duais.



3° carituro

RESOLUCZ0

Trataremos agora da resolucio de um problema de programa-
° ~ . » L3 -
¢2o linear continua, Serdo vistas duas maneiras, uma algoritmi

ca e outra utilizando equacoes diferenciais,

RESOLUCAO ALGORITiMICA

O Teorema (21) do capitulo anterior nos Sujere, quando as
referidas condicoes forem satisfeitas, uma solucio aproximada/
do problema, ja que as solucoes dos problemas discretos conver
gem fracamente is do problema linear continuo, a medi@é que a
discretizagao térna-se mais fina, Entretanto, como tecnica, es
' sa maneira apresenta varios inconvenientes: as solucoes do pro
blema discreto nie sio viiveis para o problema continue; ndo /
ha nenhym critério de parada'fécilmente»verificével; e final -
mente, embora o problema géralrde programacio continma tenha /
ganho certa independencia dos problemas dos quais se eriginou,
a dificuldade da diménsionalidade, da qual com versdoes conti -
nuas nds pretendiamos escapat, reaparecem, pois o numero de res
tricdes e variiveis de (PN) aumenta quando a discretizac¢ao se

torna mais fina.



RESOLUCAO USANDO EQUACDES DIFERENCIAIS:

(Larsen e Polak [6] )

Vamos admitir que K & uma matriz constante, e B &€ uma ma -
triz censtante‘nﬁo singular tal que:

(1) todos os elementos de B sae nio negativos
ou (ii) todos os elementos de B~1 s3o ndo negativos

Tambem, redefinamos:
, t
Z = { z ‘ Bz(t) § c(t) + J~ Kz(s) ds , z(t) 3 0 para quase
’ (2]

todo te [O,Tf] e z(t) = 0 para t< o0

fungoes limitadas e Lebesgue-menéuréveis:}

‘ T
.’L
W= { w|w (t) B} a(t) + J w(s)'K ds , w(t) 3 O
{
para  t¢ ['O,Tf] e w(t) =0  para t > Tg

funcoes limitadas e Lebesgue-mensuréveis}n

(20) DEFINICAO: 1(z3)

1 se z.> 0

]

l(Zi)

i
o
)
®
N

I
(=

L4
Tambem, reescrevamos:
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*
(P) Achar um z ¢ Z tal que

o

L ki
S a(t) 'z (t) dt = max X a(t) 'z(t) dt

° z £ 2

(D) Achar um w™ ¢ W tal que

T‘f . T{,
jw*(t)‘ c(t) dt = min X w(t)' c(t) dt
4]

[

weEW

(21) DEEINIQZ& : Seja K, o conjunto de pares (x,u) de fun

- n .
coes x:R —> R , u:R — 4 tais que

22) u & mensuravel e x & absolutamente continua ‘(-*\)
@23 w0, B[ cut) + c(t) + K& | % 0 V telo,1q)
(24) x(0) = 0

x(t) = B=L [ cu(t) + c(t) + Kx() | Ve [O,Tf'l
(25) ' '

x(t) = 0 Vt¢ {o,Tf]

A equagio (25) & obtida introduzindo-se em.z a mudan-

i t

¢a de variaveis x(t) =.f z(s) ds

)

(%) u pode ser considerada uma variavel de folga.



Tambem, (25) =D a segunda parte de (23) & equivalente a

é(t)-% 0 para t ¢ [‘O,Tf] completande as condigdes
de Z,
Os pares (x,u) que forem elementos de Kp serao chamados/

~ 5.4 » -
seolucoes viaveis para o problema primal,

Em térmos de (21), podemos reescrever o problema primal:

.

(r)
Seja Jp definido por: | VW) € Kp

T_f .
(26) Jp(x.u) = J a(t)‘B'l‘j-u(t) + c(t) + Kx(t)) dt

(o]

Achar um par (x%,d*) € Kp tal que Jp(x*,u*) =
= max Jp(x,u)
(x,u) € K

£ facilmente verificado que (26) define o mesmo funcional
do problema original (P) quande levamos (22), (23), (24), (25)
em considefagae.VQualquer par (x,u) € Kp que maximize Jp seri

referido como uma solucio otima para © problema primal.,

27) DEFINICAO: Seja K4 o conjunto de pares (y,v) de

fungdes y:R—R? | v:R — 1 tais que ,

(28) v & mensuravel e y

e absolutamente continua (%)

(%) v pode ser considerada uma variavel de folga.

31
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(29) v(t) % 0., [v(t) + a(t) - Y(;:)K]‘B'lz, 0o Ve [0,T¢]
(30) y(T¢) = 0
. - oy e o=l Y |
y(t) = | v(t) + at) - y(£)'K }° B t € [0,

(31)

i

o Vtiy/fo,T¢]

A equac3o (31) & obtida introduzindo-se em W a mudanca de

vt

1
variaveis y(t) = - { w(s) ds.
A .

Tambem, (31) =] a segunda parte de (29) & equivalente
a y(t) > 6 para t € [O,Tf] completando as condicdes de W.

Os pares (y,v) que forem elementos de K4 serao chamados

solucdes viaveis para o problema dual.

Em térmes de (27), podemos reescrever o problema dual:

(»%) Seja Jq definido por:
T_f :
(32) J4(v,v) =‘S [v(t) + a(t) - y(t)° K]‘ B=1 c(t) at

(v}

Achar um par (Y*,ﬁ*)GEKé tal que Jd(y*,v*) = min Jgq(y,v)



£ facilmente verificado que (32) define o mesmo funcionail
do problema original(D) quando levamos (28), (29), (30), (31)/
em considera¢ao. Qualquer par (y,v) ¢ K4 que minimize J4 sera

referido como uma selucio Otima para o problema dual.,

1° PARTE : Metode primal

Nés consideraremos o problema.bximal (P') e, por meioc de
fungoes multiplicadoras, obteremos uma condicao suficiente pa
. ra a existéncia de uma solugio otima (x,u). Entao, admitindo/
que existe-uma solucdo Otima para o problema primal (P') , ob
teremos uma condic3o suficiente para a existéncia de uma solu

cRo para o problema dual (D).

(33) DERINICHO: Sendo A(t), £((t)e R?,

A (1) = diag(a(Ca(t) = A B;_J' YY) Vie [o,Td

(34)

Nwy=0 Vg [o,i‘f]

A
Aw =o V +d [ 0,147

matrizes diagonais nxn

diag ( 1(ai(t) - 63() ) ) ¥V te[o0,1¢)
(35)
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TEOREMA ; Se a funcao.a & continua por partes em [O,Tf] , as

equagoes:

(36) ACE)

- {[?\fm -a) ] B A® k] Ay =

t
@

(37) ()

it
()

- {[%(t‘) - a(t_)]‘A(t) VB"l K } y § (Tg)

tem solugao absolutamente continua uni-
ca definida em todo [O,Tf] s que usaremos Como fungSes multipli

cadoeras.

prova: [6] s Pg 9

TEOREMA : Se as equacdes (36) e (37) tém solucdes A e 5 ,

as equacoes:

]
(o}

@38 xe) =3 tA @[ et r k)], x€0)

(30 x(®) = A B et +kx() |, x(0) =0

que aquelas soluc¢oes definem por intermédio»de _/\ e A ’
tem solucoes finicas que ser3o denotadas respectivamen-

te por x4 € xg,

prova: {6'1, pg 9.



DEFINICAO: Se (36) e (37) tém soluclo, estas, por inter-
médio de A e /\ definem:

40) NAy=1-/
onde I & a matriz identidade
(41) AN;=1-A
DEF IN : ejam X, ¢ X as solugoes de e . rela
FINICA Se N s 1 de (38) e (39) rela

cionadas com as mesmas matrizes _/\ e A que aparecen
na definicao(33).

Bntao definamos:

ua(t) =A@ [et) + kx(t)] Vite[o,T¢)

(42)

uy () =0 Vg [0,T¢]

ug (1) =B A @ B [ e(t) + kx()) Ve [o,1g )
(43) |

ug () =0 VY t¢ [o,15]

£ visto facilmente que se:
Xa(t) %0 , us ()30 Vts[o,'rf]

X (£)% 0, ug(£) 30 Vitelor ]

35

entdo (xqsu,) e (xg,uc) sdo solugdes viaveis para o proble

ma primal.



(44) TEOREMA : . Se a fungio multiplicadora A determina-
da por (36) existir, se (x, yU, ) determinado/
por ela por intermédio de (38) e (42) & viavel
e se todos os elementos da matriz B s3o nae ne
gativos, entdo (x5 yu, ) & uma solucio Otima /
para o‘problema primal.

Qggig: (6] » pg 13.

(45) TEOREMA : Se a funcae multiplicadora § determina-

| da por (37) existir, se (xg ,u; ) determinado/
por ela por intermedie de (39) e (43) & viavel
e se todos os elementos da matriz B~1 sio nao/
negativos, entdo (x¢yug ) e uma solugio otima
para o problema primal.

prova: [61, pg 15.

TBOREMA : Suponhamos que a funcao multiplicadora definida
por (36) exista e que ela defina uma solucio étima"/
(x,\;uA ) para e preblema priml.

Seja (y4 2V, ) determinade por A como solucdes
das equagoes: ‘
y, ) =[a®) - yy 1 K] A B-1 Ve [0.T¢

(46)

;’7; (t) =0 Vtg [0,15)



37

H

v, (D) -[a(t) Sy @ k] L Vte [0,T¢ ]

47

i
o

V/,\(t)

Se (ym ' Vo ) satisfaz:

YAt 3 0 , v, (£) 30 Vte[ 0,T¢]

1 comuta com J\.(t) entdao (y, ’Vq ) & uma so

e a matriz BT
luc3o otima para o problema dual.

rova: (6], pg 15.

TEOREMA : | Suponhamos que a funcao multiplicadora definida |
por (37) exista e que ela defina um solucio otima/
(XS WU ) para o problema primal, |
Seja (78 ' Ve ) determinade por & como solugoes
das equagoess

48) v, ()

[a(t) -y KJ B-llﬁ (t) ’ Y (Tf)=0

(49) (t)

v, -fa) -y " k] ™LA (+)'B

Se (yg Ve ) satisfaz:



e a matriz B-l comuta com 1& (t) entdo (y8 ,V, ) @ uma

5

solucao o6tima para o problema dual.

preva: [67], pg 17.

2° PARTE : Metodo dual

Faremos agora o oposto que no método primal, Por meio de

fungoes multiplicadoras obteremos uma condicao suficiente pas

ra a existéncia de uma solugido otima (y,v) para o problema du

al (D'). Bnt3o, admitindo que existe uma solucio otima para /
este problema, obteremos uma condigao suficiente para a exis-

tenc1a de uma selugao para © pr@blema primal >,

TEOREMA : Se a fungiao a é continua por partes em[:O,Tfl'eg

tao as egua¢oes:

(50  yp () =[al®) -y, (O KM BT, y, (1) =0
(51) }.'v(t) = [a®) -y, () K] 8™ Ney vy, (Tg) = 0

onde

M(t) = diag 1C a3(t) -y, (£)' K;) Yte [o,T¢]
(52)

M(t) = 0 t% [0,T¢]
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N(t) 1

diag 1( (a(f) -y, ('K B] ) V te[o,14)

(53)

N(t)

0 Vtd[o,me)

~ 4 4 »
tém solucoes absolutamente continuas unicas:

prova: [6] s bg 21,

(54) DERFINICAO: Sejam yp e vy solucoes de (50),(51).

BEntio, definamos:

“H

(55) vy (0) = = [alt) =y () K] M(®)

(56) v, () -[a(‘t) -y, @ k] B N B

onde M1 I~-M

Ny

i

I «N

£ visto facilmente que se:
Yp% 0 , Vv,3%0 | Vte[O,Tf:\

Vy2 0 » vy30 o Yte[o,1

entao (YP ?Vp ) e (yy 'V, ) s3o solucdes viaveis para o pro =

blema dual,



TEOREMA : Se as equacdes (50) e (51) tém solugoes YR s Yy s

as equagoes:

673 P = kM BT P - et)]  pod = o0
58) V() =kBT NMO[ v -e®) ] Y@ =0
tém solugdes unicas.
prova: [6] s PE 22.°
TEOREMA : Se o par (yp »Vp ) determinado por (50) e (55) e

xiste e & viavel, se todos os elementos da matriz B
sdo nio negativos e a funglo multiplicadora p deter -

minada por (57) satisfaz:

59  Bt{- pw rem 3o ¥te [o,7¢]

entao (YP 'V ) & uma solucio o6tima para o préblema /

' dual,

prova: [ 67) , pg 23.

TEOREMA : Se e'par (yy yVy ) determinado per (51) e (56)
existe e e vidvel, se todos os elementes da matriz -1
sido nao negativos e se a funclo multiplicadora ) de

terminada por (58) satisfaz:

40



c(t) = Y (Y3 0 Y te [0,74]

entdo (y, ,vy ) & uma solucdo Stima para o problema dual.

preva: [ 6] , pg 24,

TEOREMA : Suponhamos que a fungio M definida por (57) e=
xista e que o par (yp ,vp ) relacienado com ela e de-
terminado por (50) e (55) seja otimo. EntRe, se (xw .

up ) que sao definidos por:
xp () =B L M) [ () + Kxp ()], xp(0) =0

uy () = M) [o(8) + Kxp (1) |

satisfaz:

:':N(t,)a,o‘, up (£) 3 0 \‘fte[o,'rf}

1

- an N -~ » -
e as matrizes B e M(t) comutam, & uma solugido otima

para o problema primal,

prova: [6] » bg 25.

TEOREMA : Suponhamoes que a fungio Y definida por (58) exis
ta e que o par (y, 2V ) relacionado com ela e determi
‘nado por (51), (56) seja 6timo. Entdo, se (x, ,u, ) que

sio definidos por:

41
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x, (8) = NC(£) B [e(t) + Kx, (0] | x,(0) =0
uy () =B N(&) B [c(t) + K x,, (£))

satisfaz:

Xy (1) 20 , u, ()3 0 Y te [0, )

- -1 Lnd -
e as matrizes B e N(t) comutam, & uma solucio otima pa=-

ra o problema primal,

prova: (6], pg 25.

OBSERVACAO: N2o ha nenhuma dificuldade computacional fora

do comum envolvida com o calculo das solugcBes das e
quacoes diferenciais qué apareceram acima, Poderia-
mes por exemplo na aplicacao do Teorema (44), inte-
grar primeiramente a equacgio (36) de tras para -dian
te no tempo para obter A ., Calculariamos entio _/\-
por (34) correspondente a}k e integrariamos final -
mente a equacao (38). Se a solugio da equacio (38)
juntamente com u. dado pela expressio (42) fermar
‘um par que & uma soluc3o vidvel, ent3o serd também
uma soluclo Stimapara o problema primal, Podemos /
proceder anélogamente na aplicagiao dos outros teo-

remas,



4° CAPITULO

PROGRAMACAO CONTINUA cOM RESTRICOES

NAO LINEARES - UM TEOREMA DE "TURNPIKE"

PARA PROGESSOS CONTINUOS.

Podemos considerar que um problema de programag&o conti-
N . 2 .
nua consiste em determinar um processo continuo, que satisfa-

zendo certas restricoes, maximize um funcional objetivo, en-

tre todos os processos continuos que satisfacam as referidas/

restrigoes.
Assim, no primeiro capitulo, retirando a hipotese de 1li-

nearidade das restrigoes, tinhamos que determinar:

s
max ‘J~ a ' z(t) dt

)
com R ( y(t), z(t) ) £ 0 para quase

todo t

odo N
onde y(t) = J~ z(s) ds e z & limitada

o
\7/ te [O,ITf ] e Lebesgue-mensarével,
Isto, por conveniéncia, considerando-se Y uma funcio .

absolutamente centinua, pode ser reescrito:

43
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Determinar:

max a y(Tg)

com (y(t), 2(t) =y(t) ) ¢ T guase\v‘te \TO,Tf]
n
onde T = { (v,2) ] R(y,2) £ 0 3 y,ze{R_" }
OBSERVACRO: No caso de programacao linear continua:
, o
T = { (y,2) | Bz { Ky 5 v,z¢ R 4 }

Para processos discretos, existem Teorema ditos de "Turne
‘pike" ( [7] » (87, [9']), que nos dao info;mag%es valiosas pa
ra a determinacfio de processos viaveis otimos.

Néste capitulo, demonstraremos um Teorema de "Turnpike' pa
ra proéessos continuos, aplicédvel a problemas de programacio /

& -
continua nao lineares.

n
DEF INICAO: Um conjunto T de pares de vetores de ﬁ{ » Satis
fazendo as condicdes abaixo, sera chamado um conjunto/

transformacgao,

- (60) T é um cone convexo fechado no ortante nido negativo de

W{Zn.

- (61) 0,2)¢ T =P z=0
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. -~ . [4 L4 .
Para a obtencao.dos resultados a seguir sera necessario

¢ = . P4
adicionar as seguintes hipoteses:

(62) (v42) e T, Y3 7ve0

§2sz 2> G,Z2)erT
(63) 3 (y° 42®)eT ¥ 2°> 0
(64) Se (y,z) 4 (u,v) € T e y e u s2o linearmente indepen

dentes, entado, Veyg e R ., , « +3 =1

3w}(«y+@u,w)€Te *z + Bv<w

( nem sempre precisaremos de todas condigBes)
LEMA: Se T satisfaz também (62) e (63), entio

€65) J y¥e¢ R™

% n

e R, ,

*

KERH_ tais que

P’z - N y)< o YV 9,2)¢ T
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prova: [ 10| , pags 338, 339,

« ,
LEMA: Se T satisfaz (64) y* ,p"E ’ A referides no lema an

terior satisfazem:
(66) p* (z = N v)< 0 V (y,2z) € T exceto se

y =0 y' para algum GeR 4+
(67). yv* & finico a menos de um fator de escala.
provas [—7] » bags 203, 206,
. DEFINICAO: O conjunto { y(t) ] 0Lt Ty }( abreviada -
1]
mente: i y(t) }{: > onde y. ]:R+ — \R f: é absoluta .
. | .
mente continua = yserid denominade um processe viavel

de horizente finito Ty < Tf s T, finito, se:

f
Cy@®), pt) e T Vte[o,rh]

LEMA: se 4 kef ., } N processo viavel

iy(t)% » Tg> k , com y(Tg) > 0 , acontecer de
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4>

( e assim, segunde Nikaido [ 7] , pg 204, o conjunto transfor

maGio & dito indecomponivel)

~ *
entao ' y> 0
% Tt
prova: { Mt y*} - Vree R ++ © um processo via -
' o
* : A ) .
vel com # . e A Tf y*é 0. Esey;=0 para algum i,
" s . 7\* ti U *
esse processo viavel para T¢ > k satisfaria e yi=0

(0¢< t; < T¢ ) contrariando a nossa hipotese, i

LEMA: v'> 0 = p >0

prova: (7], pag 209.

LEMA : Se T satisfaz (62) e y*> 0, a seguinte condigie &
satisfeita:
(68) Dado um vetor inicial y°) 0 , para algumG¢ R v+ €

' T
algum Tgoe¢ R ., » 7 um processo viivel -{ r(t)} co
Q
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mecande em r(0) = y° e terminando em r(Tg) =G y* com
° * *

r(T) = ?\ G y

prova: Seja a equagao:

£(t)

]

0. r(t) + z(t) e as condicoes:

(69)

*

r€0) = y° , £(Ty) = z(Te) = € A" y%, r(te) = € y

Integrando (69):

T
x
Cy'aye = Jz(t) dt
o -
Come, para viabilidade, z tem que ser nao negativa, temos

a condicao a ser satisfeita:
(70) Sy*> y°
Evidentemente, ate éste ponto, podemos garantir a existég

cia de solucdes de (69) satisfazende a condigao adicienal (70),

pois para cada componente, fixos € e T.:
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e suficiente que tomemos para zj(t) uma funcio tal que

To

* . A N
J‘zi(t) dt = G—yi - yg i=1l,..,n , valor esse fi

(]

x0 e bem determinade para cada i .

Entretanto, para o processo

t o
{r(t) = y° + j- z2(3T) da}' ser viavel, ainda temos que

[=] o

ter: Cr(t) , z(t) )e T V t ¢ [OsTé_j

o N . . ‘ - L d
Agora, uma condicio suficiente para isso e que:

up

' *
(71) z(t) § S'Xe A t y* z(t) para
algum

(72) ()3 8. e ¥ E ) e R 4



pois estamos admitindo (62) e o processo {~5e

vidvel ‘ Vte R 4+

* t
‘X t y*}

o

Mas para que as bondigﬁes (71) e (72) possam ser satiss

feitas por solucdes de (69) com a condicio (70), & preciso que:

(73)

AR
- ® *
1) = & Xe ® To y¥5 6oy = 2er) ou seja:
' S
e To >, —? , ou ainda:

log G - 10g§ £ l?\*To

Também, jé que

& To To
r(t) = Sz(é) daz +v°=[ z(g) dg = X z(¢) dg + y°
(s}

o £
T

(-]

To
G y¥ - g z( %) dg >,,6v"‘- g z(%) do =

£ k

" ‘ ah
6 v* - 8e7\T0Y*+ ge?\tya«

Vamos impor que:

50

x * J’ *
r(t) 2, Gy,-ge?\ TOV#‘e + ge?\ty*%g(t)f-' ge?\tyﬁ

Yte [o,'ro]
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*
ou seja: qa >e A TD

ou ainda:

I

(74) 10gC ~ log®d > A T,

- # . = N
E, finalmente, & precisorque:

r(0) = y° r(0) = & yX

ou seja:
5y°¢ y°

Reunindo entao as condicdes (73) e (74) em uma sb, temos as
seguintes condicoes a ser satisfeitas por G , B e Ty para que e

xistam solugoes de (69) viaveis:
*
Sy > y°
(75) Sy‘ < y°

1
’I‘o=—i§(log6-log8)>0

Realmente, essas condicoes sao suficientes para que soluw-
coes de (69) possam satisfazer (71) e (72) e portanto serem vi
4 -
aveis,

Ora, as condigoes (75) s3o sempre possiveis de serem sa=

tisfeitas, escolhendo (& suficientemente.
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grande e £ suficientemente pequeno.

Ent30, a condigio ( r(t) , z(t) )€ T, Vte [0,’1‘@]

To
que © Processo { r»(t)}L deve satisfazer, intreduz, escolhi
) O

dos ja 5 ,C e Tp, apropiados, @& seguinte limitag3o a nossa es

colha de z:

/ *
A
gNe o yi=
z(t) § z(t) %
= G 7\"1

o
] *
E ainda, como j, z;(t) at = C v; - V4
(=]

T,
e { Zi(t) dt = £(Ty) = £(0) >

-]

: *
§ e NTo % ££0)

que, pelas condigbes (75) e (73) & >,/6 y% - y° ;

uma fun¢io veterial cujas componentes sejam exponenciais pas-

A¥
-sande per G A Yi e tendo para integral entre 0 ¢ T, os valo-



res Gy; - y$ & uma solugido viavel de (69). I
| . - ~ n
DEPINIQK : Seja U uma colegao de funcees u: R P R3+
tais que u( & y) = ® u(y) . VvefRf,V 4 E:Ru,
’ K
Um processo viavelvi y(t)} comecando em /
e}
y(0) = y° @& dito U-4timo se:
j] u€u Y
u( y(Tg) ) = max{? (¢ x(T¢) )\
Tr ,
-ix(t)} viavel — x(0) = y°.}
v}
LBMA: SeU={ua\ua(y)=a‘y \VLyEIRn,aE Pn}

(x)

' ~ n . . .
onde Py e o simplex padrao de R ’ é satisfeita a seguin

te condicao:
(76) Para algum tig ]R 4+ € algum |, « R + 3 3 um proces

T ' ,
so viivel { w(t)} comecando em w(0) = y* e terminando /
©

(x> Py ={ qe YR’:\ lall = 1}
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em w(Ty) =q > ul@ > 4 VYueu
prova: basta tomar U = min a g !
a € Pn
LEMA: Se U & o do lema anterior e p s 0, temos também:
77 As fungdoes € U s3o majoradas uniformemente por p ¥y

no sentido de que existe um C € R ,, Yu(y) < C Py

Vueve Vye R®

+

prova: Pacamos C =max (1 / p ;)
a3 ¢ 1§ €Y  i=1,..,n Va e,

LY ) - n
:\>ua(y)=ay$0p*yvuae U, Vye{R-'_l
(78) LEMA: Se T satisfaz (62), o conjunto
_ﬁL_ = { (y,2) l y € Pn e_B um processo viavel
i
-{y(t)} } para algum t ¢ [O,Tf], y(t) =y e
o

§(t) =z }

, .
e compacto,.

2 « . . ~ .
prova: e limitado pois supondo por absurdo que nao, seja
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ty € [O,Tft19~@ conjunto dos vetores z(ty) }-;} um processo via

L . , ,
vel { y(t)} com y(t) € P, e y(ty) = z(ty) nie e limitado.
o

k
Seja -{ yl(t)} uma sequéncia de tais processos com
0

1im || zi(t) |l = o

300
observande que ( yi(tp) , zi(te) ) €T e; em vista de T ser

um cone, temos:

E“Yi(te) 2i(ty)

- s v i = 1,2,050
TETTRY |zict,) ] *

Como y*(ty) & limitado por hipdtese,

Yi(t@)' Zi(te)
i =0 mas :
| 22t ~ | 220

tem norma uni

i-»oe

téria, entio sem perda de generalidade, pode ser admitido-que:

Zl(te)
—_ 7 & com [ Zll =1
llzl(to)“
i .
o vy (ty) z1(ty) .
entao, ) /> (0,2) €T pois T

lzicedll " | ziceo)



Sé6
e fechado.
Logo (61) —(> 2 = 0, absurdo pois |Z| = 1
Vamos agora mostrar que.fk.é fechado., Seja uma sequéncia

(yi,zi)f.J«_ convergindo para (¥,2) .

Entio (§,2) €& T, pois T é fechado.

Mas (y;,2,) —> ¥,2) QA=

N
i
N>

j4 que P, & fechado, ¥ ¢ Pg.

Por (62), podemos construir um processo viavel:

iy(t) =y + tzi} com — (y + t2) = 2
: e dat

Tt
y(0) ¢ -{? + tﬁ}- ’ (?,i)e_A_ e-J\-é fechado .
o .

i

Como ¥

Mas_ﬁL & um subconjunto limitado e fechado de ,R‘Zn, logo

14
e compacto. I

(79) LEMA:  Dado um conjunto transformac¢ao T, admitindo
(65), (66) e (68) satisfeitas, e, sem perda de ge
neralidade, que Ily*” = 1,

Temos:

\ EeR-H—,E]Qf[P\ >
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(80) 7{‘3@ 50

_ '
(81) | ¢y /“Y\\) - y¥»e , V=Y(to)€{Y(t)}
(o]
processo vidvel, y(to) =z => p (z - Py <o
prova: Como T & um cone, s precisamos provar para process=

sos (y,2) > iyl =1

i
Consideremos: V = { (y,2) l y = y(tg) e{y(t)} proces-
o

so viavel, ;(to) =z , llyl=1, ly-y*I2¢€ %

Se V = ,(f , qualquer (3 € R_H satisfazendo (802 satisfara

também (81).

Se V# g reescrevamo-1o:

v= N0 {(y,z) | baze R* L1y - y*u>,€§
Como '{ (y,z)\ (y,2z) € RZn Ny -y*¥l> € 7( & fechado

em 28 o [\ & compacto, V & compacto.

Mas (y,2z) € V =P y #0 ey nio & proporcional a

K
'y
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. , * L
'z ¢ Ap 'y por (66)
Entao, p*’y > 0. Definamos:

¥}
z

f: v — R , f(y,2) = f é continu_a em V, e co

p*'y

mo V & compacto, f tem um maximo G em V que por (66) & menor
Y _

que A .

Entio, qualquer @ »>BEPL N¢  satisfaz (80) e (81) I

TEOREMA : Dado um conjunto transformagao T e admitindo satis

feitas (65), (66), (68), (76) e (77), temos que:
Y/ EGR++31€6FR++>‘

T

todos 0s processos u-Otimos, {y(t)}’t T¢ > k, T fi
0 :

nito n2o fixo, comecando em y(0) = y° > 0 satisfazem;:

n y(t)
Ny (el

b - .
maximo k. (estamos considerando, como no lema (79) que

Hy®lh = 1)

‘(E exceto possivelmente durante um tempo

y(t)
prova: Seja L o conjunto dos t ¢ [0 Tf'] 3” —_— =y ” >/E'

vale para um processo viavel {y(t)} comegando em y° .

Como y e ||»)| s3o aplicacdes continuas, L & mensuriavel., Se
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ja entao 1 a sua medida. L como também 1 dependem do processo
em questao, O teorema sera ent2o provado se 1 & limitada uni-

formemente para todos os processos U-Otimos comecando em y°.
Como (y(t), z(t) ) e T 0 § t < Tp, por viabilida
de, nés temos por (65)
(82) ﬁ*‘z(t) < ?@tp*‘y(t) Vite fO,Tf] e, emrparti-
cular, pelo Lema (79), 3 © <E <N Y
(83) P lz(t) < @ PMy(t) se t €L
Def inamos f: [O,Tf]—y K o+

P sete L C [0,T4]
£(t) =

N set e [o,7;] -t

Como z(t) = ;(t), (82) e (83) podem ser reunidas:

(88) Pyt ¢ £ Py, Py =y Y te[OT,]
Consideremos também ¢ ( veja [11] )
(85) pFix(t) = £(t) p¥lx(t), pox(0) = y°  Vte[oTy)
t
f(s)ds
o *x(t) = e L . p'y° , pois:
£ o t
. ' j f(s)ds - J f(s)ds
p x(t) = f(t) e ™ e P v° = f(t) e°
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Agora, .seja um t, € [O,Tf] 3 px‘ x(tg) = p*’ y(ty)

Bntdo D% y(ty) € £(£) p* y(t) = £(£) B x(t,)=

= 8 x(t,)

Isto &, em qualquer "cruzamento", p*‘;r(to) < p*';tho)
Soo Se J sg¢ [O,Tf] 3 v(s ) & pot x(s )
Entio pf' y(t) ¢ pF x(t) Vte[0,T,] ¥ t>s,
Como p Yy = p*Ft x(
p”“ y(t) € B x(£) Vte 0,107 ou seja:
f; '
f(s)ds
(86) p*ly(t) ¢ P y° €° .
Logo (84), (86) =>
4 t
oo ¥ o o J f(s)ds
P y(t) £ f(£) p 'y(t) K f(t) p y® e™®
t
‘_PT ¥ o ¥ e X o T{ jf(S)dS
Sp Y(t)dt P y(Tg) = p y°< p y"J f(t) e° dt =
o 'q: Ts o
chsms e JEwrer
= py° e® =p y® e -p y°
=> ° *

1
@7 p (T < ptye e(a . €
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n
Seja agora y:[R —> R + definida por:

o
r(t) T, > t> 0
- ?\*(t'TO) %
y(t) = e ¢ y” Te =Ty % t> T,
r g [Tf— (T0+T1)]
\e : € w( t=-(T¢=T1) ) Tf 2 t> Te=Ty
To Tl - *
onde i r(t)}' e { w(t)} s3ao processos viaveis tais que
<} o

r(0) = y°, r(Ty) = G Y* e w(0) = y*, o0 que é sempre possivel

pelas hipdteses (68) e (76).

[ Tem (To+Tq) N [ Te=(T,+T) )

Logo: e;\[f Ol]@w(0)=e/ ol Gy*
Lk

Mas { §(t)} é viavel, pois:

0

- - ' ' -7,
¢ o ¢ R (£-Tg) £
jl Fo) = { r(t)} i {e G Y*} U
, o o
T,
N [ Te=(T +T1) ] t
U {e Lt CTorha G w(t=(Tg=Ty)
T¥'T|
Também, os dois primeiros conjuntos sao evidentemente pro-
cessos viaveis, assim como o terceiro:

_—

l

g w(t) %0 porqué T & um cone,

{ N [ Tg=(To+T)))
e



62

T
Agora, se Ty > T_ + Ty e o processo { y(t)} em questao
Q
& U-O0timo, existe @ € U tal que U(y(Tg) ) & miximo para to -
dos os processos viaveis comecando em y°.

Mas ent3o, em particular:
u (y(Tg) ) 2 0 ( y(Tg) ) onde ,

7?[Tf-<To+T1)]6_

(88) U (y(Te) ) =e u(a) >

e}f[Tf-(To+T1)]

4

G u por (76)
BEntao (88) —=>

*T-(’f+T)
eA [ f o *1 ](g a

(89) u( y(Tf) ) > finalmente ,

vemos que os primeiros membros de (87) e (89) sao relacionados

por:
(90) a( y(Tg) ) £ € p v(Tf) por meio de (77)
Sintetizando (87), (89).e (90) temos :
.1 A (Tg-1) N [Tgm(To+T1)]
Cp*‘y"e’(b . e > e =071 e g ou:
. Gﬁ . e(a 1 * o
(91) 0< " L¢ o« %) P ¥°
,>\<T0+T1) e

e
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Como 1> —Q%—‘)O , de (91) nds conseguimos a majoragio:

N
log € 4 = ’>\*(TQ+T1) < 1log C p** y° + 1( e - Ny

=P log G4 - 1log C p* V° = £y (To#+Tq)
1 < : c X

Finalmente, k = max ( Tg+Ty , 1) ]

Bste k & independente dos processos U-étimos, dependendo
ﬁnieaﬁente de € . Provamos entao a g-prdximidade uniforme dos
processos U-0timos exceto para um tempo de duracio maxima k.,

Isto nos da informagSes sobre o comportamento dos pro-
cessos U-Otimos para uma dada tecnologia ( um dado conjunté
transformagao ). Ou seja, das solucdes de problemas de pro-
gramacao continua em que as restricoes e os funcionais obje

tivos satisfacam certas condigdes.
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5° caPiTULO

CONCLUSOES

As solucdes das versoes continuas, ainda que mais pProxi-
mas da realidade do que as versoes discretas, necessitam gran
de complexidade matematica para sua obtencio. Essa dificulda-
de é perceptivel na tentativa de solucio por equagoes difereg-
cias apresentada no 32 capitulo.

Se as dificuldades sﬁé grandes no caso de restricoes li-
neares, com muito mais razdo o serao no caso de problemas com
restricOes nio lineares. Foi tentado entao.um novo enfoque,es
tabelecendo-se uma versao continua de um teorema de "Turmpike"
utilizado na Economia Matematica em processos:discretos.

Como sujestao para pesquisas futuras poder-se-ia tentar /
versdes continuas de outres Teoremas de "Turapike® , como o de
Mc., Kenzie e o de Tsukui Es] , onde algumashipéteses restriti-

vas como a (64) poderiam ser relaxadas,



APENDICE

DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS DO 12 CAPITULO ( Verma »[121\ )
LEMA s Z solucio Otima =

T
j a(t)'y(t) dt > 0 nio tem solucio em Q.
0

prova: ( contradigao )
Seja y ¢ Q solucao.

=p> 2z(t) =z(t) +y(t) € Z e

Tt Tt
a(t)'z(t) dt = [ a(t) ( 2(t) + y(t) ) dt >
o 0
rT-{-'
> 1 alt) Z¢t) at ! pois z(t) & otimo ‘
Jo '
TEOREMA : O sistema de inequacoes:
y> 0O

t
B y) & j’ K y(s) ds

Te
‘j a(t)'y(r) dt > o nao tem solucio em Q© .

[+

prova: ( contradicao )



Seja y solugao ,

~ @ .
Como Zz & viavel:

z(t)

it

2(t) + y(t) 3 0 |

t

66

r
B z(t) =B 2(t) + B y(t) £ c(t) + ‘y K Z(s) ds +‘[ K y(s) ds=

o o

+
= c(t) +f K z{s) ds

o

=> z € 2

T} : T;

Mas .{ a(t)’ z(t) dt = J‘ a(t)' zZ(t) dat +
, , _
Tr

(o4
T |
. j A" y(t) dt > jam‘ 2(6) at 1
) o
(92) TEOREMA ; Z & uma solugao Otima < —=170_>
a(t)" 2(t) 3 a(t)’ z(t) Vite [0.7¢ ]

\/ z ¢ Z

- I L au
Para provar ésse teorema, necessitaremos de varias defini-

- 3 -
coes e Lemas auxiliares:

DEFINICOES: Seja Q; uma classe de funcoes continuas tais que

VE QY g=p

(a) vy e Q"
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(b) y; =0 se aj(t)£0 Ytej=1,.,N
NOTA: y =0 & Ql
2 \vJ
Q2={Y y(t) 2 0 ty v)éql}
A
Q3={ y | v € o Ve, y¢ Ql}
A N ‘
%:{y ved, vydaUyUy |

(93) NOTA : Q. Q" =u U QU QU 9

NOTA: £ &bvio que Qq consiste do conjunto das funcoes neve=-
toriais continuas que tém pelo menos uma das componentes tro

cando sinal pelo menos uma vez em [O,Tf]

Seja vy(t) 4 yP(t) + y?(t) | onde

P -
Yj(t) Yj(t) se yJ(t) 2> 0

e , zero de outra feita

n V. £
Vj(t) Yj(t) se YJ(t)_, o

para j = l,..,N

NOTA: yP , y® s30 continuas em [O,Tf] e tém as seguintes
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propriedades:

vet) >0 Yt
(94)
yn(t) £ 0 Vot

Acrescentaremos as seguintes hipdteses:

K> 0

W

(95)

a(t) > 0 Yt (nao consideraremos o caso a = 0)
(96) LEMA: QNQ =4

prova: (contradicao)
Suponhamos que 4 vy ¢ QN Q,

97) entio z = Z +y & viavel e
T T T§
S a(t)' z(t) at = j a(t)’ 2Z(t) dt +_{ a(t)’ y(t) dt
) 0 ' o 7

® T{ s Tf \
(98) o o j a(t) z(t) dt»>4[ a(t). 2(t) dt ja que
o o ' ‘

Tt
Jia(t)} y(t) dt > 0 V’y € Qz » Isso completa a prova pois

©

2 por (97) e (98) comntradiz a otimilidade de Z . ]I
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(99)  LEMA: QN Q = ¢
prova: (contradigao)

Seja y ¢ Q1 Qq . Bntdo:

(100) z = ? +y & viavel. Agora:
(101) z¥ () = max-{ z(t), z(t) } o Claramente,
(102) | z*t e uma func2o continua e
(103) zt(t) 0 ja que i(t) e z(t) o szo.

Ent3o, de (101):

(104) z"(£) = 2(t) + yP(t)
Para provar a viabilidade de z% , peguemos um componente

arbitrario zg(t) em um instante de tempo arbitrario t e[O,Tf]

Entao:
_ + e ,
a) zj(t) = zj(t) ouv
+ ~
b) zj(t) = zj(t) ou
+ - - A
c) zj(t) = zj(t) = ;j(t)
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£ suficiente considerar apenas os dois primeiros casos.

- ®
caso a): Como z & viavel,

t
z;(t) = zj(t) < cj(t) +-S K3* z(s) ds

<

o

Mas zt (t) 2 z(t) Yt por definicio e

KJ > 0 por hipotese. Entio,

+
(105) z}(t) < cj(t) + X k3* z*(s) ds

o

caso b): Analogamente chegamos a:

t
3B S es(® +J kJ' £(s) ds
s..D ‘t o
(106) Z;(t) § e5(t) + S k3* zt(s) ds
. .

4 - A
zj(t) = Z

Eatao, (102), (103), (105), (106) e o fato que t e j fo -

ram escolhidos arbitririamente, =—{>

(107) z" & uma solucio viavel,

Tambem, de (104)

T-f T-f T'F
(108) y a(t)' zt(t) 4t = a(t)' Z(t) dat +‘[ a(t)’ yP(t) at

0 0 o
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Como a, yp% 0 e vyPe Q, =p

'-F , )
j a(t)’ yP(t) dt » 0. 1Isto e (107) =D

o
T T
(209) g a(t)’ z*(t) at > J a(t)" Z(t) dt

0 o
Mas a prova estia ent3o compléta, pois (107) e (109) con-

tradizem a otimilidade de Z .
NOTA: (93), LEMA(96) e LEMA(99) =[>

(110) Qc QU Qs '
(111) LEMA: Se z(t) = 2(t) +y(t) eye QflQq

entio . a(t)’ Z(t) = a(t)’ z(x) Y ¢

rovas Por definicio de Q. a(t)” y(¥) =0, i

(112) LEMA: Se z(t) = (1) +y(t) e ye a(lQg
entio  a(®)” £(®)3 a(t)’ 2(0) Y ¢

prova: Como'y € Qg , fica claro da definigio e de (95)

que a(t)’ y(t) < 0 ‘
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NOTA: Notemos que embora o LEMA (112) ndo proporcione:uma
inequagao estrita, a definicio de Q3 e (95) asseguram que
o produto escalar serd menot que zero no minimé em um sub

intervalo infinitezimal, resultando:

Tt Tt

Vye Q3 » S a(t)' Z(t) dat > [a(t)‘ z(t) dt.
o ’ o '
prova do TBOREMA (92): Suficiéncia:

dado que a(t)" £(£) > a()* z(t) Vz vi

avel e evidentemente Z & viivel,
alt)’ 2(t) - a(t)" z(t) = f(t)> 0 WVt
Tt T

=D J' a(t)” Z(t) dt >, f a(t)” z(t) at

Qo o

Isto prova a otimilidade de 2.

Necessidade:
Se Z & Otimo, entdo valem os Lemas (111) e (112),

Isto, junto com (110) nos da:

a(t)' 2(t) 3 a(t)’ z(t) YVzez, l
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