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RESUMO 

E s t e  t r a b a l h o  r e f e r e - s e  ã s  t é c n i c a s  d e  p r o g r a m a  - 
ç ã o  m a t e m ã t i c a  u t i l i z a d a s  n a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  a l o c a -  

ç ã o  d e  r e c u r s o s  em r e d e s  d e  t r a n s p o r t e s .  ApÕs o  d e s e n v o l v i m e n  - 
t o  d e  um m o d e l o  p a r a  um s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e s ,  f o r m u l a - s e  o  

prozblema d e  o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  d e n t r o  d e  um p r o c e s s o  d e  p l a n e  - 
j a m e n t o  a  c u r t o  p r a z o ,  a p r e s e n t a n d o - s e  o s  m é t o d o s  c o n h e c i d o s p a  - 

r a  a  s u a  r e s o l u ç ã o .  A s e g u i r ,  e s t u d a - s e  o  mesmo p r o b l e m a  d e n -  

t r o  d e  um p r o c e s s o  d e  p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o ,  s e n d o  f o r m u -  

l a d o  como um p r o b l e m a  d e  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s .  U m  m é t o d o  d e  

s o l  u ç ã o  é, e n t ã o ,  d e s e n v o l v i  d o ,  b a s e a d o  em a 1  g o r i  t m o s  d e  b u s -  

c a s  h e u r i s t i c a s  em g r a f o s .  A p r e s e n t a - s e ,  t ambém,  a  e x p e r i ê n c i  - 
a  d a  i m p l e m e n t a ç ã o  d o  m é t o d o ,  a p l i c a d o  a  um p r o b l e m a  e s p e c r f i -  

c o  d e  o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  r o d o v i á r i a s .  



i i i  

ABSTRACT 

The p r e s e n t  work i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  

o f  m a t h e m a t i c a l  programmi ng t e c h n i q u e s  t o  c a p i t a l  b u d g e t i n g  

prob lems  i n  t r a n s p o r t  n e t w o r k s .  F i r s t l y ,  we d e v e l o p  a  model f o r  

a  t r a n s p o r t a t i o n  s y s t e m  and f o r m u l a t e  t h e  ne twork  o p t i m i z a t i o n  

problem w i t h i n  a  s h o r t  t e r m  p l a n n i n g  p r o c e s s .  S e c o n d l y ,  t h e  

same prob lem i s  s t u d i e d  w i t h i n  a  l o n g  t e r m  p l a n n i n g  p r o c e s s ,  a s  

a  s e q u e n t i a l  d e c i s i o n  p rob l em.  A s o l u t i o n  method i s  d e v e l o p e d  

f o r  t h i s  l a s  p rob lem based  on a l g o r i t h m s  d e s i g n e d  f o r  t h e  

h e u r i s t i c  d e t e r m i n a t i o n  o f  minimum-cost  p a t h s  i n  g r a p h s .  The 

c o m p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h i s  a l g o r i t h m  

t o  a  r o a d  .network o p t i m i z a t i o n  problem i s  a l s o  r e p o r t e d .  
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I N T R O D U Ç Ã O  

A a n á l i s e  e  reso lução  do problema de a locação 

de r ecu r sos  em uma rede de t r a n s p o r t e s  const i tuem uma das 

p r i n c i p a i s  e t apas  do processo de planejamento de um s i s tema 

de t r a n s p o r t e s .  A obtenção da so lução  d e s t e  problema tem 

p o r  f i n a l i d a d e  a l o c a r ,  obedecendo a c r i t é r i o s  p r é - e s t a b e l e c i  - 

dos ,  uma quant idade d i sponíve l  de recursos  em p r o j e t o s  que 

contribuam para o  melhor desempenho do s i s t ema .  Neste con- 

t e x t o ,  entende-se  como p r o j e t o  a  ad ição  ou  a  a l t e r a ç ã o  de um 

t r echo  d a  rede  de t r a n s p o r t e s ,  permit indo-se  d i f e r e n t e s  n i -  

v e i s  de implementação para cada p r o j e t o .  A a v a l i a ç ã o  de ca-  

da conjunto  de a l t e r a ç õ e s  na rede  é f e i t a  a t r a v é s  da compa- 

ração do impacto das modificações sobre  o  s i s tema de t r a n s -  

po r t e s  com os r ecu r sos  ex ig idos  para a  implementação dos pro - 
# 

j e t o s  que envolvem t a i s  modif icações .  E m  g e r a l ,  e  den t ro  de 

um processos de planejamento a  longo prazo que e s t e  problema 

s e  ap re sen t a .  Consequentemente, sua so lução  deve,  além de 

i n d i c a r  o conjunto  de p ro j e to s  a  serem implementados, também 

e s t a b e l e c e r  u m  programa de implementações ao longo d o  tempo. 

Na reso lução  do problema,deseja-se  e s t a b e l e c e r  uma e s t r a t é -  

g i a  de inves t imentos  na rede  t r a n s p o r t e s , d e  maneira a o b t e r -  



s e  a  máxima m e l h o r i a  no desempenho do s i s t e m a ,  obedecendo-se  

a  um orçamento que r e g u l a  a  a l o c a ç ã o  de r e c u r s o s  a t é  o  ú l t i -  

mo p e r í o d o  do h o r i z o n t e  de p l a n e j a m e n t o .  

Exis tem d i f i c u l d a d e s  ó b v i a s  pa ra  o  e s t a b e l e c i  - 

mento r i g o r o s o  do problema,  j á  que não c o n s t i t u e  uma t a r e f a  

f á c i l  a  a v a l i a ç ã o  c o r r e t a  do n i v e l  de desempenho de u m  s i s t e  - 

ma de t r a n s p o r t e s .  A f im de e s t i m a r  s a t i s f a t o r i a m e n t e  o  i m -  

p a c t o  da implementação de um p r o j e t o  em um s i s t e m a  de t r a n s -  

p o r t e s ,  s e r i a  n e c e s s á r i o  u m  c o n j u n t o  de i n d i c a d o r e s  q u a n t i  t a  - 

t i v o s  que pudesse  c o n s i d e r a r  t o d o s  os  f a t o r e s  r e l e v a n t e s ,  e x  - 

pressando  com e x a t i d ã o  os  c u s t o s  e  b e n e f r c i o s  a s s o c i a d o s  a  

cada p r o j e t o  ou grupo de p r o j e t o s .  Com a  u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  

i n d i c a d o r e s , p o d e r i a - s e  a v a l i a r  cada c o n j u n t o  de p r o j e t o s  a -  

t r a v é s  de uma e x p r e s s ã o  q u a n t i t a t i v a  dos c u s t o s  e  b e n e f y c i o s  

a u f e r i d o s  p e l o  s i s t e m a  como consequênc ia  da impl ementação dos 

p r o j e t o s .  Todav ia ,  não é sempre poss7ve l  i d e n t i f i c a r  e  quan - 

t i f i c a r  c o r r e t a m e n t e  todos  os c u s t o s  e  b e n e f r c i o s  e n v o l v i d o s  

em um grupo de a l t e r a ç õ e s  em uma r e d e  r o d o v i á r i a .  Valoresmo - 

n e t á r i o s  sempre podem s e r  a s s o c i a d o s  a o s  c u s t o s  de vi agem 

dos u s u á r i o s  ou aos  c u s t o s  de c o n s t r u ç ã o  e  manutenção da r e -  

de r o d o v i á r i a , m a s  o u t r o s  c u s t o s  e  benef i -c ios  l i g a d o s  aos  u -  

s u á r i o s  ou l i g a d o s  a  t e r c e i r o s ,  como por exemplo danos ao 

meio ambien te ,  não podem s e r  i d e n t i f i c a d o s  f a c i l m e n t e ,  nem 

s e  pres tam à s i m p l e s  a s s o c i a ç ã o  de v a l o r e s  m o n e t á r i o s .  

Além das d i f i c u l d a d e s  p a r a  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  

dos c u s t o s  e  bene fTc ios  e n v o l v i d o s  na implementação de p r o j e  - 

t o s ,  e x i s t e  um o u t r o  g rave  o b s t á c u l o  a  s e r  s u p e r a d o ,  que con - 

s i s t e  na p r e v i s ã o  da demanda dos s e r v i ç o s  o f e r e c i d o s  p e l a  i n  



f r a - e s  t r u t u r a  do s i s t ema  após algumas modi f i cações .  Pode-se 

obse rva r  f a c i  lmente que e x i s t e  uma r e l a ç ã o  b a s t a n t e  e s t r e i t a  

e n t r e  a  d i s t r i b u i ç ã o  geog rá f i c a  dos l o c a i s  l i g a d o s  por a l g u -  

ma r e l a ç ã o  de t r a n s p o r t e s ,  e  a s  c a r a c t e r T s t i c a s  da i n f r a - e s -  

t r u t u r a  que t o rna  poss7vel  a  e x i s t ê n c i a  d e s t a s  r e l a ç õ e s  de 

t r a n s p o r t e .  Qualquer a1 t e r a ç ã o  na conf iguração  da i n f  r a - e s -  

t r u t u r a  pode, e n t ã o ,  i n d u z i r  modif icações  na g e o g r a f i a  da de - 
manda de t r a n s p o r t e s ,  a l t e r a n d o  as  c a r a c t e r 7 s t i c a s  das r e l a -  

ções de t r a n s p o r t e s .  O i nve s t imen to  em t r a n s p o r t e s  é, i n c l u  - 
s i v e ,  um dos i n s t rumen tos  u t i l i z a d o s  na implantação de uma 

p o l i t i c a  de desenvolvimento r e g i o n a l ,  quando o  problema de 

planejamento do s i s t ema  de t r a n s p o r t e s  é t r a t a d o  juntamente 

com problemas de l o c a l i z a ç ã o .  Como Ú1 tima p e c u l i a r i d a d e  a  

s e r  r e s s a l t a d a  na a v a l i a ç ã o  de p r o j e t o s  em r edes  de t r a n s p o r  - 
- 

t e s ,  e  n e c e s s á r i o  r e s s a l t a r  que os c u s t o s  e  b e n e f í c i o s  a s so -  

c i ados  a  cada p r o j e t o  não podem s e r  es t imados  individualmen-  

t e ,  pois  pode e x i s t i r  algum grau de i n t e rdependênc i a  e n t r e  

os p r o j e t o s .  f possTvel que ex i s tam grupos de p r o j e t o s  com- 

p e t i t i v o s  ou cornplementares,de modo que o  impacto da r e a l i z a  - 

ção de u m  p r o j e t o  pode s e r  maior  ou menor que o  impacto da 

r e a l i z a ç ã o  d e s t e  p r o j e t o  após a  implementação de o u t r o s .  

E s t e  t r a b a l h o  a p r e s e n t a  t é c n i c a s  de programa- 

ção matemática para  a  r e so lução  de problemas de a locação  de 

r ecu r sos  em redes  de t r a n s p o r t e .  O desenvolvimento de t a i s  

t é c n i c a s  deve a t e n t a r  para a1 gumas condições p e c u l i a r e s  que 

cercam a  o c o r r ê n c i a  p r á t i c a  d e s t e s  problemas.  Pr imeiramente ,  

é neces sá r i o  r e s s a l t a r  a  dimensão dos r ecu r sos  f i n a n c e i r o s  en - 

volv idos  no p rocesso  de planejamento de t r a n s p o r t e s ,  não ape - 



n a s  o s  r e c u r s o s  i n v e s t i d o s  d i r e t a m e n t e  n a  i n f r a - e s t r u t u r a  d e  

t r a n s p o r t e s ,  mas também a q u e l e s  l i g a d o s  a o s  u s u á r i o s  q u e  s e  

u t i l i z a m  d e s t a  i n f r a - e s t r u t u r a .  D e s t a  f o r m a ,  o  d e s e n v o l v i -  

m e n t o  d e  f e r r a m e n t a s  m a t e m á t i c a s  e f i c a z e s  p o d e  s e r  c o m p e n s a -  

d o r  na  m e d i d a  q u e  a  u t i l i z a ç ã o  d e s t a s  f e r r a m e n t a s  p o r  a n a l i s  

t a s  d e  t r a n s p o r t e  p o s s a  s i g n i f i c a r  uma e c o n o m i a  s i g n i f i c a t i -  

v a ,  d a d o  o  m o n t a n t e  d o s  r e c u r s o s  e n v o l v i d o s .  O u t r o  p o n t o  a  

se r  d e s t a c a d o , é  o  f a t o  d e  t r a t a r m o s  com p r o b l e m a s  d e  g r a n d e s  

d i r n e n s õ e s , s e  a n a l i s a d o s  s o b  a  ó t i c a  d a s  t é c n i c a s  d e  p r o g r a m a  - 

ç ã o  m a t e m á t i c a .  S e n d o  a s s i m ,  o s  m é t o d o s  a  serem d e s e n v o l v i -  

d o s  devem l e v a r  em c o n t a ,  n ã o  a  h i p ó t e s e  d e  c a r a c t e r i z a r  t e ó  - 

r i c a m e n t e  uma s o l u ç ã o  Ó t i m a ,  mas com a  p o s s i b i l i d a d e  d e  o b  - 

t e n s ã o  r á p i d a  e e f i c i e n t e  d e  b o a s  s o l u ç õ e s .  

V i s a n d o  a  c a r a c t e r i  z a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  u t i  l i  - 
z a d o s  na  f o r m u l a ç ã o  d o s  p r o b l e m a s  d e  i n v e s t i m e n t o s  em t r a n s -  

p o r t e s ,  a p r e s e n t a m o s  i n i c i a l m e n t e ,  no  C a p í t u l o  I 1  d e s t e  t r a -  

b a l h o ,  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  um m o d e l o  p a r a  um s i s t e m a  d e  

t r a n s p o r t e s .  0 s  c o n c e i t o s  d e  o f e r t a  e  demanda  d e  t r a n s p o r t e  

s ã o  i n t r o d u z i d o s ,  e  d e s c r e v e - s e  o  p r o b l e m a  d e  e q u i l T b r i o  em 

uma r e d e  d e  t r a n s p o r t e ,  d e n t r o  d o  c o n t e x t o  q u e  s e r á  u t i l i z a -  

do  n o s  c a p T t u i o s  p o s t e r i o r e s .  O C a p T t u i o  I I I  t r a t a  do  p l a n e  - 

j a m e n t o  d e  t r a n s p o r t e s  a  c u r t o  p r a z o ,  a p r e s e n t a n d o  o  p r o b l e -  

ma d e  a l o c a ç ã o  d e  r e c u r s o s  n a  i n f r a - e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  

como um p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  em r e d e s .  S ã o  s u g e r i d o s  m é t o  - 

d o s  d e  s o l u ç ã o  p a r a  e s t e  Ú l t i m o  p r o b l e m a ,  s e m p r e  c o n s i d e r a n -  

d o  a  e x i s t ê n c i a  d e  a l g u m  g r a u  d e  i n t e r d e p e n d ê n c i a  e n t r e  o s  

p r o j e t o s  p a r a  a  m e l h o r i a  da  r e d e ,  e  d i s t r i b u i n d o  o  t r á f e g o  

d a  r e d e  d e  modo a  d e s c r e v e r  o  c o m p o r t a m e n t o  d o  u s u á r i o  q u a n -  

d o  a v a l i a - s e  uma c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  d e  t r a n s p o r t e s .  Os Ca - 



pítulos IV e V apresentam, respectivamente, o desenvolvimen- 

to de um método de solução e o relato da experiência computa - 
cional da implantação deste método, na resolução de um pro- 

blema de planejamento rodoviário a longo prazo. O problema 

de investimentos em uma rede rodoviária é formulado como um 

processo de decisões sequenciais, definindo-se claramente os 

objetivos e as restrições considerados. O metodo utilizado 

está dividido em duas partes distintas. Como primeira etapa 

obtem-se uma estratégia inicial através de um algoritmo que 

calcula sequencialmente os projetos a serem implementados a 

cada período. Num segundo estágio, procura-se obter, itera- 

tivamente novas estratégias utilizando-se a anterior. São 

fornecidos no Capítulo V detalhes da implantação do algorit- 

mo em computador com exemplos do seu funcionamento. Devido 

a importância prática de um algoritmo eficiente para a obten - 

ção dos caminhos mais curtos atravzs de uma rede, utilizado 

na alocação de tráfego sempre que se deseja avaliar uma con- 

figuração para a rede de transportes, descrevemos em anexo 

alguns métodos utilizados na resolução deste problema. Um 

segundo apêndice trata da busca heuristica de caminhos myni- 

mos, com o objetivo de aplicá-los resolução de problemas 

de decisões sequenciais. 



CAPTTULO I 1  - 

M O D E L O  P A R A  U M  SISTEFIA D E  TRANSPORTES 

2 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

T r a n s p o r t e  é o  a s p e c t o  da  a t i v i d a d e  e c o n ô m i c a  

q u e  p r o v ê  a  t r a n s f e r ê n c i a  d e  i n d i v y d u o s  ou b e n s  d e  um l o c a l  

p a r a  o u t r o .  Os f a t o r e s  e n v o l v i d o s  n e s t a  t r a n s f e r ê n c i a ,  q u e  

i n c l u e m  t a n t o  o s  r e c u r s o s  m a t e r i a i s  e  humanos  u t i l i z a d o s  na  

a t i v i d a d e  como o s  u s u á r i o s  d o s  s e r v i ç o s  d e  T r a n s p o r t e ,  s ã o  

o s  c o m p o n e n t e s  d e  um S i s t e m a  d e  T r a n s p o r t e s .  P o d e - s e  d i s t i n  - 
g u i r  no  S i s t e m a  d o i s  c o m p o n e n t e s  f u n d a m e n t a i s  q u e  s ã o  a  o f e r  - 
t a  d e  T r a n s p o r t e  e a  demanda  d e  T r a n s p o r t e .  

C o m p r e e n d e - s e  a  o f e r t a  d e  t r a n s p o r t e  como a  

i n f r a - e s t r u t u r a  q u e  s e r v e  a o  s i s t e m a .  A i n f r a - e s t r u t u r a  i n -  

c l u e  a s  i n t a l a ç õ e s  f i x a s  u t i l i z a d a s ,  o s  v e T c u l o s  e a  f o r m a  

d e  u t i l i z a ç ã o  d o s  r e c u r s o s  d o  s i s t e m a .  Os s e r v i ç o s  d e  t r a n s  - 
p o r t e  s ã o  o f e r e c i d o s  em d i f e r e n t e s  modos d e  T r a n s p o r t e  q u e  u  - 
t i  l i z a m ,  c a d a  um, d i f e r e n t e s  s e t o r e s  d a  i n f r a - e s t r u t u r a  f i x a .  

S ã o  o s  s e g u i n t e s  o s  modos d e  t r a n s p o r t e :  

i )  T r a n s p o r t e  f e r r o v i á r i o .  

i i )  T r a n s p o r t e  r o d o v i á r i o .  

i i i )  T r a n s p o r t e  f l u v i a l  e m a r 7 t i m o .  



i v )  T r a n s p o r t e  a é r e o .  

v )  T r a n s p o r t e  p o r  d u t o s .  

P a r a  c a d a  um d o s  modos d e  t r a n s p o r t e  o  m o v i m e n t o  d e  v e ~ c u l o s  

c a r a c t e r i z a  o  t r á f e g o  a t r a v é s  d e  c a d a  v i a  d e  t r a n s p o r t e ,  g e -  

r a l m e n t e  q u a n t i f i c a d o  como o  n u m e r o  d e  v i a g e n s  e n v o l v i d a s .  - E 
d 

v e n t u a l m e n t e ,  e p r e c i s o  d i s t i n g u i r  e n t r e  d i f e r e n t e s  c l a s s e s  

d e  u s u á r i o s  d e n t r o  d e  um mesmo modo d e  t r a n s p o r t e ,  s e n d o  p o s  - 

s i v e l  a  e x i s t ê n c i a  d e  d i f e r e n t e s  t i p o s  d e  t r á f e g o  em uma mes - 

ma v i a ,  como,  p o r  e x e m p l o ,  o s  t r á f e g o s  d e  c a m i n h õ e s  e  a u t o m ó  - 

v e i s  em uma r o d o v i a .  

A demanda  d e  t r a n s p o r t e  é f o r m a d a  p e l o s  i n d i -  

v 7 d u o s  e  b e n s  a  s e r e m  t r a n s f e r i d o s ,  j u n t o  com a s  c a u s a s  e 

r e l a ç õ e s  d e  c o m p o r t a m e n t o  d e t e r m i n a n t e s  d a  t r a n s f e r ê n c i a .  Ba - 

s i c a m e n t e  c a r a c t e r i z a m  a  demanda  o s  l o c a i s  g e r a d o r e s  d e  v i a -  

g e n s  c h a m a d o s  z o n a s  g e r a d o r e a s  ou  O r i g e n s ,  o s  l o c a i s  que a -  

t r a e m  e s t a s  v i a g e n s  c h a m a d o s  D e s t i n o s  e a  e x p r e s s ã o  q u a n t i t a  - 

t i v a  e q u a l i t a t i v a  d a s  v i a g e n s  g e r a d a s .  

A a n á l i s e  d e  um S i s t e m a  d e  T r a n s p o r t e s  d e p e n -  

d e  d o s  r e s u l t a d o s  a d v i n d o s  d a  i n t e r a ç ã o  e n t r e  s e u s  d o i s  com- 

p o n e n t e s  f u n d a m e n t a i s ,  a  o f e r t a  e - d e m a n d a  d e  t r a n s p o r t e .  O 

o b j e t i v o  d e s t e  c a p i t u l o  é d e s c r e v e r  e s t e s  d o i s  c o m p o n e n t e s  d o  

s i s t e m a  a t r a v é s  d o s  m o d e l o s  comumen te  u t i  1  i z a d o s  p e l a  t e o r i a  

d o s  s i s t e m a s  d e  t r a n s p o r t e s .  Além d i s t o ,  a n a l i s a - s e  como a  

o f e r t a  e a  demanda  i n t e r a g e m ,  d e  modo a  p r e v e r  o  d e s e m p e n h o  

d o  s i s . t e m a  a c a d a  s i t u a ç ã o .  
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2 . 2 .  - A Rede de T r a n s p o r t e s  

Uma r e d e  de t r a n s p o r t e s  é o  modelo matemát ico  

u t i l i z a d o  na r e p r e s e n t a ç ã o  da i n f r a - e s t r u t u r a  de t r a n s p o r t e .  

A r e d e  c o n s i s t e  de um g r a f o  o r i e n t a d o  G = (N,A) ,onde N é o  

c o n j u n t o  de nós e  A o  c o n j u n t o  de a r c o s .  Os nõs r e p r e s e n t a m  

a s  o r i g e n s ,  os d e s t i n o s  e  a s  i n t e r s e ç õ e s  de v i a s  de t r á f e g o .  
- 

Cada t r e c h o  de uma v i a ,  e n t r e  d o i s  nós i e  j ,  e  r e p r e s e n t a d o  

pe lo  a r c o  ( i , j ) ,  e  também p e l o  a r c o  ( j , i )  c a s o  s e j a  possyvel  

o  t r á f e g o  nos d o i s  s e n t i d o s  do t r e c h o .  Aos a r c o s  e s t ã o  usu- 

a lmen te  a s s o c i a d a s  c a r a c t e r ~ s t i c a s  numéricas  como, p o r  exem- 

p l o ,  c a p a c i d a d e ,  tempo de viagem, e x t e n s ã o  ou c u s t o  de v i a -  

gem. O u t r a s  c a r a c t e r i s t i c a s  podem f i x a r  a  forma de u t i l i z a -  

ção  de cada a r c o  como, por  exemplo,  d e s t i n a r  o  a r c o  a  apenas  

um modo de  t r a n s p o r t e  ou a  uma c l a s s e  de u s u á r i o s .  Os nós 

que r ep resen tam a s  o r i g e n s  formam um c o n j u n t o  N O  c  N ,  e  os  
D nós que r ep resen tam os  d e s t i n o s  formam o  c o n j u n t o  N c  N .  De - 

f i n e - s e  R = {ab E N O X  N~ I e x i t e  t r á f e g o  ge rado  de a  pa ra  b l  

como o  c o n j u n t o  das r e l a ç õ e s  de  t r a n s p o r t e  do s i s t e m a .  O t r á  - 

f e g o  que a t r a v e s s a  a  r e d e  é r e p r e s e n t a d o  por  u m  f l u x o  X ,  com 

componentes X a b  pa ra  cada r e l a ç ã o  de t r a n s p o r t e  ab E R ,  u t i  
m , u 

l i z a n d o  cada modo de  t r a n s p o r t e  m e  para cada c l a s s e  de usuã - 

r i o s  u .  E m  g e r a l ,  a s  l e i s  de conse rvação  de f l u x o  pa ra  a  r e  - 

de devem l e v a r  em c o n t a  cada uma d e s t a s  componentes .  

E s t e  modelo p a r a  a  i n f r a - e s t r u t u r a  de t r a n s p o r  - 

t e s  pode s e r  fo rmulado  de uma manei ra  s i m p l e s  e  g e r a l  quando 

consideramos apenas  u m  modo de t r a n s p o r t e  e  uma c l a s s e  de u -  



s u á r i o s .  N e s t e  c a s o ,  o  f l u x o  X é t a l  q u e  p a r a  c a d a  a r c o  

( L j )  E A ,  
a b  1 X ( i ,  j )  e x p r e s s a ,  em número  d e  v i a  

X i j  a b ~ R  
g e n s ,  o  t r á f e g o  q u e  a t r a v e s s a  o  a r c o .  P a r a  c a d a  r e l a ç ã o  

d e  t r a n s p o r t e  a b a R ,  x a b  r e p r e s e n t a  o  v a l o r  d o  f l u x o  x a b  
c o m p o n e n t e  d e  X .  As l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  d e  f l u x o  devem 

s e r  s a t i s f e i t a s  i n d e p e n d e n t e m e n t e  p a r a  c a d a  um d o s  f l u -  

x o s  c o m p o n e n t e s  x a b .  D e s t a  m a n e i r a ,  f i c a  c a r a c t e r i  z a d o  

um f l u x o  d e  m u l t i c o m o d i d a d e ,  o n d e  c a d a  c o m o d i d a d e  é uma 

r e l a ç ã o  d e  t r a n s p o r t e s  a b e R .  A t r a v é s  d e  uma f o r m u l a ç ã o  

n ó - a r c o ,  a s  l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  d e  f l u x o  podem s e r  e s c r i  - 

t a s  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

f= O p a r a  t o d o  j p a  ou  b ,  ~ E N  

p a r a  t o d o  abeR e jeN 

a b  > O p a r a  t o d o  a b ~ R  e ( i  , j ) e A  ' i j  - 

x  = 1 x a b  < rn p a r a  t o d o  ( i ,  j ) e A  
i j  abeR i j  - i  j 

a b  - Na f o r m u l a ç ã o  a c i m a  , x i  e o  f l u x o  g e r a d o  em a  com d e s t i n o  
O D  a  b  b ,  q u e  a t r a v e s s a  o  a r c o  ( i , j ) .  A m a t r i z  X = I x  I ,  c o n -  

t e n d o  p a r a  c a d a  r e l a ç ã o  d e  t r a n s p o r t e  o  v a l o r  x a b  d o  f l u x o  

c o m p o n e n t e  x a b ,  é u s u a l m e n t e  chamada  d e  m a t r i z  Ori gem/Des-  

t i n o .  Os e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  O r i g e m / D e s t i n o  s ã o  f o r n e c i -  

d o s ,  como m o s t r a r e m o s  o p o r t u n a m e n t e ,  p e l a  f u n ç ã o  d e  deman-  



da do s i s t ema .mi j  é a  capacidade do a r c o  ( i , j ) .  

Pode-se u t i l i z a r  r e s t r i ç õ e s  mais f r a c a s  na des -  

c r i ç ã o  das l e i s  de conservação de f l u x o .  Neste c a so ,  nenhuma 

d i s t i n ç ã o  é f e i t a  e n t r e  os f l u x o s  gerados  a  p a r t i r  de uma mes- 

ma origem ( ou e n t r e  todos os f l u x o s  com o  mesmo d e s t i n o  ) .  Es - 
t a  h i p ó t e s e  parece  ap rop r i ada  na d e s c r i ç ã o  do t r á f e g o  em um 

s i s t ema  de t r a n s p o r t e s .  As l e i s  de conservação s ã o ,  e n t ã o ,  r e -  

e s c r i  t a s  da maneira aba ixo :  

para todo  as^' e  jeN 

i j 
xa m para todo ( i  , j ) & A  x = 1 0  i j -  

asN i  j 

x ? .  > 0 para  todo a e ~ '  e  ( i  , j ) s A  , 
1 J  - 

a  onde x i j  6 o  f l u x o  p a r t i n d o  de  as^' que a t r a v e s s a  o  a r c o  ( i  , j ) .  

As l e i s  de conservação podem s e r  e s c r i t a s  equ iva l en t emen te ,  s e  

consideramos cada comodidade como o  f l u x o  que s e  d i r i g e  a  u m  

c e r t o  des t i  no. 

Alguns t i p o s  de a n á l i s e  da rede  de t r a n s p o r t e s  

exigem uma formulação a r co -cade i a  da r e d e ,  que f o r n e c e  uma des - 

c r i ç ã o  s u c i n t a  e  e l e g a n t e  do problema. A a p l i c a ç ã o  d e s t a  f o r -  

mulação na so lução  de problemas é d i f i c u l t a d a  por u m  obs t ácu lo  

de ordem p r á t i c a :  s e r i a  n e c e s s á r i o  enumerar todos os caminhos 



1  i g a n d o  c a d a  p a r  O r i  gem/Des t i  n o .  

N e s t a  f o r m u l a ç ã o , ~ a b  é c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  c a  

minhas 1  i g a n d o  a  e b .  No c o n t e x t o  d e s t e  t r a b a l h o , u m  c a m i n h o  
- 
e  uma s e q u ê n c i a  d e  a r c o s  C = { ( i l  , i 2 ) , ( i 2 , i 3 )  , ( i & ) .  . . . . . . . 
. . ( i n l n )  com o s  a r c o s  o r i e n t a d o s  na  d i r e ç ã o  i n d i c a d a .  A 

f o r m u l a ç ã o  a r c o - c a d e i a  d a s  l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  d e  f l u x o  é,  e n  - 
t ã o ,  a  s e g u i n t e :  

c a b  
'i j 

c a b  
X k l  p a r a  t o d o  

C a b = x a b  p a r a  t o d o  abeR I a b  ' a j  c e c  

c a b  > O 
' i j  - p a r a  t o d o  ( i  , ~ ) E c ,  c e c a b ,  abeR 

x F a b  < m p a r a  t o d o  ( i , j ) e A  l a b  I J  - cec i j 

c a b  e o  f l u x o  e x p r e s s a n d o  o  n ú m e r o  d e  v i a g e n s  d e  a  a t é  o n d e  x i j  

b  q u e  u t i l i z a  o  c a m i n h o  c e c a b  e a t r a v e s s a  o  a r c o ( i  , j ) .  

Quando s e  c o n s i d e r a m  v á r i o s  modos d e  t r a n s p o r -  

t e  o s  s e t o r e s  d a  i n f r a - e s t r u t u r a  a s s o c i a d o s  a  c a d a  modo s ã o ,  

em g e r a l ,  t r a t a d o s  i n d e p e n d e n t e m e n t e .  As l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  

d e  f l u x o  podem e n t ã o  s e r  f o r m u l a d a s  da m a n e i r a  d e s c r i  t a  a c i m a  

com o  f l u x o  r e p r e s e n t a n d o  o  t r á f e g o  d e  c a d a  modo d e  t r a n s p o r -  

t e .  

Com o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  um m o d e l o  p a r a  a  i n f r a  - 
e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s ,  d e s e n v o l v e m o s ,  d e  c e r t a  f o r m a ,  uma 

f u n ç ã o  d e  o f e r t a  d o  s i s t e m a .  U t i l i z a n d o  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  f o r -  



n e c i d a  p e l a  r e d e  de t r a n s p o r t e ,  é p o s s i v e l  e s t a b e l e c e r  o  f l u -  

xo que a t r a v e s s a  cada a r c o  a  p a r t i r  do f l u x o  xab  p a r a  cada r e  - 
l a ç ã o  de  t r a n s p o r t e  a b ,  e i n t r o d u z i r  uma a v a l i a ç ã o  p a r a  o  n7- 

vel  de s e r v i ç o  o f e r e c i d o  aos u s u á r i o s ,  S = O(X,Y), onde O é a  

f u n ç ã o  o f e r t a  do s i s t e m a  e  Y s ã o  v a r i á v e i s  que c a r a c t e r i z a m  a  

c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  de  t r a n s p o r t e .  



2 . 3 .  - A Demanda d e  T r a n s p o r t e  

O d e s e n v o l v i m e n t o  d e  um m o d e l o  p a r a  a  Demanda 

. d e  T r a n s p o r t e  o b j e t i v a  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  d a  g e r a ç ã o  d e  v i a g e n s  

p a r a  um d e t e r m i n a d o  S i s t e m a  d e  T r a n s p o r t e s .  O m o d e l o  m a i s  d e -  

s e j á v e l  p a r a  e s t e  fim d e v e r i a  f o r n e c e r  uma f u n ç ã o  d e  d e m a n d a  - e 

x a t a  e d e t a l h a d a  q u e  r e l a c i o n a s s e  a  g e r a ç ã o  d a s  v i a g e n s  q u e  u- 

t i l i z a r i a m  a  i n f r a - e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  com t o d a  a  s o r t e  

d e  f a t o r e s  q u e  d e t e r m i n a m  o  f e n ô m e n o  d e  t r a n s p o r t e .  E s t a  f u n -  
O D  ç ã o  d e  demanda  f o r n e c e r i a  a  m a t r i z  O r i g e m / D e s t i n o  X , c u j o s  e -  

l e m e n t o s  i n d i c a m  o  f l u x o  p a r a  c a d a  abeR  em f u n ç ã o  d e  um c o n j u n  - 
t o  d e  a t i v i d a d e s  s ó c i o - e c o n ô m i c a s  A e  d o  n i v e l  d e  s e r v i ç o  S  

o f e r e c i d o  p e l a  i n f r a - e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  c a d a  f l u x o ,  t o -  

mando a  s e g u i n t e  f o r m a :  x ' ~ = D ( s , A ) ,  o n d e  D é a  f u n ç ã o  d e m a n d a .  

M o d e l o s  p a r a  a  demanda  d e  T r a n s p o r t e  com a s  c a -  

r a c t e r í s t i c a s  a c i m a  s ã o  o s  chamados  m o d e l o s  d i r e t o s  d e  deman-  

d a .  T o d a v i a ,  r a z õ e s  p r ã t i c a s  impedem,  na  m a i o r  p a r t e  d o s - c â s o s ,  
., 

o  e s t a b e l e c i m e n t o  d e  uma f u n ç ã o  demanda  d a  f o r m a  d e s c r i t a  a c i -  

ma. Os m o d e l o s  u s u a i s  p a r a  a  demanda  d e  t r a n s p o r t e  u t i l i z a m ,  

e n t ã o ,  uma a b o r d a g e m  m u i t o  m a i s  l i m i t a d a  e  i n d i r e t a .  Estes  mo - 
d e 1  o s  c o n s i d e r a m  i n d e p e n d e n t e m e n t e  o s  f e n ô m e n o s  d e  g e r a ç ã o  d e  

v i a g e n s ,  d i s t r i b u i ç ã o  e e s c o l h a  d o  modo d e  t r a n s p o r t e .  E s t a  

h i p ó t e s e  d e  i n d e p e n d ê n c i a  p e r m i t e  q u e  o  m é t o d o  d e  s o l u ç ã o  s e j a  

d i v i d i d o  em uma s e q u ê n c i a  d e  p r o c e d i m e n t o s  e x e c u t a d o s  um a p ó s  

o  o u t r o .  A s e q u ê n c i a  é a  s e g u i n t e :  

i )  G e r a ç ã o  e A t r a ~ ã o  d e  v i a g e n s :  D e t e r m i n a  a s  

o r i g e n s  e d e s t i n o s ,  e s t i m a  o  número  d e  v i a g e n s  g e r a d o s  a  p a r -  



t i r  d e  c a d a  o r i g e m  e o  número  d e  v i a g e n s  a t r a í d a s  p o r  c a d a  d e s  - 
t i  n o .  

i i )  D i s t r i b u i ç ã o  d e  v i a g e n s :  D e t e r m i n a  o  numero  

d e  v i a g e n s  p a r t i n d o  d e  c a d a  o r i g e m  p a r a  c a d a  d e s t i n o .  É o  p r o  - 

c e s s o  d e  e s c o l h a  d o  d e s t i n o  p a r a  c a d a  v i a g e m  g e r a d a .  

i i i )  E s c o l h a  do  modo d e  T r a n s p o r t e :  D i v i d e  a s  v i  - 
a g e n s  g e r a d a s  p a r a  c a d a  p a r  o r i g e m  d e s t i n o  e n t r e  o s  modos d e  

t r a n s p o r t e  d i  s p o n í v e i  S .  

Ao f i n a l  d e s t e  p r o c e s s o ,  c o n h e c e - s e ,  p a r a  c a d a  

r e l a ç ã o  d e  t r a n s p o r t e s ,  o  número  d e  v i a g e n s  u t i l i z a n d o  c a d a  ma - 
d o  de t r a n s p o r t e  e p a r a  c a d a  c l a s s e  d e  t i s u ã r i o s .  A s e g u i r , r e s  

t a  a p e n a s  d i s t r i b u i r  e s t a s  v i a g e n s  a t r a v g s  d a  r e d e ,  o  q u e  c o n s  - 

t i t u i  o  p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  t r a t a d o  a i n d a  n e s t e  c a  - 
p i t u l o .  

O d e s e n v o l v i m e n t o  d e  m é t o d o s  q u e  r e s o l v a m  s i m u l  - 
t a n e a m e n t e  d u a s  ou  m a i s  p a r t e s  d e s t e  p r o c e s s o  p a r a  a  s o l u ç ã o  da 

demanda  d e  t r a n s p o r t e  é o b j e t o  d e  a t e n ç ã o  d e  a l g u n s  t r a b a -  

l h o s .  As r e f e r g n c i a s  [ 1 ( , ( 2 [ , ( 3 ( , 1 4 1 , ( 5 1  a p r e s e n t a m  a l g o r i t -  

mos p a r a  a  r e s o l u ç ã o  s i m u l t â n e a  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  v i a g e n s  e 

a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o ,  s e n d o  c o n h e c i d o  o  r e s u l t a d o  d o  p r o b l e m a  d e  

g e r a ç ã o  d e  v i a g e n s ,  e s u p o n d o  a  e x i s t ê n c i a  d e  a p e n a s  um modo d e  

t r a n s p o r t e .  Um m é t o d o  q u e  r e s o l v e  s i m u l t a n e a m e n t e  o  p r o b l e m a  

d e  g e r a ç ã o  e  d e  d i s t r i b u i ç ã o  d e  v i a g e n s  p o d e  s e r  e n c o n t r a d o  n a  

r e f e r ê n c i a  16 1 ,  d e s t a  m a n e i r a  o  m o d e l o  p o d e  e x p r e s s a r  a  s i m u l -  

t a n e a d a d e  d o  p r o c e s s o  " v i a j a r  e e s c o l h e r  o  d e s t i n o " .  A r e f e -  

r ê n c i a  1 71 t r a t a  d e  um m é t o d o  s i m u l  t ã n e o  p a r a  a  d i s t r i b u i ç ã o  de 

v i a g e n s  e e s c o l h a  d o  modo d e  t r a n s p o r t e .  A r e f e r ê n c i a  181 t r a  - 



e t a  d a  s i m u l t a n e a d a d e  e n t r e  a  g e r a s ã o  d e  v i a g e n s  e e s c o l h a  d o  

modo d e  t r a n s p o r t e .  



2 . 4 .  ~ ~ u i l i b r i o  em uma Rede de T ranspo r t e  

O problema de e q u i l i b r i o  em uma rede  de Trans-  

p o r t e  c o n s i s t e  na p r ed i ção  do comportamento do f l u x o  a t r a v g s  

de uma rede  de T r a n s p o r t e s ,  quando é conhecida a  função deman - 

da que de sc r eve  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  da geração de v iagens  para 

e s t e  s i s t e m a  de t r a n s p o r t e s .  O o b j e t i v o  do problema é ,  en-  

t ã o ,  e n c o n t r a r  o  equi  l i b r i o  e n t r e  uma função de o f e r t a ,  que ca - 

r a c t e r i z a  a  i n f r a - e s t r u t u r a  de t r a n s p o r t e ,  e  uma função deman - 

da.  O desenvolvimento e  r e so lução  de modelos para  e s t e  p rob le  - 

ma são  t a r e f a s  complexas na medida em que s e  consideram v ã r i -  

os modos de viagem, v á r i a s  c l a s s e s  de u suá r io  ou uma função de 

demanda de c a r á t e r  muito g e r a l .  

Quando s ão  cons ide rados  apenas uma c l a s s e  de 

u s u á r i o s ,  um modo de viagem e  uma função de demanda s i m p l i f i c a  - 

d a ,  onde o  número de v iagens  e n t r e  uma origem e  u m  d e s t i n o  de- 

pende apenas do cus to  t o t a l  de viagem, e n t r e  os d o i s  nós,podem 

s e  e s t a b e l e c e r  condições  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  que o f l u x o  

deve obedecer  quando em equi  l i b r i o .  Como pr imei ra  abordagem,as 

condições de equi l í b r i o  s e r ã o  formuladas empiri  camente. Numa 

segunda a b o r d a g e m , ~  problema s e r á  formulado como um problema de 

programação não 1 i  near  , e  s e r ã o  e s t a b e l e c i  das condi ções de o t i  - 
malidade para  e s t e  problema, supondo que a  função demanda e  a  

função de c u s t o  para  cada a rco  atendem a  c e r t a s  h i p ó t e s e s .  Nes - 
d 

t e  c a s o ,  e  pos s ive l  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  de uma so lução  Única 

para o  f l u x o  em e q u i l t b r i o .  

A p red i ção  do f l u x o  em cada a r co  da rede  depen - 



de do conhecimento do comportamento do u suá r io  na e sco lha  de 

seu caminho, ao s e  d e s l o c a r  de uma c e r t a  origem para um des -  
d 

t i n o .  A h i p ó t e s e  mais n a t u r a l  n e s t e  caso  e  supor  que ao t r a  - 
# 

f e g a r ,  a t r a v é s  da rede  o  caminho e s c o l h i d o  para  a  viagem e  

sempre de menor c u s t o .  Numa s i t u a ç ã o  de e q u i l i b r i o ,  e n t ã o ,  

nenhum u s u á r i o  deve poder d i m i n u i r  seu c u s t o  de viagem medi- 

an t e  uma mudança de caminho. As condições  que o  f l u x o  em e -  

q u i l i b r i o  deve s a t i s f a z e r ,  s e  supomos a  va l i dade  das h i p ó t e -  

s e s  acima,  e s t ã o  formuladas no segundo p r i n c í p i o  de Wardrop: 

i )  Os cus to s  de viagem em todos os  caminhos 

e f e t i vamen te  u t i l i z a d o s  e n t r e  uma origem 

e  um d e s t i n o  s ã o  i g u a i s .  

i i )  Não e x i s t e  um caminho a l t e r n a t i v o  não u -  

t i l i z a d o  e n t r e  uma origem e  u m  d e s t i n o  

com cus to  menor do que o  c u s t o  dos cami- 

nhos e f e t i  vamente u t i  1  i  zados . 

O f l u x o  a t r a v é s  da rede  que s a t i s f a z  a  e s t a s  condições  é cha- 

mado f l u x o  Ótimo do u s u á r i o .  Supondo a  e x i s t ê n c i a  de apenas 

um modo de t r a n s p o r t e  e  uma c l a s s e  de u s u á r i o s ,  e s t e  p r i n c í p i  - ' 

o  pode s e r  exp re s so  de maneira mais p r e c i s a ,  a t r a v é s  de uma 

formulação matemática.  Consideremos para e s t a  fo rmulação ,  u -  

ma rede  de t r a n s p o r t e s  G = ( N , A ) ,  onde a  cada a r co  ( i  , j ) & A  e s  - 

t á  a s soc i ada  uma função t i  ( x i  j )  que determina  o c u s t o  de vi - 
agem a t r a v é s  do a r c o ,  em função do f l u x o  x i j  que a t r a v e s s a  

( i  , Consideremos a  b - x a b  = d ( t  ) ,  a  função  demanda para 

cada r e l a ç ã o  de t r a n s p o r t e  abeR, que expressa  o  número de v i -  



a g e n s  d e  a  a t é  b ,  em f u n ç ã o  d o  c u s t o  t o t a l  d e  v i a g e m  t ab .  Su-  
a b  a b  a b  a b  p õ e - s e  q u e  a  f u n ç ã o  d ( t  ) p o s s u e  uma i n v e r s a  t = g  ( x  ) .  

A t r a v é s  d e  uma f o r m u l a ç ã o  a r c o - c a d e i a ,  o n d e  

x C a b  é o  f l u x o  g e r a d o  d e  a  a t é  b  q u e  u t i l i z a  o  c a m i n h o  c r c a b ,  i j 

a t r a v e s s a n d o  o  a r c o  ( i , j ) ,  o  p r i n c i p i o  d e  W a r d r o p  s e r á  e s c r i t o  

como : 

i )  s e  x  a b  a b  C a b = ~  e n t ã o  g  ( x  1 
a  j 

t .  . ( x .  . )  
( i  J ) E G  I J  I J  

a b  a b  i i )  s e ~ ~ ? ~ > O  e n t ã o  g  ( x  ) = C 
a  J  

t .  . ( x .  . )  
( i  J ) E C  J J  I J  

P a r a  t o d o  a b s R  e t o d o  c & c a b ,  o n d e  

x a b  = x c a b  e x - x a b  a b  a b  
I a b  a j  i j c a b  como t =g  ( x  C E C  - C E C  e a b  i j '  

i n d e p e n d e  d o  c a m i n h o  c ,  e f a z e n d o  t = t .  . ( x .  . )  a s  c o n d i ç õ e s  
i j 1 J  1 J  

podem s e r  r e e s c r i t a s  d a  f o r m a  a b a i x o :  

i > 1 t i  = t a b  p a r a  t o d o s  o s  c a m i n h o s  u t i l i z a d o s  
( i  , j > =  

d e  a  a t é  b .  

i i )  C ' - i j  - > tab  p a r a  t o d o s  o s  c a m i n h o s  n ã o  u t i l i z a -  
( i  , j ) =  

d o s  d e  a  a t é  b .  P a r a  t o d o  a b ~ R .  

O b s e r v e - s e  q u e  e s t a s  c o n d i ç õ e s  i m p l i c a m  em t a b = m i n  C t i  , 
C E C  a b  ( i  , j ) & C  

i . e . ,  o  c u s t o  d e  v i a g e m  d e  a  a t é  b  ê m i n i m o .  

O b s e r v a n d o  a t r a v é s  d e  uma f o r m u l a ç ã o  n ó - a r c o ,  

a b  é o  f l u x o  q u e  a t r a v e s s a  o  a r c o  ( i , j )  d e v i d o  2 r e l a  q u a n d o  x i  - 
ç ã o  d e  t r a n s p o r t e  a b e R ,  o  p r i n c i p i o  d e  W a r d r o p  s e r á  f o r m u l a d o  



d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

i )  s e  x q j  > O e n t ã o  t a i  = t a  j 
+ t i j  

i i )  s e  ta i  + t i j  > ta' e n t ã o  x a b  = O .  P a r a  t o d o  abeR  
1 J  

e t o d o  ( i  , j ) & A .  Assim g a r a n t i m o s  q u e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  u t i -  

l i z a d o s  s ã o  m í n i m o s .  

S u p o n d o  a i n d a  a  e x i s t ê n c i a  d e  um Ú n i c o  modo d e  

t r a n s p o r t e  e uma c l a s s e  d e  u s u á r i o s ,  o  p r o b l e m a  d e  e q u i l i b r i o  

p o d e  s e r  e x p r e s s o  como um p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  n ã o  l i n e a r .  

U t i  1  i z a n d o  uma f o r m u l  a ç ã o  a r c o - c a d e i  a  p a r a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  da  

r e d e  d e  t r a n s p o r t e s ,  t e m o s  q u e  o  f l u x o  q u e  e s t a b e l e c e  o e q u i -  

l i b r i o  é s o l u ç ã o  d o  s e g u i n t e  p r o b l e m a :  

Min F = - g a b ( x ) d x  + I 
c a b  ( i  ~ E A  

'i j 

S u j e i t o  a :  

o n d e  a b  x = x  C a b  ( t o d o  o  f l u x o  g e r a d o  d e  a  a t é  b )  

C E C  a b  a j  

c a b  
X = 1 X i j  i j ( t o d o  o  f l u x o  a t r a v e s s a  o  a r c o  i , j )  

c & c a b  
abeR  



&, 

O p r i n c i p i o  de Wardrop e s t á  for temente  l i gado  a e s t a  formula- 

ção d o  problema de e q u i l i b r . i o ,  p o i s ,  apesa r  de s e r  enunciado 

empiricamente,  o  p r i n c i p i o  fo rnece  as  condições de otimal i da -  

de para o  problema de programação não l i n e a r .  Pode-se demons - 
- 

t r a r  f ac i lman te  que o  p r i n c i p i o  de Wardrop é equ iva l en t e  as  

condições de Kuhn-Tucker a l i c a d a s  a o  problema ( P N L ) ,  que f o r -  

mam nes t e  ca so ,  após h ipó t e se s  conveniente  sobre  as  funções 
ab a b  t .  . ( x .  . )  e  g ( x  ) ,  condições n e c e s s á r i a s  s u f i c i e n t e s  para 

1 J  I J  
a  solução d o  problema. Os f a t o s  que fornecem as condições de 

o t ima l idade ,  e  garantem ainda a so lução  Gnica para o  e q u i l í -  

b r i o  são  as s e g u i n t e s :  

i )  Suponha t i j ( x i j )  e  g a b ( x a b )  s e j a  funções não de- 

c r e s c e n t e s .  

i i )  C o m  a s  h ipó t e se s  acima, a função o b j e t i v o  d o  pro  - 

blema de e q u i l í b r i o  

é es  t r i  tamente convexa. 

i i i )  O p r i n c i p i o  de Wardrop fornece  condições necessã-  
d 

r i a s  e s u f i c i e n t e s  para o problema, p o i s ,  e  equ i -  

v a l e n t e  ã s  condi ções de Kuhn-Tucker. As condições 

de Kuhn-Tucker s ão  condições n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i  - 

e n t e s  de otimal idade para um problema convexo com 

r e s t r i ç õ e s  1 i  neares  . 
i v )  Como a  função o b j e t i v o  é e s t r i t a m e n t e  convexa e  

as r e s t r i ç õ e s  formam u m  conjunto  fechado ,  a  so lu -  

ção é ún ica .  



Métodos  d e  s o l u ç ã o  s ã o  d i s p o n i v e i s  p a r a  v e r s õ e s  

1  imi  t a d a s  d o  p r o b l e m a  d e  e q u i l í b r i o ,  f o r m u l a d o s  como p r o b l e m a s  

d e  p r o g r a m a ç ã o  n ã o  l i n e a r  d e  m a n e i r a  a n á l o g a  à f o r m u l a ç ã o  q u e  

a p r e s e n t a m o s .  Algumas  s o l u ç õ e s  t r a t a m  o  p r o b l e m a  com a  deman- 

a b  d a  f i x a ,  i . e . ,  a  f u n ç ã o  x a b  = d ( t  ) é c o n s t a n t e ,  e  o  n ú m e r o d e  

v i a g e n s  é,' e n t ã o , f i x o  p a r a  c a d a  a b e R .  N e s t e  Ú l t i m o  c a s o  o  p r o  - 

b l e m a  s e  r e s u m e  a  um P r o b l e m a  d e  A l o c a ç ã o  d e  T r á f e g o  m i n i m i z a n  - 

d o  o  c u s t o  i n d i v i d u a l  d e  c a d a  u s u á r i o .  E s t e  p r o b l e m a  s e r á  t r a  - 

t a d o  a  s e g u i r  n e s t e  t r a b a l h o .  O u t r o s  m é t o d o s ,  e n c o n t r a d o s  n a s  

r e f e r ê n c i a s  1 1 5 1 , 1 1 6 1 , 1 1 7 1 , 1 1 8 1 , I 1 9 I , I 2 O I , I 2 1 I  r e s o l v e m  o  p r o -  

b l e m a  p a r a  demanda  e l á s t i c a ,  s u p o n d o  a  e x i s t ê n c i a  d e  a p e n a s  um 

modo d e  t r a n s p o r t e  e  uma c l a s s e  d e  u s u á r i o s .  

O a l g o r i t m o  d e s c r i t o  na r e f e r ê n c i a  1151 c o n s i s -  

t e  em a l o c a r  i n c r e m e n t o s  d e  f l u x o  p e l o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  a  

c a d a  i n s t a n t e ,  a t é  q u e  o  e q u i  l i b r i o  a p r o x i m a d o  s e j a  a l c a n ç a d o .  

Este a l g o r i t m o  s e g u e  a  mesma l i n h a  d o s  m é t o d o s  i n c r e m e n t a i s  d e  

t r á f e g o  e  a p r e s e n t a  como p r i n c i p a i s  p r o b l e m a s  o  g r a n d e  n ú m e r o  

d e  c á l c u l o s  d e  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s ,  a  i m p o s s i b i l i d a d e  d e  s e  

a l c a n ç a r  a  s o l u ç ã o  Ót ima  e f a l t a  d e  m e d i d a s  d o  e r r o  c o m e t i d o  

n a  s o l u ç ã o  a p r o x i m a d a .  Os a 1  g o r i  tmos  d e s c r i  t o s  n a s  r e f e r ê n c i a s  

121 1 e 1221 u t i l i z a m  t é c n i c a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  m a t e m á t i c a  n o  c á 1  - 

c u l o  e x a t o  d o  f l u x o  em e q u i l T b r i o .  O p r i m e i r o  m é t o d o  é b a s e a -  

d o  no  u s o  i t e r a t i v o  d e  u m  a l g o r i t m o  q u e  c a l c u l a  o  e q u i l i b r i o  

com a  d e m a n d a  f i x a ,  a s s o c i a d o  a  uma a d a p t a ç ã o  d a  D e c o m p b s i ç ã o  

d e  B e n d e r s  G e n e r a l i z a d a .  A r e f e r ê n c i a  121 1 a p r e s e n t a  r e s u l t a -  

d o s  c o m p u t a c i o n a i s  s a t i s f a t ó r i o s  p a r a  r e d e s  d e  m é d i o  p o r t e , q u a n  - 
d o  f o i  u t i l i z a d o  o  a l g o r i t m o  d e s c r i t o  na r e f e r ê n c i a  1231 p a r a  

o  c á l c u l o  com demanda  f i x a .  No s e g u n d o  m é t o d o  p a r a  a  r e s o l u -  



ção  e x a t a  do p rob lema de e q u i l i b r i o ,  f o r m u l a - s e  o p rob l ema  c o  - 
mo um p rob l ema  de C i r c u l a ç ã o  de Mul t i comod idades  que é r e s o l -  

v i d o  u t i l i z a n d o  uma abordagem que e l i m i n a  c i c l o s  n e g a t i v o s  a  

c ada  i t e r a ç ã o .  



2 . 5 .  A A l o c a c ã o  d e  T r á f e a o  

O p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  é a  p a r t e  f i -  

n a l  d e  um p r o c e s s o  d e  p r e v i s ã o  d o  d e s e m p e n h o  d e  um s i s t e m a  d e  

t r a n s p o r t e ,  s e m p r e  q u e  a p ó s  a  r e s o l u ç ã o  d o  m o d e l o  p a r a  a  deman - 

da  de t r a n s p o r t e  o b t é m - s e  uma f u n ç ã o  d e  demanda  c o n s t a n t e .  Nes - 

t e  c a s o ,  n ã o  é n e c e s s á r i a  a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  d e  e q u i l i  - 

b r i o  p a r a  a  p r e d i ç ã o  d o  c o m p o r t a m e n t o  d o  f l u x o  a t r a v g s  d a  r e d e .  

I s t o  a c o n t e c e  u s u a l m e n t e ,  s e m p r e  q u e  s ã o  u t i l i z a d o s  o s  m o d e l o s  

s e q u e n c i a i s ,  d e s c r i t o s  a n t e r i o r m e n t e ,  p a r a  a  demanda  d e  t r a n s -  

p o r t e .  O p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  é r e s o l v i d o  p a r a  c a -  

da  modo d e  t r a n s p o r t e ,  a p ó s  o  p r o c e s s o  d e  e s c o l h a  d e  modo d e  

T r a n s p o r t e .  A a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  c o n s i s t e  no  p r o c e s s o  d e  d i s  - 

t r i b u i ç ã o  d o  f l u x o  g e r a d o  p a r a  c a d a  r e l a ç ã o  d e  t r a n s p o r t e ,  e n -  

t r e  o s  v á r i o s  c a m i n h o s  p o s s i v e i s  q u e  l i g a m  c a d a  p a r  O r i g e m / D e s  - 

t i n o .  E x i s t e m ,  n a t u r a l m e n t e ,  m u i t a s  m a n e i r a s  p o s s i v e i s  d e  

d i s t r i b u i r  o  t r á f e g o  em uma r e d e  d e  m a n e i r a  q u e  o  f l u x o  o b t i d o  

s e j a  v i á v e l .  O p r o b l e m a ,  e n t ã o ,  é a l o c a r  o  t r ã f e g o  d e  m a n e i r a  

a  a t e n d e r  a  um o b j e t i v o  q u e  d e s c r e v e  o  m e c a n i s m o  r e g u l a d o r  d o  

u s o  da  i n f r a - e s t r u t u r a  f i x a  d e  t r a n s p o r t e .  Q u a n d o  f o i  a n a l i s a  - 

d o  o  p r o b l e m a  d e  e q u i l i b r i o  em uma r e d e ,  t e n t o u - s e  d e s c r e v e r  o  

f e n ô m e n o  q u e  o c o r r e  s e m p r e  q u e  o s  u s u á r i o s  têm l i v r e  e s c o l h a  

q u a n t o  a  s e u  c o m p o r t a m e n t o  n a  r e d e .  E s t a ,  p o r é m ,  n ã o  é a  Ü n i -  

c a  m a n e i r a  d e  s e r  o p e r a d o  um s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e ,  o  t r á f e g o  

p o d e  s e r  a l o c a d o ,  p o r  e x e m p l o ,  d e  m a n e i r a  a  m i n i m i z a r  o s  c u s -  

t o s  s o c i a i s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e ,  q u e  podem i n c l u i r  o  c u s t o  t o  - 

t a l  d o s  u s u á r i o s ,  o s  c u s t o s  d e  c o n s e r v a ç ã o  d a  i n f r a - e s t r u t u r a  



e o u t r o s  c u s t o s  e x t e r n o s  a o  u s u á r i o  i n d i v i d u a l m e n t e .  

A a n á l i s e  d o  p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  i n  - 

t r o d u z ,  e n t ã o ,  d u a s  c l a s s e s  d i s t i n t a s  d e  s i s t e m a s  d e  t r a n s p o r -  

t e :  

i )  Os S i s t e m a s  N o r m a t i v o s ,  o n d e  o  modo de  u t i l i z a ç ã o  

d a  r e d e  é i m p o s t o ,  l e v a n d o  em c o n t a  o s  c u s t o s  d e  

o p e r a ç ã o  d o  S i s t e m a .  

i i )  Os S i s t e m a s  D e s c r i t i v o s ,  o n d e  o s  u s u á r i o s  u t i l i -  

zam a  i n f r a - e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  s e g u n d o  seus  

c u s t o s  i n d i v i d u a i s .  

No s e g u n d o  c a s o  já  o b s e r v a m o s  q u e  o  p r o b l e m a  s e  

r e s u m e  a o  p r o b l e m a  d e  e q u i l i b r i o  q u e  d e s c r e v e m o s ,  c o n s i d e r a n d o  

a  demanda  f i x a .  O p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  p o d e ,  p o r t a n t o ,  s e r  f o r  - 
m u l a d o  d e  m a n e i r a  s e m e l h a n t e :  

Min F =  a b  t . . ( x ) d r ,  o n d e  x i j  = 1 x i j  
c a b  

'i j c d a b  

S u j e i  t o  à: 

c a b -  i j - X k t  c a b  p a r a  t o d o  ( i  , j ) E c ,  ( k , t ) E c , ~ e ~ ~ ~ , a b E ~  

C c a  b  = x a b  p a r a  t o d o  a b s R  
a b  a j  C E C  

x!ab > O p a r a  t o d o  ( i  , j ) c P ,  c € c a b  a b ~ R  
1 J  - 

O p r o b l e m a  também p o d e  s e r  e x p r e s s o  a t r a v é s  d e  uma f o r m u l a ç ã o  

n ó - a r c o  na s e g u i n t e  mane i  r,a: 



S u j e i t o  ã:  

C X 
a  a b  x  s e  j = a  

{i  1 ( i  , j ) & A }  

= x a b  s e  joN D 

p a r a  t o d o  a a ~ '  e jaN 

x a  > O p a r a  t o d o   as^' e ( i  , j ) & A  
i j  - 

No c a s o  d e  um S i s t e m a  N o r m a t i v o  ,a f o r m u l a ç ã o  d o  p r o b l e m a  é mo 

d i f i c a d a  p e l a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  P a r a  c a d a  a r c o  ( i  , j ) a A  e x i s t e  

uma f u n ç ã o  F i j ( x i  j )  q u e  e x p r e s s a  o  c u s t o  s o c i a l  d e  o p e r a ç ã o  

d e s t e  a r c o  em f u n ç ã o  d o  f l u x o  x i  j .  A f u n ç ã o  o b j e t i v o  F  s e r á  

e n t ã o :  

Algumas  c o m p a r a ç õ e s  e n t r e  o s  d o i s  s i s t e m a s  podem s e r  

f e i t a s  s e  c o n s i d e r a m o s  um e x e m p l o  p a r t i c u l a r  d e  a l o c a ç ã o  n o r -  

m a t i v a ,  o n d e  o  o b j e t i v o  é m i n i m i z a r  o  c u s t o  t o t a l  d e  v i a g e m  

d o s  u s u á r i o s ,  i . e . ,  F  = 1 x  t .  . ( x .  . )  , a t e n d e n d o  
i j  i j  i j  

a o  
( i  , j ) & A  

chamado p r i m e i r o  p r i n c y p i o  d e  W a r d r o p .  O f l u x o  o b t i d o  a t r a v é s  

d e  uma a l o c a ç ã o  d e s c r i t i v a  é em g e r a l  d i f e r e n t e  d o  f l u x o  o b t i  - 

d o  a t r a v é s  d e s t a  a l o c a ç ã o  n o r m a t i v a .  P o d e m o s ,  no  e n t a n t o ,  e s  - 



t a b e l e c e r  a  c o n d i ç ã o  d e  i g u a l d a d e  d o s  d o i s  f l u x o s  q u a n d o  a  a l o  - 

c a ç ã o  n o r m a t i v a  s e  f a z  d a  f o r m a  e s p e c i a l  c i t a d a  a c i m a .  O b s e r -  

v e m o s ,  p r i m e i r a m e n t e  , q u e  s e m p r e  q u e  Fi  ( x i  j )  é d i f e r e n c i á v e l  po - 

demos e x p r e s s a r  o  p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  n o r m a t i v a  como um p r o -  
d F .  . ( x .  . )  

b l e m a  d e  e q u i l í b r i o  f a z e n d o  t i j ( x i j )  = 1 J  I J  d x i  , e  r e e s -  

c r e v e n d o  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d a  m a n e i r a  a b a i x o :  

A c o n d i ç ã o  p a r a  i g u a l d a d e  d o s  f l u x o s  n o r m a t i v o  e  d e s c r i t i v o  é 

e n t ã o :  

d F .  . ( x .  . )  
t .  . ( x .  . )  = l J  l J  p a r a  t o d o ( i , j ) ~ ~ .  

1 J  1 J  d x i  

Quando F . . ( x . . )  = x  . t . . ( x . . )  t e m o s  q u e  
1 J  1 J  i j  I J  I J  

d F .  . ( x .  . )  d t .  . ( x .  . )  
' J  l J  = t .  . ( x .  . )  + x  d x i  1 J  1 J  i j d J  ' J  = t .  . ( x .  . )  

'i j J J  I J  

d t .  . ( x .  . )  
d o n d e  1 J  1 J  = 0 .  

d x i  j 

A f u n ç ã o  ti j ( x i  j )  , .  c u s t o  m é d i o  d e  v i a g e m  no  a r c o  ( i  , i ) ,  d e v e  

s e r  c o n s t a n t e  com o  f l u x o ,  i . e . ,  n ã o  s ã o  l e v a d o s  em c o n t a  q u a i s  - 

q u e r  e f e i t o s  d e  c o n g e s t i o n a m e n t o  n o s  a r c o s .  A f o r m a  r e c o m e n d a  - 

d a  p e l o  U.S .  F e d e r a l  Highway A d m i n i s t r a t i o n  p a r a  a  f u n ç ã o  

t . . ( x . . )  q u a n d o  s ã o  c o n s i d e r a d o s  e f e i t o s  d e  c o n g e s t i o n a m e n t o  é 
1 J  1J  



4 t ( x )  = a i j  + b i j ( x i j )  . S e  o  c u s t o  d e  v i a g e m  é c o n s i d e r a -  
1 J  1 J  

d o  a p e n a s  p e l o  t empo  d e  v i a g e m  a  r e f e r ê n c i a  1241 o f e r e c e  uma 

f o r m a  m a i s  e x p l i c i t a  p a r a  t i  j ( x i  j ) :  

Ti é O t e m p o  m é d i o  d e  v i a g e m  sem c o n g e s t i o n a m e n t o ,  

"'i j é a  c a p a c i d a d e  p r á t i c a  d o  a r c o  ( i , j ) .  

Os a l g o r i t m o s  d e  s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  a l o  - 

c a ç ã o  d e  t r á f e g o  d e p e n d e m ,  em g e r a l ,  d o  t i p o  d e  f u n ç ã o  t i j ( . x .  . )  
1 J  

u t i l i z a d o  p a r a  c a d a  a r c o .  Quando  s u p õ e m - s e  i n e x i s t e n t e s  o s  e -  

f e i t o s  d e  c o n g e s t i o n a m e n t o ,  i . e . ,  t .  . ( x .  . )  c o n s t a n t e ,  a  r e s o l i i  
1 J  1 J  - 

ç ã o  d o  p r o b l e m a  s e  r e s u m e  à b u s c a  d o s  c a m i n h o s  d e  c u s t o  mín imo 

l i g a n d o  o s  p a r e s  O r i g e m / D e s t i n o .  A s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  

b u s c a  d e  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  em um g r a f o  p o d e  s e r  f e i t a  a  b a i  

x o  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l ,  a t r a v é s  d e  um bom número  d e  a l g o r i  t m o s ,  

q u e  s ã o  a n a l i s a d o s  em um a p ê n d i c e  d e s t e  t r a b a l h o .  

A m a i o r i a  d o s  a l g o r i t m o s  d e  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e  - 
ma d e  a l o c a ç ã o ,  l e v a n d o  em c o n t a  e f e i t o s  d e  c o n g e s t i o n a m e n t o ,  

e s t ã o  e n t r e  o s  m é t o d o s  c h a m a d o s  m é t o d o s  d e  c a p a c i d a d e  res  t r i  t a .  

E s t e s  m é t o d o s  podem s e r  u t i l i z a d o s  em g r a n d e s  r e d e ,  e e m p r e g a n  - 

d o  a l g o r i t m o s  d e  a l o c a ç ã o  a  c u s t o  f i x o ,  b a s e i a m - s e  em j u s t i f i -  

c a t i v a s  h e u r T s t i c a s  p a r a  o  t r a t a m e n t o  d o s  e f e i t o s  d e  c o n g e s t i o  - 

n a m e n t o .  A r e f e r ê n c i a  1251 a p r e s e n t a  um a l g o r i  tmo b a s e a d o  n o s  

m é t o d o s  d e  c a p a c i d a d e  r e s t r i t a  e  s e  c o n s t i t u e  na  p r i m e i r a  t e n  - 

t a t i v a  d e  a l o c a r  o  t r á f e g o  d e  m a n e i r a  a  s a t i s f a z e r  a o  s e g u n d o  

p r i n c i p i o  d e  W a r d r o p .  E s t e  a l g o r i t m o ,  chamado  d e  a l g o r i t m o  i n  - 



c r e m e n t a l ,  mesmo nas  v a r i a ç õ e s  s u g e r i d a s  p o s t e r i o r m e n t e ,  começa 

sempre  com o  f l u x o  n u l o  em t o d o s  os  a r c o s  e  g r a d u a l m e n t e  a locam - 
s e  i n c r e m e n t o s  da  m a t r i z  Or igem-Des t i no  a t é  que  s e  a l o q u e  t o d a s  

a s  v i a g e n s  da m a t r i z  O / D  da s e g u i n t e  fo rma:  

P a s s o  1  - S e l e c i o n a r  uma o r igem a l e a t o r i a m e n t e .  

P a s s o  2 - C a l c u l a r  o  caminho mínimo a t é  t o d o s  os  

d e s t i n o s .  

P a s s o  3 - A l o c a r  o  f l u x o  c o r r e s p o n d e n t e  à u m  i n -  

c r e m e n t o  da d i f e r e n ç a  e n t r e  a  m a t r i z  

O/D t o t a l  e  a  p a r t e  j á  a l o c a d a .  

P a s s o  4 - S e  t o d a  a  demanda de t o d a s  a s  o r i g e n s  

já f o i  a l o c a d a ,  P a r a r .  

Se  não i r  p a r a  o  P a s s o  5 .  

P a s s o  5 - R e c a l c u l a r  o s  f l u x o s  e  c u s t o s  d e  v i a -  

g e n s ,  i r  p a r a  o  P a s s o  5 .  

A r e f e r ê n c i a  1261 a p r e s e n t a  uma a n á l i s e  c r í t i c a  do método ,  apon 

tarido s u a s  i n c o r r e ç õ e s .  O pon to  p r i n c i p a l  a p r e s e n t a d o  é de que 

o  método não r e s o l v e  o  p rob lema de m i n i m i z a ç ã o  a s s o c i a d o  com o  

problema d e  a l o c a ç ã o  de t r á f e g o .  Além d e s t e  a r g u m e n t o ,  o b s e r v e  - 

s e  que não e x i s t e m  m a n e i r a s  de  s e  a v a l i a r  o  e r r o  c o m e t i d o  no 

f l u x o  f i n a l  a  c ada  e s c o l h a  do tamanho do i n c r e m e n t o ,  e  que  não 

e x i s t e  uma m a n e i r a  p r á t i c a  d e  s e  r e c a l c u l a r  o  f l u x o  após  peque-  

n a s  m o d i f i c a ç õ e s  na r e d e .  

Como s o l  ução p a r a  o s  p rob l emas  a p r e s e n t a d o s ,  a1  - 
guns  métodos b a s e a d o s  em a l g o r i  tmos d e  p rogramação  convexa  tem 

s i d o  d e s e n v o l v i d o s .  A r e f e r ê n c i a  1271 propõe  um a l g o r i  tmo b a s e  - 
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ado  numa f o r m u l a ç ã o  a r c o - c a d e i a  d a  r e d e .  E s t e  a l g o r i t m  o  a p a -  

r e c e  em uma v e r s ã o  me lho rada  na r e f e r ê n c i a  128 1 . Embora a f o r  - 

mulação  a r c o - c a d e i a  a p r e s e n t e  uma boa i n t e r p r e t a ç ã o  do f l u x o  

f i n a l ,  b a s e a n d o - s e  na s  c o n d i ç õ e s  de Kuhn-Tucker ,  e x i s t e m  g r a n -  

d e s  d i f i c u l d a d e s  c o m p u t a c i o n a i s  p a r a  o s  métodos que  r e s o l v e m  

p rob l emas  f o r m u l a d o s  d e s t a  m a n e i r a  , p o i s  é n e c e s s á r i o  cons  i d e  - 

r a r  e x p l  i c i  t a m e n t e  t o d o s  os  caminhos  1  i g a n d o s  o s  p a r e s  Origem/ 

D e s t i n o .  P r o c u r a n d o  u l t r a p a s s a r  e s t a  d i f i c u l d a d e ,  a  r e f e r ê n c i  - 

a  1231 a p r e s e n t a  u m  a l g o r i t m o  e f i c i e n t e ,  onde s e  r e s o l v e  o  p r o  - 

blema de m i n i m i z a ç ã o ,  b a s e a d o  em uma f o r m u l a ç ã o  n ó - a r c o  do p r o  - 

b lema .  O método assume o s  c u s t o s  de  viagem como f u n ç õ e s  c r e s -  

c e n t e s  do f l u x o  e ,  pode s e r  u t i l i z a d o  t a n t o  p a r a  a  a l o c a ç ã o  des - 

c r i t i v a ,  como p a r a  c a s o s  e s p e c i a i s  da a l o c a ç ã o  n o r m a t i v a .  O a1 - 

g o r i t m o  f o i  e l a b o r a d o  a  p a r t i r  do método s i m p l e x  convexo ,  t i -  

r a n d o  vantagem da  e s t r u t u r a  d a s  r e s t r i ç õ e s  que  formam a  r e d e  

d e  t r a n s p o r t e .  Bas i camen te  , o  a l g o r i  tmo c o n s i  s t e  na decomposi  - 

ç ã o  do problema em uma s e q u ê n c i a  de subp rob l emas  mais  s i m p l e s  

que  s ã o  r e s o l v i d o s  v i a  S imp lex  Convexo, a c r e s c i d o  de  u m  meca- 

nismo e s p e c i a l  p a r a  a  g e r a ç ã o  de  c o l u n a s .  O método p e r m i t e  a -  

t u a l i z a ç õ e s  do f l u x o  Ótimo no c a s o  de  a l t e r a ç õ e s  na r e d e .  A r e  - 

f e r ê n c i a  1231 a p r e s e n t a  r e s u l t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  s a t i s f a t õ r i -  

o s  p a r a  r e d e s  de médio p o r t e .  



CAPITULO 111 

OTIMIZAÇÃO D E  U M A  R E D E  D E  TRANSPORTES 

I n t r o d u ç ã o  

E n t r e  a s  v e r s õ e s  mais e s t u d a d a s  do problema de 

a l o c a ç ã o  de  r e c u r s o s  na i n f r a - e s t r u t u r a  de u m  s i s t e m a  de t r a n s  - 

p o r t e s  e s t á  a q u e l a  em que a n a l i s a - s e  o  problema d e n t r o  de um 

p r o c e s s o  de p lane jamen to  a  c u r t o  p razo .  Nesta s i t u a ç ã o ,  não 

s e  c o n s i d e r a  a  e v o l u ç ã o  da i n f r a - e s t r u t u r a  ao longo do tempo, 

supondo-se  que as  a1 t e r a ç õ e s  r e a l  i z a d a s  s e r ã o  t o d a s  implemen- 

t a d a s  s i m u l t e n e a m e n t e ,  aiém de e s t a r e m  imedia tamente  d i spon7-  

v e i s  para  u t i l i z a ç ã o .  Problemas de i n v e s t i m e n t o s  em t r a n s p o r  - 

t e s  i n c l u i d o s  n e s t a  c a t e g o r i a  podem s e r  e n c a r a d o s ,  após h i p õ -  

t e s e s  c o n v e n i e n t e s ,  como membros de uma c l a s s e  g e r a l  de pro-  

blemas que podem s e r  e x p r e s s o s  da s e g u i n t e  forma:  

" S e l e c i o n a r  o  c o n j u n t o  de m o d i f i c a ç õ e s  nos a r -  

cos  que produz a  melhor r e d e  de t r a n s p o r t e s ,  

de aco rdo  com algum c r i t é r i o  de a v a l i a ç ã o  p ré -  

f i x a d o . "  

A r e s o l u ç ã o  d e s t e  problema,  chamado problema da r e d e  ó t i m a ,  po 
de  s e r  de g rande  v a l i a  na o t i m i z a ç ã o  de r e d e s  d e  t r a n s p o r t e  den - 

t r o  de um p r o c e s s o  de p lane jamen to  a  longo p r a z o ,  quando os i n  - 

v e s t i m e n t o s  na i n f r a - e s t r u t u r a  s ã o  t r a t a d o s  de forma d i n â m i c a .  

São n e c e s s á r i a s  algumas h i p ó t e s e s  s o b r e  o  p ro -  



blema de i n v e s t i m e n t o s  em u m  s i s t e m a  de  t r a n s p o r t e s ,  s e  d e s e j a  - 

mos f o r m u l á - l o  como um problema de r e d e  ó t i m a ,  p r i n c i p a l m e n t e  

s e  cons ideramos  a  a p l i c a ç ã o  das  t é c n i c a s  de s o l u ç ã o  comumente 

r e f e r i d a s  na l i t e r a t u r a .  E s t a s  h i p ó t e s e s  s e  r e f e r e m  ao  compor - 

tamento do s i s t e m a  de t r a n s p o r t e s  a n t e  a s  mof icações  que  s e r ã o  

r e a l i z a d a s  na s u a  i n f r a - e s t r u t u r a .  P r ime i ramen te ,  supõem-se 

que a s  a l t e r a ç õ e s  na r ede  de  t r a n s p o r t e  não induzem m o d i f i c a -  

ções  na e s t r u t u r a  g e o g r á f i c a  do s i s t e m a ,  e x p r e s s a  p e l a  função  

demanda conhec ida  no i n i c i o  do p r o c e s s o .  Embora, em g e r a l ,  s e  - 

j a  c o n s i d e r a d a  c o n s t a n t e ,  a  demanda de  t r a n s p o r t e  pode s e r  fun  - 

ção da c o n f i g u r a ç ã o  da r ede  e ,  q u a l q u e r  e x i g ê n c i a  de uma forma 

p a r t i c u l  a r  a p a r e c e  como c o n s e q u ê n c i a  das  1  i m i t a ç õ e s  dos méto- 

dos u t i l i z a d o s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do problema.  Além d e s t a s  s u -  

p o s i ç õ e s ,  na ma io r  p a r t e  dos c a s o s  o  problema que t r a t a m o s  r e -  

f e r e - s e  a  apenas  um modo de t r a n s p o r t e  e  a  uma c l a s s e  de usuá - 

r i o s .  

E s t e  c a p i t u l o  t r a t a  da fo rmulação  e  s o l u ç ã o  do 

problema de  r e d e  Ótima.  Mui tas  h i p ó t e s e s  a d i c i o n a i s  s e r ã o  i m -  

p o s t a s  ao modelo do s i s t e m a  de  t r a n s p o r t e s  quando t r a t a m o s  de 

cada método de  s o l u ç ã o .  E m  g e r a l ,  a  demanda s e r á  c o n s i d e r a d a  

c o n s t a n t e  p a r a  cada modo de t r a n s p o r t e  , não sendo c o n s i d e r a -  

dos também, em a l g u n s  c a s o s ,  e f e i t o s  d e  conges t ionamento  quan- 

do o  t r á f e g o  é a l o c a d o .  A a v a l i a ç ã o  d e  cada c o n f i g u r a ç ã o  pos-  

s i v e l  da r e d e  de  t r a n s p o r t e s  s e r á  f e i t a  por  uma função  o b j e t i -  

vo que pode i n c l u i r  os c u s t o s  de viagem do u s u á r i o ,  e  os cus -  

t o s  s o c i a i s  d i r e t a m e n t e  l i g a d o s  à c o n s t r u ç ã o  e  à manutenção da 

i n f r a - e s t r u t u r a .  



3 . 2 .  Formulação Matemática 

O problema de ot imização de uma rede de t r a n s -  

po r t e s  s e r á  formulado a s e g u i r ,  como um problema de programa- 
- ção matemática.  Como passo i n i c i a l  para a formulação,  e  p re -  

c i s o  d e f i n i r  os elementos que ca rac t e r i zam u m  problema de p r o  - 

gramação matemática.  São os s e g u i n t e s ,  os t r ê s  p r i n c i p a i s  com - 

ponentes a serem d e f i n i d o s :  

a )  As v a r i á v e i s  de d e c i s ã o .  

b )  As r e s t r i ç õ e s .  

c )  A função o b j e t i v o .  

Para cada um dos t r ê s  elementos a s  s u p o ~ i ~ õ e ~  usua i s  da e x i s -  

t ê n c i a  de apenas um modo de t r a n s p o r t e  e  uma c l a s s e  de usuár i  - 

o s ,  além da demanda c o n s t a n t e ,  acar re tam em versões  s i m p l i f i -  

cadas d o  problema. 

1 .  As v a r i á v e i s  de dec i são :  

A admin is t ração  do s i s tema de t r a n s p o r t e s  é r e s  - 

ponsável pela  f i x a ç ã o  de v a l o r e s  para as v a r i á v e i s  de d e c i s ã o .  

O conjunto  d e s t a s  v a r i á v e i s  depende d o  t i p o  de esco lhas  . que 

são permi t idas  à admin is t ração  do s i s t e m a .  J á  nos referimosan - 

t e r i o rmen te ,  a  do i s  t i p o s  de s i s t emas  de t r a n s p o r t e s .  Nos s i s  - 

temas normat ivos ,  a  au to r idade  c e n t r a l  do s i s tema tem poder so - 

bre  a  a locação do t r á f e g o  na r e d e ,  determinando modo de t r a n s -  

po r t e  e  caminho a  s e r  seguido por cada u s u á r i o ,  de maneira que 



e s t a s  e s c o l h a s  fazem p a r t e  do c o n j u n t o  de  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o .  

N u m  s i s t e m a  d e s c r i t i v o  e s t a s  e s c o l h a s  são  f e i t a s  por  cada usuá - 

r i o  1  i vremente ,  c o n s t i  t u i  ndo uma p a r c e l a  das  r e s t r i ç õ e s  do pro  - 

blema. Para ambos os t i p o s  de  s i s t e m a ,  a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  

de t r a n s p o r t e  é r e s u l t a d o  de e s c o l h a s  da a d m i n i s t r a ç ã o  do s i s -  

tema. As v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  a s s o c i a d a s  a  e s t a s  e s c o l h a s  s ã o  

a s  p r i n c i p a i s  pa ra  u m  problema de  r e d e  Ótima de  t r a n s p o r t e s  já  

q u e ,  g e r a l m e n t e ,  procuramos a s  mod i f i cações  a  serem r e a l i z a d a s  

na c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e .  

As v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  d e s c r i t a s  acima e n g l o -  

bam a s  e s c o l h a s  e x e r c i d a s  p e l a  a d m i n i s t r a ç ã o  d i r e t a m e n t e  s o b r e  

a  r e d e  ou s o b r e  os u s u á r i o s  no c a s o  de u m  s i s t e m a  normat ivo .  

No c a s o  de u m  s i s t e m a  d e s c r i t i v o ,  a  a d m i n i s t r a ç ã o  pode s e  u t i -  

l i z a r  de a l g u n s  a r t i f í c i o s  que i n f l u e n c i e m  o  comportamento dos 

u s u á r i o s .  E s t a s  e s c o l h a s ,  que não agem d i r e t a m e n t e  s o b r e  a  r e  - 

de de t r a n s p o r t e s ,  formam um o u t r o  grupo de v a r i á v e i s  d e  d e c i -  

s ã o  que em g e r a l  manipulam os p r e ç o s  pa ra  o  uso da i n f r a - e s t r u  - 

t u r a .  E s t e  t r a b a l h o ,  porém, não l e v a  em c o n t a  e s t e  t i p o  de va - 

r i á v e i s .  E m  s í n t e s e ,  d e n t r o  do c o n t e x t o  que ana l i samos  o  p ro -  

blema de  o t i m i z a ç ã o  de r e d e s  de t r a n s p o r t e s ,  a s  v a r i á v e i s  de 

d e c i s ã o  e s t ã o  ag rupadas  em duas c l a s s e s  d i s t i n t a s  : 

a )  As v a r i á v e i s  que determinam a  c o n f i g u r a ç ã o  da 

r e d e .  

A cada a r c o  ( i , j ) ~ A  e s t á  a s s o c i a d a  uma v a r i á -  

ve l  y i j ,  e l emen to  do v e t o r  Y .  E s t a s  v a r i á v e -  

i s ,  em g e r a l  tomando apenas  v a l o r e s  d i s c r e t o s ,  

expressam a  c o n f i g u r a ç ã o  de cada a r c o .  A c a -  



d a  p o s s í v e l  c o n f i g u r a ç ã o  d e  um a r c o  e s t ã o  a s s o -  

c i  a d a s  c a r a c t e r T s t i  c a s  n u m é r i c a s ,  como a  c a p a c i  - 

d a d e  do  a r c o  e o  c u s t o  d e  v i a g e m  a t r a v é s  d e l e ,  

q u e  d e t e r m i n a m  o  n í v e l  d o  a r c o .  A c o n f i g u r a ç ã o  

d a  r e d e  é e x p r e s s a  p e l o  v e t o r  Y .  

b )  As v a r i á v e i s  q u e  d e t e r m i n a m  a  a l o c a ç ã o  d o  t r á f e  - 

g o  n a  r e d e .  

No C a p í t u l o  I 1  d e s t e  t r a b a l h o ,  mode lamos  a  i n f r a -  

e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  a t r a v é s  d e  uma r e d e  d e  t r a n s p o r t e s .  

Neste m o d e l o ,  o  t r á f e g o  é r e p r e s e n t a d o  p e l o  f l u x o  na r e d e .  

Quando  t r a t a m o s  com a p e n a s  uma c l a s s e  d e  u s u á r i o s  e um modo d e  

t r a n s p o r t e ,  o  f l u x o  em c a d a  a r c o  ( i , j ) ~ A  é e x p r e s s o  p e l a  v a r i -  
d 

a v e 1  x i j ,  e l e m e n t o  do  v e t o r  X .  No c a s o  d e  v á r i a s  c l a s s e s  d e  
d 

u s u á r i o s  d e  v á r i o s  modos d e  t r a n s p o r t e ,  xi  e  um v e t o r  com um 

c o m p o n e n t e  p a r a  c a d a  f l u x o  d i s t i n t o .  Como p r e f e r i m o s  e x p r e s -  

s a r  a  r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  a t r a v é s  d e  uma f o r m u l a ç ã o  n ó - a r c o ,  

a s  v a r i á v e i s  x i j  s e r ã o  u t i l i z a d a s ,  no c a s o  n o r m a t i v o ,  como v a  - 

r i á v e i s  d e  d e c i s ã o  no p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o ,  d e t e r m i n a n d o  a  

a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  n a  r e d e .  E s t a s  v a r i á v e i s  n ã o  podem,  po-  

rém, s e r  u t i l i z a d a s  d i r e t a m e n t e  n a  i m p l a n t a ç ã o  da  p o l í t i c a  i n  - 

d i c a d a  p e l a  s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o .  I s t o  s e r á  fe'i - 

t o ,  a t r a v é s  d a s  v a r i á v e i s  q u e  e x p r e s s a m  o  f l u x o  numa f o r m u l a -  

ç ã o  a r c o - c a d e i a ,  q u e  podem s e r  e x p r e s s a s  a  p a r t i r  d e  uma t r a n s  - 

f o r m a ç ã o  a p l i c a d a  à s  v a r i á v e i s  x i j  Após a  a p l i c a ç ã o  d a  t r a n s  - 

f o r m a ç ã o  o b t e m - s e  a s  v a r i á v e i s  x  C a b  q u e  i n d i c a m  o  f l u x o  p a r a  

c a d a  c a m i n h o  c ,  l i g a n d o  a  o r i g e m  - a  a o  d e s t i n o  - b  . O b s e r v e - s e  



que no caso d e s c r i t i v o ,  as  v a r i á v e i s  x s ã o  apenas v a r i á v e i s  i  j 
auxi 1  i a r e s .  

2 .  As R e s t r i ç õ e s  

As r e s t r i ç õ e s  para  o  problema de programação ma 

t emá t i ca  u t i l i z a d o  na formulação do problema de r e d e  ó t ima  e s -  

t ã o  d i v i d i d a s  bás icamente  em t r ê s  grupos:  

i) Conservação de f l u x o  - São a s  r e s t r i ç õ e s  r e f e r e n  - 

t e s  à r ede  de t r a n s p o r t e  que expressam a s  l e i s  de conservação 

de f l uxo  para uma determinada con f igu ração .  Assume-se que a  

função demanda fo rnece  o número de viagens para cada r e l a ç ã o  de 

t r a n s p o r t e s ,  em função da con f igu ração  da rede  e  do f l u x o  que 

a  a t r a v e s s a ,  de modo que x a b = f a b ( x , y ) .  Es t a s  r e s t r i ç õ e s ,  i n -  

t r oduz ida s  na s e ç ã o  2 . 2 .  quando s e  supunha a  e x i s t ê n c i a  de uma 

c l a s s e  de u s u á r i o s  e  um modo de t r a n s p o r t e s ,  e s t ã o  resumidas da 

s e g u i n t e  forma: 

onde o  v e t o r  M ( Y ) ,  com componentes m i  j ( y i  j ) ,  i n d i c a  a  capac ida  - 

de dos a rcos  na con f igu ração  Y .  

i i )  Alocaqão de t r á f e g o  - Quando t ra tamos  com u m  s i s -  

tema d e s c r i t i v o  o  f l u x o  na r ede  deve obedecer  a  u m  p r incTpio  

de a locação  de t r á f e g o  que exp re s sa  o  comportamento dos u suã r i  - 

o s .  Pode-se e x i g i r ,  por exemplo, que o  f l u x o  determine  o  equi  - 

l 7 b r i o  na rede  obedecendo ao segundo p r i n c i p i o  de Wardrop, co- 



mo descrevemos em 2 . 4 .  Neste u l t imo caso teremos: 

onde o  Arg min de u m  problema de programação matemática expres  - 

s a  a sua so lução  ót ima.  Representaremos e s t a s  r e s t r i ç õ e s  co- 

mo: 

i i i )  Gerais  - Para cada problema p a r t i c u l a r ,  a  s o l u -  

ção deve obedecer à algumas r e s t r i ~ õ e s  p a r t i c u l a r e s  que dizem 

r e s p e i t o  à s  conf igurações  permi t idas  para a  r ede .  As r e s t r i -  

ções de orçamento const i tuem um exemplo b a s t a n t e  comum. Neste 

ca so ,  a cada conf iguração  e s t á  assoc iado  u m  cus to  t o t a l  de i n  - 
vetimento 1  imi tado  supe r i  ormente. Es t a s  r e s t r i ç õ e s  são apre -  

s en t adas  como: 

3 .  A função Objet ivo 

Dentro do con tex to  em que analisamos o  problema 

de ot imização de redes  de t r a n s p o r t e ,  o  o b j e t i v o  d o  problema é 

a  minimização dos cus to s  t o t a i s  envolvidos  n a  operação da r ede .  

Outras cons iderações  poderiam s e r  f e i t a s  abrangendo uma grande 

var iedade  de cus to s  e b e n e f l c i o s  s o c i a i s ,  r e su l  tando na d e f i n i  

ção da função o b j e t i v o  como a  maximiação dos benefycios  l i q u i  - 
dos gerados pelo  s i s tema de t r a n s p o r t e s  para a  soc iedade  como 



u m  t o d o .  Como a  d e s c r i ç ã o  d e t a l h a d a  d e  t o d a s  a s  c a r a c t e r i s t i -  

c a s  d e  uma f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  q u e  a v a l i e  c o m p l e t a  e  c o n s i s t e n t e -  

m e n t e  t o d o s  o s  f a t o r e s  e n v o l v i d o s ,  f o g e  a o  e s c o p o  d e s t e  t r a b a -  

l h o ,  c o n s i d e r a r e m o s  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  como a  a v a l i a ç ã o  d o s  c u s  - 
t o s  t o t a i s  d e  o p e r a ç ã o  da r e d e ,  i n c l u i n d o :  

a )  c u s t o s  d e  v i a g e m  d o  u s u á r i o .  

b )  c u s t o s  d e  c o n s t r u ç ã o  a s s o c i a d o s  a  c a d a  c o n f i  - 
g u r a ç ã o  da r e d e .  

c )  c u s t o s  d e  m a n u t e n ç ã o  da i n f r a - e s t r u t u r a  d e  

t r a n s p o r t e s .  

A f u n ç ã o  o b j e t i v o  r e s u l t a n t e  s e r á  F ( X , Y ) .  

E m  r e s u m o ,  o s  p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  m a t e m á t i  - 
c a  u t i l i z a d o s  n a  f o r m u l a ç ã o  do p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  

d e  t r a n s p o r t e  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

i )  S i s t e m a  n o r m a t i v o :  

min  F (X,Y)  
x , y  



i  i  ) Sistemas Descri t i  vos : 

M i n  F ( X y Y )  
Y 

Para os s i s t emas  normativos i n c l u e - s e  o  f l u x o  como va r i áve l  de 

dec i são ,  e  para os s i s temas  d e s c r i t i v o s  u t i l i z a - s e  um grupo de 

r e s t r i ç õ e s  que expressam o  p r i n c i p i o  de a locação de t r á f e g o .  



3 . 3 .  Métodos de S o l u c ã o  

A f i n a l i d a d e  d e s t a  s e ç ã o  é a p r e s e n t a r  métodos de 

s o l u ç ã o  pa ra  o  problema de o t i m i z a ç ã o  de  r e d e s  de t r a n s p o r t e s .  

O desenvo lv imen to  de métodos de s o l u ç ã o  pa ra  e s t e  problema tem 

s i d o  o b j e t o  de  a t e n ç ã o  de mui tos  t r a b a l h o s  s o b r e  a  a p l i c a ç ã o  de 

t é c n i c a s  de programação matemát ica  em problemas de p lane jamen-  

t o  de t r a n s p o r t e s .  As r e f e r ê n c i a s  19 1 e  129 1 a p r e s e n t a m  uma 

a n á l i s e  de  a l g u n s  d e s t e s  métodos de s o l u ç ã o ,  que s ã o ,  na maio- 

r i a  dos c a s o s ,  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  fo rmulações  p a r t i c u l a r e s  do 

problema.  Os a l g o r i  tmos d e s e n v o l v i d o s  levam em c o n t a  hi p ó t e -  

s e s  e s p e c i a i s  s o b r e  a  forma da f u n ç ã o  o b j e t i v o  e  da função  de-  

manda. A d i f i c u l d a d e  de desenvo lv imen to  de u m  a l g o r i  tmo p a r a  

a  r e s o l u ç ã o  d e s t e  problema de o t i m i z a ç ã o  e s t á  na n e c e s s i d a d e  de 

s e  manipularem r e d e s  de t r a n s p o r t e  de g randes  d imensões ,  im- 

pl i c a n d o  em enormes d i f i c u l d a d e s  na e1 aboração  e  implementação 

do método de s o l u ç ã o ,  mesmo sob  a s  h i p ó t e s e s  mais s i m p l i f i c a d o  - 

r a s .  

Quando um s i s t e m a  normat ivo  é t r a t a d o ,  surgem, 

como mostraremos a b a i x o ,  a s  v e r s õ e s  mais s i m p l e s  do problema 

quan to  à p o s s i b i l i d a d e  de a p l i c a ç ã o  de  t é c n i c a s  de programação 

ma temát i ca .  As r e s t r i ç õ e s  do problema para  o  c a s o  normat ivo  t o  - 

mam uma forma b a s t a n t e  e s p e c i a l .  As r e s t r i ç õ e s  da r e d e  

H ( X , Y )  = O ,  X - > O ,  X - M ( Y )  formam u m  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  

l i n e a r e s ,  s e  supomos que a  c a p a c i d a d e  de cada a r c o  ( i , j )  é uma 

função  l i n e a r  m i j ( y . . ) .  As r e s t r i ç õ e s  G ( X , Y )  c ,  = ,> 0 ,  
1 J 

na 

maior  p a r t e  dgs c a s o s ,  envolvem apenas  a s  v a r i á v e i s  Y ,  e  podem 



s e r  f a c i l a m e n t e  l i n e a r i z a d a s .  O p r o b l e m a  p a r a  o  c a s o  n o r m a t i  - 

v o  e ,  p o r t a n t o ,  um p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  m i s t a  com r e s t r i -  

ç õ e s  l i n e a r e s .  E s t e  p r o b l e m a  p o d e r i a  s e r  r e s o l v i d o  a t r a v é s  

d o s  m é t o d o s  u s u a i s  d e  p r o g r a m a ç ã o  m i s t a ,  a p ó s  a l g u m a s  h i p õ t e -  

ses  s o b r e  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  T o d a v i a ,  a  u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  mé - 

t o d o s  em r e d e s  d e  g r a n d e  p o r t e  n ã o  c o n s t i t u i  uma t a r e f a  f á -  

c i l ,  d a d o  o  g r a n d e  n ú m e r o  d e  r e s t r i ç õ e s  e ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  o  

g r a n d e  número  de  v a r i á v e i s  i n t e i r a s  s e m p r e  q u e  h o u v e r  um núme - 

r o  g r a n d e  d e  a r c o s  p a s s í v e i s  d e  a l t e r a ç ã o .  Tomemos, p o r  exem - 

p l o ,  a  v e r s ã o  m a i s  s i m p l e s  p a r a  o  p r o b l e m a  no  c a s o  n o r m a t i v o ,  

q u a n d o  v a l e m  a s  s e g u i n t e s  h i p ó t e s e s  : 

a )  Não e x i s t e m  r e s t r i ç õ e s  d e  o r ç a m e n t o .  

b )  As m o d i f i c a ç õ e s  na  r e d e  s ã o  c a r a c t e r i z a d a s  p e l a  i n c l u -  

s ã o  d e  n o v o s  a r c o s ,  d e  modo q u e :  

O s e  ( i , j )  n ã o  é i n c l u í d o  na  r e d e .  

c )  A f u n ç ã o  o b j e t i v o  é f o r m a d a  p e l a  soma d o s  c u s t o s  d e  

c o n s t r u ç ã o  e  d o s  c u s t o s  d e  v i a g e m .  O c u s t o  d e  v i a g e m  

p a r a  c a d a  u s u á r i o  i n d e p e n d e  d o  f l u x o  a t r a v é s  d e  c a d a  

a r c o .  

Neste c a s o ,  o  p r o b l e m a  a  r e s o l v e r  é :  

min  F(X,Y)  = 1 ( I i  - y i  j + t i j . x  ) 
X , Y  ( i  , j ) € A  i j 

(PN1)  s . a  H(X,Y) = O 

x>O, - xi  j-i . y i  p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ A ;  



onde I i  é o  c u s t o  de c o n s t r u ç ã o ,  e  t i  é o  c u s t o  de viagem pa - 

r a  o  a r c o  ( i ,  j )  . As r e s t r i ç õ e s  de c a p a c i d a d e  s ã o  da forma 

x .  . y i  . m i  j ,  de modo que não e x i s t e  f l u x o  nos a r c o s  não i n -  
1 J  - 

c l u i d o s  na r e d e .  O problema acima é um c a s o  e s p e c i a l  do pro-  

blema de mul t i - c o m o d i d a d e s ,  com um c u s t o  i n i c i a l  pa ra  cada va- 

r i á v e l  xi j .  Embora e s t e  problema t e n h a  s i d o  longamente t r a t a -  

do na 1  i  t e r a t u r a  de programação ma temát i ca ,  c a r e c e  a i n d a  de 

t é c n i c a s  que possam t r a t á - l o  e f i c i e n t e m e n t e  pa ra  r edes  de g r a n  

de p o r t e .  P o r t a n t o ,  mesmo nos c a s o s  mais s i m p l e s  a  u t i l i z a ç ã o  

de t é c n i c a s  de programação m i s t a  deve s e r  c e r c a d a  de cu idados  

e s p e c i a i s ,  o  que most ra  a s  d i f i c u l d a d e s  e n c o n t r a d a s ,  pa ra  a  e -  

l a b o r a ç ã o  de u m  método de s a l u ç ã o  p a r a  um problema de o t i m i z a -  

ç ã o  de r e d e s  de t r a n s p o r t e .  

A u t i l i z a ç ã o  de modelos d e s c r i t i v o s  é quase  sem - 

p r e  c o n s i d e r a d a  como uma a1 t e r n a t i v a  mais r e a l  i s t a  na r e p r e s e n  

t a ç ã o  de um s i s t e m a  de t r a n s p o r t e s .  Com e f e i t o ,  e s p e c i a l m e n t e  

nos s i s t e m a s  de t r a n s p o r t e  r o d o v i á r i o ,  que c o n s t i t u e m  a  preocu - 

pação p r i  nci pal d e s t e  t r a b a l h o ,  um modelo normat ivo  não o f e r e -  

c e  um r e t r a t o .  adequado,  ao c o n t r á r i o  de s i s t e m a s  envolvendo ou - 

t r o s  modos de t r a n s p o r t e .  No c a s o  de  um s i s t e m a  d e s c r i t i v o ,  a  

fo rmulação  do problema não s e  p r e s t a  t ã o  f a c i l a m e n t e  à a p l i c a -  

ção  de t é c n i c a s  de programação m i s t a ,  como mostramos a n t e r i  o r -  

mente p a r a  os s i s t e m a s  normat ivos .  Neste  c a s o ,  a  e x i s t ê n c i a  

d a s  r e s t r i ç õ e s  W ( X , Y )  = O ,  que expressam o  p r i n c í p i o  de a l o c a -  

ção  de t r á f e g o ,  encobrem u m  o u t r o  problema de o t i m i z a ç ã o  neces - 
s á r i o  pa ra  a  ob tenção  do f l u x o  em equi  l 7 b r i o  pa ra  cada c o n f i g u  - 

r a ç ã o  da r e d e  de t r a n s p o r t e s .  A g rande  d i f i c u l d a d e  no desen-  

vo lv imen to  de métodos de s o l u ç ã o  p a r a  o  problema envolvendo um 



s i s t e m a  d e s c r i t i v o  r e s i d e  no  f a t o  d e  e x i s t i r e m  n a  r e a l i d a d e  

d u a s  f u n ç õ e s  o b j e t i v o ,  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a , q u e  p o d e  

i n c l u i r  t o d o s  o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e ,  e uma f u n ç ã o  ob -  

j e t i v o  p a r a  o p r o b l e m a  d e  e q u i l í b r i o ,  q u e  d i z  r e s p e i t o  a p e n a s  

a o s  c u s t o s  d e  v i a g e n s  d o s  u s u ã r i  o s .  

P o r t a n t o ,  p a r a  c a d a  c o n f i g u r a ç ã o  p r o p o s t a  p a r a  

a  r e d e ,  o  c á l c u l o  d o  f l u x o  e n v o l v e  a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  

d e  o t i m i z a ç ã o  c u j a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d i f e r e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

d o  p r o b l e m a  d e  r e d e  ó t i m a .  As d i f i c u l d a d e s  q u e  o s  m é t o d o s  d e  

s o l u ç ã o  e n f r e n t a m  a o  t r a t a r  e s t e  f a t o  podem s e r  e x p r e s s a s  a -  

t r a v é s  d e  um e x e m p l o  b a s t a n t e  s i m p l e s  a p r e s e n t a d o  na  r e f e r ê n -  

c i a  1301.  Neste e x e m p l o ,  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  d e  re  - 

d e  Ó t i m a  s e r á  a  soma d o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  d o s  u s u á r i o s ,  d e  mo - 
d o  q u e :  

O f l u x o  ó t i m o  '6 c a l c u l a d o  d e  a c o r d o  com o p r i n c í p i o  d e  W a r d r o p ,  

a t r a v é s  da  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  e q u i l T b r i o  a b a i x o :  

Tomemos como e x e m p l ) ~ ,  a  r e d e  p r o p o s t a  na F i  g .  1 ,  

o n d e  o  n ó  1  é a  ú n i c a  o r i g e m ,  e o n ó  4  é o  ú n i c o  d e s t i n o ,  com 

o  f l u x o  x  y 4  = 6 .  E x a m i n e - s e ,  e n t ã o ,  d u a s  c o n f i g u r a ç õ e s  p a r a  



r e d e ,  com e sem a  p r e s e n ç a  d o  a r c o  ( 2 , 3 ) .  Os v a l o r e s  d a s  v a r i  - 
4 

a v e i s  c o r r e s p ' o n d e m  a :  

F i  g  1  . Rede  e x e m p l o  

Y Z 3  = O ou Y23 = 1 ,  e Y12 = Y 1 3  = Y Z 4  - - y 3 4  = 1  p a r a  ambos o s  

c a s o s .  As f u n ç õ e s  p a r a  t e m p o  d e  v i a g e m  em c a d a  a r c o  s ã o  a s  s e  - 
g u i  n t e s  : 

t 1 2 ( x  , 1 )  = 4 0  t .5  x  4  

t 1 3 ( x  5 1 )  = I 8 5  t - 9  x 4  

t Z 4 ( x  , 1 )  = I 8 5  t .9 x 4 .  

, 1 )  = 4 0  + . 5  x  4  
t 3 4 ( X  

t Z 3 ( x  , 1 )  = 1 5 . 4 +  x  4  

t .  . ( x , O )  = , o  q u e  e q u i v a l e  à r e t i r a d a  d o s  a r  
1 J  - 

tos d a  r e d e .  I n i c i a l m e n t e ,  e x c l u i n d o - s e  o  a r c o  ( 2 , 3 ) ,  i . e . ,  

y 2 3  = O ,  o f l u x o  ó t i m o  d o  u s u á r i o ,  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  ( P E )  , s e  - 
r ã :  



o  que f o r n e c e  o  v a l o r  F = 2034.4 p a r a  a  função  o b j e t i v o  do p r o  - 

blema ( P D ) .  O c u s t o  de viagem pa ra  cada u s u á r i o  s e r á :  

Suponha a g o r a ,  que o  a r c o  ( 2 , 3 )  é i n c l u y d o  na r e d e .  Nes te  ca -  

s o ,  o  f l u x o  ó t imo dos u s u á r i o s  s e r á :  

O v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  é F = 2204.4 ,  e  o  v a l o r  do c u s t o  de 

. viagem p a r a  cada u s u á r i o  s e r á :  

Observe que a  i n c l u s ã o . d e  um novo a r c o  na r ede  

aumenta o c u s t o  de viagem de cada u s u á r i o .  E s t e  fenômeno, em 

que a  i n c l u s ã o  de a r c o s  provoca um aumento no c u s t o  i n d i v i d u -  
d 

a1 de cada viagem, e  conhecido  como o  paradoxo de B r a e s s ,  a -  

p r e s e n t a d o  na r e f e r ê n c i a  131 1 .  Obviamente,  não e x i s t e  nenhu- 

ma c o n t r a d i ç ã o  e n v o l v i d a  n e s t e  fenômeno apa ren temen te  a b s u r d o .  

Matemáti camente ,  não s e  e spe rava  que o c o r r e s s e  o  c o n t r á r i o ,  j á  

que após a  m o d i f i c a ç ã o  da c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e ,  o  novo f l u x o  

ótimo é o b t i d o  a t r a v é s  da r e s o l u ç ã o  do problema ( P E ) ,  c u j a  f u n  - 

ção  o b j e t i v o ,  



d i f e r e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  ( P D ) ,  

& 

o n d e  x i j  e  O f l u x o  em e q u i l i b r i o  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  Y .  A a -  

p a r e n t e  c o n t r a d i ç ã o  r e s u l t a n t e  d e s t e  e x e m p l o  é e s t i m u l a d a  pe -  

l a  f o r m a  e s p e c i a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  ( P D ) ,  q u e  i n  - 
c l u e  a p e n a s  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  d o s  u s u á r i o s .  Quando t r a b a l h a  - 

mos com uma f u n ç ã o  o b j e t i v o  m a i s  c o m p l e t a ,  i n c l u i n d o  também o s  

c u s t o s  d e  c o n s t r u ç ã o  e  m a n u t e n ç ã o  da r e d e ,  a  o b s e r v a ç ã o  e n t r e  

a  d i f e r e n ç a  d o s  o b j e t i v o s  d o  p r o b l e m a  d e  r e d e  Ó t ima  e d o  p r o -  

b l e m a  d e  e q u i l y b r i o  é m a i s  c l a r a  n ã o  l e v a n d o  à r e s u l t a d o s  a p a  - 

r e n t e m e n t e  c o n t r a d i t ó r i o s .  A f i n a l i d a d e  d a  a p r e s e n t a ç ã o  d e s -  

t e  e x e m p l o  é r e s s a l t a r  a  d i f i c u l d a d e  d e  e s c o l h a  e a v a l i a ç ã o  d e  

n o v a s  c o n f i g u r a ç õ e s  p a r a  a  r e d e .  A i m p o s s i b i l i d a d e  d e  i n d i c a r  

s e  um c o n j u n t o  d e  m e l h o r i a s  c a u s a r á  uma d i m i n u i ç ã o  no  v a l o r  d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a ,  sem a n t e s  r e s o l v e r  um p r o b l e m a  d e  

e q u i l i b r i o ,  c a r a c t e r i z a  a  n a t u r e z a  c o m b i n a t ó r i a  d o  p r o b l e m a  d e  

o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  d e  t r a n s p o r t e s  no  c a s o  d e s c r i t i v o .  Os a l -  

g o r i t m o s  d e  e n u m e r a ç ã o  s ã o  o s  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  m a i s  a p r o p r i -  

a d o s  p a r a  e s t e  t i p o  d e  p r o b l e m a .  

Neste c a p T t u 1  o  a p r e s e n t a r e m o s ,  a  s e g u i r ,  a 1  g u n s  

m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  r e d e  ó t i m a  no  c a s o  d e s c r i t i -  

v o .  Os a l g o r i  tmos  a p r e s e n t a d o s  s ã o ,  na  m a i o r  p a r t e  d o s  c a s o s ,  

a l g o r i t m o s  d e  e n u m e r a ç ã o .  A d i f i c u l d a d e  f u n d a m e n t a l  a  s e r  su-  

p e r a d a  n a  e l a b o r a ç ã o  d e s t e s  m é t o d o s  é d e  n a t u r e z a  c o m p u t a c i o -  

n a l .  Como a  a v a l i a ç ã o  d e  c a d a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  i m p l i c a  na  

r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  e q u i l í b r i o ,  o  número  d e  c o n f i g u r a ç ó e s  



examinadas  f i c a  l i m i t a d o ,  t e n d o  em v i s t a  o s  r e c u r s o s  computa-  

c i o n a i s  d e s p o n i v e i s ,  a  uma pequena p a r c e l a  do número t o t a l  de  

p o s s i b i l i d a d e s .  Sempre que t r a t a m o s  com r e d e s  de  g r a n d e  po r -  

t e ,  onde  u m  g r a n d e  número de a r c o s  pode s e r  a d i c i o n a d o  ou a l -  

t e r a d o ,  o  o b s t á c u l o  é e v i d e n t e .  As t é c n i c a s  de s o l u ç ã o  que - a  

p r e s e n t a m o s  e s t ã o  d i v i d i d a s  e n t r e  d u a s  c l a s s e s  : 

i )  A l g o r i  tmos de Branch-and-Bound - São  métodos 

de enumeração  i m p l í c i t a  q u e  procuram l i m i t a r  o  número de con-  

f i g u r a ç õ e s  examinadas  na busca  da s o l u ç ã o ,  u t i l i z a n d o  1  i m i t e s  

s u p e r i o r  i n f e r i o r  p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  As t é c n i c a s  p a r a  o  

cá1 c u l o  d e s t e s  l i m i t e s  s ã o  d e s e n v o l v i d o s  e s p e c i f i c a m e n t e  p a r a  

cada  a1 g o r i  tmo . 
i i )  A l g o r i t m o s  h e u r i s t i c o s  - Como a s  t é c n i c a s  de 

Branch-and-Bound não s ã o  c a p a z e s  de r e s o l v e r  p rob l emas  p a r a  

r e d e s  de  g r a n d e  p o r t e ,  a s  s o l u ç õ e s  h e u r í s t i c a s  s ã o  o f e r e c i d a s  

como a l t e r n a t i v a .  E s t e s  métodos p rocuram não a  s o l u ç ã o  ó t i m a ,  

mas, a  a b a i x o  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l  , s o l u ç õ e s  s u b - ó t i m a s  que s a  - 

t i s f a ç a m  à s  e x i g ê n c i a s  do c o n t e x t o  do p rob l ema .  

As t é c n i c a s  de s o l u ç ã o  a p r e s e n t a d a s  a  s e g u i r  r e f e r e m - s e  ã s  v e r  - 
s õ e s  p a r t i c u l a r e s  do prob lema d e  r e d e  Ótima em q u e  c a d a  método 

s e  a p l i c a .  Na ma io r  p a r t e  dos  c a s o s  e s t a s  t é c n i c a s  s ã o  d e s e n -  

v o l v i  d a s  p a r a  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  s u p o n d o - s e  fo rmas  e s p e c i a i s  

p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  f u n ç õ e s  de c u s t o  e  f u n ç õ e s  de  c a p a c i -  

dade p a r a  os  a r c o s .  
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3 .4 .  - A l g o r i  tmos Branch-and-Bound 

3 . 4 . 1 .  I n t r o d u c ã o  

Sempre que a s  v a r i á v e i s  Y s ã o  c o n s i d e r a d a s  d i s -  

c r e t a s ,  como é o c a s o  da mai0ri .a dos problemas de r e d e  ó t i m a ,  

estamos d i a n t e  de um problema de programação d i s c r e t a .  Quando 

t r a t a - s e  de  u m  s i s t e m a  d e s c r i t i v o ,  a  imposs ib i  1 i dade  d e  a p l i c a  - 
ção  de t é c n i c a s  de programação i n t e i r a  recomenda a  u t i l i z a ç ã o  

de métodos de enumeração pa ra  a  r e s o l u ç ã o  do problema.  Os a l -  

g o r i  tmos a p r e s e n t a d o s  n e s t a  s e ç ã o  s ã o  a1 gor i tmos  de enumeração 

i m p l i c i t a  d e s e n v o l v i d o s  pa ra  o  problema de r e d e  Ótima, com a s  

v a r i á v e i s  Y t a i s  que y i j  E I 0 , l I  c o r r e s p o n d e  à i n c l u s ã o  ou e x -  

c l u s ã o  do a r c o  na r e d e .  Além d e s t a  s u p o s i ç ã o ,  cada método s u -  

põe d i f e r e n t e s  p a r t i c u l a r i d a d e s  pa ra  o  problema,  cada um t r a -  

tando-o  pa ra  d i f e r e n t e s  funções  o b j e t i v o s ,  funções  de c u s t o  pa - 

r a  os a r c o s  e  r e s t r i ç õ e s  de  orçamento .  

Os métodos a p r e s e n t a d o s  s ã o ,  e x c e t o  o  método de 

Ri d l e y  d e s c r i  t o  em 3 . 4 . 2 . ,  a l g o r i  tmos c l á s s i c o s  de Branch-and-  

Bound que podem s o f r e r  algumas v a r i a ç õ e s  dependendo, p r i n c i p a l  - 

mente ,  da h e u r i s t i  ca que d e t e r m i n a  a  forma de exame da á r v o r e  

de s o l u ç õ e s .  D e s c r i ç õ e s  t e ó r i c a s  b a s t a n t e  c l a r a s  d a s  t é c n i c a s  

de Branch-and-Bound podem s e r  e n c o n t r a d a s  nas  r e f e r ê n c i a s 1 3 2 1  

e  1331. Todos os métodos a p r e s e n t a d o s  nas s u b s e ç õ e s  a s e g u i r  

p a r t i l h a m ,  s a l v o  i n d i c a ç ã o  c o n t r á r i a ,  de u m  mesmo procedimento  

p a r a  a cons t ruç i io  da á r v o r e  de Branch-and-Bound, i . e . ,  a  mesma 



o p e r a ç ã o  B r a n c h .  Cada  nÕ z  d a  á r v o r e  é c a r a c t e r i z a d o  p o r  uma 

s o l u ç ã o  p a r c i a l ,  o n d e  o  c o n j u n t o  d o s  a r c o s  da r e d e  A é p a r t i -  

c i o n a d o  em t rês  s u b c o n  j u n t o s  : 

~ ' ( z )  = { ( i ,  j )EA I y i  = O }  
1  A ( z )  = { ( i , j ) ~ A  I y i j  = 1 )  
L 

A ( z )  = { ( i  > j ) E A  I y i j  n ã o  e s p e c i f i c a d o }  

S e n d o  S o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  d o  p r o b l e m a  ( P D ) ,  a p r e s e n t a d o  

em 3 . 2 . ,  a  c a d a  n ó  z da á r v o r e  d e  s o l u ç õ e s  e s t á  a s s o c i a d o  u m  

s u b c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ( z )  = l Y ~ S l y  i j = 1  s e  ( i , j ) e A 1 ,  y i j = O  

s e  ( i Y j ) e A o } .  A o p e r a ç ã o  B r a n c h ,  q u a n d o  a p l i c a d a  a  um n ó  z ,  

L e s c o l h e  um a r c o  ( i l , j l ) ~ A  ( z )  e  c r i a  d o i s  s u c e s s o r e s ,  z o  e  z l ,  

d i v i d i n d o  o  s u b c o n j u n t o  S ( z )  em d o i s  o u t r o s  s u b c o n j u n t o s ,  u m  

a s s o c i a d o  a  c a d a  s u c e s s o r .  D e s t a  m a n e i r a  t e m o s  q u e :  

No d e s e n v o l v i m e n t o  d e  c a d a  m é t o d o  a p r e s e n t a d o  

i n e s t e  c a p f t u l o ,  c o n s t r ó i - s e  uma f u n ç ã o  F  ( z ) ,  q u e  i n d i c a  p a r a  

c a d a  nó z  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

s o b r e  o  s u b c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ( z ) .  U m  l i m i t e  s u p e r i o r  FS 

é d e t e r m i n a d o  p e l o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  a  m e l h o r  s o -  

l u ç ã o  c o n h e c i d a  do  p r o b l e m a  a  c a d a  i t e r a ç ã o  d o  a l g o r i  tmo como 

o  c á l c u l o  F ~ ( z )  e n v o l v e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  uma d e  

i - - 
t e r m i n a d a  c o n f i g u r a ç ã o  Y, d e  modo q u e  F  ( z )  = F ( y ) ,  s e m p r e  q u e  
- 
Y é uma s o l u ç ã o  v i á v e l  d o  p r o b l e m a  e  F ( V )  < F S ,  o  1  i m i t e  s u p e -  



r i o r  F' pode s e r  a t u a l i z a d o  e  V a rmazenado  como a  me lho r  s o l  u -  

ç ã o  d i s p o n i v e l .  E sempre  pos sTve i  o b t e r  v a r i a ç õ e s  no p r o c e d i -  

mento de c a d a  a l g o r i  tmo a t r a v é s  da u t i l  i z a ç ã o  de d i f e r e n t e s  heu - 

r i s t i c a s  na e s c o l h a  do nó a o  q u a l  s e r á  a p l i c a d a  a  o p e r a ç ã o  

Branch .  As duas  v a r i a ç õ e s  ma i s  comuns surgem d a s  s e g u i n t e s  heu - 

r í s  t i  c a s  n 

i )  A p l i c a r  a  o p e r a ç ã o  Branch ao  nó com menor 1  - i 

i m i t e  i n f e r i o r  F ( z ) .  

i i )  A p l i c a r  a  o p e r a ç ã o  Branch ao  Ú l t imo  n Õ  a b e r -  

t o  na á r v o r e  de  s o l u ç õ e s .  

No p r i m e i r o  c a s o  P s o l u ç ã o  ó t i m a  é,  em g e r a l ,  a1 - 

cançada  mais  r a p i d a m e n t e ,  porém,  é n e c e s s á r i o  a r m a z e n a r  t o d o s  

o s  nós a t i v o s  j á  a b e r t o s  na á r v o r e  de s o l u ç õ e s ,  j u n t a m e n t e  com 

o v a l o r  de  F ~ ( z )  p a r a  cada  u m  d e l e s .  O p r o c e d i m e n t o  g e r a l  que  

r e s u l t a  da a p l i c a ç ã o  d e s t a  h e u r i s t i c a  pode s e r  r e sumido  nos s e  

g u i n t e s  p a s s o s :  

P a s s o  O : T o r n a r  a t i v o  o p r l m e i r o  nó da á r v o r e  

de  s o l u ç ó e s .  C a l c u l a r  Fi ( z )  p a r a  e s t e  

nó .  F a z e r  F' = s e  não  e x i s t e  nenhu- 

ma s o l u ç ã o  i n i c i a l  p a r a  o  p r o b l e m a .  

P a s s o  1 : E s c o l h e r  e n t r e  o s  nós a t i v o s  a q u e l e  

com o  menor v a l o r  F i ( z )  < F'.  Se  não 

e x i s t e  t a l  n õ ,  p a r a r ,  a  s o l u ç ã o  Õtima 
- 
Y f o i  e n c o n t r a d a .  



P a s s o  2 : A p l i c a r  a  o p e r a ç ã o  Branch p a r a  o  nó 

z  e s c o l h i d o .  

C a l c u l a r  F~ ( z k )  p a r a  c a d a  um dos  s u -  

c e s s o r e s  de z .  

P a s s o  3 : P a r a  c a d a  um dos  s u c e s s o r e s  z  : k 

a )  T e s t a r  s e  V t a l  que F i ( z k ) = F ( Y )  é 

v i á v e l .  E m  c a s o  a f i r m a t i v o  a t u a -  

l  i z a r  o  l i m i t e  s u p e r i o r  F' e  arma - 

z e n a r  a  s o i u ç ã o  V s e  FS > F ( V ) .  
i b )  T o r n a r  a t i v o  o  nó z k  s e  F  ( z )  F S .  

P a s s o  4 : V o l t a r  ao  P a s s o  1 .  

No segundo  c a s o  p r o c u r a - s e  o b t e r  o  mais  r a p i d a -  

mente  p o s s i v e l  novas  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  p a r a  o  p r o b l e m a ,  em u m  

p r o c e d i m e n t o  que  r e s u l t a  em um a1 g o r i  tmo B r a n c h - B a c k t r a c k .  Co - 

mo a  e s c o l h a  do nó ao q u a l  s e r á  a p l i c a d a  a  o p e r a ç ã o  Branch não 

e x i g e  o  conhec imen to  do v a l o r  F i ( z )  p a r a  cada  nó a t i v o  da á r v o  - 

r e  de s o l u ç õ e s ,  o  v a l o r  do l i m i t e  i n f e r i o r ,  c u j o  c á l c u l o  e x i g e  

algum e s f o r ç o  compu tac iona l  , s e r á  c a l c u l a d o  a p e n a s  p a r a  o s  nós 

e x p a n d i d o s ,  no momento da a p l i c a ç ã o  da o p e r a ç ã o  Branch .  Des t a  

m a n e i r a  a  b u s c a  s e  d i r i g e  ma i s  r a p i d a m e n t e  à o b t e n ç ã o  de novas  

s o l u ç õ e s  v i á v e i s ,  a lém de e v i t a r  o  armazenamento de  q u a i s q u e r  

i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  os nós a b e r t o s .  O p r o c e d i m e n t o  r e s u l t a n t e  é 

o  s e g u i n t e :  

P a s s o  O : T o r n a r  a t i v o  o  p r i m e i r o  nó da á r v o r e  

de  s o l u ç õ e s .  

F a z e r  F' = s e  não  e x i t e  nenhuma s o -  



l u ç ã o  i n i c i a l  p a r a  o  p r o b l e m a .  

P a s s o  1  : E s c o l h e r  o  nó a b e r t o  mais  r e c e n t e m e n  - 

t e .  

C a l c u l a r  Fi ( z )  p a r a  e s t e  nó.  S e  não 

e x i s t e m  nós a b e r t o s  a  s o l u ç ã o  é ó- 

t i m a .  

P a s s o  2 : T e s t a r  s e  que  F ~ ( z )  = F ( Y )  é v i á -  

v e l .  E m  c a s o  a f i r m a t i v o  a t u a l i z a r  o  

l i m i t e  s u p e r i o r  FS e  a r m a z e n a r  o  s o -  

l u ç ã o  Y s e  F' > F ( B ) .  

P a s s o  3 : Se  F~ ( z )  < F' a p l i c a r  a  o p e r a ç ã o  

Branch ao  nó e  a d i c i o n a r  os  s u c e s s o -  

r e s  à l i  s t a  dos  nós  a b e r t o s .  

V o l t a r  a o  P a s s o  1 .  



3 . 4 . 2 .  Método de R i d l e v  

O a1 g o r i t m o  d e s e n v o l v i d o  p o r  R i d l  ey  na r e f e r ê n c i a  

1341 não pode s e r  c l a s s i f i c a d o  como u m  método Branch-and-Bound.  

T o d a v i a ,  e s t e  método de enumeração  i m p l í c i t a  i n t r o d u z  uma p r i -  

m e i r a  t e n t a t i v a  p a r a  o  e s t a b e l e c i m e n t o  de l i m i t e s  s u p e r i o r  e  

i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  em um problema de r e -  

de ó t i m a .  O p rob lema t r a t a d o  p e l o  método é m i n i m i z a r  o  c u s t o  

t o t a l  dos u s u á r i o s  em uma r e d e ,  i n v e s t i n d o  em u m  s u b c o n j u n t o  

de a r c o s .  E s t e s  i n v e t i m e n t o s  i n c l u e m  não  a p e n a s  a  i n s e r ç ã o  de 

novos a r c o s ,  mas também o  melhoramento  de a r c o s  j á  e x i s t e n t e s  

na r e d e .  O número de a r c o s  a  s e r em me lho rados  é 1  i m i t a d o  s u p e  - 
r i  o r m e n t e ,  r e s t r i ç ã o  que  pode s e r  s u b s  t i  t u l d a  p o r  uma r e s  t r i  ção  

de  o r çamen to  após  pequenas  m o d i f i c a ç õ e s  no a l g o r i t m o .  A f u n -  

ç ã o  de  c u s t o  de viagem p a r a  c a d a  u s u á r i o  é c o n s i d e r a d a  i n d e p e n  - 

d e n t e  do t r á f e g o  que  a t r a v e s s a  c a d a  a r c o ,  dependendo  a p e n a s  da 

r e a l i z a ç ã o  ou não de m o d i f i c a ç õ e s  no a r c o .  A a l o c a ç ã o  d e  t r á -  

f e g o  é c o n s i d e r a d a  d e s c r i t i v a .  T o d a v i a ,  como a  f u n ç ã o  o b j e t i -  

vo i n c l u e  a p e n a s  o s  c u s t o s  de viagem d e  cada  u s u á r i o ,  que s ã o  

c o n s i d e r a d o s  c o n s t a n t e s  com o  f l u x o  que  a t r a v e s s a  os a r c o s ,  a  

a l o c a ç ã o  d e s c r i  t i v a  e  n o r m a t i v a  c o i n c i d e m  n e s t e  c a s b .  

A f o r m u l a ç ã o  do prob lema é a  s e g u i n t e :  

Min F = ,  1 x  . t .  . ( x . .  , y i  
Y i j  i j  i j  1 

( i  , j k A  

S u j e i t o  à: 

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  H ( x )  = O com m a t r i z  O / D  c o n s -  



t a n t e  x  > 0 .  - 
i i )  P r i n c T p i o  d e  Ward rop  p a r a  a  a l o c a ç ã o  d e  

t r á f e g o  

d e  a i  e  b i  > O s ã o  c o n s t a n t e s  e Ã é o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  p a s -  - 
s í v e i s  d e  a l t e r a ç ã o .  No c a s o  d e  um t r e c h o  i n i c i a l m e n t e  i n e x i s  - 
t e n t e ,  b a s t a  c o n s i d e r a r  a i  como uma c o n s t a n t e  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e .  

i v )  y i j  E I 0 , 1 )  p a r a  ( i , j ) ~ X  

v )  1 Y i j  - < 1' , l i m i t e  p a r a  o  n h e r o  d e  
( i ,  ~ ) E Ã  

a r c o s  m o d i f i  c a d o s  . 

O p r o c e d i m e n t o  d e  R i d l e y  p r o c u r a  o s  m e l h o r e  c o n -  

j u n t o s  d e  mel h o r i  a s  na  r e d e ,  v a r i a n d o ,  i t e r a t i v a m e n t e ,  o  número  

máximo d e  a r c o s  m o d i f i c a d o s .  P r i m e i  r a m e n t e ,  r e l a x a n d o  a  r e s t r i  - 
ç ã o  ( v )  d o  p robdema  o b t e m - s e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  q u a n d o  

t o d o s  o s  a r c o s  ( i ,  j ) & Ã  s ã o  m e l h o r a d o s .  E s t e  v a l o r  e x p r e s s o  

como: 



A s e g u i r ,  r e s o l v e - s e  o  p r o b l e m a ,  d i m i n u i n d o - s e  o número de a r -  

cos  m o d i f i c a d o s  a  cada  i  t e r a ç ã o .  A r e s t r i ç ã o  ( v )  é s u b s t i t u í -  

da s u c e s s i v a m e n t e  po r :  

C < m 
O o  

Y i j  - p a r a  m = I  -1 ,..., I + 1 ,  I .  
( i  , j ) € A  

max 

Obse rve - se  q u e :  

I - - 
< - . .  < .-• 

o  v a l o r  ó t i m o  
max 

da f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  cada  uma d a s  r e s o l u ç õ e s  s u c e s s i v a s  do 

p rob l ema .  R i d l e y  a p r e s e n t a  um método p a r a  o  c á l c u l o  de  l i m i t e s  

i n f e r i o r  e  s u p e r i o r  p a r a  F m , d e p o i s  de f e i t a s  a s  o p e r a ç õ e s  p a r a  

o  . c á l c u l o  de Fm+l .  

Sejam KmcK u m  c o n j u n t o  de m a r c o s  s u j e i t o s  a  me.lhori - 

a ,  e  Y m  uma c o n f i g u r a ç ã o  da  r e d e  de m a n e i r a  que :  

Nes t e  c a s o ,  F(Ym) - > F(Y + 1 )  s empre  que  Ãm c  O m e l h o r  l i -  m 
m i t e  i n f e r i o r  p a r a  F(Ym) que  pode s e r  e x t r a i d o  d e s t a  r e l a ç ã o  é: 

F ~ ( Y , , , )  = Max F ( y m + l )  - 
Am+l 3 Ãm 

P a r a  o  l i m i t e  s u p e r i o r ,  F;, u t i l i z a m o s  sempre  o  menor v a l o r  j á  

c a l c u l a d o  p a r a  F(Ym) . Como v a l o r  i n i c i a l  f a z - s e :  



FS( ' )  = Min Fi  ( Y ~ )  . m - 
Ah 

De p o s s e  d e s t e s  1  imi t e s  , a  o b t e n ç ã o  d e  c a d a  

Fm = Min F(Y ) u t i l i z a  o s  1  imi t e s  d e  modo a  e v i t a r  o  c á l c u l o  m 
Y r n  

d e  t o d o s  o s  v a l o r e s  F ( Y m )  . O a l g o r i  tmo r e s u l t a n t e  é o  s e g u i n -  

t e  : 

P a s s o  O : F a z e r  m = I m a x .  

P a s s o  1  : F a z e r  m = m-1.  

P a s s o  2 : G e r a r  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  Ãm c  Ã . 
P a s s o  3 : C a l c u l a r  F~ (Ym)  p a r a  c a d a  um d o s  c o n -  

j u n t o s  A,,,. 

P a s s o  4 : F a z e r  F; = - Fi (Y,, ,) .  Com Y *  i n d i -  

c a n d o  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a .  

P a s s o  5 : F a z e r  p a r a  c a d a  c o n j u n t o  Ãm.  

S e  Fi  (Y ) F; e n t ã o  c a l c u l a r  F(Ym) . m 

S e  F (Yrn )  F; e n t ã o  f a z e r  F: = F(Yrn)  

e Y * = Y .  rn 
o  P a s s o  6 : S e  m = I  p a r a r .  A s o l u ç ã o  Õ t i m a  é Y * .  

S e  n ã o ,  v01 t a r  a o  P a s s o  1 .  

O b s e r v e - s e  q u e  p a r a  o  c á l c u l o  d e  c a d a  F~ (Ym) n o  P a s s o  3 ,  devem 

s e r  c o n h e c i d o s  o s  v a l o r e s  F ( Y m + l ) .  P a r a  e v i t a r  t o d a s  e s t a s  a -  

va.1 i a ç õ e s  d a  f u n ç ã o  o b j e t i  v o , p o d e m  s e r  u t i  1  i z a d o s  o s  v a l  o r e s  

) s e m p r e  q u e  F ( Y m + l )  n ã o  f o r  c o m i e c i d o  d a  i t e r a ç ã o  a n t e  - 



r i o r .  E m  c o n s e q u ê n c i a ,  um número maior  de v a l o r e s  F(Ym) deve  

s e r  o b t i d o  no P a s s o  5 .  Durante  a  ob tenção  da r e d e  Ótima com 

1' m o d i f i c a ç õ e s ,  s ã o  conheci  d a s  a s  r e d e s  ó t i m a s  p e r m i t i n d o - s e  

u m  maior  número de m o d i f i c a ç õ e s .  E s t e  pode s e r  um r e s u l t a d o  
- 
u t i l  n a  a n á l i s e  dos r e s u l t a d o s .  



3 . 4 . 3 .  Branch-and-Bound de  Ochoa-Rosso e  S i l v a  

O p r i m e i r o  dos  a l g o r i  tmos Branch-and-Bound a  

s e r  a p r e s e n t a d o  é o  de  Ochoa-Rosso e  S i l v a  d e s c r i t o  na r e f e -  

r ê n c i a  135 1 .  E s t e  método e s c o l h e  os  a r c o s  a  s e r em i n s e r i d o s  

na r e d e  de modo a  m i n i m i z a r  o  c u s t o  t o t a l  dos  u s u á r i o s .  

A f o r m u l a ç ã o  do prob lema é a  s e g u i n t e :  

M i n  F - 1 x . t .  . ( x i  y y i  ) 
Y ( i  , j ) & A  i j  i j  

S u j e i t o  ã:  

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  H(x )=O,  com a  m a t r i z  O / D  

c o n s t a n t e .  x  - > O ,  x < M . Y ,  de  modo q u e ,  s ó  - 
e x i s t e  f l u x o  em u m  a r c o  ( i  , j )  s e  y i j = l y  

quando M é uma c o n s t a n t e  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e .  

i i )  p r i n c i p i o  d e  Mardrop p a r a  a  a l o c a ç ã o  de t r ã  - 

f e g o .  

i i i )  F é monotonamente  d e c r e s c e n t e  com Y .  

i v )  y i j  E { 0 , 1 } .  

v  1 1 I i j . y i j  - < I y  ' i  j é o  c u s t o  de a d i  - 
( i  , j ) & A  

ç ã o  do a r c o  ( i  , j )  . I  e x p r e s s a  o  o r ç a m e n t o .  



A r e s t r i ç ã o  ( i i i )  e x i g e  d o  p r o b l e m a  c e r t a  r e g u l a r i d a d e .  Quan - 

d o  c o n s i d e r a m o s  uma f u n ç ã o  d e  c u s t o  t i  j ( x i  j , Y .  . )  = t , i  . e . ,  
1 J  i j 

o  c u s t o  d e  v i a g e m  p a r a  c a d a  u s u ã r i o  é c o n s t a n t e ,  e s t a  c o n d i -  

ç ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  s a t i s f e i t a .  I s t o ,  p o r é m ,  n ã o  é v e r d a d e  

em g e r a l ,  como d e m o n s t r a  o  e x e m p l o  q u e  u t i l i z a m o s  como i l u s -  

t r a ç ã o  d o  p a r a d o x o  d e  B r a e s s .  

O a l g o r i t m o  c a l c u l a  p a r a  c a d a  novo  nó  z  a b e r -  

t o  n a  á r v o r e  d e  B r a n c h - a n d - B o u n d  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a s  

s o l u ç õ e s  c o n t i d a s  no  s u b c o n j u n t o  S ( z ) ,  f a z e n d o  t o d a s  a s  v a r i á  

v e i s  n ã o  e s p e c i f i c a d a s  y i  j = l .  D e s t a  m a n e i r a  t e m o s  q u e :  

O s e  ( i  , j ) & A O ( z )  
i F  ( z )  = F ( Y )  o n d e  yi 

= 
1  1  s e  ( i  , j ) & A  ( z )  A L ( z ) .  

O b s e r v e - s e  q u e  F ( Y )  - > F i ( z )  p a r a  t o d o  Y & S ( z ) ,  p o i s  F é e s t r i -  

t a m e n t e  d e c r e s c e n t e .  A c a d a  n o v o  nó  a b e r t o ,  e x a m i n a - s e  s e  

S ( z )  c o n t é m  a l g u m a  s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  o  p r o b l e m a ,  a n u l a n d o  t o  - 

d a s  a s  v a r i á v e i s  n ã o  e s p e c i f i c a d a s  d e  modo q u e :  

S e  Y *  n ã o  é uma s o l u ç ã o  v i á v e l ,  n ã o  e x i s t e m  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  

S ( z )  e  podemos t o r n a r  o  n ó  z i n a t i v o .  O b s e r v e - s e  q u e  F ( y * )  é 

um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  v a í o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  q u e  p o d e  

s e r  u t i l i z a d o  p a r a  a t u a l i z a r  FS s e  n ã o  d i s p o m o s  d e  o u t r o  v a -  



l o r  m e l h o r .  Como o  c á l c u l o  do l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  c a d a  nó e -  

x i g e  algum e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l ,  p o i s  e n v o l v e  a  r e s o l u ç ã o  de 

um p rob lema de a l o c a ç ã o  de t r á f e g o ,  é c o n v e n i e n t e  e v i t a r  e s t a  

o p e r a ç ã o  sempre  q u e  p o s s i v e l .  Como a  o p e r a ç ã o  Branch 6 a p l i c a  - 
i 

da sempre  s o b r e  o  nó de menor F ( z ) ,  e n t ã o ,  no começo do p r o -  
I c e s s o  b a s t a  e s c o l h e r  o  nó com o  c o n j u n t o  A ( z )  de  ma io r  c a r d i -  

n a l i d a d e ,  a t é  que a  r e s t r i ç ã o  de  o r çamen to  s e j a  v i o l a d a .  E m  
i . s e g u i d a  c a l c u l a m - s e  os  v a l o r e s  F ( z )  p a r a  o s  nós a t i v o s ,  e  con - 

t i n u a - s e  o  p r o c e s s o  a p l i c a n d o  a  o p e r a ç ã o  Branch a o  nó d e  menor 

1  i m i t e  i n f e r i o r .  



3 . 4 . 4 .  - B r a n c h - a n d - B o u n d  d e  Chan 

U m  a l g o r i t m o  b a s t a n t e  s i m i l a r  a o  a n t e r i o r  é u t i  - 
l i z a d o  na  r e f e r ê n c i a  1361.  O m é t o d o  m i n i m i z a  o  c u s t o  t o t a l  d e  

i n v e s t i m e n t o s ,  i m p o n d o  à c o n f i g u r a ç ã o  da  r e d e  um 1  i m i t e  s u p e r i  - 
o r  p a r a  o  c u s t o  t o t a l  d o s  u s u á r i o s .  A f o r m u l a ç ã o  do  p r o b l e m a  

é a  s e g u i n t e :  

Min F =  1 Y i j J i j  
Y ( i  , j ) & A  

S u j e i t o  à:  

i )  R e s t r i ç õ e s  d a  r e d e  H ( x ) = O ,  com a  m a t r i z  O / D  

c o n s  t a n  t e .  

x - > O , x  - < M . Y .  

i i )  ~ r i n c r p i o  d e  W a r d r o p  p a r a  a  a l o c a ç ã o  d e  t r á -  

f e g o .  

A á r v o r e  d o  B r a n c h - a n d - B o u n d  6 d e s e n v o l v i d a  d e  

m a n e i r a  i d e n t i c a  à d e s c r i t a  em 3 . 4 . 1 .  P a r a  c a d a  nó  z  o  l i m i t e  

i i n f e r i o r  F ( z )  é c a l c u l a d o ,  a n u l a n d o - s e  a s  v a r i á v e i s  n ã o  e s p e -  

c i f i c a d a s .  Deste modo t e m o s  q u e :  



O s e  ( i  , j ) & n o ( z )  n L ( z )  
i F  ( z )  = F ( Y )  o n d e  y i  = 

1  1  s e  ( i , j ) & A  ( z )  

C l a r a m e n t e ,  t e m o s  F~ ( z )  - < F ( Y )  p a r a  t o d o  Y E S ( z )  . A c a d a  n ó  

a b e r t o  z  p o d e - s e  e x a m i n a r  a  e x i s t ê n c i a  d e  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  per - 
t e n c e n t e s  a o  s u b c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ( z ) .  Com e f e i t o ,  b a s t a  

c a l c u l a r  o  c u s t o  t o t a l  d o s  u s u á r i o s  q u a n d o  f a z e m o s  a s  v a r i á v e  - 

i s  n ã o  e s p e c i f i c a d a s  i g u a i s  à u n i d a d e .  O n ó  z  é f e i t o  i n a t i -  

v o  s e m p r e  q u e :  

s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  q u a n d o :  

Além d i s t o ,  devemos  s u p o r  uma c o n d i ç ã o  d e  r e g u l a r i d a d e  p a r a  o  

c u s t o  t o t a l  d e  v i a g e m  d o s  u s u á r i o .  T (Y)  é c o n s i d e r a d a  m o n o t o  - 

n a m e n t e  d e c r e s c e n t e  com y i  j ,  c o n d i ç ã o  i d ê n t i c a  à u t i l i z a d a  p a  - 

r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  no  m é t o d o  d e s c r i t o  em 3 . 4 . 3 .  

P a r a  e v i t a r  a o  máximo a s  r e s o l u ç õ e s  d o  p r o b l e -  

ma d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o ,  Chan s u g e r e  uma a t u a l i z a ç ã o  a r i t m é  - 
t i c a  p a r a  o  v a l o r  d o s  c u s t o s  t o t a i s  d o s  u s u á r i o s .  S e j a m  z l  e 

z o  o s  n ó s  s u c e s s o r e s  d e  um nÕ z .  D e s e j a - s e  e s t a b e l e c e r  um l i  - 
- 

1  1  - mite s u p e r i o r  p a r a  T ( Y  ) ,  o n d e  Y e t a l  q u e :  



L 
S e j a  ( k , r n ) ~ A  ( z )  o  nó  e n v o l v i d o  n a  o p e r a ç ã o  B r a n c h  q u e  r e s u l -  

t o u  n o s  n o v o s  nós  z l  e  z  
O '  

E n t ã o ,  t e m o s  q u e :  

c o r r e s p o n d e  a o  f l u x o  Ó t i m o  o b t i d o  p a r a  o  c á l c u l o  d e  T ( Y ) .  A e x  - 

p r e s s ã o  ã e s q u e r d a  da  d e s i g u a l d a d e  a v a l i a  o  novò  t o t a l  d o s  usu 

ã r i o s ,  s e  n ã o  h o u v e  m o d i f i c a ç õ e s  na  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  a p ó s  a  

m o d i f i c a ç ã o  do a r c o  ( k , m ) .  E s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  p o d e  s e r  u t i -  

l i z a d o  na  v e r i f i c a ç ã o  d e  v i a b i l i d a d e  do  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  

S ( z l )  T o d a v i a ,  como l i m i t e  n ã o  é m u i t o  f o r t e ,  o  p r o c e s s o  t e n  

d e  a  s e  d e t e r i o r a r  com a  s u a  u t i l i z a ç ã o  s u c e s s i v a .  



- 

3 . 4 . 5 .  Branch-and-Bound de  S c o t t  

A r e f e r ê n c i a  1371 a p r e s e n t a  u m  a l g o r i  tmo p a r a  o  

problema r e d e  Õtima em uma v e r s ã o  b a s t a n t e  p a r t i c u l a r .  T r a t a -  

s e  de o b t e r  o  c o n j u n t o  de a r c o s  q u e ,  c o n s t r u i d o s ,  minimizam a  

soma dos  c u s t o s  de  viagem dos caminhos  de c u s t o  minimo l i g a n d o  

cada  p a r  Origem/Des t i n o ,  s a t i s f a z e n d o  a  uma r e s t r i ç ã o  de o r ç a -  

mento .  E s t e  p rob lema pode,  n a t u r a l m e n t e ,  s e r  f o r m u l a d o  como um 

c a s o  p a r t i c u l a r  do prob lema ( P D ) ,  b a s t a n d o  p a r a  i s t o  f a z e r  

x a b  = 1  p a r a  t o d o  abeR.  C o n s t r ó i - s e ,  e n t ã o ,  uma f u n ç ã o  o b j e t i  - 

vo que  e x p r e s s a  o  c u s t o  t o t a l  de v iagem dos u s u á r i o s ,  que  n e s -  

t e  c a s o  i g u a l a  a soma dos  c u s t o s  a t r a v é s  dos caminhos mín imos .  

A f o r m u l a ç ã o  do prob lema é a  s e g u i n t e :  

s u j e i t o  à:  

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  H ( x )  = O com a  m a t r i z  O / D  

t a l  q u e ,  x a b  = 1  p a r a  t o d o  abaR. x > O e  

x < M . Y de  modo que  u m  a r c o  s ó  pode s e r  u - - 
t i l i z a d o  s e  y i j  = 1 .  

i i )  P r i n c r p i o  de Wardrop .  N e s t e  c a s o ,  c o r r e s p o n  - 
de  a o  c á l c u l o  dos  caminhos mais  c u r t o s  l i g a n  - 
do aos  p a r e s  Origem/Des t i  no. 

i i i )  t i j ( x i j , y i j  ) = t  c o n s t a n t e .  i j 

1 l i  j ( y i  j )  5 I ,  r e s t r i ç ã o  de  o r ç a m e n t o .  
( i  , j ) & A  



O b s e r v e - s e  q u e  n a  s i t u a ç ã o  a c i m a ,  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  6 m o n o t o n a  - 

m e n t e  d e c r e s c e n t e  com Y ,  i . e . ,  Y > Y 2  i m p l i c a  em 1  

F ( Y 1 )  5 F ( Y 2 ) .  O f e n ô m e n o  d e s c r i t o  no  p a r a d o x o  de  B r a e s s  n ã o  

p o s s i v e l  n e s t e  c a s o ,  p o i s  ,corno o  c u s t o  de  v i  agem é c o n s t a n t e  

p a r a  c a d a  a r c o ,  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  c o i n c i d e  com a -  

q u e l a  d o  e q u i l r b r i o .  Com e f e i t o ,  e s t e  p r o b l e m a  p o d e  s e r  c o n s i  - 

d e r a d o  como um p r o b l e m a  d e  r e d e  ó t i m a  n o  c a s o  n o r m a t i v o ,  p o i s  

não  e x i s t e  e n t r e  a  a l o c a ç ã o  n o r m a t i v a  e  d e s c r i t i v a .  

A  á r v o r e  d e  s o l u ç õ e s  d o  p r o b l e m a  é c o n s t r u i d a  

d e  m a n e i r a  q u e ,  a  c a d a  n ó  z  e s t á  a s s o c i a d o  um c o n j u n t o  d e  a r -  

c o s  A ( z )  e x c l u 7 d o s  d a  r e d e ,  i . e . ,  a  c a d a  n ó  e s t á  a s s o c i a d o  um 

s u b c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ( z )  = CYsS 1 y =O s e  ( i , j ) ~ A ( z ) )  o n -  i j 

d e  S  é o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  d o  p r o b l e m a .  O n ó  z o  o r i g e m  d a  
- 
a r v o r e  é d e f i n i d o  p e l a  i n c l u s ã o  de  t o d o s  o s  a r c o s ,  i .e . ,  

A ( z o )  = fl e  S ( z o )  = S .  O S  s u c e s s o r e s  d e  um d e t e r m i n a d o  n ó  z  

s ã o  g e r a d o s  com a  e x c l u s ã o  d e  m a i s  um a r c o  d a  r e d e .  P a r a  q u e  

n ã o  h a j a  m a i s  de um nó r e p r e s e n t a n d o  o  mesmo s u b c o n j u n t o  d e  

s o l u ç õ e s  os  s u c e s s o r e s  de  c a d a  n ó  devem s e r  e s c o l h i d o s  de  ma- 

n e i r a  e s p e c i a l .  Suponhamos q u e  o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  A  e s t á  o r -  

d e n a d o  de modo q u e  A  = {a ,  ,ap, . .  . ,am} .  E n t ã o ,  s e  o  n ó  z  5 t a l  

q u e  A ( z )  = {ai l  ,ai2,. .. ,aik} com i > ik-l k  
> . . . > i  o s s u -  

1 '  

c e s s o r e s  d e  z, que  r e s u l t a m  d a  e x c l u s ã o  d e  c a d a  um d o s  a r c o s  

com o r d e m  s u p e r i o r  a i k ,  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  z  
i k + l ' " "  

z m  com 

A ( z i )  = A ( z )  { a i ) .  Sempre  q u e  a m & A ( z )  n ã o  e x i s t e m  s u c e s s o r e s  

de  z .  

Na ã r v o r e  de s o l u ç õ e s  e s t ã o  r e p r e s e n t a d a s  t o d a s  



a s  c o n f i g u r a ç õ e s  p o s s 7 v e i s  p a r a  a  r e d e .  D e s t a s ,  s ã o  c o n f i g u r a  - 

ç õ e s  v i á v e i s  a q u e l a s  que s a t i s f a z e m  a  r e s t r i ç ã o  ( i v )  do o r ç a -  

men to ,  e  s ã o  d e g e n e r a d a s  a q u e l a s  em que não é p o s s ? v e l  a  o b t e n  - 

ç ã o  de caminhos l i g a n d o  cada  p a r  O r i g e m / D e s t i n o .  E s t a s  Ú l t i -  

mas s ã o  c l a r a m e n t e  não ó t i m a s .  

P a r a  c a d a  nó z  a b e r t o  na  á r v o r e  de s o l u ç õ e s  o  

l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  a s  s o l u -  

ç õ e s  c o n t i d a s  no s u b c o n j u n t o  S ( z )  é c a l c u l a d o  como: 

O s e  ( i  , j ) ~ A ( z )  

F i ( z )  = F ( Y ( z ) )  onde y i j ( z )  - 

- I 1  s e  ( i , j ) $ A ( z )  

E s t e  é u m  l i m i t e  v á l i d o  , p o i s  F(Y)  é monotonamente d e c r e s c e n t e .  

O a l g o r i  tmo é i n i c i a d o  com o  nó z  o r igem da ã r -  

v o r e  de s o l u ç õ e s ,  com A ( z o )  = f l .  A c ada  nó z  s e l e c i o n a d o ,  ob- 

t ém-se  s e u s  s u c e s s o r e s  z l . .  . "n p e l a  o p e r a ç ã o  B r a n c h ,  e  c a l c u  - 
i l a - s e  p a r a  c a d a  um d e l e s  os l i m i t e s  i n f e r i o r e s  F  ( z i )  P a r a  

cada  s u c e s s o r  z i  o b t i d o ,  e x a m i n a - s e  a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  u t i  - 

l i z a d a  p a r a  o  c á l c u l o  de F i ( z i ) .  Se e s t a  c o n f i g u r a ç ã o  é v i á v e l  
i o  l i m i t e  s u p e r i o r  é a t u a l i z a d o  sempre  que  F  ( z i )  < F S .  N e s t e  

d 

c a s o ,  o  nó z  e  f e i t o  i n a t i v o ,  p o i s  a  s o l u ç ã o  Y ( z i )  é t a l  que 
i  

F ( Y ( z i ) )  = M i n  F ( Y )  não  havendo n e c e s s i d a d e  de exame dos  
Y & S ( z i )  

nós s u c e s s o r e s  de z  . A p l i c a - s e ,  também, a  cada  nó z i  a b e r t o  i 

p e l a  o p e r a ç ã o  b r a n c h ,  o  t e s t e  u s u a l  do método Branch-and-Bound,  

t o r n a n d o  i n a t i v o s  os  nós  em que F' < F i ( z i ) .  

A r e f e r ê n c i a  1371 a p r e s e n t a  e s t e  método em u m  

c a s o  p a r t i c u l a r ,  como um a l g o r i  tmo B r a n c h - a n d - B a c k t r a c k ,  onde 



o  nó s e l e c i o n a d o  p a r a  a  a p l i c a ç ã o  da o p e r a ç ã o  Branch  é sempre  

o  ú l t i m o  nó a t i v o  o b t i d o .  Como n e s t e  c a s o  t e n t a - s e  o b t e r  no- 

v a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  o  m a i s  r a p i d a m e n t e  p o s s í v e l ,  é c o n v e n i e n  - 

t e  r e t a r d a r - s e  o  c á l c u l o  do l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  um n ó ,  r e a l i  = 

z a n d o - s e  a  o p e r a ç ã o  a p e n a s  no momento em que o  nó é s e l e c i o n a  - 

do p a r a  a  a p l i c a ç ã o  da o p e r a ç ã o  Branch , a o  i n v é s  de r e a l  i z á - l a  

no momento que o  nó é a d i c i o n a d o  à á r v o r e  como r e s u l t a d o  de 

uma o p e r a ç ã o  Branch a n t e r i o r .  



3 . 4 . 6 .  Branch-and-Bound de Hoang Hai Hoc 

O a l g o r i t m o  d e s e n v o l v i d o  na r e f e r ê n c i a  1381 des  - 

t i n a - s e  s o l u ç ã o  do problema de  r e d e  ó t i m a  quando d e s e j a - s e  

m i n i m i z a r  a  soma dos  c u s t o s  dos caminhos minimos l i g a n d o  cada  

p a r  de  n ó s ,  s a t i s f a z e n d o  a  uma r e s t r i ç ã o  de o r çamen to .  A f o r -  

mulação do p r o b l e m a ,  j á  a p r e s e n t a d a  em 3 . 4 . 3 .  ,é a  s e g u i n t e :  

s u j e i  t o  ã: 

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  H(x )  = O com a  m a t r i z  O / D  

a b  com x  = 1 .  x > O e  x  < M . Y  d e  modo que  u m  - - 
a r c o  s ó  pode s e r  u t i l i z a d o  s e  y i  = 1 .  

i i )  P r i n c i p i o  de  Wardrop.  

i i i )  t i j ( x i  j . y .  . )  = t c o n s t a n t e .  
1 J i j 

i v )  1 I i j ( y i  j )  - < I  r e s t r i ç ã o  de  o r ç a m e n t o .  
( i  J > E A  

v )  y i j  ~ { O , 1 1 .  p a r a  ( i , j ) ~ A .  

E s t e  método u t i l i z a  a  c o n t r u ç ã o  da á r v o r e  Branch-  

and-Bound d e s c r i t a  3 . 4 . 1 .  O l i m i t e  i n f e r i o r  q u e  cada nó a b e r -  

t o  p e l a  o p e r a ç ã o  Branch é c a l c u l a d o  u t i  1  i  z ando - se  v a l o r e s  f o r -  

n e c i d o s  p e l a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  r e s u l t a n t e  da i n c l u s ã o  de t o  - 
dos os  a r c o s .  O método p a r a  e s t e  c á l c u l o  de l i m i t e s  i n f e r i o -  

r e s  e s t á  b a s e a d o  nas  c o n s i d e r a ç õ e s  t e ó r i  c a s  a b a i  xo .  



C o n s i d e r e m o s  p a r a  c a d a  a r c o  ( i  , j ) & A  a  c o n f i g u -  

r a ç ã o  d a  r e d e  i n d i c a d a  p o r  Y i j  t a l  q u e  a s  c o m p o n e n t e s  d e  y i  j 

s a o :  

( 1  s e  n ã o  

o  q u e  c o r r e s p o n d e  à i n c l u s ã o  d e  t o d o s  o s  a r c o s  e x c e t o  ( i  , j ) .  

C o n s i d e r e - s e  também,  Y O  = ( 1  1 , .  1  q u e  c a r a c t e r i z a  a  c o n f i -  

g u r a ç ã o  d a  r e d e  q u a n d o  t o d o s  o s  a r c o s  s ã o  i n c l u i d o s .  Neste c a  - 

s o ,  d e f i n e - s e  

o n d e  S i j  é o  c u s t o  d o  c a m i n h o  m a i s  c u r t o  d e  i p a r a  j q u a n d o  a  

c o n f i g u r a ç ã o  da  r e d e  6 r e p r e s e n t a d a  p o r  y i j ,  e t i j  é O c u s t o  

d e  v i a g e m  a t r a v é s  d o  a r c o  ( i  , j ) .  
d 

A f i j  e  a  d i f e r e n ç a  d e  c u s t o  e n t r e  o  m e n o r  e o  

s e g u n d o  m e n o r  c a m i n h o  l i g a n d o  i. e j ,  q u a n d o  c o n s i d e r a m o s  a  re-  

d e  com t o d o s  o s  a r c o s  i n c l u í d o s .  C l a r a m e n t e ,  F ( Y i j )  - > F ( y O )  + 
+ A f i j .  

A p a r t i r  d a í  a p r e s e n t a m o s  o s  s e g u i n t e s  Lema e 

T e o r e m a ,  i  n d t r o d u z i  d o s  e demons t r a d o s  n a  r e f e r ê n c i a  138 1 , o s  

q u a i s  u t i l  i z a r e m o s  no  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  um 1  i m i t e  i n f e r i o r  a  

s e r  u t i  1  i z a d o  no  m é t o d o  B r a n c h - a n d - B o u n d  J 

Lema : 1  S e j a  ( i , j ) ~ A  t a l  q u e  y i j  = 1 .  S e j a m  Y 1  e Y 2 

t a i s  q u e  



\ O  s e  n ã o  

T e o r e m a  1 :  S e j a  Y uma c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  G = (N,A) e n -  

t ã o  F ( Y )  - > F ( Y O )  + 1 ( l - y i j )  . n f i j  
( i  , j  

P a r a  c a d a  n ó  z n a  á r v o r e  d e  B r a n c h - a n d - B o u n d ,  o  l i m i t e  i n f e r i -  

o r  p a r a  a s  s o l u ç õ e s  YCS(z )  podem s e r  obt+dos com a  u t i  1  i z a ç ã o  
i d o  t e o r e m a  1 .  D e s t a  m a n e i r a  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  F ( z )  p o d e  s e r  

c a l c u l a d o ,  d e  modo q u e :  

i F  ( z )  = Max ( F ( Y ' ) +  1 ( 1 - y i j )  . A f .  . )  
Y E S ( Z )  ( i  ,j ' J  

R e e s c r e v e n d o  o  p r o b l e m a  e x p l i c i t a m e n t e  t e m o s :  

Y i  j = O s e  ( i  , j ) € ~ O ( z )  

1  
Y i  j = 1  s e  ( i  , j ) d  ( z )  

L y i j  ~ ' { 0 , 1 }  s e  ( i , j ) ~ A  ( z ) .  

Como a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  ( P l )  a p r e s e n t a  p r o b l e m a s  c o m p u t a c i o  

n a i s  devidas  2 s  v q r i ã v e i s  i n t e i r a s ,  F~ ( z )  p o d e  s e r  c a l c u l a d o  a  



p a r t i r  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  ( P 2 )  o b t i d o  d e  ( P l ) , q u a n d o  s u p o -  

mos a s  v a r i á v e i s  y i  c o n t í n u a s .  

Max F =  1 . ) y i j  . A f i j  
Y ( i  Y J  

s u j e i  t o  à: 

S e j a  V1 e Yp a s  s o l u ç õ e s  ó t i m a s  d e  ( P 1 )  e ( P Z ) ,  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  p a r a  um d a d o  nÕ z  da  á r v o r e  do  B r a n c h - a n d -  

Bound .  P a r a  t o d o  Y E S ( z )  p e l o  Teo rema  1  t e m o s  q u e :  

' F ( Y )  - > F ( Y O )  + I: ( 1 -  y i j )  . n f i j  , como 
( i  , j ) & A  

-1 . A f i  < 1 -2 I: Y i j  . A f i  s - 1 y i j  Y i  j . A f i j  p a r a  t o d o  
( i  J ( i  J ) E A  - ( i  , j ) E A  

Y E S ( Z ) ,  t e m o s  q u e :  



3 . 4 . 7 .  Branch-and-Bound de L e b l a n c  - 

E s t e  a1 g o r i  tmo f o i  d e s e n v o l v i d o  na r e f e r ê n c i a  

1301 p a r a  s o l u ç ã o  de  um p rob lema de  o t i m i z a ç ã o  de r e d e s  de  

t r a n s p o r t e ,  no c a s o  d e s c r i  t i  vo ,quando devem s e r  e s c o l h i d o s  no - 
vos a r c o s  p a r a  a r e d e .  A f u n ç ã o  o b j e t i v o  i n c l u e  o s  c u s t o s  de 

- 
viagem do u s u á r i o ,  e  a  f u n ç ã o  de  c u s t o  p a r a  cada  a r c o  não  e  

s u p o s t a  l i n e a r  como na m a i o r i a  dos  métodos a p r e s e n t a d o s  a n t e -  

r i o r m e n t e .  O p rob lema e s t á  f o r m u l a d o  da s e g u i n t e  manei r a :  

Min F =  1 x i  j t .  4 x  , y i j )  Y ( i  , j ) & A  i j  i j  

s u j e i t o  à: 

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  H ( x )  = O com a  m a t r i z  O / D  

c o n s t a n t e .  x  > O ,  x M . Y  de modo que  u m  a r  - - 
co  s ó  pode s e r  u t i l i z a d o  s e  y i j  = 1 ,  quando  

n é uma c o n s t a n t e  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e .  

i i )  P r i n c T p i o  de  Wardrop p a r a  a  a l o c a ç ã o  de t r á -  

f e g o .  

- 
i  i  i  ) t i  ( x i  ) e  monotonamente  c r e s c e n t e .  

i v )  y i j  = 1  s e  ( i , j ) & A *  , c o n j u n t o  de a r c o s  i n i -  

c i a i s .  

Yi j ~ ' { 0 , 1 )  s e  ( i , j ) ~ Ã  , c o n j u n t o  de  a r c o s  

a d i  c i o n a d o s ,  



v )  1 I i j  Y i j  - < I  , r e s t r i ç ã o  d e  o r ç a -  
( i  , ~ ) E Ã  

P a r a  c a d a  novo  nó  z  a d i c i o n a d o  à á r v o r e  d e  B r a n c h -  

and -Bound  p e l a  o p e r a ç ã o  B r a n c h  d e s c r i t a  em 3 . 4 . 1 . ,  a  f o r m a  m a i s  

i m e d i a t a  p a r a  o  c á l c u l o  d e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a  f u n ç ã o  ob -  

j e t i v o  em S ( z )  s e r i a  o  mesmo m e t o d o  s u g e r i d o  p e l o  B r a n c h - a n d -  

Bound d e  O c h o a - R o s s o  e  S i l v a ,  i . e . ,  f a z e m - s e  a s  v a r i á v e i s  n ã o  

L - e s p e c i f i c a d a s  y i j  = 1 ,  a d i c i o n a n d o - s e  o s  a r c o s  ( i  , j ) e A  ( z )  a  

r e d e  d e  t r a n s p o r t e .  Após o  c á l c u l o  d o  f l u x o  em e q u i l r b r i o  p a -  

r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  r e s u l t a n t e ,  o b t e m - s e  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e -  

t i v o ,  u t i l i z a d o  como l i m i t e  i n f e r i o r .  T o d a v i a ,  como n ã o  s e  e -  

x i g e  a q u i  nenhum c o m p o r t a m e n t o  e s p e c i a l  p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

F ( Y ) ,  e  a s  f u n ç õ e s  d e  c u s t o  d e  v i a g e n s  p a r a  c a d a  a r c o ,  

t .  . ( x i  j )  , ( i ,  j ) & A ,  n ã o  s ã o  a s s u m i d a s  c o n s t a n t e s ,  o  p a r a d o x o  d e  
1 J  

B r a e s s  a p r e s e n t a  u m  c o n t r a - e x e m p l o  c1  a r o  p a r a  o  1  imi t e  i n f e r i o r  

c a l c u l a d o  da  m a n e i r a  a c i m a .  N a t u r a l m e n t e ,  s e m p r e  q u e  a s  f u n ç õ e s  

t .  . ( x .  . )  f o r e m  c o n s t a n t e s ,  e  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  
1 J  1 J  

F =  c x i j . t .  . ( x .  . )  i n c l u i r  a p e n a s  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  
( i  , j ) e A  1 J  1 J  

do u s u á r i o  n ã o  s e r á  n e c e s s á r i o  o  e s t a b e l e c i m e n t o  d e  um n o v o  mé- 

t o d o  p a r a  o  c á l c u l o  do  l i m i t e  i n f e i o r .  N e s t e  c a s o ,  a  f u n ç ã o  ob  - 
j e t i v o  do p r o b l e m a  s e r á  i d ê n t i c a  à f u n ç ã o  o b j e t i v o  

F =  1 /OiJ t ( x ) d x  u t i l i z a d a  no c .1culo do  e q u i l í b r i o  
(i , jM 

i j 

n a  r e d e ,  i n c l u i n d o  o  p r o b l e m a  no c a s o  n o r m a t i v o .  

O l i m i t e  i n f e r i o r  F ~ ( z )  d e v e  s u b e s t i m a r  o  v a l o r  

d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  o  s u b c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ( z ) ,  i  . e . ,  



F~ ( z )  é um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a :  

Min F =  1 x i j t i j ( x i j )  Y E S ( Z )  (i , j  )&A 

O m é t o d o  p a r a  o  c á l c u l o  d e s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  é i n d i c a d o  p e l o  

s e g u i n t e  l e m a :  

LEMA:  P a r a  t o d o  n ó  z  n a  á r v o r e  do B r a n c h - a n d - B o u n d ,  a  s o l u ç ã o  
- 
o t i m a  d e  ( P l )  é m a i o r  ou i g u a l  à s o l u ç ã o  ó t i m a  d o  p r o -  

b l e m a  ( P 2 )  q u e  s u b s t i t u i  o  p r o b l e m a  ( P 1 )  s e  supomos  o 

s i s t e m a  n o r m a t i v o .  

Min F =  1 x i j  t i j ( x i j )  
X , Y  ( i  , j ) & A  

O u t r o s s i m ,  a  s o l u ç ã o  ó t i m a  d e  ( P 2 )  é m a i o r  ou  i g u a l  ã s o l u ç ã o  

ó t i m a  d o  p r o b l e m a  ( P 3 )  q u e  s u r g e  d e  ( P 2 )  com a d i ç ã o  r e d e  d e  

L t o d o s  o s  a r c o s  ( i ,  j ) & A  ( z ) .  

min F  = 1 x i j  . t .  . ( x .  . )  
x 1 J  1 J  

s . a  ( i ) , ( i i i ) ,  ( i v ) ,  

( 0  s e  ( i  , j ) & ~ ' ( z )  



A p rova  d e s t e  lema pode s e r  e n c o n t r a d a  na r e f e  - 

r ê n c i a  1301.  O v a l o r  do l i m i t e  i n f e f i o r  F~ ( z )  é i g u a l a d o  ao 

v a l o r  Ótimo da f u n ç ã o  o b j e t i v o  do prob lema ( P 3 ) ,  que  c o n s t i t u  - 

e  u m  p rob lema de a l o c a ç ã o  n o r m a t i v a  de t r á f e g o .  

A r e f e r ê n c i a  1301 n a r r a  a  e x p e r i ê n c i a  computa-  

c i  o n a l  r e s u l t a n t e  da a p l i c a ç ã o  d e s t e  a l g o r i  tmo. O p r o b l e m a r e  - 
s o l v i d o  c o n s t a v a  da a d i ç ã o  de novos a r c o s  a  uma r e d e  r o d o v i á -  

r i a  com 2 4  n ó s ,  t o d o s  c o n s i d e r a d o s  o r i g e n s  e  d e s t i n o s  de  t r á -  

f e g o .  A c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da r e d e  i n c l u í a  32 a r c o s ,  e  a  

f u n ç ã o  de c u s t o  de  viagem de um u s u á r i o  a t r a v é s  de c a d a  a r c o  

e r a  da fo rma :  

Foram c o n s i d e r a d o s  5  novos a r c o s  p a r a  a d i ç ã o ,  com um t o t a l  de 

3 2  p o s s i v e i s  combinações .  E s t e  p rob lema de pequenas  d imensões  

f o i  r e s o l v i d o  r a p i d a m e n t e  em u m  p r o c e s s o  que  e x i g i u  o  c á l c u l o  

de 1 5  l i m i t e s  i n f e r i o r e s ,  e  a  r e s o l u ç ã o  de 1 7  p rob l emas  de  a l o  - 
c a ç ã o  de t r á f e g o ,  n e c e s s á r i a s  ãs a v a l i a ç õ e s  da f u n ç ã o  o b j e t i v o .  



7 5  

3 . 5 .  - A1 g o r i  tmos H e u r i s  t i  cos  

3 . 5 . 1 .  I n t r o d u c ã o  

A a p l i c a ç ã o  d a s  t é c n i c a s  d e  Branch-and-Bound 

na r e s o l u ç ã o  d e  p rob l emas  de i n v e s t i m e n t o s  em t r a n s p o r t e s  e n -  

f r e n t a  u m  g r a v e  o b s t á c u l o :  a  e f i c i ê n c i a  c o m p u t a c i o n a l .  Os mé - 

t o d o s  a p r e s e n t a d o s  na s e ç ã o  a n t e r i o r  encon t r am a  s o l u ç ã o  ó t i -  

ma em um número f i n i t o  de p a s s o s ,  o f e r e c e n d o  a  cada  i  t e r a ç ã o  

uma s o l u ç ã o  v i á v e l  sub-Õt ima  a l em de l i m i t e s  s u p e r i o r  e  i n f e -  

r i o r  p a r a  o  v a l o r  Õtimo da f u n ç ã o  o b j e t i v o .  T o d a v i a ,  embora 

e s t e s  métodos Branch-and-Bound c o n s t i t u a m  a l g o r i t m o s  d e  enume - 
r a ç ã o  ma tema t i camen te  c l a r o s ,  e l e g a n t e s  e  c a p a z e s  de t r a t a r  o  

problema n a s  s u a s  f o r m u l a ç õ e s  mais  c o m p l e x a s ,  não possTve1 

a  o b t e n ç ã o  de r e s u l t a d o s  e f i c i e n t e s  no t r a t o  de p rob lemas  de  

g r a n d e  p o r t e .  Com e f e i t o ,  s ó  e x i s t e m  r e f e r ê n c i a s  à a p l i c a ç ã o  

de  t a i s  a l g o r i t m o s  a  r e d e s  com 20 ou 30 n ó s .  A u t i l i z a ç ã o  des - 
t e s  mé todos ,  quando t r a t a m - s e  de  r e d e s  de  g r a n d e  p o r t e ,  G p r o  - 
i b i t i v a  dado  o  g r a n d e  número de  c ã l c u l o s  do c u s t o  t o t a l  de v i  - 
agem dos  u s u á r i o s ,  o p e r a ç ã o  que  i n c l u e  a  r e s o l u ç ã o  de um p r o -  

blema de a l o c a ç ã o  de  t r á f e g o .  I s t o  a c o n t e c e  d e v i d o  à d e f i c i -  

ê n c i a  dos  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  e  s u p e r i o r e s  u t i l i z a d o s  p e l o s  a1 - 
g o r i t m o s ,  que  obr igam o  exame e  armazenamento d e  u m  g r a n d e  nú - 
mero d e  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s ,  e x i g i n d o  r e c u r s o s  de  computação  que 

c r e s c e m  com o  tamanho da r e d e  a  s e r  a n a l i s a d a .  

O d e s e n v o l v i m e n t o  de t é c n i c a s  h e u r i s t i  c a s  pa-  



r a  a  s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  d e  t r a n s p o r -  

t e  é e x t r e m a m e n t e  i m p o r t a n t e ,  n a  m e d i d a  em q u e  o  t r a t o  d e  r e -  

d e s  d e  g r a n d e  p o r t e  é comum n a  m a i o r i a  d a s  o c o r r ê n c i a s  p r á t i -  

c a s  d o  p r o b l e m a .  0 s  m é t o d o s  h e u r 7 s t i c o s  a b a n d o n a m  a  b u s c a  

d a  s o l u ç ã o  ó t i m a ,  p r o c u r a n d o  a p e n a s  uma s o l u ç ã o  s u b - ó t i m a  q u e  

p a s s a  s e r  a l c a n ç a d a  com a  u t i l i z a ç ã o  d e  r e c u r s o s  l i m i t a d o s  d e  

c o m p u t a ç ã o .  Com e s t e  f i m ,  e s t e s  m é t o d o s  s e  u t i l i z a m  d e  v e r -  

sões  s i m p l i f i c a d a s  d o  p r o b l e m a ,  f r u t o  d a  l i n e a r i z a ç ã o  d a  f u n -  

ç ã o  o b j e t i v o ,  d a  r e l a x a ç ã o  d a  r e s t r i ç ã o  d e  v a l o r e s  i n t e i r o s  pa - 

r a  a l g u m a s  v a r i á v e i s  o u  d o  a b a n d o n o  d a  i n t e r d e p e n d ê n c i a  d o s  - e 

f e i t o s  d o s  p r o j e t o s .  Os a 1  g o r i  t m o s  h e u r 7 s t i c o s  d e  e n u m e r a ç ã o  

p r o c u r a m  a p r o v e i t a r  a s  f e r r a m e n t a s  d e s e n v o l v i d a s  p a r a  a s  t é c -  

n i c a s  de  B r a n c h - a n d - B o u n d ,  u t i l  i z a n d o  o s  m é t o d o s  , d e  c á 1  c u l o  de 

l i m i t e s  i n f e r i o r  e s u p e r i o r  a s s o c i a d o s  à r e g r a s  s i m p l i f i c a d a s  

d e  b u s c a  na  á r v o r e  d e  s o l u ç õ e s .  Nas p r ó x i m a s  s e ç õ e s  a p r e s e n -  

t a m o s  a1  gumas t é c n i c a s  d e s e n v o l  v i d a s  p a r a  a t e n d e r  à n e c e s s i d a -  

d e  d e  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  o t i m i z a ç ã o  d e  r e d e s  d e  g r a n d e  

p o r t e ,  d e n t r o  d e  r e c u r s o s  r a z o á v e i s  d e  c o m p u t a ç ã o .  



3 . 5 . 2 .  S e l e ç ã o  dos  Melhores  P r o j e t o s  Segundo - -- a  ~ a z ã o  

Uma d a s  t é c n i c a s  h e u r 7 s t i c a s  m a i s  u t i l i z a d a s  em 

p rob l emas  de  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  de  t r a n s p o r t e s  c o n s i s t e  em 

s e l e c i o n a r  o s  p r o j e t o s  mais  p r o m i s s o r e s  o r d e n a d o s  segundo  a  r a  - 
zão  B e n e f r c i o / C u s t o .  E s t a  r a z ã o  é c a l c u l a d a  supondo- se  a  i n d e  - 

p e n d ê n c i a  dos  p r o j e t o s ,  e  uma v a r i a ç ã o  c o n t i n u a  p a r a  a  c o n f i g u  

r a ç ã o  de  cada  a c c o .  A f o r m u l a ç ã o  do prob lema é a  s e g u i n t e :  

M i n  z (Y)  = 1 I .  . ( y .  . ) + x  . t .  . ( x i  , y .  . )  
Y ( i  , j  )&A i j  i j  i j  i j  1J  

s u j e i  t o  à: 

i )  R e s t r i ç õ e s  da  r e d e  H(x )  = O  com a  m a t r i z  O / D  

c o n s t a n t e .  x > O  , x  c M ( Y )  de  modo que  a  - - 
c a p a c i d a d e  de cada  a r c o  ( i  , j )  depende  da con - 

f i g u r a ç ã o  e x p r e s s a  p e l a  v a r i á v e l  y  
i j '  

i i )  P r i n c i p i o  de  Wardrop p a r a  a  a l o c a ç ã o  de ~ r á -  

f e g o :  

i i i )  C I i j ( y i j )  1  
( i  , j k A  

i v )  O  - c y  < yYj p a r a  ( i , j ) ~ A  
i j  - 

O  método de s o l u ç ã o  d e s p r e z a  a s  m o d i f i c a ç õ e s  na a l o c a ç ã o  de  t r á  - 

f e g o  r e s u l t a n t e s  da s  m o d i f i c a ç õ e s  no nTvei dos  a r c o s .  Des t a  f o r  - 



ma, u t i l i z a - s e  o  f l u x o  X o b t i d o  como s o l u ç ã o  do prob lema de 

a l o c a ç ã o  de  t r á f e g o  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da r e d e  , ; e  i g -  

no rando  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s  ,obtemos e n t ã o  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a :  

Assumindo q u e  z ( y )  é d i f e r e n c i ã v e l  com r e l a ç ã o  a  y i  j ,  a  c o n d i -  

ç ã o  de m?nimo p a r a  ( P 1 )  é s a t i s f e i t a  quando:  

a z = O p a r a  t o d o  ( i  , j ) & A  ari j 

dz i  
= O p a r a  t o d o  ( i  , j ) & A  onde dyij 

z  ( y .  . ) = I .  . ( y .  . )  ( 1 )  i j  ij ij ij "ij 
( 1 )  * t ( x i j  , Y i j ) .  

Se  supomos que  z i  j ( y i  j )  e  convexa  e n t ã o :  

d z i  - 
- < O s e  y i j  < y i j  , onde Y é a  s o l u ç ã o  ó t i -  
d y i  j 

ma do prob lema ( P 2 ) .  I s t o  s i g n i f i c a  que  d e v e - s e  i n v e s t i r  no 
dz i  

a r c o  ( i  , j )  enquando  < O o u ,  e x p l i c i t a m e n t e :  



onde 

- 
r i  j e  chamado r a z ã o  BenefTc io /Cus to .  Uma s o l u ç ã o  pa ra  o  pro-  

blema ( P 1 )  pode s e r  o b t i d a  i n v e s t i n d o - s e  nos a r c o s  com maior  

r a t é  que a  r e s t r i ç ã o  de orçamento s e j a  v i o l a d a .  Quando a s  i  j 
v a r i á v e i s  y s ã o  i n t e i r a s  um p r o c e s s o  s e m e l h a n t e  pode s e r  u -  i  j 

t i  l i  zado c a l  cu l  ando-se  a  r a z ã o  BenefTci o/Cus t o  a t r a v é s  dos i  - n 

c rementos  das  f u n ç õ e s  t i  e  I i  j .  

São c l a r o s  os p e r i g o s  da u t i l i z a ç ã o  d e s t e  méto - 
do.  P r i m e i r a m e n t e ,  q u a l q u e r  mudança no f l u x o  ót imo X após a s  

m o d i f i c a ç õ e s  na r e d e  pode i  nval i d a r  t o t a l m e n t e  os r e s u l t a d o s  

o b t i d o s .  Além d i s t o ,  quando as  v a r i á v e i s  y i  s ã o  r e s t r i t a s  a  

v a l o r e s  i n t e i r o s ,  a  s o l u ç ã o  o f e r e c i d a  não é ót ima mesmo s e  a  

a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  não s e  a l t e r a  com a s  a1 t e r a ç õ e s  na c o n f i -  

guração  da r e d e .  

3.5.3. - Método de B a r b i e r  

A r e f e r ê n c i a  139 1 a p r e s e n t a  u m  procedimento  pa- 



r a  min imização  dos  c u s t o s  de i n v e s t i m e n t o  e  v i agem,  que  o f e r e  - 
c e  s o l u ç õ e s  r a z o á v e i s  em tempos r e l  a t i v a m e n t e  b a i x o s ,  mesmo 

p a r a  g r a n d e s  r e d e s ,  s egundo  i n f o r m a ç õ e s  f o r n e c i d a s  p e l a  r e f e -  

r ê n c i a  19 1 .  O a l g o r i t m o  p r o c u r a ,  i t e r a t i v a m e n t e ,  novas  c o n f i  - 
g u r a ç õ e s  a  p a r t i r  d e  uma c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l ,  a t r a v é s  da i n -  

c l u s ã o  e  d e l e ç ã o  de a r c o s .  A a n á l i s e  dos  e f e i t o s  d a s  m o d i f i -  

c a ç õ e s  na r e d e  é f e i t a  u t i l i z a n d o - s e  o  f l u x o  ó t i m o  o b t i d o  pe -  

l a  r e s o l u ç ã o  do prob lema de a l o c a ç ã o  de  t r á f e g o  p a r a  a  c o n f i -  
- 

g u r a ç ã o  da r e d e  q u e  i n i c i a  de cada  i  t e r a ç ã o .  O p rob lema e  

f o r m u l a d o  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

M i n  F =  1 I i j  . y i j  + x i j  . t ( y i j )  
Y ( i  , j ) & A  

s u j e i t o  à :  

i )  R e s t r i ç õ e s  da  r e d e  de  t r a n s p o r t e s  H(x )  = O 

com a  m a t r i z  O / D  c o n s t a n t e .  

x > o  - 
i i )  ~ r i n c l p i o  de a l o c a ç ã o  de t r á f e g o :  

x i j  t ( y .  . ) d x 1  x = a r g I m i n  O 
X 

i j  ij 

i i i )  y i j  E { 0 , 1 )  p a r a  t o d o  ( i , j ) & A  

i v )  s u p õ e - s e  que  t i  j ( l )  t i  j ( 0 )  p a r a  t o d o  - 

( i  , j  

Observemos que  o s  c u s t o s  de viagem t s ã o  i n d e  i  j - 
p e n d e n t e s  do f l u x o  que  a t r a v e s s a  o  a r c o .  Não e x i s t e  r e s t r i ç ã o  

4 

de o rçamen to ,  e o  c u s t o  de m e l h o ~ i a  em u m  a r c o  ( i  , j )  e  e x p r e s -  



s o  p o r  I i j *  Quando y  = O c o r r e s p o n d e  à e x c l u s ã o  d o  a r c o  da  
i  j 

r e d e ,  o  f l u x o  no a r c o  ( i  , j )  é f o r ç a d o  a  t o m a r  o  v a l o r  x i j  = O 

a t r a v é s  do  c u s t o  d e  v i a g e m  t i j ( 0 )  = m ,  j á  q u e  o s  a r c o s  n ã o  

p o s s u e m  uma c a p a c i d a d e  e x p l i c i  t a .  

O m é t o d o  d e  s o l u ç ã o  c o r r e s p o n d e  e x e c u ç ã o  i t e  - 

r a t i v a  do  p r o c e d i m e n t o  a b a i x o .  

P a s s o  1  - C a l c u l a r  x  ('I = A r g m i n I  com 
X 

( ' 1  = 1  p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ A .  Yi j 

P a s s o  2  - T e n t a - s e  m i n i m i z a r  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d e s v i a n d o  p o r  

c a m i n h o s  a 1  t e r n a t i v o s  o  f l u x o  de  c a d a  a r c o .  Obtem- 

s e  um n o v o  f l u x o  x ( ~ ) ,  a t r a v é s  d a  r e s o l u ç ã o  d e  um 

p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  p a r a  a  r e d e  o n d e  t o  - 

d o s  o s  n ó s  t a i s  q u e  ( i  , ~ ) E A  s ã o  c o n s i d e r a d o s  o r i -  

g e n s  e d e s t i n o s .  A m a t r i z  O r i g e m / D e s t i n o  d a  n o v a  

r e d e  é c o n s t i t u i d a  a  p a r t i r  d o  f l u x o  x  f a z e n d o  

i j  - . A n o v a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  é o b t i d a  
- ' i j  

f a z e n d o - s e :  

O f l u x o  X ( 2 )  o b t i d o  é uma s o l u ç ã o  a p r o x i m a d a  d e  u m  

p r o b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  p a r a  a  n o v a  r e d e ,  

com a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  i n c l u i n d o  o s  c u s t o s  d e  i n v e s -  

t i m e n t o  e  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m .  

A a l o c a ç ã o  é f e i t a  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

( 2 )  = O e y i j  a )  F a z e r  x i j  ( 2 )  = O p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ A  



b )  P a r a  cada ( i , j ) & A  p r o c u r a r  o  caminho Ü l i g a n d o  

i  e  j ,  s o l u ç ã o  de :  

Min 1 { I k  ( 1 - y k  ( ' I )  + t k  (J 'L ' ) )  . x  , onde 
U E G i  j k E U  

i  j 

G i  j - e  o  c o n j u n t o  dos  caminhos que  l i g a m  i e  j 

na r e d e .  

P a r a  cada(k,m)c fazemos : 

( 2 )  = 1  
J'k 

F a z e r  x  ( ' 1  = x ( ~ ) ,  y ( ' )  = y ( 2 )  e  v o l t a r  p a r a  o  p a s -  

s o  2 .  

O p r o c e d i m e n t o  s e  r e p e t e  a t é  q u e  a s  mudanças na f u n ç ã o  o b j e t i -  

vo não j u s t i f i q u e m  a  s u a  c o n t i n u a ç ã o .  C l a r a m e n t e ,  a  ordem de 

exame dos  a r c o s  p a r a  a  r e a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  no P a s s o  2  i n f l u e  

na o b t e n ç ã o  do f l u x o  x ( ' ) .  P o d e - s e  o b s e r v a r  q u e  d e p o i s  que  u m  

i n v e s t i m e n t o  é f e i t o  em u m  a r c o ,  e x i s t e  uma t e n d ê n c i a  de  r e a l o  - 

c a r  pequenos f l u x o s  p o r  caminhos que  i n c l u e m  e s t e  a r c o .  P o r  

e s t a  r a z ã o ,  r ecomenda - se  que  a  r e a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  no P a s s o  

2  examine p r i m e i r o  os  a r c o s  com m a i o r e s  f l u x o s  x l : ) .  D e s t a  f o r  

ma, os  f l u x o s  m a i o r e s ,  c u j a  r e a l o c a ç ã o  r e ú n e  m a i o r e s  p o s s i b i  l i  - 

d a d e s  de i n d u z i r  novos i n v e s t i m e n t o s ,  s ã o  examinados  i n i c i a l -  

men te ,  e  a  r e a l o c a ç ã o  de pequenos f l u x o s  s e r á  f e i t a  quando  t o -  

dos  os i n v e s t i m e n t o s  p r o v á v e i s  n e s t a  i t e r a ç ã o  j á  f o r a m  f e i t o s .  

A r e f e r ê n c i a  19 1 a p r e s e n t a  uma e x t e n s ã o  do método de 



B a r b i e r ,  o n d e  p r o c u r a - s e  m i n o r a r  a  d e p e n d ê n c i a  da  o rdem d e  e x a  - 
me d o s  a r c o s  n a  r e a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o .  A i d é i a  p a r t i l h a r  o  

c u s t o  d e  m e l h o r i a  d e  um a r c o  e n t r e  o s  v á r i o s  f l u x o s  j á  r e a l o c a  - 
d o s  p o r  c a m i n h o s  q u e  o  u t i l i z a m .  D e s t a  m a n e i r a ,  a  r e a l o c a ç ã o  

s e r á  f e i t a  a t r a v é s  da s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  

X ( 1 )  
( 2 )  Min z  = { I k  ( y i j  . i j 

( k m ) ~ u  i j u s c i j  

O u t r a  p o s s i b i l i d a d e ,  é d i v i d i r  o  c u s t o  d e  i n v e s t i m e n t o  e n t r e  

t o d o s  o s  f l u x o s  q u e ,  p r o v a v e l m e n t e ,  s e r ã o  r e a l o c a d o s  a t r a v é s  d e  

c a m i n h o s  q u e  i n c l u e m  o  a r c o ,  u t i l i z a n d o  n e s t e  c á l c u l o ,  a s  i n f o r  - 
m a ç õ e s  c o n t i d a s  no  f l u x o  X . D e s t a  m a n e i r a  t e m o s :  

p a r a  u  = ( i  , j )  

o n d e  a é uma c o n s t a n t e  f i x a d a  a  p r i o r i ,  O a < 1 .  - - 
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3 . 5 . 4 .  - Método de S t e e n b r i n k  

U m  novo método é a p r e s e n t a d o  na r e f e r ê n c i a  19 1 
para  r e s o l u ç ã o  de problemas de i n v e s t i m e n t o s  em t r a n s p o r t e s  pa - 

r a  s i s t e m a s  n o r m a t i v o s ,  com p o s s i b i l i d a d e  de a p l i c a ç ã o  ã s i s t e  - 
mas d e s c r i  t i v o s ,  como f o i  a p l i c a d o  ao c a s o  p r á t i c o  d e s c r i t o  na 

mesma r e f e r ê n c i a .  E s t a  t é c n i c a  e x i g e  que a s  v a r i á v e i s  que de-  

terminam a  c o n f i g u r a ç ã o  de cada a r c o ,  expressando  a  capac idade  

do a r c o ,  sejam c o n t í n u a s .  A função  o b j e t i v o  pode tomar formas 

b a s t a n t e  v a r i a d a s .  Embora a  s o l u ç ã o  ó t ima s ó  possa  s e r  e s t a b e  - 

l e c i d a  para  uma f u n ç ã o  o b j e t i v o  convexa ,  s o l u ç õ e s  sub-Ótimas po - 

dem s e r  o b t i d a s  no caso  de funções  não convexas .  O procedimen = 

t o  c o n s i s t e  na decomposição do problema o r i g i n a l  em um conjun-  

t o  de sub-p rob lemas ,  e  u m  problema m e s t r e .  Cada sub-problema 

f o r n e c e  a  r e l a ç ã o  e n t r e  a  dimensão ót ima do a r c o  e  o  f l u x o  que 

o  a t r a v e s s a .  O problema mes t re  toma a  forma de u m  problema de 

a l o c a ç ã o  de t r á f e g o ,  que é r e s o l v i d o  a t r a v é s  de u m  método i n c r e  - 

mental  de a l o c a ç ã o .  A c a r a c t e r i s t i c a  m a i s i m p o r t a n t e  do método 

r e s i d e  no pequeno tempo de computação n e c e s s á r i o ,  j á  que apenas  

uma a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  é f e i t a  d u r a n t e  o  p roced imen to .  

O problema é formulado da s e g u i n t e  mane i ra :  

Min F =  1 F .  . ( x i  j , ~ i  j )  
Y y X  ( i  , j k A  1 J  

s u j e i t o  ã: 

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  de t r a n s p o r t e s  H(X,Y) = O 



com a  m a t r i z  O / D  c o n s t a n t e .  X < Y ,  f i x a n -  - 
do a  c a p a c i d a d e  de  cada  a r c o .  

m i  n 
- p a r a  t o d o  ( i  , ~ ) E A  i i )  y i j  < y i j  2 Y i j  

O p rob lema é decompos to  em u m  p rob l ema  m e s t r e  

e  m = I A 1  s u b p r o b l e m a s :  

i )  Subp rob l emas :  

M i n  F . . ( x i j , y i j  1 p a r a  t o d o  ( i  , j ) & A  

Yi j 
3J  

m i  n max s u j e i  t o  à:  y i  2 y i  2 y i  

A s o l u ç ã o  dos s u b p r o b l e m a s  f o r n e c e  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o  v a l o r  m i -  

nimo da f u n ç ã o  o b j e t i v o  em cada  a r c o  e  o  f l u x o  q u e  a t r a v e s s a  o  

a r c o ,  e x p r e s s a  p e l a  f u n ç ã o  
m i  n F i j  ( x i  j )  = M i  n  F .  . ( y i j , x  ) .  

m i  n  max 1 J  i j 
Y i j  < Y i j < Y i j  

E s t e s  s u b p r o b l e m a s  s ã o ,  em g e r a l  , f a c i l m e n t e  r e s o l  v y v e i s .  To- 

me-se ,  p o r  exemplo ,  o  c a s o  em que  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  i n c l u e  a -  

penas  os  c u s t o s  de i n v e s t i m e n t o s  no a r c o  e  o  c u s t o  de  viagem 

dos  u s u á r i o s .  N e s t e  c a s o ,  

F . . ( y i j , x i j )  = I . . ( y . . )  + t i j ( x i j , y i j )  . x 
1 J  1 J  1 J  i j  ' 

Suponha que :  

a )  o  a r c o  ( i  , j )  não e x i s t e  i n i c i a l m e n t e .  

b )  os p r o j e t o s  co r r e spondam à c o n s t r u ç ã o  do a r c o  com d i f e r e n -  



t e s  c a p a c i d a d e s ,  yl, y2,  y3 .  A f u n ç ã o  Ii ( y .  . )  t o m a  a  f o r m a  
1 .J 

i n d i c a d a  na  F i g  1 .  

F i g  1 .  C u s t o  de  i n v e s t i m e n t o s  em um a r c o  

c )  A f u n ç ã o  q u e  e x p r e s s a  o  c u s t o  d e  v i a g e m  p a r a  um u s u á r i o  t e m  

a  f o r m a  i n d i c a d a  n a  F i g  2 .  

F i  g 2 .  C u s t o  de v i  agem a t r a v é s  d o  a r c o  ( i ,  j )  

com c a p a c i d a d e  y i j 

m i  n 
O b s e r v e  q u e  n e s t a s  c o n d i ç õ e s  a  f u n ç ã o  F ( x i j )  t oma  a  f o r m a  i j 

i n d i c a d a  n a  F i g  3 .  



min 
F i j  I 

F i g  3 .  S o l u ç ã o  d o s  s u b p r o b l e m a s  

i i )  O P r o b l e m a  M e s t r e :  

s u j e i t o  à :  Ax = O 

A ~ e f e r ê n c i a  191 s u g e r e  q u e  o  p r o b l e m a  m e s t r e  

s e j a  r e s o l v i d o  a t r a v é s  d e  u m  m é t o d o  i n c r e m e n t a l  d e  a l o c a ç ã o  d e  

t r á f e g o .  E s t e . m é t o d o  c o n s i s t e  em a l o c a r ,  a  c a d a  i t e r a ç ã o ,  f r a  - 
ç õ e s  d a  m a t r i z  O / D  p o r  c a m i n h o s  com minimo v a l o r  m a r g i n a l  da 

f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  c a l c u l a d o  p a r a  o  f l u x o  t o t a l  o b t i d o  n a s  i  t e r a  - 
ç õ e s  a n t e r i o r e s .  P a r a  a  i t e r a ç ã o  k a l o c a - s e  uma f r a ç ã o  u k  d e  

c a d a  e l e m e n t o  x i j  da m a t r i z  O / D ,  p e l o  c a m i n h o  u q u e  m i n i m i z a  o  

v a l o r  d e  



p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ A  

O p r o c e s s o  c o n t i n u a  a t é  q u e  em n i  t e r a ç õ e s  t o d a  a  m a t r i z  O / D  

f o i  a l o c a d a ,  d e  modo q u e  E ak = 1 .  
k = 1 
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3 . 5 . 5 .  - A l g o r i  tmo d e  I n s e r ç ã o / E l i m i n a ç ã o  de Arcos 

O método d e s e n v o l v i d o  na  r e f e r ê n c i a  ( 4 0 1  empre-  

ga a l t e r n a t i v a m e n t e  c r i t é r i o s  de i n s e r ç ã o  e  de e l i m i n a ç ã o  de 

a r c o s ,  b u s c a n d o  uma c o n f i g u r a ç ã o  ó t i m a  ou q u a s i - ó t i m a  p a r a  a  

r e d e  de t r a n s p o r t e s ,  quando  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do p rob l ema  i n -  

c1 ue o s  c u s t o s  de viagem do u s u á r i o  e  os  c u s t o s  de c o n s t r u ç ã o  

dos  p r o j e t o s .  As o p e r a ç õ e s  de i n s e r ç ã o  e  e l i m i n a ç ã o  d e  a r c o s  

s ã o  a p l i c a d a s  a t é  que  s e  a t i n j a  um p o n t o  de ó t i m o  l o c a l .  No c u r  - 

s o  do p r o c e d i m e n t o  s ã o  e s t a b e l e c i d o s  l i m i t e s  i n f e r i o r  e  s u p e -  

r i o r  p a r  o  v a l o r  ó t i m o  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  A n á l i s e  da  s e n s i -  

b i l i d a d e  da s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a ,  e  a  i d e n t i f i c a ç ã o  de  a r c o s  ne- 

c e s s a r i a m e n t e  i n c l u í d o s  e  e x c l u i d o s  da r e d e  ó t i m a  s ã o  pa s sTve -  

i s  d u r a n t e  a  e x e c u ç ã o  do a l g o r i t m o .  

A f o r m u l a ç ã o  do p rob lema é a  s e g u i n t e :  

M i n  F =  1 ( I i j a ~ i j + t i j ( ~ i j ) . ~ i j )  
Y ( i  , j  ) & A  

S u j e i t o  à:  

i )  R e s t r i ç õ e s  da r e d e  de  t r a n s p o r t e s  H(X,Y) = 0 ,  

com a  m a t r i z  O / D  c o n s t a n t e .  x > 0 .  

i i )  P r i n c y p i o  de a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  

i i i )  y  E { 0 , 1 )  p a r a  t o d o  ( i , j ) & A  i j 

i v )  y i j  = 1  p a r a  t o d o  ( i  , j ) & A l ,  c o n j u n t o  i n i c i a l  

de  a r c o s .  



v )  t i  ( 0 )  = p a r a  t o d o  ( i  , ~ ) E A - A ~ .  

O a l g o r i t m o  é i n i c i a d o  a s s u m i n d o - s e  t o d o s  o s  a r  - 

tos i n c l u i ' d o s  na  r e d e ,  i . e . ,  Yi j = 1  p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ A .  O t r á  - 

f e g o  é a l o c a d o  p a r a  e s t a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e ,  e a p l i c a - s e  o  

p r o c e d i m e n t o  d e  e l i m i n a ç ã o  d e  a r c o s .  

E l i m i n a ç ã o  d e  A r c o s  - P r i m e i r a m e n t e ,  c a l c u l a - s e  p a r a  c a d a  a r c o  

( i , j ) ~ { ( i  , j ) & A - A 1  I y i j = l }  o  c a m i n h o  mín imo  l i g a n d o  i a  j q u a n -  

d o  y i  = O ,  i  . e . ,  o b t e m - s e  o s  s e g u n d o s  c a m i n h o s  m í n i m o s  l i g a n -  

d o  a s  e x t r e m i d a d e s  d e  c a d a  a r c o  i n c l u i d o  n a  r e d e .  U m  p a r â m e -  
d 

t r o  d e  m e l h o r a m e n t o  A i  e c a l c u l a d o  p a r a  c a d a  um d o s  a r c o s ,  da  

s e g u i n t e  m a n e i r a :  

- A i  - xi  ( d i  - d !  . )  + I i  
1 J o n d e  d i  e d; 

r e p r e s e n t a m ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o s  c u s t o s  do  menor  e d o  s e g u n d o  

menor  c a m i n h o  l i g a n d o  o  n ó  i a o  nó  j n a  c o n f i g u r a ç ã o  a t u a l  d a  

r e d e .  O f l u x o  X é o  f l u x o  ó t i m o  d o s  u s u á r i o s  n e s t a  mesma c o n -  

f i g u r a ç ã o .  

O a r c o  q u e  o f e r e c e  A i j  > O máximo é r e t i r a d o  

d a  r e d e  f a z e n d o - s e  y i  = O .  A s e g u i r ,  d e s v i a - s e  o  f l u x o  q u e  

a t r a v e s s a  o  a r c o  e 1  imi  n a d o  p e l  o  s e g u n d o  c a m i n h o  m í n i m o ,  o b t e n d o  - 

s e  um n o v o  f l u x o  X ,  e c a l c u l a m - s e  o s  n o v o s  p a r â m e t r o s  A a -  i j 

p e n a s  p a r a  o s  a r c o s  q u e  p e r t e n c e m  a o  n o v o  c a m i n h o  m í n i m o ,  l i -  

g a n d o  a s  e x t r e m i d a d e s  d o  a r c o  e l i m i n a d o .  Estes a r c o s  t i v e r a m  

s e u s  f l u x o s  a l t e r a d o s .  O p r o c e d i m e n t o  d e  e l i m i n a ç ã o  é r e p e t i -  

d o  a t é  q u e  t e n h a m o s  A i j  - < O p a r a  t o d o  ( i , j ) ~ { ( i , j ) ~ A - A ~ ) y ~ ~ = l } .  



A ~ Õ S  o  t é r m i n o  d e s t e  p r o c e s s o ,  r e a l o c a - s e  o  t r á f e g o  p a r a  a  no - 
va c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e ,  e  a p l i c a - s e  a o p e r a ç ã o  de  i n s e r ç ã o  

de  a r c o s .  . 

I n s e r ç ã o  d e  Arcos  - O p r o c e d i m e n t o  de  i n s e r ç ã o  de a r c o s  c o n s i  - 
d e r a d a  o s  a r c o s  e l i m i n a d o s  p a r a  r e i n s e r ç ã o  na r e d e .  Um p a r â -  

me t ro  d e  mel h o r i a  tii é c a l  cu l  ado  p a r a  c a d a  a r c o .  

( i  , j ) ~ { ( i  , j ) & A - A l  ) y i  = O }  da  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

onde xi  s ã o  o  f l u x o s  a n t e s  e  d e p o i s  da  i n s e r ç ã o  do a r -  e ' i j  
c o  ( i , j ) .  bRm e b i m  s ã o  o s  c u s t o s  d o s  caminhos  mrnimos l i g a n -  

do i e  j a n t e s  e  d e p o i s  da i n s e r ç ã o  do a r c o  ( i  , j ) .  

Os p a r â m e t r o s  sÕ s e r ã o  c a l c u l a d o s  p a r a  os  

a r c o s  c u j a  i n s e r ç ã o  a l t e r a  e f e t i v a m e n t e  o  f l u x o  ó t i m o  na r e d e ,  

i  . e . ,  algum caminho minimo l i g a n d o  um p a r  O r i g e m / D e s t i n o  é a1 - 
t e r a d o .  O a r c o  com ma io r  6 i j  > O é i n s e r i d o  na r e d e  f a z e n d o -  

s e  y i  = 1 .  O f l u x o  ó t i m o  do u s u á r i o  é r e c a l c u l a d o  p a r a  a  

nova r e d e ,  e  r e p e t e - s e  o  p r o c e s s o  a t é  que  d i j  - < O p a r a  t o d o  



( i  ( i  A - A  y  = O .  Obse rve - se  q u e ,  a o  c o n t r á r i o  

do p r o c e s s o  de e l i m i n a ç ã o  de a r c o s ,  o  p r o c e s s o  de i n s e r -  

ç ã o  de a r c o s  r e c a l c u l a  o  f l u x o  ó t i m o  do u s u á r i o  a p ó s  c a -  
d 

da m o d i f i c a ç ã o  na r e d e .  Após uma e l i m i n a ç ã o  de a r c o  e  

f e i t a  a p e n a s  um a j u s t e  ap rox imado  no f l u x o .  A j u s t i f i c a  - 

t i v a  p a r a  e s t e  p r o c e d i m e n t o  é a  f a c i l i d a d e  com que  o s  no - 
vos caminhos  minimos podem s e r  o b t i d o s  após  a  i n s e r ç ã o  de 

u m  a r c o ,  como mostramos no Apêndice  A d e s t e  t r a b a l h o .  

A a p l i c a ç ã o  das  o p e r a ç õ e s  de e l i m i n a ç ã o  e  

i n s e r ç ã o  s ã o  f e i t a s  a l t e r n a d a m e n t e  a t é  q u e  não h a j a  ma i s  

m o d i f i c a ç õ e s  na r e d e .  O a l g o r i t m o  c o n v e r g e  em número f i  - 
n i t o  de i t e r a ç õ e s  j á  que  c a d a  m o d i f i c a ç ã o  na r e d e  d i m i -  

nue a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  de  u m  v a l o r  E > O .  Nada s e  pode a -  

f i r m a r ,  porém, q u a n t o  a  o t i m a l i d a d e  da s o l u ç ã o ,  p o i s  não 

s e  pode g a r a n t i r  a  c o n v e x i d a d e  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  a lém do 

c á l c u l o  do p a r á m e t r o  de m e l h o r i a  A i j  p a r a  a  o p e r a ç ã o  de 

e l i m i n a ç ã o  de a r c o s  não s e r  e x a t o .  O c á l c u l o  de A i  com 

o d e s v i o  do f l u x o  que a t r a v e s s a  o  a r c o  ( i  , j )  p e l o  s egundo  

caminho minimo l i g a n d o  i a  j a p e n a s  um l i m i t e  i n f e r i o r  pa-  

r a  o  d e c r é s c i m o  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  a p ó s  a  e l i m i n a ç ã o  do a r  - 
c o .  A r e f e r ê n c i a  1401 d e s e n v o l v e  a i n d a ,  a s s o c i a d o s  a o  a l -  

g o r i t m o ,  métodos p a r a  o  e s t a b e l e c i m e n t o  de l i m i t e  s u p e r i o r  



e  i n f e r i o r  p a r a  o v a l o r  Ótimo da f u n ç ã o  o b j e t i v o .  O l i m i t e  

i n f e r i o r  é o b t i d o  a p ó s  a  i d e n t i f i c a ç ã o  de a r c o s  n e c e s s a r i a -  

mente  i n c l u i d o s  ou e x c l u i d o s  da  r e d e  Ót ima .  As r e g r a s  que  

permitem e s t a  i d e n t i f  i c a ç ã o  s ã o  a p r e s e n t a d a s  na mesma r e f e -  

r ê n c i  a .  
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4 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

A f i n a l i d a d e  d e s t e  c a p í t u l o  a  a p r e s e n t a ç ã o  d e  

um m é t o d o  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  e s p e c 7 f i c o  d e  a l o -  

c a ç ã o  d e  r e c u r s o s  em r e d e s  d e  t r a n s p o r t e s .  T r a t a - s e  d a  e l a -  

b o r a ç ã o  d e  um p r o g r a m a  d e  i n v e s t i m e n t o s  em uma r e d e  r o d o v i a -  

r i a ,  d e n t r o  d e  um p r o c e s s o  d e  p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o .  A 

p a r t i r  d e  uma r e d e  i n i c i a l ,  d e s e j a - s e  e s t a b e l e c e r  u m  c o n j u n -  

t o  d e  m e l h o r i a s  p a r a  c a d a  p e r í o d o  d o  p l a n o  d e  c o n s t r u ç ã o ,  d e  

modo q u e  o s  c u s t o s  d e  i m p l e m e n t a ç ã o  d o s  p r o j e t o s  e s c o l h i d o s  

o b e d e ç a m  a o s  o r ç a m e n t o s  e s t a b e l e c i d o s  p a r a  c a d a  p e r y o d o .  S ã o  

c o n h e c i d o s  o s  p r o j e t o s  p a s s i v e i s  d e  i m p l e m e n t a ç ã o  q u e  r e p r e -  

s e n t a m ,  c a d a  um, a  a d i ç ã o  ou  m e l h o r i a  d e  um a r c o  d a  r e d e .  As - 

saciados a  c a d a  a r c o ,  podem e x i s t i r  v á r i o s  p r o j e t o s ,  e a  i m -  

p l e m e n t a ç ã o  d e  c a d a  u m  d e l e s  r e s u l t a  em d i f e r e n t e s  n T v e i s  d e  

o p e r a ç ã o  p a r a  o  a r c o  e n v o l v i d o .  A e s t r a t é g i a  ó t i m a  d e  i n v e s  - 

t i m e n t o s  n a  r e d e  s e r ã  e s c o l h i d a  d e  m a n e i r a  a  m i n i m i z a r  uma 

f u n ç ã o  o b j e t i v o  q u e  e x p r e s s a  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m ,  c o n s t r u ç ã o  

e  m a n u t e n ç ã o  da  r e d e ,  d u r a n t e  t o d o s  o s  p e r T o d o s  d e  u m  h o r i -  

z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  

As d i f i c u l d a d e s  d e  r e s o l u ~ ã o  d e  um p r o b l e m a  i n -  



v e s t i m e n t o s  em uma r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  f o r a m '  m e n c i o n a d a s  no  

c a p 7 t u l o  a n t e r i o r ,  q u a n d o  d i s c u t i m o s  o  p r o b l e m a  no  c a s o  d e  um 

p r o c e s s o  d e  p l a n e j a m e n t o  a  c u r t o  p r a z o .  Quando t r a t a m o s  O 

p r o b l e m a  d e n t r o  d e  um p r o c e s s o  d e  p l a n e j a m e n t o  a l o n g o  p r a z o ,  

e s t a s  d i f i c u l d a d e s  s e  m u l t i p l i c a m ,  p o i s  p r o c u r a m o s  o b t e r  a s  

r e d e s  ó t i m a s  p a r a  c a d a  p e r í o d o ,  m i n i m i z a n d o  uma f u n ç ã o  o b j e t i  - 

v o  q u e  i n c l u e  o s  c u s t o s  d u r a n t e  t o d o  o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a -  

m e n t o .  O m é t o d o  q u e  d e s e n v o l v e r e m o s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e s t e  

p r o b l e m a  s e r á  um p r o c e d i m e n t o  q u e  o f e r e c e  uma s o l u ç ã o  s u b õ t i -  

ma u t i l i z a n d o  r e c u r s o s  c o m p u t a c i o n a i s  a d r n i s s i v e i s ,  s e n d o  c a -  

p a z  d e  t r a t a r  o  p r o b l e m a  p a r a  r e d e s  d e  g r a n d e  p o r t e .  A lgumas  

s i m p l i f i c a ç õ e s  s e r ã o  i m p o s t a s  a o  m o d e l o  d o  s i s t e m a  d e  t r a n s -  

p o r t e s  d u r a n t e  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  m é t o d o  d e  r e s o l u ç ã o .  En- 

t r e t a n t o ,  e x i g i r e m o s  q u e  c e r t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d o  m o d e l o  o r i  - 
g i  na1  s e j a m  p r e s e r v a d a s .  P r i m e i r a m e n t e ,  como t r a t a m o s  e s p e c i  - 

- 
f i c a m e n t e  d e  r e d e s  r o d o v i á r i a s ,  e  p r e c i s o  c o n s i d e r a r  o  s i s t e -  

ma d e  t r a n s p o r t e s  como d e s c r i t i v o ,  d e  modo q u e  a  p r e v i s ã o  d o  

f l u x o  q u e  a t r a v e s s a  c a d a  a r c o ,  em uma d e t e r m i n a d a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  d a  r e d e ,  s e r á  f e i t a  a t r a v é s  d a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  

d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o ,  c o n s i d e r a n d o  a p e n a s  o s  c u s t o s  d e  v i a -  

gem d o s  u s u á r i o s  n a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  O u t r a s  p r e m i s s a s  b ã s i -  

c a s  s e r ã o  o b e d e c i d a s  q u a n d o  d a  f o r m u l a ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  i n -  

v e s t i m e n t o s  n a  r e d e .  S u p õ e - s e  q u e  o s  p r o j e t o s  p a s s í v e i s  d e  i m  - 

p l e m e n t a ç ã o  s ã o  i n t e r d e p e n d e n t e s ,  i . e . ,  o  i m p a c t o  d a  c o n s t r u -  

ç ã o  ou m e l h o r i a  d e  um a r c o  depende d a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  a n -  

t e  a  q u a l  o  p r o j e t o  é a n a l i s a d o .  Além d i s s o ,  uma v e z  q u e  a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  i n c l u i r ã  t a n t o  o s  c u s t o s  d o  u s u ã -  

r i o  como o s  c u s t o s  d e  c o n s t r u ç ã o  e  m a n u t e n ç ã o  d a  r e d e ,  e s t a  



f u n ç ã o  não p o d e r á  s e r  c o n s i d e r a d a  como monotonamente  d e c r e s -  

c e n t e  com a  imp lemen tação  d e  novos  p r o j e t o s .  

Desc r eve remos  a  s e g u i r  n e s t e  c a p i t u l o  d e t a -  

l h e s  de  modelagem do p rob l ema  a  s e r  r e s o l v i d o ,  j u n t a m e n t e  com 

s u a  f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a ,  e s t a b e l e c i  da a t r a v é s  de  u m  p r o c e s -  

s o  de  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s .  O método de  r e s o l u ç ã o  é d e s e n v o l  - 
v i d o  com b a s e  em uma t é c n i c a  g e r a l  de s o l u ç ã o  de  p r o b l e m a s  de  

p l a n e j a m e n t o ,  na q u a l  s ã o  u t i l i z a d o s  p r o c e d i m e n t o s  de b u s c a  

d e  caminhos  mínimos a t r a v é s  de  g r a f o s .  A p r e s e n t a r e m o s , t a m -  

bém, u m  a l g o r i t m o  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  de  u m  p rob lema de r e d e  Õ -  

t i m a  que  s u r g e  como s u b p r o b l e m a  no método d e  r e s o l u ç ã o  do p r o  - 

blema d e  p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o .  



4 . 2 .  D e s c r i ç ã o  d o  Mode lo  

P a r a  o s  p r o p ó s i  t o s  d e s t e  c a p i t u l  o ,  c o n s i d e r a -  

s e  um s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e  r e s t r i t o  a p e n a s  a o  t r a n s p o r t e  por  

r o d o v i a s ,  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d o s  o u t r o s  modos d e  t r a n s p o r t e .  

O m o d e l o  e m p r e g a d o  p a r a  o  s i s t e m a  de  t r a n s p o r t e s  d e v e r á  s o -  

f r e r  a l g u m a s  m o d i f i c a ç õ e s  em r e l a ç ã o  a o  m o d e l o  d e s c r i t o  no  

C a p T t u l o  11. Da p a r t e  d a  demanda  d e  t r a n s p o r t e s  e x i g e - s e  q u e  

a  demanda p e l o  t r a n s p o r t e  r o d o v i á r i o  s e j a  i n d e p e n d e n t e  d a  d e -  

manda p e l o s  o u t r o s  modos d e  t r a n s p o r t e .  Com e f e i t o ,  n e s t e  

c a p í t u l o  c o n s i d e r a r e m o s  a  f u n ç ã o  demanda  p a r a  o  t r a n s p o r t e  r o  - 
d o v i á r i o  c o n s t a n t e  p a r a  c a d a  p e r i o d o  do  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a -  

m e n t o ,  o  q u e  n ã o  a c r e s c e n t a  nenhuma n o v a  c a r a c t e r y s t i c a  em r e  - 

l a ç ã o  a o  m o d e l o  s e q u e n c i a l  d e  demanda  d e s c r i t o  no C a p i t u l o  11. 

S o m e n t e  a  i n f r a - e s t r u t u r a  r o d o v i á r i a  d i z  r e s p e i t o  a  e s t e  c a p ?  - 

t u l o .  E l a  s e r á  m o d e l a d a  m a t e m a t i c a m e n t e  a t r a v é s  d e  uma r e d e  

r o d o v i á r i a ,  d e  m a n e i r a  s i m i l a r  a o  d o  m o d e l o  d e s c r i t o  p a r a  a  

i n f r a - e s t r u t u r a  d e  t r a n s p o r t e s  no  C a p i t u l o  I I .  A r e d e  r o d o v i  - 
d 

a r i a  é um g r a f o  n ã o  o r i e n t a d o  G = ( N , A ) ,  o n d e  o s  n ó s  r e p r e s e n -  

t am a s  o r i g e n s ,  o s  d e s t i n o s  e a s  i n t e r s e ç õ e s  d e  r o d o v i a s .  Nes - 

t e  c a s o ,  n ã o  se rá  n e c e s s á r i o  c o n s i d e r a r  o s  a r c o s  o r i e n t a d o s ,  

p o i s  o  f l u x o  em c a d a  a r c o  r e p r e s e n t a r á  a  soma d o s  t r á f e g o s  n o s  

d o i s  s e n t i d o s  d o  t r e c h o  r o d o v i á r i o .  S ã o  a s  s e g u i n t e s  a s  c a -  

r a c t e r í s t i c a s  d o  p r o b l e m a  d e  i n v e s t i m e n t o s  em uma r e d e  r o d o v i  - 
d 

a r i a  e o s  a s p e c t o s  p a r t i c u l a r e s  do  s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e s  e n -  

v o l v i d o :  



i )  S ã o  c o n s i d e r a d a s  t res  c l a s s e s  d e  u s u á r i o s  - 
a u t o m ó v e i s ,  Ô n i b u s  e  c a m i n h õ e s .  O t r á f e g o  a t r a v é s  d a  r e d e  p a  - 

r a  c a d a  uma d a s  c l a s s e s  e s t á  c a r a c t e r i z a d o  p e l o  t r á f e g o  l o c a l  

em c a d a  um d o s  t r e c h o s  e p e l o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  e n -  

t r e  a s  o r i g e n s  e o s  d e s t i n o s .  O t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  é 

r e p r e s e n t a d o  p e l o  f l u x o  n a  r e d e ,  e o  t r á f e g o  l o c a l  é a p e n a s  u  

t i  1  i z a d o  no  c á 1  c u l  o  d o s  c u s t o s  e n v o l  v i  d o s .  

i i )  P a r a  c a d a  p e r í o d o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a -  

m e n t o ,  o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  e n t r e  c a d a  p a r  O r i g e m / D e s  - 

t i n o  e o  t r á f e g o  l o c a l  s ã o  c o n h e c i d o s  p a r a  c a d a  c l a s s e  d e  u s u  - 
# a r i o s .  O t r á f e g o  e s t á  e x p r e s s o  p e l o  número  d e  v i a g e n s  p a r a  c a  - 

da  p e r i o d o .  I s t o  c o r r e s p o n d e  a  uma f u n ç ã o  demanda  f i x a  p a r a  ca - 
d a  p e r i o d o .  

i i i )  Os c u s t o s  d e  v i a g e m  p a r a  c a d a  a r c o  v a r i a m l i  - 

n e a r m e n t e  com o  f l u x o  q u e  a t r a v e s s a  o  a r c o ,  p a r a  c a d a  c l a s s e  

de  u s u á r i o s .  O c á l c u l o  d o  c u s t o  t o t a l  d o s  u s u á r i o s  é f e i t o  - a  

t r a v é s  d a  soma d o s  c u s t o s  a s s o c i a d o s  a o  t r á f e g o  de  l o n g a  d i s -  

t a n c i a ,  r e p r e s e n t a d o  p e l o  f l u x o  a t r a v é s  d a  r e d e ,  e d o s  c u s t o s  

d e  v i a g e m  a s s o c i a d o s  a o  t r á f e g o  l o c a l .  O c u s t o  d e  v i a g e m  d e  

c a d a  u s u á r i o  v a r i a  com o  n y v e l  do  a r c o .  

i v )  A a l o c a ç ã o  d o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  s e  - 
r á  d e s c r i t i v a ,  i . e . ,  u t i l i z a n d o  o s  c a m i n h o s  d e  c u s t o  min imo  

p a r a  c a d a  u s u á r i o .  P o r  s i m p l i c i d a d e ,  u t i l i z a - s e  o  c a m i n h o  rnT - 
nimo s e g u n d o  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  d o s  a u t o m ó v e i s  p a r a  t o d a s  a s  

c l a s s e s  d e  u s u á r i o s .  

v )  S ã o  c o n h e c i d o s  t o d o s  o s  p r o j e t o s ,  i . e . ,  a d i  

ç õ e s  e m e l h o r i a s  d e  a r c o s ,  p a s s y v e i s  d e  i m p l e m e n t a ç ã o ,  a  p a r -  

t i r  d e  uma c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da  r e d e .  A c a d a  a r c o ,  e s t ã o  



a s s o c i a d o s  v á r i o s  p r o j e t o s ,  que  p o s s i b i l i t a m ,  p a r a  c a d a  um d o s  

a r c o s ,  d i v e r s a s  a l t e r n a t i v a s ,  d i s c r e t i z a d a s  em d i f e r e n t e s  n i v e  - 
i s ,  com a  imp lemen tação  de  u m  p r o j e t o  em u m  d e t e r m i n a d o  p e r i o -  

do k ,  o  a r c o  e n v o l v i d o  s e r á  c o n s i d e r a d o  a l t e r a d o  a  p a r t i r  do 

p e r i o d o  k + l .  

v i )  A cada  p r o j e t o  e s t á  a s s o c i a d o  um c u s t o  de  

c o n s t r u ç ã o  que  c o r r e s p o n d e  a o  c u s t o  e n v o l v i d o  na e l e v a ç ã o  do 

n i v e l  de  um a r c o  a  p a r t i r  da  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da r e d e .  

v i i )  A c ada  a r c o  e s t á  a s s o c i a d o  u m  c u s t o  d e  manu - 
t e n ç ã o  que  v a r i a  com o  n i v e l  do a r c o .  E s t e  c u s t o  tem uma p a r -  

c e l a  f i x a  e  o u t r a  v a r i a n d o  l i n e a r m e n t e  com o  t r á f e g o  t o t a l  no 

t r e c h o .  

v i i i )  fl c u s t o  t o t a l  de  c o n s t r u ç ã o  de  p r o j e t o s  du- 

r a n t e  u m  p e r i o d o  é l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  p o r  u m  o r çamen to  pa- 

r a  c a d a  u m  d o s  p e r i o d o .  

i x )  A f u n ç ã o  o b j e t i v o  e x p r e s s a  o  c u s t o  t o t a l  de  

v iagem,  manutenção  e  c o n s t r u ç ã o  p a r a  cada  p e r i o d o  de h o r i z o n t e  

de  p l a n e j a m e n t o .  Os p r o j e t o s  s ã o  implementados  d u r a n t e  o s  pe-  

r i o d o s  do p l a n o  de c o n s t r u ç ã Ò ,  e  o s  c u s t o s  de viagem e  c o n s e r -  

vagão  s ã o  computados  a t é  o  Ú l t imo  p e r i o d o  do h o r i z o n t e  de  p l a -  

n e j a m e n t o .  

O p rob lema d e  a l o c a ç ã o  de  r e c u r s o s  em uma r e d e  

r o d o v i á r i a  c o n s t i t u i ,  d e n t r o  do c o n t e x t o  em que  o  a n a l i s a m o s ,  

um p rob lema de o t i m i z a ç ã o  a -  l o n g o  p r a z o .  

D e s e j a - s e ,  a  p a r t i r  de uma c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  

p a r a  a  r e d e ,  o t i m i z a r  a  e v o l u ç ã o  da c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  p e r i o  - 

do a  p e r i o d o .  Prob lemas  de  o t i m i z a ç ã o  a  l ongo  p r a z o  com e s t a s  

c a r a c t e r 7 s t i c a . s  podem s e r  f o r m u l a d o s ,  de uma forma c o n c i s a  e  



e l e g a n t e ,  como. uni p r o c e s s o  de  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  . Os elemen - 
t o s  que c o ~ p õ e m  esLa f o r m u l a ç ã o ' e s t ã o  d e s c r i t o s  a b a i x o  p a r a  e s  - 
t.e c a s o  pa r t i cw ' i l a r .  

i) Espaço  de E s t a d o s  - O e s t a d o  é r e p r e s e n t a d o  pe-  

l a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e ,  c a r a c t e r i z a d a  p e l o  n í v e i s  de  o p e r a -  

qão dos  a r c o s .  O v e t o r  Y = ( y l  , y 2 , .  . . , y m ) ,  c u j a s  componentes  

i n d i c a m  o  n í v e l  de cada  a r c o  a  . € A  = I a l  , a 2 , . .  . , a,}, d e t e r -  
J 

mina o  e s t a d o  do s i s t e m a  e n v o l v i d o  no p r o c e s s o  de d e c i s õ e s  s e  - 

q u e n c i a i s .  O e s p a ç o  de e s t a d o s  s e r á  d e f i n i d o  como: 

- < n , y . E Z ,  p a r a  t o d o  a .&A 3 S = { Y  l 0 < Y j -  
j J J 

onde cada  v a r i á v e l  y  pode t omar  o s  v a l o r e s  i n t e i r o s  O , .  . .  , n  
j j 

que i n d i c a m  os  p o s s 7 v e i s  n r v e i s  de  cada  a r c o  a  
j '  

I n i c i a l m e n -  

t e ,  y j  = O p a r a  t o d o  a . € A ,  d e f i n i n d o  a s s i m  o  e s t a d o  i n i c i a l  
J 

Y O  = ( 0 , 0 , .  . . , O ) .  Se i n e x i s t i r e m  p r o j e t o s  e n v o l v e n d o  um ter- 

t o  a r c o  a  t e r emos  n = 0 .  
j j 

i i )  Espaço  de D e c i s õ e s  - Uma d e c i s ã o  é c a r a c t e r i z a -  

da p e l a  imp lemen tação  de um g r u p o  de p r o j e t o s  e  p e l a  c o n s e -  

q u e n t e  m o d i f i c a ç ã o  dos n i v e i s  dos  a r c o s  envo l  v i  d o s .  R e p r e s e n -  

t a - s e  uma d e c i s ã o  p e l o  p a r  o r d e n a d o  (Ã, Y), onde Ã C A  é o  s u b -  

c o n j u n t o  de a r c o s  m o d i f i c a d o s  p e l o s  p r o j e t o s  e s c o l h i  dos  p a r a  

i m p l e m e n t a ç ã o ,  e  o  v e t o r  Y = (Yl ,...y-) i n d i c a  o s  novos n í v e i s  m 
dos  a r c o s  'ã.&Ã. O e s p a ç o  de d e c i s õ e s  é e x p r e s s o  da s e g u i n t e  

J 

m a n e i r a :  



- 
onde n e  o  maior  nTvel de o p e r a ç ã o  p o s s i v e l  pa ra  o  a r c o  onde 

j 
d 

n e  o  maior  n i v e l  de ope ração  p o s s f v e l  p a r a  o  a r c o  ~ . E Ã .  
j J 

i i i )  Conjunto de E s t á g i o s  - Os e s t á g i o s  c o r r e s p o n  - 

dem aos p e r í o d o s  componentes do p lano  de c o n s t r u ç ã o .  

onde p  i n d i c a  o  Último p e r i o d o  do p lano  de c o n s t r u ç õ e s .  

i v )  Es tados  V i á v e i s  - A cada e s t á g i o  k e I ,  e s t á  

a s s o c i a d o  um c o n j u n t o s  Sk  S  de e s t a d o s  v i á v e i s  a s s im d e f i n i -  

do: 

v )  Decisões  Admiss ive i s  - A cada  e s t á g i o  

k E I -{p )  e  a  cada e s t a d o  v i á v e l  s k & S k ,  a s s o c i a - s e  u m  c o n j u n -  

t o  D k ( s k ) C  D de d e c i s õ e s  a d m i s s i v e i s  a  p a r t i r  do e s t a d o  

- s k  - ( y a l , .  . . , y a m )  onde cada e l emen to  y a i  co r re sponde  a  um a r -  

co a i ~ A  

onde I k  é o  orçamento  pa ra  o  p e r i o d o  k do p l a n o  de c o n s t r u ç õ e s .  

P . ( x , y )  e x p r e s s a  o  c u s t o  de implementação do p r o j e t o  que e l e -  
J 

va o  nTvel do a r c o  ãj de x  p a r a  y .  Caso não e x i s t a  t a l  p r o j e -  

t o ,  fazemos P . ( x , y )  = 
J 



O c o n j u n t o  D k ( s k )  é c o n s t r u í d o  de modo que s ó  

s ã o  a d m i s s í v e i s  a s  d e c i s õ e s  que correspondem à implementação 

de u m  grupo de p r o j e t o s  c u j o  c u s t o  de c o n s t r u ç ã o  não excede  o  

orçamento p e r m i t i d o .  P . ( x , y )  é c o n s t r u í d o  de modo que apenas  
J 

os p r o j e t o s  e f e t i v a m e n t e  e x i s t e n t e s  façam p a r t e  de d e c i s õ e s  ad - 
- 

m i s s T v e i s .  Uma d e c i s ã o  com Ã = @ é v á l i d a ,  co r re spondendo  a  

não implementação de p r o j e t o s  . 
vi ) Função de T r a n s i ç ã o  de Es tado  - Es ta  função  

a s s o c i a  a  cada  e s t a d o  s k a S  e  a  cada  d e c i s ã o  dkeD, c o n s i d e r a d o s  

em um e s t á g i o  k E I - p  u m  e s t a d o  s u c e s s o r  S ~ + ~ E S  

f  : S.D.1-{p} + S  de modo que:  

S e j a  s k  = ( Y , ~ ~  . S .  ,Y,, ) ,  onde cada  e l emen to  y  c o r r e s p o n d e  a 
a  j 

a j aA.  S e j a  dk  = (Ã, Y), com Y = (7 - . - ) ,  onde cada  e l e -  
a  1  am 

mento y- c o r r e s p o n d e  a  ZjaÃ.  Nes te  c a s o ,  S ~ + ~ = ( X , ~ ~ . .  . , x a m )  = 
a j 

k 
= f ( s k > d k ]  é t a l  que :  

x = para  t o d o  a jaA.  
a  j 

J'a j s e  ajdA 

v i i )  E s t r a t é g i a  Admiss íve l  - Consideremos uma e s -  

t r a t é g i a  como uma s e q u ê n c i a  E = ( d o , d l  ,. . . , d p m l  ) ,  como dieD pa- 

r a  i E I - { p ) .  Uma e s t r a t é g i a  é d i t a  admissTve1 a  p a r t i r  de um 

e s t a d o  i n i c i a l  s O a S O ,  s e  é s a t i s f e i t a  a  s e g u i n t e  cond ição :  

A s e q u ê n c i a  de e s t a d o s  ( s o , s l  ,. . . , s  ) gerada  a  
P 

p a r t i r  do e s t a d o  so  p e l a  a p l i c a ç ã o  s u c e s s i v a  



d a s  d e c i s õ e s  p e r t e n c e n t e s  a  E é t a l  q u e :  

a )  d i  E D i ( s i )  p a r a  t o d o  i E I - { p }  

b )  s i  E S i  p a r a  t o d o  i E I  

' i + l  = f ( s i  , d i  ) p a r a  t o d o  i  E I - {p}  

v i i  i )  C u s t o  d e  T r a n s i ç ã o  - S u p õ e - s e  c o n h e c i d a  uma 

f u n ç ã o  r e a l  q u e  a s s o c i a  a  c a d a  e s t á g i o  k E I - { p } ,  a  c a d a  e s t a -  

d o  v i á v e l  s k c S k .  no  e s t á g i o  k e  a  c a d a  d e c i s ã o  a d m i s s i v e l  a  

p a r t i r  s k ,  d k " D k ( s k ) ,  um c o s t o  d e  t r a n s i ç ã o .  

o  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  c ( s k ,  d k ,  k )  d e v e  e x p r e s s a r  t a n t o  o s  c u s -  

t o s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e  d u r a n t e  o s  p e r y o d o s  em q u e  s u a  c o n f i -  

g u r a ç ã o  é r e p r e s e n t a d a  p e l o  e s t a d o  s ~ + ~  = f ( s k ,  d k ,  k ) ,  como 

o s  c u s t o s  d e  i m p l e m e n t a ç ã o  d o s  p r o j e t o s  e n v o l v i d o s  n a  d e c i s ã o  

d k .  Como a  a v a l i a ç ã o  d o  c o m p o r t a m e n t o  d a  r e d e  r o d o v i á r i a ,  n e s  - 
t e  p r o b l e m a  e s p e c i f i c o ,  i n c l u e  o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e  

d u r a n t e  t o d o  um h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o ,  supomos  q u e  um e s -  

t a d o  s E S  r e p r e s e n t a  a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  d e s d e  o  ú l t i m o  
P P  

p e r l o d o  d o  p l a n o  d e  c o n s t r u ç õ e s ,  a t é  o  Ú l t i m o  p e r i o d o  d o  h o r i -  

z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  P o r t a n t o ,  o  v a l o r  d e  c ( s k ,  d k ,  k )  i n -  

c l u i  o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e ,  com c o n f i g u r a ç ã o  s ~ + ~  , p a -  

r a  o  p e r í o d o  k t l  d o  p l a n o  c o n s t r u ç ã o ,  e x c e t o  o  p e r T o d o  k = p - 1  , 

q u a n d o  c ( s  , d  , p - 1 )  i n c l u i  o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e  p-1  p-1 

d e s d e  o  p e r i o d o  p ,  c o r r e s p o n d e n d o  a o  ú l t i m o  p e r i o d o  do p l a n o  

d e  c o n s t r u ç ã o ,  a t é  o  Ú l t i m o  p e r i o d o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a -  



m e n t o .  O c u s t o  d e  o p e r a ç ã o  d a  r e d e  d u r a n t e  um p e r r o d o  d e  p l a  - 
n e j a m e n t o  d i v i d e - s e  em d u a s  p a r c e l a s :  

a )  C u s t o  d e  v i a g e m  - S e j a m  k um p e r y o d o  d o  h o r i z o n -  

t e  d e  p l a n e j a m e n t o  e  Y = ( y l  , . . . , y  ) um v e t o r  q u e  c a r a c t e r i z a  m 
a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  p a r a  e s t e  p e r i o d o ,  com c a d a  c o m p o n e n t e  

'j 
i n d i c a n d o  o  n i v e l  do  a r c o  a  . € A .  O c u s t o  t o t a l  d e  v i a g e m  

J 
d o s  u s u á r i o s  d u r a n t e  o  p e r i o d o  k s e r á  e x p r e s s o  p o r :  

o n d e  : u  i n d i c a  a  c l a s s e  d o s  u s u á r i o s .  

- 
tk  ( y j )  e o  c u s t o  d e  v i a g e m  p a r a  c a d a  u s u á r i o  d a  c l a s -  
j , u  

s e  u ,  no  a r c o  a . € A  com n i v e l  y no  p e r i o d o  k .  
J j 

-k - x e o  f l u x o  r e p r e s e n t a n d o  o  t r á f e g o  d e  l o n g a - d i s t â n  L u  - 

tia a s s o c i a d o  a o s  u s u á r i o s  d a  c l a s s e  u  no  p e r r o d o  k .  O 

- 
f l u x o  yk e o b t i d o  com a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  d e  

j , u  

a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  como m o s t r a r e m o s  a b a i x o .  

O é o  t r á f e g o  l o c a l  a s s o c i a d o  a o s  u s u á r i o s  d a  c l a s s e  
j , u  

u  no  p e r í o d o  k .  

O b s e r v e - s e  q u e  o  c u s t o  i n d i v i d u a l  d e  c a d a  v i a g e m  em um a r c o  

i n d e p e n d e  d o  v o l u m e  d e  t r á f e g o  q u e  o  a t r a v e s s a ,  v a r i a n d o  somen - 

t e  com o  n i v e l  d o  a r c o  e a  c l a s s e  de u s u á r i o s .  

b )  C u s t o  d e  m a n u t e n ç ã o  - O c u s t o  d e  c o n s e r v a ç ã o  d e  



c a d a  a r c o  d a  r e d e  r o d o v i á r i a  e s t a  d i v i d i d o ,  nes te  t r a b a l h o , e m  

d u a s  p a r t e s .  Uma p a r c e l a  v a r i a  l i n e a r m e n t e  com o  t r á f e g o  q u e  

a t r a v e s s a  o  a r c o ,  e o u t r a s  i n d e p e n d e  d o  f l u x o .  S u p o n d o  q u e  

Y = (y l , . . . ,  y  ) c a r a c t e r i z a  a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  num p e r í o  rn - 
d o  k ,  a  e x p r e s s ã o  p a r a  o  c u s t o  t o t a l  d e  c o n s e r v a ç ã o  d a  r e d e  

d u r a n t e  e s t e  p e r í o d o  é a  s e g u i n t e :  

o n d e  : k A , u ,  yk , o  j á  f o r a m .  d e f i n i d o s  a n t e r i o r  
j , u  L u  - 

m e n t e .  

k 
c f j ( y j )  é o  c u s t o  f i x o  d e  m a n u t e n ç ã o  no  p e r i o  - 

do k p a r a  o  a r c o  a  .A no n i v e l  y  
j j *  

k - c v  ( y j )  e o  c u s t o  a d i c i o n a l  d e  c a d a  v i a g e m  
j , u  

n a s  mesmas c o n d i ç õ e s  a c i m a ,  p a r a  a  c l a s s e  d e  

u s u á r i o s  u .  

P a r a  o  c á l c u l o  do  v a l o r  do  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  s ã o  u t i l i z a d a s  

a s  e x p r e s s õ e s  d e s e n v o l v i d a s  a c i m a  p a r a  o  c u s t o  d e  c o n s e r v a ç ã o  

p a r a  c a d a  p e r í o d o ,  a c r e s c e n d o - s e  uma t e r c e i r a  p a r c e l a :  

c )  C u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  - T r a t a - s e  d o  c u s t o  d e  

i m p l e m e n t a ç ã o  d o s  p r o j e t o s  e n v o l v i d o s  n a  d e c i s ã o  d k  = (Ã, V ) ,  

a  p a r t i  r do  e s t a d o  s k  = ( y a l  ,. . . , y a m )  



A f o r m a  d a  f u n ç ã o  q u e  e x p r e s s a  o  c u s t o  d e  t r a n  - 

s i ç ã o  q u a n d o  s k  - - ( y a l  . , Y a m ) ,  d k  = (Ã, e  

k + l  = f ( s k ,  d k ,  k )  = ( z  1 ' " "  z ) é a  s e g u i n t e :  
m .  

h  3 
C ( C  C C tq ~ z ~ ) . ( X ; , ~ + O ; , ~ )  + 

q = k + l  a j a A  a j e a  u = l  J y U  

o n d e  h  é o  ú l t i m o  p e r í o d o  do h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  

O c á l c u l o  do  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  u t i l i z a  o s  v a -  

l o r e s  do f l u x o  em e q u i  l i b r i o  p a r a  c a d a  c o n f i g u r a ç ã o  da  r e d e ,  

d u r a n t e  c a d a  u m  d o s  p e r i o d o s  do  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  A 

o b t e n ç ã o  d e s t e s  va lores  $ implica na r e s o l u ç ã o  d e  u m  p r o b l e  
j ,u - 

ma d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o ,  u t i l i z a n d o  o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s -  

t â n c i a  p a r a  o  p e r í o d o  k .  Fo rmulamos  a  s e g u i r  o  p r o b l e m a  d e  - a  

l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  d u r a n t e  u m  p e r í o d o  k ,  q u a n d o  a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  da  r e d e  é e x p r e s s a  p o r  Y = ( y l  ,..., y m )  S u p õ e m - s e  a  e x i s  

t ê n c i  a  d e  t r ê s  c 1  a s s e s  d e  u s u ã r i  o s ,  e  o s  c u s t o s  d e  c a d a  v i a -  

gem c o n s t a n t e s  com o  f l u x o .  O t r ã f e g o  s e r á  a l o c a d o  o b e d e c e n -  



d o  a o  s e g u n d o  p r i n c T p i o  d e  W a r d r o p ,  e c o n s i d e r a - s e  c o n s t a n t e  

a  demanda  d u r a n t e  c a d a  p e r i o d o .  

k 

Min i = 1 ; / O j 3 '  t k  ( y . ) d x  = 
a j ~ A  u = l  L U  J 

s . a .  R e s t r i ç õ e s  d a  r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  H(X) = 0 ,  

As r e s t r i ç õ e s  q u e  d e s c r e v e m  a s  l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  n a  r e d e  r o -  

d o v i á r i a  podem s e r  r e e s c r i t a s  em r e l a ç ã o  ã q u e l a s  a p r e s e n t a d a s  

no  C a p T t u l o  1 1 ,  p o i s  a q u i  t r a t a m o s  com uma r e d e  n ã o  o r i e n t a d a ,  

a l é m  d e  s u p o r m o s  a  e x i s t ê n c i a  d e  v á r i a s  c l a s s e s  d e  u s u á r i o s .  

Eis a s  r e s t r i ç õ e s  q u e  f i x a m  a s  l e i s  d e  c o n s e r v a ç ã o  d e  f l u x o :  

i O s e  a i  d R e a f i  

p a r a  t o d o  a  E N o ;  u = 1  ,. . . , 3  e t o d o  i  E N .  

k + k , a  + , - k , a  x = I 0 ( x  ) p a r a  t o d o  ~ E A  e u  = 1 ,  . . . ,  3 .  LU' j , u  j , s  

t k 9 a > 0  x  - k , a  o  x > O  p a r a  t o d o  a  E N , u  = 1 ,  . . . ,  3  e 
L u  - L u  - 

t o d o  ~ E A .  



+ o n d e  : w i  é o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  c u j o  s e n t i d o  p o s i t i v o  é 

e m e r g e n t e  d o  nõ i .  
d 

e  o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  c u j o  s e n t i v o  n e g a t i v o  é 

e m e r g e n t e  d o  n ó  i. 
- 
e  o  f l u x o  r e p r e s e n t a n d o  o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s -  

t â n c i a  q u e  p a r t e  d a  o r i g e m  a ,  com u s u á r i o  u ,  no 

p e r 7 o d o  k e n o  n ó  jsA, a t r a v e s s a n d o  o  a r c o  .no 

s e n t i  d o  a r b i  t r a d o  p o s  1 t i  v o .  
d 

e  o  f l u x o  n a s  mesmas c o n d i ç õ e s  a c i m a ,  a t r a v e s -  

s a n d o  o  a r c o  no s e n t i d o  a r b i t r a d o  n e g a t i v o .  
- 
e  o  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  d o  n ó  a  p a r a  o  

nó b ,  no  p e r f o d o  k e  p a r a  o s  u s u á r i o s  d a  c l a s -  

s e  u .  

6 o  c o n j u n t o  d e  r e l a ç õ e s  d e  t r a n s p o r t e  p a r a  o  

s i s t e m a .  

é o  c o n j u n t o  d e  o r i g e n s .  

Na i m p l a n t a ç ã o  d o  m é t o d o  de  r e s o l u ç ã o  d o  p r o -  

b l e m a  d e  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  r o d o v i á r i a s ,  m o d i f i  c o u - s  e  a  

f o r m u l a ç ã o  d o  p r o b l e m a  de  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o .  P o r  r a z õ e s  d e  

s i m p l i c i d a d e  c o m p u t a c i o n a l ,  a l o c a - s e  o  t r á f e g o  s u p o n d o - s e  q u e  

o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  s ã o  i d ê n t i c o s  p a r a  t o d a s  a s  c l a s s e s  de  u -  

s u á r i o s ,  u t i l i z a n d o - s e  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  d e  a u t o m ó v e i s .  O 

a l g o r i t m o  u t i l i z a d o  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  b u s c a ,  s e g u n  - 

d o  e s t e s  Ü l  t i m o s  c u s t o s ,  dos c a m i n h o s  m í n i m o s  1  i g a n d o  c a d a  p a r  

O r i g e m / D e s t i n o ,  e  a l o c a  o  t r á f e g o  d e  t o d a s  a s  c l a s s e s  d e  u s u á  - 
r i  o s  a t r a v é s  d e s t e s  cami n h o s  . 



. i x )  C u s t o  d e  uma e s t r a t é g i a .  A c a d a  e s t r a t é -  

g i a  a d m i s s i v e l ,  E = ( d o ,  . . . . ,  d  ) ,  a  p a r t i r  d e  s o a S O ,  a s s o  
P -1 - 

c i a - s e  o  c u s t o  da  e s t r a t é g i a :  

O o b j e t i v o  do  p r o b l e m a  d e  d e c i s õ e s  s e q u ê n c i a i s  é e n c o n t r a r  a  

p a r t i r  d o  e s t a d o  i n i c i a l  s o  S o  uma e s t r a t é g i a  É d e  c u s t o  m í -  

n i m o ,  e n t r e  t o d a s  a s  e s t r a t é g i a s  a d m i s s í v e i s  p a r t i n d o  d e  s o a  

Min c ( s o , E )  
E 

S ~ E S  O 

E é a d m i s s i v e l  a  p a r t i r  d e  s o .  



4 . 3 .  M é t o d o  d e  S o l u ç ã o  

A f o r m u l a ç ã o  do  p r o b l e m a  d e  i n v e s t i m e n t o s  a  

l o n g o  p r a z o  em uma r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  como u m  p r o b l e m a  d e  d e  - 
c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  s u g e r e  n a t u r a l m a n t e  a u t i  1  i z a ç ã o  d e  a l g o -  

r i t m o s  d e  P r o g r a m a ç ã o  ~ i n â m i c a .  Como t r a t a - s e  d e  um p r o c e s -  

s o  d i s c r e t o ,  d e t e r m i n í s t i c o  com h o r i z o n t e  f i n i  t o ,  a u t i l i z a -  

ç ã o  d e  t a i s  a l g o r i t m o s  p o d e  r e a l i z a r - s e  sem d i f i c u l d a d e s  teÕ- 

r i c a s .  T o d a v i a ,  como o b j e t i v a m o s  a  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  

i n v e s t i m e n t o s  no  c a s o  d e  r e d e s  r o d o v i á r i a s  d e  g r a n d e  p o r t e ,  a  

u t i  1  i z a ç ã o  d e  a l g o r i  tmos  d e  P r o g r a m a ç ã o  D i n â m i c a  t o r n a - s e  com - 

p u t a c i o n a l m e n t e  i n v i á v e l  . Com e f e i t o ,  p a r a  c a d a  e s t á g i o ,  s e -  

r i a  n e c e s s á r i o  a v a l  i  a r  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  r e p r e s e n t a d a s  

p o r  c a d a  e s t a d o  v i á v e l ,  o  q u e  i n c l u i  a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e -  

ma d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  p a r a  c a d a  uma d e s t a s  c o n f i g u r a ç õ e s  

em c a d a  e s t á g i o .  

Uma n o v a  c l a s s e  d e  a l g o r i  tmos  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  

d e  p r o b l e m a s  d e  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  d i s c r e t o s ,  d e t e r m i n i s t i -  

c o s ,  com h o r i z o n t e  f i n i t o  p o d e  s e r  o b t i d a  s e  mode lamos  e s t e  

p r o b l e m a  como um p r o b l e m a  d e  b u s c a  d e  c a m i n h o s  m i n i m o s  em um 

g r a f o .  A p a r t i r  d o s  e l e m e n t o s  q u e  d e f i n e m  um p r o c e s s o  d e  d e -  

c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  p o d e  s e  c o n s t r u i r  u m  g r a f o ,  chamado  g r a f o  

E s t a d o - E s  t á g i o ,  q u e  r e p r e s e n t a  o  p r o c e s s o .  

S e j a  H = ( N H , A H )  um g r a f o  o r i e n t a d o  e o n d e :  

i )  Os n ó s  c o r r e s p o n d e m  a o s  p a r e s  o r d e n a d o s  

( s k , k )  o n d e  s k " S k  e  ~ E I .  

i i )  Os a r c o s  s ã o  o b t i d o s  a  p a r t i r  d o s  s u c e s s o -  



r e s  d e  s k ,  o b t i d o s  p e l a s  d e c i s õ e s  a d m i s s i v e i s  a  p a r t i r  d e s t e  

e s t a d o .  Os a r c o s  s ã o ,  e n t ã o ,  p a r e s  o r d e n a d o s  

( ( s k , k ) ,  ( ~ ~ + ~ ' k + l )  d e  modo q u e :  

i i i )  A c a d a  a r c o  ( ( s k , k )  , ( ~ ~ + ~ ) , k + l ) ) ,  e s t á  a s s o -  

c i a d o  um c u s t o  q u e  é o  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  d e  e s t a d o  

c ( s k S d k Y k ) .  

i v )  E c o n v e n i e n t e  r e p r e s e n t a r - s e  o  g r a f o  

H=(NH,AH)  p e l o  p a r  o r d e n a d o  ( N H , T ) ,  o n d e  r é o  o p e r a d o r  q u e  

a s s o c i a  a  c a d a  nó ~ E N  u m  c o n  u n t o  d e  s u c e s s o r e s  H 

R i )  = j cNHI  ( i ,  j ) & A H 1 .  N e s t e  c a s o  e s p e c i f i c o ,  

P o r  c o n s t r u ç ã o ,  o b s e r v a - s e  q u e  a  c a d a  e s t r a t é g i a  a d m i s s i v e l  a  

p a r t i r  do  e s t a d o  i n i c i a l  s o  c o r r e s p o n d e  u m  c a m i n h o  a t r a v é s  d o  

g r a f o  E s t a d o - E s t á g i o ,  l i g a n d o  o  nó i n i c i a l  s = ( s o , O )  a o  c o n -  

j u n t o  a l v o  T = { ( s  , p ) l s  E S  1 .  
P  P  P 

Após o  e s t a b e l e c i m e n t o  d e s t a  e q u i v a l ê n c i a ,  o  

p r o b l e m a  s e  r e s u m e  à b u s c a  d e  u m  c a m i n h o  minimo l i g a n d o  u m  nõ 

o r i g e m  s  e  u m  c o n j u n t o  a l v o  T .  P o r t a n t o ,  q u a l q u e r  a l g o r i t m o  

com e s t a  f i n a l i d a d e  p o d e r á  s e r  u t i l i z a d o .  Como o  g r a f o  e s t a -  



d o - e s t ã g i o  a s s o c i a d o  a  um p r o c e s s o  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  é 

u m  g r a f o  sem a r c o s  m ú t i p l o s ,  e  s e  e x i g i m o s  que o  c u s t o  a s s o -  

c i a d o  a  cada  a r c o  s e j a  não n e g a t i v o ,  o  a l g o r i t m o  mais  e f i c i -  

e n t e  e n t r e  o s  métodos c l á s s i c o s  de b u s c a  de caminhos mínimos 

l i g a n d o  u m  nó a  u m  c o n j u n t o  a l v o  é o  a l g o r i t m o  de D i j k s t r a ,  

cu j a  d e s c r i ç ã o  pode s e r  e n c o n t r a d a  na r e f e r ê n c i a  141 1 .  
No Apênd ice  B d e s t e  t r a b a l h o ,  de sc r evemos  os 

a l g o r i t m o s  A *  e  Â q u e ,  a p r o v e i t a n d o  i n f o r m a ç õ e s  h e u r í s t i c a s  

s o b r e  a  e s t r u t u r a  do g r a f o ,  o f e r e c e m  m e l h o r e s  p e r f o r m a n c e s  s e  

comparadas  com os  a l g o r i  tmo c l á s s i c o s  de  busca  de  caminhos  m í  - 

nimos .  E s t e s  a l g o r i t m o s  u t i l i z a m  uma f u n ç ã o  de a v a l i a ç ã o  

f ( i )  que f o r n e c e  p a r a  c a d a  nó i do g r a f o  uma e s t i m a t i v a  p a r a  

o  c u s t o  t o t a l  do menor caminho e n t r e  o  nó i n i c i a l  s  e  o  a l v o  

T ,  p a s s a n d o  p e l o  nó i .  N e s t e  a l g o r i t m o s ,  f ( i ) = Q ( i ) + F i ( i ) ,  on-  

de  g ( i ) . é  o  c u s t o  do menor caminho c o n h e c i d o  l i g a n d o  s  a  i e  

f i ( i )  é uma e s t i m a t i v a  p a r a  o  caminho mínimo l i g t i ndo  i  a  T .  A 

p r i n c i p a l  d i f i c u l d a d e  d e s t e s  a l g o r i  tmos é e x a t a m e n t e  a  d e f i n i  - 

ção  da h e u r i s t i c a  que d e t e r m i n a  a  e f i c i ê n c i a  do proced imen-  

t o .  

A a p l i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  A* exige que a heurystica 

6 ( i )  s u b e s t i m e  o  caminho mínimo a  p a r t i r  do nó i a t é  o  a l v o  

T ,  s e  d e s e j a m o s  a  s o l u ç ã o  ó t i m a  do p r o b l e m a .  T o d a v i a ,  não 

nos p a r e c e  p o s s i v e l  d e f i n i r  uma h e u r i s t i c a  com e s t a  p r o p r i e -  

d a d e ,  d i t a  h e u r í s t i c a  a d m i s s i v e l ,  que  f o r n e ç a  u m  r e s u l t a d o  e -  

f i c i e n t e .  Devido à e s t a  i m p o s s i b i l i d a d e  a c r e s c i d a  do f a t o  de 

que a  u t i l i z a ç ã o  de h e u r í s t i c a s  não a d m i s s i v e i s  pode l e v a r  

r a p i  damente  à s o l u ç õ e s  s u b - ó t i m a s ,  t o r n a - s e  a t r a e n t e  o  e n f o -  

que u t i l i z a d o  na r e f e r ê n c i a  1421 que r e s u l t o u  no d e s e n v o l v i -  



d 

mento do a l g o r i t m o  Â .  Neste  a l g o r i  tmo, e  p o s s i v e l  a  re formu-  

l a ç ã o  da h e u r y s t i c a  fi após a  o b t e n ç ã o  de uma s o l u ç ã o  s u b - ó t i -  

ma. O r e s u l t a d o  d e s t e  procedimento  uma s e q u ê n c i a  de s o l u -  

ções s u b - ó t i m a s  que ,  com a  f u n ç ã o  f i que proporemos ,  não f o r n e  - 
ce n e c e s s a r i a m e n t e  a  s o l u ç ã o  ó t i m a ,  mas o f e r e c e  s o l u ç õ e s  cada 

vez mais próximas da ó t i m a ,  o  que c e r t a m e n t e  s a t i s f a z  os pro-  

pósi  t o s  da r e s o l u ç ã o  de problemas  de i n v e s t i m e n t o  em r e d e s  de 

t r a n s p o r t e s .  Definimos a b a i x o  uma h e u r i s t i c a  fi p a r a  uma pos- 

s i v e l  u t i l i z a ç ã o  do a l g o r i  tmo Â :  

S e j a  E = (ao, dl ,. . . , a ) uma e s t r a t é g i a  v i á  
P - 1  

vel  a  p a r t i r  de S .  S e j a  n i  = ( s k , k )  u m  nó do g r a f o  e s t a d o - e s  - 

t ã g i o .  Então de f in imos  

P-1 
f i ( n i )  = c ( T i ,  a i ,  i )  onde si é t a l  que :  

i  = k  

A e s t i m a t i v a  p a r a  os c u s t o s  nos e s t á g i o s  p o s t e  

r i o r e s  a  k é f e i t a  supondo-se  que as  d e c i s õ e s  s ã o  tomadas s e -  

gundo uma e s t r a t é g i a  v i á v e l  já c o n h e c i d a .  Sempre que uma no- 

va e s t r a t é g i a  é o b t i d a  a  h e u r 7 s t i c a  fi pode s e r  r e f o r m u l a d a .  

Note-se  que f i ( n i )  não depende apenas  do e s t á g i o  k mas também 

do e s t a d o  s k .  

O s u c e s s o  computac ional  da a p l i c a ç ã o  d e s t e  a l -  

go r i tmo  depende a i n d a  da s u p e r a ç ã o  de  u m  o b s t á c u l o .  Pa ra  pro 

blemas de grande  p o r t e ,  a  a p l i c a ç ã o  do o p e r a d o r  s u c e s s o r  a  um 



n Õ  i = ( s k , k )  envo lve  a  a v a l i a ç ã o  de um grande  número de con-  

' f  i g u r a c õ e s  da r e d e ,  ope ração  computac ionalmente  demorada. E 

n e c e s s á r i o ,  e n t ã o ,  r e d u z i r  ao minimo possTvel o  número de nós 

a  serem examinados.  A r e f e r ê n c i a  1421 a p r e s e n t a ,  d e n t r o  da - a  

p l i c a ç ã o  do a l g o r i  tmo Â a  um problema de  expansão de r e d e  e l e  - 
t r i c a s ,  uma s u g e s t ã o  p a r a  s u p e r a ç ã o  d e s t a  d i f i c u l d a d e .  O p ro  - 

cedimento  s u g e r i d o  resume-se a  s e l e c i o n a r  e n t r e  os  s u c e s s o r e s  

de cada  nó apenas  a l g u n s  s u c e s s o r e s  c o n s i d e r a d o s  e f i c i e n t e s  

d e n t r o  do c o n t e x t o  da ap l  i c a ç ã o .  Consequentemen t e  , o b t e r b m o s  

a  cada u t i l i z a ç ã o  do o p e r a d o r  s u c e s s o r  um menor número de no- 

vos nós p a s s y v e i s  de exame p o s t e r i o r ,  além de t o r n a r - s e  mais 

r á p i d a  a  expansão  de cada nó. U m  a r t i f i c i o  d e s t e  t i p o  pode- 

r i a  s e r  a p l i c a d o  n e s t e  t r a b a l h o  d e f i n i n d o  u m  novo o p e r a d o r  s u  - 

cessar de modo a  s e l e c i o n a r  apenas os  melhores  s u c e s s o r e s ,  de 

modo que :  

- 
i )  = i  ( i )  I P ( i )  = ? j ( i ) + f i ( i )  c L } ,  onde e  

o  novo o p e r a d o r  s u c e s s o r ,  7  é a  função  de  a v a l i a ç ã o  u t i l i z a d a  

p e l o  a l g o r i t m o  e  L é u m  l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  c u s t o  h e u r i s t i -  

co das  e s t r a t é g i a s  d i t a s  e f i c i e n t e s .  Ou t ra  p o s s i b i l i d a d e  é,  

s i m p l e s m e n t e ~ e s c o l h e r  os melhores  s u c e s s o r e s  c l a s s i f i c a d o s  s e -  

gundo o v a l o r  da função  de a v a l i a ç ã o  ?, de modo que:  

E n t r e t a n t o ,  mesmo após a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  ac ima ,  a  

a p l i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  Â não nos p a r e c e  computac ionalmente  vis - 

vel no t r a t o  de g randes  r e d e s  r o d o v i á r i a s .  Propomos, en tão ,um 



novo  a l g o r i t m o  c u j o  p r o c e d i m e n t o ,  e m b o r a  e s t r u t u r a l m e n t e  d i f e -  

r e n t e  do  p r o c e d i m e n t o  d e  Â ,  p r e s e r v a  a l g u m a s  i d é i a s  b â s i c a s  do  

a l g o r i t m o  a n t e r i o r .  O n o v o  m é t o d o ,  q u e  também p r o c u r a  o b t e r  - u  

ma s e q u ê n c i a  d e  s o l u ç õ e s  s u b - ó t i m a s  r e f o r m u l a n d o  a  h e u r T s t i c a  

I? a p ó s  a  o b t e n ç ã o  d e  c a d a  uma d e s t a s  s o l u ç õ e s ,  s u r g e  q u a n d o  

c o n s i d e r a m o s  a p e n a s  um s u c e s s o r  na  e x p a n s ã o  d e  um n ó .  D e s t a  

 maneira,^ a l g o r i t m o  e s t a r á  s e m p r e  d i r i g i d o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  

uma n o v a  s o l u ç ã o ,  c o n s i d e r a n d o ,  em c a d a  i n s t a n t e ,  a p e n a s  o  nó  

o b t i d o  n a  e x p a n s ã o  a n t e r i o r .  Cada  v e z  q u e  o  a l v o  é a t i n g i d o ,  

r e f o r m u l a - s e  a  h e u r i s t i c a  f i ,  e  i n i c i a - s e  a  o b t e n ç ã o  d e  um no-  

vo  c a m i n h o  a  p a r t i r  d o  n ó  i n i c i a l  s .  P a r a  c a d a  i t e r a ç ã o  a  e s -  

c o l h a  d o  s u c e s s o r  j a  p a r t i r  d e  um d e t e r m i n a d o  nó  i p o d e  o f e r e  - 
ter d i f e r e n t e s  r e s u l . t a d o s ,  já q u e  e s t a  e s c o l h a  s e  f a z  a t r a v é s  

da  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a .  

I s t o  é, e s c o l h e - s e  o  m e l h o r  s u c e s s o r  s e g u n d o  a  f u n ç ã o  d e  a v a l i -  

a ç ã o  S .  

O novo  a l g o r i  tmo p o d e  s e r  e s c r i t o  na  s e g u i n t e  ma - 
n e i r a :  

A l g o r i  trno 

P a s s o  1  D e f i n i r  a  f u n ç ã o  fi : N + R i n i c i a l ,  i n t r o d u z i r  na  l i s -  

t a  A b e r t o  o  nó  i n i c i a l  s a s s o c i a n d o - l h e  v a l o r e s  
A 

g ( s )  e  7 ( s )  = G ( s )  + F i ( s ) .  

P a s s o  2 T r a n s f e r i r  d a  l i s t a  A b e r t o  p a r a  a  l i s t a  F e c h a d o  o  nó 



i .  S e  i & T ,  i r  p a r a  o  P a s s o  5 .  E s c o l h e r  o  s u c e s s o r  d e  i r e s o l  - 
v e n d o  o  p r o b l e m a :  

P a s s o  3 S e j a  j* uma s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  a c i m a .  

I n t r o d u z i r  j* n a  l i s $ a  A b e r t o ,  a s s o c i a n d o - l h e  v a l o -  
A 

r e s  Q ( j * )  = g ( i )  + c ( i  , j * ) ,  S ( j * )  = g ( j * )  + h ( j * )  e 

a p o n t a d o r  i .  I r  p a r a  o  P a s s o  2 .  

P a s s o  4 R e d e f i n i r  a  f u n ç ã o  fi : N + R ,  e f a z e r  a s  l i s t a s  A b e r  

t o  e F e c h a d o  = @.  
I r  p a r a  o  P a s s o  2 .  

P a s s o  5 S e  a l g u m  c r i t é r i o  d e  p a r a d a  f o r  s a t i s f e i t o ,  t e r m i n a r  

o  a l g o r i t m o ,  r e c u p e r a n d o  o  c a m i n h o  e n t r e  s e T  a t r a -  

v é s  d o s  a p o n t a d o r e s .  

S e  n ã o ,  i r  p a r a  o  P a s s o  4 .  

A r e g r a  d e  p a r a d a  a  s e r  i n c l u i d a  no P a s s o  5 pode  

s e  resumir a o . l i m i t e  d o  t e m p o  d e  c o m p u t a ç ã o  p a r a  o  a l g o r i t m o .  

T o d a v i a ,  o  m é t o d o  p o d e  c o n v e r g i r  p a r a  uma s o l u ç ã o  q u e  c o r r e s p o n  - 
d e  a  um p o n t o  d e  mín imo  l o c a l ,  q u a n d o a s  s o l u ç õ e s  s u b - Ó t i m a s  ob -  

t i d a s  em i t e r a ç õ e s  s u c e s s i v a s  s ã o  i d ê n t i c a s .  Este  f a t o ,  p o d e  

s e r  u t i l i z a d o  como uma r e g r a  d e  p a r a d a  d e s d e  q u e  l e v e m o s  em c o n  - 

t a  a s  p r o p r i e d a d e s  e s p e c y f i c a s  d a  p o l i t i c a  d e  r e f o r m u l a ç ã o  d a  

h e u r 7 s t i c a  fi a o  l o n g o  d o  a l g o r i  tmo.  

Quando u t i l i z a m o s  e s t e  ú l t i m o  a l g o r i t m o  p a r a  a  

r e s o l  u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  d e c i s õ e s  s e q u e n c i  a i s ,  a  h e u r y s t i c a  d e  - 

f i n i d a  a n t e r i o , r m e n t e ,  a s s o c i a d a  à u t i l i z a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  Â,  s e  



a d a p t a  p r e f e i t amen te  ao novo a lgor i tmo.  C a d a  vez que uma n o -  

va e s t r a t é g i a  E = ( d l  , . . . , d p e l  ) é o b t i d a ,  os novos v a l o r e s  da 

h e u r i s t i c a  f i ( n i )  c a d a  nó n .  = 
1 

( s k , k )  expressam o c u s t o  t o -  

t a l  d a  a p l i c a ç ã o  das dec i sões  d k . .  . , d componentes da n o -  
P-1 

va e s t r a t é g i a .  O procedimento pode s e r  i n i c i a d o  a t r a v é s  de 

uma e s t r a t é g i a  v iáve l  conhecida a  p r i o r i ,  como, p o k  exemplo, 

n o  problema de inves t imentos  em redes r o d o v i á r i a s ,  a e s t r a t é -  

g ia  c u j a s  componentes são  dec i sões  n u l a s ,  expressando a  não 

implementação de qualquer  p r o j e t o .  A u t i l i z a ç ã o  d e s t a  h e u r i s -  

t i c a  a s soc i ada  ao n o v o  a lgor i tmo in t roduz  algumas propr iedades  

dese j áve i s  no procedimento,  desde que o processo s a t i s ç a  a  c e r  - 
t a s  condi ções . Primei ramente,  pode-se g a r a n t i  r que os cus to s  

das e s t r a t é g i a s  o b t i d a s  pelo  a l g o r i  tmos são dec re scen t e s  .Além 

d i s s o ,  pode-se e s t a b e l e c e r  uma e spéc i e  de convergênc ia ,  j á  

que, s e  uma e s t r a t é g i a  s e  r e p e t e  na sequência  o b t i d a  pelo  a l -  

gori tmo, en t ão  e s t a  e s t r a t é g i a  s e  r e p e t i r á  n a  prõxima i t e r a -  

ção,  devendo-se in terromper  o procedimento. Es tes  d o i s  f a t o s  

e s t ã o  expressos  nos teoremas que s e  seguem: 

Teorema 1 - Considere a  a p l i c a ç ã o  do a lgor i tmo a  u m  g r a f o  e s -  

t ado -e s t ág io  assoc iado  a  um processo de dec i sões  s e q u e n c i a i s  

que s a t i s f a z  ã s e g u i n t e  h i p ó t e s e :  

( 1 )  D k ( u k ) = D k ( v k )  para todo u k , v k  E S k  e  todo 

k E I - ( p ) .  Suponha que s e j a  u t i l i z a d a  a h e u r i s t i c a  fi d e s c r i -  

t a  an t e r io rmen te .  S o b  e s t a s  condi ções temos que: 

Se T = (5 , , . . . ,  a ) e  E *  = ( d ; , . . . , d ; - l )  são  
P-1  

duas e s t r a t é g i a s  t a i s  que E f o i  ob t ida  pe lo  a lgor i tmo numa i -  



t e r a ç ã o  em q u e  a  h e u r i s t i c a  fi f o i  c o n s t r u i d a  com a  e s t r a t é g i a  
- 
E ,  e n t ã o ,  t e m o s  q u e  c ( s o Y E * )  - c ( s o Y E )  o n d e  c ( s o Y E )  i n d i c a  o  

c u s t o  t o t a l  da e s t r a t é g i a  E a  p a r t i r  d e  s o .  

D e m o n s t r a ç ã o  : 

1 2  S e j a m  E , E ,..., E'-' e s t r a t é g i a s  t a i s  q u e :  

p a r a  i = 2 ,  . . . , p -  2 

k O c u s t o  t o t a l  d e  c a d a  uma d a s  e s t r a t é g i a s  E c o r r e s p o n d e  a o  va  - 

l o r  ? ( j )  c a l c u l a d o  n o  P a s s o  3 d o  a l g o r i t m o ,  q u a n d o  m a i s  u m  nó  

j p e r t e n c e n t e  a o  novo  c a m i n h o  a t r a v é s  do  g r a f o  e s t a d o - e s t á g i -  

o s  f o i  o b t i d o .  E s t e  n ó ,  a o  q u a l  e s t á  a s s o c i a d a  uma d e c i s ã o  d k  

p e r t e n c e n t e  ã nova  e s t r a t é g i a ,  é o b t i d o  a t r a v é s  d a  r e s o l u ç ã o  
- 

do  p r o b l e m a  Min f ( j )  = g ( i )  + c ( i , j )  + f i ( j ) .  Como a  c a d a  
j& ( i )  

nó  j a  ( i ) ,  com i = ( s k , k ) ,  c o r r e s p o n d e  uma d e c i s ã o  d k  E D k ( s k ) ,  

e  S ( j )  p o d e  s e r  e x p r e s s o  como o  c u s t o  t o t a l  da  e s t r a t é g i a  

E = ( d  1 3 . . . ,  d  ) com 
P-1  

s e  m < k  

, podemos r e e s c r e v e r  o  

m s e  m >  k 

p r o b l e m a  como: 



Mi n c ( E , s o )  . S e j a  dk a  s o l u ç ã o  d e s t e  
d k " D k b k )  

problema co r respondendo  ao nó j* r e f e r i d o  no a l g o r i t m o .  E n -  

t ã o ,  temos q u e :  

C ( E ~ , S ~ )  = Min c ( E . s o )  5 c(E k - 1  , s  ) p o i s  
d k € D k ( S k )  o  

- 
d E D  ( S  ) p e l a  h i p ó t e s e  ( 1 )  s o b r e  o  p r o c e s s o  de d e c i s õ e s  s e -  

k k k  

q u e n c i a i s .  Des ta  forma,  c o n c l u i  - s e  que:  

= c ( T , s o )  donde c ( E * , s o )  - < c ( ~ , s o ) .  C Q D .  

O teorema acima i n d i c a  que s e  pudermos s u p o r  que s e  os conjun  - 
t o s  de d e c i s õ e s  admiss7v ies  s ã o  i d ê n t i c o s  p a r a  todos  os  e s t a -  

dos v i á v e i s  em u m  de te rminado  e s t á g i o ,  e n t ã o  cada nova d e c i -  

s ã o  na nova e s t r a t é g i a  deve ,  no minimo, r e p e t i r  a  d e c i s ã o  c o r  - 

r e sponden te  na e s t r a t é g i a  a n t e r i o r .  Obse rve - se  que p a r a  o  

nosso  problema e s p e c i f i c o  q u e ,  pa ra  a  v e r i f i c a ç ã o  da h i p õ t e s e  

( I ) ,  devemos i n t r o d u z i r  uma e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  a s  d e c i s õ e s .  
- 

Desta forma duas d e c i s õ e s  d l  = (Ã1 , Y 1 )  E D k ( s k )  e  
- 

d2 = (E2, Y 2 )  E D k ( s k )  s ã o  e q u i v a l e n t e s  quando a p l i c a d à s  a  

p a r t i r  do e s t a d o  s k ,  s e  f ( s k , d l  , k )  = f ( s k , d 2 , k ) .  

Desta  m a n e i r a ,  tornamos e q u i v a l e n t e s  d e c i s õ e s  

q u e ,  a p e s a r  de conterem p r o j e t o s  s o b r e  a r c o s  a  . & A  d i f e r e n t e s ,  
J 

causam o  mesmo e f e i t o  quando a p l i c a d o s  ao e s t a d o  s k  p o i s  p a r a  



o s  a r c o s  a . Z i i l n Ã 2 ,  n ã o  h a v e r á  mudança  d e  n i v e l .  
J 

2 T e o r e m a  2  - S e j a m  E ' ,  E e t r ê s  e s t r a t é g i a s  o b t i d a s  uma a -  

p ó s  a  o u t r a  p e l o  a l g o r i  tmo ,  a p l i c a d o  a  u m  g r a f o  e s t a d o - e s t z g i  

o ,  q u a n d o  s e  u t i l i z a  a  h e u r i s t i c a  fi e x p r e s s a  a n t e r i o r m e n t e .  

N e s t a s  c o n d i ç õ e s ;  s e  E 1  = E 2  e n t ã o  E 1  = E 2  = E g  

D e m o n s t r a ç ã o :  B a s t a  o b s e r v a r  q u e  o s  p r o b l e m a s ,  r e s o l v i  d o s  no 

P a s s o  2 p a r a  a  o b t e n ç ã o  d o s  n ó s  q u e  compõem o s  c a m i n h o s  e q u i -  

v a l e n t e s  à s  e s t r a t é g i a s ,  s ã o  i d ê n t i c o s  n a  o b t e n ç ã o  d e  E 2  e E 3  

p o i s  a s  h e u r i s t i c a s  fi s ã o  i d e n t i c a s  nos  d o i s  c a s o s .  

A d e f i n i ç ã o  c o m p l e t a  d e  u m  m é t o d o  d e  s o l u ç ã o  pa  - 
r a  o  p r o b l e m a  d e  i n v e s t i m e n t o s  em uma r e d e  r o d o v i á r i a  d e p e n d e ,  

a i n d a ,  d a  e l a b o r a ç ã o  d e  u m  a l g o r i  tmo p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d o  s u b -  

p r o g r a m a  a  s e r  r e s o l v i d o  n a  e s c o l h a  d e  c a d a  d e c i s ã o  componen-  

t e  da  n o v a  e s t r a t é g i a  no  P a s s o  2  d o  a l g o r i t m o .  Este p r o b l e m a  

c o r r e s p o n d e ,  d e  c e r t a  f o r m a ,  a  um p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  a  c u r  

t o  p r a z o ,  já  q u e  d e s e j a - s e  e s c o l h e r  o s  p r o j e t o s  a  s e r e m  r e a l i -  

z a d o s  d u r a n t e  um e s t á g i o  n a  r e d e ,  m i n i r n i z a n d o  uma c e r t a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o .  D e s t a  m a n e i r a , . p o d e r i a m o s  t e n t a r  s u a  r e s o l u ç ã o  a t r a -  

v é s  d a  a d a p t a ç ã o  d a s  t é c n i c a s  d e s e n v o l v i d a s  no  C a p i t u l o  111 p a  

r a  o  p r o b l e m a  da  r e d e  Ó t i m a .  T o d a v i a ,  v i s t o  q u e  p r e t e n d e m o s  

l i d a r  com r e d e s  d e  g r a n d e  p o r t e ,  e o  s u b p r o b l e m a  d e v e  s e r  r e -  

s o l v i d o  v á r i a s  v e z e s ,  t e r e m o s  d e  u t i  1  i z a r  u m  m é t o d o  h e u r í s t i c o  

d e  e n u m e r a ç ã o  c o m p u t a c i  o n a l m e n t e  m u i  t o  s imp l  e s  , o n d e  a p e n a s  u -  

ma b o a  s o l u ç ã o  s e r ã  a p r e s e n t a d a  p a r a  c a d a  r e s o l u ç ã o  do s u b p r o -  

b l e m a .  



O método toma como p r e m i s s a s  b á s i c a s  no s e u  de - 
senvo lv imen to  a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r i s t i c a s :  

i )  O método c o n s i d e r a  a  i n t e r d e p e n d ê n c i a  dos 

p r o j e t o s  na a v a l i a ç ã o  de uma m e l h o r i a  na r e d e .  

i i )  Rapidez na ob tenção  da s o l u ç ã o  e  o  pouco gas 

t o  de memória no p rocesso  de enumeração.  Desta  forma,  quando 

s e  p e r c o r r e  a  á r v o r e  de s o l u ç õ e s  do problema,  a p l i c a - s e  uma - o  

pe ração  Branch e  e s c o l h e - s e  em s e g u i d a  o  s u c e s s o r  mais promis - 
s o r ,  não s e  armazenendo o u t r a s  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s  pa ra  uma pos - 
s 7 v e l  ope ração  B a c k t r a c k .  

i i i )  A á r v o r e  de s o l u ç õ e s  deve t e r  como r a i z  um 

nó r e p r e s e n t a n d o  a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da r e d e .  A p a r t i  r des  - 
t e  nó a  o p e r a ç ã o  Branch deve a c r e s c e n t a r  novos nós ,  p o i s  a  ava - 

l i a ç ã o  de modi f i cações  d e s t e  t i p o  pode s e r  computada mais f a -  

c i l m e n t e  como demonstramos no Apêndice A ,  com a  a p r e s e n t a ç ã o  

de u m  a l g o r i  tmo p a r a  e s t e  f im .  

Consideremos a  e s c o l h a  de uma nova d e c i s ã o  pa- 

r a  o  e s t á g i o  k d u r a n t e  a  execução  do Passo 2 do a l g o r i t m o  pa- 
k k r a  uma de te rminada  i  t e r a ç á o .  S e j a  s k  = ( y l , .  . . , , y m )  O e s t a d o  

a  p a r t i r  do qua l  uma nova d e c i s ã o  d k  = (Ã, Y) s e r á  e s c o l h i d a ,  
- 

e  s e j a  E* = ( d ; , . . . , d c - l )  com df I = ( T I ,  Y ? )  a  e s t r a t é g i a  i n i -  

c i a l  u t i l i z a d a  p a r a  o  c á l c u l o  da h e u r i s t i c a  6 .  Podemos e x p r e s  - 
s a r  o  problema de e s c o l h a  da nova d e c i s ã o ,  formulando-o  como 

um problema de r e d e  Ótima, com a l g u n s  pontos  c o i n c i d e n t e s  com 

a  formulação  a p r e s e n t a d a  no CapTtulo 111 d e s t e  t r a b a l h o .  De- 

s e j a - s e  o b t e r  um c o n j u n t o  de m o d i f i c a ç õ e s  a  serem implementa-  

das  na r ede  d u r a n t e  o  p e r i o d o  k ,  de modo a  min imiza r  os c u s t o s  



t o t a i s  d e  o p e r a ç ã o  e  i n v e s t i m e n t o  na  r e d e  a t é  o  Ú l t i m o  p e r y o -  

d o  do  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  As c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  u -  

t i  l i z a d a s  no  c á l c u l o  d o s  c u s t o s  p a r a  o s  p e r y o d o s  p o s t e r i o r e s  

a  k + l  s ã o  o b t i d a s  a  p a r t i r  d a  a p l i c a ç ã o  s u c e s s i v a  d a s  d e c i s õ e s  

c o m p o n e n t e s  d a  e s t r a t é g i a  E * .  D e s t a  mane i  r a , a  f o r m u l a ç ã o  q u e  

d e s e n v o l v e m o s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e v e  c o n t e r  um c o n j u n t o  r e s t r i -  

ç õ e s  p a r a  a  r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  em c a d a  p e r í o d o ,  u t i l i z a n d o  

a s  c o n f i g u r a ç õ e s  m e n c i o n a d a s  a c i m a  ' e  a  m a t r i z e s  d e  v i a g e n s  p r e  - 

v i s t a s  p a r a  c a d a  p e r i o d o .  A f u n ç ã o  o b j e t i v o  d e v e  i n c l u i  r a p e -  

n a s  o s  c u s t o s  a  p a r t i r  d o  p e r í o d o  k + l ,  f a z e n d o  F ( d k ) = c ( i  , j ) + f i ( j ) ,  

o n d e  i = ( s k , k )  e j = ( f ( s k , d k , k ) , k + l ) ,  j á  q u e  o  c u s t o  t o t a l  a t é  o  

p e r i o d o  n ã o  s e r á  a l t e r a d o  com uma n o v a  d e c i s ã o .  

O p r o b l e m a  d e  e s c o l h a  d e  uma n o v a  d e c i s ã o  p o d e  

s e r  a p r e s e n t a d o  da  s e g u i n t e  f o r m a :  

M i  n  F =  F m ( y m ,  x m )  o n d e  F m ( y m , x m )  6 o  c u s t o  

Y,Ã m=k+l 
t o t a l  n o  p e r i o d o -  m .  

s u j e i t o  à : i )  R e s t r i ç õ e s  d a  r e d e  d e  t r a n s p o r t e s  p a r a  c a d a  p e -  

r í o d o ,  com m a t r i z e s  OjD c o n s t a n t e s .  

H ~ ( Y ~ , x ~ )  = O p a r a  m = k + l  ,.. . , h .  

xm > O - 



A á r v o r e  de s o l u ç õ e s  u t i l i z a d a  p e l o  a l g o r i t m o  é 

c o n s t r u i d a  de m a n e i r a  que a  c a d a  nó z ,  e s t á  a s s o c i a d o  u m  con - 
j u n t o  de a r c o s  Ã ( z )  A ,  que  i ndi 'ca  o s  a r c o s  m o d i f i c a d o s  em r e -  

o  o  l a ç ã o  à c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  s  = ( y ,  ,. . ., y , ) ,  e  um v e t o r  k 
7 

Y ( z )  = { Y 1 ( z ) ,  . . ., y ( z ) } ,  e x p r e s s a n d o  o  n i v e l  da c o n f i g u r a ç ã o  m 
de cada  a r c o  a i a Ã ( z )  apõs  a s  m o d i f i c a ç õ e s .  D e s t e  modo, pode-  

mos r e l a c i o n a r  a  c ada  nó z  u m  s u b c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  do p r o -  

b l ema ,  S ( z )  = { (Ã ,  Y) I. Ã Ã ( z )  e  Ti > Y i ( z )  s e  a i  E Ã ( z )  . 
s e  ? i  ti 

O nó zo  r a i z  da á r v o r e  de s o l u ç õ e s  é d e f i n i d o  p e l a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  da r e d e  i n i c i a l  com Ã ( z o )  = @ .  Os s u c e s s o r e s  de u m  d e t e r -  

minado nó z* s ã o  g e r a d o s  com a  e l e v a ç ã o  do n i v e l  da c o n f i g u r a -  
- 

ção  de u m  a r c o  em r e l a ç ã o  a o  p a r  ( A ( z * ) ,  Y ( z * ) ) .  A o b t e n ç ã o  

de u m  s u c e s s o r  c o n s i s t e  em e s c o l h e r  u m  c e r t o  a r c o  a i ,  e  e l e v a r  

o  n i v e l  d e s t e  a r c o  p a r a  um novo n i v e l  y .  O c o n j u n t o  de s u c e s -  

s o r e s  ( z * )  f i c a  d e f i n i d o  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

D e f i n i ç ã o  - U m  nó z  é um s u c e s s o r  de z*,  i . e . ,  Z E  ( z * )  s e  s ã o  

s a t i s f e i t a s  a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :  

i )  E x i s t e  um a r c o  a i ~ A  que  pode s e r  e l e v a d o  p a r a  
/ 

o  n?vel  y  de modo que 

s e  a i e Ã ( z * )  



E X P E R I Ê N C I A  COMPUTACIONAL - CONCLUSÕES 

5 . 1 .  I n t r o d u ç ã o  

A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r ,  a  d e s c r i ç ã o  d a  i m p l a n t a -  

ç ã o  em c o m p u t a d o r  d o  m é t o d o  p r o p o s t o  no  C a p i t u l o  IV p a r a  a  r e -  

s o l u ç ã o  de  p r o b l e m a s  d e  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  r o d o v i ~ r i a s .  A1 - 

gumas s i m p l i f i c a ç õ e s  f o r a m  i m p o s t a s  a o  a l g o r i t m o  p a r a  a  s u a  c o  - 

d i f i c a ç ã o ,  r e s u l t a d o  d e  l i m i t a ç õ e s  d o s  r e c u r s o s  d e  m á q u i n a  e 

d e  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  o  p r o b l e m a  p r á t i c o  n ã o  i n c l u i -  

d a s  na  f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a .  

Duas f a s e s  d i s t i n t a s  compõem a  c o d i f i c a ç ã o  d o  

a l g o r i  tmo .  U m  p r i m e i r o  p r o g r a m a  o b t é m  uma e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  

a p r o v e i  t a n d o  a l g u m a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  p a r t i c u l a r e s  d o  m é t o d o  

q u a n d o  a  h e u r í s t i c a  6 é c o n s t r u i d a  a  p a r t i r  d e  uma e s t r a t é g i a  

n u l a ,  i . e . ,  s u a s  d e c i s õ e s  c o m p o n e n t e s  c o n s i s t e m  em n ã o  m o d i f i  - 

c a r  nenhum a r c o .  N e s t a  s i t u a ç ã o ,  a  a v a l i a ç ã o  d e  c a d a  c o n f i g u -  

r a ç ã o  d a  r e d e ,  d u r a n t e  a  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d a  r e d e  Ó t i m a  

p a r a  um d e t e r m i n a d o  p e r i o d o ,  s u p õ e  q u e  a  c o n f i g u r a ç ã o  t e s t a d a  

p e r m a n e c e  i n a l t e r a d a  a t é  o  Ú l t i m o  p e r i o d o  do  h o r i z o n t e  d e  p l a -  

n e j a m e n t o ;  p o s s i b i  1 i  t a n d o  uma c o d i f i c a ç ã o  b a s t a n t e  s i m p l e s  d o  

a l g o r i t m o .  A o p e r a ç ã o  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  é ,  e n t ã o ,  s i m u l -  

t â n e a  p a r a  t o d o s  o s  p e r í o d o s ,  j á  q u e  o s  c a m i n h o s  mTnimos n ã o  



s e  a l t e r a m .  O s e g u n d o  p r o g r a m a  p o s s i b i l i t a  a o b t e n ç ã o  d e  no -  

v a s  e s t r a t g g i a s  a  p a r t i r  d e  uma e s t r a t é g i a  i n i c i a l  q u a l q u e r ,  

q u e  s e r á ,  p r e f e r i v e l m e n t e ,  a  e s t r a t é g i a  o b t i d a  como r e s u l t a d o  

d a  e x e c u ç ã o  d o  p r i m e i r o  p r o g r a m a .  E s t e  s e g u n d o  p r o g r a m a  e x i -  

g e  m a i s  r e c u r s o s  d e  m á q u i n a ,  p o i s  a  h e u r í s t i c a  h é c o n s t r u T d a  

a  p a r t i r  d e  uma e s t r a t é g i a  g e r a l ,  n e c e s s i t a n d o  d e  u m  p r o c e s s o  

b a s t a n t e  e l a b o r a d o  p a r a  a  a v a l i a ç ã o  d e  c a d a  c o n f i g u r a ç ã o ,  j á  

q u e  a  c a d a  o p e r a ç ã o  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  s e r á  p r e c i s o  c o n h e  - 
ter o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  p a r a  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  d e  

c a d a  p e r i o d o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  

Os p r o g r a m a s  o f e r e c e m  como s a ? d a s  a s  c a r a c t e -  

r í s t i c a s  d e  c a d a  e s t r a t é g i a  o b t i d a ,  i n f o r m a n d o  a s  a 1  t e r a ç õ e s  

e f e t u a d a s  n o s  a r c o s  p a r a  c a d a  p e r í o d o  d o  p l a n o  d e  c o n s t r u ç õ e s ,  

d e  o n d e  podemos  c o n t r u i r  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  p a r a  c a d a  p e  - 

r í o d o .  U m  e x e m p l o  i l u s t r a t i v o  e s t á  i n c l u í d o  no  f i n a l  d e s t e  c a  - 

p í  t u 1  o  d e m o n s t r a n d o  a  u t i  1  i  z a ç ã o  d o s  p r o g r a m a s .  



5 . 2 .  - E s t r u t u r a  d o s  P r o g r a m a s  

Os d o i s  p r o g r a m a s  c o r r e s p o n d e n d o  às  d u a s  f a s e s  

d o  m é t o d o  d e  s o l u ç ã o  f o r a m  c o d i f i c a d o s  na  l i n g u a g e m  PL1-OS/370 .  

Ambos r e s u l  t a m ,  b a s i c a m e n t e ,  d o  mesmo p r o c e d i m e n t o ,  u t i  1  i  z a n -  

d o  f e r r a m e n t a s  c o m u n s .  T o d a v i a ,  n a  o b t e n ç ã o  d a  p r i m e i r a  e s t r a  - 

t é g i a  a l g u m a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  c o m p u t a c i o n a i s  s ã o  p o s s T v e i s ,  p o ~  

s i b i l i t a n d o  uma m e l h o r  p e r f o r m a n c e  d o  a l g o r i t m o .  A s s i m ,  o  p r i  - 
m e i r o  p r o g r a m a  u t i l i z a  memór i a  a u x i l i a r  a p e n a s  p a r a  o  a r m a z e n a  - 

mente d o s  d a d o s  d e  e n t r a d a  . e  r e s u l t a d o s .  O p r o c e d i m e n t o  p a r a  

a  o b t e n ç ã o  d e  n o v a s  e s t r a t é g i a s  e x i g e  q u e  o s  c a m i n h o s  e  c u s t o s  

m i n i m o s  p a r a  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  a  c a d a  p e r í o d o  s e j a m  a r -  

m a z e n a d o s  em a r q u i v o s  em d i s c o ,  q u e  s ã o  a c e s s a d o s  a  c a d a  a v a l i  - 
a ç ã o  d e  uma c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  n a  r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  de  

r e d e  Ó t i m a  p a r a  um d e t e r m i n a d o  p e r i o d o .  O c o n t e ú d o  d e s t e s  a r -  

q u i v o s  é a t u a l i z a d o  a  c a d a  m o d i f i c a ç ã o  d e  u m  a r c o .  Além d a s  

s i m p l i f i c a ç õ e s  no  a r m a z e n a m e n t o  d a s  i n f o r m a ç õ e s  u t i  l i  z a d a s  tem - 

p o r a r i a m e n t e  p e l o  p r o g r a m a s ,  a  p r i m e i r a  f a s e  p e r m i t e  a  o b t e n -  

ç ã o  d e  uma e s t r a t é g i a  em t e m p o s  bem m e n o r e s  d o  q u e  a  o b t e n ç ã o  

d a s  e s t r a t é g i a s  p o s t e r i o r e s .  A d e s c r i ç ã o  q u e  s e  s e g u e  d i z  res  - 

p e i t o ,  p r i m e i r a m e n t e  , a o s  d a d o s  u t i  1  i z a d o s  como e n t r a d a s  p a r a  
- 

o s  p r o g r a m a s ,  e ,  t ambém,  a  f o r m a  d e  a r m a z e n a m e n t o  e  m a n i p u l a -  

ç ã o  d e s t a s  i n f o r m a ç õ e s .  Ma i s  a d i a n t e  d e s c r e v e r e m o s  d e t a l h a d a -  

m e n t e  o  p r o c e d i m e n t o  d e  c a d a  p r o g r a m a ,  i n t r o d u z i n d o  a l g u n s  d e -  

t a l h e s  n ã o  e s c l a r e c i d o s  n a  f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a  d o  p r o b l e m a  e  

na  d e s c r i ç ã o  do  m é t o d o  d e  s o l u ç ã o .  



São  a s  s e g u i n t e s  a s  i n f o r m a ç õ e s  de e n t r a d a  f o r  - 
n e c i d a s  a o s  p r o g r a m a s .  I n d i c a - s e  a  f o rma  de m a n i p u l a ç ã o  e  a r  - 
mazenamento na mem6;ia: 

1 .  A e s t r u t u r a  da r e d e  é f o r n e c i d a  a t r a v é s  

dos  a r c o s  e x i s t e n t e s  e  p l a n e j a d o s .  0 s  nós e x t r e m i d a d e s  de u m  

a r c o  j e s t ã o  f o r n e c i d o s  p e l o  v e t o r  T R E C H O  ( j , * ) ,  com 

TRECHO(j,Z) > T R E C H O  ( j , l ) .  

2 .  A e x t e n s ã o  de c a d a  a r c o  i ,  em cada  u m  dos  

p o s s í v e i s  n i v e i s  de m e l h o r i a  j s ã o  f o r n e c i d o s  p e l o  v e t o r  

3 .  O v e t o r  NIVIN ( i )  i n d i c a  o  n i v e l  i ' n i c i a l  

de cada  a r c o  i ,  com f 
O s e  i não p e r t e n c e  à r e d e  i n i c i a l .  

N IVIN( i )  = 
1  s e  i p e r . t e n c e  à r e d e  i n i c i a l .  

4 .  Os n i v e i s  a d m i s s i v e i s  p a r a  c a d a  a r c o  i  s ã o  

i n d i c a d o s  p e l o  v e t o r  NIVADM(i ,*) . Onde 

NIVIDAM(i , k ) =  i 1 s e  o  n i v e l  k é p o s s í v e l .  

O s e  n ã o .  

S u p õ e - s e  a  e x i s t e n c i a  de a t é  3 n i v e i s  p a r a  c a d a  a r c o .  

5 .  O t r á f e g o  l o c a l  d i á r i o  p a r a  c a d a  a r c o  é 

f o r n e c i d o  p a r a  o  p r i m e i r o  e  p a r a  o  Ú l t imo  p e r i o d o  do h o r i z o n -  

t e  de  p l a n e j a m e n t o ,  de onde é o b t i d a  uma t a x a  de c r e s c i m e n t o  

l i n e a r ,  u t i l i z a d a  no c á l c u l o  do t r á f e g o  l o c a l  p a r a  c a d a  p e r i -  

odo .  P a r a  c a d a  a r c o  i TRLOC(i , i c , l )  i n d i c a  o  t r á f e g o  l o c a l  

no  pe r7odo  i n i c i a l  p a r a  a  c l a s s e  de u s u á r i o s  i c .  

TRLOC( i , i c , 2 )  i n d i c a  a  t a x a  de c r e s c i m e n t o  n a s  mesmas c o n d i -  



ções .  

6 .  O t r á f e g o  d i á r i o  de longa d i s t â n c i a  é f o r  - 
necido para apenas duas c l a s s e s  de u s u á r i o s ,  automóveis e  ca-  

minhões, desprezando-se a  c o n t r i b u i ç ã o  d o  t r á f e g o  de Ônibus. 

Para cada c l a s s e  de usuár ios  a  ma t r i z  Origem/Destino é fo rne -  

c i d a  para o  parimeiro e  para o  Ú1 timo período d o  h o r i z o n t e  de 

planejamento.  O v e t o r  MOD(i , j , k )  i n d i c a  a s  v iagens  e n t r e  as 

o r igens  i  e  j da s e g u i n t e  forma: 

f 
viagens  para o p r imei ro  per íodo 

i s e i  < j .  
M O D ( i  ,j,k) = 

viagens  para o Ú1 timo per íodo se  

Onde k=l  e  k = 2  r e fe rem-se ,  respec t ivamente ,  ao t r á f e g o  de a u -  

tomóveis e  caminhões. 

7 .  O cu s to  de viagem para cada u s u á r i o  a t r a -  

vés de um a r co  i ,  para o  nTvel k é fo rnec ido  a t r a v é s  do v e t o r :  

c u s t o  para  automõveis s e  j = 2 .  

CUSTO(i , j , k ) =  cu s to  para caminhões s e  j = 3 .  

cus to  para  Ônibus s e  j = 4 .  

8 .  Para e f e i t o  do c á l c u l o  dos caminhos myni- 

mos, u t i l i z a m - s e  os cus to s  fo rnec idos  pelo  v e t o r  CUSTO(i , l , j )  

para u m  arco i  n o  n ive l  j .  Es tes  cus tos  re fe rem-se  ao cus to  

de viagem p o r  automóveis,  e s ã o  u t i l i z a d o s  na a locação  de t r ã  - 
fego de todas as c l a s s e s  de u s u á r i o s .  



9 .  Os c u s t o s  d e  c o n s e r v a ç ã o  a n u a l  p a r a  c a d a  

a r c o  s ã o  d i v i d i d o s  em d u a s  p a r t e s .  O c u s t o  f i x o  a n u a l  p a r a  

um a r c o  i  no  n í v e l  k é e x p r e s s o  p e l o  v e t o r  CCONSF(i , k )  . O 

c u s t o  a n u a l  p a r a  c a d a  v i a g e m  d i á r i a  é f o r n e c i d o  p e l o  v e t o r  

CCONSV(i , k ) .  A p a r c e l a  v a r i á v e l  d o  c u s t o  d e  c o n s e r v a ç ã o  no  

a r c o  i  é c a l c u l a d a  m u l t i p l i c a n d o - s e  e s t e  v a l o r  p e l o  n ú m e r o  

t o t a l  d e  v i a g e n s  a t r a v é s  d o  a r c o .  

1 0 .  O c u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  p a r a  u m  a r c o  i no  

n i v e l  k é e x p r e s s o  p e l o  v e t o r  CUSTO l ( i  , k ) .  Este c u s t . 0  s e  

r e f e r e  ã e l e v a ç ã o  d o  n T v e l  d o  a r c o  d e s d e  o  n i v e l  i n i c i a l  a t é  

o  n í v e l  k ,  c o n s t i t u i n d o  o  Ú n i c o  t i p o  de  m e l h o r i a  p e r m i t i d o .  

1 1 .  Os c u s t o s  d o s  c a m i n h o s  m í n i m o s  1  i g a n d o  c a -  

d a  p a r  d e  n ó s  i e j ,  i < j ,  e s ' t ã o  a r m a z e n a d o s ,  d e  m a n e i r a  a  a -  

p r o v e i t a r  a  s i m e t r i a  d o  p r o b l e m a ,  no  v e t o r  C ( ( j - l ) . ( j - 2 ) / 2 + i ) .  

Os c a m i n h o s  m í n i m o s  podem s e r  o b t i d o s  u t i l i z a n  

d o - s e  o s  a p o n t a d o r e s  a r m a z e n a d o s  no  v e t o r  SUC(i  , j )  , q u e  i n d i -  

cam s e m p r e  o  p r ó x i m o  a r c o  n o  c a m i n h o  de  i p a r a  j 

1 2 .  O o r ç a m e n t o  p a r a  c a d a  p e r i o d o  é f o r n e c i d o  

p e l o  v e t o r  ORCA(k).  E s t e  v a l o r  l i m i t a  s u p e r i o r m e n t e  o  t o t a l  

d o s  c u s t o s  d e  c o n s t r u ç ã o  p a r a  a s  mel h o r i  a s  i m p l  e m e n t a d a s ,  no  

p e r í o d o  k .  

1 3 .  Os c u s t o s  d e  v i a g e m  e  d e  m a n u t e n ç ã o  c a l c u -  

l a d o s  d u r a n t e  um p e r í o d o  s ã o  r e f e r e n c i a d o s  a o  p r i m e i r o  p e r i o -  

d o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o ,  q u a n d o  s ã o  i n c l u y d o s  n a  f u n -  

ç ã o  o b j e t i v o .  A t a x a  d e  d e s c o n t o  p a r a  c a d a  p e r i o d o  k  é c a l c u  - 
l a d a  a  p a r t i r  d o  c u s t o  de  o p o r t u n i d a d e  d e  C a p i t a l ,  C O P ,  d a  s e  - 

g u i  n t e  m a n e i r a :  



O p r o c e d i m e n t o  e x e c u t a d o  p e l o  p r i m e i r o  p r o g r a m a  

e s t á  e s q u e m a t i z a d o  n a  F i g .  1 D e s c r e v e m o s  a b a i x o  a s  p a r t i c u l a r i -  

d a d e s  d e  c a d a  uma d a s  o p e r a ç õ e s  q u e  compõem o  p r o c e d i m e n t o , c o m  

i n d i c a ç õ e s  d o s  a l g o r i  tmos  e x p e c i a i s  u t i l i z a d o s  q u a n d o  f o r  o  c a  - 

S O .  
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Cálculos  para a  rede a l t e r a d a  

Avaliação da so lução  ob t ida  G 

Resultados w 
(Fim] 

F i g .  1 .  F l u x o g r a m a  d o  p r o g r a m a  d e  o b t e n ç ã o  d e  uma p r i m e i r a  e s t r a -  

t é g i a .  



1 .  C á l c u l o s  p a r a  a  r e d e  i n i c i a l  - P a r a  a  r e d e  i n i c i a l  s ã o  r e  - 
a l i z a d a s  a s  s e g u i n t e s  o p e r a ç õ e s :  

i )  C á l c u l o  d o s  c a m i n h o s  m i n i m o s :  

U t i l i z a n d o  o  a l g o r i t m o  d e  F l o y d ,  d e s c r i t o  n e s -  

t e  t r a b a l h o  no A p ê n d i c e  A d e d i c a d o  a o s  a l g o r i  t - 
mos d e  c a m i n h o s  m y n i m o s ,  s ã o  c a l c u l a d o s  o s  c a -  

m i n h o s  m a i s  c u r t o s  l i g a n d o  c a d a  p a r  d e  n ó s  d a  

r e d e .  Os c u s t o s  u t i l i z a d o s  p a r a  c a d a  a r c o  i 

e s t ã o  a r m a z e n a d o s  no  v e t o r  CUSTO(i , l  , k )  , o n d e  

k é o  n i v e l  do a r c o  n a  c o n f i g u r a ç ã o  c o n s i d e r a -  

d a .  E s t e s  c u s t o s  c o r r e s p o n d e m ,  n e s t e  t r a b a l h o ,  

a o s  c u s t o s  d e  v i a g e m  d o s  a u t o m ó v e i s ,  e  a s  v i a -  

g e n s  e n t r e  o s  p a r e s  O r i g e m / D e s t i n o  t o m a r ã o  e s -  

t e  c a m i n h o  o b t i d o  q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  c l a s s e  d e  

u s u á r i o s .  Os c u s t o s  min imos  e s t ã o  i n d i c a d o s  no 

v e t o r  C(* )  e  o s  a r c o s  c o m p o n e n t e s  d o s  c a m i n h o s  

e s t ã o  a r m a z e n a d o s  n o  v e t o r  S U C ( * , * ) .  

i i )  A l o c a ç ã o  d e  T r á f e g o :  

T r a t a - s e  d o  c á l c u l o  do  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n -  

c i a  em c a d a  a r c o ,  p a r a  a s  d u a s  c l a s s e s  d e  u s u á -  

r i o s  em q u e  é c o n s i d e r a d o  e s t e  t i p o  d e  t r á f e g o ,  

no p r i m e i r o  e  no  Ü l t i m o  p e r í o d o  do  h o r i z o n t e  de  

p l a n e j a m e n t o .  P a r a  c a d a  p a r  O r i g e m / D e s t i  no p e r  - 
c o r r e - s e ,  a r c o  a  a r c o ,  o  c a m i n h o  min imo  q u e  l i  - 
ga  o s  n ó s  a l o c a n d o - s e  a  c a d a  a r c o  o  t r á f e g o  a s -  

s o c i a d o  a  e s t e  p a r  O / D .  



Após a  o b t e n ç ã o  do  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  

p a r a  o  p r i m e i r o  e ú l t i m o  p e r í o d o  d o  h o r i z o n t e  

d e  p l a n e j a m e n t o ,  c a l c u l a - s e ,  p a r a  c a d a  a r c o , a  

t a x a  d e  c r e s c i m e n t o  1  i n e a r  d o  t r á f e g o  d e  l o n -  

g a  d i s t â n c i a .  Os r e s u l  t a d o s  e s t ã o  a r m a z e n a -  

d o s  no v e t o r  TRLDT(i , j  , k )  q u e  i n d i  c a  o  t r á f e -  

g o  n o  p r i m e i r o  p e r f o d o  s e  k = l ,  ou  a  t a x a  d e  

c r e s c i m e n t o  s e  k = 2 ,  p a r a  o  a r c o  i .  O t r á f e g o  

e  d e  a u t o m ó v e i s  s e  j = l  e de  c a m i n h õ e s  s e  j = 2 .  

O t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  d e  Ô n i b u s  f o i  s u  - 

p o s t o  i n e x i s t e n t e .  

i i i )  C á l c u l o  d o  c u s t o  t o t a l  d e  o p e r a ç ã o  da  r e d e :  

C a l c u l a - s e  o  c u s t o  t o t a l  de o p e r a ç ã o  d a  r e d e ,  

i . e ,  c u s t o s  d e  v i a g e m  e  c u s t o s  d e  m a n u t e n ç ã o ,  

d u r a n t e  t o d o  o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o ,  s u -  

p o n d o  a  r e d e  i n i c i a l  a l t e r a d a .  Como r e s u l t a -  

d o s ,  a p r e s e n t a m - s e  o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o  p a r a  t o  - 

d o  o  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o  a  p a r t i r  d o  p r i  - 

m e i r o  e  do  s e g u n d o  p e r 7 o d o .  E s t e  Ú l t i m o  v a l o r  

s e r á  u t i l i z a d o  na  c o m p a r a ç ã o  d e  c o n f i g u r a ç õ e s  

p r o p o s t a s  p a r a  a  r e d e  a  p a r t i r  d o  s e g u n d o  p e r T  - 

o d o .  

E s t e s  c u s t o s  t o t a i s  s ã o  c a l  c u l  a d o s  s u p o n d o - s e  

q u e ,  p a r a  c a d a  p e r T o d o ,  o s  t r á f e g o s  l o c a l  e d e  

l o n g a  d i s t â n c i a  p a r a  c a d a  a r c o  s ã o  c a l c u l a d o s  

a  p a r t i r  d o s  t r á f e g o s  no  p r i m e i r o  p e r T o d o  e d a  

t a x a  d e  c r e s c i m e n t o  o b t i d a s  n e s t a  o p e r a ç ã o .  Os 



c u s t o s  c a l c u l a d o s  p a r a  c a d a  p e r i o d o  s ã o  r e f e r e n c i a d o s  a o  p r i -  

m e i r o  p e r i o d o ,  u t i  l i z a n d o - s e  uma t a x a  d e  d e s c o n t o .  O b s e r v e -  

s e  q u e  o  v a l o r  o b t i d o  p a r a  o  c u s t o  t o t a l  a  p a r t i r  d o  p r i m e i r o  

p e r T o d o  c o r r e s p o n d e  a o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  

d e  i n v e s  t i m e n t o s  na r e d e  r o d o v i á r i a ,  q u a n d o  nenhuma m o d i f i c a -  

ç ã o  é i m p o s t a  ã r e d e .  O c u s t o  t o t a l  a  p a r t i r  d o  s e g u n d o  p e r í  - 
odo  e x p r e s s a  o  v a l o r  i n i c i a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do  p r o b l e m a  

d e  o b t e n ç ã o  d a  nova  d e c i s ã o  p a r a  o  p r i m e i r o  p e r í o d o ,  j ã  q u e  

a s  m o d i f i c a ç õ e s  na  r e d e  s ó  s ã o  c o n s i d e r a d a s  no  p e r í o d o  s e g u i  - n  

t e  à s  s u a s  i m p l e r n e n t a ç õ e s .  

2 - D e t e r m i n a ç ã o  d e  uma m e l h o r i a  p a r a  a  r e d e .  

Como s ó  s ã o  c o n s i d e r a d a s  v á l i d a s  a s  m o d i f i c a -  

ç õ e s  q u e  e n v o l v e m  a  e l e v a ç ã o  d o  n i v e l  d e  u m  a r c o  d o  n í v e l  i n i  - 
c i a l  p a r a  um d o s  p o s s i v e i s  n T v e i s  d e  m e l h o r i a ,  e x a m i n a m - s e  t o  - 

d o s  o s  n í v e i s  a d m i s s i v e i s  p a r a  c a d a  a r c o  a i n d a  n ã o  m o d i f i c a d o  

d u r a n t e  o  p r o c e d i m e n t o ,  d e s d e  q u e  o  c u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  d a  me - 
l h o r i a  e x a m i n a d a  n ã o  e s g o t e  o  o r ç a m e n t o  d i s p o n i v e l  p a r a  o  p e -  

r í o d o  c o n s i d e r a d o .  P a r a  c a d a  m o d i f i c a ç ã o  c a l c u l a - s e  o  novo 

c u s t o  t o t a l  d e  o p e r a ç ã o  d e s d e  o  p e r í o d o  s e g u i n t e  a o  c o n s i d e r a  - 

d o  na a t u a l  e s c o l h a  d e  uma n o v a  d e c i s ã o ,  a t é  o  ú l t i m o  p e r i o d o  

do  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o ,  A d i c i o n a - s e  a  e s t e  v a l o r , o  c u s  - 
t o  d e  c o n s t r u ç ã o  d a s  m e l h o r i a s  j á  r e a l i z a d a s  na r e d e  d u r a n t e  

e s t e  p e r í o d o ,  e  o  c u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  d a  m o d i f i c a ç ã o  o r a  e x a -  

m i n a d a .  E s c o l h e - s e  a p ó s  o  exame d e  t o d a s  a s  p o s s í v e i s  m o d i f i  - 

c a ç õ e s ,  a  m e l h o r i a  v i á v e l ,  i . e . ,  q u e  d i m i n u e  o  v a l o r  a n t e r i o r  

da f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  q u e  o f e r e c e  o  menor  c u s t o  t o t a l .  S e  n ã o  



f o r  e n c o n t r a d a  nenhuma m o d i f i c a ç ã o  a d m i s s y v e l  p a r a  a  r e d e  a  

n o v a  d e c i s ã o  p a r a  o  p e r i o d o  K f o i  e n c o n t r a d a .  O b s e r v e - s e  q u e  

n ã o  s ã o  c o n s i d e r a d a s ,  n e s t a  o p e r a ç ã o ,  a s  m e l h o r i a s  em q u e  o  

novo  c u s t o  d e  v i a g e m  p a r a  o  a r c o  e n v o l v i d o  i g u a l e  ou  e x c e d a  o  

c u s t o  d o  c a m i n h o  m i n i m o  l i g a n d o  o s  d o i s  n ó s  e x t r e m i d a d e s  d o  

a r c o .  

3 - A v a l i a ç ã o  d e  uma m e l h o r i a .  

D u r a n t e  a  e s c o l h a  d e  uma n o v a  m e l h o r i a  p a r a  a  
- 

r e d e ,  e n e c e s s á r i o  o  c á l c u l o  d o  n o v o  c u s t o  de  o p e r a ç ã o  d a  r e -  

d e  a p ó s  a  a d i ç ã o  ou  m o d i f i c a ç ã o  d e  um a r c o  na  r e d e .  As o p e r a  - 

ç õ e s  c o n t i d a s  n e s t e  p r o c e d i m e n t o  s ã o  a s  s e g u i n t e s :  

i )  C á l c u l o  d a s  a l t e r a ç õ e s  no  t r á f e g o .  

S e m p r e  q u e  uma m o d i f i c a ç ã o  n a  r e d e  r o d o v i á r i a  é 

t a l  q u e  o  c u s t o  d e  v i a g e m  p a r a  o  n o v o  a r c o  é me - 
n o r  q u e  o  c u s t o  d o  c a m i n h o  mynimo l i g a n d o  OS 

d o i s  n ó s  e x t r e m i d a d e s  d o  a r c o ,  a n t e s  d a  m o d i f i -  

ç ã o ,  p o d e - s e  u t i l i z a r  o  a l g o r i t m o  d e  a t u a l i z a -  

ç ã o  d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s ,  d e s c r i t o  n o  a p ê n -  

d i c e  A d e s t e  t r a b a l h o .  O o b j e t i v o  d e s t e  p r o c e -  

d imen  t o  é c o n h e c e r  t e m p o r a r i a m e n t e  a s  m o d i f i c a -  

ç õ e s  no  t r á f e g a  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  q,ue a t r a v e s -  

s a  c a d a  a r c o .  

A t r a v é s  d o  a l g o r i t m o  d e  a l t e r a ç ã o  d e  c a m i n h o s  

m í n i m o s  p o d e - s e  o b t e r  o s  p a r e s  Or ige rn IDes  t i n o  

e n t r e  o s  q u a i s  o  c a m i n h o  min imo  s e r ã  a l t e r a d o .  



Como a s  a1 t e r a ç õ e s  s ã o  t e m p o r á r i o s ,  d e s t i n a n d o - s e  a p e n a s  à a -  

v a l i a ç ã o  dos  c u s t o s  de uma m o d i f i c a ç ã o ,  não é p r e c i s o  a t u a l i -  

z a r  os  caminhos  minimos l i g a n d o  o u t r o s  p a r e s  de n ó s .  A c ada  

pa r  Or igem/Des t i no  c u j o  caminho minimo é a1 t e r a d o ,  a p l  i c a - s e  

u m  p r o c e d i m e n t o  que obtém a s  a l t e r a ç õ e s  no t r ã f e y o  de l o n g a  

d i s t â n c i a  no p e r í o d o  i n i c i a l  e  na t a x a  de c r e s c i m e n t o  p a r a  c a  - 

da a r c o  e n v o l v i d o  no d e s v i o  de  caminho.  As a1 t e r a ç õ e s  s ã o , p o  - 

rém, a p e n a s  t e m p o r á r i a s ,  p r e s e r v a n d o - s e  o  t r á f e g o  de l o n g a  

d i s t â n c i a  c a l c u l a d o  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  da  r e d e  a n t e r i o r  ã mo - 

d i f i c a ç ã o .  

i i )  C á l c u l o  da a l t e r a ç ã o  no c u s t o  de o p e r a ç ã o .  

A p a r t i r  do c á l c u l o  d a s  a l t e r a ç õ e s  no t r á f e g o  

de l o n g a  d i s t â n c i a  em a l g u n s  a r c o s ,  p o d e - s e  

c a l c u l a r  o  c u s t o  t o t a l  de  o p e r a ç ã o  p a r a  a  no- 

va a1 t e r n a t i  va p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  .Pa - 

r a  cada  a r c o  c u j o  t r á f e g o  de l o n g a  d i s t â n c i a  

f o i  e f e t i v a m e n t e  a1 t e r a d o ,  c a l c u l a m - s e  o s  cus  - 

t o s  de viagem e c o n s e r v a ç ã o  a n t e s  e  d e p o i s  da 

m o d i f i c a ç ã o ,  ob t e .ndo - se ,  a s s i m ,  a  c o n t r i b u i ç ã o  

de cada  a r c o  p a r a  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  os  c u s t o s  

t o t á i s  de o p e r a ç ã o  a n t e s  e  d e p o i s .  Obse rve -  

s e  que p a r a  o  a r c o  m o d i f i c a d o  a s  d i f e r e n ç a s  

de c u s t o s  s e  devem não a p e n a s  ã ' m o d i f i c a ç ã o  no 

t r á f e g o  mas também à s  mudanças nos c u s t o s  do 

a r c o  d e v i d o  ã m o d i f i c a ç ã o  de n r v e l  . Aqui tam- 

bém o s  c u s t o s  s ã o  c a l c u l a d o s  p a r a  c a d a  p e r í o -  

do apÕs o  p e r i o d o  K ,  p a r a  o  q u a l  p r o c u r a - s e  - u 

ma nova d e c i s ã o ,  a t é  o  Ú l t imo  p e r í o d o  do h o r i  - 



z o n t e  de p l a n e j a m e n t o .  O c u s t o  t o t a l  é ,  também, o b t i d o  com a  

soma dos v a l o r e s  r e f e r e n c i a d o s  ao  p r i m e i r o  p e r i o d o  a t r a v é s  de 

uma t a x a  de d e s c o n t o .  

4 .  C á l c u l o s  p a r a  r e d e  me lhorada .  

Após a  e s c o l h a  de uma m e l h o r i a  p a r a  a  r e d e ,  de-  

v e - s e  a l t e r a r  a  c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e ,  a t u a l i z a n d o - s e  o  n i v e l  

do a r c o  modi f i cado  do modo i n d i c a d o  p e l a  m e l h o r i a  e s c o l h i d a .  

E m  s e g u i d a ,  a t u a l i z a - s e  o  orçamento  d i s p o n i v e l  p a r a  o  p e r i o d o  

K ,  de scon tando-se  o  c u s t o  de c o n s t r u ç ã o  da m e l h o r i a .  A s e g u i r ,  

a1 t e r a m - s e ,  d e f i n i t i v a m e n t e ,  o  t r á f e g o  de longa d i s t â n c i a ,  os 

c u s t o s  e  os caminhos minimos da s e g u i n t e  forma:  

i )  A1 t e r a ç ã o  na a l o c a ç ã o  de t r á f e g o  e  c u s t o s  de 

o p e r a ç ã o .  

U t i l i z a n d o - s e  o  mesmo p r o c e s s o  u t i l i z a d o  na ava - 

l i a ç ã o  de uma m e l h o r i a .  Calculam-se  as  d i f e r e n  

ç a s  no t r á f e g o  de longa  d i s t â n c i a  e  nos c u s t o s  

t o t a i s  de viagem e  c o n s e r v a ç ã o .  A s e g u i r ,  a l t e  - 

r a - s e ,  d e f i n i t i v a m e n t e ,  o  t r á f e g o  de l o n g a  d i s -  

t â n c i a ,  e  c a l c u l a - s e  o  c u s t o  da s o l u ç ã o  o b t i d a  

a t é  e s t e  momento, e x p r e s s o  p e l o s  novos c u s t o s  

de o p e r a ç ã o ,  somados aos  c u s t o s  de c o n s t r u ç ã o  

das  m e l h o r i a s  j á  s e l e c i o n a d a s .  

i i )  A t u a l i z a ç ã o  dos caminhos m7nimos da r e d e .  

Após a  m o d i f i c a ç ã o  d e f i n i  t i  va da c o n f i g u r a ç ã o  



d a  r e d e ,  ê n e c e s s á r i o  a t u a l i z a r  o  c a m i n h o  mynimo e n t r e  t o d o s  

o s  p a r e s  d e  n ó s  d a  r e d e .  D e s t a  m a n e i r a ,  n a  p r ó x i m a  e s c o l h a  

d e  uma r n o d i f i c a ç ã o ,  s e r 6  p o s s T v e 1  e x a m i n a r  a s  m u d a n ç a s  d e  t r á  - 

f e g o  p a r a  c a d a  a l t e r n a t i v a .  O a l g o r i t m o  u t i l i z a d o  é o  a l g o -  

r i t m o  d e s c r i t o  no a p ê n d i c e  A p a r a  a  m o d i f i c a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  

m a i s  c u r t o s .  Os v e t o r e s  C e SUC no f i n a l  d o  p r o c e d i m e n t o  p a s -  

sam a  i n d i c a r ,  r e s p e c t i v a m e n t e  o s  n o v o s  c u s t o s  m i n i m o s  e  o s  no - 
v o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s .  

5 .  A v a l i a ç ã o  d a  s o l u ç ã o  o b t i d a  p a r a  um p e r i o d o .  

Ao f i n a l  d a  o b t e n ç ã o  d e  um c o n j u n t o  d e  m e l h o r i -  
- 

a s  na r e d e  p a r a  um p e r i o d o ,  e  n e c e s s á r i o  c a l c u l a r  o s  c u s t o s  t o  - 
t a i s  d e  v i a g e m  e  d e  c o n s e r v a ç ã o  a  p a r t i r  d o  p e r i o d o  s e g u i n t e  

a o  prÕximo a  s e r  c o n s i d e r a d o ,  a t é  o  Ú l t i m o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a  - 

n e j a m e n t o .  E s t e s  v a l o r e s  s e r ã o  u t i l i z a d o s  n a  a v a l i a ç ã o  d a s  me - 
l h o r i a s  a  serem p r o p o s t a s  p a r a  o  p e r i o d o  s e g u i n t e ,  c o r r e s p o n -  

d e n d o  a o  v a l o r  i n i c i a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  d e  o b t e n  - 
ç ã o  d e  uma n o v a  d e c i s ã o  p a r a  o  p e r í o d o  K+1. 

Após a  o b t e n ç ã o  d e  uma e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  q u e  

p o d e  s e r  a q u e l a  o b t i d a  pe ' lo  p r i m e i r o  p r o g r a m a  ou q u a l q u e r  uma 

c o n s i d e r a d a  c o n v e n i e n t e ,  é p o s s i v e l  o b t e r  n o v a s  e s t r a t é g i a s  

com a  e x e c u ç ã o  d o  p r o c e d i m e n t o  e s q u e m a t i z a d o  n a  F i g . 2 .  Este  

p r o c e d i m e n t o ,  n a  r e a l  i d a d e ,  n ã o  d i f e r e  f u n d a m e n t a l m e n t e  d a q u e  - 
l e  q u e  d e f i n e  o  p r o g r a m a  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d a  p r i m e i r a  e s t r a t é -  

g i a .  Com e f e i t o ,  podemos  o b t e r  o s  mesmos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  

p e l o  p r i m e i r o  p r o g r a m a  s e  u t i l i z a m o s  o  p r o c e d i m e n t o  d e s c r i  t o  



[ Le i tu ra  da 1: e s t r a t é g i a  e c á l -  
I c u l o s  para a r ede  i n i c i a l  -- 

Avaliação de uma e s t r a t é g i a  e 

a t u a l i z a ç ã o  das  configurações 

L f u t u r a s  
- - Arquivo 

, 

Determinação de uma Avaliação de contendo a 
I 

melhoria  para a rede uma melhoria  conf iguração  

I da rede em 
Cálculos  para a rede  a1 t e r a d a  

cada perTodo 

para  o per iodo K 

I Resultados 

(Fim) 
F i g . 2 .  F l u x o g r a m a  d o  p r o g r a m a  d e  o b t e n ç ã o  d e  n o v a s  e s t r a t é g i a s .  



a  s e g u i  r ,  a  p a r t  i r  d a  mesma e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  q u e  c o n s i s t e  

em n ã o  f a z e r  nenhuma m e l h o r i a  n a  r e d e  em q u a l q u e r  p e r i o d o .  Os 

d o i s  p r o c e d i m e n t o s  s e  d i s t i n g u e m  na m e d i d a  em q u e  o  s e g u n d o  

pode  a v a l i a r  o s  c u s t o s  de  o p e r a ç ã o  d a  r e d e  f a z e n d o  d i f e r e n t e s  

s u p o s i ç õ e s  s o b r e  a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  n o s  p e r i o d o s  f u t u r o s .  

E s t a s  s u p o s i ç õ e s  s ã o  e x p r e s s a s  p e l a  e s t r a t é g i a  i n i c i a l  f o r n e -  

c i d a  a o  p r o g r a m a ,  u t i l i z a d a  n a  c o n s t r u ç ã o  d a  h e u r 7 s t i c a  h. 

D e s c r e v e m o s  a b a i x o  a s  o p e r a ç õ e s  q u e  compõem o  

p r o g r a m a  d e  o b t e n ~ ã o  d e  n o v a s  e s t r a t é g i a s .  R e f e r i m o - n o s  ã d e s  - 
c r i ç ã o  d o  p r i m e i r o  p r o g r a m a  s e m p r e  q u e  h o u v e r  c o i n c i d ê n c i a s  e n  - 

t r e  o p e r a ç õ e s  d o s  d o i s  p r o c e d i m e n t o s .  O f l u x o g r a m a  e s t á  e s q u e  - 
m a t i z a d o  d e  m a n e i r a  q u e  c a d a  n o v a  e s t r a t é g i a  o b t i d a  d u r a n t e  a  

e x e c u ç ã o  s e r v e  d e  p a r t i d a  p a r a  o u t r a  e s t r a t é g i a  a t é  q u e  h a j a  

r e p e t i ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o ,  o  q u e  i m p l i c a  n a  p a r a d a  d o  p r o g r a m a .  

O u t r a s  r e g r a s  d e  p a r a d a  podem s e r  i m a g i n a d a s  como,  p o r  e x e m p l o ,  

a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  n ã o  d e c r e s c e r  d e  um c e r t o  v a l o r  c o m p a r a n d o  

d u a s  s o l  u ç õ e s  s u c e s s i v a s ~ .  



1 .  L e i t u r a  d a  e s t r a t e g i a  i n i c i a l  e c ã l c u l o s  p a r a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  i n i c i a l  d a  r e d e .  

O p r o g r a m a  o b t é m  d o  a r q u i v o  d e  e n t r a d a  i n f o r m a  - 

ç õ e s  q u e  d e t e r m i n a m ,  p a r a  c a d a  a r c o  m e l h o r a n d o  p e l a  e s t r a t é g i  - 

a  i n i c i a l ,  o  p e r i o d o  d e  c a d a  a l t e r a ç ã o  e  o  n ? v e l  a p ó s  a  m e l h o  - 

r i a .  A s e g u i r ,  d e  m a n e i r a  a n á l o g a  a o  p r i m e i r o  p r o g r a m a ,  e x e -  

c u t a m - s e  a s  o p e r a ç õ e s  a b a i x o  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  da 

r e d e .  

i )  C ã l c u l o  d o s  c a m i n h o s  m i n i m o s .  

i i )  A l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o .  

As c a r a c t e r i s t i  c a s  d a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  d a  

r e d e  - n ? v e l  d o s  a r c o s ,  c a m i n h o s  m i n i m o s  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s  - 

t â n c i a  - s ã o  a r m a z e n a d o s  em um a r q u i v o  t e m p o r á r i o .  



2 .  A v a l i a ç ã o  d e  uma e s t r a t é g i a  e a t u a l i z a ç ã o  d a s  c o n f i g u r a -  

ç õ e s  f u t u r a s ;  

O a l g o r i t m o ,  a  p a r t i r  d e  uma e s t r a t é q i a  i n i c i -  

a l ,  c o n s t r ó i  uma n o v a ,  e s c o l h e n d o  um n o v o  c o n j u n t o  d e  m e l h o r i  - 
a s  p a r a  c a d a  p e r 7 o d o  do  p l a n o  d e  c o n s t r u ç õ e s .  No i n i c i o  d o  

p r o c e s s o  d e  d e c i s ã o  d o  n o v o  c o n j u n t o  d e  m e l h o r i a s  d e  u m  p e r i o  - 

d o ,  a v a l i a - s e  o  c u s t o  t o t a l  d a  r e d e  d e s d e  o  p e r i o d o  s e g u i n t e  

a o  c o n s i d e r a d o  p a r a  a s  m e l h o r i a s ,  a t é  o  Ú l t i m o  p e r i o d o  d o  ho -  

r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o ,  s u p o n d o  q u e :  

a )  D u r a n t e  o  p e r i o d o  c o n s i d e r a d o  p a r a  a  n o v a  

d e c i s ã o ,  nenhuma m e l h o r i a  f o i  r e a l i z a d a .  A 

c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  no f i n a l  d e s t e  p e r í o d o  
- 
e ,  e n t ã o ,  a  mesma d o  f i n a l  d o  ÚI t i m o  p e r í o -  

d o  a t é  o n d e  j á  f o r a m  o b t i d a s  a s  d e c i s õ e s  

c o m p o n e n t e s  d a  n o v a  e s t r a t é g i a  . 
b )  P a r a  o s  p e r i o d o s  p o s t e r i o r e s ,  s u p õ e - s e  q u e  

o s  c o n j u n t o s  d e  m e l h o r i a s  s ã o  o s  i n d i c a d o s  

p e l a  e s t r a t é g i a  i n i c i a l .  A c o n f i g u r a ç ã o  d a  

r e d e  no f i n a l  d e  c a d a  um d e s t e s  p e r % o d o s  e 

o b t i d a  i t e r a t i v a m e n t e  com a  a p l i c a ç ã o  d a  d e  

c i s ã o  c o m p o n e n t e  da  e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  c o r  - 
- 

r e s p o n d e n t e  a  e s t e  p e r i o d o ,  a  c o n f i g u r a ç ã o  

n o  f i n a l  d o  p e r i o d o  a n t e r i o r .  

As s e g u i n t e s  o p e r a ç õ e s  devem s e r  r e a l  i z a d a s :  



'i] L e i t u r a  d a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  e c á l c u l o  

d o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o .  

A c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i  a 1  m e n c i o n a d a  a c i m a  c o r -  

r e s p o n d e  à q u e l a  r e s u l t a n t e  d a  a p l i c a ç ã o  d a s  

d e c i s õ e s  j á  o b t i d a s  da  nova  e s t r a t é g i a  a t é  o  

p e r i o d o  a n t e r i o r  a o  p e r i o d o  K em q u e s t ã o .  Os 

c a m i n h o s  m i n i m o s ,  o s  , n i v e i s  d e  c a d a  a r c o  e o  

t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a ,  p a r a  e s t a  c o n f i g u -  

r a ç ã o ,  s ã o  l i d o s  do  a r q u i v o  t e m p o r á r i o .  Os a r  - 

tos e n v o l v i d o s  n a s  d e c i s õ e s  c o m p o n e n t e s  d a  e s -  

t r a t ê g i a  i n i  c i  a 1  , e x c e t o  o s  i  n c l  u y d o s  na  p o r -  

ç ã o  j á  d e c i d i d a  d a  n o v a  e s t r a t é g i a ,  e s t ã o  t o -  

d o s  d i s p o n i v e i s  p a r a  m e l h o r i a s .  Os c u s t o s  d e  

o p e r a ç ã o ,  d u r a n t e  o  p e r i o d o  K+1, p a r a  e s t a  c o n  - 

f i g u r a ç ã o  i n i  c i  a 1  d a  r e d e ,  s ã o  c a l  c u l  a d o s  

i i )  C o n s t r u ç ã o  e c ã l c u l o s  p a r a  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  

f u t u r a s .  

A p a r t i r  d a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  r e f e r i d a  a c i -  

ma, s ã o  a p l i c a d a s  a s  m e l h o r i a s  i n d i c a d a s  p e l a  

e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  o b t e n d o - s e  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  

v á l i d a s  a o  f i n a l  d e  c a d a  um d o s  p e r i o d o s  f u t u -  

r o s ,  c o m p o n e n t e s  d o  p l a n o  d e  c o n s t r u ç õ e s .  As 

s e g u i n t e s  o p e r a ç õ e s  s ã o  a p l i c a d a s  a  c a d a  uma 

d e s t a s  c o n f i g u r a ç õ e s  : 

a )  C á l c u l o  d o s  c a m i n h o  m i n i m o s .  

b )  A l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o  

c )  C á l c u l o  d o  C u s t o s  o p e r a c i o n a i s  

Uti 1  i z a n d o - s e  a  c o n f i g u r a ç ã o  o b t i d a  p a r a  o  



f i  na1  d e  c a d a  p e r ? o d o ,  c a l  c u l a m - s e  os. c u s t o s  o p e r a c i  o n a i  s d u -  

r a n t e  o  p e r 7 o d o  s e g u i n t e  a  c a d a  um d e l e s ,  e x c e t o  o  Ú l t i m o  p e -  

r i o d o  do  p l a n o  d e  c o n s t r u ç ã o  em q u e  a  c o n f i g u r a ç ã o  r e s u l t a n t e  

é u t i l i z a d a  p a r a  o  c á l c u l o  d o s  c u s t o s  o p e r a c i o n a i s  d u r a n t e  t o  - 

d o s  o s  p e r í o d o s  p o s t e r i o r e s ,  a t e  o  ú l t i m o  d o  h o r i z o n t e  d e  p l a  - 

n e  jamen t o .  

i i i )  A v a l i a ç ã o  d o  c u s t o  t o t a l  d a  e s t r a t é g i a .  

S o m a n d o - s e  o s  c u s t o s  o p e r a c i o n a i  s d u r a n t e  

t o d o s  o s  p e r i o d o s  q u e  s e g u e m  a  p e r T o d o  k p a r a  

o  q u a l  s e  e s c o l h e  o  n o v o  c o n j u n t o  d e  m e l h o r i -  

a s ,  e  a d i c i o n a n d o - s e  a  e s t e  t o t a l  o  c u s t o  d e  

c o n s t r u ç ã o  d a s  m e l h o r i a s  n a s  c o n f i g u r a ç õ e s  f u -  

t u r a s  r e s u l t a n t e s  d a  p r i m e i  r a  e s t r a t é g i a ,  o b -  

tém-se o  v a l o r  i n i c i a l  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do  

p r o b l e m a  d e  e s c o l h a  d a  n o v a  d e c i s ã o  p a r a  o  p e -  

r í o d o  k .  



3. D e t e r m i n a ç ã o  d e  uma m e l h o r i a  n a  r e d e .  

P r o c e d e - s e  d e  m a n e i r a  a n á l o g a  a o  p r i m e i r o  p r o  - 
g r a m a .  S e r ã o  e x a m i n a d o s  t o d o s  o s  a r c o s  a i n d a  n ã o  m e l h o r a d o s  

p e l a  n o v a  e s t r a t ê g i a  n o s  p e r r o d o s  a n t e r i  o r e s .  E s t ã o ,  p o r t a n  

t o ,  i n c l u i d o s  n o s  a r c o s  p a s s i v e i s  d e  m e l h o r i a  o s  a r c o s  e n v o l  - 

v i d o s  n a s  d e c i s õ e s  d a  a n t i g a  e s t r a t é g i a .  P a r a  c a d a  p o s s i v e l  

m e l h o r i a ,  o  c u s t o  d e  a v a l i a ç ã o  i n c l u e  o s  c u s t o s  d e  c o n s t r u -  

ç ã o  d a s  mel h o r i a s  s u p o s t a s  p a r a  o s  p e r l o d o s  p o s t e r i o r e s  a  

p a r t i r  d a  e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  o s  c u s t o s  d e  c o n s t r u ç ã o  d a s  me - 
l h o r i a s  j á  i n c l u i d a s  na n o v a  d e c i s ã o  p a r a  o  a t u a l  p e r í o d o ,  e 

o c u s t o  d a  n o v a  m e l h o r i a  p r o p o s t a .  S e m p r e  q u e  o  a r c o  p r o -  

p o s t o  p a r a  m o d i f i c a ç ã o  j á  e s t á  i n c l u i d o  n o s  c o n j u n t o s  d e  me- 

l h o r i a s  p o s t e r i o r e s  o b t i d o s  d a  e s t r a t é g i a  a n t i g a ,  d e s c o n t a -  

s e  d o  c u s t o  t o t a l  o  c u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  d e s t a  m e l h o r i a .  De 

r e s t o ,  o  p r o c e d i m e n t o  é i d ê n t i c o  a o  d o  p r i m e i r o  p r o g r a m a .  



4 .  A v a l i a ç ã o  de uma m e l h o r i a .  

D u r a n t e  a  e s c o l h a  de uma nova m e l h o r i a  p a r a  a  r e -  

d e ,  o  c á l c u l o  do novo c u s t o  de o p e r a ç ã o ,  a p ó s  a  m o d i f i c a ç ã o  

de u m  a r c o ,  s e  f a z  a t r a v é s  d a s  o p e r a ç õ e s  a b a i x o .  P a r a  cada  

p e r i o d o  do p l a n o  de c o n s t r u ç õ e s ,  a  p a r t i r  do p e r i o d o  s e g u i n t e  
- 
a q u e l e  c o n s i d e r a d o  p a r a  a s  m e l h o r i a s  e  a t é ,  e x c l u s i v e ,  o  p r i -  

m e i r o  p e r í o d o  em c u j a  c o n f i g u r a ç ã o  o  a r c o  c o n s i d e r a d o  j á  f o i  

m o d i f i c a d o ,  e x e c u t a - s e  o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  

i )  L e i t u r a  dos  dados  da  r e d e  p a r a  o  p e r i o d o .  

Obtém-se ,  a  p a r t i r  de  um a r q u i v o  t e m p o r á r i o ,  o s  

caminhos  mais  c u r t o s ,  o n i v e l  de  c a d a  a r c o ,  o  t r á  - 

f e g o  de  l o n g a  d i s t â n c i a  p a r a  c a d a  a r c o ,  p a r a  a  

c o n f i g u r a ç ã o  da r e d e  c o n s i d e r a d a  p a r a  o  per ' iodo 

d u r a n t e  o  q u a l  s e  c a l c u l a  novo c u s t o  de o p e r a ç ã o .  

i i )  C á l c u l o  d a s  a l t e r a ç õ e s  no t r á f e g o .  

U t i l  i  z a n d o - s e  a s  i n f o r m a ç õ e s  o b t i d a s  da fo rma a c i  - 

ma, p r o c e d e - s e  de m a n e i r a  i d e n t i c a  ao  p r i m e i r o  

p rog rama .  

i i i )  C á l c u l o  da a l t e r a ç ã o  no c u s t o  o p e r a c i o n a l .  

P r o c e d e - s e  de m a n e i r a  i d ê n t i c a  a o  p r i m e i r o  p r o g r a  - 

ma. C a l c u l a - s e ,  porém,  a  d i f e r e n ç a  de c u s t o s  de 

o p e r a ç ã o  d u r a n t e  a p e n a s  o  p e r i o d o  c o n s i d e r a d o ,  

com e x c e ç ã o  do ú l t i m o  p e r í o d o  do p l a n o  de c o n s t r u  - 
ç õ e s .  N e s t e  c a s o ,  a  o p e r a ç ã o  s e  r e f e r e  a o s  c u s -  

t o s  a t é  o  Ü 1  t imo  p e r i o d o  do h o r i z o n t e  de p l a n e j a -  

mento .  



5 .  C á l c u l o s  p a r a  a  r e d e  m e l h o r a d a .  

Após a  e s c o l h a  d e  uma m e l h o r i a  p a r a  a  r e d e ,  d e  - 
ve-se  a t u a l i z a r  o  n i v e l  d o  a r c o  m e l h o r a d o  e  a t u a l i z a r  o  o r ç a -  

m e n t o  d i s p o n i v e l  p a r a  o  p e r í o d o  K .  S e  o  a r c o  m o d i f i c a d o  e s t a  

v a  e n v o l v i d o  em a l g u m a  d a s  d e c i s õ e s  d a  e s t r a t é g i a  i n i c i a l ,  p a  

r a  a l g u m  d o s  p e r T o d o s  f u t u r o s ,  o  c u s t o  d e  c o n s t r u ç ã o  d e  m e l h o  - 
r i a s  f u t u r a s  d e v e  s e r  a t u a l i z a d o ,  d e s c o n t a n d o - s e  o  c u s t o  d a  

m o d i f i c a ç ã o  q u e  e n v o l v i a  o  a r c o  e s c o l h i d o .  A s e g u i r ,  p a r a  c a  

d a  p e r í o d o  p o s t e r i o r  a o  p e r f o d o  c o n s i d e r a d o  p a r a  a  n o v a  d e c i -  

s ã o ,  e  a t é ,  e x c l u s i v e ,  o  p r i m e i r o  p e r i o d o  em c u j a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  o  a r c o  c o n s i d e r a d o  j á  h a v i a  s i d o  m o d i f i c a d o ,  r e a l i z a m - s e  

a s  s e g u i n t e s  o p e r a ç õ e s  : 

i )  L e i t u r a  d o s  d a d o s  d a  r e d e  p a r a  o  p e r i o d o .  

i i ) Cá1 c u l  o  d a s  a 1  t e r a ç õ e s  no t r á f e g o .  

i i i )  C á l c u l o  d a  a 1  t e r a ç ã o  no  c u s t o  o p e r a c i o n a l  . 

T o d a s  i d ê n t i c a s  à s  o p e r a ç õ e s  p a r a  a  a v a l i a ç ã o  d e  uma m e l h o r i a .  

E m  s e g u i  d a ,  e x e c u t a - s e  o s  p r o c e d i m e n t o s :  

i v )  A t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  m f n i m o s  d a  r e d e .  

S ã o  a t u a l  i z a d o s  t o d o s  o s  c a m i n h o s  m i n i m o s  p a r a  

a  n o v a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e  no  p e r T o d o  c o n s i d e -  

r a d o .  

v )  A t u a l  i z a ç ã o  d o  a r q u i  vo  t e m p o r á r i o .  

Os n o v o s  c a m i n h o s  m 7 n i m o s ,  o s  n o v o s  n i v e i s  p a r a  

o s  a r c o s  e  o  n o v o  t r á f e g o  ' de  1  o n g a  d i s t â n c i a  pa  - 
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r a  c a d a  a r c o  s ã o  a r m a z e n a d o s  no  a r q u i v o  t e m p o r á r i o .  



6 .  A r q u i v o  t e m p o r ã r i o  p a r a  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  d a  r e d e  em c a d a  

p e r í o d o .  

P a r a  c a d a  p e r y o d o  d o  p l a n o  d e  c o n s t r u ç õ e s ,  o  

a r q u i v o  c o n t é m  i n f o r m a ç õ e s  q u e  e x p r e s s a m  a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e  - 
d e  no  f i n a l  do  p e r i o d o .  

S ã o  o s  s e g u i n t e s  o s  d a d o s  f o r n e c i d o s  p a r a  c a d a  

c o n f i g u r a ç ã o :  

a )  Caminhos  m í n i m o s .  

b )  N í v e l  d o s  a r c o s .  

c )  T r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i a  p a r a  c a d a  a r c o .  



5 . 3 .  Exemplo  

A F i g .  1  a p r e s e n t a  uma r e d e  e x e m p l o  à q u a l  a p l i  - 
camas o  p r o c e d i m e n t o  c o m p u t a c i o n a l  d e s c r i t o  n e s t e  c a p T t u l o  p a -  

r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  r o d o v i á -  

r i a s .  O p r o c e s s o  d e  p l a n e j a m e n t o  a b r a n g e  um p e r i o d o  d e  c o n s -  

t r u ç ã o  d e  4 a n o s ,  s u p o n d o - s e  u m  h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o  d e  

5 a n o s  n a  a v a l i a ç ã o  d o s  p r o j e t o s .  Na F i g . 1 ,  a s  l i n h a s  t r a c e j a  - 
d a s  r e p r e s e n t a m  o s  n o v o s  a r c o s ,  n ã o  i n c l u i d o s  n a  r e d e  b á s i c a .  

P a r a  c a d a  a r c o ,  i n c l u s i v e  a q u e l e s  p e r t e n c e n t e s  à r e d e  b á s i c a ,  

podem e x i s t i r  a t é  3 n í v e i s  p $ s i v e i s .  Os n ó s  a s s i n a l a d o s  i n d i  

cam a s  z o n a s  g e r a d o r a s  d e  t r á f e g o .  Os d a d o s  d e  e n t r a d a  e s t ã o  

i n d i c a d o s  n a s  t a b e l a s  q u e  s e  s e g u e m ,  i n d i c a n d o  o  v o l u m e  d e  t r á  - 

g e g o  l o c a l  em c a d a  a r c o ,  o  v o l u m e  d e  t r á f e g o  d e  l o n g a  d i s t â n c i  - 

a  p a r a  c a d a  p a r  O r i g e m / D e s t i n o ,  o s  c u s t o s  d e  v i a g e m ,  c o n s e r v a -  

ç ã o  e c o n s t r u ç ã o  p a r a  c a d a  n i v e l  d o s  a r c o s ,  a l é m  d o  o r ç a m e n t o  

p a r a  c a d a  p e r í o d o  d o  p l a n o  de  c o n s t r u ç ã o .  A t a x a  d e  d e s c o n t o  

f o i  c o n s i d e r a d a  n u l a  p a r a  e s t e  e x e m p l o .  

D e n t r o  d e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  o  p r i m e i r o  p r o g r a m a  

f o i  a p l i c a d o  a o  p r o b l e m a ,  f o r n e c e n d o  a  p r i m e i r a  e s t r a t é g i a  i n -  

d i c a d a  n o s  r e s u l t a d o s  f i n a i s .  E s t a  e s t r a t é g i a  f o i  u t i l i z a d a  co - 
mo p a r t i  da  p a r a  o  s e g u n d o  p r o b l e m a ,  f o r n e c e n d o  e s t r a t é g i a s  su- 

c e s s i v a s  a t é  q u e  h o u v e s s e  uma r e p e t i ç ã o  d e  s o l u ç õ e s ,  q u a n d o  o  

p r o c e d i m e n t o  f o i  i n t e r r o m p i d o .  



F i g  1 .  R e d e  exemplo 
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5 . 4 .  C o n c l u s õ e s  

O desenvolívimento e  i m p l a n t a ç ã o  do método d e  s o -  

l u ç ã o  p a r a  p r o b l e m a s  de  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  d e  t r a n s p o r t e s ,  

n e s t e  t r a b a l h o ,  l e v a r a m  em c o n t a ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  o s  p r o b l e m a s  

de  e f i c i ê n c i a  c o m p u t a c i o n a l  . D e s t a  m a n e i r a ,  p r o c u r o u - s e  c o n s -  

t r u i r  um p r o c e d i m e n t o  q u e  r e d u z i s s e  r a d i c a l m e n t e  o  número d e  

c o n f i g u r a ç õ e s  da r e d e  e x a m i n a d a s  p a r a  c a d a  um dos  p e r i o d o s  do  

p l a n o  d e  c o n s t r u ç ã o ,  embora t e n h a - s e  p r o c u r a d o  d o t a r  o  metodo 

de  a r t i f i c i o s  q u e  o  p o s s i b i l i t a s s e m  o f e r e c e r  s o l u ç õ e s  m e l h o r e s  

que  uma s i m p l e s  e s t r a t é g i a  i n c r e m e n t a l .  D e n t r o  d e s t e  p r o c e d i -  

mento  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do p rob l ema  d e  p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a  - 

z o ,  e n c o n t r a m o s  um p rob l ema  d e  o t i m i z a ç ã o  de r e d e  a  c u r t o  p r a -  

z o .  Do - p o n t o  d e  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l ,  p r o c u r o u - s e  u m  método de  

enumeração  b a s t a n t e  s i m p l e s  p a r a  a r e s o l u ç ã o  d e s t e  ú l t i m o  p r g  

b l ema .  U t i l i z a n d o  i n t e n s a m e n t e  r e c u r s o s  de  memõria da  mãqu ina ,  

com a u x i l i o  do a l g o r i t m o  de F l o y d  e  do p r o c e d i m e n t o  d e s c r i t o  

no Apênd i ce  A p a r a  a  a t u a l i z a ç ã o  de  caminhos  min imos ,  f o i  p o s -  

sTve i  e l a b o r a r  um f e r r a m e n t a 1  b a s t a n t e  e f i c i e n t e  - no q u e  d i z  

r e s p e i t o  a o  e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l  e x i g i d o  - s e  s e r  u t i l i z a d o  

p e l o  método na a v a l i a ç ã o  d e  c o n f i g u r a ç õ e s  p a r a  a r e d e .  

A e x p e r i ê n c i a  c o m p u t a c i o n a l  com uma pequena  r e -  

de exemplo  m o s t r o u - s e  s a t i s f a t õ r i a .  A o b t e n ç ã o  d e  uma p r i m e i -  

r a  e s t r a t é g i a  f o i ,  como s e  p o d i a  p r e v e r ,  b a s t a n t e  r á p i d a .  As 

e s t r a t é g i a s  p o s t e r i o r e s  r e s u l t a m  de pequenas  a1  t e r a ç õ e s  na p r i  - 

m e i r a  s o l u ç ã o  q u e  i m p l i c a  em pequenas  r e d u ç õ e s  no c u s t o  t o t a l  

d a s  e s t r a t é g i a s .  I n f e l i z m e n t e  não  é p o s s l v e l  compa ra r  a  s o l u -  



ç ã o  o b t i d a  com uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  d o  p r o b l e m a .  A s o l u ç ã o  Õ t i m a  

n ã o  p o d e r i a  s e r  o b t i d a  p o r  o u t r o s  m é t o d o s  mesmo p a r a  e s t a  r e d e  

d e  p e q u e n o  p o r t e  ( 2 1  n ó s  x  2 8  a r c o s ) .  T o d a v i a ,  a  c o m p a r a ç ã o  

d a s  s o l u ç õ e s  o b t i d a s  p e l o  p r o c e d i m e n t o  a p l i c a d o  n o s  g a r a n t e  r e  - 
d u ç õ e s  s i g n i f i c a t i v a s  n o  v a l ò r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  e a  s u c e s -  

s ã o  d e  n o v a s  e s t r a t é g i a s  i n d i c a ,  com r e d u ç õ e s  c a d a  v e z  m e n o r e s ,  

d e  c e r t o  modo,  uma p r o x i m i d a d e  d a  s o l u ç ã o  Õ t i m a .  A u t i l i z a ç ã o  

d o  m é t o d o  com uma r e d e  d e  . g r a n d e  p o r t e  ( 1 0 5  n ó s  x  1 6 6  a r c o s )  

d e m o n s t r o u  a  e f i c i ê n c i a  d o  p r o g r a m a  d e  o b t e n ç ã o  d a  p r i m e i r a  es  - 
t r a t é g i a .  T o d a v i a ,  a  a p l i c a ç ã o  d o  s e g u n d o  p r o g r a m a  n ã o  f o i  pos - 
s i v e l  em um t e m p o  d e  c o m p u t a ç ã o  r a z o á v e l .  Embora o  e s f o r ç o  com - 

p u t a c i o n a l  e x i g i d o  n a  o b t e n ç ã o  d e  n o v a s  e s t r a t e g i a s  s e j a  d e  5 

a  1 0  v e z e s  m a i o r  q u e  o  e x i g i d o  p e l o  p r i m e i r o  p r o g r a m a ,  s e  c o n -  

s i d e r a m o s  a p e n a s  a s  o p e r a ç õ e s  a r i t m é t i c a s ,  o  g r a n d e  n ú m e r o  d e  

a c e s s o s  à m e m ó r i a  a u x i l i a r  i m p o s s i b i l i t a m  a  u t i l i z a ç ã o  d o  p r o -  

g r a m a  a  menos  q u e  s e j a  t e n t a d a  uma p r o g r a m a ç ã o  m a i s  e f i c i e n t e  

q u a n t o  a  e s t e  a s p e c t o .  O u t r a s  p o s s i b i l i d a d e s  d e  m e l h o r i a  r e s i -  

dem n a  s i m p l i f i c a ç ã o  d a  h e u r i s t i c a ,  u t i l i z a d a  n a  p r e v i s ã o  d o s  

c u s t o s  f u t u r o s  d u r a n t e  a  o b t e n ç ã o  d e  n o v a s  e s t r a t é g i a s .  Pode -  

r í a m o s ,  p o r  e x e m p l o ,  u t i l i z a r  a p e n a s  a  c o n f i g u r a ç ã o  f i n a l  d a  

r e d e  na  a v a l i a ç ã o  d o s  c u s t o s  f u t u r o s ,  e m b o r a  i s t o  i m p l i q u e  n a  

p e r d a  d e  s e n s i b i l i d a d e  do  m é t o d o  n a  e s c o l h a  d o  p e r i o d o  d e  i m -  

p l e m e n t a ç ã o  d e  um p r o j e t o .  

S u p e r a d o  o  o b s t á c u l o  c o m p u t a c i o n a l  , a  p o l i t i  c a  

d e  u t i l i z a ç ã o  d o  p r o g r a m a  p o d e  s e r  f i x a d a .  P r i m e i r a m e n t e ,  po-  

d e r i a - s e  a p l i c a r  s u c e s s i v a m e n t e  o  p r i m e i r o  p r o g r a m a  com m a n i p u  - 
l a ç ã o  e x t e r n a  d o s  d a d o s  d a  r e d e  f r u t o  d o  c o n h e c i m e n t o  e m p í r i c o  

d a  e s t r u t u r a  d a  r e d e .  D e s t a  m a n e i r a ,  s e r i a  o b t i d a  uma p r i m e i -  

r a  e s t r a t é g i a  a p o i a d a  no  c o n h e c i m e n t o  p r é v i o  d o  p r o b l e m a  p r á t i  - 



c o .  O s e g u n d o  p r o g r a m a  s e r i a  a p l i c a d o ,  e n t ã o ,  o b j e t i v a m e n t e  

um a j u s t e  f i n o  d a  s o l u ç ã o .  O p r i m e i r o  p r o g r a m a ,  d a d a s  s u a s  c a  - 
r a c t e r i s t i c a s  d e  e f i c i ê n c i a  e  r a p i d e z ,  p o d e  s e r  u t i l i z a d o  como 

uma f e r r a m e n t a  d e  a n a l i s e  d o  p r o b l e m a ,  e n q u a n t o  o  s e g u n d o  s e -  

r i a  um i n s t r u m e n t o  d e  o t i m i z a ç ã o .  



APENDICE A 

ALGORITMOS D E  BUSCA D E  TODOS OS CAMINHOS 

MAIS CURTOS EM U M  GRAFO 

A.1. I n t r o d u ç ã o  

A p r o c u r a  d e  caminhos  ma i s  c u r t o s  em u m  g r a f o  é 

um problema f r e q u e n t e m e n t e  f o c a l i z a d o  em s e  t r a t a n d o  d e  r e d e s  

d e  t r a n s p o r t e s  ou t e l e c o m u n i c a ç õ e s .  A r e f e r ê n c i a  141 1 a p r e s e n  - 

t a  uma g r a n d e  c o l e ç ã o  d e  a l g o r i t m o s  com e s t e  f i m ,  i n d i c a n d o  o s  

métodos mais  a p r o p r i a d o s  p a r a  c a d a  t i p o  e s p e c i f i c o  de p r o b l e -  

ma. A f i n a l i d a d e  d e s t e  a p ê n d i c e  é a p r e s e n t a r  a l g u n s  métodos 

de  caminhos mynimos, com o  o b j e t i v o  d e  u t i l  i z á - 1 0 s  na r e s o l u ç ã o  

de  p rob lemas  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o .  A u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  a l g o -  

r i t m o s  é i m e d i a t a  sempre  que  o  t r á f e g o  é a l o c a d o  s u p o n d o - s e  que 

o  c u s t o  de  viagem a t r a v é s  de  um a r c o  i n d e p e n d e  do f l u x o  q u e  o  

a t r a v e s s a .  N e s t e  c a s o ,  a  d e t e r m i n a ç ã o  dos caminhos mínimos l i -  

gando cada  p a r  Or igem/Des t i no  e  a  p o s t e r i o r  a l o c a ç ã o  d a s  vàa -  

gens  c o r r e s p o n d e n t e s  por  e s t e s  caminhos s ã o  s u f i  c i e n t e s  p a r a  a  

o b t e n ç ã o  do f l u x o  ó t i m o .  Uma r e v i s ã o  dos  a l g o r i t m o s  u t i l i z a d o s  

em r e d e s  de  t r a n s p o r t e s ,  com e s t a  f i n a l i d a d e ,  pode s e r  e n c o n t r a  

da  no c a p i t u l o  7 da r e f e r ê n c i a  191. 



Neste t r a b a l h o ,  p r o c u r a m o s  u t i l  i z a r  a l g o r i t m o s  

d e  b u s c a  d e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  n a  r e s o l u ç ã o  d o  p r o  - 
b l e m a  d e  a l o c a ç ã o  d e  t r á f e g o .  N o r m a l m e n t e ,  p r e f e r e - s e  a  b u s -  

c a  i n d i v i d u a l  d o s  c a m i n h o s  m í n i m o s  l i g a n d o  c a d a  p a r  O r i g e m / D e s  - 
t i n o ,  ou  a  p r o c u r a  d e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  a  p a r t i r  d e  c a d a  nÕ o -  

r i g e m .  A b u s c a  d e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  mynimos sÕ s e  j u s t i f i c a ,  

em t e r m o s  d e  e f i c i ê n c i a ,  q u a n d o  o  número  d e  p a r e s  O r i g e m / D e s -  

t i n o  é g r a n d e  em r e l a ç ã o  a o  t a m a n h o  d o  g r a f o ,  o u  e n t ã o ,  q u a n -  

d o  d e s e j a - s e  a t u a l i z a r  o s  c a m i n h o s  m7nimos a p ó s  m o d i f i c a ç õ e s  

n a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d e .  N e s t e  Ú l t i m o  c a s o ,  no  q u a l  i n c l u í m o s  

a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  i n v e s t i m e n t o s  em r e d e s  d e  t r a n s p o r  - 
t e s ,  o  c o n h e c i m e n t o  d e  t o d o s  o s  c a m i n h o s  m i n i m o s  n a  c o n f i g u r a -  

ç ã o  i n i c i a l  da r e d e  p o s s i b i l i t a  a  u t i l i z a ç ã o  d e  um p r o c e d i m e n -  

t o  b a s t a n t e  e f i c i e n t e  p a r a  a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  m í n i m o s  

a p ó s  uma m o t í i f i c a ç ã o  em um a r c o .  

Os p r i n c i p a i s  a l g o r i  tmos  p a r a  a  b u s c a  d e  t o d o s  

o s  c a m i n h o s  mynimos s ã o  o s  c h a m a d o s  a l g o r i t m o s  m a t r i c i a i s .  Os 

a l g o r i  tmos  d e  F l o y d  e D a n t z i  g ,  a p r e s e n t a d o s  r e s p e c t i  v a m e n t e  n a s  

r e f e r ê n c i a  146 1 e  147 1 , s ã o  o s  q u e  t em r e c e b i d o  m a i o r  a t e n ç ã o ,  

e a p a r t i r  d e l e s  é q u e  f o r a m  o b t i d o s  o s  p r o c e d i m e n t o s  m a i s  e -  

f i c i e n t e s .  Embora o s  d o i s  a l g o r i  tmos  e x i j a m ,  t e o r i c a m e n t e ,  o  

mesmo número  d e  c o m p a r a ç õ e s  e  a d i ç õ e s ,  s e u s  d e s e m p e n h o s  . s ã o  

d i v e r s o s  q u a n d o  a d i c i o n a m - s e  m e c a n i s m o s  q u e  a p r o v e i t e m  a l g u m a  

f o r m a  e s p e c i a l  d e  t o p o l o g i a  d o  g r a f o .  A p r e s e n t a m o s  a q u i  e s -  

t e s  d o i s  a l g o r i t m o s ,  j u n t o  com a  d e s c r i ç ã o  d e  v a r i a ç õ e s  s o b r e  

o  a 1  g o r i  tmo d e  D a n t z i  g  a p r e s e n t a d a s  n a s  r e f e r ê n c i a s  148 1 e 

149 1 . E s t a s  v a r i a ç õ e s  i n t r o d u z e m  p r o c e d i m e n t o s  q u e  l e v a m  em 

c o n t a  a  i n e x i s t ê n c i a  d e  a r c o s  no  g r a f o .  ~ l é m  d a  d e s c r i ç ã o  d o s  



a l g o r i  tmos  , d e s e n v o l v e m o s  n e s t e  a p ê n d i c e  um p r o c e d i m e n t o  p a r a  

a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  a p ó s  uma d i m i n u i ç ã o  no  

c u s t o  d e  a l g u m  a r c o .  

O u t r o s  m é t o d o s ,  i n c l u 7 d o s  n a  c l a s s e  d o s  a l g o r i  t 

mos m a t r i c i a i s ,  podem s e r  c o n s i d e r a d o s  p a r a  a  b u s c a  d e  t o d o s  os  

c a m i n h o s  m i n i m o s ,  embora  s u a  a p l  i c a ç ã o  n ã o  s e j a  i n t e r e s s a n t e  

n e s t e  t r a b a l h o .  O a l g o r i  tmo d e  Hu d e s e n v o l v i d o  n a  r e f e r ê n c i a  

1501 ,  e m b o r a  t e o r i c a m e n t e  i n f e r i o r  a o s  d e  D a n t z i g  e F l o y d ,  p o -  

d e  a p r e s e n t a r  a l g u m a s  v a n t a g e n s  q u a n d o  a p l  i c a d o  a  g r a f o s  e s p a r  - 
s o s .  U m  p r o c e d i m e n t o  b a s e a d o  no  a l g o r i  tmo d e  F l o y d ,  a s s o c i a d o  

a  uma f o r m a  d e  d e c o m p o s i ç ã o  d o  g r a f o ,  f o i  p r o p o s t a  na  r e f e r ê n -  

c i a  151 1 p a r a  a  u t i l i z a ç ã o  em g r a f o s  f r a c a m e n t e  c o n e x o s .  As 

r e f e r ê n c i a s  1521 e 1531 c o n t ê m  e x t e n s õ e s  p a r a  e s t e  p r o c e d i m e n -  

t o .  



A.2 .  A l g o r i t m o  d e  D a n t z i g  e s u a s  e x t e n s õ e s  

A . 2 . 1 .  A l g o r i t m o  O r i g i n a l  

O m é t o d o  a p r e s e n t a d o  p o r  D a n t z i g  n a  r e f e r ê n c i a  

145 1 c o n s t r ó i  m a t r i z e s  d e  d i m e n s õ e s  c r e s c e n t e s ,  t a i s  q u e  a  
d 

k e s i m a  i  t e r a ç ã o  p r o d u z  D ,  uma m a t r i z  k x k ,  c u j o s  e l e m e n t o s  , d i  j ,  

s ã o  o s  c o m p r i m e n t o s  d o s  c a m i n h o s  m i n i m o s  l f g a n d o  o  nó i a o  n ó  

j ,  a t r a v é s  do  s u b g r a f o  f o r m a d o  p e l o s  k  p r i m e i r o s  n ó s  d o  g r a f o  

c o n s i d e r a d o  p a r a  a  b u s c a  d o s  c a m i n h o s  m í n i m o s .  Na i t e r a ç ã o  

s e g u i n t e ,  a c r e s c e n t a - s e  m a i s  um nó  a o  s u b g r a f o  d a  i t e r a ç ã o  a n -  

t e r i o r ,  e o b t é m - s e  a  nova  m a t r i z  k + l x k + l ,  D ,  c o n t e n d o  o s  com- 

p r i m e n t o s  d o s  cami  n h o s  m í n i m o s  a t r a v é s  d o  n o v o  s u b g r a f o .  

C o n s i d e r e - s e  um g r a f o  G=(N,M) o r i e n t a d o ,  com u m  

c o n j u n t o  N d e  n ó s  d e  n  e l e m e n t o s ,  e u m  c o n j u n t o  M d e  a r c o s .  A 

c a d a  a r c o  ( i ,   EM e s t á  a s s o c i a d o  u m  c o m p r i m e n t o ,  e x p r e s s o  p o r  

d i  j , Supomos q u e  d i i  = O p a r a  t o d o  ~ E N .  P a r a  o s  d e m a i s  p a r e s  

o r d e n a d o s  ( i , j ) d M ,  a s s o c i a m o s  o  v a l o r  d i  = m .  O a l g o r i t m o  d e  

D a n t z i g  s e  u t i l i z a ,  a  c a d a  i t e r a ç ã o ,  d o s  v a l o r e s  d* q u e  e x -  
1 j 

p r e s s a m  o s  c o m p r i m e n t o s  d o s  c a m i n h o s  m i n i m o s  l i g a n d o  c a d a  p a r  

d e  n ó s  i  e j E S  = { I ,  2 ,  ..., p - 1 1 ,  a t r a v é s  d o  s u b g r a f o  c o n s -  

t r u i d o  com o  s u b c o n j u n t o  d e  n ó s  S  C N .  



A p a r t i r  d o s  v a l o r e s  d i j  e  d T j ,  s ã o  c a l c u l a d o s  o s  v a l o r e s  d o s  

n o v o s  c a m i n h o s  m í n i m o s  a i  (*I l i g a n d o  o s  n ó s  i  e j E S U  { p l ,  

a t r a v é s  d o  s u b g r a f o  c o n s t r u i d o  com o  s u b c o n j u n t o  S  u Cp) .  I n i  - 
c i a l m e n t e ,  f a z - s e  S  = { I ) ,  e ,  e n t ã o ,  p a r a  p  = 2 ,  ..., n ,  r e a l i  - 

zamos a s  s e g u i  n t e s  o p e r a ç õ e s :  

FASE 1  - C á l c u l o  d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  1  i -  

g a n d o  o  nó  p  e o s  nós  p e r t e n c e n t e s  a  

S = { 1 , 2 , 3 ,  ..., p - 1 1 .  

P a s s o  1 :  C a l c u l a r  d* = Min I d  + a j i ]  p a r a  i = 1 ,  . . . , p -  1 .  
p i  j E S  p j  

(Como p o r  h i p ó t e s e  d i i = O ,  p o i s  n ã o  e x i s t e m  c i c l o s  n e  - 
g a t i v o s  no s u b g r a f o  c o n s t r u i d o  com S ,  e s t a  o p e r a s ã o  
- 
e s e m p r e  p o s s T v e 1 ) .  - 

P a s s o  2 :  C a l c u l a r  d* = Min Iai + d  1 p a r a  i = 1 ,  .. . , p - 1 .  
l P  jes j p  

P a s s o  3 :  S e  d* + d* > O p a r a  t o d o  i = l  ,..., p - 1 ,  f a z e r  d* = O .  
p i  1 P  - PP 

S e  n ã o ,  p a r a r  - f o i  e n c o n t r a d o  um c i c l o  n e g a t i v o .  

( * )  Na i m p l a n t a ç ã o  d e s t e  a l g o r i  tmo em c o m p u t a d o r ,  o s  v a l o r e s  

d ,  d* e 3 e s t ã o  a r m a z e n a d o s  no  mesmo l o c a l .  A d i f e r e n ç a  

d e  n o t a ç ã o  s e  f a z  n e c e s s á r i a  a p e n a s  p a r a  t o r n a r  m a i s  c l a  

r o  o  d e s e n v o l v i m e n t o  t e ó r i c o  d o  a l g o r i t m o .  



FASE 2  - A t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  

e n t r e  o s  n ó s  p e r t e n c e n t e s  a  

s = { I ,  2 ,  ..., p - 1 1 .  

P a s s o  4 :  d*  = m i n l T i j , d ?  + d*  I p a r a  i  = 1 ,  . , , 1  e 
1 j ' P  p j  

j = 1 ,  ..., p - 1 .  

a' = d +  p a r a  i = l , .  . . , p  e j = 1 , .  . . , p  . i j 1 j 

Não h á  r e s t r i ç õ e s  q u a n t o  a o  s i n a l  d a s  d i s t â n c i -  

a s  e n t r e  o s  n ó s .  O a l g o r i  trno f o r n e c e  a o  s e u  t é r m i n o  o s  c a m i -  

n h o s  m a i s  c u r t o s  e n t r e  o s  n ó s  o u ,  e n t ã o ,  d e t e t a  a  e x i s t ê n c i a  

d e  u m  c i c l o  n e g a t i v o .  A n r g u m e n t a ç ã o  d o  p r o c e d i m e n t o  i n d u t i -  

v o  d e  D a n t i z i g  p o d e  s e r  r e s u m i d o  em 4 o b s e r v a ç õ e s :  

i )  S e j a  i l e S  . Q u a l q u e r  c a m i n h o  m a i s  c u r t o  l i -  

g a n d o  o s  n ó s  i e  p ,  a t r a v é s  d o  s u b g r a f o  cons - 
d 

t r u i d o  com o s  n ó s  d e  S  UCp), e f o r m a d o  o u  pe  

1 0  a r c o  ( i l  , p )  s o m e n t e ,  ou  p e l o  c a m i n h o  m í n i  - 
mo 1  i g a n d o  i ,  e um nó  i 2 ~ S ,  a t r a v é s  d o  s u b -  

g r a f o  c o n s t r u T d o  com S ,  s e g u i d o  d o  a r c o  

( i y p )  

i i )  S i m i l a r m e n t e ,  q u a l q u e r  c a m i n h o  m a i s  c u r t o  l i  - 
g a n d o  o s  n ó s  p  e  i l  o u  é o  a r c o  ( p , i l )  a p e -  

n a s ,  ou  o  c a m i n h o  m a i s  c u r t o  e n t r e  P e i 2 & S ,  

s e g u i d o  d o  a r c o  ( i 2 , i l ) .  



i i i )  Como n ã o  e x i s t e m  c i c l o s  n e g a t i v o s  no  s u b -  

g r a f o  c o n s t r u i d o  com S ,  q u a l q u e r  c i c l o  n e -  

g a t i v o  no  s u b g r a f o  c o n s t r u i d o  com S U ( p )  

p a s s a  p o r  p .  E x i s t e  n e s t e  c a s o  ~ E S  t a l  

q u e  d + d 0 .  
i P p i  

i v )  O c a m i n h o  m a i s  c u r t o  e n t r e  i  e j E S a t r a -  

v é s  d o  s u b g r a f o  c o n s t r u y d o  com S  U { p ) ,  ou 

p e r m a n e c e  o  mesmo,  ou p a s s a  p o r  p .  

A . 2 . 2 .  A p r o v e i t a m e n t o  - da  I n e x i s  t ê n c i a  d e  - A r c o s  

O a l g o r i t m o  d e  D a n t z i g  n ã o  p o d e ,  n a  f o r m a  emque  

f o i  a p r e s e n t a d o  em A . Z . I . ,  a p r o v e i t a r - s e  d a  i n e x i s t ê n c i a  d e  a r  - 

tos. S e  t e m o s  d  = no P a s s o  1  o u  d  = no P a s s o  2 ,  o  p r o  
p j  j p  - 

c e d i m e n t o  n ã o  p o d e  e v i t a r  uma s é r i e  d e  c o m p a r a ç õ e s  e s o m a s  c o -  

mo é p o s s i v e l  em o u t r o s  a l g o r i t m o s  m a t r i c i a i s .  A f im d e  s u p e -  

r a r  em p a r t e  e s t a  d i f i c u l d a d e ,  uma m o d i f i c a ç ã o , p r o p o s t a  n a  r e -  

f e r ê n c i a  1 4 9 1 ,  p o d e  s e r  i m p o s t a  a o  a l g o r i t m o  o r i g i n a l .  

A m o d i f i c a ç ã o  a  s e r  i n t r o d u z i d a  n o s  P a s s o s  1  e 

2 d o  a l g o r i t m o  p a r t e  d e  uma i d é i a  b a s t a n t e  s i m p l e s  q u e  p o d e  s e r  

f a c i l m e n t e  o b s e r v a d a  s e  r e e s c r e v e m o s  o  P a s s o  1  d o  a l g o r i t m o  o-  
- 

r i g i n a l ,  e x p l i c i t a n d o  a  o p e r a ç ã o  Min I d p j  + d j i l .  
~ E S  



P a s s o  1  : C a l c u l a r  d* ( j )  = M i n l d *  ( j - l ) , d  
~ i  P i j'aj i I 

p a r a  j = l , .  . . , p - 1  , e p a r a  i = l  , . . . , p - 1  . 
S e n d o  d* ( O ) = a  e d * . = d *  ( p - 1 ) .  

P i P1 p i  
Aqui n o v a m e n t e ,  d * .  ( j )  é i n t r o d u z i d o  a p e -  

P  1 

n a s  p a r a  a  c l a r e z a  da n o t a ç ã o ,  j á  q u e  

d * .  ( j )  e  d* podem s e r  a r m a z e n a d o s  no mes 
P l  P ?  - 

mo 1  o c a 1  . 

Com a  a j u d a  d a  nova  n o t a ç ã o ,  podemos  o b s e r v a r  

q u e  p a r a  j = l  ,.. . , p - 1 ,  d * . ( j )  = Min + a j l i  
P1 

I d e  m a n e i r a  
1 < j l < j l d p j l  - 

q u e  podemos t r o c a r  a o rdem d e  c á l c u l o  d o s  v a l o r e s  d  ( j ) ,  f a -  
P i 

z e n d o  i = 1 , .  . . , p - 1  p a r a  c a d a  j = 1 , .  . . , p - 1 .  O P a s s o  1  s e r á  e n -  

t ã o  r e e s c r i t o  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

P a s s o  1  : F a z e r  d* ( 0 ) = a  p a r a  i = l , .  . . , p - 1 .  C a l c u -  
P i 

l a r  d*  ( j )  = M i n l d *  ( j - 1 ) d p j  t aj i  1 p a -  
P i p i  

r a  i = l , . . . , p - 1 ,  e j = l , . . . , p - 1 .  

D e s t a  m a n e i r a ,  s e  d p j = m ,  i . e . ,  n ã o  e x i s t e  o  a r c o  ( p , j ) ,  e n t ã o  

d  + - a j i  > d* ( j - I ) ,  d o n d e  d* ( j )  = d * . ( j - 1 ) ,  o c u p a n d o  ambos 
P j - p i  P i P 1 

o  mesmo l o c a l  n a  m e m ó r i a .  P o r t a n t o ,  nenhuma o p e r a ç ã o  é n e c e s -  

s á r i a ,  e a s  c o m p a r a ç õ e s  M i n l d *  ( - 1 )  d  + aj i  ( podem s e r  e v i -  
P i 

t a d a s  p a r a  i = l ,  . . . , p - 1  . 
M a i s  o p e r a ç õ e s  podem s e r  e v i t a d a s  com uma o u t r a  

m o d i f i c a ç ã o  s i m i l a r .  Suponhamos  q u e  d  > d* ( j - 1 )  . S e  d '  .=a ,  
p j  - p j  P J 

j á  o b s e r v a m o s  q u e  d* ( j ) = d * . ( j - 1 ) .  S e  d < a ,  e n t ã o  e x i s t e  
p i  P 1 P j 

1 - < j '  < j t a l  q u e  d* ( j - 1 )  = d  + a j l p -  p j *  N e s t e  c a s o ,  
p j  ' < d  

p j  



- + d - 
d * . ( j - 1 )  - < d  p j l  -i d j l i  - < d  

p j  ' j ' j  
+ a j i  < d  + d j i ,  d o n d e  

P l  - P j 

c a s o  d p j = m .  A r a z ã o  d e s t e  f a t o  é b a s t a n t e  s i m p l e s .  S e  o  c a m i -  

nho  m a i s  c u r t o  e n t r e  o s  nos  p  e  j n ã o  é o  a r c o  ( p , j ) , s o m e n t e ,  

e s t e  a r c o  p o d e  s e r  i g n o r a d o  sem p r e j u í z o  d o  c á l c u l o  d o s  c a m i -  

n h o s  m a i s  c u r t o s .  

A i m p l a n t a ç ã o  d e s t a  m o d i f i c a ç ã o  o f e r e c e ,  p o r é m ,  

um o b s t á c u l o .  Os v a l o r e s  d  e d p i ( j )  n ã o  p o d e r i a m  e s t a r  a r m a -  
p i  

z e n a d o s  no  mesmo 1  o c a 1  , a  f i m  d e  p e r m i t i  r a  c o m p a r a ç ã o  

" d  > d *  ( j - 1 ) " .  Este  p r o b l e m a  p o d e  s e r  c o n t o r n a d o  s e  h o u v e r  
p j  - p j  

i n t e r e s s e  d e ,  p a r a l e l a m e n t e  à o b t e n ç ã o  d o  c o m p r i m e n t o  d o s  cami  - 

n h o s  m i n i m o ,  o b t e r  o s  c a m i n h o s  p r o p r i a m e n t e  d i t o s ,  a t r a v é s  d e  

uma m a t r i z  d e  s u c e s s o r e s  S ,  c u j o s  e l e m e n t o s ,  s i  j ,  i n d i c a m  o  nó  

s u c e s s o r  d e  i no  c a m i n h o  m a i s  c u r t o  p a r a  j .  A m a t r i z  d e  s u c e s -  
d 

s o r e s  é a t u a l i z a d a  s e m p r e  q u e  a l g u m  v a l o r  d* e a1  t e r a d o ,  i n d i -  
1 j 

c a n d o  s e m p r e  o  c a m i n h o  c o r r e s p o n d e n t e  a o s  d* a t u a i s .  D e s t a  
1 j 

f o r m a ,  o  t e s t e  " s e  d  > d* ( j - 1 ) "  p o d e  s e r  s u b s t i t u í d o  p o r  
p j  - p j  

" s e  s # j " ,  i . e . ,  v e r i f i c a r  s e  n ã o  f o i  e n c o n t r a d o  a l g u m  c a m i -  
p j  

nho  l i g a n d o  p  a  j d i f e r e n t e  d o  a r c o  ( p , j )  a p e n a s .  

O a l g o r i t m o  d e  D a n t z i g  p o d e ,  e n t ã o ,  s e r  r e e s c r i -  

t o  com a s  m o d i f i c a ç õ e s  no P a s s o  1  e  com m o d i f i c a ç õ e s  a n á l o g o  

a s  no  P a s s o  2 .  

P a s s o  1  + 2 : F a z e r  d* (O)=m e d* ( 0 ) = ~  p a r a  
1 P  P i 

i = l ,  . . . , p -  1 .  

F a z e r  p a r a  j = l ,  . . . , p -  1 ,  a s  s e g u i n t e s  

o p e r a ç õ e s :  



a )  Se  d  > d* ( j - l ) ( i  . e . ,  s f j ) ,  e n t ã o  d* ( j ) = d * . ( j - 1 )  p a r a  
p j  - p j  P j P i  P 1 

i = 1 , .  . . , p - 1 .  

Se  n ã o ,  d * . ( j )  = M i n l d * . ( j - l ) , d  + a j i \  p a r a  i = ] ,  ..., p-1.  
P 1 P 1 p j  

b )  S e  d  > d* ( j - l ) ( i  . e . ,  s f p ) ,  e n t ã o  d* ( j ) = d ?  ( j - 1 )  p a r a  
p j  - p j  j P J P  I P  

i = l  , . . . , p - 1 .  

S e  não , d T p ( j )  = Minld* ( j - l ) , a  + d  I p a r a  i = l ,  . . . ,  p-1 .  
' P  i j j P 

O P a s s o  4 também pode s e r  r e e s c r i t o  de m a n e i r a  

a  e v i t a r  o p e r a ç õ e s  quando  d  
i  P'" 

S e  o s  nós podem s e r  numera- 

dos  d e  m a n e i r a  q u e  i < j". d  =.. e  G não p o s s u e  c i c l o s ,  o  P a s -  
i j 

s o  4 pode s e r  r e e s c r i t o  como: 

P a s s o  4 : P a r a  j = l , .  . . , p - 1 ,  f a z e r  a  o p e r a ç ã o  a b a i x o :  

S e  d* P j < e n t ã o  d ? . = m i n l a i j , d *  1~ 
1 P  + d* P j I 

p a r a  i  = 1 ,  . . . , p -  1 .  

N e s t e  c a s o  nenhuma o p e r a ç ã o  s e r i a  r e a l i z a d a  p o i s  j < p  i m p l i c a  

em d* = a .  E m  u m  g r a f o  q u a l q u e r ,  no q u a l  e s t a  numeração de 
P j 

nós não  é p o s s í v e l ,  os  nós podem s e r  numerados ap rox imadamen te  

s egundo  e s t a  r e g r a s i  . e . ,  i  > j j d i  < p a r a  a  m a i o r i a  dos a r  

c o s ( i ,  j ) .  Des t a  m a n e i r a  p o d e - s e  e s p e r a r  que  d*.=m o c o r r a  com 
PJ 

mais  f r e q u ê n c i a  que d. =a, t o r n a n d o  mais  a c o n s e l h á v e l  o  p r o c e -  
1 P  

d i m e n t o  i n d i c a d o  p a r a  o  P a s s o  4 ,  i  . e . ,  i v a r i a n d o  mais  r a p i d a -  

mente  que j .  



A . 2 . 3 .  -- M e l h o r a m e n t o  p a r a  G r a f o s  Não O r i e n t a d o s  

D e s e n v o l v i d a  p a r a  a  a p l i c a ç ã o  em g r a f o s  n ã o  o r i  - 
e n t a d o s ,  a  r e f e r ê n c i a  1481 o f e r e c e  uma n o v a  a l t e r n a t i v a  p a r a  o  

a l g o r i  tmo d e  D a n t z i g .  Além d e  a l g u m a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  i m e d i a -  

t a s  q u e  a  h i p ó t e s e  d e  a r c o s  n ã o  o v i e n t a d o s  p e r m i t e  à F a s e  1 d o  

a l g o r i t m o ,  um t i p o  d e  d e c o m p o s i ç ã o  é a p l i c a d o  a o  g r a f o ,  e v i t a n  

d o  a l g u m a s  o p e r a ç õ e s  n a  F a s e  2 ,  e s p e c i a l m e n t e  no c a s o  d e  r e d e s  

e s p a r s a s .  

i )  M o d i f i c a ç õ e s  n a  ~ a s e  1 .  
- 

P a s s o  1  
: d;i = d'l 

= M i n l d p j  -I- d j i  1 
l p  j ~ s  

P a s s o  2 : d * ( p , p )  = 0 ;  

As m o d i f i c a ç õ e s  i  n t r o d u z i d a s  em A . 2 . 2 .  s ã o  também a p l i c á v e i s  

sem r e s t r i ç ã o .  

i i )  M o d i f i c a ç õ e s  na F a s e  2 .  

D e f i n i ç ã o :  S e j a  k l  .. . , k m  O S  nós  d e  S  t a i s  q u e  d  < w .  
k i P  

S e j a  H = { k l , .  . . , k m } ,  H C S .  S e j a m  K i  C S  p a r a  t o d o  

kicH, o s  c o n j u n t o s  d e  n ó s  t a i s  q u e  s e  j a K i ,  o  c a m i -  

nho  m a i s  c u r t o  d e  j a  p ,  a t r a v é s  d o  s u b g ~ a f o  c o n s -  

t r u i d o  com S U { p } ,  i n c l u i  o  a r c o  ( k i  , p )  . 

A l g u n s  d o s  s u b c o n  j u n t o s  K i  , d e f i n i d o s  a c i m a ,  podem s e r  v a z i o s ,  



o  que a c o n t e c e  sempre  d  > 3 k . k  + d  k j P  J 
p a r a  a1 gum k .&H. 

k i  P 
1 j 

N e s t a  s i t u a ç ã o ,  o  caminho  mais  c u r t o  e n t r e  k i  e  p ,  a t r a v é s  do 

s u b g r a f o  fo rmado  com o s  nós S  {p} ,  não  i n c l u i  o  a r c o  ( k i  , p ) .  

E s t e  a r c o  pode  s e r  i g n o r a d o  sem p r e j u T z o  dos c á l c u l o  dos  cami-  

nhos mínimos.  Quando  o s  nós d e  S U {p}  não formam um g r a f o  co- 

nexo ,  os  s u b c o n j u n t o s  K i  podem não  f o r m a r  uma p a r t i ç ã o  de S .  

E s t e  f a t o  não c o n s t i t u e  uma d i f i c u l d a d e  t e ó r i c a ,  j á  que a s  p a r  - 
t e s  d i s c o n e x a s  que não i n c l u e m  o  nó p  podem s e r  d e s p r e z a d a s  nes - 
t a  i t e r a ç ã o .  Os s u b c o n j u n t o s  K i  C S podem s e r  o b t i d o s  d u r a n t e ,  

ou l o g o  a p ó s  a  Fa se  1  do a l g o r i  tmo. Os t e o r e m a s  a p r e s e n t a d o s  

a  s e g u i  r e s t a b e l e c e m  a lgumas  r e l a ç õ e s  e n t r e  os  s u b c o n j u n t o s  K i  , 

i n d i c a n d o  o s  p a r e s  d e  nós  i , j ~ S  q u e  podem t e r  o  caminho  mínimo 

que os  l i g a  a l t e r a d o ,  a p ó s  a  i n s e r ç ã o  do nó p  no s u b g r a f o  cons -  

t r u í d o  com os  nós de S .  A f i g u r a  1  i l h s t r a  a  i d é i a  da d i v i s ã o  

d e  S  em s u b c o n j u n t o s  K i .  

F i g  1  - I 1  u s t r a ç ã o  da  cons t ' r ução  dos  s u b c o n j u n t o s  K i  . 



T e o r e m a  1  : S e j a m  j l € K i  e j 2 € K i ,  e n t ã o  

d 3 i  j 2  
= a 

j l j 2 '  
i . e . ,  s e  j l  e j 2  p e r t e n c e m  a o  mes- 

mo K i ,  O c a m i n h o  e n t r e  e l e s  p e r m a n e c e r á  i n a l t e r a -  

d o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  Os a n t i g o s  c a m i  n h o s  m i n i m o s  , a t r a v é s  d o  s u b g r a f o  

c o n s t r u í d o  com S  , o b e d e c e m  d e s i  g u a l d a d e  t r i a n g u  

1  a r :  
- 

'ji j 2  2 d j l  k  i + 'ki j 2  

c o  mo - 
d;jl - ' j l k  + d  e i k i P  
d*  E a j 2 k  

p j 2  
í d  . t e m o s  q u e  

i k i  P  
d *  + d* d o n d e  d$l  j2  ' j i j 2  - p j i  p j  2  = ajl  j 2  

C Q D .  

T e o r e m a  2  : S e j a m  k l a K 1  e k 2 & K 2 .  K e K 2  n ã o  v a z i o s .  1  

S e  d k  = ak . e n t ã o  d J l j 2  - - 'jl j 2  p a r a  
1 2  1 2  

t o d o s  j l a K 1  e j 2 € K 2 .  

D e m o n s t r a ç ã o :  O b s e r v e - s e  q u e  d* 
= T j l  k l  j 1  P 

+ d  . d e  m a n e i r a  
1  

- 
q u e  d i j 2  - d 3 2 p  = ?ijzk2 + d  . e n t ã o  

2P 

- - + d *  - 
( ' 1  d 3 1 p  p j 2  d j l k ,  ' ' j 2 k 2  + d  k l  + d  k 2 P  ' 

como p o r  h i p ó t e s e  

( 2 )  d k  k = a k  k < d  + d  , t e m o s  q u e :  
1 2  1 2  - k l P  

- 
p k 2  

( 3 )  a j l  j2 2 d j l k  + ' j 2 k 2  + a k k  . De ( 2 )  e 
1  1 2  

( 3 )  t e m o s  : 
- 

( 4 )  ' j l j 2  5 d j l k l  + a j 2 k 2  + d  + d  
k l  p k 2  



De (1.)  e ( 4 )  c o n c l u ~ m o s  q u e :  

< d* + d*  d o n d e  d i l j 2  - - j l p  p j  2  - a j l j 2 *  

C Q D .  

Teo rema  3  : S e j a m  k l € K 1  e k 2 € K 2 ,  K1 e  K 2  n ã o  v a z i o s .  

S u p o n h a  q u e  d i  = d  + d  z d k k  y e n t ã o :  
1  2  k l P  pk  2  1 2  

- - ( a )  p a r a  t o d o  j l a K 1  t a l  q u e  d g l k  - d j 1 k 2  t e -  
2  

mos q u e :  

d g l  j 2  = ajl j2  p a r a  t o d o  j 2 € K 2 .  

( b )  p a r a  t o d o  j 2 a k 2  t a l  q u e  d 3 2 k  
= % 1 .  

t e m o s  q u e :  

- d 3 ~  j 1  - ' j l j 2  p a r a  t o d o  j i € K 1  . 

D e m o n s t r a ç ã o :  P o r  h i  p ó t e s e ,  t e m o s  q u e :  

< d *  + d  ( ' 1  'jlk j l p  . Temos p o r  o u t r o  l a d o  q u e :  
2  p k 2  

- - 
( 2 )  d 3 2 p  - d j 2 k ,  + d  . De ( 1 )  e  ( 2 )  d e d u z i m o s  

k 2 P  

q u e :  

( 3 )  ajl  ,2 ' d k 2 j 2  - < d?  j l p  + d *  . Como p a r a  j l  e  
j Z P  

j 2  v a l e  a  d e s i g u a l d a d e .  
- - 

( 4 )  J j l j 2  5 d j 1 k 2  + dk25i2 , de  ( 3 )  e ( 4 )  o b t e m o s  

< d J l p  + d p j 2  a j l j 2  - d o n d e  

- 
' j i  j 2  - d 3 i  j 2  o  q u e  d e m o n s t r a  a  p a r t e  ( a )  

d o  t e o r e m a .  A p a r t e  ( b )  é d e m o n s t r a d a  d e  f o r  - 
ma a n á l o g o .  

C Q D .  



As vantagens computacionais  que resu l tam d a  a -  

p l i c a ç ã o  d e s t e s  teoremas s ão  imedia tas  n a  Fase 2 do a l g o r i  t m o .  

Do Teorema 1 ,  sabemos que os caminhos mais c u r t o s  e n t r e  nós 

pe r t encen te s  a  u m  mesmo conjun to  K não são  modificados com a i  
i n t rodução  do n ó  p n o  subgrafo  cons t ru ido  com os nós de S ,  de 

modo que: 

Se i l ,  i 2  E K i  , en tão  

- - 
d T l i 2  - m i n l d i l i 2 >  d r l p  + d p i 2 1  = 

não sendo neces sá r i a  nenhuma operação.  

A p a r t i r  dos teoremas 2 e  3,podem-se f i x a r  r e -  

g ras  para  a  pesquisa de a l  t e r a ç ã o  dos caminhos minimos l i g a n -  

do nós pe r t encen te s  a  d i f e r e n t e s  subconjuntos  K i  . A Fase 2 

d o  a lgor i tmo poderá s e r  en t ão  f ~ e e s c r i t a  como s e  segue:  

Fase 2 : 

Sejam H = { k  1 ' "  . , k m }  e  os subconjuntos  K i  de- 

f i  ni dos an t e r io rmen te .  

Os subconjuntos  K i  = j 1  j não vazios  

e s t ã o  ordenados de modo que j l  = k i .  

Para i 1  = 2 ,..., m e  i 2  = 1 ,..., i l - 1  e x e c u t a r  

as segui  n t e s  operações : 

Passo 4A : Se K i l  # Q e  K i 2  # @ > en tão  f a z e r  



P a s s o  48 : S e  d z  < ' k i l k i 2  , e n t ã o  f a z e r  a s  o p e  
i 1  i 2  . . .  

r a ç õ e s  a b a i x o :  

a )  d* = M i n l 3  , d i p  + d* I p a r a  
j k i  j k i  p k i  i 

t o d o  j & K i  l .  

b )  d* = MinI% , d J p  + d* I p a r a  
j k i 2  j k i  p k i  i 

t o d o  j & K i  2 .  

c )  P a r a  t o d o  j l n K i l  e j 2 & K i 2  , f a z e r  a  

o p e r a ç ã o  a b a i x o  s e m p r e  q u e  

d* j l k i 2  < ' j l k i 2  e d. ~ 2 k ~ ~  < ' j 2 k i 2  

dS1  j 2  = ~ i n l a ~ ~  j 2  ~ I P  p j 2  i- d* + d* I 

A l g u n s  a r t i f i c i o s  d e  p r o g r a m a ç ã o  s e r ã o  n e c e s s á -  

r i o s ,  p a r a  q u e  a s  c o m p a r a ç õ e s  d e  v a l o r e s  T i j  e  d t  p o s s a m  s e r  
1 j 

e v i t a d a s ,  p e r m i t i n d o  q u e  ambos o s  v a l o r e s  p a r t i l h e m  o  mesmo e s -  

p a ç o  d e  a r m a z e n a m e n t o .  As c o m p a r a ç õ e s  no  P a s s o  4B podem s e r  e -  

v i t a d a s ,  s e ,  . d u r a n t e  a  e x e c u ç ã o  d a s  o p e r a ç õ e s  a )  e b )  , f o r e m  

c o n s t r u i d a s  a s  l i s t a s ,  L I  C K i  e L 2  C K i  i n d i c a n d o  o s  n ó s  com- 

p o n e n t e s  d o s  p a r e s  d e  n ó s  q u e  s e r ã o  e x a m i n a d o s  n a  o p e r a ç ã o  c ) .  

O b s e r v e - s e  q u e  q u a n d o  e x i s t e  a p e n a s  um s u b c o n j u n t o  K i  # , n e -  

nhuma o p e r a ç ã o  s e r á  r e a l i z a d a  na F a s e  2 ,  s i g n i f i c a n d o  q u e  n e -  

nhum c a m i n h o  mínimo se rá  a l t e r a d o  com a  i n c l u s ã o  do  n ó  p .  P a -  

r a  o  o u t r o  c a s o  e x t r e m o ,  q u a n d o  e x i s t e m  p-1  s u b c o n j u n t o s  K i#@,  

c a d a  K i  c o n t e r á  a p e n a s  o  n ó  k i & H ,  e  t o d o s  o s  p a r e s  d e  n ó s  d e -  

vem s e r  e x a m i n a d o s .  A m a i o r  e c o n o m i a  c o m p u t a c i o n a l  o c o r r e  em 
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g r a f o s  e s p a r s o s  quando  h a v e r á  s empre  poucos  s u b c o n j u n t o s  K i .  



A.3. A l g o r i t m o  de F loyd  
- .  

O método a p r e s e n t a d o  na r e f e r g n c i a  1461 c o n s -  

t r ó i  os  caminhos  min imos ,  o f e r e c e n d o  a  c a d a  i t e r a ç ã o ,  a  i n c l u  - 
s ã o  de um novo nó no caminho que  l i g a  cada  u m  dos  p a r e s  de  nós. 

O p r o c e d i m e n t o  é i n i c i a d o  com uma m a t r i z  nxn ,  D O ,  c u j o s  e lemen - 

t o s  d g j  i n d i c a m  a  d i s t â n c i a  e n t r e  i e  j c o n s i d e r a n d o  a p e n a s  a s  

l i g a ç õ e s  d i r e t a s  f o r n e c i d a s  p e l o s  a r c o s .  A p a r t i r  d e s t a  m a t r i z  
k i n i c i a l  ; c o n s t r ó i - s e  a  cada  i t e r a ç ã o  uma nova m a t r i z  nxn ,  D , 

que  f o r n e c e  o s  compr imentos  d o s  caminhos minimos l i g a n d o  c a d a  

p a r  d e  n ó s ,  quando  p e r m i t e - s e  a p e n a s  a  u t i l i z a ç ã o  dos  nós  

1 , .  . . , k como nós i n t e r m e d i á r i o s .  

C o n s i d e r e - s e  G = ( N , M )  um g r a f o  o r i e n t a d o  com um 

c o n j u n t o  N d e  nós  com n e l e m e n t o s ,  e  um c o n j u n t o  M de  a r c o s .  A 

cada  a r c o  ( i   EM e s t á  a s s o c i a d o  um comprimento dYj . Fazemos 
o  

d i  i = O p a r a  t o d o  ~ E N  e  d f j  = p a r a  os  demais  p a r e s  o r d e n a d o s  

i j ) .  R e a l i z a - s e ,  e n t ã o ,  a  s e g u i n t e  o p e r a ç ã o  p a r a  k = l , .  . . , n :  

k k - 1  k-1 + 

d i j  = M i n l d i j  d i k  d k j  k - 1  I p a r a  i = l , . . . , n  

A m a t r i z  ~f~ i n d i c a  o s  compr imentos  dos  cami -  

nhos m7nimos l i g a n d o  c a d a  p a r  de  nó ( i , j ) .  Na i m p l a n t a ç ã o  do 
k a l g o r i t m o ,  a s  m a t r i z e s  D , k = O ,  . . . , n ,  podem s e r  a rmazenadas  

no mesmo l o c a l .  A o b t e n ç ã o  do caminho s o l u ç ã o  do prob lema po- 

de  s e r  f e i t a  a t r a v é s  d e  uma ma. t r i z  de s u c e s s o r e s  S c u j o s  e l e -  

mentos  s i  i n d i c a m  o  nó s u c e s s o r  de  i  no caminho p a r a  j . Fa- 



z e n d o  i n i c i a l m e n t e  s i  j = j ,  a t u a l  i z a - s e  S  a o  l o n g o  d o  p r o c e d i m e n  - 
t o ,  d e  modo q u e :  

k - l  e n t ã o  s e  d:j < d i j  'i j = k .  

A c a d a  i t e r a ç ã o ,  d e v e - s e  também v e r i f i c a r  a  e x i s t ê n c i a  d e  c i -  

c l o s  n e g a t i v o s  f a z e n d o  o  s e g u i n t e  t e s t e  p a r a  t o d o  icN: 

s e  d:i O e n t ã o  p a r a r .  

O a l g o r i t m o  d e  F l o y d  p o d e  f a c i l m e n t e  a p r o v e i t a r  

a  i n e x i s t ê n c i a  d e  a r c o s ,  e v i t a n d o  a l g u m a s  o p e r a ç õ e s .  S e m p r e  

k-1  - q u e  d e t e t a m o s  d i  - a , n ã o  s ã o  r e a l i z a d a s  a s  c o m p a r a ç õ e s  p a -  

k r a  a  o b t e n ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d i  p a r a  j = l ,  . . . , n  , n ã o  s e n d o  n e -  

c e s s á r i a  nenhuma o p e r a ç ã o  p o i s  d:j = d:i1 e s t ã o  ambos a r m a z e -  

n a d o s  no mesmo l o c a l .  O a l g o r i t m o  p o d e  s e r  e s c r i t o  e n t ã o  da  

s e g u i n t e  m a n e i r a :  

F a z e r  p a r a  k = l , .  . . , n  e  i = 1 ,  .. . ,n a s  o p e r a ç õ e s  

a b a i x o :  

P a s s o  1  : S e  d:kl # a , e n t ã o  f a z e r  p a r a  

j = l , .  . . , n  a s  o p e r a ç õ e s :  

b )  S i j  = k .  

R - k-1 P a s s o  2 : S e  n ã o ,  d i j  - d i j  p a r a  j = l , .  . . , n .  

P a s s o  3 : S e  d:fl O e n t ã o  p a r a r ,  f o i  e n c o n -  

t r a d o  um c i c l o  n e g a t i v o .  



A.4.  --. M o d i f i c a ç ã o  d o s  ~ Caminhos  ~~ Minimos  Após a  A l t e r a ç ã o  d e  

um A r c o  -- 

A u t i l i z a ç ã o  d e  a l g o r i t m o s  m a t r i c i a i s  na b u s c a  

d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  a t r a v é s  d e  um g r a f o  p e r m i t e  q u e  o s  

c a m i n h o s  m í n i m o s  s e j a m  a t u a l i z a d o s  com r e l a t i v a  f a c i l i d a d e  a -  

pós  uma m o d i f i c a ç ã o  em a l g u m  a r c o .  P r o c e d i m e n t o s  e s p e c i a i s p a  - 
r a  a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  d i s p e n s a m  a  a p l i c a ç ã o  d e  uma no - 
va b u s c a  d e  c a m i n h o s  min imos  a o  g r a f o  m o d i f i c a d o ,  s e m p r e  q u e  

a  a l t e r a ç ã o  s e  c o n s t i t u e  na i n c l u s ã o  d e  u m  novo  a r c o ,  o u  na  

d i m i n u i ç ã o  do  c o m p r i m e n t o  d e  u m  a r c o  j ã  e x i s t e n t e .  

O p r o c e d i m e n t o  m a i s  s i m p l e s  p a r a  a t u a l i z a ç ã o  

d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  é . a p r e s e n t a d o  na r e f e r ê n c i a  1 5 4  1 .  
S e j a  17. . I  a  m a t r i z  d o s  c a m i n h o s  m a i s  c u r t o s  an 

1 J  

t e r i o r e s  à m o d i f i c a ç ã o ,  I d * .  1 a  m a t r i z  d e  c a m i n h o s  m i n i m o s  a -  
1 J 

p ó s  a  m o d i f i c a ç ã o  do  a r c o  ( i  1  , i 2 ) ,  d e  modo q u e  o  novo  c o m p r i -  

m e n t o  d o  a r c o  é d n  2 ai l i  2 .  D e n t r o  d e s t a s  c o n d i  ç õ e s ,  o b t é m -  

s e  o s  c o m p r i m e n t o s  d o s  n o v o s  c a m i n h o s  r e a l i z a n d o  a  o p e r a ç ã o  a -  

b a i x o  p a r a  t o d o  i e  j E N ;  

Uma a l t e r n a t i v a  p a r a  e s t e  p r o c e d i m e n t o  é r e a l i z a r  uma n o v a  i -  

t e r a ç ã o  d o  a l g o r i  tmo d e  D a n t z i g ,  i  n t r o d u z i  ndo n o v a m e n t e  no  g r a  - 
f o  o  nó  i 1  o u  i 2 ,  e x t r e m i d a d e s  do  a r c o  a l t e r a d o .  Numa s i t u a -  

ç ã o  em q u e  o  g r a f o  o r i g i n a l  s o f r e  v á r i a s  a1  t e r a ç õ e s ,  b a s t a  d e -  

t e r m i n a r  o  c o n j u n t o  minimo d e  n ó s  t a i s  q u e  t o d o s  o s  a r c o s  mo- 



d i f i c a d o s  t e n h a m  p e l o  menos um n ó  e x t r e m i d a d e  p e r t e n c e n t e  a  es - 
t e  c o n j u n t o .  A s e g u i r ,  de  a c o r d o  com a  s u g e s t ã o  da  r e f e r ê n c i a  

14.81, r e i  n t r o d u z - s e ,  s u c e s s i v a m e n t e ,  c a d a  um d o s  e l e m e n t o s  d o  

c o n j u n t o  no  g r a f o  o r i g i n a l .  

A lgumas  m o d i f i c a ç õ e s  s ã o  p o s s i v e i s  no  p r o c e d i  - 

m e n t o  d a  r e f e r ê n c i a  154 1 ,  d e  modo q u e  a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i -  

n h o s  m i n i m o s  p o d e  s e r  e f e t i v a d a  d e  uma f o r m a  m a i s  e f i c i e n t e .  O 

novo  p r o c e d i m e n t o  p r o c u r a  e v i t a r  o  exame d e  p a r e s  d e  n ó s  c u j o s  

c a m i n h o s  m i n i m o s  n ã o  s e r ã  a 1  t e r a d o s  no  g r a f o  m o d i f i c a d o .  As 

r e l a ç õ e s  q u e  p e r m i t e m  e s t a s  m o d i f i c a ç õ e s  e s t ã o  a p r e s e n t a d a s  a -  

b a i x o :  

D e f i n i ç ã o  : S e j a m  N 1  N e  N 2  N ,  o s  c o n j u n t o s  d e  nós t a i s  

q u e :  

N 2  = { k s N  I d t l k  < a i l k  ) , o n d e  ( i l , i 2 )  é 

o  a r c o  o r i e n t a d o  c u j o  c o m p r i m e n t o  f o i  a l t e r a d o .  

N c o n t é m  o s  nós c u j o s  c a m i n h o s  a t é  o  nó  i 2  f o r a m  a l t e r a d o s  a -  1  
p ó s  a  m o d i f i c a ç ã o  no g r a f o ,  e N p  c o n t é m  o s  n ó s  c u j o s  c a m i n h o s  

p a r t i n d o  d e  i 1  f o r a m  a l t e r a d o s .  O t e o r e m a  q u e  s e  s e g u e  a f i r m a  

q u e  a p e n a s  o s  c a m i n h o s  e n t r e  p a r e s  d e  n ó s  i  e j ,  t a i s  q u e  

i E N 1  e  j E N 2  , e s t ã o  s u j e i t a s  à a l t e r a ç ã o  n o  g r a f o  m o d i f i c a  - 
d o .  

Teorema 1  : S e j a m  i  E N e  j E N , N 1  e N 2  d e f i n i d o s  a c i m a .  

s e  i q! N1 ou j g? N 2  , e n t ã o  



Demonstração : 

Primei ramen t e ,  observemos que s e  i  f N l  , temos 

que d T i 2  = ~ i n l a ~ ~ ~ ,  a i i l  + d n l  , onde d n  Z i l i 2  é o novo 

comprimento d o  a r co  ( i 1  , i Z ) .  Como d T i 2  = a i i 2  , en t ão  temos: 

Como d" -Milai , di i l  1 j 
+ d n  + T i Z j l  , de ( 1 )  temos que: 

- 
di i 

- 
+ d n  + d i Z j  L d i i 2  + a i Z j  > T i j  , pois  

4 a i j  e  a  menor d i s t â n c i a  e n t r e  i  e  j a n t e s  da a l t e r a ç ã o .  Então 

concluimos que: 

Ana1 ogamen t e ,  

s e  i  é N 2  temos que: 

en t ão :  

Como d ?  = M i n l a i j  , T i i l  + d n  
1 j + , de ( 3 )  temos que: 

- 
'i i  i  + d n  + d i Z j  2 d i i l  + d i i l  . Então c o n c l u i -  

mos que: 



B a s t a  o b s e r v a r  ( 2 )  e  ( 4 )  p a r a  c o m p l e t a r  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

Q u a n d o  t r a t a m o s  com g r h f o s  n ã o  o r i e n t a d o s ,  a 

c o n s t r u ç ã o  d o s  c o n j u n t o s  N 1  e  N 2  pode  s e r  s i m p l i f i c a d a .  Mos- 

t r a m o s  no p r ó x i m o  t e o r e m a  que, n e s t a  s i t u a ç ã o ,  o s  c o n j u n t o s  N ,  

e  N 2  s ã o  d i j u n t o s .  

Teorema 2 : S e j a m  G = (N,M) u m  g r a f o  n ã o  o r i e n t a d o ,  e  ( i 1 , i Z )  

o  a r c o  a  s e r  m o d i f i c a d o ,  com n o v o  c o m p r i m e n t o  
- 

O - < d n  5 d i l i 2  = ai 2 i  . N e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  s e  

i E N , e n t ã o  i é N 2  . 1  

D e m o n s t r a ç ã o :  

S e  i E N 1 ,  e n t ã o  d T i 2  = Min[Ti i2 ,T i i l  + d n (  = 

- - - 
( 1 )  d i i l  2 d i i 2  - d n  2 d i i 2  + d n ,  p o i s  d n  - > O . 

E n t ã o  d T l i  = d T i 1  = Min{aii , a i i 2  + d n }  . De 

( 1 )  t emos  q u e :  

d* 
= d i i l  = a i i1  = a i l i  d o n d e  i L N 2 .  

i l i  
C Q D .  

O novo  p r o c e d i m e n t q  p a r a  a  a t u a l i z a ç ã o  d o s  c a m i n h o s  mrn imos  po-  

d e  s e r  e s c r i t o  como: 



P a s s o  1  : E x e c u t a r  p a r a  t o d o  i  E N a s  o p e r a ç õ e s :  

P a s s o  2 : C o n s t r u i r  os c o n j u n t o s :  

N 1  = {i E N 1 d T i 2  ?iii2} 

R 2  = {i i N 1 
4 Z i I i }  

P a s s o  3 : P a r a  t o d o  i E N 1  e  j E N 2  e x e c u t a r . a  o p e -  

r a ç ã o :  

d t  = Minlz i j ,  T i i l  + dn + ai 2 j  1 . 
1 j 



BUSCA HEURTSTICA DE CAMINHOS MÍNIMOS EM U M  G R A F O  

Os a l g o r i t m o s  d e s c r i t o s  a  s e g u i r  d e s t i n a m - s e  ã bus -  

c a  de  caminhos  d e  c u s t o  m7nimo a t r a v é s  de u m  g r a f o .  E s t e s  a l -  

g o r i t m o s  s ã o  d i s c u t i d o s  n e s t e  t r a b a l h o  q u a n t o  à u t i l i z a ç ã o  na 

r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  de  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s ,  quando a  o b t e n  - 
ç ã o  de uma e s t r a t é g i a  ó t i m a  é f e i t a  a t r a v é s  da  d e t e r m i n a ç ã o  do 

caminho de c u s t o  minimo a t r a v é s  do g r a f o  e s t a d o - e s t á g i o .  E s t e  

a p ê n d i c e  t r a t a ,  b a s i c a m e n t e ,  do a l g o r i t m o  A *  d e s e n v o l v i d o  na 

r e f e r ê n c i a  1441 e  de uma e x t e n s ã o  p r o p o s t a  p a r a  e s t e  a l g o r i  tmo 

na r e f e r ê n c i a  1 4 2 1 .  No Úl t imo c a s o ,  f o i  d e s e n v o l v i d o  o  a l g o r i t  - 
mo f i  que p r o c u r a ,  a t r a v é s  d e  m o d i f i c a ç õ e s  i t e r a t i v a s  na f u n ç ã o  

de a v a l i a ç ã o  u t i l i z a d a  no p r i m e i r o  a l g o r i  tmo, o b t e r  uma s e q u ê n -  

c i a  de s o l u ç õ e s  p a r a  o  problema de  busca  de  caminhos ,  de modo 

q u e  so luçÕes  sub-Ót imas  se jam d i s p o n 7 v e i s  r a p i d a m e n t e  E s t a  c a -  

r a c t e r i s t i c a  do a l g o r i t m o  A é d e s e j á v e l  em p rob l emas  d e  g r a n d e  

p o r t e ,  onde a  o b t e n ç ã o  de s o l u ç õ e s  ó t i m a s  é c o m p u t a c i o n a l m e n t e  

i n v i á v e l  . 
S e j a  G=(N,A) um g r a f o  o r i e n t a d o  sem ramos mÚl t i p l o s ,  

onde  a  c a d a  a r c o  ( i  , ~ ) E A  e s t á  a s s o c i a d o  u m  c u s t o  c ( i , j ) .  O p ro -  

blema de busca  de  caminhos  mínimos é o  s e g u i n t e :  

S e j a  S E N  u m  nó i n i c i a l  e  T C N  um c o n j u n t o  a l v o .  E n -  



c o n t r e ,  s e  e x i s t i r ,  um c a m i n h o  P  = ( i  l , i p , . . . , i n ) .  com i =s e  
n  1  

d 

i n e T ,  c u j o  c u s t o  c ( P )  = 1 c ( i k m l  , i k )  e mín imo  s e  c o m p a r a d o  
k = 2  

com t o d o s  o s  c a m i n h o s  q u e  l i g a m  s a  T .  

Na d e s c r i ç ã o  d o s  a l g o r i t m o s  A* e Â é c o n v e n i e n -  

t e  c a r a c t e r i z a r  o  g r a f o  G=(N,A)  a t r a v é s  d o  p a r  (N,n, o n d e r  é 

o  o p e r a d o r  s u c e s s o r  q u e  a s s o c i a  a  c a d a  nó  i e N  um c o n j u n t o  f i n i  - 

t o  d e  s u c e s s o r e s  r ( i )  = IjeN I ( i j ) A .  S e  e x i s t e  um c a m i -  

nho  m7nimo l i g a n d o  u m  p a r  d e  n ó s  i e j e N ,  o  c u s t o  d e s t e  c a m i  - 
nho é e x p r e s s o  p o r  k ( i , j ) .  O c u s t o  mín imo  d e  i.&N a t é  um m e l h o r  

nó a l v o  neT  é d e n o t a d o  p o r  h ( i )  = Min k ( i  , n ) .  g ( i )  e x p r e s s a  
neT 

o  c u s t o  d o  c a m i n h o  m7nimo l i g a n d o  a  f o n t e  s a t é  o  nó i ,  i  . e . ,  

g ( i )  = h ( s , i ) .  A f u n ç ã o  f ( i )  = g ( 5 )  + h ( i )  e x p r e s s a  o  c u s t o  

d o  menor  c a m i n h o  1  i g a n d o  s a  T, p a s s a n d o  p e l o  nó  i . 
O a l g o r i t m o  A *  p r o c u r a  a p r o v e i t a r  a l g u m a  i n f o r -  

mação  h e u r í s t i c a  a  r e s p e i t o  d a  e s t r u t u r a  d o  g r a f o ,  e x p r e s s a n d o  

e s t a  i n f o r m a ç ã o  a t r a v é s  d e  uma f u n ç ã o  d e  a v a l i a ç ã o  ? ( i )  q u e  f o r  - 
n e c e  p a r a  c a d a  nó  i uma e s t i m a t i v a  d e  f ( i ) .  N e s t e  a l g o r i t m o ,  

f a z - s e  ? ( i )  = g ( i )  + f i ( i ) ,  o n d e  S ( i )  é o  v a l o r  d o  c u s t o  do  me- 

n o r  c a m i n h o  c o n h e c i d o  l i g a n d o  s a  i ,  e f i ( i )  é uma e s t i m a t i v a  

p a r a  o  c u s t o  h ( i )  d o  c a m i n h o  m7nimo l i g a n d o  i  a o  a l v o  T .  O a 1  

g o r i t m o  a t u a l i z a  a  c a d a  i t e r a ç ã o  o s  v a l o r e s  g ( i )  e n q u a n t o  o s  

v a l o r e s  h ( i )  s ã o  f o r n e c i d o s  e x o g e n a m e n t e .  

O p r o c e d i m e t i t o  d o  a l g o r i t m o  A *  é a n á l o g o  à q u e -  

l e s  d o s  a l g o r i t m o s  c l ~ s s i c o s  d e  b u s c a  d e  c a m i n h o s  m7nimos a -  

t r a v é s  d e  um g r a f o  como,  p o r  e x e m p l o ,  o  a l g o r i t m o  d e  Di j k s t r a  

d e s c r i  t o  na  r e f e r ê n c i a  141 1 . Com e f e i t o ,  o  a1 g o r i t m o  d e  

D i  j k s t r a  s e  c o n s t i t u e  em u m  c a s o  p a r t i c u l a r  d o  a l g o r i  tmo A* 



q u a n d o  f a z e m o s  f i ( i )  = O p a r a  t o d o  i & N .  O a l g o r i t m o  A* m a n i p u -  

l a  d u a s  l i s t a s ,  A b e r t o  e  F e c h a d o ,  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  n ó s  i&N,  

a c o m p a n h a d o s  d o s  v a l o r e s  g ( i  ) e  ? ( i  ) , e  de  a p o n t a d o r e s  d e f i n i -  

d o s  p e l o  a l g o r i  tmo.  Na l i s t a  A b e r t o  s ã o  c o l o c a d o s  n ó s  g e r a d o s  

p e l o  a l g o r i t m o  q u e  e s c o l h e ,  a  c a d a  i t e r a ç ã o ,  u m  n ó  c o r r e s p o n -  

d e n t e  a o  menor  v a l o r  ? ( i )  e n t r e  o s  n ó s  d e s t a  l i s t a .  ~ s t e  nó 

é e x p a n d i d o ,  i . e . ,  o b t é m - s e  s e u s  s u c e s s o r e s  a t r a v é s  da  a p l i c a -  

ç ã o  do o p e r a d o r  , e  t r a n s f e r i d o  p a r a  a  l i s t a  F e c h a d o .  Os nós 

s u c e s s o r e s  s ã o  i n c l u r d o s  n a  l i s t a  A b e r t o ,  e  c o n t i n u a - s e  a  b u s -  

c a  a t é  q u e  u m  nó  ~ E T  s e j a  e s c o l h i d o ,  q u a n d o  o  a l g o r i t m o  t e r m i -  

n a .  

A l g o r i  tmo A* 

P a s s o  1  : C o l o c a r  o  n ó  i n i c i a l  s na l i s t a  A b e r t o .  F a z e r  g ( s ) = O  

e  c a l c u l a r  T ( s )  = g ( s )  + h ( s ) .  

P a s s o  2  : R e t i r a r  d e  A b e r t o  o  n ó  i *  t a l  q u e  

? ( i * ) =  M i n { ? ( i )  1 i ~ A b e r t o 1 .  ( S e  a  l i s t a  A b e r t o  e s t i -  

v e r  v a z i a ,  n ã o  e x i s t e  c a m i n h o  l i g a n d o  s a  T ) .  

R e s o l v e r  o s  e m p a t e s  a r b i t r a r i a m e n t e ,  p r e f e r i  ndo  o s  

n ó s  n&T.  

P a s s o  3 : S e  o  nó e s c o l h i d o  ~ * E T ,  t e r m i n a r .  O c a m i n h o  minimo 

p o d e  s e r  e n c o n t r a d o  com a u x i l  i o  d o s  a p o n t a d o r e s  . 
P a s s o  4 : S e  n ã o ,  i n t r o d u z i r  i *  em F e c h a d o .  O b t e r  o  c o n j u n t o  

d e  s u c e s s o r e s ~ ( i * )  . ( ~ e ' r ( i  * ) = O ,  i r  p a r a  o P a s s o  

2 ) .  P a r a  c a d a  j ~ T i * ) ,  f a z e r  g ( j ) = s ( i * ) + c ( i * , j )  e  

W i ) = G ( j ) + f i ( j > .  



P a s s o  5 : I n t r o d u z i r  em A b e r t o  o s  s u c e s s o r e s  q u e  n ã o  p e r t e n c e m  

nem à A b e r t o  ou  à F e c h a d o ,  a s s o c i a n d o - l h e s  o s  v a l o -  

r e s  5 , 7 c a l c u l a d o s .  F a z e r  o s  a p o n t a d o r e s  a s s o c i a -  

d o s  a  e s t e s  s u c e s s o r e s  i g u a i s  a  i * .  

P a s s o  6 : A s s o c i a r  a o s  s u c e s s o r e s  q u e  j á  e s t a v a m  em A b e r t o  o s  

m e n o r e s  v a l o r e s  de  7 e 5 e n t r e  o s  c a l c u l a d o s  a g o r a  e  

o s  s e u s  v a l o r e s  p r é v i o s .  

T r a n s f e r i r  p a r a  A b e r t o  a q u e l e s  s u c e s s o r e s  q u e  e s t ã o  

em F e c h a d o  c u j o s  v a l o r e s  7 f o r a m  d i m i n u i d o s ,  a s s o c i -  

a n d o - l h e s  o s  n o v o s  v a l o r e s  7 e  5.  
M o d i f i c a r  o s  a p o n t a d o r e s  d e  t o d o s  o s  n ó s  a l t e r a d o s  

n e s t e  p a s s o  p a r a  i * .  

P a s s o  7 : I r  p a r a  o  P a s s o  2 .  

O t e o r e m a  a b a i x o  d i z  r e s p e i t o  à s  c o n d i ç õ e s  q u e  

devem s e r  s a t i s f e i t a s  p a r a  q u e  o  a l g o r i t m o  A* s e j a  a d m i s s i v e l ,  

i . e . ,  q u e  s u a  a p l i c a ç ã o  f o r n e ç a  n e c e s s a r i a m e n t e  a  s o l u ç ã o  Ó t i -  

ma s e m p r e  q u e  e l a  e x i s t a .  

T e o r e m a  : S e  f i ( i )  - < h ( n )  p a r a  t o d o  i & N ,  e  s e  c ( i  ,j) < 6 > O p a -  

r a  t o d o  a r c o  ( i , j ) ~ A ,  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  A* é a d m i s s í v e l .  

A d e m o n s t r a ç ã o  d e s t e  t e o r e m a  pode  s e r  e n c o n t r a -  

da  na  r e f e r ê n c i a  144 1 . A r e f e r ê n c i a  1421 a s s i  na1  a  q u e  o  mesmo 

r e s u l t a d o  p o d e  s e r  o b t i d o  q u a n d o  s e  t r a t a m  d e  g r a f o s  f i n i t o s  em 

q u e  n ã o  e x i s t e m  c i c l o s  n e g a t i v o s .  

O a l g o r i  tmo A ,  i n t r o d u z i d o  na  r e f e r ê n c i a  1421 c o  - 

mo uma e x t e n s ã o  do  a l g o r i  tmo A * ,  p o s s i b i l i t a  a  m a n i p u l a ç ã o  da  

f u n ç ã o  h e u r i ' s t i c a  f i .  A f i n a l i d a d e  d e  u m  p r o c e d i m e n t o  d e s t e  t i  - 



po é u t i  1  i z a r ,  i n i c i a l m e n t e ,  h e u r 7 s t i c a s  que forneçam r á p i d a -  

mente so luções  sub-Ótimas para  o  problema. I s t o  é p o s s í v e l ,  

s e ,  no a lgo r i t mo  A*, u t i l i z amos  h e u r i s t i c a s  não a d m i s s i v e i s  

t a i s  que h > h .  O a l g o r i  tmo Ã procede d e s t a  manei r a ,  reformu- 

lando a  h e u r i s t i c a  h cada vez que uma nova s o l u ç ã o  sub-Ótima 
d 

e  encon t rada .  O r e s u l t a d o  d e s t e  procedimento é uma sequênc i a  

de so luções  sub-ót imas  que podem, d e n t r o  de c e r t a s  cond i ções ,  

t ende r  para  a s o l u ç ã o  Ótima. E s t e  a l go r i tmo  é r e l e v a n t e  ape-  

nas para os casos  onde s e  d e s e j a  e f e t i vamen te  a  ob tenção  de so  - 

luções  sub-ót imas ,quando a  obtenção da so lução  Ótima pode s e r  

computacionalmente i n v i á v e l  . Neste  Ül timo ca so ,  u t i l i z a - s e  o  

a lgor i tmo Â a s soc i ado  a  uma p o l T t i c a  de reformulação da heu- 

r í s t i c a  h ,  de modo que s e  obtém uma sequênc ia  de so luções  que 

s e  aproximam da s o l u ç ã o  ó t ima ,  a t é  que s e  e sgo t e  u m  l i m i t e  im- 

pos to  ao tempo de computação, ou que a  h e u r i s t i c a  s a t i s f a ç a  à 

uma condição de admiss ib i  1  i d a d e .  

A1 gor i  tmo Ã 

Passo 1 : D e f i n i r  a  função h:N +- R ,  i n t r o d u z i r  na 1  i s t a  Aberto 

o  n ó  s ,  a s soc i ando - lhe  v a l o r e s  g ( s )  e  

? ( s )  = ? j ( s ) + h ( s ) .  

Passo 2 : Se a  l i s t a  Aberto e s t i v e r  v a z i a ,  p a r a r .  

Se não,  r e t i r a r  de Aberto o  nó i *  t a l  que:  

? ( i * )  = Min{S( i ) l i eAbe r to} .  

Resolver  os empates a r b i  t r a r i a m e n t e ,  p r e f e r i n d o  os 

nós ncT. 



P a s s o  3 : S e  i * & T ,  i r  p a r a  P a s s o  6 .  

S e  n ã o ,  i n t r o d u z i r  i *  em F e c h a d o .  

P a s s o  4 : O b t e r  o  c o n j u n t o  d e  s u c e s s o r e s  r ( i * ) .  ( ~ e r ( i * ) = @ ,  

i r  p a r a  o  P a s s o  2 ) .  

P a r a  c a d a  ( i * ) ,  f a z e r  g ( j ) = g ( i * ) + c ( i * , j ) .  

C o m p a r a r  c a d a  s u c e s s o r  com t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a s  

l i s t a s ,  A b e r t o  e  F e c h a d o .  

R e t i r a r  d e  ( i * )  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  j t a i s  q u e  

g ( k )  - < < ( j )  e  k = j  p a r a  a l g u m  k p e r t e n c e n t e  à A b e r t o  

ou  F e c h a d o .  R e t i r a r  d e  ( i * )  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  j 

t a i s  q u e  g ( k )  - < g ( j )  e  k = j  p a r a  a l g u m  k~ ( i * )  com i n  

dite i n f e r i o r  a o  d e  j .  

R e t i r a r  d a  l i s t a  A b e r t o  t o d o s  o s  n ó s  j t a i s  q u e  

g ( k )  - < g ( j )  e  k = j  o n d e  k é a l g u m  nó r e m a n e s c e n t e  em 

( i * ) .  

I n t r o d u z i r  na  l i s t a  A b e r t o  o s  n ó s  r e m a n e s c e n t e s  

j~ ( i * ) ,  a s s o c i a n d o - l h e s  v a l o r e s  g ( j )  e  
- 
f ( j ) = g ( j ) + f i ( j ) ,  e  a p o n t a d o r  i * .  

P a s s o  5 : R e d e f i n i r  a  f u n ç ã o  fi : N -+ R ,  a t u a l i z a r  s e u s  v a l o r e s  

n a s  l i s t a s  A b e r t o  e  F e c h a d o .  I r  p a r a  o  P a s s o  2 .  

P a s s o  6 : S e  a l g u m  c r i t é r i o  d e  p a r a d a  f o r  s a t i s f e i t a ,  t e r m i n a r  

o  a l g o r i t m o ,  r e c u p e r a n d o  u m  c a m i n h o  e n t r e  s e  p o r  

m e i o  d o s  a p o n t a d o r e s .  

S e  n ã o ,  i r  p a r a  o  p a s s o  5 .  



O a l g o r i  tmo Â p o d e  r e s u l t a r  em um a l g o r i  tmo a d -  

m i s s i v e l ,  s e  o  g r a f o  G=(N,A)  s a t i s f a z  à um d o s  c o n j u n t o s  d e  h i  - 

p ó t e s e s  a b a i x o :  

i )  G r a f o s  F i n i t o s  - S u p õ e - s e  a  i n e x i s t ê n c i a  de  

c i c l o s  n e g a t i  v o s .  

i i )  G r a f o s  I n f i n i t o s  - S u p õ e - s e  q u e  c ( i , j ) > 8 > 0  

p a r a  t o d o  ( i ,  j ) & A .  

S o b  e s t a s  h i p ó t e s e s  d e m o n s t r a - s e  q u e  o  a l g o r i  t -  

mo é a d m i s s i v e l  q u a n d o  i n c l u i m o s  n o  P a s s o  6 o  s e g u i n t e  c r i t é -  

r i o  d e  p a r a d a :  

P a r a r  s e  f i ( i )  - < h ( i )  p a r a  t o d o  ~ E N ,  

f i ( n )  = O p a r a  t o d o  n&T.  



111 T o m l i n ,  J . A .  - "A M a t h e m a t i c a l  P r o g r a m m i n g  Model f o r  t h e  

Combined  D i s t r i  b u t i o n  - A s s i g n e m e n t  o f  T r a f f i c " ,  T r a n s .  

S c i e n c e  5 : 1 2 0 - 1 4 0  ( 1 9 7 1 ) .  

121 B r u y n o o g h e ,  M .  - "Um m o d è l e  i n t é g r é  d e  d i s t r i b u t i o n  e t  

d ' a f f e c t a t i o n  d e  t r a f i c  sur  un r é s e a u " ,  T e c h n i c a l  

R e p o r t ,  I n s  t i  t u t  d e  R e c h e r c h e s  s u r  1  e s  T r a n s p o r t ,  

D e p a r t m e n t  d e  R e c h e r c h e  O p é r a t i o n n e l l e  e t  I n f o r m a t i q u e  

A r c u e i l  ( 1 9 6 9 ) .  

131 E v a n s ,  S .  - "Some A p p l i c a t i o n s  o f  M a t h e m a t i c a l  

O p t i m i z a t i o n  T h e o r y  i  n  T r a n s p o r t  P l a n n i n g " ,  D o c t o r a l  

T h e s i s ,  R e s e a r c h  G r o u p  i n  T r a f f i c  S t u d i e s ,  U n i v e r s i  t y  

Col  l e g e ,  London ( 1 9 7 3 ) .  

141 F l o r i a n ,  M . ,  N g u y e n ,  S .  e F e r l a n d ,  J .  - "On t h e  Combined  

D i s t r i b u t i o n  - A s s i g n m e n t  o f  T r a f f i c " ,  T r a n s .  S c i e n c e  9  : 

4 3 - 5 3  ( 1 9 7 5 ) .  

151 I r w i n ,  N . A .  e v o n  C u b e ,  A . G .  - " C a p a c i t y  R e s t r a i n t  i n  

Mul t i - T r a v e 1  Mode A s s i g n m e n t  P r o g r a m s " ,  H . R . B .  B u l l  3 4 7  : 

2 5 8 - 2 8 9  ( 1 9 6 2 ) .  

161 C e s a r i o ,  F . J .  - " A  Combined  T r i p  G e n e r a t i o n  a n d  

D i  s t r i b u t i o n  M o d e l " ,  T r a n s p .  S c i e n c e  9  : 2 1 1 - 2 2 3  ( 1 9 7 5 ) .  

171 N i l s o n ,  A . G .  - " E n t r o p y  M a x i m i z i n g  M o d e l s  i n  t h e  T h e o r y  

o f  T r i p  D i s t r i b u t i o n ,  Model S p l i t  a n d  R o u t e  S p l i t " ,  

J .  T r a n s p .  E c o n o m i c s  and  P o l i c y  3  : 1 0 8 - 1 2 6  ( 1 9 6 9 ) .  

181 Q u a n d t ,  R . E .  e B a u m o l ,  W.J .  - "The  Demand f o r  A b s t r a c t  

T r a n s p o r t  Modes : T h e o r y  a n d  M e a s u r e m e n t " ,  J .  R e g i o n a l  



S c .  6  : 13-26  ( 1 9 6 6 ) .  

19 1 S t e e n b r i n k ,  P . A .  - " O p t i m i z a t i o n  of T r a n s p o r t s  Ne tworks" ,  

John  Wi ley  & Sons  ( 1 9 7 4 ) .  

1101 Meyer, J . R . ,  K a i n ,  J . F .  e  Wohl, M . -  "The Urban 

T r a n s p o r t a t i o n  Prob lem"  Havard U n i v e r s i  t y  P r e s s ,  

Cambridge,  M a s s a c h u s e t t s  (1971  ) . 
111 1 Manhein,  M . L .  - " P r a t i c a 1  I m p l i c a t i o n s  o f  seme Fundamenta l  

P r o p e r t i e s  of  Travel-Demand Mode l s " ,  Hi ghway R e s e a r c h  

Record  4 2 2  ( 1 9 7 3 ) .  

1121 A ldana ,  E . ,  de  N e u f v i l l e ,  R .  e  S t a f f o r d ,  J .H .  - 

" M i c r o a n a l y s i s  o f  Urban T r a n s p o r t a t i o n  Demand", Highway 

Resea rch  Record 446 ( 1 9 7 3 ) .  

1131 Wohl, M .  e M a r t i n ,  B . V .  - " T r a f f i c  Sys tems  A n a l y s i s " ,  

MacGraw-Hi 11 Book Co. ( 1 9 6 7 ) .  

1141 Lane,  R . ,  P o w e l l ,  T . J .  e  S i n i t h ,  P . S .  - " A 2 a l y t i c a l  

T r a n s p o r t  P l a n n i  ng" ,  Duckworth ( 1 9 7 1 ) .  

1151 M a r t i n ,  B . V .  e  Manhein,  M . L .  - "A Resea rch  Program f o r  

Compari s i  on o f  T r a f f  i c  Ass i gnment Techni  q u e s " ,  H i  ghway 

Resea rch  Record  8 8  ( 1 9 6 5 ) .  

1161 G i l b e r t , A .  - "A Method f o r  t h e  T r a f f i c  Ass ignmen t  

Problem when Demand i s  E l a s t i c "  , LBS-TNT-85, T r a n s p o r t  

Network Theory  U n i  t ,  London Bus i n e s s  S c h o o l ,  London 

( 1 9 6 8 ) .  

1171 Murch l and ,  J . D .  - "Road Network T r a f f i c  D i s t r i b u t i o n  

i  n E q u i l  i b r i u m " ,  A r t i g o  a p r e s e n t a d o  na c o n f e r ê n c i a  

" M a t h e m a t i c a l  Methods i  n t h e  Economi c  S c i e n c e "  

Obe rwo l f ach ,  o u t u b r o  ( 1 9 6 9 ) .  



1181 Wilki 'e,  D.F. e S t e f a n e k ,  R . G .  - " P r e c i s e  D e t e r m i n a t i o n  

o f  E q u i l i b r i u m  i n  T r a v e 1  F o r e c a s t i n g  P r o b l e m s  U s i n g  

Numeri c a l  O p t i r n i z a t i o n  T e c h n i q u e s "  , Hi ghway R e s e a r c h  

R e c o r d  3 6 9  ( 1 9 7 1 ) .  

1191 W i g a n ,  M . R .  - " B e n e f i t  A s s e s s m e n t  f o r  Ne twork  T r a f f i c  

M o d e l s  a n d  A p p l i c a t i o n  t o  Road P r i c i n g " ,  Road R e s e a r c h  

L a b o r a t o r i  e s  R e p o r t  LT 41 7 ,  C r o w t h o r n e ,  B e r k s h i  r e  

( 1 9 7 1 ) .  

1201 W i g a n ,  M . R .  e B a n f o r d ,  T . J . G .  - "A P e r t u b a t i v e  Model 

f o r  Conges  t e d  a n d  O v e r l o a d e d  T r a n s p o r t a t i  on N e t w o r k s " ,  

Road R e s e a r c h  L a b o r a t o r i e s  R e p o r t  LT 41 1 ,  C r o w t h o r n e ,  

B e r k s h i r e  ( 1 9 7 1 ) .  

121 1 F l o r i a n ,  M .  e N g u y e n ,  S .  - "A Method  f ;o r  C o m p u t i n g  

N e t w o r k  E q u i l i b r i u m  w i t h  E l a s t i c  Demands" ,  T r a n s .  S c i e n c e  

8  n? 4 ( 1 9 7 4 ) .  

1221 F e r l a n d ,  J . A .  - "Minimum C o s t  M u l t i c o m m o d i  t y  C i r c u l a t i o n  

P r o b l e m  w i t h  Convex  A r c - C o s t s " ,  T r a n s .  S c i e n c e  8 no  4  

( 1 9 7 4 ) .  

1231 N g u y e n ,  S .  - "An A l g o r i t h m  f o r  t h e  T r a f f i c  A s s i g n m e n t  

P r o b l e m " ,  T r a n s .  S c i e n c e  8  nQ 3  ( 1 9 7 4 ) .  

1241 U.S .  D e p a r t m e n t  o f  Commerce,  B u r e a u  o f  P u b l i c  Roads  - 
" T r a f f i c  A s s i g n m e n t  M a n u a l " ,  W a s h i n g t o n  D . C .  ( 1 9 6 4 ) .  

1251 M a r t i n ,  B . V .  e M a n h e i n ,  M . L .  - "A R e s e a r c h  P r o g r a m  f o r  

C o m p a r i s i  on o f  T r a f f i c  A s s i g n m e n t  T e c h n i q u e s " ,  Highway 

R e s e a r c h  R e c o r d  88 ( 1 9 6 8 ) .  

( 2 6 1  F l o r i a n ,  J . A . ,  F l o r i a n ,  M .  e  A c h i m ,  C .  - "On I n c r e m e n t a l  

M e t h o d s  f o r  T r a f f i c  A s s i g n m e n t " ,  T r a n s .  R e s .  9  : 2 3 7 - 2 3 9  

( 1 9 7 5 ) .  



Dafermos ,  S .C.  e  S p a r r o w ,  F.T.  - "The T r a f f i c  Ass ignmen t  

Problem f o r  a  Gene ra l  Ne twork" ,  J o u r n a l  o f  Resea rch  

o f  t h e  N a t i o n a l  Bureau  of S t a n d a r d s ;  B .  M a t h e m a t i c a l  

S c i e n c e s ,  73B, n Q  2 ( 1 9 6 9 ) .  

L e v e n t h a l ,  T . L . ,  Nemhauser,  G . L .  e  T r o t t e r ,  L . E .  - 
"A Col umn G e n e r a t i o n  A l g o r i  t h m  f o r  Opt imal  T r a f f i c  

A s s i n g m e n t " ,  T r a n s .  S c i e n c e  7 : 168:176 ( 1 9 7 3 ) .  

S t a i r s ,  S o n i a  - " S e l e c t i n g  an  Opt imal  T r a f f i c  Ne twork" ,  

J o u r n a l  of  Economics and P o l i c y  v01 I 1  ( 1 9 6 8 ) .  

L e b l a n c ,  L . J .  - "An A l g o r i t h m  f o r  D i s c r e t e  Network 

Design Prob lem"  T r a n s . S c i e n c e  9  n ?  3  ( 1 9 7 5 ) .  

Murch land ,  J . D .  - " B r a e s s  P a r a d o x  o f  T r a f f i c  F l o w " ,  

T r a n s .  Res .  4  : 391-394 ( 1 9 7 0 ) .  

M i  t t e n ,  L .  G .  - "Branch-and-Bound Methods : G e n e r a l  

F o r m u l a t i o n s  and P r o p e r t i e s " ,  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  

1 8  : 24-34 ( 1 9 7 0 ) .  

L a w l e r ,  E . L .  e  Wood, D . E .  - "Branch-and-Bound Methods : 

A S u r v e y " ,  O p e r a t i o n s  Resea rch  1 4  : 699-719 ( 1 9 6 6 ) .  

R i d l e y ,  T . M .  - "An I n v e s t i m e n t  P o l i c y  t o  Reduce t h e  

T r a v e l  Time i n  a  T r a n s p o r t  Network"  T r a n s .  R e s e a r c h  2 ,  

n Q  4  ( 1 9 6 8 ) .  

Ochoa-Rosso,  F .  e  S i l v a ,  A .  - "Optimum P r o j e c t  A d d i t i o n  

i  n Urban T r a n s p o r t a t i o n  Networks  v i a  D e s c r i p t i  ve  

Ass ignment  M o d e l s " ,  Resea rch  R e p o r t  R68-44 MIT, 

Depa r tmen t  of  C i v i l  E n g i n e e r i n g  ( 1 9 6 8 ) .  

Chan,  Y . P .  - "Opt imal  T r a v e l  Time R e d u c t i o n  i n  a  

T r a n s p o r t  Network : A n  A p p l i c a t i o n  o f  Network A g g r e g a t i o n  

and Branch-and-Bound T e c h n i q u e s " ,  Resea rch  R e p o r t  



R.69-47  MIT, D e p a r t m e n t  o f  C i v i l  E n g i n n e r i n g  ( 1 9 6 9 ) .  

1371 S c o t t ,  A l l e n  J .  - "The  O p t i m a l  N e t w o r k  P r o b l e m  S o n c e  

C o m p u t a t i o n a l  P r o c e d u r e s " ,  T r a n s .  R e s e a r c h  3  : 2 0 1 - 2 1 0  

( 1 9 6 9 ) .  

1381 Hai  Hoc ,  Hoang - "A C o m p u t a t i o n a l  A p r o a c h  t o  t h e  

S e l e c t i o n  o f  an  O p t i m a l  T r a f f i c  N e t w o r k " ,  D e p a r t m e n t  

d l I n f o r m a t i q u e ,  U n i v e r s i t é  d e  M o n t r e a l  f f  1 0  ( 1 9 7 1 ) .  

1391 B a r b i e r ,  M .  - "Le  F u t u r e  R é s e a u  d e  T r a n s p o r t s  e n  R é g i o n  

d e  P a r i s " ,  C a h i e r s  d e  1  ' I n s t i  t u t  d l A m é n a g e m e n t  e 

d ' u r b a n i s m e  d e  l a  R é g i o n  P a r i s i è n n e ,  4 - 5  nQ 4 ( 1 9 6 8 ) .  

1401 B i l l h e i m e r ,  J .W. ,  G r a y ,  P .  - " N e t w o r k  D e s i g n  w i t h  F i x e d  

a n d  A v r i a b l e  C o s t  E l e m e n t s " ,  T r a n s . S c i e n c e  7  : 4 9 - 7 4  

( 1 9 7 3 ) .  

141 1 D r e y f u s ,  S . E .  - "An A p p r a i s a l  o f  some s h o r t e s t - P a t h  

A l g o r i t h m s "  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  1 7  : 3 9 5 - 4 1 2  

1421 G o n z a g a ,  C l o v i s  C .  - " E s t u d o  d e  A l g o r i t m o s  d e  B u s c a  em 

G r a f o s  e s u a  A p l i c a ç ã o  a  P r o b l e m a s  d e  P l a n e j a m e n t o " ,  

T e s e  d e  D o u t o r a d o ,  COPPE-UFRJ ( 1 9 7 3 ) .  

1431 P a t e r s o n ,  C h r i s t o p h e r  A .  - " P r o g r a m a  d e  C o n s t r u ç õ e s  e 

M e l h o r i a  d a  Rede  R o d o v i á r i a  d e  A l a g o a s " ,  R e l a t ó r i o  d o  

T r a b a l h o  r e a l i z a d o  p e l a  SPA - R i o  d e  J a n e i r o  ( 1 9 7 4 ) .  

H a r t ,  P . E . ,  N i l s s o n ,  N . J .  e R a p h a e l  B .  - "A F o r m a l  

B a s i s  f o r  t h e  H e u r i s t i c  D e t e r m i n a t i o n  o f  Minimum 

C o s t  P a t h s " ,  IEEE T r a n s .  v01  s s c - 4 - n o 2  ( 1 9 6 8 ) .  

Y e n ,  J i m  Y .  - " F i n d i n g  a 1 1  S h o r t e s t  R o u t e s  f r o m  a  

F i x e d  O r i g i n  i n  a  N-node G e n e r a l  N e t w o r k " ,  t r a b a l h o  a p r e -  

s e n t a d o  no TIMS T e n t h  A m e r i c a n  M e e t i n g ,  A t l a n t a  1 - 3  o u t u  - 

b r o  ( 1 9 6 9 ) .  



1461 F l o y d ,  R . W .  - " A l g o r i t h m  9 7 ,  " S h o t e s t  P a t h " ,  Comm. A C M  5 ,  

3 4 5  ( 1 9 6 2 ) .  

1471 D a n t z i g ,  G . B .  - "A11 S h o r t e s t  R o u t e s  i n  a  G r a p h " ,  

O p e r a t i  o n s  R e s e a c h  H o u s e ,  S t a n f o r d  U n i  vers i  t y ,  T e c h n i  c a l  

R e p o r t  6 6 - 3 .  

( 4 8 1  G r a s s i n ,  3 .  e M i n o u x ,  M .  - " V a r i a t i o n s  s u r  un A l g o r i t h m e  

d e  D a n t z i g  : A p l i c a t i o n  a  l a  R e c h e r c h e  d e s  P l u s  C o u r t s  

Chemins  d a n s  l e s  G r a n d s  R e s e a u x "  R.A.1 . R . O .  1 : 5 3 - 6 2  

( 1 9 7 3 ) .  

1491 T a b o u r i e r ,  Y .  - "A11 S h o r t e s  D i s t a n c e s  i n  a  G r a p h .  An 

I m p r o v e m e n t  t o  D a n t z i g ' s  I n d u c t i v e  A l g o r i  t h m " ,  D i s c r e t e  

M a t h .  4 : 8 3 - 8 7 ( 1 9 7 3 ) .  

1501 H u ,  T .C.  - " R e v i s e d  M a t r i x  A l g o r i t h m s  f o r  S h o r t e s t  P a t h s " ,  

SIAM J o u r n a l  o f  A p p l i e d  M a t h .  1 5 :  2 0 7 - 2 1 8  ( 1 9 6 7 ) .  

1511 H u ,  T .C .  - "A D e c o m p o s i t i o n  A l g o r i t h m  F o r  S h o r t e s t  P a t h s  

i n  a  N e t w o r k " ,  O p e r a t i o n s  Res. 1 6 : 9 1 - 1 0 2  ( 1 9 6 8 ) .  

1521 Yen,  J i n  Y .  - " O n  H u ' s  D e c o m p o s i t i o n  A l g o r i t h m  f o r  

S h o r t e s t  P a t h s  i n  a  N e t w o r k " ,  O p e r a t i o n s  Res. 1 9  : 9 8 3 -  

9 8 5  ( 1 9 7 1 ) .  

( 5 3 1  G l o v e r ,  F . ,  K l i n g m a n ,  D .  e N a p i e r ,  A .  - "A N o t e  on  

F i n d i n g  A1 1 S h o r t e s t  P a t h s " ,  T r a n s .  S c i e n c e  8 : 3 - 1 2  ( 1 9 7 4 ) .  

1541 M u r c h l a n d ,  J . D .  - " T h e  E f f e c t  o f  I n c r e a s i n g  o r  D e c r e a s i n g  

t h e  L e n g t h  o f  a  S i n g l e  Arc  on  a 1 1  S h o r t e s t  D i s t a n c e s  i n  

a  G r a p h " ,  London  B u s i n e s s  S c h o o l  , T r a n s p o r t a t i o n  N e t w o r k  

T h e o r y  Uni t ,  P a p e r  26 ( 1  9 6 7 ) .  




