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In th is  thesis we consider the following problem which is of 

interest  i n  the design of multivariable linear time-invariant control systems 

that  are robust: 

Given Ao : X + X , Bo : U + X , determine conditions 

under which a given subspace V C X has that property that  there exists  

Fo : X + U for  which C(A, + 6A) + (Bo + 6B) (Fo + ~ F U  V C V for  a 

given class of perturbations (6A , 6B , 6F) . 
Using the necessary and sufficient conditions for  

solvability of th i s  problem a constructive sythesis of the disturbance 

rejection problem when the system parameters are subject to  perturbations, i s  

presented. 

These results  are also used to  establish the structural 

incompatibility of minimal order Luenberger observers with robustness. 



Em linhas gerais diremos que es ta  tese t r a t a  do seguinte 

problema : 

Dados Ao : X +- X , Bo : U -+ X e um subespaço V de X , dg 

terminar condiçóes para a existência de uma síntese Fo : X + U de V que to r  - 
na V um "subespaço robusto" em relação variaçóes nos parhetros  Ao , Bo e Fo 

i s t o  é, 

 DA^ + GA) + (Bo + GB) (Fo + 6 ~ j - j  V C V 

para todo GA, GB e 6F em uma classe apropriada de perturbações. 

Una consequência imediata dos resultados obtidos refere-se 

aos observadores de Luenberger de ordem mínima, cuja estrutura mostraremos ser  

incompatível com robustez. Todavia o principal resultado deste trabaiho consis- 

t e  na solução do problema de rejeição de perturbação com variação nos parâme- 

tros do sistema. 
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Notação : 

B 0  U + X  

Bo, I m  Bo 

Ker Bo 

xi O v 

: corpo dos nheros  reais 

: conjunto dos p primeiros nÚmeros naturais 

: conjunto de todas as p-uplas (xl , . . . ,x ) com x. E \R , i E p 
P L 

: espaços vetoriais de dimensão f i n i t a  sobre IR 

: representação matricial de hommorfismos entre espaços vetori - 
a i s  

: homomorf i m o  de U em X 

: imagem em X de Bo 

: soma direta de X 1  e V 

: 'conjunto vazio 

: restrição do homomorfismo Ko ao subespaço V 

: relação de inclusão em X 

: negação da relação de inclusão em X 

: semiplano esquerdo aberto do plano complexo (C. 

: espectro de Ko (conjunto dos auto-valores de Ko) 

: valor absoluto de oi E IR 

: imagem inversa de V por Ao 

: shbolo  de produt6rio 

: símbolo de somatõsio 



INTROWCAO 

Quando projetamos um sistema de controle desejamos que seu 

comportamento dinâmico se ja  compatível com as necessidades impostas pelo proble - 
ma que lhe 6 inerente. Entretanto, nem sempre i s t o  6 possível. 

Se investigarmos as causas de t a l  impossibilidade, conclui- 

remos que em muitos casos fo i  ignorada a presença de eventuais perturbações no 

sistema. 

Ass im,  se quisermos projetar um sistema de controle eficaz, 

devemos projetá-lo de maneira robusta, ou se ja ,  seu comportamento dinâmico não 

deve sofrer alterações bruscas em presença de perturbações. 

Nesta tese apresentaremos soluções robustas para alguns 

problemas cl&sicos . O s  conceitos básicos para um bom entendimento dos assuntos 

abordados são tratados no capítulo 11. No capítulo 111, dados A o :  X + X ,  

Bo : U + X e um subespaço V C X apresentamos condições para a existência de 

uma síntese robusta Fo : X + U que tomam V um subespaço [A~ + Bo (Fo + 6 ~ ]  

- invariante independente das perturbações 6F em Fo nos seguintes casos: 

a) quando perturbamos todos os parbetros  de Fo 

b) quando perturbamos apenas os parbetros não-nulos de Fo. 



Usando a condição de solubilidade do problema (b) mostramos 

como os observadores dinâmicos de ordem msima possuem estrutura Bncompativel 

com robustez. 

Todavia, o principal resultado encontra-se no capítulo IV,  

com a versão robusta do problema de rejeição de perturbação. A condição de 

solubilidade para es te  problema 

- 
nos permitiu introduzir na l i t e ra tu ra  um novo subespaço V * ,  o maior subespaço 

robusto não-observável contido em Ker C. . 



CONCEITOS B&IOS 

Este cap;tulo 6 apenas introdutõrio . Nele 

objetivamos apresentar os conceitos funda - 

mentais sobre (Ao , Bo) - i nva r i hc i a  , 

espaços quocientes e diagramas comutati- 

vos. 



Seção 2 .1  - Subespaços (Ao , Bo) - invariantes 

No decorrer deste trabalho, consideraremos apenas espaços 

vetoriais de dimensão f in i t a  sobre o corpo R dos nheros  reais. 

Letras maiüsculas do alfabeto latino serão utilizadas pa- 

ra  representar matricialmente aplicações lineares de espaços vetoriais em es- 

paços vetoriais. 

Sejam X , Uespaçosvetoriais,  Aoumendomorfismo de 

X , Bo um monomorfismo de U em X . 

Definição 1 - Um subespaço V C X é (Ao , Bo) - invariante se 

A classe de todos os subespaços (Ao , Bo) - invariantes 

de X para algum par (Ao , Bo) será indicada por 

C* (Ao , Bo $1 ( 2 )  

E claro que s e  V C X é Ao - invariante para algum en- 

domorfismo Ao de X , V é (Ao , Bo) - invariante para todo monomorfismo 

de U em X . 
A principal propriedade de um subespaço (Ao , Bo) - inva - 

riante reside no fato de que t a l  subespaço pode ser  tornado (Ao + BoFJ - in- 
variante para algum homomorfismo Fo de X em U .  

Se V E C* (Ao , Bo ; X) , uma classe 



F* (V) = {F : (Ao + B F) V C v} 
O (3) 

de homomorfismos F que tornam V um subespaço (Ao * BoF) - invariante pode 

ser  determinada da maneira seguinte: se ja  X 1  C X um subespaço de X t a l  que 

X = X 1  0 V , Q : X -+ X1  a projeçzo sobre X1  ao longo de V e V : V -i X 

a inserção de V em X definida por: 

Claramente V 6 wn monomorfismo e I m  V = V . 
Como V E C* (Ao , Bo ; X) , 

Q Ao v C Q Bo 

e a equação 

Q A o V = Q B o Z  

tem uma solução 

Z = - F V  

Combinando as equações (5) e (6) , resulta 

Q (Ao + B0F ) V = O 

ou ainda 

(*o + BoF ) V C V = Ker Q 

Assim cada classe F* (V) 6 determinada pela escolha de 

X l  e dada por: 



F* (V) = {F : (Ao + BoF) V C V} = {F : Z = - F V} 

importante ressaltar que 

F* (V) + $ se e somente se  V E C* (AO, Bo; X) 

Seção 2.2 - Elemento maximal da classe C* (Ao , Bo ; K) 

Seja K C X um subespaço de X e C* (Ao , Bo ; K) a sub- 

classe dos subespaços (Ao , Bo) - invariantesde X contidos em K: 

Agora, O E C* (Ao , Bo ;K  ) e a classe C* (Ao , Do ; K )  6 

não-vazia. Como K e um subespaço de X , C* (Ao, Bo ; K )  6 fechada em relação 
4 

a operação de adição de subespaços e portanto possui um único elemento maximal 

O seguinte algoritmo, sugerido por Wonham 6 Morse em [ 11 
nos permite encontrar V* em um número de passos ,< dimensão K .  

Primeiramente, defina a sequência de subespaços : 
V1l 

I 

onde, 

Observando a sequência V vemos que V 1\ (sequência não- 
Fi lJ 



erescente) e V C V . 
1-i v- 1 

Assim, para algum k 6 dimensão K , 

Seção 2 .3  - Espaços Quocientes e Diagramas Comutativos 

Definição 2 - Seja V C X um subespaço de X . Diremos que x é equivalente a 

y módulo V e escreveremos 

x E y (mod V )  

Em particular,  a equivalência 

x r O ( m d  V )  

corresponde a x E V 

E claro que a equivalência mõdulo V é uma relação de equi - 

valência. 

Portanto, o espaço X f i ca  decomposto em classes de equi - 
valência módulo V . A classe gerada por um elemento x será denotada por 8. 

xl yl (mod V) G x2 E y2 (mod V )  

então 

Este fato permite introduzir de uma maneira natural no 

conjunto das classes por um mÕdulo fixado, a s  operações de adição e de multi- 



plicação por um escalar,  fazendo 

X1 +i& = x 1  + X 2  G & = a x  

O conjunto destas classes torna-se a s s h  um espaço vetorial 

conhecido como espaço quociente X/V (X/V não 6 subespaço de X). 

Para os espaços quocientes valem as seguintes propriedades: 

(a) X/O 6 isomorfo a X 

(b) X/X = O 

(c) dimensão X/V + dimensão V= dimensão X. 

Definição 3 - Por uma contração do espaço X mÓdulo V (também conhecida como 

projeção canÔnica de X em X/V), entenderemos o epimorfismo P : X + X/V t a l  

que 

Ker P = V I m  P = X/V 

Agora, s e  V X é um subespaço Ao - invariante para algum 

endomorfismo Ao de X e P 6 uma contração de X módulo V , seja  Ão o endomor- 

fismo induzido em X/V por Ao. Então, o diagrama 1 6 comutativo. 

Diagrama 1 



OU se ja ,  

P Ao = Áo P 

Sejam X  , Z espaços vetoriais,  C. um homomorfismo de 

X em Z e V  C X  um subespaço de X  t a l  que Ker C. 3 V .  Se P é uma contração X 

mÔdulo V  , existe m único homomorfisrno C. de X / V  em Z que toma o diagrama 

2 comutativo. 

x / v  Diagrama 2 

ou se ja ,  

- c. = C. P 

Em particular,  se  C. é um epimorfismo e ker C. = V  , X / V  

é isomorfo a Z . 



INVARIÂNCIA DE s~NTEsE E SUA RELAC&l COM PRIUETO DE OBSERVADORES 

DINÂMICOS DE ORDEM M~NIMA 

Neste capitulo solucionaremos os seguintes problemas: 

1 9  - Dado um subespaço V E C* (Ao , Bo ; X) sob que con- 

dições existe m homomorfisno Fo E F* (V) de X em U 

t a l  que: 

a) Fo tolera perturbações em todos os seus parâmetros. 

b) Fo tolera perturbações apenas em seus parâmetros não-nulos. 

29  - Projeto de observadores dinâmicos de ordem mínima e 

sua incompatibilidade com robustez. 



Seção 3.1 - Invar ikc ia  de síntese 

Com o advento da Teoria dos Observadores introduzida na 

l i tera tura  de Controle por David G. Luenberger [2]  , muitos autores tem vol- 

tado sua atenção para es te  problema. 

1nÜmeros trabalhos foram publicados no sentido de cada vez 

mais aperfeiçoar os projetos referentes a estes sistemas. 

Recentemente, Bhattacharyya 1 3 1  mostrou que em uma s i tua  - 
ção mais real is t ica  na qual são introduzidas perturbações nos parhetros  do 

observador, t a i s  projetos nem sempre são eficazes. Is to conduz naturalmente a 

uma nova refomulação do problema, visando encontrar novas estruturas para as 

quais tenhamos projetos fisicamente realiz&eis . 
O objetivo deste capítulo mostrar que para observadores 

dinâmicos de ordem mínima, a estrutura clássica de t a i s  observadores 6 comple- 

tamente afetada em presença de perturbações. 

Definiçáo 4 - Dado um subespaço V E C* (Ao, Bo ; X), uma síntese de V é 

todo homomorfismo Fo de X em U t a l  que 

F E F* ( V )  
O 

SejamdimensãoX= n edimensão U = m .  Se M (mxn,R) 

denota o espaço vetorial das matrizes mxn sobre o corpo IR dos números re- 

a i s ,  M (,, R) = . e como Fo E M (m, R) podemos identificar o homomor- 

fismo Fo com o ponto fo de uma superfície em p. 

Seja e > O um número real  suficientemente pequeno e defi - 
na as classes de perturbações: 



Claramente, 

Podemos então formular nosso problema da seguinte maneira: 

Dado V E C* (Ao , Bo ; X) , encontrar condições para a existgncia de uma sínte- 

se  6Fo de V t a l  que 

para todo Fo em una vizinhança aberta de fo  E E. Temos dois casos a consi - 
derar: 

19  caso: todos OS parhetros  de Fo são perturbados. 

29 caso : apenas os parbetros  não-nulos de Fo são perturbados. 

Seção 3.2  - Teoremas 

Teorema 1 - Dado V E C* (Ao, Bo ; X) , existe una síntese Fo de V t a l  que 

Fo tolera pequenas variações para todo 6F0 em Cio (E) se e somente se  

Bo C v (22) 



Demonstração : 

Como V  E C* (Ao, Bo; X), 

+ B F )  V C V  
CAO o o 

Do + Bo (Fo + 6%)7 V  C V  , Y 6F0 e 6-2, (e) 

De (23) e (24) resulta que 

( A ~  + B;F~) v = v ri 

Do + Bo (Fo + 6 ~ ~ ) 7  V = V r2 (6) 

onde 

r1 = (Ao + BoFo) 1 V  

(6) = @o + Bo (Fo + 6Fo)7 I V  

e V : V  -t X a inserção de V  em X .  

Combinando as equações dadas por (25) e (26) temos: 

Bo 6F0 V + V ri = V r 2  (6) 

Suponhamos V # O . Então, se  6F0 e O. ((E) 

a condição 

é necessária e s u f i c i h t e  para (29) acontecer. Além disso, se Bo C V  , (24) 

é sempre sa t i s fe i t a ,  Y 6F E ao ( E ) .  o 



Teorema 2 - Dado V  E C* (Ao , Bo ; X), existe uma síntese Fo de V  t a l  

que Fo tolera pequenas variações para todo 6Fo em i21 (E) se e somente s e  

Ao V -  V  (30) 

Demonstração : 

Necessidade - Particionemos Bo em B = [B~  : ~23 onde B l  = Bo n V  
O 

e 

82 n V  = 0. Sejam Fo e 6F escritas de maneira compativel como 
O 

Com V  E C* (AO , Bo ; X) temos: 

CA'l 
+ no Fo) v - v 

Combinando (31) e (32) resulta 

(B1 6F1 + B2 OF2) V  C V  

porém, 81 C V  e (33) torna-se 

B2 OF2 V  C V  

ou 

BP 6F2 V r V r3 (6) 

onde 

r 3  ( 6 ) =  B26F2 I V  

e V : V  + X é a inserção de V  em X . 



A condição 82 n V = O nos fornece de (35) que 

B2 6F2 V = O 

e sendo B2 um monomrfismo, 

V c ker 6F2 (37) 

Suponha agora que Fo E F* (V) se ja  t a l  que tf 6Fo , 6Fo 

Escolha 6% = €1 Fo , O E I  < E . I? claro que 

6F; E Qt (E) 

e portanto, 

Fo + 6% E F* (V) 

Tome 6Fb = €1 Fg . 
Então, 

V c Ker 6F$ = ker €1 F2 = ker F2 

De (32) , temos 

(Ao + B1 F1 + B2 F2 + Bl BFl + B2 6F2) V C V 

ou ainda 

(Ao + B2 F2 + B2 6F2) V C V 

pois B1 c V 

Levando os resultados de (37) e [38) em (39) resulta  

A 0 V c  v 

Suficiência - l! trivialmente verificada escolhendo Fo = 0. 



Seção 3.3 - Exemplos 

a) Exemplo para o 1Qcaso - 

Suponhamos que Bo # V 

Sejam 

Seja 

F* (V) . 

Como V E C* (Ao , Bo ; X) , F* ( V )  6 não-vazia. 

e construamos a classe 

0 0 0 0 -  

Da equação Q Ao V = Q Bo (-FV) chegamos a 

fl f~ -1 -511 

= lf5 f6 f, f8j e a classe F* ( V )  

é então constituída pelo conjunto de todos os homomorfismos F : X -+ U que 

possuem a estrutura acima. 

Para cada Fo E F* (V) tomemos fo E R' como sendo 

fo = (fl f2 -1 -fl f5 f6 f, f8) e se E > O é suficientemente pe- 



queno se j  a ao (E) a classe de perturbações definida por (18) . 

Seja 6Fo = 

6fo (6 1 62 6 3 64 6 5 6 6  67  6 8) numa vizinhança aberta do ponto fo . 

Claramente, nãoexiste Fo E F *  ( V )  que consiga anular 



o efei to das perturbações 6 1 , 6  3 e 6 4 . 

b) Exemplo para o 20 caso - 

Primeiramente, Ao V # V. Seguindo o exemplo anterior, 

- seja Fo - 

Tomemos 6F0 E ai (E) c01110 

I cF V para todo 6 3  

Observando a estrutura da classe F*(V), notamos que O 

k i c o  parbe t ro  de Fo E F* ( V )  que podemos realmente perturbar é -1, e este 

parâmetro é quem contribui com a perturbação indesejável 63 , a qual independe 

dos parbetros  de Fo. 

Seção 3.4 - Projeto de observadores dinn&icos de ordem mínima e sua incoqat i -  

bilidade com robustez 

Consideremos o sistema dinâmico observável 

' 

k(t )  = Aox(t) + V(t) 

y ( t )  = C0x(t) , t >I0  (401 

x(0) = xo 

onde Ao émendomorfinm, de X , Coumepimorfismode X em Y , X e Y 



espaços vetoriais com dimensão X = n 

Procuremos um observador para (40) sob a forma: 

com Z ( t )  E X , JO um endomorfismo de X e Ko um homomorfismo de Y em X a 

serem determinados. 

Escreva 

resultando 

Combinando as equações (42) e (43) temos : 

e( t )  = (Ao - KoCo) x( t )  - J o Z  ( t )  (44) 

Como o par (Co , Ao) é observãvel, por [ 4 ]  , existe 

um homomorfismo Ko de Y em X t a l  que o (Ao - KoCo) C C-. 

Selecione Jo = Ao - %Co. 

De (44) vem que : 

e( t )  = J o e ( t )  , t + O  (45) 

e sendo Jo estável, e ( t )  + O quando t + para cada par de estados inici-  

a i s  (x0,Zo)* 

Na prática, Jo é escolhida de maneira t a l  que a conver- 

gência se ja  rápida comparada com a resposta do sistema que es tá  sendo observa- 



do. Tais observadores são ditos de ordem n . , - 

Suponha agora (Co , Ao). observável. Pelo teorema da duali - 
dade C 4  ] , o par (A; , C:) 6 controlável, com A; um endomorfismo do espa- 

ço dual X ' de X , C: um monomorfismo de Y ' em X ' e dimensão X '=n. Se di- 

mensão y '=p , seja  A um conjunto simétrico de n-p números complexos. 

Então, por 4 1 , existe um subespaço V '  c X ' de di- 

mensão n-p e um homomorfismo Ko de Y em X t a l  que: 

As condições (44a) - (44b) - (44c) são equivalentes a 

existência de um observador mínimo de ordem n-p para o sistema (40) . 
Em termos matriciais , as condições (44) ficam: 

C - 

I posto [-;o- = n 

Supondo observabilidade vamos agora construir um observa- 

dor dinâmico de ordem dnima para o ' sistema (40) . 



Seja 

i ( t)  = TZ ( t )  + Woy(t) + VW (t)  

z ( o ) = z , ,  t a 0  

com T , Ko e V dadas por (44) '. 

Escreva 

e ( t )  = Vx(t) - Z(t) , t a 0  

e daí  resulta 

. e (t) = V&) - Z(t) , t a O 

ou ainda 

Se T é t a l  que ã (T) c C- , como Z (t) = Vx(t) - e ( t)  , teremos Z ( t )  = Vx(t) 

com erro exponencialmente pequeno, quando t -+ . 

Na prát ica,  escolhemos A de t a l  modo que o erro se ja  anu- 

lado rapidamente comparado com a resposta do sistema observado. 

Vamos mostrar agora que a formulação do problema para obser - 

vador dinâmico de ordem mínima é incompatível com robustez quando Ko sofre 

perturbações em R r  (E). 

Inicialmente, consideremos o sistema descrito por (40) e 

suponhamos que estejam sat is fe i tas  as condições (44) , i s to  é, 



para algm ( V '  , Ko, A) onde A 6 um conjunto simétrico de n&ros complexos 

arbitrariamente escolhido. 

Teorema 3 - Com (44) satisfeitas para algum ( V ' ,  .Ko,A ) se Ko sofre per- 

turbações em 521 (e) , então, (44a) ou (44c) falham. 

Demonstração : 

A;, V '  c V '  

Teremos então, 

(A;, - CAK;,) V '  V '  



E claro que o(T2) = ~ ( A ~ I V ' )  6 f ixo,  616. 

Assim, das equações (50) e (51) resulta: 

c ; p l  = v' P1 -r27 

(a) Se ImCOQ V '  = X , ImC; n V '  = O e 

C; K i  V' = O . (53) 

Como V' é um monomorfismo (V' é a inserção de V ' em X ') 

r1 = r2 . Logo, A não 6 arbitrário,  pois a(r2) = A = a(r1). 

~ a l h a '  portanto, a condi@ (44c). 

(b) Se  ri) na(I'2) f fl , então ri + r 2  eda ívemque  

V ( 1  - r 2 )  # .O  pois V' é monomorfismo. 

A s s i m ,  

C;K;V1 # O e consequentemente ImCA n V '  # O contradizendo (44a). 

l? interessante notar que mesmo sendo a(r1) c C- e r2 = r1 

teremos o observador com a mesma dinâmica do sistema observado. 



O Problema de Rejeição de Perturbação considerado por 

Wonharn 6 Morse 6 agora solucionado de maneira mais significa- 

t iva ,  introduzindo perturbações nos parhetros  do sistema. 

A condição de solubilidade deste problema, embora 

mais res t r i t iva  que a anterior nos conduz 5 existência de 

um novo subespaço não-obsedvel,  robusto em relação a - estas 

perturbações. 



Seção 4.1 - Introdução ao Problema de Rej eição de Perturbação. 

O problema de rejeição de perturbação, baseado no princí- 

pio de Poncelet, consiste em usar o controle, se  possivel, para anular o efei- 

to de perturbações exógenas na safda. 

vários autores abordaram es te  problema encontrando condi- 

ções para sua solubilidade. 

Wonham 6 Morse em [5] mostraram que o problema de rejei- 

ção de perturbagão tem solução usando realimentação de estado, se  e somente se  

onde 

V* = sup C* (Ao ,Bo; Ker Co) 

Posteriormente, Bhattacharyya [ 6 7  , usando um controle 

do t ipo u(t)  = Fo X(t) + Go 5(t)  (S(t) sendo uma perturbação exógena arbi- 

t rár ia)  ampliou a classe de soluções do problema estabelecendo para es te  caso 

a condição necessária e suficiente 

com V* = sup C* (Ao$,; Ker Co) 

Em nenhum destes tratamentos, entretanto, fo i  suposta a 

possibilidade de haver pequenas variações nos parhetros  das matrizes Ao ,Bo ,Co 

e Do do sistema, além da perturbação exógena considerada. 

Mostraremos neste capítulo que s e  estas variações estive- 



rem concentradas numa vizinhança aberta da origem no espaço R(.) 6 possível, 

sob certas condições, encontrar um controle que anule completamente o efeito de 

perturbações na saída, independente destas variações (que podemos considerar 

como novas perturbações). 
- 

Esta nova condição m a i s  geral que as anteriores, torna V* 

m subespaço quase Ao - invariante. 

Seção 4.2.  - O problema de rejeição de perturbação. 

Consideremos o sistema dinâmico linear e invariante 

tempo : 

h = Ao x(t) + Bo ~ ( t )  + Do c(t)  

Y(t) = C. x(t) , t a 0 

x(0) = Xo 

onde 

Ao : X + X é um endomorfismo de X ,Bo : U + X , Do : Z + X monomorfismos de 

U em X , Z em X respectivamente e C, : X + Y um epimorfismo de X em Y. 

O termo c(t)  representa uma perturbação exõgena não-me- 

rável diretamente pelo controlador, c(.) pertencente a uma classe arbitrária á1 

de perturbações. 

Definição 5 - Dizemos que o sistema (56) é invariante sob perturbações em re- 

lação ao par (c(. ) , y(.)) se para cada estado inicial  x(o) E X , a saida Y (t) 

é a mesma para todo c(.) c fi . Isto quer dizer que a resposta forçada Yg(t) 



devida ãs perturbações 

é nula para todo 6 (. ) em i2 . 

Supondo agora que 1 5 (.) 1 cresce exponencialmente rápido 

quando t -+ , então Y ( t)  tem a transformada de Laplace 
5 

DJ t 

= 1, ewSt [co 1 o D 0 ~ ( r )  ar] a t  

Como YE(t) = O , K ( t )  E i2 , resulta 

YS(s) = O , Y (s) e daí concluimos que a condição (57) 6 equivalente 

Em temos de realização de estado, o problema de rejei-  

ção de perturbação f ica  então reduzido a: encontrar um homorfismo Fo de 

U em x t a l  que 



Seção 4.3 - Problema de Rejeição de Perturbação com variação nos parâmetros de 

Ao , B0 , C, e Do . 

Seja o sistema dado por (56). 

com dimensão X = n, dimensão U = m, dimensão Y = p e dimensão Z = r . 

Vamos definir as seguintes classes de perturbações: 

S2 (at ,. . . , cyl) = {6A : 6A E M ( m ;  IR) 6 

6A = 1 ai Ai , para todo ai E IR t a l  que 
i=l 

k2 

6B = B.  B. , para todo Bi E IR t a l  que 
i=l 1 1  



6 C  = 1 yiCi, para todo yi E (R t a l  que 
i=l 

6D = 1 GiDi, para todo E IR t a l  que 
i=l 

Tomemos agora o sistema com perturbação 

Seja Fo E M(mxn; IR) um homomorfismo de X em U e conside- 

remos o sistema de malha fechada 



- 
Se H(s,Fo) denota a matriz de transfer6ncia do sistema com 

perturbação, uma condição necessária e suficiente para que o sistema (59) re 

jeite perturbações é que 

ou equivalentemente 

Nosso problema será então determinar condições para a 

existência de uma classe não-vazia de homomorfismos F de X em U, que veri- 

ficam (61) independente das variações em % , Bo , C. e Do. 

Seção 4.4 - Resultado Principal 

Seja H (F) a classe dos homomorfismos de X em U que satis  - 

fazem a (61) independente das variações em Ao, Bo , C. e Do. 

Teorema 4 - A classe H(F) 6 não-vazia se e somente se 



k2 
onde V* = sup { V  c X : Ao V Bo n Ker PiBi + V , i=l 

com Pi : X + denotando a contração de X mõdulo Bi V .  
B~ n v 

Lema 1 - Sejam oi E R t a i s  que 1 0 . 1  E. > O (i=1,2 ,..., k) e 
1 1' 

se e somente se  

Hi = O para todo i=1,2,...k0 

Demonstração : 
k 

Temos que $(Hi) = oiHi 6 contínua para todo oi , 
i=l 

k k 

o ( H )  = H , i ,  2,.  l . k e como 1 oiHi 0 ,  resulta 
a oi 

que 
i=l i-1 

Hi = O para todo - i . 
Agora, suponha que Hi = O ,  i = 1 ,2 , .  . . ,k. Existem oi E R, 

com ]oi 1 ci,zi > O t a i s  que 

o.H. = O , V oi e teremos naturalmente 
1 1  



1 o-H. 5 O , para todo oi satisfazendo a 
i=l 1 1  

Demonstração d~ teorema 4: 

Necessidade. Suponhamos que H (F) se j a não-vazia. Então, - e 

xiste um homomorfismo Fo de X em U satisfazendo a (61). Para facilitar a de- 

monstração vamos reescrever (61) como 

onde : 

fazendo também kl+ k2 = g. 

e claro que (63) é equivalente a 



Fixando j =k ( j  f 0) , procuremos o desenvolvimento de 

Para tanto, se j a S = { O  ,1,2,. . . ,g) e consideremos o pro- 

k duto cartesiano S . 
Definamos as aplicações 

% : sk + M [ m ;  IR) 

definidas por 

para todo elemento 

k ( x l , ,  x )  E S . 

Seja R a relação em sk dada por: 

" Z1 R Z2 se e somente Z l  6 uma permutação de Z2" . 

Claramente, R é uma relação de equival&ciicia sobre sk. Assim, poderemos part i-  



k cionar S em classes de equivalência 

ta is  que 

k Seja Ze(k) m gerador da classe Se . 

- Escrevendo C. - , teremos de (64) 

e aplicando o lema 1 , 
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c O [I a ($1 J F0Dl... DkJ =.o , L = 1,z ,*.. FLk 

ou ainda 

convencionando que para j = O , 

$0 = 1 e $o = In E M ( m ;  R) , 

fazendo j = 0,1,. . . , n-1 , teremos 

n- 1 FLj 
- 

Lema 2 - Seja W* = { Ker C. 11 $. (si)]). 
j=O L=i J 

- 
Então, W* é um subespaço de Ker C. t a l  que 

Demonstração : 

Seja V* o subespaço maximal da classe. 



- - - - - 
C* (Ao, A i ,  ..., A ; Ker Co) = {V c X : I V C V , - g 

- 
( i  = 0 , 1 2 , . ,  g) F, V C Ker Co}. 

- 
Se tomarmos a sequência de subespaços V em Ker C. , 

P 

- 
V. = Ker C. 

- - 
V = Ker C. r\ A:' Vp- i p, . . . f )  Ag Vp- i 

P 

. - 
como V. 3 V 1  * * *  2 Vp 3 . . . existe um índice p d dimensão Ker C. , 

t a l q u e  V = V * .  
P 

C 

üina outra expressão para V* e 

Comparando (66) e (67) temos que 

V* (C: w* 

Consideremos agora a classe de subespaços 



para todo ai t a l  que 

Esta classe é não-vazia e é fechada em relação 2 operação 

de adição de subespaços. 

..# 

e portanto, Z* 6 o conjunto de todos os vetores z E Ker C. t a i s  que 'd ai , 

A p a r t i r  da estrutura de w* e pelo lema 1, para todo oi 

t a l  que (oil < , 1 = 1,2 ,..., g , 

e consequentemente, 

- - 
Observando a estrutura da classe - Z* , como Z * c - Z* , - 

claro que Z* é Ai - invariante para todo i = O ,1,2,. . . ,g. 



Assim, 
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Claramente, Z *  C V* . 

e pela trançitividade, resulta 

Portanto, 

e por (71), teremos 

Agora, pelo lema 2 



W* C Ker C. 

Seja Pi : X + */;'$? , i = 1,2,.. . , k2 
%\ 

o epimorfismo canÔnico de 

Do grupo (b) vem: 

Fo W* C Ker PiBi i = 1,2,... , k2 

Fo W* C Ker PiBi 
i=l 

Agora, se w E W* , por (74) e (78) , 
k2 

Ao W* c Bo f7 Ker PiBi + W* 

i=l 

Logo, W* 6 um elemento da família - V (Ao , AI , . . . , A B ,B , . . . ,Bk2, Co, Ci , ki' o 



k 3 

( i  = , ; v n Ker Ci} 
i=l 

Lema 3 - A classe - V fechada em relação ãopração de adigão de subespaços. 

Demonstração : 

Como O E - V é claro que - V f fl . 
Sejam V I  , V2 E - V . 

11 2 
Ao V1 C Bo Ker PliBi * V i  

i=l 

F12 

Ao V2 C Bo A Ker PziBi + V 2  
i=l 

com 

Seja 

V% 
k2 

Tomemos u E Ker PliBi . 
i=l 



Bi u E Ker Pli = Bin V 1  c B i n  V i  + B i T \  V2 C B i n  (Vl + V2) = 

= Ker Pi , i = 1,2, .  . . ,k2 

P.B. u = 
1 1  

Oi , i = 1 ,2  ,..., k2 

k2 
LI E n Ker PiBi , 

i=l 

k2 k 2 
Ker PliBi C T\ Ker PiBi , 

i=l i=l 

Bo Ker PiBi c Bo Ker PiBi , 
i=l i=l 

k2 k2 
Bo n Ker PiBi + V i  C Bo A Ker PiBi + V 1  + V2 

i=l i=l 

Analogamente , teriamos : 

k2 k2 
Bo Ker PiBi + VI C BO n Ker PiBi + V i  + V2 

i=1 i=l 

k 2 
V i  C Bo 0 Ker PiBi + V i  + V2 

i=l 



k 2  

Ao V 2  C Bo Ker PiBi + V 1  + V 2  
i=l 

k 2  
Ao V 1  + Ao V 2  C Bo A Ker PiBi + V 1  + V 2  

i=l 

e tendo-se em conta o fato de que 

onde 

Além disto,  

k3 

Ai(Vl + V 2 ) C V l  + V 2  , i = l , , .  k e V 1  + V 2 C  /1 Ker Ci 
i=l 

Pelo lema 3 ,  - V possui um Ünico elemento maximal. Deno- 

temos por V* o supremo da classe . 

Então, 

e por (65) 



Suficiência. 

Suponhamos que a condição 

esteja verificada. 

Ao v* c Bo r\ Ker PiBi + V* 
i=l 

Seja X l  C X 

e Q : X -t X1 a projeção sobre X1 

QAo V* C Q B , ~  Ker PiBi 
1 Z l  

..# - - 
V* : V* -c X é a inserção de V* 

- 
t a l  que X = X i @ V k  

- 
ao longo de V*. 

ka 
em X e U* : Ker PiBi + X é a in- 

i=l 

serção de Ker PiBi em X , a equação 
i=l 

- - 
tem una solução Z . Como V* é um monomorfismo, Z = -KV*. 

De (83) vem: - 
QAoV* + QBoU*KV* = O 



- - 
CA0 

BoU*K) V* C Ker Q = V*. 

Escolhendo F = U*K , 

F* (V*) = (F : F = U*K) 

PiBiF V* = P.B. U*K V* = Õi , 1 1  
i = 1,2 , .  . . ,k2 

Portanto, 

- - 
BiF V* C V* , para todo F E F* (V*) 

- 
Seja Fo E F* ( V * )  . 

... 
Claramente, V* C Z *  . Assim, 



i m  D o ~ l . .  . D ~ J  C Z *  e teremos: 

Ou também, 

e finalmente, 

(Co + 6C) [(A, + 6A) + (Bo + 6B) F J ~  (Do + 6D) O 

j = O , l ,  - 1  , para todo 6A e R (al ,... , 
ak,) 

- 
Assim, a suficiência f ica  trivialmente verificada s e  tomarmos í i  (F) = F* (V*) . 

Seção 4.5 - Algoritmo para a determinação do elemento maximal V * .  

Consideremos a sequência de subespaços Vp em Ker C. dada 

por: 

V = Ker C. 
O 



1 k2 1 1 
VI = Ker c. r\ A: ( B ~  n Ker P ~ ~ B ~  + vo)n A; v0 A . . . n ~i~ v. 

i-1 

o - 1 k2 1 
= Ker con A: (B~ Ker %i~i + vp) n A; V ... r\$: V, 

i=l P 

onde 

i = l,Z0..,k2 denota a contração de X módulo B i n  V . 
P 

Como a sequência V é não crescente , isto é, 
P 

v. 3 v1 3 e . .  3 v 3 o.. 

- - 
existe um índice p < dimensão Ker C. para o qual V = V* . 

P 

Seção 4.6 - Exemplo 

Consideremos o sistema dado por 

com: 



Vamos perturbar os parhetros ala e b22 de Ao e Bo. Tome- 

mos ql e 61 tais que li111 < E* e 1611 < E* com E* > O suficientemente pe- 

queno. 

com 6A0 E i2 (61) e 6B0 E 0 (ql) . 

- 1 
Escolhendo E* = 1 , C. (SI - Ao - &A0) Do f O . 

V 6A0 E i2 (si); Vs. 

- 
v* = sup {V : Ao V C B KerPl Bl + V, Ai V C V 4 V C Ker Co} o 

onde 



a. 

Ker P1 B i  = Ker B1 =[i] e u*,= 1 i] 



Então, 

Como F = U* K, 

H (F) = {F : F = fl f2 f 3  -1 O ] 
o 0  o O 0  



* indicando a presença da perturbaçzo . 

Tomemos agora Do 

O o 

Do c Ker C, mas Do $ V* . 



pois ,  como 161 1 < E* , E* = 1 teremos 1+61 # O , V61 . 



Se fizermos uma análise dos resultados apresentados con- 

cluiremos que projetando um sistema f ís ico  com robustez estaremos tornando sua 

estrutura cada vez mais restr i t iva.  

Em alguns casos, um t a l  sistema nem existe, por exemplo, o 

observador de Luenberger de ordem mhiina. 

No caso do observador de ordem mhima, sua estrutura tor- 

nou-se incompatível com robustez porque não suportou o s a c r i f k i o  de t e r  

o u~~ - KoCo) ' I fixo para todo Ko , condição es ta  

necessária para K, tolerar  perturbações em Q l  (5). 

Considerando agora o problema de rejeição de perturbaçãoccm 

variação nos parâmetros de A,, B,. C. e Do , a condição de solubilidade 

em muitos casos não será sa t i s fe i t a  e V* quase sempre será um subespaço Ao - 
invariante. 

Embora na prática não tenhamos sistemas f ís icos cuja estru- 

tura seja compatível com robustez, a condição de solubilidade 



vale como ponto de partida para a solução de um problema prático de grande in  - 
teresse: "encontrar condições para existência de uma l e i  controle que consiga 

minimizar o efeito das perturbações na saída", uma vez que este problema decor- 

r e  da 

i m  Do, h... , D ~ J  $ V*. 

A eficiência de uma l e i  de controle u= Fx que torna a res- 
1 

posta do sist-a na malha fechada insensivel à'perturbqões e evidenciada 

pelo seguinte fato: 
k2 

No caso geral, restrição de Bo ao subespaço A Ker PiBi 
i=l 

impossibilita a utilização de todas as colunas de Boa Esta perda de utilidade 

deve ser compensada por uma ação decisiva do controle. 

Além disto, uma solução % para este problema deve satisfa - 
zer ao conjunto de equafÕes matriciais não-lineares dado por (6 4)'. 

Unia maneira sistemática de encontrar Fo desta consiste em - 
linearizar este conjunto de equações não-lineares, tomando Fo E F* (V*) pois - 
V* torna não-observável na saída qualquer perturbação eventual no sistema. 

O lei tor interessado no problema de rejeição de perturba- 

ção com variação nos ~arâmetros do sistema, ~ o d e r á  solucionar o mesmo problema 

usando uma l e i  de controle do tipo u(t) = Fo ~ ( t )  + Go 6 (t) . 



Desenvolvimento do polinhio rnatricial 

(ooAo + oiAi +. . . + o A )k para o par 
g g 

(g,k) = (2,3) e a estrutura de W* qu- 

do dimensão X = 4 . 



O desenvolvimento do polinômio matricial 

Restringindo nossas considerações para o caso onde (g ,k) = - - 
(2,3) , determinemos então (ooAo + o  AI ) . 

Como S = (0,l) , o produto cartesiano s3 será: 

Com os geradores: 

obtemos as classes de equivalência. 



É claro que 

Por definição , 



Portanto, 

Suponhamos que dimensão X = 4 . A estrutura do subespaço 

W* definido em (66) é neste caso dada por: 

W* = Ker 



Alternativa para a demonstração do teorema 4 

usando pro j eção canhica. 



O Lema 2 pode também se r  provado usando apenas as informa- 

ções sobre as estruturas dos subespaços V* e W* . 
Esta nova prova, entretanto, requer a demonstração de um 

lema verdadeiro, de d i f i c i l  verificação. Fica a cargo do le i to r  a tenta- 

t iva de demonstrá-lo rigorosamente. 

Observando o subespaço U*  do ponto de v i s t a  estrutural ,  

notamos que quando dimensão X = p,  por exemplo, o subespaço W* em RP con- 
P 

tém uma "cÔpiatl exata da estrutura de em RiCp , 0 mesmo acontecendo can o 

subespaço V* . 
Este fato nos permite induzir na dimensão do espaço as 

estruturas de V* e U*  provando que estes subespaços são estruturalmente i- 

dênticos para cada n ,  V n . 

Lema 4 V dimensão X = ( )  V i . )  = O 

se e somente se  W* = O  . L 1 

Demonstração : 

A cargo do lei tor .  

Suponhamos agora que vi. 1 f O com dimensão V* = p C4 e 

dimensão X = ( . ) , 
a contração de X mÓdulo V* . 

SejaP : X + / /  V$ C * )  



i s to  é, 

Porém, Vb-p) = Õ e pelo lema 4 , 
Win-p) 

= õ .  

De (84) resulta então que 

OU ainda, 

- 
P WT*) = O implicando 

W i . )  C V* = Ker P (4 

Combinando (84) e (85) teremos 

Tendo-se em conta que 
- 
Ai V* C V* i = O , l , Z  ,..., g (4 (-1' 

segue-se que 



E claro que se V* = 0, pelo lema Ãi W* 
C* 1 (4 % e a 

prova fica completa. 





Daremos a seguir o sentido de alguns termos encontrados nes - 
t e  trabalho: 

Homomor f ismo Aplicação linear entre espaços vetoriais 

Monom~rf ismo É um homomorfismo inje tor ,  i s t o  é, se T : X + U (X e U 

espaços vetoriais de dimensão f i n i t a  sobre o corpo R dos 

r@meroç reais) é um monomorfismo , Ker T = O . 
# 

Epimorfismo um homomorfismo sobrejetor, i s t o  e ;  se T : X + U e 

um epimorfismo, I m  T = U . 
1somrf ismo É um homomorfismo b i j  etor  (injetor e sobrejetor) , i s t o  

é, s e  T : X + U é um isomorfismo, dimensão X = dimensão 

U .  

Endomrf ismo Todo homomorfismo de um espaço vetorial em si prÔprio. 

Automorfismo Eumendomorfismoinjetor, o u s e j a ,  umisomorfismo de 

um espaço vetorial em si próprio. 
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