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RESUMDO

A contribuicdo principal deste trabalho e
esclarecer como sao as solugoes do problema de ampliagao, vistas
no politopo de solugOes do problema de programagao linear, que cor

responde a formulagcdo matematica do problema de ampliagdo.

Na sintese de redes discutimos o significa
do do enunciado tedrico do problema e ficou mostrada a possibilida
de de resolver um problema de sintese de rede atraves do método

Simplex.

Outro aspecto presente & o entendimento am
plo do que significam as varidveis requisito de fluxo, capacidade
de arco, custo de ampliagao, etc., que precedem a formulagao do pro

blema de ampliacdo e do problema de sintese.

Verificamos que os dois problemas sao seme
lhantes. Eles foram resolvidos, com resultados numéricos, bastan

do lancar mao da bibliografia citada.

No Capitulo I escrevemos -0s conceitos. No

Capitulo II partimos do significado do problema de ampliagao, ex
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plicamos as variaveis, fizemos a colocagdo matematica e analisamos
o conjunto de solugdes. No Capitulo III estudamos a sintese de uma
rede. Um caso real de sintese de uma rede telefonica foi estudado,
na parte do equacionamento e posterior desenvolvimento teSrico,chg

gando ao ponto de resolugao pratica.

Os resultados obtideos no trabalho da Tese

foram:

1. Politopo de solugoes do problema de am -

pliagao.
2. Rede sintetizada final de uma rede dada.

As conclusoes sao:

Os problemas de sintese e amplicacdo envol-
vem variaveis semelhantes. A formulagao matematica também sera qua

se igual. Ao resolver um problema real as diferencas sao muitas.

Merece atencao o enfoque conduzido no senti
do de entender os problemas por analogla com casos reais. Usamos
exemplos de problemas de engenharia, para entender a definigao de
fluxo em redes. Quando foi possivel comparar um conceito, defini -

-~ . . . - 0 . Ll .
cao, com figuras, e conceitos mals facels, usamos este artificio .
Do Apendice vemos que um problema de redes pode, em geral, ser re

solvido por programacao linear.



Ha, neste campo de trabalho muitas publica-
goes, sobretudo estrangeiras. No Brasil, os trabalhos neste" assun

to contam~se nos dedos. A Ciéncia esta doente.
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ABSTRACT

The contribution of this work is tell how
are the solutions 'of the expansion problem, in the polytope solu
tions of the linear programming problem, wich is related with the

matematical formulation of the expansion problem.

In network synthesis we discuss what is the
theoretical significance of the problem. We show that the simplex

procedure can be applied to a synthesis like this.

It's important to know in a large sense
what are the variables. For example, to know what arc capacity
means. With donbts like this, we are asking about required flows,

expansion costs, and anothers.

We observed that expansion and synthesis

are similar problems. They are resolved in many books.

In chapter I we write concepts. In chapter
II, we study the expansion problem. In chapter III we discuss the
synthesis problem.
| We have got some results:
1. Polytope solutions' of the expansion pro

blem
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2. A synthesized network of a given network.
The conclusions are:

Both problems can be formulated like linear programs. When we are
working in a engineering problem, with many cables and stations,
and we need to expand the total capacity of the system, many ques-

tions and some philosophical aspects will be solved before.

In most cases the publications are made in
foreign countries. In Brasil, works like this one are rare. Science

is sick...
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As metas de um trabalho cientifico e sua rea
lizagao sao o avango de conhecimentos que permitem resolver um pro

blema dentro de uma realidade social.

A Tese de Mestrado exige um método de pesqui
sa, entre outras coisas. 0 método usado consiste em conhecer, atra
vés da leitura de textos e outras publicacdes, o panorama geral re
lativo a problemas de teoria de redes, localizacao de recursos, ca
minhos mais curto entre varios nos de uma rede, estabilidade e ou
tros, usando formulagdc matematica conhecida da programagido linear.
Como sabemos na programacao linear o problema consiste em procurar
um maximo (ou minimo) dentro de certas condigdes. Desde o levanta -
mento de publicacgoes afins nas revistas "Operations Research", "Ma-
nagement Science", "Information and Control", passando por trabalhos
de colegas, na forma de algofitmos de fluxo maximo, circulacgao de
fluxos, de sintese e expansao a custo minimo em redes capacitadas ,
até a leitura dos classicos L.R. Ford e D.R. Fulkerson, T.C. Hu ,

etc., que tém livros conhecidos na area.

0 modo de desenvolver um problema nesses es

tudos citados € o seguinte: equacionamento das fungoes matematicas



e restrigoes, verificagao de que o problema se situa dentro de um
problema padrao ja resolvido pelas formas tradicionais de programa
cao linear, falando de outro jeito, usam os metodos Simplex, Sim
plex Revisado, Simplex Revisado Primal, etc. Muitas vezes um  pro
blema nao foi ainda estudado e as formas de resolve-lo poderao ser
novas. Que método seguir para obter resultados aplicaveis, dentro
de uma exposicdo didatica acessivel ao entendimento rapido, e efl
cientemente utilizdveis, dentro de um contexto tecnologico conheci

do?

Um dos objetivos da tese & ser um trabalho
cientifico adequado a uma realidade social. Que permita resolver

problemas reais e atuais.

Fazendo um paralelo, pergunto como trabalha
uma empresa para solucionar problemas dessa natureza. A pratica
mostrou que uma determinada empresa tem custos que ela conhece pe
las suas atividades, pelas postes que coloca, pelo numero de va
las cavadas, quantidade de homens utilizados nesse trabalho, quan
tidade de material importado, colocando em termos matematicos, fun
coes especificas do nivel da tecnologia usada. Assumir que os cus
tos de ampliacdo de uma rede sdo fungdes lineares, fungdes  conve
xas ou numeros reais depende da aproximagéo maior, da precisao me

lhor, enfim, dos objetivos que queremos alcancgar.

As dificuldades no empreendimento de uma te
se de mestrado s3ao a insuficiencia de dados e informagoes recentes

no campo do conhecimento que estamos pesquisando, inexisténcia de



centralizacdo das publicagoes dentro da area especifica de pesqui-
sa, grande quantidade de pesquisa cientifica tedrica ndo verifica-
da e ndo realimentadas pela resolugao de problemas reais nas indﬁi

trias, escolas e na sociedade como um todo.

Tornar de uso mais facil, com eficiéncia ma
ior, e com custos mais baixos, sem usar apenas os metodos tradicio
nais para tornar operacional um sistema de equagoes constituem tam

bem objetivos da tese.

0 metodo para resolver os problemas da tese
foi: estudo tedrico de textos dentro das colocagoes anteriores e
tentativa de levar os problemas formulados para obter resultados .
Selegdo de artigos de revistas, ordenagao didatica, e procura de
encadeamento entre trabalhos de pesquisa ja publicados, conhecimen
to de definigdes essenciais, teoremas mestres e principios univer-

salmente aceitos na bibliografia existente no campo de trabalho.

0 dia a dia de pesquisa revelou dificuldades
de metodologia e sistematizacao pela grande quantidade e diversifi
cagao de temas interrelacionados. Consistia em definir o problema
central, e outros menores, suplementares ou complementares que
formassem um todo, que fosse uma pequena contribuigao critica para

a Ciencia.

A criacao cientifica alia . a imaginacdo e o
- » . ~ ] - . .
método, partindo de condigoes historicas dadas do conhecimento em

um determinado nivel de desenvolvimento cientifico de uma nagdo .



A preocupacao em adequar o problema a realidade, obter resultados,
tirar conclusdes e ver os frutos das teorizagoes foi a busca  cong

tante no correr deste trabalho.

Quais sao as metas do trabalho cinetifico ?
0 que é um trabalho cientifico ? Esclarecer primeiro o que determi
na e a essencia que caracteriza o trabalho de natureza cientifica .
0 trabalho criativo de valores, de conhecimentos, de aquisicgao de
novos instrumentos e meétodos de abordagem de um equacionamento mate
matico.

Desde explicar os custos de ampliar capacida
des de arcos, as proprias capacidades desses arcos, o significado de
um fluxo de recursos materiais por entre varios pontos de uma con
figuracao de rede, ou seja, uma colocagdao ordenada ou nao de  pon
tos interligados por varios ramos ou linhas. Onde estd a esséncia
de dois pontos ligados entre si através de uma linha. Dois pontos
no caso sao duas cidades, dois postes, duas pessoas. Duas linhas
sao duas estradas, dois fios telefonicos, duas relagbes sociais. Sa
bemos que as linhas sao insuficientes para conduzir uma quantidade
material dada que sai de um ponto e se destina ao outro ponto. A ca
pacidade da linha ndo € igual a quantidade de material que vai cir-
cular de um ponto ao outro do sistema.

Onde reside a dificuldade ? Na relagao x da

cidade A y da cidade B expresso que x estradas saem de A e vao
para B. E que y estradas saem de B e vao para A. Os veiculos cir

culam de A para B. Acontece que uma estrada genérica de A para B tem



uma capacidade dada, definida, determinada tecnicamente, que possi

bilita um fluxo normal médio de carros de A para B.

Aumentando a quantidade numérica de carros a
cima do fluxo normal médio posso resolver o problema aumentando em
correspondencia a largura dessa estrada. Ou construindo outra es
trada. Para decidir fixo qual o objetivo que me interessa. AI esta
mos no aspecto quantitativo do problema. A solucgao sera a que Dpro

porcionar custos menores.

Assim também as mentes se alargam nas dife-
rentes atividades de trabalho humano. Desejamos passar tranquilos
os carros pelas diferentes vias de comunicagao. Vamos alargar as
estradas de uma quantidade apenas que baste para tornar o transito

normal. Uma solugao possivel para o problema.

Tomamos as diferencas existentes entre capa
cidade de fluxo de cada via e o fluxo de carros que val passar em
cada via. Podemos tomar essa“diferenga linha por linha, . estrada
por estrada. Entao vamos alargar cada estrada pela diferenca encon
trada. 0 alargamento de estrada por estrada dara uma solucdo para
todas as horas do dia e para qualquer condicdo de transito. Porém
essa solug3oc € a que custa mais caro. Porgue estamos tomando a ma-
xima diferenca em cada estrada. Observar que para cada hora dotran
sito teremos diferentes trafegos, portanto diferentes larguras
de estradas poderiam resolver o problema. Nao questionamos, e a hi
potese nao foi assumida de carros se desviarem de seus trajetos ,

porque uma determinada via estava saturada, isto &, trafegando no



seu limite maximo de capacidade.

A solucdo de alargamento maximo satisfaz a
todas as outras condigdes de trafego. Poréem podemos ter um conjunto
de solugdes horarias. Para cada hora do dia um determinado fluxo e
conhecido. Teremos uma solucdo bem determinada. E as solugbes  vao

definir de hora para hora.
Entao temos as solugoes:

1. Alargar todas as vias de trafego na dife-

renca maxima, obtendo as capacidades maximas de vazdo do trafego.

2. Ter solugoes horarias diferentes, isto e,

alargando nas quantidades maximas de cada periodo horario.

3. Pesquisar, dentro de outra colocagao al
ternativa para o problema, as estradas gque apresentam menor custo
de alargamento. A partir dai descubro o caminho de menor custo de
alargamento total entre duas cidades definidas. Esse caminho, que
& uma sucessdao de estradas sera alargado de modo a ter capacidade

que permita o fluxo normal de todo o trafego excedente.

Como exemplo explicativo vou tomar um siste-
ma de dois pontos ligados por uma linha, ou duas cidades A e B 1li-

gadas por uma estrada.

- . L2l
Raciocinemos a nivel abstrato.



A cidade A se liga a cidade B através de uma
estrada.

A cidade A € diferente da cidade B. Sao Pau
lo e Rio de Janeiroc sao dois nomes de realidades diversas. Em con
telido e forma. Estando em Sao Paulo posso ir ao Rio de Janeiro pe
la via Dutra. Também a Belém = Brasilia € uma estrada acessivel, po
rém o trajeto é mais longo. Saindo de S3ao Paulo passo por varios lu

gares e atinjo a antiga e ensolarada Rio.

Sejam uma cidade A, outra B, outra C. Posso
ir de'A para B, diretamente. Posso também ir de A para B passando
por C. As circunstancias de ir de A para B diretamente ou passando
por um ponto intermediario C ndo interessam no momento. Fazendo o
caminho direto com trafego normal médio da estrada e condigoes tég
nicas conhecidas e equivalentes dos dois caminhos possiveis, mais
rapidamente irei pelo caminho direto. Entao para dois caminhos i
dénticos geograficamente, com condigao de transito normal médio e
para um mesmo veiculo, gastarei menos tempo fazendo o caminho de me:

nor distancia quilométrica.

Estamos sempre vendo um carro circular en -
tre duas cidades, trés cidades ou mais cidades em condigoes norma-

is dadas e ja determinadas em média.

A situacao complexa e completa do problema
é: varias cidades interligadas e varios carros circulando pelas es
tradas de ligagao. Os dados indicam a quantidade de carros que

pretendem passar pelas varias estradas, nas diferentes horas do



dia. As estradas foram construidas por trabalhadores e sao de uma

largura conhecida o que foi o dispendio de uma quantia de horas de
trabalho que representam um valor socilal, associadas de alguma ma
neira dando os custos da construcao. Alargar as estradas significa
dedicar mais horas de trabalho e empregar maquinas adequadas para

esse processo tecnico.

O ponto A pode gerar fluxos, i{quidos, ou
correntes. Pode ser fambém um ponto estéril, do ponto de vista que
nao gera nada, mas apenas permite a passagem de elementos materiais
pela sua estrutura. £ ent3o um ponto intermedidrio. HA pontos que
nao dio passagem, mas sO absorvem, sugam e recebem. Lancar, de um
ponto inicial, uma quantidade material passando por um ou varios
pontos intermediarios, até atingir um ponto final, constitui um pro
cesso que se vé em varios fenomenos fisicos.Como o inicio e o fim
as vezes coincidem, e nao existe o meio. Poderfiamos ficar jogando
as palavras inicio, fim e meio, fazendo combinagdes diferentes de
las. Porém a Ciéncia n3o &€ jogo de palavras. Procuramos a origem ,

o intermediario e o destino em uma rede.

Muitas vezes nos defrontamos com vériasori
gens, muitas intermedidrias e grande numero de destinos. Também as
origens e os destinos podem ser os mesmos. Qual a importancia em
detetar a origem e o destino, quando pesquisamos custos de um sis-
temg@ de pontos interligados entre si ? Muitas vezes & grande o nu-
mero dos pontos de inicio, dos intermedidrios e dos finais. O nime

ro de ramos que ligam os varios pontos também & grande. Um proble-



ma gigante leva tempo para resolver, também pelo emaranhado e entre
lacamento em grande quantidade de suas ligagoes internas. Simplifi-
ca-lo constitui tarefa essencial. Por que ndao reduzi-lo a dois pon
tos ligados entre si ? Perder particularidades e detalhes internos

na estrutura constitui um limite para a simplificagao.

Procurar simplicidade sem perder particula-
ridades e caracteristicas fundamentais, também sem alterar a nature
za essencial do problema. Atraves de um sistema de dois pontos e
uma linha que os interliga o que poderemos saber ? Ora, o que esse
sistema pode nos revelar. Quantidade de fluxo material gque sai de
um ponto e chega no outro. Capacidade da linha de 1ligagao. A quan
tidade de fluxo que flui entre os dois pontos pode ou nao estourar
a capacidade limite da ligagdo. Para tempos diferentes, as quantida
des irdo mudando e os acontecimentos terao natureza varia. Ao pri
meiro ponto aplicamos a lei de conservagdo de fluxo ( e também ao
segundo). Quantificamos as varias grandezas, medimos os fluxos, ava
liamos as ampliacoes de capacidade, calculamos os custos para os au
mentos de capacidade. Porém um sistema de dois pontos e uma linha
de ligagdo ni3o sera nunca a expressao verdadeira de um sistema gran
de de pontos, quando queremos quantificar grandezas, calcular cus
tos para cada ponto do sistema grande. Assumindo uma visao macroscé
pica, externa e simplista, perdemos a visdao microscopica, interna e
que da as caracteristicas peculiares de ponto por ponto, linha por

linha.

Podemos extrair do sistema dois pontos in =

terligados por uma linha todas as grandezas, variaveis, incdgnitas,
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enfim, elementos para formalizar as duvidas e pensar no conjunto

de equagoes.

No Capitulo I vao colocados os alicerces
tedricos, na forma de conceitos, definigoes, teoremas importantes
no desenvolvimento do corpo da tese. Este capitulo nao pretende es
gotar o amplo embasamento matematico existente no campo da teoria
de grafos e redes. Porque o instrumental matematico € enorme . e

vem crescendo com as variadas aplicagoes da teoria de grafos.

No referente a nomenclatura e simbologia e
fato notavel a quantidade de nomes que exprimem o mesmo conceito,
e que no fundo tem o mesmo significado. Falta, portanto padroni -
zar nomes, ou entdo homogeneizar os conceitos e os simbolos. En
tretanto, tal atitude devera ocorrer sem tolher a criatividade e
sem barrar designagOes novas, as vezes mais precisas e significa-
tivas, dentro de cada realidade especifica.‘Por exemplo, a designa
cdo "sIntese de uma rede" nao exprime um método que redne os ele-
mentos simples para formar o composto, portanto € um nome inade -

quado.

No CapituloIII explicamos o que € a sinte
se e delineamos os passos para a solugao de um.problema de sfntg

se de uma rede de comunicacgoes.

0 problema é arido. Exige um  pensamento
logico matematico, pelos encadeamentos de Teoria dos Conjuntos ,

com Espacos Vetoriais de muitas dimensoes, e com Algebra Linear ,



11

aplicados a um problema grande. O tamanho do problema medimos pelo
nimero de incognitas que desejamos saber quanto valem e pelo nume
ro de dados que sao fornecidos. Visdo e imaginacdo espaciais, con

cretizados em desenhos, tornam menos nebuloso o entendimento.

O problema de sintese &: "Encontrar as ca
pacidades de uma rede que vamos construir, de tal maneira que fi
quem satisfeitos os requisitos de fluxo dados, com um custo total

de construcao mihimo".

Entao, conhecemos os requisitos de fluxo de

- . - .
ponto para ponto, em varios periodos de tempo, e desejamos as capa
cidades dos arcos da rede que satisfagam aos requisitos, com cus

- . - -
to total minimo para construlr essas capacidades.

No Capitulo II vem o problema de ampliacdo

de capacidade de uma rede.

0 problema de ampliagdo €: "Dada uma rede
capacitada, onde nao estao sendo atendidos os requisitos de fluxos.
Encontrar as capacidades finais dos arcos da rede, de tal maneira
que fiquem satisfeitos os requisitos de fluxo. Pede-se tambem que

o custo total de ampliagac de capacidades seja minimo."

Entao, conhecemos as capacidades de cada
arco de uma rede dada. Conhecemos os requisitos de fluxo de ponto
para ponto, e em varios periodos de tempo. Um fato constatado é

que o0s requisitos de fluxo nao estdo sendo atendidos. Queremos sa
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ber de quanto vamos aumentar a capacidade de cada arco, para que a
rede ampliada satisfaga aos requisitos de fluxo, com custo total de

ampliacao de capacidades minimo.

Quando dizemos que o0s requisitos de fluxo
ndo estao sendo atendidos, significa que especificamos passar en
tre dois nos determinados certa quantidade de fluxo, mas a capaci=-
dade do arco, que liga os dois pontos n3o esta permitindo a passa-

gem desse fluxo.,

Entao aumentaremos a capacidade desse arco
para que ele de passagem ao fluxo requerido. Observar que pode o
correr o problema oposto. Um determinado arco permite uma vazdo de
fluxo superior ao requisito de fluxo correspondente. Teriamos en
tao de diminuir a capacidade desse arco e fazer passar o fluxo es

tritamente igual ao requisito especificado.

Ja o'sentido da palavra ampliacao, aqui
empregada, corresponde ao seu significado ortografico usual. E ma-
nejada no sentido de que vamos aumentar as capacidades da rede, va
mos incrementar algum elemento estrutural caracteristico do siste

ma de pontos e linhas em estudo.

0 significado da expressao "os requisitos
de fluxo estdo sendo atendidos" & que para todo arco a capacidade
de fluxo € igual ou superior ao requisito de fluxo especificado pa
ra aquele arco. Por exclusao, um requisito de fluxo ndo esta sendo

atendido em um determinado arco, quando a capacidade de fluxo des
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te arco for inferior ac requisito de fluxo especificadc para este

arco.

Por exemplo, um requisito de fluxo em um
determinado arco € um nUmero inteiro positivo. A cada arco da rede
associamos um requisito de fluxo, em um certo periodo de tempo .
Ele podera ser zero, como podera também Ser um numero pequeno, oOu
um numero comumente usado, e até um nimero extremamente grande,nés

nao sera nunca negativo.

Dados os requisitos de fluxo, associados a

cada arco, a rede esta amarrada, definida, caracterizada.

Seja A o conjunto dos requisitos de fluxo.

Podemos caracteriza=-los também m tricial -

mente. Seja P a matriz de requisitos de fluxo.



1y

Pin Py Pig ++re Pig
p = Py1 Py Ppg +ee+ Pyp
L.Pnl pn2 pn3 e Pnn

P e uma matriz quadrada, simetrica, e

0. Estamos supondo que ndo circula flu

]

x0 de um né para ele mesmo.

Uma representacao desenhada de dez requl

sitos de fluxo P> Pygs Pyy» e+« Pyg Vemos na figura 0.1l..

No problema de sintese desejamos encon -

trar as capacidades da rede a construir.

Seja V o conjunto de capacidades da rede.

V={vy.s i=1,2,0.05n3 §J = 1525.0.,n3 1 # j}

Sendo Q a matriz de capacidades,
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Q = [:q ij:] i,j = 1,2,...50n., Se i:j=$.qij =0
K 912 e 91n

Q= | %21 922 e don
L_qnl In2 e 9nn

Um esquema usual para dez capacidades de

uma rede q,5 Qygs Qyys +e+ » Qe & a figura 0.2..

0 aspecto financeiro da questao surge com

a grandeza custos para construcao de capacidades unitarias da re

de, tratando-se do problema de sintese.

Supomos conhecido o custo para construir

um arco de capacidade unitaria na rede.

w
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Colocando os pés no ch3ao e a cabega no lu-
gar, e olhando ao longe vejamos, sem abstragcoes ou mistificagoes .
Na realidade, num problema concreto de construgao de uma rede en
tregam-nos a demanda de mercado para o fluxo entre dois pontos. Es
sa demanda de fluxo € também conhecida, no decorrer de um dia so
lar, isto &, sabemos seu maximo, minimo, outros picos e vales. Po
demos discretizar essa demanda e aproximé—la, em varios periodosde
tempo, de nimeros inteiros. Uma estimativa do crescimento da deman
da de fluxo pode ser feita ao longo dos anos. Os requisitos de flu
X0s entdo conhecemos, tedrica e praticamente. A menos de situagoes

- . . . ” .
de crise, onde entram fatores e acontecimentos imprevisiveis, as

vezes revolucionarios.

As capacidades dos arcos sao medidas por
instrumentos mecanicos ou elétricos, ou outros, nos problemas pura
mente técnicos. As capacidades de grupos sociais envolvem variaveis
nao facilmente quantificdveis, de natureza humana, emocional, fu

gindo muitas vezes da racionalidade matematica.

Diremos que os custos de construcao de ca

pacidades unitarias sdo conhecidos quantitativamente, e eles tradu
. 0 * ., . -~ > .

zem fatores sociais, politicos e economicos. Apenas estaremos  in

teressados em calculos, que méquinas de somar, ou computadores rea

lizam.

Seja C o conjunto de custos
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C = {C.-; i,j = 1,2,..-,1'1 [ i # 'j’ ci- € I+ }

1] J
A matriz de custos e:
S = ' i ’ 1, =1, 2, .v. o, N sl:l € Tt
se 1 = 3 Sij =0
A matriz S & quadrada e simétrica
S11  S39  ere  Sqp
S = S22 S22t ®2n | sjyss,, = ...z s =0
Sn1 5n2 e Snn

A representacao diagramatica para cinco nés

€ a figura 0.3..
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Conhecemos ainda a definicao de fluxo numa
rede. No problema de sintese vamos manobrar com estas variaveis
requisitos de fluxo, capacidade de arco, custo de construcao de ca

pacidade unitaria de rede, e fluxo em rede.

A existéncia e unicidade de solugdo do pro
blema de sintese e outro ponto para pesquisa. Construir uma rede
cujas capacidades atendam aos requisitos de fluxo, e tenha custo
de construcio minimo € um problema que tem solugdo ? Ainda mais ,
a solug@o € Unica ? O questionamento se aplica também ao problema

de ampliagao.

Um comentario de alguns artigos vai anexo
a Bibliografia. O objetivo foi apanhar contribuicles para a resolu
gao dos dois problemas abordados. Infelizmente, dentro dessa fina
lidade nao tiveram uso algum. Apenas foram riqueza tedrica incorpo
rada e solidificaram alguns conceitos. Dao uma triste ideia do qua

dro atual em que se encontra a pesquisa cientifica no pais.

Um estudo que permita aprofundar mais as re
lagoes entre a Programacdo Linear e o Fluxo em Redes & importante.
Foi desenvolvido como Apendice um quadro introdutdérioc do assunto .
O objetivo foi tentar dar bases tedricas para a andlise dos proble

mas.

Quais sao as diferencas entre os problemas

de sintese e ampliacdo ? Eles sdo bastante semelhantes entre si.
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No problema de sintese podemos construir uma rede otima, exata. O
conceito de otimizacao aqui significando que a partir de requisi =
tos de fluxo estabelecidos, vamos construir uma rede nova, onde a
capacidade de qualquer arco & um resultado 6timo relativamente ao
requisito de fluxo que lhe corresponde. Teremos resolvido um pro
blema de otimizacgao do produto dos custos pelas capacidades procu-
radas, com a uUnica restricdo de que o fluxo em cada arco atenda ao
requisito de fluxo correspondente. As capacidades sdo variaveis nzo
negativas. O 6timo obtido no produto dos custos pelas capacidades

procuradas sera um O0timo global ou local ? Vai depender de como &

O

a fungao produto dos custos pelas capacidades. Se esta fungao
convexa o problema tem solugao relativamente fidcil. Porém, se a

fungao nao for convexa o problema nao & facil de resolver.

No problema de ampliacao estaremos procu
rando o otimo para uma rede ja existente. Algum arco pode estar com
o correpondente requisito de fluxo atendido. Mais do que isso, pode
estar trabalhando de modo nao eficiente, do ponto de vista de oti-
mizagao dos grafos totais da rede. Estamos dizendo que um determina
do arco tem uma capacidade altamente grande, que permite uma vazao
de fluxo bastante superior ao requisito de fluxo que lhe correspon
de. Como o problema & de ampliagao, por outra palavra, de expansao
de capacidades, nao vamos diminuir a capacidade desse arco.Um cano.de
dez metros de diametro interno, por onde circule um ténue fiozinho
d'agua, € do ponto de vista de otimizacdo de custos um sistema ine

ficiente. Assim, ao deparar com um caso real, uma rede ja construil
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da, talvez tenhamos que resolver um problema de ampliacao, ou de
sintese, ou algum outro de nome desconhecido, ainda ni3o batizados

teoricamente.
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CONCEITOS

Uma rede e um conjunto de nos e um conjun-
to de arcos ligando esses nos. Os nés tambeém sao chamados vértices,

ou pontos e os arcos, arestas, linhas, ramos ou ligacoes.

Se um arco tem um sentido entao € chamado

de um arco orientado. Em caso contrario seré um arco nac orientado.

Uma rede e convexa se para cada partigao

de nos da rede nos subconjuntos X e X , ha um arco Aij ou Aji com

N. ¢ Xe N. ¢ X .
1 J

N. indica o no i
Aij indica o arco orientado ligando‘Ni a Nj
Se o arco entre Ni e Nj & nao orientado, entdo podemos usar Aij ou
A...
ji

Vamos assumir que entre dois nos quaisquer
de uma rede ha no maximo dois arcos orientados, um arco Aij e ou
tro arco Aji’ Na maior parte dos casos um arco nao orientado pode-

ra ser substituido por um par de arcos orientados. Excluimos os ar
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. - - .
cos que ligam um no a ele proprio.

Figura I.1

Rede com arcos orientados

A sgquéncia Nis Ajgs Nos Agys Ny € uma cadeia de N, para N,, na fi
gura I.l.. A sequéncia Ny, A,g, Ng, Ag,, N € um ciclo. Uma cadeia

& chamada simples se nao contém ciclos. Muitas vezes dizemos ape -

nas cadeia e estamos falahdo de cadeia simples.

Um caminho € uma sequéncia de nos e arcos,
mas os arcos podem ser orientados em gqualquer sentido, ou podem

ser arcos nao orientados. Na figura 2.1.

Nis Ajgs Ngs Ajas Noy Ay N € um caminho.

L Estamos chamando rede e grafo como sendo a

o

mesma coisa.

A cada arco associamos um numero inteiro
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positivo y.. que & a capacidade do arco.

1]
Um conjunto de numeros inteiros nao negati

vos xij é um fluxo em uma rede se satisfazem as seguintes condicgoes:

-v se j =1
a) ) -~ ) Xsy = 0 (se j # 1,4
I g TIK
v se J = 4

b) 0 < x,. <y

i3 Vi, j

ij
v € um numero nao negativo, chamado o valor do flu

XO.

A colocagao b) indica que o fluxo em um ar

co € sempre limitado pela capacidade yij do arco.

A colocagdo a) expressa a lei mais geral da
conservagao de fluxo em cada nd, excegdao:' feita para o né origem (

no 1) e o nd destino (no u).

Vamos fazer uma anologia da definicgao de
fluxo com um caso real de fluxo de papeis da producaoc em uma peque

na fabrica. Um esquema simplificado da fabrica € a figura I.2..
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Almoxarifado
0.R.
0.M. 0.R.
- | Montagem }>{ Custos |
0.M.
0.F. 0:F.
Fabricacgao
Figura I.2

PCP - Secao de planejamento e controle da producao.

Almoxarifado - setor onde estao estocadas as metéri
as primas, acessorios, (parafusos ,
porcas, arruelas, etc.), materiaisde
manutencdo de maquinas e materiais de

uso geral na fabrica.

Fabricagao - setor de confecgdo de gabaritos para
pecas, de fabricagao de pecas auxilia-
res e de outros trabalhos, por exemplo,
de pintura, serralheria, forjaria, pren

sagem, perfuracao, etc.
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Montagem - segao de linhas de montagem de pe-
cas. Local onde as varias partes
componentes de uma peca sao acopla
das, dando as pegas mais complexas

prontas.

Custos - setor de contabilidade de custos. C{L
culo dos custos de uma pega pronta ,
de acordo com a quantidade de maté
ria prima e acessorios gastos, e dos
materiais de manutencgdao de maquinas,
energia elétrica, horas de trabalho
humano direto e indireto, e desgaste

dos instrumentos de trabalho, etc.

0 esquema esta colocado de modo a dar um en
“tendimento mais facil do problema. E evidente que ha outros seto -

res que nao estao aparecendo no desenho.

Do PCP saem as 0.R., ordens de requisicao de
materiais que vao para o Almoxarifado. Dal saem acompanhadas dos
materiais pedidos e vao para a segao de montagem. Acompanhando o
produto, dele se desligam na etapa final de montagem e vao para a
segao de custos, naoc de modo fantasma mas pela m3o de algum ho
mem ou siétema montado para esta tarefa, para determinacao do pre

go de produgao, por exemplo.

As 0.M., ordens de montagem de peca, sao emi-
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tidas no Planejamento e Controle da Producao e vao paﬁa a Montagem.
0 fato vai ocorrendo no tempo. Portanto, podem ocorrer gargalos na
produgao. As 0.M., acompanham as pecas e depois vao pafa os Custos.
As 0.F., ordens de fabricagdo, emitidas no PCP, chegam a Fabrica -
c3o e dal saem com os materiais trabalhados, dirigindo-se a Monta-
gem. Por exemplo, um gabarito de ago liga especial pafa suporte de
pecas de asa de avido, esta acompanhado. de uma O0.F. e o gabarito
ndo saira da oficina, mas servira para a confecgdo de varias pecgas.

Por fim, a 0.F., vai para os Custos.

Considerando que a O.R., a 0.F., e a 0.M.,
sao tres papeis diferentes entre si, no seu significado e natureza
de operagao ou explicitagao de materiais, vamos ter tres fluxos di

ferentes em qualidade e quantidade, ocorrendo simultaneamente no

tempo.
Figura I.3
Diagrama do caminho das O.R.
Almoxarifado
2
0.R
PCP Montagem > Custos

1 3 4
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Figura T.bh.

Rede de nos e arcos das O.R.

De modo igual podemos desenhar diagramas pa

ra as 0.,M. e O.F.

- A figura I.2. que é o esquema de circulagao
das varias ordens de produgdo dentro da fabrica pode ser mais com

plexa. Por exemplo, a figura I.5.:

Almoxarifado
O.R.
vyO.R. 0.R
0.M. 0.M
Montagem f—>—4Custos
0.F
Fabricagao

Figura I.5
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Uma pecga € totalmente confeccionada na Fabri
cagdao e nio necessita da Montagem. Necessita de materiais do Almoxa
rifado. O nimero de setores (departamentos) de uma fabrica quase sem
pre € um numero grande. As ligagOes, burocraticas ou técnicas, en
tre os varios setores da produgdo também seraoc em grande numero. Po
demos ainda desmembrar cada setor nas suas varias atividades, e o
tamanho dos esquemas e sua complexidade vail aumentar. Um problemano
tavel que surge € o seguinte: Como dimensionar, em termos'materiais
e humanos os varios setores, PCP, Fabricacao, Almoxarifado, Monta -
gem e Custos, tal que nao ocorram gargalos de produgao ? Quantifi -
car a produtividade de cada setor, a sua dependencia em relagdo aos
centros produtores ‘e distribuidores externos, as interligagoes en
tre os departamentos, sao problemas, entre outros, que vao entao sur

gir.

Uma aproximagao matematica pode ser usada pa
ra o caso, na forma de uma rede de pontos e arcos. Também uma forma
racional de distribuir os setores, pensando em termos de distancia
entre as varias segOes e uma das consideragoes a ser levada em con

ta.

Associamos a cada setor um ponto da rede. Da
dos dois setores que se ligam entre si por um arco, a capacidade do
arco sera a menor produtividade entre as duas produtividades dos se

tores em pauta.

Voltando a analisar a analogia entre a defi-

nicdo de fluxo e o caso real do fluxo de papéis da produgao, sabems.
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que nenhum processo real segue a definigdo matematica de fluxo a
presentada. Muitas ordens de producdo sao extraviadas, as vezes
ordens ndo s3o executadas devido a mudangas nas técnicas de produ

gao, ou mesmo pecas defeituosas sdo produzidas no processo.

Pergunto: Atée onde uma aproximacao atraves
de um problema de programacaoc linear padrao € uma forma aceitavel
para solucionar um problema como o exposto linhas atras ? Faremos,
no texto, uso da afirmacdao de que um problema de redes pode ser

formulado como um problema linear.

E importante caracterizar a linearidade ou
a nao linearidade das equagoes que traduzem um escoamento de fluxo

em um sistema.

Partindo da definicdo ja vista de fluxo, de
T.C. Hu, "Integer Programming and Network Flows", pags.l106, 107,
etc.: Um conjunto de inteiros nao negativos X3 & chamado um flu

xo em uma rede se satisfazem as seguintes restrigoes:

-v se j = s
- X = 0 e j # t S a
g X33 % 3K s j S, )
v se j = t
0 < x:. < b.. (para todo 1,j) (2)



31

S = no origem
t - no destino

Vv - numero ndo negativo, chamado o valor do

fluxo.

bij = capacidade do arco (i,j)

0 sistema definido em (1) e (2) d3 um con -

junto de equagoOes (e inequagOes) lineares. Entdo na resolugado de

redes com base nessa definigao estaremos trabalhando com fluxos 1i

neares.

Outros casos podem acontecer. Por exemplo ,

os fluxos podem pertencer ao conjunto dos numeros reais. Levando em

conta a variagao de fluxos no tempo podemos ter fluxos variando nao

linearmente no tempo. Na realidade sao os casos que acontecem.

Figura I.6. Variagao do fluxo‘xij(t)

de meia noite as 12:00 horas de um determinados
dia. :

\ XIi(t)

t( horas)
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Também a lei de conservagao de fluxos nao se
verifica na maioria dos casos. Dizer que num no genérico duma rede
os fluxos de matéria, de informagdes se conservam & um fato assumi
do em bases matematicas, com fundamentos que visam uma aproximacgao
nem sempre verdadeira dos casos reais. Nao ha uma lei geral univer
sal da conservacao de quantidade da materia, nem da conservagao da
quantidade de fluxos, como hd um Principio Universal de Conserva -

cao da Energia.

Uma arvore & um grafo conexo, nao orientado,

que nao contem ciclos.

Portanto entre dois ndés quaisquer de uma ar

vore ha uma UGnica cadeia ligando os dois nos.

Arvore geradora de um grafo G € um subgrafo

de G tal que todo né de G estda na arvore.

Se G e um grafo com n nds, uma arvore com n

ndés € uma arvore geradora .

Vamos associar a cada arco de uma rede um

numero d

Uma arvore geradora minima (maxima) de uma
rede € uma arvore geradora tal que a soma dos dij dos arcos na ar
vore € minima (mi3xima) com respeito a todas as arvores geradoras da

rede.
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De importancia no correr do texto serd@o os

teoremas:

1. Lema de Mimkowski-Farkas: Um sistema de
desigualdades lineares A x < d tem uma solugao nao negativa x > 0

se e somente se w'd > 0 para todo vetor w tal que: w > 0 e w'A > 0.

2. A solugao do sistema de equagoes lineares
do problema de Programacgao Linear correspondente ac Problema de Am
pliacdo de Capacidade de uma Rede & um politopo convexo e ilimita-

do, com numero finito de vertices.

3. No Rz, o politopo convexo e ilimitado a

presenta duas arestas paralelas aos eixos coordenados.
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"¢ AP I T U L O II

II.1. COLOCACAO MATEMATICA DO PROBLEMA DE

AMPLIACKO DE CAPACIDADE DE UMA REDE

Conhecemos:

1. Uma rede ndo orientada (N, A, Y°)

N={1,2, ... , n} conjunto de nos

A= {(i,j), i e Ny, J ¢ N, 1 # j} conjun-
to de arcos.
e e e .
Y- = (Yi, Y2’ ey Ym) vetor cujos com

ponentes sao as capacidades existen

tes dos arcos.

2. Um conjunto rij(t) de fluxos requeridos
distribuidos arcos por arco na rede para

um periodo de tempo t.
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{rij(t), ie N, je N}

3. Um vetor de custos para aumentar unidade

de capacidade para cada arco.

c = (cl, Chs eers cm). Cada componente do

vetor ¢ € o custo para aumentar de uma

unidade a capacidade do arco corresponden

te.

Desejamos:

Uma rede nao orientada (N, A,Y) tal que o
custo total de ampliar os arcos seja minimo, e os fluxos requeri -

dos em todos os periodes de tempo sejam satisfeitos.

Em termos matematicos o problema de amplia-

(e) min CT (Y - ¥

Sujeito a:
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'prq(t) se j = p

f_(t) se 3J =g¢g

js P> @5 € N

b)Y ¥ N|x§§1 ()< Y55, VvE,3) e A
p »qel

c) qu (t) > rpq (t) P, q € N

As equagoes se verificam para todo t=1,...,T,
o tempo t estando dividido em periodos que vao de 1,2,...,etc,...

até T. As variaveis acima:sao:

cT - & o vetor custo de ampliacio de capacidade unita

ria tansposto.
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y - ye - incremento de capacidade, capacidade final am

pliada menos a capacidade inicial ‘existente.

x?% (t) - fluxo que sai do no p e se destina ao né q ,

passando pelo arco (i,j) no tempo t.
x?% (t) - fluxo que sai do nd p e se destina ao né q ,

passando pelo arco (j,K) no tempo t.

qu(t) - quantidade de fluxo que sai de p e se destina

a g no periodo t.

rpq(t) - requisito de fluxo entre o nd p e o nd q no

periodo de tempo t.

0 conjunto dos vetores capacidade de arco que
vao atender aos requisitos de fluxo em todos os periodos de tempo

forma um politopo convexo e ilimitado.

Portanto, existe um numero finito de pontos

extremos desse politopo. Os arcos da rede s3o em nUmero de m . 0 po

m

litopo é definido no R™. Portanto, sendo o politopo P,

temos que

m m
Pt CR" .

As equagodes (a), (b), (¢), (d) e (e) formam
um Problema de Programacao Linear. O fato nao constitui surpresa. Sa
bemos que problemas de redes podem ser formulados como problemas 1i

neares.

Vamos analisar passo a passo o significado de
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cada uma das equagoes ou inequagoes desse Problema de Programacio
Linear. Como vimos ele esta expresso pelo sistema formado por (a),

(b), (c), (d) e (e).

A rede explicitada obedece a lei de conser

vagcao de fluxos. Portanto devemos ter:

-v(t) se j = ¢
E xij(t) - % ij(t) = 0 se j # c,t
v(t) se ‘j =t

Significando a conservagao do fluxo xij(t),
variavel no tempo e tomada para um né genérico j da rede. Podemos
também dizer, de outra forma que o fluxo proveniente de nds ante-
cessores a j e o fluxo decorrente de nds sucessores a j € igual .
Excegao feita para o caso em que j = ¢, o né j € nd comego (ori -

gem), ou j = t, o no j € o no final (destino).

Outra propriedade € que o fluxo em um deter
minado arco nao excederda a capacidade desse arco, sob pena de "es

tourarmos" a rede e alterarmos sua configuracao estrutural. Entao,

x; () € Yoo, V(D)L ot
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Para atender os fluxos requeridos em cada ar
~ ~ T .
co, os fluxos que passarao por esse arco deverao no minimo superar

os requisitos de fluxo dados. O que exprimimos na seguinte forma

x;: (£) > 1oL (t) v(i,j),  t

Observar que se trata de entender o que sig-

nifica atender os requisitos de fluxo. Podemos ter

(t) ou

u
P

xij (t) + pl(t)

;s () = P, (t) (t) (i,i), t

r..
1]

onde x;5 (£) 5 rys (£), py(e) e pylt) e 1"

+ . . . .
I - conjunto dos i1nteiros positivos.

Podemos atender os requisitos de fluxo por
excesso ou por falta, ou atende-los estritamente, no caso de o flu-
X0 no arco ser igual ao requisito no arco. Estamos assumindo que os
fluxos que passam no arco vao igualar ou superar os requisitos cor-

respondentes.,
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O problema e de ampliacdo. Portanto iremos
aumentar ou manter a capacidade de qualquer arco. Ela nunca sera

diminuida. Entao

V.. x Y

e @

i] J

T

Desejamos: min C* (Y - Y®)

com as restrigoes (a), (b), (c) e (4).

Que relagoes guardam as colocagoes (a), (b),
(c) e (d) entre si ? As equagoes (a) se situam no campo da geracgao,
emissao, modo como se propagam, se transmitem ou sao absorvidos os
escoamentos de fluxo. Leis matemiticas e fisicas regem um escoamen-
to de materia, de informagdes ou outras grandezas assumidas como va
ridveis num processo. Escoamentos lineares e continuos, ou ndo 1i
neares, exponenciais, descontinuos, etc., podem ocorrer. Mas assumi
da a lei de conservagac de fluxos para qualquer né da rede, nao es
tamos indagando a forma de propagagao, ou outras caracteristicas im
portantes do processo. Nao estamos perguntando o comportamento pon

to a ponto de uma linha de fluxo, nem estamos tracgando superficies

equipotencials para a materia circulante nos arcos da rede.

-

Um nd genérico j da rede dira: "chegaram cin
co unidades de fluxo e sairam cinco unidades de fluxo., Nenhuma uni-

dade ficou retida aqui dentro".
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Também na rede em discussao nao foram espe-
cificadas equagoes que descrevam como Se propaga no espago e no tem
po:‘um escoamento de fluxo, a menos da lei estabelecida de conserva

gao de fluxo.

A colocagdo (b) expressa uma limitagdo fisi
ca da rede. Um cano condutor de dgua dara passagem a uma quantida-
de de agua que pode ser medida pelo diametro interno do cano. Para
a mesma velocidade de deslocamento do fluxo a vazao aumentara com
o éumento do diametro interno do cano. Por toda a extensao do arco
a sua capacidade € sempre a mesma. Um turbilhdo de agua por dentro
de um cano que se vai afunilando podera leva-lo a ruptura., Um pon
to da superficie do cano condutor entdo dira: "Ja n3ao somos mais a

mesma rede de antes, a agua vaza e nao atinge mais o préximo consu

midor".

Uma fabrica especifica quantas unidades de
fluxo necessita para a fabricagao de determinado produto, num cer
to tempo. Diretrizes de planejamento, tecnicas de produgdao, quanti
dades de reagentes quimicos, vao nos dar os requisitos de fluxo ,

por exemplo.

As colocagdes (a), (b), (c) e (d) s3o inde-
pendentes entre si. Mas as equagdes apresentadas ainda nao permitem
resolver o problema de modo facil. Por exemplo para uma rede com
20 nos, (a) seria escrito vinte vezes. As equagoes (b), (c¢) e (4)

sao escritas para cada arco. Teremos
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m s ———= = = 190 arcos para

uma rede completa.

Portanto, vamos ter um sistema muito grande, que vai apresentar di

ficuldades para a resalugido pratica.

. -
0 que 1ra acontecendo com a rede ?

0 numero de nos da rede final, solugao do
problema, sera o mesmo da rede inicial. O nimero de arcos da vrede
final podera ser diferente do numero de arcos da rede inicial, quan
do tivermos algum arco com capacidade zero ( o arco nao existe) e
houver necessidade de construir o arco, para atender a um requisi-

to de fluxo. . .=-=

Iremos aumentando as capacidades de cada ar
co onde nao estiverem sendo atendidos os requisitos de fluxo.

Aclarando ideias, vamos tracar um paralelo
com um caso real. Seja uma companhialtelefSnica. Existem as esta -
goes onde a populacao telefona, e os postes que conduzem Os fios
dos cabos telefonicos. A companhia, seguindo a expansao do mercado
e o progresso industrial podera aumentar sua capacidade total de
atendimento a chamadas colocando maior nimero de fios entre postes
ja colocados nas ruas, que por sua vez se ligam a estacoes também

4 construidas. Outra solucdo € cavar mais buracos, colocar mais

e

postes e construir novas casas telefonicas pelas varias cidades e
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estradas do pals. Qual das duas solugdes € mais economica, do pon-
to de vista de custos para a empresa telefonica ? Ampliar em ci
ma das linhas ja existentes, das estagles ja construidas e dos pos
tes ja colocados, ou construir novas estagdes, colocar fios e pos-
tes ? Ambas sao adotadas e tambem ocorrem outros fatos. Algumas 1i
nhas sao retiradas, alguns postes arrancados, e casas mudam de do
no, seja pela acaoc dos homens, da natureza, ou os efeitos dos tem-
pos. Também n3o € o carater econdmico dos custos para a companhia

o unico fator que questionamos. As necessidades sociais da popula-
g3o sdo conhecidas, o avango industrial € verificado e outros fato

- - - -~ » » -~
res vao influir na politica de decisoes da empresa.

Continuando pelos caminhos matemdticos va -

mos desenvolver as seguintes etapas:

1. As capacidades Yij’ que sao as solugoes
procuradas formam um politopo convexo e ilimitado PE contido no

rRT,

2. Escrever o politopo em uma forma conve -

- - 13 band - -
niente, explicitando-o em relagao a seus vertices,

3. Relacionar o vetor de capacidades Y com

o politopo onde estao as solugoes da rede.

4. Observaremos que o problema estd numa

forma tal que se aplica o lema de Minkowski-Farkas.
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5. Pela aplicagdo do lema chegaremos a for
mulagao definitiva do problema, que podera ser resolvido pelo Sim

plex.

Entdo o politopo convexo e ilimitado P; é
o conjunto de solugdes para as redes de m arcos , com vetor deca
pacidades Y, num determinado periodo t. O politopo tem um nimero

finito de vértices. Podemos escrever:

T _ gt oyt Lt
Pm - {Nl 9 N2 ) e o 9 NK }
t t t b - -
Nl s N2 s eee s NK sao os pontos extremos (vertices)

do politopo.

Como escrever um ponto qualquer do politopo
em fungao de um ponto dado e dos raios vetores que passam pelos pon

tos extremos ? A expressao simplificada para o politopo &

0 politopo P; pode ser escrito também como a soma do conjunto K

de combinagoes lineares convexas dos pontos P, € do cone poliédri-
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drico convexo C, formado pelas combinagdes lineares positivas de

pontos qg , conforme:

K = {x|x = E a, P, a, >0, § o, = 1}
i=1 T T T s T
C:{yly:%BSqS,BS>O}
s=1
t
Portanto, Pm = K+ C
(Ver Simmonard : "Linnear Programming”, pg. 395, 1966).
P; = E o, P, * % B, a (1)
r=1 s=1

Pensando em termos de pontos extremos do politopo vamos chama-1los

de Xs o Entao (1) fica:
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Loog xg + ) Boxo = ) (ag + Bg) X
i 1 i
Fagamos a; + 6i = Al

L+ ] By =] X
1 1
Como B; >0 Zsi;_o
1
Entao Z ;>0 1
1

Portanto, o politopo pode ser escrito:
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PL = {(x(£) e R™ | X(t) = ] A; x;
1

Para que um vetor de capacidades y seja solu

cao do problema em todos os periodos de tempo devemos ter

Y > X(t) , t =1, 2, «oa , T
Como X(t) = Z Al X: Ay 20, y A; > 1
i i
Y> ) A%, A; 20, ) Ay > 01
i i

Uma formulacdo compacta para o Problema de

Programacdo Linear (PPL) é:

Y2 § Ay X5 (2)
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N3o estamos usando o indice t . Fica esclare
cido que estamos resolvendo o problema para um périodo de tempo t ,

mas a solucao é geral, para qualquer tempo t. Fazendo

Y-Y =z Y =z + ¥ , o problema (2) sera:

min C° z sujeito a:

Yoo > 1
1 e

1

Ay 200

z >0

Podemos escrever a primeira e a segunda ine

quagdes como:
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Hea~1
>
e
H
1
He~
>
|_l
IAS
N
+
<
[0}
[
'—I

Hei~)
>
b
t
I_J

A
N
+
{<
o
1
[_l

X4 € um vetor.

(z + y°) também.

Ay sao escalares.
0 Problema de Programagao Linear agora é:
min C~ z

z Xilxi, - 1] < |z + yo, = 1| (3)
i
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(%)

Aplicando a (3) e (4) o lema de Minkows

ki-Farkas que diz: "a inequagao Ax < b tem uma solugdao nao negativa

se e somente se para todo m > 0, m'A > 0 implica 7 > 0",

Entao podemos dizer que a inequacao

As | %s. =1] < [z + ye, - 1 tem uma solugao
i i —_

nao negativa se e somente se para todo

T > 0

n'lxi, - 1] >0 implica
(6) ‘m'|z + y®, -1 >0

0 conjunto dos vetores 7 que satisfa -

m+ 1 m + 1

zem (5) forma um politopo convexo ilimitado D C R Por

. L . . - . - .
um raciocinio 1ldentico ao usado atras podemos dizer que
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m+ 1 _ m+ 1, - _
D = {m ¢ R /m = § a; T, ag

Vamos mostrar que (5) e (6) sao equivalen-

tes a

(7) lwil' |z + y&, - 1] > 0

m + 1.

Seja um vetor m € D . Entao
= > 1, a
m Z a; s, Z a; 21>a;, >0
i i

Como (7) € valida:

aj - |my [ fz + y®, = 1] >0

| v
o

] e Imgltlz e S, -1
1

) a; mi lz + %, - 1] >0
i

' |z + y%, -1] >0
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No outro sentido se (5) e (6) sao validas,

m+1

como w; € D *, entdo e Sbvio que (7) também sera valida.

0 PPL entao pode ser escrito:

Das restricoes do problema acima

1z + v, -1] > 0

il 1z, -1] + [3%, o] > 0

",

Lz, 1] > 7t ]-y®, 0]

Fazendo ainda a mudanga min CTz=-max(-CTz)

vem:

T |z, -1{3 n}_l-ye, 0], vi
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A forma definitiva do PPL e:

sujeito a . fz, =1] > “E_l'y

A formulagaoc acima vai ser aplicada pa

m+1 C Rm+l, vamos ter

ra cada intervalo de tempo t . Como 7' e D
(m+1) linhas para cada periodo de tempo t. O numero de colunas é
bem menor. Serdo em numero de m, uma coluna para cada componente do

vetor z. Este problema foi resolvido em |2°|, paginas 14,15,16, etc

II.2. ESTUDO DO POLITOPO DE SOLUCOES DO PRO-

BLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR FTORMULADO

Como vimos mais atras as solucoes do
PPL formulado d3ao um politopo convexo ilimitado. O PPL é: "Determi

nar as capacidades finais de uma rede conhecendo:
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1. A configuragao estrutural da rede (N,A,V), on
de N € o conjunto de nés, A & o conjunto de
arcos e V o conjunto de capacidades de arcos

existentes da rede.

2. Custos para ampliagao de unidade de capacida-

de para cada arco.

3. Requisitos de fluxo para diferentes periodos

de tempo.

0 objetivo do problema é que o custo to
tal da ampliagao da rede seja minimo, atendidos os requisitos de flu

t m
€ R, correspon-

xo". Entao, o conjunto dos vetores capacidades N
dentes a todas as redes de m arcos que satisfazem aos requisitos de
fluxo num determinado periodo t, forma um politopo convexo ilimita-

do P¥ c R™,
m

Na figura II.l. estd um esbogo, dando u
ma idéia aproximada de como podemos visualizar um politopo, r:c¢ujos.

vértices s3o as solugoes do problema de programagao linear.

Os eixos orientados X1 X9 x3,...,etc
.«+, x formam o espago dos nimeros reais R™ . 0 sdlido geométrico
desenhado € como se fosse um baldo, ou um diamante, com grande nﬁ
mero de faces e grande numero de vertices. Para dar uma visao espa
cial mais clara o s6lido geométrico foi interceptado segundo varios

planos, que truncam seu alongamento, seu crescimento ao longo dos
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Figura 1II.1

Politopo P; convexo e ilimitado. Na figura II.l. estd um esbogo, "
dando uma idéia aproximada de como podemos visualizar um politopo,

cujos vértices s@o as solugdes do problema de programagdo linear.



56

varios eixos do espaco R™. 0 politopo, poderiamos chami-lo de  um
poliedro que cresce indefinidamente segundo direcoes determinadas e
convexo, o que significa que nao tem reintrancias, concavidades, ou
regices que se assemelhem a vales ladeados por montanhas. Suas fa

ces, entao sao tais que manteém a propriedade da convexidade, defi-

nigdo ja conhecida da Programacao Linear.

Cortando o solido geométrico por um

plano genérico qualquer conseguimos um poligono plano, convexo que

teria por exemplo uma das formas desenhadas na figura II.2.

- 0 politopo também & ilimitado. Um poliedro & um poli

os fechados .
\ etc

Figura II.2
topo limitado. O politopo & a intersecdo de semi=-esp

0 politopo se alonga e cresce indefinidamente

na direcao dos eixos.

~ o efc
\\

Ul ente
c":\g‘ef indo™
i
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0 politopo tambem é ilimitado. Um polie
dro & um politopo limitado. O politopo € a intersegdo de semi espa-
gos fechados. O politopo se alonga e cresce indefinidamente na dire

gao dos eixos.

Por desenhos, vemos na figura II.3. co

mo isso ocorre.

Figura II.3

Plano P

) xefc
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Nesse caso o uUnico vértice do politopo
. . . m
assa pela origem do sistema de eixos que pertencem ao espago R
P g
(xl, Xps X

cte? te 2 Xp)e O s6lido geometrico foi interceptado se

gundo um plano P, que da origem ao poligono ABCDE. Os raios VA, VB,
VC, VD, VE, definem semi~retas de comprimento infinito. O politopo
gerado por VA, VB, VC, VD e VE & um politopo convexo e ilimitado ,

contido no RT.

Olhando a figura II. .1, & interessan-
te analisar o politopo P; , segundo o0 corte que nele aplicamos ori

ginado pelo plano definido pelos eixos Xps X

Colocando a figura seccionada no plano
Xy, X, vamos ter (admitida a ortogonalidade de X, e xm) a figura

II.h.

X2

Figura IT.4
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S NE + & paralela a X,
Q N + & paralela a X
1 m

Este duplo paralelismo € um resultado demonstra

do, conhecido.

Poderiamos ter tambem as figuras II.5€a) e (b).

Figura II.5.(a)

Xm

(a)
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X1
Figura II.5.(b)
TII
N
t
N2II
> X etc
o)
t
NE'I’C
(b)
R N A = L -
.Os pontos Nl 5 N2 ’ N3 e N1 ) N2 s N3
sdo projecoes dos vértices do politopo nos planos (xl, xm) e

(Xl’ xetc) respectivamente. E importante saber que o numero de vég
tices do politopo é finito. Por intuigdo, valendo-se de uma vis3o
espacial € possivel ver este fato, que pode ser provado. O proble-
ma até agora-esta sendo analisado num Unico periodo de tempo t .

Para cada periodo de tempo t =1, 2, ... , T, teremos um politopo
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do tipo P; , convexo, ilimitado e com numero finito de vertices ,
que sera a solugao do problema em analise. Se os periodos de tempo
forem em nimero de n teremos n politopos diferentés que darao as
solugoes do problema.

Cada vertice do politopo P; € um pon
to extremo desse politopo. O conjunto de pontos NE e R | i=1,

2, v.. etc, ... O que e ?

Um ponto NE é um ponto do R™. Portan-
to tem m coordenadas. Pergunta-se: Um ponto NE é um vetor de ca

pacidades da rede que estamos resolvendo ?

Todo ponto do politopo P; € um vetor
de capacidades correspondente a uma rede de m arcos, que satisfaz

aos requisitos de fluxo no periodo T .

0 conjunto de todos os pontos do poli-
topo P; da os vetores capacidades correspondentes a todas as re
des de m arcos, que satisfazem aos requisitos de fluxo no periodo
t . Entao, o politopo P; é o conjunto das restrigdes do Proble-

ma de Programacao Linear que estamos resolvendo, no periodo Tt .

Desejamos minimizar o custo total de
ampliagdo das capacidades da rede atendendo as restrigdes, para di

versos periodos de tempo.

Desejamos:

min C~ x



(1)

(2)

(3)
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sujeito a:

-qu(t) se Jj =P
'EN vE% (t) —KEN v?%(t) = -0 se J # p,q
ie €
qu(t) se J =g
Vi, P>qeN
XN | vggi 0 | 2 Yiu V(i,j) € A
pe '
geN

f (t) > oq (t), VP, g € N

A’ funcao objetivo & cl.x

c™ = (cl, Cos wve cm)T

X = (xl, Xps eve s xm)

0 conjunto de (1), (2) e (3) da o poli

topo P;, conjunto das restricoes do PPL.
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Podemos ver num desenho como fica a situa -
gao. Seja, por exemplo, o plano definido pelos eixos Xy X Veja

a figura II.6.

‘mﬂm°de

Figura II.6

0 minimo de C .x & alcancado para a proje -

t

cdo de um vértice do politopo P E o vértice por onde passa a

T . - . L. . .
curva de nivel de C .x situada a menor distancia da origem do sis
‘ =
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tema. Assim também para o politopo P; situado no R™ podemos vi -
sualizar os planos ortogonais a reta definida pela funcdo objetivo
CT.x (as curvas de nivel de CT.x) cortando o politopo. O plano que
da a solugdo passa pelo vértice situado a menor distancia da  ori

- T
gem a curva de nivel de C .x.

Para todo intervalo de tempo t obteremos um
vértice do politopo que € a solugdo do problema. Podemos ter uma
aresta toda satisfazendo ao problema, como também uma face toda .,

etc.

Portanto para todo intervalo de tempo podemos
ter: uma unica solugado, varias solugdes (uma quantidade infinitade
solugdes), nao existe solugdo, e a solucdo e ilimitada.

Supondo a existéencia de solugao, vamos ter pa
ra todo periodo de tempo um vetor do R™, que é o vetor de capacida

des, correspondente a uma rede de m arcos, solucao do problema.

Para obter a solugac final fazemos a uniao de
todos os conjuntos de restrigoes. Aplicamos ao conjunto uniao de
todos os outros conjuntos o mesmo método e encontramos a solucao fi

nal.

Estamos trabalhando sem a demonstracgao de
que o PPL formulado, na parte que € o conjunto de restrigoes, tem
como solugao um politopo convexo e ilimitado. Essa afirmagao, en -
tretanto pode ser provada. Em teses anteriores o fato ja foi acei-

to como verdadeiro e constitui conhecimento adquirido no campo de
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trabalho estudado. Também o fato de que o numero de vértices (pon-

tos extremos) do politopo € finito pode ser demonstrado.

Observando com mais detalhes um corte apli=-

cado por um plano sobre o politopo, temos a figura II.7.

Figura II.7.
X
t,
Ny
+
2 /,
” %
N3
0 4 Xz
Vamos pesquisar sempre pontos dentro do co-
t t+ '

ne Nj + Nl e que sejam pontos extremos do politopo, pois a solu
cdo do problema sera sempre um vértice do politopo (ou uma aresta,
ou face, etc.). Para encontrar a solugao final do problema fazemos,

pensando em termos espaciais e geometricos a uniao de todos os con
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juntos de restrigoes. Como fazer tal procedimento ? Fazendo a uniao
de todos os politopos, em todos os periodos de tempo. Para um gran-
de numerc de nés e arcos da rede fornecida como dado teremos um sd
lido geométrico com grande numero de vértices e faces, para cada in
tervalo de tempo considerado. Do ponto de vista abstrato, puramente
matematico, concebe-se como efetuar a operacdo de uniao de todos os
politopos. Do ponto de vista érético, de fazer funcionar, para cal-
cular, obter resultados computacionais, a problemdtica € complexa .

Ja na formulacdo matematica do PPL

min CT X

sujeito a

'-qu(t) se Jj = p
) v?% (t) - § v?%(t) = 0 se Jj # p,q
ieN KeN .
t =
qu( ) se ] q
¥ lvggl(t) | < Yo V(i,j) € A
PEN
geN
qu (t) > rpq(t) R vD> g €N
e »q‘,-Yb.t > Y ! :
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Qual € o tamanho fisico do objeto a que nos
propomos resolver ?

Interessa saber a dimensdo real, palpavel ,
em termos numéricos, para quantificar as colocagoes abstratas, ma
' temdticas do modelo acima. Destrinchadas as equagoes, uma a uma ,

no que elas tem de particular e compreendido seu significado pode-

mos ter uma visao global do modelo.

A fung3ao objetiva, o que ela significa ?

Temos um vetor de custos para ampliar unida
des de capacidade em cada arco da rede dada. As capacidades sao ng
meros, reais, quase sempre inteiros positivos. Como a agua que
circula pelos canos de diametros diferentes em uma cidade industri
al. H3 a caixa d'agua, as bombas de recalque, sucgdo, ligadas aos
pogos artesianos, ou aos reservatdrios de agua represada. Ha val u
las para controlar a passagem de maior ou menor volume de agua. A
maxima capacidade de um cano determinado & dada proporcionalmente

ao seu diametro interno.

0 vetor de custos transposto e CT=(cl,c2,"”%3T

A capacidade final é x = (xl, Xps cor xm). A equagao

—qu(t) se J = p
'XN VE? (t) - KZN vg% (t) = 0 se J # p,q
ieN € :

£ () se J = q

Pq
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exprime a lei de conservagao de fluxo para um né genérico j do con

juhfé N de nés.

Na rede em estudo nao ha geradores internos de

fluxos. Veja a figura II.8.

Figura II.S8

'ZN VE? (t) o que e ?
ie :

vP2(£) & o fluxo que sai do né p e se destina ac né
. 13

g (p # q), passando pelo arco (i,j) no intervalo de tempo t.

Pq =
) vi: (t) o que & *?
Ken

v?% (t) e o fluxo que sai do né p e se destina ao nd
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qg (p # q), passando pelo arco (j, K) no intervalo de tempo t. qu(t)
€ a medida do fluxo que sai de p e se destina a q.

A equagdo estd sendo aplicada para um né j € N.
Podemos pensar de outra maneira. A soma dos fluxos provenientes dos
nos antecessores a j € igual a soma dos fluxos que emanam de j para
os nés que lhe sao sucessorés, nao se levando em conta o sinal alge-
brico dos fluxos. O ndé j comporta-se como um ponto para onde conver-
gem fluxos, e de onde emanam fluxos. A quantidade de fluxo que entra
no né é igual a quantidade de fluxo que sai do nd. N3o hd geragdo e

nem dissipacao ou armazenamento de fluxo.

A equacdo é aplicada para todos os pontos da re
de. Portanto, teremos para cada nd uma equagdo. A rede tem n nos. Lo

go teremos n equagoes desse tipo.

Como diz a propria equagdo, se j for o nd p, te
remos apenas fluxo saindo do no. (Poderiamos pensar em geracao do flu
X0 qu). Se j for o n6 q, vamos ter apenas fluxo chegando ao né. En

t3o, pensamos que todo o fluxo serad consumido, ou armazenado, e ne -

nhum fluxo sai do no.

A inequacao

zN |in’§.]1 (t) | < Y V(i,j) e A
pel
geN t =1, 2, «eo 5 T
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tem IVE? (t)| = médulo do fluxo que sai do né p e se destina ao

né q, passando pelo arco (i,j), no intervalo de tempo t.
Y5 & a capacidade do arco (i,j)

Tomamos VE% (t) em médulo porque podemos ter
passando pelo arco (i,j) fluxos em dois sentidos. Por exemplo liga-
gOes telefonicas podem ocorrer simultaneamente do Rio de Janeiro pa
ra La Paz na Bolivia, ou de La Paz para o Rio de Janeiro. Esta cla-
ro que as ligacOes nos sentidos contrarios n3o se anulardo, mas exi
girdo uma capacidade do sistema’ telefonico igual ou maior que a so
ma dos fluxos em valor absoluto nos fios nos dois sentidos. Facil =
mente chegariamos a conclusdo que uma ligacdo S3ao Paulo-Buenos-Aires
anularia uma ligagao de Buenos-Aires para S3ao Paulo, se trabalhasse

mos com VE% munidos de sinal algébrico.

. ~ -
A inequagao e para cada arco da rede. Temos n
nés na rede. Os arcos sao em numero de m. Para umgrafo completo, on
- - . - - - - -
de um no generico se liga diretamente a qualquer outro no, isto e,

dados dois nés quaisquer existe o arcc direto que os liga, o numero

de arcos & m = 2(n=1l) Portanto, o numeroc de inequagdes do tipo

2

o1 vEE o) |
peN *J
geN t=1, 2, «¢e. , T

X

Y.., V(i,j) e A
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n(n-1)
2

P - *
e menor ou igual a para cada periodo t .

A desigualdade

f_ (t) >r ()
Pq - Pd t =1, 2, eo0 5 T

expressa que a medida do fluxo que sai de um ndé p e se destina a um
né q deve ser maior ou igual ao requisito de fluxo entre o nd p e o
né q, no periodo de tempo t(p # q). Conhecidos, como diz o prdprio
problema os fluxos que desejamos de nd para né e que sdo os requisi
tos de fluxo, para um.certo periodo t, vamos descobrir fluxos cujas
medidas sejam iguails ou superiores aos requisitos dados. Nem pode -
ria o fluxo que passa por um arco ser inferior ao fluxo que para
aquele arco foi estabelecido por condigdes técnicas, ou fisicas, 1i
gadas a estrutura de demanda, a situagoes de mercado, a fatores ex

ternos.

Os requisitos de fluxo podem vir dados de di
ferentes formas. Mas antes das formas vamos pesquisar o contetdo .
Dizer o que € o requisito de fluxo. Da realidade, do dia-a-dia, no
mercado, as fabricas e os escritdrios tem levantados com suas equi-
pes de trabalho fungoes especificas, quantidades numéricas, que sao,
dando um exemplo, numero de batidas do coracdo humano relacionando
aco fluxo sanguineo dos pulmdes para o figado. Se o fluxo sangu{neo

for superior ou inferior a determinada quantidade conhecida pela
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medicina e cientificamente comprovada, graves problemas poderao o-

correr.

Em New . York o trafego urbano ndo podera se
parar as vias de transporte construidas. As necessidades sociais fi
xam o numero de pessoas a transportar. Quando essa condicao nao e
atendida, as'ruas serao alargadas, ou os veiculos modificados, enfim
mudancas de engenharia ou fisicas serdaoc postas em pratica para aten
der aos requisitos de transporte. Na cidade de Ho Chi Minh a Cien -
cia conhece o numero de trabalhadores necessarios para produzir 100
Kg de arroz diarios, em condigdes sociais e técnicas dados. | Pelas
vias de comunicacao que chegam ao trabalho passam os veiculos e o
trifego normal & conhecido. As condigdes técnicas de transito  d3o
os numeros que fixam os requisitos de trafego das estradas. Eles po
dem ser superados ou nao. Na inequacao que vimos mais atras o fluxo
€ maior ou igual ao requisito de fluxo dado. Estabelecemos que a

condigao € essa. Poderia ser outra. Para cada arco temos uma desi -

gualdade. Como sao m = Eiﬂ;ll arcos, serao ,Eﬁﬂ;ll desigualda -
des para cada intervalo de tempo, no maximo.
A inequacao
Yij_>_Y§?_j, t =1, 2, eou , T
(i,3)
vale para todo arco. Como sao m = EﬁE;ll arcos seréo Eﬁﬂ?ll ine

quagoes para cada periodo de tempo t.
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Qual o tamanho do problema que estamos re-

solvendo ?

Entdo o numero de inequacgdes e:

n{n=1) n(n-1) n(-1)

1l +n + + + =
2 2 2
=1+n+s Rosl) o 2+ 20+ 3in@-D)|
2 2
_2+02n+3n% -3n _ 3n’-n+2
2 2

Uma rede com 10 nos tera 146 inequagoes. Para varios periodos de
tempo vamos ter um problema demasiado grande. O problema & de gran
de porte. Do ponto de vista computacional haverd dificuldades em
resolver o problema com as tecnicas normalmente usadas na Programa

cao Linear.

E interessante falar ainda dos requisitos
de fluxo. Eles podem ser invariaveis no tempo. Com a variagao do
tempo eles permanecem constantes. Por exemplo, sao numeros reais:
inteiros e positivos. Como entender este fato tomando por base a

realidade ?



T4

E um caso abstrato, no dominio da mente huma
na, servindo como exemplo didatico, sem aplicagaeé reais. Nos tra
balhos de engenharia os requisitos sempre variam com o tempo. In
clusive conhecer sua forma de variacao, suas leis de corresponden-
cia em relagdo ao avango tecnolégico, sua variagdo sazonal, aleatd
ria, ou deterministica nao constitui tarefa facil. Pela Avenida
Presidente Vargas passam taxis, carros de propriedade particular ,
onibus de grandes empresas e caminhoes, além de outros veiculos ,
seres humanos e outros entes inanimados, que se movem cCOm Seus peEs,
ou por agdo de agentes externos a sua propria constituigdo fisico-
quimica. E facil medir o nimero de taxis que fluem pela avenida em
um trecho determinado, nas varias horas do dia, das cinco horas da
manhi a meia noite. A operacdo podera ser repetida por varios dias,
depois por meses e podemos ter a ideia do que ocorre durante os Vé
rios meses do ano. Depois ficamoé sabendo como o fluxo de taxis vai
ser nos outros anos, decadas e séculos, usando as medidas feitas )
por exemplo, durante os varios meses de um ano. E certo que nao fi
caremos sabendo a longo prazo o que vai ocorrer, porque outros fa
tores intervirao no processo. No futuro ja correra o metropolitano,
nio havera mais carros particulares, e os taxis continuarido exis -
tindo ? O que era realidade concreta passou a pega de museu. Faze-
mos estimativas, projegoes, vislumbramos até onde a Ciéncia possa
alcangar, correndo junto com erros e aproximagoes matematicas do
real. Quantificar um processo real, fisico, e histdorico que esta a
contecendo hoje, & diferente de realizar a mesma quantificagao da
qui a cem anos. Com os pés no chdo, a mente licida, e com o in

teresse em obter alguns resultados vamos observar que os requisi
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tos de fluxo variam com os tempos.

Para tornar mais simples um problema pode -
mos ate assumir a sua variacgao discretizada no tempo. Em cada pe -
riodo de tempo o requisito de fluxo permanece constante. De madru-

gada vale cinco, a tarde vale nove, e de noite vale cem.
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ITI.1. O PROBLEMA DE SINTESE

Um problema de sintese pode ser entendido da
maneira que descrevemos a seguir. Desejamos construir uma rede, e
os dados saoc os requisitos de fluxo que devem sef atendidos para
periodos especificados de tempo. A construgao sera feita dentro de
um critério de custo minimo de construg@o de arcos capacitados. Ou
tra forma como enunciar o problema & a que segue: "Conhecido um
conjunto de numeros rij’ que representam os limites inferiores de
fluxo maximo entre dois nds N; e Ny, qual é a rede nao orientada on
de os fluxos f.. satisfazem f.. > r

i3 i3 e cuja capacidade total de

i3

- . on
arco € minima

- - L d
Vamos desenvolver a ideila de sintese usando

este Ultimo enunciado.

Considerando os r;y como comprimentos dos ra
mos do grafo, podemos formar uma arvore geradora maxima do grafo .
Cabe perguntar : essa arvore existe e € Unica ? Ou teremos varias
arvores para um mesmo grafo ? Seguiremos assumindo a existéencia de

pelo menos uma arvore geradora maxima do grafo original.
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Os requisitos associados com essa arvore ge-
radora mixima chamaremos de requisitos dominantes, e a arvore gera

dora maxima € chamada de arvore dos requisitos dominantes.

A figura III.1l.(a) representa os requisitos
de fluxo na rede. A figura III.1.(b) € a arvore de requisitos domi

nantes que lhe corresponde.

Figura III.1l.(a)
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~ Para que qualquer rede tenha fij > rij para

todo (i,j) € necessario e suficiente que fij > r;s; Ppara todo rij

pertencente a T.

T - arvore dos requisitos dominantes.

A necessidade vemos da seguinte forma.

Em particular para r.. € T, r.. pertence ao conjunto dos requisi
tos originais. Falando com outras palavras, o conjunto dos requisi
tos de fluxo da arvore T e um subconjunto dos requisitos de fluxo

da rede da figura III.1l(a). Entao, se fi' > rij ‘para a rede origi

J

nal, para a arvore T também sera valido fij > Ty

Para verificar a suficiencia vejamos. O rip

que falta satisfaz a seguinte relagao

onde rij’ ij, ces o rop sao associados com os ramos que formam o
caminho uUnico em T de N; para Np. Em toda rede satisfazendo os re

quisitos dominantes, gqualquer fluxo fip deve obedecer a:
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| v

., f.

min (f.
13

N’
|v

.
ip

v

min (I"ij ] ij’ LI 4 ? Op

5
N’
|v

r.
ip

Portanto, consideremos apenas os requisitos dominantes.

Sendo bij a capacidade de um arco qual -
quer da rede, a capacidade total de arco para uma rede nao orienta

da & 3 b... Vamos introduzir um limite inferior L; para esta

2i#y
quantidade. Considere qualquer noé Ni desta rede. Seja u; = max rif
3
E o mesmo que dizer que u; é o maior requisito de fluxo entre to -
dos os que envolvem Ni' Qualquer rede que satisfaca aos requisitos

deve ter capacidade igual ou superior a este requisito maximo em

cada né, para permitir a passagem do fluxo, ou seja ) bij >u .
]

Para cada no Ni escrevemos que § bij > u;, pois se % bij < ug )

acontecera que a rede nao dara passagem ao fluxo. Para a rede to

da, desde que um arco & contado duas vezes, uma vez em cada noé ter

minal, um limite inferior para a capacidade total de arco é:
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Vamos descrever o procedimento de sintese
para obter uma rede satisfatoria.neste limite inferior. Note que
os u. podem ser obtidos considerando apenas os requisitos dominan-

tes, selecionandc max rij » para rij pertencente a T e adjacen-
3 \
te a N; . Considere uma arvore fixa T, com requisitos ligados r. -

e calculado o limite inferior LI. Se os rij sao substituidos por

obtemos um novo L! Vamos fazer »"..=

um novo conjunto de r' I* i3

1]

- - - -
rij + r'ij como os requisitos assoclados com a mesma arvore e ob-

_ter um novo L"_. Entao, em geral, temos:
I 2 2

LH

A
-
+
-

I I I
desde gque max rij e max r'ij podem n3o coincidir em cada no Ni‘
3 J
Mas se r.f (ou r'..) sao requisitos uniformes, isto €, se r.. = I
ij 1J 1]

para todos os rij em T, entao

" - H

L I° LI + L I

Considere duas redes, uma com capacidade
de arco b.. e fluxo maximo f.., a outra com b'.. e f'.., para as
1] 1] 1] 1]
mesmas grandezas. Se formamos uma terceira rede com capacidade de

arco b" = b.. + b'.., entdo o fluxo maximo na terceira rede sera

ij iJ i3
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Seja T a arvore de requisitos dominantes

que vamos satisfazer. Seja r o menor requisito na arvore e es

min
crevemos qualquer r.. como r . + (r.. - r . )., Podemos consi-
i] min 1] min

derar a arvore original como a superposicao de duas arvores, uma

com requisitos uniformes r e a outra com r.. - r_ . . Exemplo

min ij min
disso & a arvore da figura III.1.(b). Podemos considerd-la como

superposicao da figura III.2.(a) e (b).

Figuras III.2.(a) e (b)

(b)
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Figura III.3.(a)

(a)

Para cada parte da arvore sem requisitos
uniformes, o procedimento de decomposigcdo pode ser continuado até
que cada parte tenha requisitos uniformes. Por exemplo, a figura

ITI.2 pode ser decomposta na figura III.3.,

Figura III.3.(b)

(b3)

(by)

(b))
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Usamos a expressao "sintetizar uma arvore™
para dizer "construir uma rede com fluxo maximo maior ou igual que
os requisitos de fluxo na arvore." Depois que uma arvore & decom-
posta numa soma de arvores uniformes, podemos sintetizar cada ar
vore uniforme individualmente. Se cada arvore uniforme pode ser

sintetizada no limite inferior LI que lhe corresponde, entao a

superposicao de cada rede satisfatdria dara uma rede capaz de sa
tisfazer os requisitos originais e com uma capacidade total de
arco minima. Portanto, o problema se reduz a sintetizar uma
arvore uniforme com requisitos todos iguais a r. Isto pode ser
feito desenharido qualquer ciclo através dos nos e depois atri-

buindo r a cada arco no ciclo. Quando ha apenas dois nos,

2

um arco simples de capacidade » €& usado.
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Vejamos um exemplo, a figura III.3.. Cada
uma das arvores pode ser sintetizada como vemos na figura III.H,
Depois de superpor as redes dessa figura III.4. obtemos a figura
III.5,, que e uma rede satisfazendo todos os requisitos da figu-

ra IIT.1(a) e de capacidade total de arco minima.

Figura III.u4.(a)

Figura III.4.(b)

72 1/2 3

(b)) . (bg)
(by)
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Figura III.S.

II1I.2. SINTESE DE UMA REDE DE COMUNICACOES .

A rede que vali ser estudada pode ser pen-
sada como um modelo abstrato de uma rede de comunicagdes com 08
nés correspondendo a estagdes e as capacidades de arcos a capaci
dades de linhas. Os fluxos podem ser interpretados como o numero
de chamadas telefonicas entre estagoes.. Correspondem aos fluxos de
mensagens em uma rede telefonica. Como as chamadas tem origem e
destino definidos, os fluxos das chamadas sao fluxos de multicomo
didades divididas pelas linhas da rede. Uma estrutura de comunica

coes deve ser capaz de transmitir fluxos em todos os instantes.
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Sejam:

f - valor do fluxo da origem N_ ao destino N
Pa p q

xP% - fluxo através do arco A.. com origem N e
1] 1] b

destino N
q

Pela conservacao de fluxo:

pq
Pq - Jha | :
xT: - X% = 0 j # (1)
JZ_ i3 12% 3K ’ J Psq
pq ° lJ =q
Sendo Vij a capacidade do arco Aij

7 oxPY < y.. vi, 3 (2)

p,q 3 ]

Sejam rpq(t) os fluxos requeridos de NP para Nq no tempo t. O fato

de que a rede satisfaz todos os fluxos em todos os tempos da:

Pa Pq

H]
[
.
3
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Vejamos como &€ o problema de sintese. Co

nhecemos os rpq (t). Queremos encontrar y.. tal que (1), (2) e (3)

i3
sejam satisfeitos com o custo total 35 Y35 minimo.

c - custo para construir um arco de capacidade

13

unitaria de N; para Nj'

Numa rede real os fluxos requeridos podem

ser de tres tipos:

1. Independem do tempo, isto &, rpq(t) nao depen-

.dem de t.

A sintese da rede & um problema de cami-
- . . o~ . -
nho minimo. Usando os custos cij como distancias, nos procuramos O
' . L . - ~ P
caminho minimo para cada par de nos. Entao construimos arcos com
capacidade tal que possam passar os fluxos requeridos, ao longo

desses caminhos minimos. A rede final e obtida por superposigao.

2. Requisitos completamente distribuidos no tempo.

Entdo o tempo e dividido em varios perio
dos, e durante um periodo genérico ha apenas um fluxo passando en
tre cada par de nos.

Para fazer a sintese, no caso de redes

ndo orientadas, um enfoque de programacao linear pode ser usado .
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Da um grande programa linear com muitas linhas. O tamanho da matriz
& reduzido pela geracdo apenas das linhas necessarias para a compu-

tacdo. Aqui o calculo auxiliar de gerar linhas & do tipo de fluxo

maximo.
3. Requisitos variando no tempo. E o caso mais ge-
ral.
Vamos estudar a colocagdaoc matematica do
problema de sintese, para um pericdo de tempo t. Seguindo vem um

procedimento para resolugao pratica.

Sejam:

y = (yl, e s ym) - vetor de m componentes, cada

componente representando a capacidade de um arco,

numa rede de m arcos.

V - vetor de m componentes representarndo uma vrede

capaz de conduzir os fluxos simultaneos no tempo t.

V forma um politopo convexo ilimitado num espacgo de

m dimensoces.

V. - pontos extremos do conjunto convexo. Entao

i

existe pelo menos um Otimo V tal que:
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V=l oAV, oA > 1 (4)
1

Para que y satisfaga aos requisitos de fluxo em cada periodo de tem

po € necessario e suficiente que y contenha uma rede V para cada t.

Seja ¢ = (cy, +... , ¢ ) o vetor custo dos ar

cos. Entao o problema de sintese e:

min c.y

sujeito a:

y > ; Ai.Vi (5)

Nesse problema y e Ai sao desconhecidos. Assumimos que os Vi sao
conhecidos, e ¢ € dado. Teremos (m+1)T linhas e um grande numero
de colunas, uma coluna para cada Vi‘ Podemos reescrever (5) como sen

do:

YAy (Ve -1) < Gy, -1) (6)
1
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Pelo lema de Minkowski-Farkas, ou a desigualdade Ax < b tem uma so
lugdo nao negativa ou as desigualdades yA > 0 e yb < 0 tem uma so
lugao nao negativa. Colocando-o de modo ligeiramente diferente, a
desigualdade Ax < b tem uma solugao ndo negativa se e somente sepa

ra todo w > 0, TA > 0 implica wb > 0.

Apliquemos esse lema a (6). NOs teremos que
(6) tem uma solugao nao negativa A; para um dado y se e SC se exis-

te um nao negativo (my s T, ) tal que

0

=]

(m ) (V;, -1) >0, Vi
(7)

(n

3|

Seja:

o= (my o, ). Entao (7) equivale a:

(m

1 o ﬂo) (Vi, 1) >0 , Vi

(m, WO) (y, 1) >0 (8)

1
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T, = vetor naoc negativo de m dimensodes.

T, - escalar nao positivo.

Os vetores T que satisfazem a (8) tambem
formam um politopo convexo ilimitado, de modo que ha um numero fi
nito de vetores T representando os pontos extremos. Em gqualquer
periodo t, existe T, que pode ser expresso como combinagdes posi

tivas de T,

Portanto, podemos reformular o problema

(5) como :
min c.y
sujeito a:
(9)
ﬂi(y, 1) >0 i=1,2, v o m
Em (9) hd m variaveis mas um nimero enor
me de linhas, uma para cada T . Se nés listamos todos os TS en

tao (9) pode ser resolvido como um programa linear.

0 problema & gerar os m, que representam
coeficientes de inequagoes nao satisfeitas pelas corrente y. Ha
dois modos de resolver (9). O enfoque dual, que consiste de duas
partes. A parte principal é um quadro dual simplex, que comecga

com uma solugado dual vidvel y sujeita as inequagdes que nao  sao
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satisfeitas pelas corrente’ y. A parte auxiliar fornece as inequa-
¢oes para a parte principal. Para comecar o calculo da parte prin
cipal nés usamos qualquer solugao dual vidvel, por exemplo, y =
= (0, 0, ... , 0), que é certamente dual vidvel, desde que nds as
sumimos que ¢ > 0. A esta altura nao temos ainda inequacdes gera -
das pela parte auxiliar, e nao podemos dar um passo no simplex da
parte principal. Este y & entdao enviado para a parte auxiliar, on

de queremos:

(10)

y & dado pela parte principal; desconhecemos os Ai. Para comecgar o

cidlculo noés podemos usar qualquer rede Vs viavel.

Resolvendo (10) podemos encontrar:

1. @ > 1, significando que o corrente y € viavel pa
ra este periodo t. Se 8 > 1 para todo t, entao

y € otimo.

2. Nos conseguimos um vetor precgo L] tal que T e

a solugao do dual de (10):
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Seja m o= (mg, -1). NOs temos

™ (y, 1) <O
(11)

Esta m (y, 1) < 0 & entdo uma inéquagéoAque nao & satisfeita pelo
corrente y e pode ser adicionado a parte principal. Notar que (10)
& um programa linear muito grande, desde que ha uma coluna para
cada V;. A fim de gerar essas colunas, NOS USamosS OS pPregos Tio
dos arcos obtidos de (10), isto &, tomando um novo Vi’ e vetores
de folga como base. O VE que nao estd na base e pode ser trazido

para a base € tal que

e R
I A
=

- K - « . -

Nos queremos a coluna para a qual T Vi e minimo. Mas este e o

problema de sintese do tipo 1) discutido atras. NOs podemos usar

’“i como comprimentos dos arcos e procurar os caminhos caminhos en
- K

tre todos os pares de nos para formar a coluna Vi . Em resumo .,

este algoritmo dual consiste de duas partes: na parte principal ,
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usamos um simplex revisado dual para resolver

min 2z = c.y

sujeito a

T,y > 1, i=1,2, .. »m

y>0

onde os coeficientes das inequagoes TL Y sao fornecidos pela partes
auxiliar, ou de outras consideragoes, tais como o fato de que a ca
pacidade total dos arcos incidentes nao pode ser menor que a soma
dos requisitos de fluxos que envolvem o no. Depois de um numero fi
nito de passos no simplex dual, y € primal e dual vidvel com vrela
gdo ao conjunto de inequagdes. Este y € entdo transmitido para a
parte auxiliar. Na parte auxiliar, um simplex revisado primal )
usado para resolver (10), onde y & dado pela parte principal. A co
luna Vi que deve ser gerada para aumentar o valor de 6 &€ dada por
um algoritmo de caminho minimo usando precos obtidos no simplex re
- visado primal com os comprimentos dos arcos. Se 0 > 1 para todos
os periodos t = 1, ..., T, entdo a rede é otima. Se, depois de um

numero finito de iteracdes com o simplex revisado, tivermos
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He R

para todo V. , entao T,V 2 1 & a inequacdo desejada na parte prin

cipal.

Este algoritmo de sintese podera ser aplica
do, com ligeiras modificagoes, para o problema de ampliacdo. Em |[°]e
|2?| existem exemplos resolvidos.

Um problema de sintese como este é de tama-
nho grande. Porque estamos pesquisando num espago de m dimensoes e
para periodos de tempo que podem ser as horas de um dia, de um meés ,
ou ainda para extensoes maiores de tempo. Técnicas especificas, ade-
quadas a problemas de grande porte, podem ser usadas ? 0 algoritmo.
visto paginas atras terd varias tabelas, seja na parte principal, se
ja na parte auxiliar, para calculos feitos manualmente. E interessan
te leva-lo para a execugao computacional, onde provaveis vantagens vi

rao.
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Os livros, artigos estrangeiros e trabalhos
brasileiros listados sao um ligeiro-apanhado de matérias publica
das no terreno geral de Teoria de Redes, Grafos, Programagao Line
ar, etc. A bibliografia existente & muito vasta e diversificada .
Nos casos estudados predominam enfoques tedricos. A obtengao de re
sultados, na forma de algoritmos programados em linguagem computa-
cional, de problemas resolvidos numericamente, de exemplos reais de
engenharia, ligados a empresas, a fabricas ou as sociedades & es -
cassa. Alguns exemplos vao a seguir. Na leitura de "Finding the
k - shortest loopless paths in a network"” de Jin Y. Yen, Man. Sci.
vol. 17, Julho de 1971, e feita a apresentégio de um algoritmo pa
ra achar os k - caminhos sem ciclos que tenhaons‘menores comgﬁﬁggi
tos de um né para outro ndé em uma rede. A importancia do novo algo
ritmo € que seu limite superior de com@utagéo cresce linearmente
com o valor de. K. Dai sua eficiéncia quando'comparddo com os algo-
ritmos propostos por Bock, Kantner e Haynes, Pollack, Clark :, Kri
korian e Rausan, Sakarovitch e outros. Néo‘usa arcos capacitados .

-

Estuda distancia de no  a no.
0 trabalho analisa os algoritmos conhecidos
de k - caminhos mails curtos, em termos de esforgo computacional e

capacidade de membria que eles requerem. No artigo de Stuart E.Drey
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fus "An appraisal of some shortest-path algorithms", Operations Re
search, Maio-Junho 1969, vol. 17, cinco, problemas de caminho mi

nimo sao estudados:

a) Determinar o menor caminho entre dois nos especi-

ficados de uma rede.

b) Determinar o menor caminho entre todos os pares

de nos da rede.

c) Idem, para o segundo, terceiro, quarto, etc. cami

nhos mais curtos.

d) Determinar o caminho mais rapido através de uma
rede com tempos de percurso dependendo do "tempo

de partida”.

e) Determinar o caminho mais curto visitando nos es

pecificados.

Pierre J. Douliez e M.R. Rao em "Maximal flow
in a multi-terminal network with any one arc subject to a failure",
Man. Seci. vol. 18, setembro de 1971, estudam uma rede multi-termi-
nal. Essa rede consiste de varios nos de demanda ligados a uma fon
te comum através de varios nds intermedidrios. Os requisitos para
os nés de demanda sao fungoes nao decfescentes no tempo. Pode-séeg

contrar o tempo maximo para o qual as demandas possam ser satisfei.

tas. Dois metodos sao dados para resolver o problema quando as ca
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pacidades de arco s3o especificadas. 0 mesmo problema & considerado
quando um arco genérico pode falhar, isto &, pode assumir uma capa
cidade mais baixa. O trabalho de Henrique Pacca Loureiro Luna e Os
valdo Sergio Farhat de Carvalho, Programa Berge, CECOM-UFMG, permi
te determinar a distancia minima entre um né i e um né j quaisquer.
Pesquisa a rota a seguir para ir do né i ao ndé j . Pesquisa também
a mesma situagao para todos os pares de nés da rede. Como o proble
ma € de determinar distancias e rotas, n3o se fala de arcos capaci-
tados (o problema n3o € de fluxos). Apresentam um programa (algorit
mo) em PL/I que resolve o problema proposto. Importante a clarezana

definig3o de objetivos, método para resolver o problema, entrada de

dados e saida da resposta.
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APENDTICE

RELAQAO'ENTRE'PROGRAMAQAO'EINEAR

' E FLUXO EM REDES

Todo problema de fluxo em redes pode ser formu

lado como um problema de programagaoc linear. Seja a rede da figura

A.l.,
Figura A.l.
Temos seis variaveis X s X s eee 5 X . os fluxos nos
Sp 7 'S3 St
arcos.
O problema de fluxo maximo pode ser tratado como um problema de
programacao linear:
max Z = cX

sujeito a Ax = 0
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0 1 0 0 0 O O
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A' & a uma matriz m x (m + 1)
b=((d_ ,b , Db s b s b, 5 b, )
S, 33 23 32 2t 3t
m - numero de arcos
n - numero de nos
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A estrutura de A & interessante. Cada coluna
de A tem duas entradas nao nulas, +1 e -1, e pela sua estrutura, a
matriz A de n linhas e de posto n-1l. Fisicamente, cada linha de A
correspoﬁde.a equagao de conservacao de fluxo em cada né. Outra pro
priedade de A é que cada subdeterminante de A & igual a +1, -1, -1,
ou zero. A isto chamamos a propriedade totalmente unimodular, que
garante uma solugdo Otima inteira se o vetor b é totalmente intei-
ro.

Num programa linear as variaveis associadas
com algumas colunas da matriz de restrigdes sdo chamadas varia-: =
veis ndo basicas ou variaveis independentes, porque seus valores
podem ser tomados arbitrariamente. Os valores das variaveis bési
cas sao entdo determinados univocamente pelas variaveis nao basi -
cas. Se nés arbitrarmos os fluxos nos arcos numa rede sem restri -
goes de capacidade, entdo as equagoes de conservagao de fluxo  po
dem n3o ser satisfeitas para cada no. Portanto, entre todos os ar
cos incidentes em um no, o fluxo de arco em um arco nio pode ser
arbitrado, mas € determinado pela equacao de conservacgao. Se nés
considerarmos todos os arcos cujos fluxos sao determinados de modo
Unico pelo resto dos fluxos dos arcos, entao todos estes arcos for
marao uma arvore geradora. Vejamos. Entre todos os fluxos de arcos
incidentes em um no, um fluxo de arco deve ser determinado através
do resto dos fluxos dos outros arcos, a fim de satisfazer a equa-
g@o de conservagdao de fluxo. Desde que hd n-1 equagées de conser-
vacao de fluxo independentes, entao hﬁ‘gi; de tais arcos. Estes

"n=1 arcos ndo podem formar ciclos porque nao se pode adicionar flu
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X0 no ciclo sem violar a equagéo.de conservacgao de fluxo. Isto con
tradiz que os fluxos destes n-1 arcos sejam determinados de modo
Unico. Portanto, para uma rede sem capacidades de arco, os fluxos
nos arcos em uma arvore geradora sao as variaveis basicas.
Considere uma rede sem capacidade.. de arcos,
ou seja, queremos apenas que Ax = 0 e X > 0. Seja conhecido o cus-
to de transportar uma unidade de fluxo ao longo de cada arco, cus-
to esse associado a cada arco. Se queremos transportar uma dada
quantidade de fluxo em uma rede, de um no origem para um no desti-
no, com custo minimo, entdo & claro que transportaremos todo o flu
xo0 ao longo de um caminho simples, o caminho de custo minimo. Des-
de que um caminho da origem para o destino geralmente contém menos
do que n-1 arcos, o numero das variaveis bdsicas n3o nulas & me

nor que n-l. Isto significa que o problema tem uma solugdo basica
6tima que & altamente degenerada. Para uma rede com restricoes de
capacidade, temos que adicionar a equagao A'x < b ao conjunto das
equagoes. Introduziremos m variaveis de folga. Teremos n-1+m e
quagoes independentes. E agora, tentando transportar uma dada quan
tidade de fluxo da origem para o destino, a custo minimo, podemos

ndo conseguir usar apenas um uUnico caminho. Mas o numero de varia-

- - - ~ o ‘ _“ - - »
vels basicas naoc nulas e sempre menor que n-1+.m, o que significa

que também & um problema degenerado.





