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L 

A c o n t r i b u i ç ã o  p r i n c i p a l  d e s t e  t r a b a l h o  e 

e s c l a r e c e r  como s ã o  as so luções  do problema de ampliação,  v i s t a s  

no p o l i t o p o  de so luções  do problema de programação l i n e a r ,  que c o r  - 

responde formulação matemática do problema de ampliação. 

Ma s í n t e s e  de r edes  discut imos o s i g n i f i c a  - 
do do enunciado t e ó r i c o  do problema e f i c o u  mostrada a p o s s i b i l i d a  - 

de de r e s o l v e r  um problema de s í n t e s e  de  r ede  a t r a v é s  do método 

Simplex. 

Outro a spec to  p r e s e n t e  é o entendimento a m  - 
pPo do que s i g n i f i c a m  as v a r i á v e i s  r e q u i s i t o  de f l u x o ,  capacidade 

de a r c o ,  c u s t o  de ampliação,  e t c .  , que precedem 2 formulação do pm - 

blema de ampliação e do problema de s í n t e s e .  

Verificamos que os  d o i s  problemas são  seme - 
I h a n t e s .  E l e s  foram r e s o l v i d o s ,  com r e s u l t a d o s  num&icos, bas t an  - 
do l a n ç a r  mão da  b i b l i o g r a f i a  c i t a d a .  

No c a p í t u l o  I escrevemos -os concektos.  No 

c a p í t u l o  I1 par t imos do s i g n i f i c a d o  do problema de ampliação,  e x  - 



plicamos as v a r i á v e i s ,  fizemos a colocação matemática e analisamos 

o conjun to  de so luções .  No ~ a p i t u l o  I11 estudamos a s í n t e s e  de uma 

r ede .  Um caso  r e a l  de  s í n t e s e  de uma r ede  t e l e f ô n i c a  f o i  es tudado ,  

na  p a r t e  do equacionamento e p o s t e r i o r  desenvolvimento t eÕr i co , che  - 
gando ao  ponto de r e so lução  p r á t i c a .  

O s  r e s u l t a d o s  ob t idos  no t r a b a l h o  da  Tese 

foram: 

1. Po l i t opo  de so luções  do problema de a m  - 
p l i a ç ã o .  

2 .  Rede s i n t e t i z a d a  f i n a l  de uma r ede  dada. 

As conclusões  s ão :  

O s  problemas de s í n t e s e  e amplicação envol- 

vem v a r i á v e i s  semelhantes .  A formulação matemática também s e r á  qua - 
s e  i g u a l .  Ao r e s o l v e r  um problema r e a l  as d i f e r e n ç a s  s ã o  mui tas .  

Merece a tenção  o enfoque conduzido no s e n t i  - 
do de en t ende r  o s  problemas por  a n a l o g i a  com casos  r e a i s .  Usamos 

exemplos de problemas de engenhar ia ,  p a r a  en t ende r  a d e f i n i ç ã o  de 

f l u x o  em redes .  Quando f o i  p o s s ~ v e l  comparar um c o n c e i t o ,  d e f i n i  - 
ção ,  com f i g u r a s ,  e conce i to s  mais f á c e i s ,  usamos e s t e  a r t i f l c i o  . 
Do ~ ~ ê n d i c e  vemos que um problema de r edes  pode, em g e r a l ,  s e r  r e  - 
s o l v i d o  po r  programação l i n e a r .  



H;, n e s t e  campo de t r a b a l h o  mui tas  publ ica -  

ç õ e s ,  sobre tudo  e s t r a n g e i r a s .  Mo Brasil, o s  t r a b a l h o s  n e s t e  assun  - 
t o  contam-se nos dedos. A Ciênc ia  e s t á  doente .  



The c o n t r i b u t i o n  o f  t h i s  work i s  t e 1 1  how 

a r e  t h e  s o l u t i o n s ' o f  t h e  expansion problem, i n  t h e  polytope s o l u  - 

t i o n s  o f  t h e  l i n e a r  programming problem, wich i s  r e l a t e d  wi th  t h e  

matemat ical  fo rmula t ion  o f  t h e  expansion problem. 

I n  network s y n t h e s i s  we d i s c u s s  what i s  t h e  

t h e o r e t i c a l  s i g n i f i c a n c e  of  t h e  problem. We show t h a t  t h e  simplex 

procedure  can be a p p l i e d  t o  a s y n t h e s i s  l i k e  t h i s .  

I t ' s  important  t o  know i n  a l a r g e  s ense  

what a r e  t h e  v a r i a b l e s .  For example, t o  know what a r c  c a p a c i t y  

means. With donbts l i k e  t h i s ,  we a r e  ask ing  about  r e q u i r e d  f l o w s ,  

expansion c o s t s ,  and ano the r s .  

We observed t h a t  expansion and s y n t h e s i s  

a r e  s imilar  problems. They a r e  r e so lved  i n  many books. 

I n  c h a p t e r  I w e  w r i t e  concepts .  I n  c h a p t e r  

11, we s tudy  t h e  expansion problem. I n  c h a p t e r  I11 w e  d i s c u s s  t h e  

s y n t h e s i s  problem. 

We have go t  some r e s u l t s :  

1. Polytope s o l u t i o n s t  of  t h e  expansíon pro  - 
blem 



2 .  A syn thes i zed  network of  a given network. 

The conc lus ions  a r e  : 

Both problems can be formulated l i k e  l i n e a r  programs. When we are 

working i n  a eng inee r ing  problem, wi th  many c a b l e s  and s t a t i o n s ,  

and we need t o  expand t h e  t o t a l  c a p a c i t y  o f  t h e  system, many ques- 

t i o n s  and some p h i l o s o p h i c a l  a s p e c t s  w i l l  be  so lved  before .  

I n  most ca ses  t h e  p u b l i c a t i o n s  a r e  made in 

f o r e i g n  c o u n t r i e s .  I n  B r a s i l ,  works l i k e  t h i s  one a r e  r a r e .  Science 

i s  s i c k . . .  
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A s  metas de um t r a b a l h o  c i e n t í f i c o  e s u a  r e a  

l i z a ç ã o  s ã o  o avanço de conhecimentos que permitem r e s o l v e r  um pro  - 
blema den t ro  de  uma r e a l i d a d e  s o c i a l .  

A Tese de Mestrado ex ige  um método de pesqui  - 
sa ,  e n t r e  o u t r a s  c o i s a s .  O método usado c o n s i s t e  em conhecer ,  a t ra  

vês da l e i t u r a  de t e x t o s  e o u t r a s  pub l i cações ,  o panorama g e r a l  r e  - 
l a t i v o  a problemas de t e o r i a  de r e d e s ,  l o c a l i z a ç ã o  de r e c u r s o s ,  c a  - 
minhos m a i s  c u r t o  e n t r e  v á r i o s  nós de uma r e d e ,  e s t a b i l i d a d e  e ou - 
t r o s ,  usando formulação matemática conhecida da programação l i n e a r .  

Como sabemos na programação l i n e a r  o problema c o n s i s t e  em p rocu ra r  

um máximo (ou ml"nimo1 den t ro  de c e r t a s  condições .  Desde o Levanta - 
mento de publ icações  a f i n s  nas r e v i s t a s  "Operations Research", "Ma-  

nagement Science" , "Informat ion and Control"  , passando po r  t raba lh0s  

de c o l e g a s ,  na forma de a lgor í tmos  de  f l u x o  máximo, c i r c u l a ç ã o  de 

f l u x o s ,  de s í n t e s e  e expansão a c u s t o  mínimo em redes  capac i t adas  , 
ate  a l e i t u r a  dos c l á s s i c o s  L.R.  Ford e D.R. Fulkerson,  T.C. Hu , 
e t c . ,  que t ê m  l i v r o s  conhecidos na á r e a .  

O modo de desenvolver  um problema nesses  es 

tudos  c i t a d o s  é o s e g u i n t e :  equacionamento das  funções matemáticas 



e r e s t r i ç õ e s ,  v e r i f i c a ç ã o  de que o problema se s i t u a  d e n t r o  de um 

problema padrão j á  r e s o l v i d o  p e l a s  formas t r a d i c i o n a i s  de  programa - 
ção l i n e a r ,  f a l ando  de o u t r o  j e i t o ,  usam o s  métodos Simplex, Sim - 
p l e x  Revisado,  Simplex Revisado P r ima l ,  e t c .  Muitas vezes um p r g  

blema não f o i  a inda  es tudado e as formas de  r e so lvê - lo  poderão s e r  

novas. Que método s e g u i r  para o b t e r  r e s u l t a d o s  a p l i c ~ v e i s  , d e n t r o  

de  uma exposição d i d á t i c a  a c e s s ~ v e l  ao entendimento r á p i d o ,  e e f i  - 
cientemente  u t i l i z á v e i s ,  d e n t r o  de  um contex to  tecnolÓgico conheci  - 
do ? 

Um dos o b j e t i v o s  da  t e s e  é s e r  um t r a b a l h o  

c i e n t í f i c o  adequado a uma r e a l i d a d e  s o c i a l .  Que permi ta  r e s o l v e r  

problemas r e a i s  e a t u a i s .  

Fazendo um p a r a l e l o ,  pergunto como t r a b a l h a  

uma empresa p a r a  s o l u c i o n a r  problemas des sa  na tu reza .  A p r á t i c a  

mostrou que uma determinada empresa t e m  c u s t o s  que e l a  conhece p e  

las s u a s  a t i v i d a d e s ,  p e h s  pos t e s  que co loca ,  pe lo  número de va - 
las cavadas ,  quant idade  de homens u t i l i z a d o s  nesse  t r a b a l h o ,  quan - 
t i d a d e  de m a t e r i a l  importado,  colocando em termos matemáticos,  fun  - 
çÕes e s p e c i f i c a s  do n í v e l  da  t e c n o l o g i a  usada.  Assumir que os cus  - 
t o s  de  ampliação de uma r ede  s ã o  funções l i n e a r e s ,  funções conve 

xas ou números r e a i s  depende da aproximação maior,  da p r e c i s ã o  me - 
l h o r ,  enf im,  dos o b j e t i v o s  que queremos a l cança r .  

A s  d i f i c u l d a d e s  no empreendimento de  uma t e  - 
se de mestrado s ã o  a i n s u f i c i ê n c i a  de dados e informações r e c e n t e s  

no campo do conhecimento que estamos pesquisando,  i nex i s t êncLa  de 



c e n t r a l i z a ç ã o  das  publ icações  d e n t r o  da  á r e a  especifica de pesqui-  

sa ,  grande quant idade  de pesquisa  c i e n t i f i c a  t e ó r i c a  não v e r i f i c a -  

da e  não rea l imentadas  p e l a  r e so lução  de problemas reais nas indÜs - 
t r i a s ,  e s c o l a s  e  na  sociedade como um todo.  

Tornar  de uso m a i s  f á c i l ,  com e f i c i ê n c i a  m a  - 
i o r ,  e  com c u s t o s  m a i s  ba ixos ,  sem u s a r  apenas o s  métodos t r a d i c i o  - 

n a i s  p a r a  t o r n a r  ope rac iona l  um s i s t ema  de equações cons t i tuem t a m  - 
bém o b j e t i v o s  d a  t e s e .  

O método p a r a  r e s o l v e r  os  problemas da t e s e  

f o i :  e s tudo  t e ó r i c o  de t e x t o s  d e n t r o  das  colocaçÕes a n t e r i o r e s  e  

t e n t a t i v a  de l e v a r  os  problemas formulados p a r a  o b t e r  r e s u l t a d o s  . 
Seleção de a r t i g o s  de r e v i s t a s ,  ordenação d i d á t i c a ,  e  p rocura  de  

encadeamento e n t r e  t r a b a l h o s  de pesqu i sa  já pub l i cados ,  conhecimen 

t o  de d e f i n i ç õ e s  e s s e n c i a i s ,  teoremas mestres  e  p r i n ~ ; ~ i o s  univer-  

sa lmente  a c e i t o s  na  b i b l i o g r a f i a  e x i s t e n t e  no campo de t r a b a l h o .  

O d i a  a d i a  de pesquisa  r eve lou  dif iculdacks 

de metodologia e  s i s t e m a t i z a ç ã o  p e l a  grande quant idade e  d k v e r s i f i  - 
cação de temas i n t e r r e l a c i o n a d o s .  C o n s i s t i a  em d e f i n i r  o  problema 

c e n t r a l ,  e  o u t r o s  menores, suplementares  ou complementares que 

formassem um t o d o ,  que f o s s e  uma pequena c o n t r i b u i ç ã o  c r l t i c a  p a r a  

a c i ê n c i a .  

A c r i a ç ã o  c i e n t l f i c a  a l i a  a imaginação e  o  

método, p a r t i n d o  de condições h i s t ó r i c a s  dadas do conhecimento em 

um determinado n í v e l  de  desenvolvimento c i e n t í f i c o  de  uma nação . 



A preocupação em adequar o problema 2 r e a l i d a d e ,  o b t e r  r e s u l t a d o s ,  

t i r a r  conclusÕes e v e r  os  f r u t o s  das  t e o r i z a ç õ e s  f o i  a busca cons - 
t a n t e  no c o r r e r  d e s t e  t r a b a l h o .  

Quais s ão  as metas do t r a b a l h o  c i n e t f f i c o  ? 

O que é um t r a b a l h o  c i e n t í f i c o  ? E s c l a r e c e r  p r ime i ro  o que de te rmi  v 

na e a e s s ê n c i a  que c a r a c t e r i z a  o t r a b a l h o  de n a t u r e z a  c i e n t z f i c a  . 
O t r a b a l h o  c r i a t i v o  de  v a l o r e s ,  de conhecimentos, de a q u i s i ç ã o  de 

novos ins t rumentos  e métodos de abordagem de um equacionamento mate - 
mático.  

Desde e x p l i c a r  os  c u s t o s  de ampl ia r  capac ida  - 
des de  a r c o s ,  as capacidades  des ses  a r c o s ,  o s i g n i f i c a d o d e  

um f l u x o  de r ecu r sos  materiais por  e n t r e  v á r i o s  pontos de uma con - 
f i g u r a ç ã o  de r e d e ,  ou s e j a ,  uma colocação ordenada ou não de pop 

t o s  i n t e r l i g a d o s  por  v á r i o s  ramos ou l i n h a s .  Onde e s t á  a e s s ê n c i a  

de  d o i s  pontos l i g a d o s  e n t r e  s i  a t r a v é s  de  uma l i n h a .  Dois pontos 

no caso s ã o  duas c i d a d e s ,  d o i s  p o s t e s ,  duas pessoas .  Duas l i n h a s  

s ã o  duas e s t r a d a s ,  d o i s  f i o s  t e l e f ô n i c o s ,  duas r e l a ç õ e s  s o c i a i s .  Sa - 

bemos que as l i n h a s  s ão  i n s u f i c i e n t e s  p a r a  conduz i r  uma quant idade  

material dada que sai  de um ponto e s e  d e s t i n a  ao o u t r o  ponto. A c a  - 
pacidade da  l i n h a  não i g u a l  ã quant idade de  m a t e r i a l  que v a i  c i r -  

c u l a r  de  um ponto ao o u t r o  do s i s t ema .  

Onde r e s i d e  a d i f i c u l d a d e  ? N a  r e l a ç ã o  x da  

c idade  A = y da c idade  B expresso  que x e s t r a d a s  saem de A e vão 

p a r a  B. E que y e s t r a d a s  saem de B e vão pa ra  A. O s  ve í cu los  c i r  - 
culam de A p a r a  B. Acontece que uma e s t r a d a  gen&ica de A pa ra  Btem 



uma capacidade dada,  d e f i n i d a ,  determinada tecn icamente ,  que p o s s i  - 
b i l i t a  um f l u x o  normal médio de c a r r o s  de  A p a r a  B. 

Aumentando a quant idade  numérica de c a r r o s a  - 
cima do f l u x o  normal médio posso r e s o l v e r  o problema aumentando em 

correspondência  a l a r g u r a  des sa  e s t r a d a .  Ou cons t ru indo  o u t r a  e s  - 
t r a d a .  Para  d e c i d i r  f i x o  qua l  o o b j e t i v o  que me i n t e r e s s a .  A; e s t a  - 

mos no a s p e c t o  q u a n t i t a t i v o  do problema. A so lução  s e r á  a que p r g  

po rc iona r  c u s t o s  menores. 

A s s i m  também as mentes s e  alargam nas  d i f e -  

r e n t e s  a t i v i d a d e s  de t r a b a l h o  humano. Desejamos p a s s a r  t r a n q u i l o s  

o s  c a r r o s  p e l a s  d i f e r e n t e s  v i a s  de comunicação. Vamos a l a r g a r  as 

e s t r a d a s  de  uma quant idade  apenas que b a s t e  p a r a  t o r n a r  o t r â n s i t o  

normal. U m a  so lução  p o s s I v e l  p a r a  o problema. 

Tomamos as d i f e r e n ç a s  e x i s t e n t e s  e n t r e  capa - 
c idade  de f l u x o  de cada v i a  e o f l u x o  de c a r r o s  que v a i  p a s s a r  em 

cada v i a .  Podemos tomar e s s a  d i f e r e n ç a  l i n h a  por  l i n h a ,  e s t r a d a  

por  e s t r a d a .  Então vamos a l a r g a r  cada e s t r a d a  p e l a  d i f e r e n ç a  encon - 
t r a d a .  O alargamento de  e s t r a d a  po r  e s t r a d a  d a r á  uma so lução  p a r a  

t odas  as ho ras  do d i a  e pa ra  qua lquer  condição de t r â n s i t o .  porém 

e s s a  so lução  é a que c u s t a  m a i s  c a ro .  Porque estamos tomando a má- 

xima d i f e r e n ç a  e m  cada e s t r a d a .  Observar que p a r a  cada h o r a  d o t r â n  - 

s i t o  teremos d i f e r e n t e s  t r á f e g o s ,  p o r t a n t o  d i f e r e n t e s  l a r g u r a s  

de  e s t r a d a s  poderiam r e s o l v e r  o problema. Não questionamos,  e a h i  - 

pó te se  não f o i  assumida de c a r r o s  s e  desviarem de seus  t r a j e t o s  , 
porque uma determinada v i a  e s t a v a  s a t u r a d a ,  i s t o  é, t r a f egando  no 



seu  l i m i t e  máximo de capacidade.  

A so lução  de alargamento mãximo s a t i s f a z  a 

todas  as o u t r a s  condições de t r á f e g o .  porém podemos t e r  um conjunto  
L 

de so luções  h o r á r i a s .  Para  cada h o r a  do d i a  um determinado f l u x o  e 

conhecido. Teremos uma so lução  bem determinada.  E as so luções  vão 

d e f i n i r  de h o r a  p a r a  hora .  

~ n t ã o  temos a s  so luções :  

1. Ala rga r  t odas  a s  v i a s  de t r á f e g o  na d i f e -  

r ença  máxima, obtendo as capacidades  máximas de vazão do t r á f e g o .  

2 .  T e r  so luções  h o r á r i a s  d i f e r e n t e s ,  i s t o  é, 

a la rgando  nas  quant idades  máximas de cada per íodo  h o r á r i o .  

3 .  P e s q u i s a r ,  den t ro  de  o u t r a  colocação a1 - 
t e r n a t i v a  p a r a  o problema, as e s t r a d a s  que apresentam menor c u s t o  

de alargamento.  A p a r t i r  da; descubro o caminho de menor c u s t o  de  

alargamento t o t a l  e n t r e  duas c idades  d e f i n i d a s .  Esse caminho, que 

é uma sucessão  de e s t r a d a s  s e r á  a l a rgado  de modo a t e r  capacidade 

que pe rmi t a  o f l u x o  normal de todo  o t r á f e g o  excedente .  

Como exemplo e x p l i c a t i v o  vou tomar um s i s t e -  

m a  de  d o i s  pontos l i g a d o s  po r  uma l i n h a ,  ou duas c idades  A e B li- 

gadas po r  uma e s t r a d a .  

Raciocinemos a n i v e l  a b s t r a t o .  



A cidade A se liga a cidade B através de uma 

estrada. 

A cidade A é diferente da cidade B. São Pau - 
10 e Rio de Janeiro são dois nomes de realidades diversas. Em con - 
teÜdo e forma. Estando em são Paulo posso ir ao Rio de Janeiro pg 

la via Dutra. ~ambém a Belém - ~rasllia é uma estrada acessível,p~ 

rém o trajeto é mais longo. Saindo de são Paulo passo por v&ios lu - 
gares e atinjo a antiga e ensolarada Rio. 

Sejam uma cidade A, outra B, outra C. Posso 

ir de A para B, diretamente. Posso também ir de A para B passando 

por C. As circunstâncias de ir de A para B diretamente ou passando 

por um ponto intermediário C não interessam no momento. Fazendo o 

caminho direto com tráfego normal médio da estrada e condições téc - 
nicas conhecidas e equivalentes dos dois caminhos possíveis, mais 

rapidamente irei pelo caminho direto. ~ntão para dois caminhos - i 
dênticos geograficamente, com condição de trânsito normal médio e 

para um mesmo vekulo, gastarei menos tempo fazendo o caminho d e m -  - 
nor distância quilométrica. 

Estamos sempre vendo um carro circular en - 
tre duas cidades, três cidades ou mais cidades em condições norma- 

is dadas e já determinadas em média. 

A situação complexa e completa do problema 
A 

e: vãrias cidades interligadas e vários carros circulando pelas es - 
tradas de ligação. Os dados indicam a quantidade de carros que 

pretendem passar pelas várias estradas, nas diferentes horas do 



d i a .  A s  e s t r a d a s  foram cons t ru ídas  por  t r a b a l h a d o r e s  e s ão  de uma 

l a r g u r a  conhecida o que f o i  o d i spênd io  de uma q u a n t i a  de ho ra s  de 

t r a b a l h o  que representam um v a l o r  s o c i a l ,  a s soc i adas  de alguma m a  - 
n e i r a  dando os  c u s t o s  da  construção.  AlaPgar as e s t r a d a s  s i g n i f i c a  

d e d i c a r  m a i s  ho ra s  de t r a b a l h o  e empregar máquinas adequadas pa ra  

e s s e  processo  t é c n i c o .  

O ponto A pode g e r a r  f l u x o s ,  1Zquidos,  ou 

c o r r e n t e s .  Pode ser  também um ponto e s t é r i l ,  do ponto de v i s t a  que 

não g e r a  nada,  m a s  apenas permite  a passagem de elementos m a t e r i a i s  

p e l a  sua  e s t r u t u r a .  f en t ão  um ponto i n t e r m e d i á r i o .  ~á pontos que 

não dão passagem, m a s  s Õ  absorvem, sugam e recebem. Lançar,  de um 

ponto i n i c i a l ,  uma quant idade m a t e r i a l  passando por  um ou v á r i o s  

pontos i n t e r m e d i á r i o s ,  até a t i n g i r  um ponto f i n a l ,  c o n s t i t u i  umpro - 
ces so  que s e  vê em v á r i o s  fenômenos fisicos.Como o inicio e o f im 

2s vezes coincidem, e não ex i s t e  o meio. poderiamos f i c a r  jogando 

as p a l a v r a s  i n i c i o ,  f im e meio, fazendo combinações d i f e r e n t e s  de 

las.  porém a c i ê n c i a  não é jogo de p a l a v r a s .  Procuramos a origem , 
o i n t e r m e d i á r i o  e o d e s t i n o  em uma r ede .  

Muitas vezes nos defrontamos com v á r i a s  o r i  - 
gens ,  mui tas  i n t e r m e d i ã r i a s  e grande número de d e s t i n o s .  ~ambém a s  

o r i g e n s  e os  d e s t i n o s  podem s e r  os  mesmos. Qual a importância  e m  

d e t e t a r  a origem e o d e s t i n o ,  quando pesquisamos c u s t o s  de um sis- 

tema de pontos i n t e r l i g a d o s  e n t r e  s i  ? Muitas vezes grande o nÚ- 

mero dos pontos de i n f c i o ,  dos i n t e r m e d i á r i o s  e dos f i n a i s .  O nÚme - 
r o  de  ramos que l igam os  v á r i o s  pontos também é grande.  Um p rob le -  



m a  g i g a n t e  l e v a  tempo pa ra  r e s o l v e r ,  também pe lo  emaranhado e e n t r e  - 
laçamento e m  grande quant idade  de suas  l i g a ç õ e s  i n t e r n a s .  S impl i f i -  

cá - lo  c o n s t i t u i  t a r e f a  e s s e n c i a l .  Por que não r eduz i - lo  a d o i s  pon 

t o s  l i g a d o s  e n t r e  s i  ? Perder  p a r t i c u l a r i d a d e s  e d e t a l h e s  i n t e r n o s  

na e s t r u t u r a  c o n s t i t u i  um l i m i t e  p a r a  a s i m p l i f i c a ç ã o .  

Procurar  s imp l i c idade  s e m  pe rde r  p a r t i c u l a -  

r i d a d e s  e c a r a c t e r h t i c a s  fundamentais ,  também sem a l t e r a r  a n a t m e  - 
za e s s e n c i a l  do problema.  través de um s i s t ema  de d o i s  pontos e 

uma l i n h a  que os  i n t e r l i g a  o que poderemos s a b e r  ? Ora, o que e s s e  

s i s t ema  pode nos r e v e l a r .  Quantidade de f l u x o  material que s a i  de 

um ponto e chega no ou t ro .  Capacidade da  l i n h a  de  l i g a ç ã o .  A quan - 
t i d a d e  de  f l u x o  que f l u i  e n t r e  os  d o i s  pontos pode ou não e s t o u r a r  

a capacidade l i m i t e  da l i g a ç ã o .  Para  tempos d i f e r e n t e s ,  as quan t ida  - 

des  i r ã o  mudando e os  acontecimentos t e r ã o  na tu reza  v á r i a .  A o  p rP  - 
meiro ponto aplicamos a l e i  de conservação de f l u x o  ( e também ao  

segundo).  Quantificamos as v á r i a s  grandezas ,  medimos os  f l u x o s ,  ava - 
l iamos as ampliações de  capacidade,  calculamos os  c u s t o s  p a r a  os au - 
mentos de capacidade.  porém um s i s t ema  de d o i s  pontos e uma l i n h a  

de l i g a ç ã o  não s e r á  nunca a expressão  ve rdade i r a  de  um s i s t ema  gran - 
de de pontos ,  quando queremos q u a n t i f i c a r  grandezas ,  c a l c u l a r  cus  - 
t o s  pa ra  cada ponto do s i s t ema  grande.  Assumindo uma v i s ã o  macroscó - 
p i c a ,  e x t e r n a  e s i m p l i s t a ,  perdemos a v i s ã o  r n i c r o ~ c ~ ~ i c a ,  i n t e r n a  e 

que dá as c a r a c t e r h t i c a s  p e c u l i a r e s  de ponto p o r  ponto,  l i n h a  p o r  

Linha. 

Podemos e x t r a i r  do sistema d o i s  pontos i n  - 
t e r l i g a d o s  por  uma l i n h a  t o d a s  as grandezas ,  v a r i á v e i s ,  i n c ó g n i t a s ,  



enfim, elementos pa ra  f o r m a l i z a r  as dúvidas e pensar  no conjunto 

de equações.  

Mo c a p í t u l o  I vão colocados os  a l i c e r c e s  

t e ó r i c o s ,  na forma de c o n c e i t o s ,  d e f i n i ç õ e s ,  teoremas importantes  

no desenvolvimento do corpo da  t e s e .  E s t e  c a p ~ t u l o  não pre tende  es - 
g o t a r  o amplo embasamento matemático e x i s t e n t e  no campo da t e o r i a  

de  g r a f o s  e r edes .  Porque o i n s t r u m e n t a l  m a t e m ~ t i c o  é enorme . e 

vem crescendo com as va r i adas  ap l i cações  da  t e o r i a  de  g r a f o s .  

No r e f e r e n t e  2 nomenclatura e sirnbologia é 

f a t o  n o t á v e l  a quant idade  de nomes que exprimem o mesmo c o n c e i t o ,  

e que no fundo têm o mesmo s i g n i f i c a d o .  F a l t a ,  p o r t a n t o  padroni  - 
z a r  nomes, ou en t ão  homogeneizar o s  conce i to s  e os  s h b o l o s .  En - 

t r e t a n t o ,  t a l  a t i t u d e  deverá  o c o r r e r  sem t o l h e r  a c r i a t i v i d a d e  e 

sem b a r r a r  des ignações  novas ,  as vezes m a i s  p r e c i s a s  e s i g n i f i c a -  

t i v a s ,  d e n t r o  de cada r e a l i d a d e  e s p e c i f i c a .  Por exemplo, a designa7 - 
ção " s h t e s e  de uma rede"  não exprime um método que reúne os e l e -  

mentos s imples  p a r a  formar o composto, p o r t a n t o  é um nome inade  - 
quado . 

No ~ a ~ ~ t u l o 1 1 1  explicamos o que é a s h t e  - 
se e delineamos os  passos  p a r a  a so lução  de um problema de s h t e  - 
s e  de  uma r e d e  de  comunicaçÕes. 

O problema é á r i d o .  Exige um pensamenzo 

l ó g i c o  matemático, pe los  encadeamentos de  Teor i a  dos Conjuntos , 
com Espaços V e t o r i a i s  de muitas dimensões, e com Álgebra Linear  , 



a p l i c a d o s  a um problema grande.  O tamanho do problema medimos pe lo  
L 

número de i n c ó g n i t a s  que desejamos s a b e r  quanto valem e pe lo  nume 

r o  de  dados que s ã o  fornec idos .  v i s ã o  e imaginação e s p a c i a i s ,  con 

c r e t i z a d o s  em desenhos,  tornam menos nebuloso o entendimento. 

O problema de s h t e s e  é: "Encontrar  as ca - 
pacidades  de  uma r ede  que vamos c o n s t r u i r ,  de t a l  maneira que f i  - 
quem s a t i s f e i t o s  o s  r e q u i s i t o s  de f l uxo  dados,  com um c u s t o  t o t a l  

de  cons t rução  mhimo" . 
Então,  conhecemos os  r e q u i s i t o s  de f l u x o  de 

ponto pa ra  ponto ,  em v á r i o s  perfodos de tempo, e desejamos as capa 

c idades  dos a r cos  da  r ede  que s a t i s f a ç a m  aos r e q u i s i t o s ,  com cus - 
t o  t o t a l  mínimo pa ra  c o n s t r u i r  e s s a s  capacidades .  

No c a p í t u l o  I1 vem o problema de ampliação 

de capacidade de  uma rede .  

O problema de ampliação é: "Dada uma r e d e  

c a p a c i t a d a ,  onde não e s t ã o  sendo a tendidos  os  r e q u i s i t o s  de f l u x o s .  

Encont ra r  as capacidades  f i n a i s  dos a r cos  da  r e d e ,  de  t a l  maneira 

que fiquem s a t i s f e i t o s  o s  r e q u i s i t o s  de f l uxo .  Pede-se também que 

o c u s t o  t o t a l  de ampliação de capacidades  s e j a  mhimo." 

Então,  conhecemos a s  capacidades  de cada 

a r co  de uma r ede  dada. Conhecemos os  r e q u i s i t o s  de f l u x o  de ponto 
L 

pa ra  ponto,  e em v á r i o s  per íodos  de tempo. Um f a t o  cons t a t ado  e 

que o s  r e q u i s i t o s  de  f l u x o  não e s t ã o  sendo a t end idos .  Queremos sa - 



b e r  de quanto vamos aumentar a capacidade de  cada a r c o ,  p a r a  que a 

r ede  ampliada s a t i s f a ç a  aos  r e q u i s i t o s  de f l u x o ,  com c u s t o  t o t a l d e  

ampliação de capacidades  mínimo. 

Quando dizemos que os  r e q u i s i t o s  de f l u x o  

não e s t ã o  sendo a t e n d i d o s ,  s i g n i f i c a  que especif icamos p a s s a r  en 

t r e  d o i s  nós determinados c e r t a  quant idade de f l u x o ,  m a s  a  capaci-  

dade do a r c o ,  que l i g a  o s  d o i s  pontos não e s t á  permit indo a passa- 

gem desse  f l uxo .  

~ n t ã o  aumentaremos a capacidade des se  a r co  

p a r a  que e l e  dê passagem ao f l u x o  requer ido .  Observar que pode - o 

c o r r e r  o  problema oposto .  Um determinado a r c o  permite  uma vazão de 

f l u x o  s u p e r i o r  ao r e q u i s i t o  de f l u x o  correspondente .  ~ e r í a m o s  en - 
t ã o  de d iminu i r  a capacidade des se  a r c o  e  f a z e r  p a s s a r  o  f l u x o  es - 

t r i t a m e n t e  i g u a l  ao  r e q u i s i t o  e spec i f i cado .  

J; o 8 " s e n t i d o  da  p a l a v r a  ampliação,  a q u i  

empregada, corresponde ao seu  s i g n i f i c a d o  o r t o g r á f i c o  usua l .  É ma-  

ne jada  no s e n t i d o  de que vamos aumentar as capacidades  da  r e d e ,  va - 
mos incrementar  algum elemento e s t r u t u r a l  c a r a c t e r i s t i c o  do s i s t e  - 
m a  de  pontos e l i n h a s  em estudo.  

O s i g n i f i c a d o  da  expressão  "os r e q u i s i t o s  

de f l u x o  e s t ã o  sendo a t end idos"  é que pa ra  todo  a r c o  a capacidade 

de f l u x o  é i g u a l  ou s u p e r i o r  ao r e q u i s i t o  de f l u x o  e s p e c i f i c a d o  pa - 
ra aque le  a r co .  Por  exc lusão ,  um r e q u i s i t o  de f l u x o  não e s t á  sendo 

a tendido  em um determinado a r c o ,  quando a capacidade de  f l u x o  des  - 



t e  a rco  f o r  i n f e r i o r  ao r e q u i s i t o  de f luxo  e spec i f i cado  pa ra  e s t e  

arco.  

Por exemplo, um r e q u i s i t o  de f luxo  em um 

determinado a rco  é um número i n t e i r o  p o s i t i v o .  A cada a rco  da rede  

associamos um r e q u i s i t o  de f l u x o ,  e m  um c e r t o  perzodo de tempo . 
Ele poderá s e r  z e r o ,  como poderá também s e r  um numero pequeno, ou 

um nÜmero comumente usado,  e até um número extremamente g r a n d e , m s  

não s e r á  nunca nega t ivo .  

Dados os  r e q u i s i t o s  de f l u x o ,  assoc iados  a 

cada a r c o ,  a r ede  está  amarrada, d e f i n i d a ,  c a r a c t e r i z a d a .  

Se j a  A o conjunto dos r e q u i s i t o s  de f luxo .  

Podemos c a r a c t e r i z á - l o s  também mJ t r i c i a l  - 
mente. Se j a  P a ma t r i z  de r e q u i s i t o s  de f luxo .  



P é uma matriz quadrada, simétrica, e 

- - - 
PIL - P22 - "" - Pnn = O. Estamos supondo que não circula flu - 

xo de um nó para ele mesmo. 

Uma representação desenhada de dez requi - 
sitos de fluxo p12 , p13, p14, * .  .. , p4 5 vemos na figura 0.1.. 

No problema de shtese desejamos encon - 
trar as capacidades da rede a construir. 

Seja V o conjunto de capacidades da rede. 

Sendo Q a matriz de capacidades, 



'454) 

Figura 0.2 

Figura 0.1 



Q e uma matriz quadrada, simétrica, onde 

Um esquema usual para dez capacidades de 

uma rede q12 , qi3 > q14, . . . , qQ5 é a figura 0.2.. 

O aspecto financeiro da questão surge com 

a grandeza custos para construção de capacidades unitãrias da re - 
de, tratando-se do problema de shtese. 

Supomos conhecido o custo para construir 

um arco de capacidade unitária na rede. 
w 



Colocando os no chão e a cabeça no lu- 

gar, e olhando ao longe vejamos, sem abstrações ou mistificações . 
Na realidade, num problema concreto de construção de uma rede en - 
tregam-nos a demanda de mercado para o fluxo entre dois pontos. Es - 

sa demanda de fluxo é também conhecida, no decorrer de um dia so - 
lar, isto é, sabemos seu máximo, mhimo, outros picos e vales. Po - 

demos discretizar essa demanda e aproximá-la, em vários periodosde 

tempo, de números inteiros. Uma estimativa do crescimento da deman - 
da de fluxo pode ser feita ao longo dos anos. Os requisitos de fPu - 
xos então conhecemos, teórica e praticamente. A menos de situações 

de crise, onde entram fatores e acontecimentos imprevis~veis, as 

vezes revolucionários. 

As capacidades dos arcos são medidas por 

instrumentos mecânicos ou elétricos, ou outros, nos problemas pura - 
mente técnicos. As capacidades de grupos sociais envolvem variáveis 

não facilmente quantificáveis, de natureza humana, emocional, fu - 
gindo muitas vezes da racionalidade matemática. 

Diremos que os custos de construção de ca - 
pacidades unitárias são conhecidos quantitativamente, e eles tradu - 
zem fatores sociais, pol$ticos e econômicos. Apenas estaremos in 

teressados em cálculos, que máquinas de somar, ou computadores rea - 
lizam. 

Seja C o conjunto de custos 



A matriz de custos é: 

é a figura 0.3.. 

A matriz S é quadrada e simétrica 

A representação diagramática para cinco nÔs 

Figura 0.3. 



Conhecemos a inda  a d e f i n i ç ã o  de f l u x o  numa 

rede .  No problema de s h t e s e  vamos manobrar com estas v a r i á v e i s  : 

r e q u i s i t o s  de  f l u x o ,  capacidade de a r c o ,  c u s t o  de cons t rução  de  ca - 
pacidade u n i t & i a  de  r e d e ,  e  f l u x o  em rede .  

A e x i s t ê n c i a  e  un ic idade  de so lução  do pro  - 
blema de  s í n t e s e  o u t r o  ponto pa ra  pesquisa .  Cons t ru i r  uma r ede  

c u j a s  capacidades  atendam aos r e q u i s i t o s  de  f l u x o ,  e  t enha  c u s t o  

de  cons t rução  mínimo um problema que t e m  so lução  ? Ainda m a i s  , 
a so lução  é Ünica ? O questionamento s e  a p l i c a  também ao problema 

de ampliação. 

Um comentário de a lguns  a r t i g o s  v a i  anexo 

à B i b l i o g r a f i a .  O o b j e t i v o  f o i  apanhar  c o n t r i b u i ç õ e s  pa ra  a r e s o l u  - 
ção dos d o i s  problemas abordados. In fe l i zmen te ,  d e n t r o  des sa  f i n a  - 
l i d a d e  não t i ve ram uso algum. Apenas foram r i q u e z a  t e ó r i c a  incorpo - 
r a d a  e s o l i d i f i c a r a m  a lguns  conce i to s .  D ~ O  uma t r i s t e  i d é i a  do qua - 
dro  a t u a l  e m  que se encon t r a  a pesquisa  c i e n t í f i c a  no país. 

Um es tudo  que permi ta  aprofundar  m a i s  a s r e  - 
laçÕes e n t r e  a programação Linear  e  o  Fluxo em Redes importante .  

Foi  desenvolvido como ~ p ê n d i c e  um quadro i n t r o d u t õ r i o  do a s sun to  . 
O o b j e t i v o  f o i  t e n t a r  d a r  bases  t e ó r i c a s  pa ra  a a n á l i s e  dos p rob le  - 
m a s .  

Quais s ã o  as d i f e r enças  e n t r e  os  problemas 

de  s í n t e s e  e  ampliação ? Eles  s ã o  b a s t a n t e  semelhantes e n t r e  s i .  



No problema de s h t e s e  podemos c o n s t r u i r  uma r ede  Ó t i m a ,  e x a t a .  O 

conce i to  de o t imização  a q u i  s i g n i f i c a n d o  que a p a r t i r  de r e q u i s i  - 
t o s  de f l uxo  e s t a b e l e c i d o s ,  vamos c o n s t r u i r  uma r ede  nova, onde a 

capacidade de qua lquer  a r c o  um r e s u l t a d o  Õtimo r e l a t i vamen te  ao 

r e q u i s i t o  de f l u x o  que l h e  corresponde.  Teremos r e s o l v i d o  um p r g  

blema de ot imização do produto dos c u s t o s  p e l a s  capacidades  procu- 

r a d a s ,  com a Única r e s t r i ç ã o  de que o f l u x o  em cada a r c o  a tenda  ao 

r e q u i s i t o  de f l u x o  correspondente .  A s  capacidades  s ão  v a r i á v e i s  não 

nega t ivas .  O Ótimo o b t i d o  no produto dos c u s t o s  p e l a s  capacidades  
L 

procuradas  s e r á  um Ótimo g l o b a l  ou l o c a l  ? Vai depender de como e 
L 

a função produto dos c u s t o s  p e l a s  capacidades .  Se e s t a  função e 

convexa o problema tem so lução  r e l a t i vamen te  f á c i l .  porém, s e  a 

função não f o r  convexa o problema não é f á c i l  de r e s o l v e r .  

No problema de ampliação estaremos procu - 
rando o Õtimo p a r a  uma r ede  já e x i s t e n t e .  Algum a r c o  pode e s t a r  com 

o correpondente  r e q u i s i t o  de f l u x o  a tendido .  Mais do que i s s o ,  pode 

e s t a r  t r aba lhando  de modo não e f i c i e n t e ,  do ponto de v i s t a  de o t i -  

mização dos g ra fos  t o t a i s  da rede .  Estamos dizendo que um determina - 
do a r c o  tem uma capacidade a l tamente  grande,  que permite  uma vazão 

de f l u x o  b a s t a n t e  s u p e r i o r  ao r e q u i s i t o  de f l u x o  que l h e  correspon - 
de.  Como o problema é de ampliação,  por  o u t r a  p a l a v r a ,  de expansão 

de capacidades  , não vamos d iminu i r  a capacidade des se  a r co .  Um canode 

dez metros de d iâmet ro  i n t e r n o ,  po r  onde c i r c u l e  um t ênue  f i o z i n h o  

d ' água ,  é do ponto de  v i s t a  de ot imização de c u s t o s  um s i s t ema  i n e  

f i c i e n t e .  A s s i m ,  ao d e p a r a r  com um caso  r e a l ,  uma r ede  já cons t ruz  - 



da, talvez tenhamos que resolver um problema de ampliasão, ou de 

sFntese, ou algum outro de nome desconhecido, ainda não batizados 

teoricamente. 



C A P f T U L O  I - - - - - - - - - - - - - -  

CONCEITOS 

Uma r e d e  é um conjunto  de  nós e  um conjun- 

t o  de a r cos  l i gando  e s s e s  nós. O s  nós também s ã o  chamados v é r t i c e s ,  

ou pontos e o s  a r c o s ,  a r e s t a s ,  l i n h a s ,  ramos ou l i g a ç õ e s .  

Se um a r c o  tem um s e n t i d o  e n t ã o  é chamado 

de um a r c o  o r i en t ado .  Em caso  c o n t r á r i o  s e r á  um a rco  nao o r i en t ado .  

Uma r ede  é convexa s e  p a r a  cada p a r t i ç ã o  

de nós da r ede  nos subconjuntos X e  X , há um a r c o  Aij  ou A j i  com 

Wi i n d i c a  o  nó i 

Aij 
i n d i c a  o  a r c o  o r i e n t a d o  l i gando  Ni a N j  

Se o  a r c o  e n t r e  Ni e  N não o r i e n t a d o ,  en t ão  podemos u s a r  A ou 
j  i j 

Vamos assumir  que e n t r e  d o i s  nós qua isquer  

de uma r e d e  há  no máximo d o i s  a r cos  o r i e n t a d o s ,  um a r c o  Ai j  e  ou - 
t r o  a r c o  Aji .  N a  maior p a r t e  dos casos  um a r c o  não o r i e n t a d o  pode- 

r á  s e r  s u b s t i t u ~ d o  po r  um p a r  de a r cos  o r i e n t a d o s .  E X C ~ U I ~ O S  os  ar  - 



cos  que l igam um nÔ a ele 

F igura  1.1 

Rede com a r e o s  o r i en t ados  

A sequênc ia  M1, Ale ,  M 2  , A 2 4 ,  Nq é uma cade ia  de  N1 p a r a  N 4 ,  na f i  - 
gura  I. 1.. A sequênc ia  N 2 ,  A2 , N3 , A a i ,  N 2  é um c i c l o .  U m a  c ade i a  

é chamada s imples  s e  não contém c i c l o s .  Muitas vezes dizemos ape - 
nas c a d e i a  e estamos f a l ando  de cade i a  s imples .  

Um caminho é uma sequência  de n6s e a r c o s ,  

m a s  os  a r cos  podem s e r  o r i e n t a d o s  em qua lquer  s e n t i d o ,  ou podem 

s e r  a r cos  não o r i e n t a d o s .  N a  f i g u r a  2 . 1 .  

é um caminho. 

mesma c o i s a .  

Estamos chamando r ede  e g r a f o  como s e n d o a  

A cada a r c o  associamos um número i n t e i r o  



p o s i t i v o  y i j  que é a capacidade do a rco .  

Um conjun to  de  nfmeros i n t e i r o s  não n e g a t i  

vos x é um f l u x o  em uma r e d e  s e  s a t i s f a z e m  as s e g u i n t e s  condições: i j  

v (se j = 4 

v & um número não nega t ivo ,  chamado o v a l o r  do f l u  - 
XO . 

A colocação b )  i n d i c a  que o f l u x o  em um a r  - 
co é sempre l i m i t a d o  p e l a  capacidade y i j  do a r co .  

A colocação a )  exp res sa  a l e i  m a i s  g e r a l  da 

conservação de f l u x o  em cada nó, e x c e ç ã o - . f e i t a  pa ra  o nó origem ( 

nó 1) e o nó d e s t i n o  (nó 4 ) .  

Vamos f a z e r  uma ano log ia  da d e f i n i ç ã o  de 

f l u x o  com um caso  r e a l  de  f l u x o  de  pape is  da  produção em uma peque - 
na f á b r i c a .  Um esquema s i m p l i f i c a d o  da f á b r i c a  a f i g u r a  1.2.. 



/ i Almoxarifado 

Custos 

Figura  I. 2 

PCP - seção de planejamento e c o n t r o l e  da produção. 

Almoxarifado - s e t o r  onde e s t ã o  es tocadas  as metêri - 
as pr imas,  a c e s s õ r i o s ,  (pa ra fusos  , 
porcas ,  a r r u e l a s ,  e t c . ) ,  materiais de 

manutenção de máquinas e m a t e r i a i s  de 

uso g e r a l  na  f á b r i c a .  

~ a b r i c a ç ã o  - s e t o r  de confecção de g a b a r i t o s  p a r a  

peças ,  de  f a b r i c a ç ã o  de peças a u x i l i a -  

r e s  e de ou t ros  t r a b a l h o s ,  po r  exemplo, 

de  p i n t u r a ,  s e r r a l h e r i a ,  f o r j a r i a ,  pren - 
sagem, pe r fu ração ,  e t c .  



Montagem - seção  de l i n h a s  de  montagem de pe- 

ça s .  Local onde as v á r i a s  p a r t e s  

componentes de  uma peça s ã o  acopla  - 
d a s ,  dando as peças mais complexas 

p ron ta s .  

Custos - s e t o r  de  c o n t a b i l i d a d e  de c u s t o s .  C$. - 
cubo dos c u s t o s  de  uma peça p ron ta  , 
de acordo com a quant idade de matê - 
r i a  prima e acessÕrios  g a s t o s ,  e dos 

m a t e r i a i s  de manutenção de máquinas, 

e n e r g i a  e l é t r i c a ,  ho ra s  de  t r a b a l h o  

humano d i r e t o  e i n d i r e t o ,  e desgas t e  

dos ins t rumentos  de t r a b a l h o ,  e t c .  

O esquema e s t á  colocado de modo a d a r  um en  - 
tendimento m a i s  f á c i l  do problema. É ev iden te  que há  o u t r o s  s e t o  - 
r e s  que não e s t ã o  aparecendo no desenho. 

Do PCP saem as O . R . ,  ordens de  r e q u i s i ç ã o  de 

m a t e r i a i s  que vão p a r a  o Almoxarifado. ~ a z  saem acompanhadas dos 

materiais pedidos  e vão p a r a  a seção  de montagem. Acompanhando o 

produto,  d e l e  s e  desl igam na e t a p a  f i n a l  de  montagem e vão p a r a  a 

seção  de c u s t o s ,  não de modo fantasma m a s  p e l a  mão de algum ho - 
mem ou s i s t ema  montado p a r a  e s t a  t a r e f a ,  p a r a  determinação do p- 

ço de produção, po r  exemplo. 

A s  O . M . ,  o rdens  de montagem de peça ,  s ã o  e m i -  



t i d a s  no Planejamento e  Controle  da Produção e  vão p a r a  a Montagem. 

O f a t o  v a i  ocorrendo no tempo. P o r t a n t o ,  podem o c o r r e r  garga los  na 

produção. A s  O . M . ,  acompanham as peças e  depois  vão p a r a  os  Custos. 

A s  O .  F. , ordens  de  f a b r i c a ç ã o ,  emi t idas  no PCP, chegam Fabr ica  - 
ção e  da; saem com o s  m a t e r i a i s  t r a b a l h a d o s ,  d i r i g indo- se  2 Monta- 

gem. Por exemplo, um g a b a r i t o  de aço l i g a  e s p e c i a l  pa ra  s u p o r t e  de 

peças de asa de av i ão ,  e s t á  acompanhado - de uma O.F. e  o  g a b a r i t o  

não sairá da  o f i c i n a ,  m a s  s e r v i r a  p a r a  a confecção de v á r i a s  peças.  

Por f im,  a O.F., v a i  p a r a  o s  Custos.  

Considerando que a O . R . ,  a O.F.,, e  a O . M . ,  

s ã o  t rês  papé i s  d i f e r e n t e s  e n t r e  s i ,  no seu  s i g n i f i c a d o  e  na tu reza  

de operação ou e x p l i c i t a ç ã o  de m a t e r i a i s ,  vamos t e r  t r ê s  f l u x o s  d i  - 
f e r e n t e s  em qua l idade  e  quant idade ,  ocorrendo simultaneamente no 

tempo. 

Figura  I. 3 

Diagrama do caminho das O.R. 

Almoxarifado 

2 

PCP Montagem + Custos 

I 3 4. 



Figura  1 . 4 .  

Rede de nós e a r cos  das  O.R.  

D e  modo i g u a l  podemos desenhar  diagramas pa - 
ra as O.M. e O.F. 

A f i g u r a  1 . 2 .  que é o esquema de c i r c u l a ç ã o  

das  v á r i a s  ordens de produção d e n t r o  da f á b r i c a  pode s e r  m a i s  com - 

plexa.  Por exemplo, a f i g u r a  1 .5 . :  

A Almoxarifado I, 



Uma peça é t o t a lmen te  confeccionada na F a b r i  - 
cação e não n e c e s s i t a  da  Montagem. Necess i t a  de m a t e r i a i s  do Almoxa - 
r i f a d o .  O nGmero de s e t o r e s  (depar tamentos)  de uma f á b r i c a  quasesem - 
p r e  é um número grande.  A s  l i g a ç õ e s ,  b u r o c r á t i c a s  ou t é c n i c a s ,  en  - 
t r e  o s  v á r i o s  s e t o r e s  da produção tambêm s e r ã o  em grande número. Po - 
demos a inda  desmembrar cada s e t o r  nas suas  v á r i a s  a t i v i d a d e s ,  e  o 

tamanho dos esquemas e s u a  complexidade v a i  aumentar. Um problemano - 
t á v e l  que su rge  < o s e g u i n t e :  Como dimensionar ,  em termos m a t e r i a i s  

e humanos o s  v á r i o s  s e t o r e s ,  PCP, Fabr icação,  Almoxarifado, Monta - 
gem e Custos,  t a l  que não ocorram ga rga los  de  produção ? Quan t i f i  - 
c a r  a produt iv idade  de cada s e t o r ,  a sua  dependência e m  r e l a ç ã o  aos 

c e n t r o s  p rodutores  e d i s t r i b u i d o r e s  e x t e r n o s ,  as i n t e r l i g a ç õ e s  en - 
t r e  o s  depar tamentos ,  s ã o  problemas, e n t r e  o u t r o s ,  que vão e n t ã o s u r  - 
g i s .  

U m a  aproximação matemática pode s e r  usada pa - 
ra o ca so ,  na forma de uma r e d e  de pontos e a r c o s .  ~arnbém uma forma 

nac iona l  de d i s t r i b u i r  os  s e t o r e s ,  pensando em termos de d i s t â n c i a  

e n t r e  as v á r i a s  seções  é uma das  cons iderações  a s e r  l evada  em con - 

t a .  

Associamos a cada s e t o r  um ponto da rede .  D a  - 
dos d o i s  s e t o r e s  que s e  l igam e n t r e  s i  po r  um a r c o ,  a capacidade do 

a r c o  será a menor produt iv idade  e n t r e  as duas produt iv idades  dos s e  - 
t o r e s  em pau ta .  

Voltando a a n a l i s a r  a ana log ia  e n t r e  a d e f i -  

n i ção  de f l u x o  e o caso r e a l  do f l u x o  de da produção, s a b m  



que nenhum processo  real  segue a d e f i n i ç ã o  matemática de f l u x o  a - 
presen tada .  Muitas ordens  de  produção são  e x t r a v i a d a s ,  2s vezes 

ordens  não são  executadas  devido a  mudanças nas t é c n i c a s  de produ - 
ção,  ou mesmo peças d e f e i t u o s a s  s ã o  produzidas  no processo.  

Pergunto : ~ t é  onde uma aproximação a t r a v é s  

de um problema de  ~ r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  padrão uma forma a c e i t á v e l  

pa ra  s o l u c i o n a r  um problema como o exposto  l i n h a s  atrás ? Paremos, 

no t e x t o ,  uso da af i rmação de que um problema de r edes  pode s e r  

formulado como um problema l i n e a r .  

I? impor tan te  c a r a c t e r i z a r  a l i n e a r i d a d e  ou 

a não l i n e a r i d a d e  das  equações que traduzem um escoamento de  f l u x o  

em um s i s tema.  

Pa r t i ndo  da d e f i n i ç ã o  já v i s t a  de  f l u x o ,  de 

T.C. Hu, " I n t e g e r  Programming and Network Flows", pags.106, 107 ,  

e t c .  : Um conjun to  de  i n t e i r o s  não nega t ivos  xij  é chamado um f l u  - 
xo em uma r ede  s e  s a t i s f a z e m  as s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :  

( p a r a  todo  i ,  j ) 



s - nó origem 

t - nó d e s t i n o  

v  - número não nega t ivo ,  chamado o v a l o r  do 

f luxo .  

b i j  - capacidade do a r c o  ( i , j )  

O s i s t ema  d e f i n i d o  em (1) e ( 2  dá um con - 
jun to  de  equações ( e  inequações)  l i n e a r e s .  ~ n t ã o  na  r e so lução  de 

r edes  com base  nes sa  d e f i n i ç ã o  estaremos t raba lhando  com f l u x o s  li - 
nea re s  . 

Outros casos  podem acontecer .  Por exemplo , 
os  f l u x o s  podem p e r t e n c e r  ao conjun to  dos numeros r e a i s .  Levando em 

con ta  a v a r i a ç ã o  de f l u x o s  no tempo podemos t e r  f l uxos  va r i andonão  

l inearmente  no tempo. N a  r e a l i d a d e  são  o s  casos  que acontecem. 

de  meia n o i t e  2s 1 2 : O O  ho ra s  de um determinados 



~arnbém a l e i  de conservação de f l u x o s  não se 

v e r i f i c a  na  maior ia  dos casos .  Dizer  que num nó genér ico  duma r e d e  

os  f l u x o s  de m a t é r i a ,  de informações s e  conservam é um f a t o  assumi 

do em bases  matemát icas ,  com fundamentos que visam uma aproximação 

nem sempre ve rdade i r a  dos casos  r e a i s .  N ~ O  há uma l e i  g e r a l  un ive r  - 
sal  da  conservação de quant idade da m a s r i a ,  nem d a  conservação da  

quant idade de f l u x o s ,  como há um ~ r i n c f ~ i o  Universa l  de Conserva - 
ção da  Energia .  

U m a  á r v o r e  é um g r a f o  conexo, não o r i en t ado ,  

que não contém c i c l o s .  

Po r t an to  e n t r e  d o i s  n6s qua isquer  de uma á r  - 
vore  há uma Única c a d e i a  l i gando  o s  d o i s  nós. 

Arvore geradora  de um g r a f o  G é um subgrafo  

de G t a l  que todo  nó de G está  na á rvo re .  

Se G é um g r a f o  com n nós ,  uma á rvo re  com n - 
nós é uma á r v o r e  geradora  . 

Vamos a s s o c i a r  a cada a r c o  de uma r ede  um 
1) 

numero 
d i j  

Uma á rvo re  geradora  m h i m a  (máxima) de  uma 

r ede  é uma á r v o r e  geradora  t a l  que a soma dos dij  dos a r c o s  na ar - 
"ore é mínima (máxima) com r e s p e i t o  a todas  as á rvo res  geradoras  da 

rede .  



De importância no correr do texto serão os 

teoremas : 

1. Lema de Mimkowski-Farkas: Um sistema de 

desigualdades lineares A x - < d tem uma solução não negativa x - > O 

se e somente se a'd > O para todo vetor IT tal que: IT > O e IT'A > 0. - - - 

2. A solução do sistema de equações lineares 

do problema de ~rogramação Linear correspondente ao Problema de Am - 
pliação de Capacidade de uma Rede é um politopo convexo e ilimita- 

do, com número finito de vértices. 

3. No R ~ ,  o politopo convexo e ilimitado - a 
presenta duas arestas paralelas aos eixos coordenados. 



C A P E T U L O  I1 _ - - - - - - - - - - - - -  

11.1. COLOCAÇÃO MATEMÃTICA - DO PROBLEMA - DE 

AMPLIAÇÃO DE - CAPACIDADE DE UMA REDE --- 

Conhecemos: 

1. U m a  r e d e  não o r i e n t a d a  ( N ,  A, ye) 

N = { L ,  2 ,  ... , n)  conjun to  de nós 

A = { f ' i , j ) ,  i E N, j E N ,  i # j )  conjun- 

t o  de  a r cos .  

ye = (Y:, Y;, . . . , ye)  v e t o r  cu jos  com m - 

ponentes s ão  as capacidades  e x i s t e n  - 
t e s  dos a r cos .  

2 .  Um conjun to  r ( t )  de f l uxos  r eque r idos  ij 

d i s t r i b u í d o s  a r cos  p o r  a r c o  na  r ede  p a r a  

um perzodo de tempo t. 



3 .  Um v e t o r  de c u s t o s  pa ra  aumentar unidade 

de capacidade pa ra  cada a r co .  

c = (c1, c2,  . . . , em) .  Cada componente do 

v e t o r  c o c u s t o  p a r a  aumentar de  uma 

unidade a capacidade do a r c o  corresponden - 
t e .  

Desejamos : 

Uma rede  não o r i e n t a d a  ( N ,  A , Y )  t a l  que o 

c u s t o  t o t a l  de  ampl ia r  os  a r cos  s e j a  mhimo,  e os  f l u x o s  r e q u e r i  - 
dos e m  todos  os  per iodos  de tempo sejam s a t i s f e i t o s .  

Em termos m a t e m ~ t i c o s  o problema de amplia- 

ção e :  

T ( e )  min C (Y - ye) 

S u j e i t o  a: 



As equações se verificam para todo t=l , . . . ,T , 
o tempo t estando dividido em perzodos que vão de 1,2, ..., etc, ... 
até T. As variáveis ackha são: 

cT - é o vetor custo de ampliação de capacidade unitá 

ria tansposto. 



y - ye - incremento de capacidade,  capacidade f i n a l  a m  - 
p l i a d a  menos a capacidade i n i c i a l  e x i s t e n t e .  

xPq ( t )  - f l u x o  que s a i  do nó p e s e  d e s t i n a  ao  nó q , i j 

passando pe lo  a r c o  ( i , j )  no tempo t .  

xPq ( t )  - f l u x o  que s a i  do nó p e s e  d e s t i n a  a o  nó q , 
j K  

passando pe lo  a r c o  ( j , K )  no tempo t. 

f p q ( t )  - quant idade de  f l u x o  que s a i  de p e s e  d e s t i n a  

a q no per íodo  t .  

k r (t - r e q u i s i t o  de f l u x o  e n t r e  o nó p e o nÕ q no 
P9 

per lodo  de tempo t .  

O con jun to  dos v e t o r e s  capacidade de a rcoque  

vão a t e n d e r  aos r e q u i s i t o s  de  f l u x o  em todos  os  per íodos  de tempo 

forma um p o l i t o p o  convexo e i l i m i t a d o .  

P o r t a n t o ,  e x i s t e  um número f i n i t o  de  pontos 

extremos des se  po l i t opo .  O s  a r cos  da r ede  s ã o  em ncmem de m . O pg 

l i t o p o  é d e f i n i d o  no R ~ .  Po r t an to ,  sendo o p o l i t o p o  P: temos que 

A s  equações ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d )  e ( e )  formam 

um Problema de Programação Linear .  O f a t o  não c o n s t i t u i  s u r p r e s a . %  - 

bemos que problemas de r edes  podem s e r  formulados como problemas li - 
nea re s  . 

Vamos a n a l i s a r  passo a passo o s i g n i f i c a d o d e  



cada uma das  equações ou inequaGÕes desse  Problema de programação 

Linear .  Como vimos e l e  está expresso  p e l o  s i s t ema  formado p o r  (a) ,  

( b ) ,  ( c ) ,  ( d l  e  ( e ) .  

A r ede  e x p l i c i t a d a  obedece a l e i  de conseg 

vação de f l uxos .  P o r t a n t o  devemos t e r :  

S ign i f i cando  a conservação do f l u x o  xi (t  1, 

v a r i á v e l  no tempo e tomada pa ra  um nÓ genér ico  j da r ede .  Podemos 

também d i z e r ,  de o u t r a  forma que o  f l u x o  provenien te  de nós an te -  

ce s so re s  a j e  o  f l u x o  deco r ren t e  de nós suces so re s  a j é i g u a l  . 
Exceção f e i t a  pa ra  o  caso  em que j = c ,  o  nó j é nÕ começo ( o r i  - 
gem), ou j = t ,  o  nó j é o n0"f ina l  ( d e s t i n o ) .  

Outra p ropr iedade  é que o  f l u x o  em um d e t e r  - 
minado a r c o  não excederá  a capacidade des se  a r c o ,  sob pena de ''es - 
tourarmos" a r ede  e  a l t e r a rmos  sua  conf iguração e s t r u t u r a l .  Então, 



Para  a t e n d e r  o s  f luxos  r eque r idos  em cada a r  - 
c o ,  o s  f l u x o s  que passarão  por  esse a r c o  deverão no mznimo s u p e r a r  

os r e q u i s i t o s  de  f l u x o  dados. O que exprimimos na s e g u i n t e  forma : 

Observar que s e  t ra ta  de en t ende r  o  que s i g -  

n i f i c a  a t e n d e r  o s  r e q u i s i t o s  de  f l uxo .  Podemos t e r  

onde 

1' - conjunto  dos i n t e i r o s  p o s i t i v o s .  

Podemos a t e n d e r  o s  r e q u i s i t o s  de f l u x o  por  

excesso ou po r  f a l t a ,  ou a tendê- los  e s t r i t a m e n t e ,  no caso  de o  f l u -  

xo no arco s e r  i g u a l  ao  r e q u i s i t o  no arco. Estamos assumindo que os  

f l uxos  que passam no a r c o  vão i g u a l a r  ou s u p e r a r  os  r e q u i s i t o s  cor-  

respondentes .  



O problema 6 de ampliação. Portanto iremos 
L 

aumentar ou manter a capacidade de qualquer arco. Ela nunca sera 

diminuida. ~ntão 

Desejamos: min cT (Y - y e )  

com as restrições (a), (b), (c) e (d). 

Que relações guardam as colocaçÕes (a), (b 1, 

(C) e (d) entre si ? As equações (a) se situam no campo da geração, 

emissão, modo como se propagam, se transmitem ou são absorvidos os 

escoamentos de fluxo. Leis matemáticas e físicas regem um escoamen- 

to de materia, de informações ou outras grandezas assumidas como va - 
riáveis num processo. Escoamentos lineares e conthuos, ou não li - 
neares, exponenciais, desconthuos, etc., podem ocorrer. Mas assumi - 
da a lei de conservação de fluxos para qualquer nÕ da rede, não es - 
tamos indagando a forma de propagação, ou outras caracter~sticas im - 
portantes do processo. N ~ O  estamos perguntando o comportamento pon 

to a ponto de uma linha de fluxo, nem estamos traçando superfícies 

equipotenciais para a matéria circulante nos arcos da rede. 

Um nÕ genérico j da rede dirá: "chegaram cin - 
co unidades de fluxo e sairam cinco unidades de fluxo. Nenhuma uni- 

dade ficou retida aqui dentro". 



~ambém na r ede  em d i scussão  não foram espe- 

c i f i c a d a s  equações que descrevam como s e  propaga no espaço e no tem - 
po u m  escoamento de f l u x o ,  a menos da l e i  e s t a b e l e c i d a  de  conserva - 
ção de f l uxo .  

A colocação ( b )  exp res sa  uma l i m i t a ç ã o  f z s i  - 
c a  d a  r ede .  Um cano condutor  de água d a r á  passagem a uma quant ida-  

de de água que pode s e r  medida p e l o  diâmetro  i n t e r n o  do cano. Para  

a mesma ve loc idade  de deslocamento do f l u x o  a vazão aumentará com 

o aumento do diâmetro  i n t e r n o  do cano. Por t o d a  a ex tensão  do a rco  

a s u a  capacidade é sempre a mesma. Um t u r b i l h ã o  de água po r  den t ro  

de um cano que s e  v a i  a fun i l ando  l evá - lo  2 r u p t u r a ,  Um pon - 
t o  da  s u p e r f I c i e  do cano condutor  en t ão  d i r á :  "J; não somos m a i s  a 

mesma r e d e  de a n t e s ,  a água vaza e não a t i n g e  mais o pr6ximo consu - 
midor" . 

U m a  f á b r i c a  e s p e c i f i c a  quantas  unidades de 

f l u x o  n e c e s s i t a  pa ra  a f a b r i c a ç ã o  de determinado produto ,  num c e r  - 
t o  tempo. D i r e t r i z e s  de planejamento,  t é c n i c a s  de produção,  q u a n t i  - 
dades de  r eagen te s  vão nos d a r  os  r e q u i s i t o s  de f l u x o  , 
por  exemplo. 

A s  colocaçÕes ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  e ( d )  s ã o  inde- 

pendentes e n t r e  s i .  Mas as equações apresen tadas  a inda  não permitem 

r e s o l v e r  o problema de modo f á c i l .  Por exemplo p a r a  uma sede  com 

2 0  nós ,  (a )  s e r i a  e s c r i t o  v i n t e  vezes .  A s  equações ( b ) ,  ( c )  e ( d )  

s ão  e s c r i t a s  pa ra  cada a r co .  Teremos 



m = n(n  - L )  = 2 0  . 1 9  - -  380 - 1 9 0  a r cos  p a r a  
2 2 2 

uma r ede  completa. 

P o r t a n t o ,  vamos t e r  um s i s t ema  muito grande,  que v a i  a p r e s e n t a r  d i  - 
f i c u l d a d e s  p a r a  a r e s a l u ç ã o  p r á t i c a .  

O que i r á  acontecendo com a r e d e  ? 

O número de nós da r ede  f i n a l ,  so lução  do 

problema, s e r á  o mesmo da r ede  i n i c i a l .  O nÜmero de a r cos  da r e d e  

f i n a l  s e r  d i f e r e n t e  do número de a r cos  da r e d e  i n i c i a l ,  quan - 

do t ivermos algum a r c o  com capacidade zero  ( o a r c o  não e x i s t e )  e 

houver necess idade  de c o n s t r u i r  o a r c o ,  p a r a  a t e n d e r  a um r e q u i s i -  

t o  de f l uxo .  - -- - 

Iremos aumentando as capacidades  de  cada a r  - 
c0 onde não e s t i ve rem sendo at-6ndidos os- r e q u i s i t o s  de f luxo .  

Aclarando i d é i a s ,  vamos t r a ç a r  um p a r a l e l o  

com um caso  r e a l .  S e j a  uma companhia t e l e f ô n i c a .  Existem as e s t a  - 
ções  onde a população t e l e f o n a ,  e o s  p o s t e s  que conduzem os  f i o s  

dos cabos t e l e f ô n i c o s .  A companhia, seguindo a expansão do mercado 

e o progresso  i n d u s t r i a l  aumentar sua  capacidade t o t a l  de  

atendimento a chamadas colocando maior número de f i o s  e n t r e  pos t e s  

já colocados nas r u a s ,  que po r  s u a  vez se l igam a e s t a ç õ e s  também 

j á  e o n s t r u ~ d a s .  Outra  so lução  é cava r  mais buracos ,  c o l o c a r  m a i s  

pos t e s  e c o n s t r u i r  novas ca sas  t e l e f ô n i c a s  p e l a s  v ã r i a s  c idades  e 



e s t r a d a s  do pa?s. Qual das  duas so luções  é m a i s  economica, do pon- 

t o  de v i s t a  de  c u s t o s  p a r a  a empresa t e l e f ô n i c a  ? Ampliar e m  c i  - 
m a  das  l i n h a s  já e x i s t e n t e s ,  das  e s t a ç õ e s  j á  constru?das  e dos pos - 
t e s  já co locados ,  ou c o n s t r u i r  novas e s t a ç õ e s ,  c o l o c a r  f i o s  e pos- 

t e s  ? Ambas s ã o  adotadas  e também ocorrem o u t r o s  f a t o s .  Algumas li - 
nhas s ã o  r e t i r a d a s ,  a lguns  p o s t e s  a r r ancados ,  e ca sas  mudam de do - 
no, s e j a  p e l a  ação dos homens, da  na tu reza ,  ou o s  e f e i t o s  dos tem- 

pos. ~arnbém não é o c a r á t e r  econômico dos c u s t o s  p a r a  a companhia 

o Ünico f a t o r  que questionamos. A s  necess idades  s o c i a i s  da popula- 

ção são  conhec idas ,  o avanço i n d u s t r i a l  é v e r i f i c a d o  e o u t r o s  f a t o  - 
r e s  vão i n f l u i r  na  p o l z t i c a  de dec i sões  da  empresa. 

Continuando pe los  caminhos matemáticos va - 
mos desenvolver  as s e g u i n t e s  e t a p a s :  

1. A s  capacidades  Y i j ,  que s ã o  as so luções  

procuradas  formam um p o l i t o p o  convexo e i l i m i t a d o  pt c o n t i d o  no m 

R ~ .  

2 .  Escrever  o p o l i t o p o  em uma forma conve - 
n i e n t e ,  exp l i c i t ando-o  em r e l a ç ã o  a seus  v é r t i c e s .  

3 .  Relac ionar  o v e t o r  de capacidades  Y com 

o p o l i t o p o  onde e s t ã o  as so luções  da r ede .  

4.  Observaremos que o problema e s t á  numa 

forma t a l  que se a p l i c a  o l e m a  de Minkowski-Farkas. 



5. Pe l a  a p l i c a ç ã o  do lema chegaremos 5 f o r  - 
mulação d e f i n i t i v a  do problema, que poderá s e r  r e s o l v i d o  p e l o  Sim - 
plex .  

t 4  Então o p o l i t o p o  convexo e i l i m i t a d o  Pm e 

o conjun to  de  so luções  pa ra  as r edes  de m a r cos  , com v e t o r  d e c a  - 
pacidades  Y ,  num determinado per$odo t .  O p o l i t o p o  tem um número 

f i n i t o  de v é r t i c e s .  Podemos e s c r e v e r :  

t t 
N1 , N 2  , ... , %  s ã o  on tos  extremos ( v é r t i c e s )  

do po l i t opo .  

Como e s c r e v e r  um ponto qua lquer  do p o l i t o p o  

em função de um ponto dado e dos r a i o s  v e t o r e s  que passam pe los  pm - 
t o s  extremos ? A expressão  s i m p l i f i c a d a  p a r a  o p o l i t o p o  é 

O p o l i t o p o  P: pode s e r  e s c r i t o  também como a soma do conjun to  K 

de combinações l i n e a r e s  convexas dos pontos pr e do cone p o l i é d r i -  



drico convexo C, formado pelas combinações lineares positivas de 

pontos qs , conforme: 

Portanto, Pm t = K + C  

(Ver Simmonard : "Linnear Programming", pg. 395, 1966). 

Pensando em termos de pontos extremos do politopo vamos chamá-los 

de xi. Então (1 fica: 



Como 

Façamos ai + $i = 'i 

Por tanto ,  o  po l i topo  pode s e r  e s c r i t o :  



Para que um vetor de capacidades y seja solu - 
ção do problema em todos os perzodos de tempo devemos ter 

Como X(t) = 1 A i  xi, Ai  > 0 , 1 A i  > 1 - - 
i i 

Uma formulação compacta para o Problema de 

programação Linear (PPL) é: 

min cT (Y - ye) 



N ~ O  estamos usando o Zndice t . Fica esclare - - 
tido que estamos resolvendo o problema para um ~eríodo de tempo , 
mas a solução é geral, para qualquer tempo t. Fazendo 

Y - y e = z  Y = z + ye , o problema ( 2 )  será: 

T 
min C z sujeito a: 

h. .  > O 
L - 

Podemos escrever a primeira e a segunda ine - 
quações como : 



Vamos escrever estas duas inequações em uma 

Única : 

x é um vetor. i 

( Z  + ye) também. 

A são escalares. 

O Problema de Programação Linear agora é: 

T min C z 



Aplicando a ( 3 )  e ( 4 )  o lema de Minkows 
1 

ki-Farkas  que d i z :  "a inequação Ax - < b tem uma so lução  não nega t iva  

s e  e somente s e  p a r a  todo  a  > O ,  a tA > O imp l i ca  a  - m 
> O " .  - 

~ n t ã o  podemos d i z e r  que a inequação 

e 
A i  x  - 1  z + y , - 1 tem uma so lução  

não nega t iva  se e somente s e  pa ra  todo  

O con jun to  dos v e t o r e s  a  que s a t i s f a  - 
zem ( 5 )  forma um p o l i t o p o  convexo i l i m i t a d o  D m + l ~  R ~ + ' .  por  

um r a c i o c í n i o  i d ê n t i c o  ao usado atrãs podemos d i z e r  que 



Vamos most ra r  que ( 5 )  e ( 6 )  são  equivalen-  

t e s  a  

( 7 )  / r i l '  / z  + ye,  - 1 1  - > O 

S e j a  um v e t o r  r E D + l: ~ n t ã o  

Como ( 7 )  é v á l i d a :  



No o u t r o  s e n t i d o  s e  ( 5  e (6 s ã o  v á l i d a s ,  

como ri E Ilm+l, en t ão  é Óbvio que ( 7 )  também s e r á  v á l i d a .  

O PPL en t ão  pode s e r  e s c r i t o :  

T min C z 

Das r e s t r i ç õ e s  do problema acima 

Inill / Z  + y e y  -11 - > O 

Irill 1 1 %  -11 + lye 0 1 1  L Q  

T T Fazendo a i n d a  a mudança min C z=-max(-C z )  

vem : 



s u j e i t o  a 

A forma d e f i n i t i v a  do PPL é: 

T max - C z 

A formulação acima v a i  s e r  a p l i c a d a  pa - 
m + l  C R m + l  ra cada i n t e r v a l o  de tempo - t . Como D , vamos t e r  

L 

( m + l )  l i n h a s  p a r a  cada pe r íodo  de tempo t. O número de colunas  e 

bem menor. Serão em número de m ,  uma coluna p a r a  cada componente do 

v e t o r  z .  E s t e  problema f o i  r e s o l v i d o  em 12'1, páginas  14,15,16,  etc 

1 1 . 2 .  ESTUDO DO POLITOPO DE SOLUÇÕES DO PRO- 

BLEMA 'DE FRO'GRAWCÃO' ZIC'NEAR 'FORMULADO 

Como vimos m a i s  a t rás  as so luções  do 

PPL formulado dão um p o l i t o p o  convexo i l i m i t a d o .  O PPL é: "Determi - 
n a r  as capacidades  f i n a i s  de uma r ede  conhecendo: 



1. A configuração estrutural da rede (N,A,V), on - 
de N é o conjunto de nós, A é o conjunto de 

arcos e V o conjunto de capacidades de arcos 

existentes da rede. 

2. Custos para ampliação de unidade de capacida- 

de para cada arco. 

3. Requisitos de fluxo para diferentes períodos 

de tempo. . 

O objetivo do problema é que o custo to - 

tal da ampliação da rede seja mhimo, atendidos os requisitos de flu - 

xo". ~ntão, o conjunto dos vetores capacidades N~ E R ~ ,  correspon- 

dentes a todas as redes de - m arcos que satisfazem aos requisitos de 
fluxo num determinado período t, forma um politopo convexo ilimita- 

Na figura 11.1. está um esboço, dando - u 
ma idéia aproximada de como podemos visualizar um politopo, ~ ? C U ~ O S  

vértices são as soluções do problema de programação linear. 

Os eixos orientados xl, x2, x3,. . . ,etc 
m ..., x formam o espaço dos nÜmeros reais R . O sólido geométrico m 

L 

desenhado ê como se fosse um balão, ou um diamante, com grande nu - 
mero de faces e grande número de vértices. Para dar uma visão espa - 
cial mais clara o sólido geométrico foi interceptado segundo vãrios 

planos, que truncam seu alongamento, seu crescimento ao longo dos 



Figura 11.1 

Politopo Pm convexo e ilimitado. Na figura 11.1. está um esboço, 

dando uma idéia aproximada de como podemos visualizar um politopo, 

cujos vértices são as soluções do problema de programação linear. 



v á r i o s  e i x o s  do espaço R ~ .  O p o l i t o p o ,  poderiamos chamá-lo de  um 

p o l i e d r o  que c r e s c e  indef in idamente  segundo d i r e ç õ e s  determinadas é 

convexo, o  que s i g n i f i c a  que não tem r e i n t r â n c i a s ,  c o n c a v i d a d e s , ~ ~  

r e g i õ e s  que s e  assemelhem a v a l e s  ladeados por  montanhas. Suas f a  - 
c e s ,  e n t ã o  s ã o  t a i s  que mantém a propr iedade  da convexidade,  d e f i -  

n i ção  já conhecida d a  Programação Linear .  

Cortando o  s ó l i d o  geométrico p o r  um 

plano gené r i co  qua lquer  conseguimos um pol ígono p l ano ,  convexo que 

t e r i a  po r  exemplo uma das  formas desenhadas na f i g u r a  1 1 . 2 .  

F igura  1 1 . 2  - O p o l i t o p o  também é i l i m i t a d o .  Um p o l i e d r o  é um p o l i  - 
topo  l imi t ado .  O p o l i t o p o  é a i n t e  fechados . 
O p o l i t o p o  s e  a longa e  c r e s c e  indef inidamente  

na  d i r e ç ã o  dos e i x o s .  

A 

A 

B 
B 



O politopo também é ilimitado. Um polie - 
dro é um politopo limitado. O politopo é a interseção de semi espa- 

ços fechados. O politopo se alonga e cresce indefinidamente na dire - 
ção dos eixos. 

Por desenhos, vemos na figura 11.3. eo - 
mo isso ocorre. 

Figura 11.3 

i Plano P 



Nesse caso  o Único v é r t i c e  do p o l i t o p o  

pas sa  p e l a  origem do s i s t e m a  de e i x o s  que pertencem ao  espaço Rm 

(xl ,  x 2 ,  xetc, ... , xm).  O s ó l i d o  geométrico f o i  i n t e r c e p t a d o  s e  - 

gundo um p lano  P,  que dá  origem ao pol igono ABCDE. O s  r a i o s  VA, VB, 

VC,  VD,  VE, definem semi- re tas  de  comprimento i n f i n i t o .  O p o l i t o p o  

gerado p o r  VA, VB,  V C ,  VD e VE & um p o l i t o p o  convexo e i l i m i t a d o  , 
c o n t i d o  no Rm. 

Olhando a f i g u r a  11. .l, & i n t e r e s s a n -  

t e  a n a l i s a r  o p o l i t o p o  P: , segundo o c o r t e  que n e l e  aplicamos o r i  - 

ginado p e l o  p lano  d e f i n i d o  pe los  e ixos  x 2 ,  xm. 

Colocando a f i g u r a  seccionada no p lano  

X 2 ,  xm vamos t e r  (admi t ida  a or togona l idade  de  x2 e x,) a f i g u r a  

Figura  1 1 . 4  



t S N1 + é paralela a x 2 

é paralela a 

Este duplo paralelismo é um resultado demonstra - 
do, conhecido. 

~oderíamos ter também as figuras II.5(a) e ( b ) .  

Figura 11.5. (a) 



Figura  I I . 5 . ( b )  

t '  t '  t !  tY t" t" 
O s  pontos N 1 ' ,  N 2  , N J  e  N1 , N 2  , N 3  

s ã o  p ro j eções  dos v é r t i c e s  do p o l i t o p o  nos planos  (x l ,  xm) e 

(x l ,  xetc) respec t ivamente .  É impor tan te  s a b e r  que o número de v é r  - 
t i c e s  do p o l i t o p o  é f i n i t o .  Por i n t u i ç ã o ,  valendo-se de uma v i s ã o  

e s p a c i a l  é p o s s ~ v e l  v e r  e s t e  f a t o ,  que pode s e r  provado. O p rob le -  

m a  até a g o r a - e s t á  sendo a n a l i s a d o  num Único pe r iodo  de tempo t . 
Para  cada per íodo  de tempo t = 1, 2 ,  ... , T ,  teremos um p o l i t o p o  



do t i p o  P: , convexo, i l i m i t a d o  e com número f i n i t o  de v é r t i c e s  , 
que s e r á  a so lução  do problema em a n á l i s e .  Se os  per íodos  de tempo 

forem em número de - n teremos - n p o l i t o p o s  d i f e r e n t e s  que darão  as 

so luções  do problema. 

t Cada v é r t i c e  do p o l i t o p o  Pm é um pon - 
t o  extremo des se  p o l i t o p o .  O con jun to  de pontos N: E Rm , i = 1 , 

4 

2 ,  ... e t c ,  ... o q u e  e ?  

Um ponto N: é um ponto do R ~ .  Portan- 

t o  tem - m coordenadas.  Pergunta-se:  Um ponto Nt é um v e t o r  de c a  i - 
pacidades  da  r ede  que estamos reso lvendo  ? 

Todo ponto do p o l i t o p o  Pm é um v e t o r  

de capacidades  correspondente  a uma r e d e  de - m a r c o s ,  que s a t i s f a z  

aos  r e q u i s i t o s  de f l u x o  no per íodo  - t . 

O con jun to  de todos  os  pontos do p o l i -  

t topo  Pm dá  o s  v e t o r e s  capacidades  correspondentes  a todas  as r e  - 
des  de  - m a r c o s ,  que s a t i s f a z e m  aos  r e q u i s i t o s  de f l u x o  no per íodo  

t t . ~ n t ã o ,  o p o l i t o p o  Pm é o conjun to  das r e s t r i ç õ e s  do Proble-  - 
m a  de programação Linear  que estamos reso lvendo ,  no per íodo  - t . 

Desejamos minimizar o c u s t o  t o t a l  de  

ampliação das  capacidades  da  r ede  atendendo às r e s t r i ç õ e s ,  pa ra  d i  - 

versos  per íodos  de tempo. 

Desejamos : 

T min C x 



s u j e i t o  a:  

T A função o b j e t i v o  é C .x 

O con jun to  de  (11, ( 2 )  e (3) dá  o  p o l i  - 
t topo  Pm, conjunto  das  r e s t r i ç õ e s  do PPL. 



Podemos v e r  num desenho como f i c a  a s i t u a  - 
çáo. S e j a ,  por  exemplo, o  p lano  d e f i n i d o  pe los  e ixos  xl, xm. Veja 

F igura  11.6 

O mhimo de  cT. x  é alcançado pa ra  a p r o j e  - 
de um v é r t i c e  do p o l i t o p o  . É o  v é r t i c e  por  onde pas sa  a 'm 

T curva de  n í v e l  de  C .x  s i t u a d a  2 menor d i s t â n c i a  da origem do s is  



tema. A s s i m  também 

s u a l i z a r  o s  planos  

T C . x (as curvas  de 

dá a so lução  passa  
4 4 

p a r a  o  p o l i t o p o  P: s i t u a d o  no podemos v i  - 
or togona i s  r e t a  d e f i n i d a  p e l a  função o b j e t i v o  

T nzve l  de C .x) cor tando  o  p o l i t o p o .  O p lano que 

p e l o  v é r t i c e  s i t u a d o  a  menor d i s t â n c i a  da o r i  - 
rlr 

gem a curva  de n i v e l  de c L . x .  

Para  t odo  i n t e r v a l o  de tempo t obteremos um 

v é r t i c e  do p o l i t o p o  que é a so lução  do problema. Podemos t e r  uma 

aresta t o d a  s a t i s f a z e n d o  ao problema, como também uma f a c e  t o d a  , 
e t c .  

P o r t a n t o  pa ra  todo  i n t e r v a l o  de  tempo podemos 

t e r :  uma Única so lução ,  v á r i a s  so luções  (uma quant idade i n f i n i t a d e  

s o l u ç õ e s ) ,  não e x i s t e  so lução ,  e  a so lução  é i l i m i t a d a .  

Supondo a e x i s t ê n c i a  de so lução ,  vamos t e r  pa - 
ra  todo  de tempo um v e t o r  do R ~ ,  que é o v e t o r  de  capac ida  

d e s ,  cor respondente  a uma r ede  de a r c o s ,  so lução  do problema. 

Para  o b t e r  a so lução  f i n a l  fazemos a união de 

todos  o s  conjun tos  de r e s t r i ç õ e s .  Aplicamos ao conjun to  união de 

todos  os  o u t r o s  conjun tos  o  mesmo método e  encontramos a so lução  fi - 
na1 . 

Estamos t raba lhando  sem a demonstração de 

que o  PPL formulado,  na  p a r t e  que é o conjun to  de r e s t r i ç õ e s ,  tem 

como so lução  um p o l i t o p o  convexo e  i l i m i t a d o .  Essa a f i rmação ,  en - 
t r e t a n t o  pode s e r  provada. Em t e s e s  a n t e r i o r e s  o  f a t o  já f o i  atei- 

t o  como ve rdade i ro  e c o n s t i t u i  conhecimento adqu i r ido  no campo de 



t r a b a l h o  es tudado.  ~ambém o f a t o  de  que o número de v é r t i c e s  (pon- 

t o s  extremos)  do p o l i t o p o  é f i n i t o  pode s e r  demonstrado. 

Observando com m a i s  d e t a l h e s  um c o r t e  a p l i -  

cado p o r  um plano s o b r e  o p o l i t o p o ,  temos a f i g u r a  1 1 . 7 .  

F igura  1 1 . 7 .  

Vamos p e s q u i s a r  sempre pontos d e n t r o  do co- 

ne N: + N:+ e que sejam pontos extremos do p o l i t o p o ,  p o i s  a s o l u  - 

ção do problema s e r á  sempre um v e r t i c e  do p o l i t o p o  (ou uma a r e s t a ,  

ou f a c e ,  etc.) .  Para  e n c o n t r a r  a so lução  f i n a l  do problema fazemos, 

pensando em termos e s p a c i a i s  e geométricos a união de todos  o s  con - 



j un tos  de  r e s t r i ç õ e s .  Como f a z e r  t a l  procedimento ? Fazendo a união 

de todos  os p o l i t o p o s ,  em todos  os  per lodos  de tempo. Para  um gran- 
a 

de número de nós e a r cos  da  r ede  fo rnec ida  como dado teremos um s o  - 
l i d o  geométrico com grande número de v é r t i c e s  e f a c e s ,  p a r a  cada i n  - 
t e r v a l o  de  tempo considerado.  Do ponto de v i s t a  a b s t r a t o ,  puramente 

matemático,  concebe-se como e f e t u a r  a operação de un ião  de todos  os  

p o l i t a p o s .  Do ponto de  v i s t a  p r á t i c o ,  de f a z e r  func iona r ,  p a r a  c a l -  

c u l a r ,  o b t e r  r e s u l t a d o s  computacionais ,  a problem&ica é complexa . 
J; na formulação matemática do PPL 

T min C x 

s u j e i t o  a 



Qual é o tamanho f h i c o  do o b j e t o  a que nos 

propomos r e s o l v e r  ? 

I n t e r e s s a  s a b e r  a dimensão real ,  pa lpáve l  , 
em termos numéricos,  p a r a  q u a n t i f i c a r  as coloeaçÕes a b s t r a t a s ,  m a  
t emá t i ca s  do modelo acima. Destr inchadas  as equações,  uma a uma , 
no que elas têm de p a r t i c u l a r  e compreendido s e u  s i g n i f i c a d o  pode- 

mos t e r  uma v i s ã o  g l o b a l  do modelo. 

A função o b j e t i v a ,  o que e l a  s i g n i f i c a  ? 

Temos um v e t o r  de c u s t o s  p a r a  ampl ia r  unida - 
des  de capacidade em cada a r c o  da  r e d e  dada. A s  capacidades  s ão  nÚ - 
meros, r e a i s ,  quase sempre i n t e i r o s  p o s i t i v o s .  Como a água que 

c i r c u l a  pe los  canos de  diâmetros  d i f e r e n t e s  em uma c idade  i n d u s t r i  

a l .  ~á a c a i x a  d s g u a ,  as bombas de  r e c a l q u e ,  sucção,  l i g a d a s  aos  

poços a r t e s i a n o s ,  ou aos  r e s e r v a t ó r i o s  de água r ep re sada .  H; vá1  - u 

l as  p a r a  c o n t r o l a r  a passagem de maior ou menor volume de água. A 

máxima capacidade de  um cano determinado é dada proporcionalmente 

ao seu  d iâmet ro  i n t e r n o .  

T O v e t o r  de c u s t o s  t r a n s p o s t o  é C = ( c l , c 2 ,  .., c) T 
m 

A capacidade f i n a l  é x = (xl ,  x 2 ,  ... , xm). A equação 



exprime a lei de conservação de fluxo para um n8 genérico j do con - 
juntò N de nós. 

Na rede em estudo não h; geradores internos de 

fluxos. Veja a figura 11.8. 

Figura 11.8 

L 

vpq'(t) é o fluxo que sai do nó p e se destina ao no 
i j 

q' (p f q), passando pelo arco (i,j) no intervalo de tempo t. 

1 v?9(t) o q u e é  ? 
KeN 11 

vPq (t) é 0 fluxo que sai do nó p e se destina ao nÕ 
jk 



q (p  f q ) ,  passando p e l o  a r c o  ( j ,  K) no i n t e r v a l o  de tempo t. f ( t )  
P9 

é a medida do f l u x o  que s a i  de  p e se d e s t i n a  a q .  

A equação e s tá  sendo a p l i c a d a  pa ra  um nÓ j E N .  

Podemos pensa r  de o u t r a  maneira. A soma dos f l uxos  provenien tes  dos 

nós a n t e c e s s o r e s  a j é i g u a l  a soma dos f l uxos  que emanam de j p a r a  

o s  nós que l h e  s ã o  sucessopes ,  não se levando em con ta  o s i n a l  algé- 

b r i c o  dos f l u x o s .  O nó j comporta-se como um ponto p a r a  onde conver- 

gem f l u x o s ,  e de  onde emanam f l u x o s .  A quant idade de f l u x o  que e n t r a  

no nÓ é i g u a l  a quant idade  de  f l u x o  que s a i  do nó. N ~ O  há geração e 

nem d i s s i p a ç ã o  ou armazenamento de  f l u x o .  

A equação é a p l i c a d a  pa ra  todos  os  pontos da r e  - 
de.  P o r t a n t o ,  teremos p a r a  cada nÓ uma equação. A r e d e  tem n nós.  Lo - - 
go teremos - n equações des se  t i p o .  

Como d i z  a p r ó p r i a  equação,  se j f o r  o n0 p ,  t e  - 
remos apenas f l u x o  sa indo  do nó. (~ode rzamos  pensa r  em geração do f lu  - 
xo f 1. Se j f o r  o nó q ,  vamos t e r  apenas f l u x o  chegando ao  nó. En 

PS 
t ã o ,  pensamos que todo  o f l u x o  s e r á  consumido, ou armazenado, e ne - 
nhum f l u x o  s a i  do nó. 

A inequação 



t e m  / v i ?  ( t ~ l  

nó q ,  passando 

= mõdulo do f l u x o  que sa i  do nó p e s e  d e s t i n a  ao 

p e l o  a r c o  ( i , j ) ,  no i n t e r v a l o  de  tempo t .  

'i j é a capacidade do a r c o  ( i ,  j ) 

Pq (t 1 e m  mÕdulo porque podemos t e r  
v i j  

passando p e l o  a r c o  ( i , j )  f l uxos  em d o i s  s e n t i d o s .  Por exemplo l i g a -  

ções  t e l e f ô n i c a s  podem o c o r r e r  simultaneamente do Rio de J a n e i r o  p; 

ra  L a  Paz na  ~ o l í v i a ,  ou de L a  Paz p a r a  o Rio de J a n e i r o .  ~ s t á  c l a -  

r o  que as l i g a ç õ e s  nos s e n t i d o s  c o n t r á r i o s  não s e  anu la rão ,  mas e x i  - 
g i r ã o  uma capacidade do s i s tema,  t e l e f ô n i c o  i g u a l  ou maior que a s o  - 
m a  dos f l u x o s  em v a l o r  a b s o l u t o  nos f i o s  nos d o i s  s e n t i d o s .  F a c i l  - 
mente chegaríamos a conclusão que uma l i g a ç ã o  São Paulo-Buenos-Aires 

a n u l a r i a  uma l i g a ç ã o  de Buenos-Aires p a r a  São Paulo,  se t r a b a l h a s s e  - 
mos com vPq munidos de s i n a l  a l g é b r i c o .  i j 

A inequação pa ra  cada a r c o  da  r e d e .  Temos n - 
nós na  rede .  O s  a r c o s  s ão  em ncmero de m. Para  umgrafo completo, on 

4 

de um nó genér ico  s e  l i g a  d i r e t amen te  a qua lquer  o u t r o  nó, i s t o  e ,  

dados d o i s  nós qua i sque r  e x i s t e  o a r c o  d i r e t o  que os  l i g a ,  o número 

de a r cos  é m = "("-') . P o r t a n t o ,  o número de inequações do t i p o  
2 



é menor ou i g u a l  a  "("-') pa ra  cada per íodo  2 . 
2 

A des igua ldade  

exp res sa  que a medida do f l u x o  que s a i  de  um nÕ p e  s e  d e s t i n a  a um 

nÕ q deve ser maior ou i g u a l  ao r e q u i s i t o  de f l u x o  e n t r e  o  nÕ p e  o  

nó q ,  no per íodo  de tempo t ( p  # q ) .  Conhecidos, como d i z  o  p r ó p r i o  

problema o s  f l uxos  que desejamos de nÕ p a r a  nÕ e  que s ã o  os  r e q u i s i  - 
t o s  de  f l u x o ,  p a r a  um c e r t o  per íodo  t ,  vamos d e s c o b r i r  f l u x o s  c u j a s  

medidas sejam i g u a i s  ou s u p e r i o r e s  aos  r e q u i s i t o s  dados. Nem pode - 
r i a  o  f l u x o  que pas sa  po r  um a r c o  s e r  i n f e r i o r  ao  f l u x o  que p a r a  

aque le  a r c o  f o i  e s t a b e l e c i d o  por  condições t é c n i c a s ,  ou f í s i c a s ,  li - 
gadas a e s t r u t u r a  de demanda, a s i t u a ç õ e s  de mercado, a f a t o r e s  ex  - 

t e r n o s .  

O s  r e q u i s i t o s  de f l u x o  podem v i r  dados de d i  - 
f e r e n t e s  formas. Mas a n t e s  das  formas vamos pesqu i sa r  o  conteúdo . 
Dizer  o  que é o r e q u i s i t o  de f l u x o .  D a  r e a l i d a d e ,  do d ia -a -d ia ,  no 

mercado, as f á b r i c a s  e  o s  e s c r i t õ r i o s  têm levantados  com suas  equi-  

pes de  t r a b a l h o  funções e s p e c í f i c a s ,  quant idades  numéricas,  que são ,  

dando um exemplo, numero de b a t i d a s  do coração humano re lac ionando  

ao  f l u x o  sanguíneo dos pulmões p a r a  o  f í gado .  Se o  f l u x o  sanguíneo 

f o r  s u p e r i o r  ou i n f e r i o r  a determinada quant idade conhecida p e l a  



medicina e cientificamente comprovada, graves problemas poderão o- 

correr. 

Em New York o tráfego urbano não se - 
parar as vias de transporte constru~das. As necessidades sociais fi - 

L 

xam o &mero de pessoas a transportar. Quando essa condição não e 

atendida, as "ruas serão alargadas , ou os veículos modificados , enfim 
mudanças de engenharia ou físicas serão postas em prática para aten - 
der aos requisitos de transporte. Na cidade de Ho Chi Minh a Ciên - 
cia conhece o número de trabalhadores necess&ios para produzir 100 

Kg de arroz diários, em condições sociais e técnicas dados. . Pelas 

vias de comunicação que chegam ao trabalho passam os veículos e o 

tráfego normal é conhecido. As condições técnicas de trânsito dão 

os números que fixam os requisitos de tráfego das estradas. Eles po - 
dem ser superados ou não. Na inequação que vimos mais atrás o fluxo 

é maior ou igual ao requisito de fluxo dado. Estabelecemos que a 

condição é essa. Poderia ser outra. Para cada arco temos uma desi - 
gualdade. Como são m = "("-') arcos, serão desiguálda - 

2 2 

des para cada intervalo de tempo, no m~ximo. 

A inequação 

va.le para todo arco. Como são m = "("-') arcos serão n(n-1) ine 

2 
- 

2 

quaçÕes para cada período de tempo t. 



Qual o tamanho do problema que estamos r e -  

solvendo ? 

~ n t ã o  o número de inequações é: 

U m a  r e d e  com 1 0  nós t e r á  1 4 6  inequações.  Para  v á r i o s  per lodos  de 

tempo vamos t e r  um problema demasiado grande.  O problema é de gran - 
de p o r t e .  Do ponto de v i s t a  computacional haverá  d i f i c u l d a d e s  em 

r e s o l v e r  o problema com as t é c n i c a s  normalmente usadas na Programa - 

ção Linear .  

É i n t e r e s s a n t e  f a l a r  a inda  dos r e q u i s i t o s  

de  f l uxo .  E le s  podem ser i n v a r i á v e i s  no tempo. Com a va r i ação  do 

tempo e l e s  permanecem cons t an t e s .  Por exemplo, s ã o  números r e a i s :  

i n t e h o s  e p o s i t i v o s .  Como en tender  e s t e  f a t o  tomando po r  base  a 

r e a l i d a d e  ? 



É um caso  a b s t r a t o ,  no domínio da mente huma - 

na ,  s e rv indo  como exemplo d i d á t i c o ,  sem a p l i c a ç õ e s  r e a i s .  Nos t r a  - 
balhos  de engenhar ia  os  r e q u i s i t o s  sempre variam com o tempo. I n  - 
c l u s i v e  conhecer s u a  forma de v a r i a ç ã o ,  suas  l e i s  de correspondên- 

cia  e m  r e l a ç ã o  ao  avanço tecnolÓgico,  sua  va r i ação  s a z o n a l ,  a l e a t ó  - 
r i a ,  ou d e t e r m i d s t i c a  não c o n s t i t u i  t a r e f a  f á c i l .  Pe l a  Avenida 

P r e s i d e n t e  Vargas passam t á x i s ,  c a r r o s  de  propr iedade p a r t i c u l a r  , 
Ônibus de grandes  empresas e caminhões, além de o u t r o s  ve í cu los  , 
s e r e s  humanos e o u t r o s  e n t e s  inanimados,  que s e  movem com seus  pés, 

ou po r  ação de agen te s  ex t e rnos  2 s u a  p r ó p r i a  c o n s t i t u i ç ã o  f í s i c o -  

qulmica. É f á c i l  medir o número de t á x i s  que f luem p e l a  avenida e m  

um t r e c h o  determinado,  nas v á r i a s  ho ra s  do d i a ,  das  c inco  ho ras  da 

manhã 2 meia n o i t e .  A operação poderá s e r  r e p e t i d a  po r  v á r i o s  d i a s ,  

depois  por  meses e podemos t e r  a i d é i a  do que o c o r r e  du ran te  os  vá - 
r i o s  meses do ano. Depois ficamos sabendo como o f l u x o  de t á x i s  vai 

ser nos o u t r o s  anos ,  décadas e s é c u l o s ,  usando a s  medidas f e i t a s  , 
por  exemplo, du ran te  os  v á r i o s  meses de  um ano. É c e r t o  que não f i  - 
caremos sabendo a longo prazo o que v a i  o c o r r e r ,  porque o u t r o s  f a  - 
t o r e s  i n t e r v i r ã o  no processo .  No f u t u r o  já c o r r e r á  o met ropol i t ano ,  

não have rá  m a i s  c a r r o s  p a r t i c u l a r e s ,  e os  t á x i s  con t inuarão  e x i s  - 
t i n d o  ? O que era r e a l i d a d e  conc re t a  passou a peça de  museu. Faze- 

mos e s t i m a t i v a s ,  p r o j e ç õ e s ,  vislumbramos a té  onde a c i ê n c i a  possa  

a l c a n ç a r ,  correndo jun to  com e r r o s  e aproximações matemáticas do 

r e a l .  Q u a n t i f i c a r  um processo  r e a l ,  f i s i c o ,  e h i s t ó r i c o  que e s t á  - a 

contecendo h o j e ,  é d i f e r e n t e  de  r e a l i z a r  a m e s m a  q u a n t i f i c a ç ã o  da - 
q u i  a cem anos. Com os  no chão,  a mente l ú c i d a ,  e com o i n  - 
t e r e s s e  em o b t e r  a lguns  r e s u l t a d o s  vamos obse rva r  que os r e q u i s i  - 



tos de fluxo variam com os tempos. 

Para tornar mais simples um problema pode - 
mos até assumir a sua variação discretizada no tempo. Em cada pe - 
rzodo de tempo o requisito de fluxo permanece constante. De madru- 

gada vale cinco, 2 tarde vale nove, e de noite vale cem. 



Um problema de s í n t e s e  pode s e r  en tendido  da 

maneira que descrevemos a s e g u i r .  Desejamos c o n s t r u i r  uma r e d e ,  e 

os dados s ã o  os  r e q u i s i t o s  de f l u x o  que devem ser a tendidos  p a r a  

perIodos e s p e c i f i c a d o s  de  tempo. A cons t rução  será f e i t a  d e n t r o  de 

um c r i t é r i o  de  c u s t o  mínimo de cons t rução  de a r cos  capac i t ados .  Ou - 
t r a  forma como enunc ia r  o problema é a que segue:  "Conhecido um 

conjunto  de  números r.. que representam os  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  de  
13 ' 

f l u x o  máximo e n t r e  d o i s  nós Ni e N , q u a l  é a r e d e  não o r i e n t a d a o n  
j 

de os f l u x o s  f i j  s a t i s f a z e m  f i j  - ' r i j  
e c u j a  capacidade t o t a l  de  

a r c o  é mínima ? "  

Vamos desenvolver  a i d é i a  de s í n t e s e  usando 

e s t e  i i i t imo enunciado.  

Considerando os rij como comprimentos dos ra - 

mos do g r a f o ,  podemos formar uma á rvo re  geradora  máxima do g r a f o  . 
4 4 

Cabe pe rgun ta r  : e s s a  á r v o r e  e x i s t e  e e un i ca  ? Ou teremos v á r i a s  

á rvo res  p a r a  um mesmo g r a f o  ? Seguiremos assumindo a e x i s t ê n c i a  de  

p e l o  menos uma á r v o r e  geradora  máxima do g r a f o  o r i g i n a l .  



0s requisitos associados com essa árvore ge- 

radora máxima chamaremos de requisitos dominantes, e a árvore gera - 

dora máxima chamada de árvore, dos requisitos dominantes. 

A figura III.l.(a) representa os requisitos 

de fluxo na rede. A figura III.l.(b) & a árvore de requisitos domi - 
nantes que lhe corresponde. 

Figura III.P.(a) 

Figura 111. l. (b) 



Para  que qua lquer  r e d e  t enha  f > r p a r a  i j  - i j 

todo  ( i , j )  é n e c e s s á r i o  e s u f i c i e n t e  que f i j  - 
> r i j  

pa ra  todo  r i j  

p e r t e n c e n t e  a T.  

T - á rvo re  dos r e q u i s i t o s  dominantes. 

A necess idade  vemos da  s e g u i n t e  forma. 

Em p a r t i c u l a r  p a r a  r E T ,  rij i j pe r t ence  ao  conjun to  dos r e q u i s i  - 
t o s  o r i g i n a i s .  Falando com o u t r a s  p a l a v r a s ,  o conjun to  dos r e q u i s i  - 
t o s  de f l u x o  da  á rvo re  T é um subconjunto dos r e q u i s i t o s  de f l u x o  

da  r e d e  da f i g u r a  I I I . l ( a ) .  ~ n t ã o ,  s e  f i j  - > r p a r a  a r e d e  o r i g i  
i j - 

n a l ,  pa ra  a á r v o r e  T também s e r á  v á l i d o  

Para  v e r i f i c a r  a 

que f a l t a  s a t i s f a z  a s e g u i n t e  r e l a ç ã o  : 

f i j  - > rij. 

s u f i c i ê n c i a  vejamos. O r 
i p  

r < min (r  r i p  - i j '  jK' * * *  , r  OP 

onde ri , r jK> a o  
3 rop são assoc iados  com os ramos que formam o 

caminho Ünico em T de Ni p a r a  N . Em t o d a  r ede  s a t i s f a z e n d o  os  r e  
P - 

q u i s i t o s  dominantes,  qua lquer  f l u x o  f deve obedecer a: 
i p  



f > min ( f i j ,  
i p  - f j K >  e * *  , fop )  2 

> min (r i j ,  r - j K '  ' * *  
r ) > r  

OP - i p  

P o r t a n t o ,  consideremos apenas os r e q u i s i t o s  dominantes. 

Sendo b i j  a capacidade de um a r c o  q u a l  - 
quer  da r e d e ,  a capacidade t o t a l  de a r c o  pa ra  uma r e d e  não o r i e n t a  - 

1 da  é - 1 bi j .  Vamos i n t r o d u z i r  um l i m i t e  i n f e r i o r  LI pa ra  e s t a  
2 i f j  

quant idade.  Considere qua lquer  nó Ni d e s t a  r ede .  S e j a  ui = max r . i j *  

É o mesmo que d i z e r  

dos os  que envolvem 

deve t e r  capacidade 

que ui é o maior r e q u i s i t o  de f l u x o  e n t r e  t o  - 
Ni.  Qualquer r ede  que s a t i s f a ç a  aos r e q u i s i t o s  

i g u a l  ou s u p e r i o r  a e s t e  r e q u i s i t o  máximo em 

cada nó,  p a r a  p e r m i t i r  a passagem do f l u x o ,  ou s e j a  i b i j  2 ui . 
3 

Para  cada nó Ni escrevemos que 1 b i j  2 uiY po i s  s e  1 b i j  u 
j j 

i ' 

acon tece rá  que a r ede  não d a r á  passagem ao f luxo .  Para  a r e d e  t o  - 
d a ,  desde que um a r c o  é contado duas vezes ,  uma vez em cada nÓ t e r  - 

minal ,  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a capacidade t o t a l  de a r c o  é: 



Vamos desc reve r  o procedimento de s h t e s e  

pa ra  o b t e r  uma r ede  s a t i s f a t ó r i a  n e s t e  l i m i t e  i n f e r i o r .  Note que 

os  u podem s e r  o b t i d o s  considerando apenas o s  r e q u i s i t o s  dominan- i 

t e s  , se lec ionando  m?x r , p a r a  r i j  i j pe r t encen te  a T e adjacen- 
1 

t e  a N, . Considere uma á r v o r e  f i x a  T ,  com r e q u i s i t o s  l i g a d o s  r;; 

e ca l cu l ado  o l i m i t e  i n f e r i o r  LI. Se os  rij s ã o  

um novo conjun to  de  r t i j  , obtemos um novo L '  I' 

ri j + r f i j  como o s  r e q u i s i t o s  assoc iados  com a 

t e r  um novo L1II. ~ n t ã o ,  em g e r a l ,  temos: 

I J  

s u b s t i t u ~ d o s  po r  

Vamos f a z e r  r" - i j '  

mesma á rvo re  e ob- 

desde que max r e max r '  podem não c o i n c i d i r  em cada nó Ni.  i j  - i i j 
J 

7 

J - 
Mas s e  rij (ou r t i j )  s ã o  r e q u i s i t o s  uniformes,  i s t o  é, s e  r = r i j  

p a r a  todos  os  rij em T ,  e n t ã o  

Considere duas r e d e s ,  uma com capacidade 

de a r c o  b i j  e f l u x o  máximo f i j ,  a o u t r a  com b t i j  e f t i j ,  p a r a  as 

mesmas grandezas .  Se formamos uma t e r c e i r a  r e d e  com capacidade de 

- a r c o  bltij  - bij + b I i j  , en tão  o f l u x o  m~ximo na t e r c e i r a  r e d e  s e r á  



S e j a  T a á rvo re  de r e q u i s i t o s  dominantes 

que vamos s a t i s f a z e r .  Se j a  rmin O menor r e q u i s i t o  na á r v o r e  e e s  - 
crevemos qua lquer  r como r i j min + (rij - r 1. Podemos consi-  min 

d e r a r  a á r v o r e  o r i g i n a l  como a superpos ição  de duas á r v o r e s ,  uma 

com r e q u i s i t o s  uniformes rmin e a o u t r a  com rij - r . Exemplo min 

d i s s o  é a á rvo re  da  f i g u r a  I L I . l . ( b ) .  Podemos cons ide rá - l a  como 

superpos ição  da f i g u r a  1 1 1 . 2 .  ( a )  e (b). 

Figuras  I II .2 .(a)  e (b) 



8 2  

Figura III.3.(a) 

Para cada parte da árvore sem requisitos 

uniformes, o procedimento de decomposição pode ser continuado até 

que cada parte tenha requisitos uniformes. Por exemplo, a figura 

111.2 pode ser decomposta na figura 111.3.. 

Figura III.3.(b) 



Usamos a expressão "sintetizar uma árvore" 

para dizer "construir uma rede com fluxo máximo maior ou igual que 

os requisitos de fluxo na árvore." Depois que uma árvore 6 decom- 

posta numa soma de &vores uniformes, podemos sintetizar cada ár - 
vore uniforme individualmente. Se cada árvore uniforme pode ser 

sintetizada no limite inferior L que lhe corresponde, então a I 

superposição de cada rede satisfatória dar: uma rede capaz de sa - 

tisfazer os requisitos originais e com uma capacidade total de 

arco mínima. Portanto, o problema se reduz a sintetizar uma 

árvore uniforme com requisitos todos iguais a r. Isto pode ser 

feito desenhaddo qualquer ciclo através dos n6s e depois atri- 

C 

buindo - r a cada arco no ciclo. Quando há apenas dois nos, 

2 

um arco simples de capacidade r é usado. 



Vejamos um exemplo, a figura 111.3.. Cada 

uma das árvores pode ser sintetizada como vemos na figura 111.4. 

Depois de superpor as redes dessa figura 111.4. obtemos a figura 

III.5., que é uma rede satisfazendo todos os requisitos da figu- 

ra III.l(a) e de capacidade total de arco mfnima. 

Figura 111.4.(a) 

Figura III.4.(b) 
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Figura 111.5. 

111.2. S~NTESE DE UMA REDE DE COMUNICAÇ~ES- 

A rede que vai ser estudada pode ser pen- 

sada como um modelo abstrato de uma rede de comunicaçÕes com os 

nós correspondendo a estações e as capacidades de arcos a capaci - 
dades de linhas. Os fluxos podem ser interpretados como o n<mero 

de chamadas telefônicas entre estações. Correspondem aos fluxosde 

mensagens em uma rede telefônica. Como as chamadas tem origem e 

destino definidos, os fluxos das chamadas são fluxos de multicomo - 
didades divididas pelas linhas da rede. Uma estrutura de comunica - 
ções deve ser capaz de transmitir fluxos em todos os instantes. 



Sejam: 

PS 
- v a l o r  do f l u x o  da origem N ao  d e s t i n o  N 

P 9 

xp9 - f l uxo  a t r a v é s  do a r c o  Ai j  com origem N e 
1 7  P 

d e s t i n o  N . 
9 

Pe la  conservação de f l uxo :  

Sendo y i j  a capacidade do a r c o  Aij : 

Sejam r ( t )  os  f l u x o s  r eque r idos  de N p a r a  N no tempo t .  O f a t o  
P9 P 9 

de que a r e d e  s a t i s f a z  todos  os  f l u x o s  em todos  os  tempos dá:  



Vejamos como é o problema de s í n t e s e .  Co - 

nhecemos os  r ( t) .  Queremos e n c o n t r a r  y t a l  que ( 1 1 ,  ( 2 )  e (3) 
P9 i j  

sejam s a t i s f e i t o s  com o c u s t o  t o t a l  1 c i j  y i j  mhimo , 

c i j  - c u s t o  pa ra  c o n s t r u i r  um a r c o  de capacidade 

u n i t á r i a  de Ni p a r a  N 
j *  

Numa r ede  r e a l  o s  f l u x o s  r eque r idos  podem 

s e r  de  t rês t i p o s :  

1. Independem do tempo, i s t o  é, r (t  1 não depen- 
P9 

.dem de t .  

A s e n t e s e  da  r ede  é um problema de cami- 

nho mínimo. Usando os  c u s t o s  c i j  como d i s t ã n c i a s ,  nós procuramos o 

caminho mhimo p a r a  cada p a r  de nós. ~ n t ã o  construzmos a rcos  com 

capacidade t a l  que possam p a s s a r  o s  f l u x o s  r e q u e r i d o s ,  ao longo 

des ses  caminhos mínimos. A r ede  f i n a l  é o b t i d a  po r  superpos ição .  

2 .  Requ i s i t o s  completamente d i s t r i b u z d o s  no tempo. 

~ n t ã o  o tempo é d i v i d i d o  em v á r i o s  p e r í o  - 
dos ,  e du ran te  um pe r íodo  genér ico  h á  apenas um f l u x o  passando en - 
tre cada p a r  de nós ,  

Para  f a z e r  a s í n t e s e ,  no caso  de  r e d e s  

não o r i e n t a d a s ,  um enfoque de programação l i n e a r  pode s e r  usado . 



~á um grande programa linear com muitas linhas. O tamanho da matriz 

é reduzido pela geração apenas das linhas necessárias para a compu- 

tação. Aqui o cãlculo auxiliar de gerar linhas é do tipo de fluxo 

máximo. 

3. Requisitos variando no tempo. É o caso mais ge- 

ral. 

Vamos estudar a colocação matemática do 

problema de síntese, para um ~eríodo de tempo t. Seguindo vem um 

procedimento para resolução prática. 

Sejam: 

y = (yl, e . .  Ym 1 - vetor de m componentes, cada 

componente representando a capacidade de um arco, 

numa rede de m arcos. 

V - vetor de m componentes representando uma rede 

capaz de conduzir os fluxos simultâneos no tempo t. 

V forma um politopo convexo ilimitado num espaçode 

m dimensões. 

Vi - pontos extremos do conjunto convexo. ~ntão , 
existe pelo menos um Ótimo V tal que: 



Para  que y s a t i s f a ç a  aos  r e q u i s i t o s  de  f l u x o  e m  cada per íodo  de tem - 
po é n e c e s s á r i o  e s u f i c i e n t e  que y contenha uma r ede  V pa ra  cada t .  

S e j a  c = (c1, ... , cm) O v e t o r  c u s t o  dos a r  - 

tos. ~ n t ã o  o problema de s í n t e s e  é: 

min c.y 

s u j e i t o  a: 

Nesse problema y e A i  
- 

s ã o  desconhecidos.  Assumimos que os  Vi s ao 
L conhecidos ,  e c 6 dado. Teremos (m+l)T l i n h a s  e um grande numero 

de co lunas ,  uma coluna p a r a  cada Vi. Podemos r e e s c r e v e r  ( 5 )  como sen - 
do: 



Pelo lema de Minkowski-Farkas, ou a desigualdade Ax b tem uma so - - 
lução não negativa ou as desigualdades yA > O e yb O tem uma so - - 
lução não negativa. Colocando-o de modo ligeiramente diferente, a 

desigualdade Ax - C b tem uma solução não negativa se e somente sepa - 
ra todo r > O ,  TA > O implica nb > 0. - - - 

Apliquemos esse lema a ( 6 ) .  NÕS teremos que 

( 6 )  tem uma solução não negativa X para um dado y se e só se exis- i - 
te um não negativo (r n ) tal que 1, O 

Seja: 

- 
n O - - 7 r  O 

n = (r1 , no 1. ~ntão (7 equivale a: 

(rl , no) (Vi, 1) - > O , V i 



IT - v e t o r  não nega t ivo  de  m dimensões. 1 

no - e s c a l a r  não p o s i t i v o .  

O s  v e t o r e s  IT que s a t i s f a z e m  a ( 8 )  também 

formam um p o l i t o p o  convexo i l i m i t a d o ,  de  modo que há um número f i  

n i t o  de v e t o r e s  ni represen tando  os  pontos extremos. Em qua lquer  

per íodo  t ,  e x i s t e  I T ,  que pode s e r  expresso  como combinações p o s i  - 

t i v a s  de -ri. 

P o r t a n t o ,  podemos r e fo rmula r  o  problema 

( 5 )  como : 

min c.y 

s u j e i t o  a :  

Em ( 9 )  há m v a r i á v e i s  m a s  um número enor  - 
me de l i n h a s ,  uma p a r a  cada IT Se nós l i s t amos  todos  os  ri ,  en i' - 
t ã o  ( 9 )  pode ser r e s o l v i d o  como um programa l i n e a r .  

O problema é g e r a r  os  ni que representam 

c o e f i c i e n t e s  de inequações não s a t i s f e i t a s  p e l a s  c o r r e n t e  y .  H; 

d o i s  modos de r e s o l v e r  ( 9 ) .  O enfoque d u a l ,  que c o n s i s t e  de duas 

p a r t e s .  A p a r t e  p r i n c i p a l  é um quadro dua l  s implex,  que começa 

com uma so lução  d u a l  v i á v e l  y s u j e i t a  5s inequações que não s ã o  



s a t i s f e i t a s  p e l a s  c o r r e n t e  y .  A p a r t e  a u x i l i a r  fo rnece  as inequa- 

ções p a r a  a p a r t e  p r i n c i p a l .  Para  começar o  c á l c u l o  da p a r t e  p r i n  - 
c i p a l  nós usamos qua lquer  so lução  d u a l  v i á v e l ,  por  exemplo, y = 

= ( 0 ,  0 ,  . . . , O ) ,  que é cer tamente  d u a l  v i á v e l ,  desde que nós a s  - 
sumimos que c  > O .  A e s t a  a l t u r a  não temos a inda  inequações g e r a  - 
das p e l a  p a r t e  a u x i l i a r ,  e não podemos d a r  um passo no simplex da 

p a r t e  p r i n c i p a l .  E s t e  y 6 en tão  enviado p a r a  a p a r t e  a u x i l i a r ,  on - 
de queremos: 

s u j e i t o  a 

y é dado p e l a  p a r t e  p r i n c i p a l ;  desconhecemos os  A .  Pa ra  começar o  

c á l c u l o  nós podemos u s a r  qua lquer  r e d e  Vi v i á v e l .  

Resolvendo ( 1 0 )  podemos encon t r a r :  

1. 8 > 1, s i g n i f i c a n d o  que o  c o r r e n t e  y é v i á v e l  pa  - - 

r a  e s t e  per íodo  t .  Se 8 > 1 p a r a  todo  t ,  en tão  

1 L 

y e otimo. 

a 

2 .  N& conseguimos um v e t o r  preço ni t a l  que ni e  

a so lução  do d u a l  de ( 1 0 ) :  



S e j a  a  = (aiy -1). Nós temos 

E s t a  a  ( y ,  1) < O é en tão  uma inequação que não é s a t i s f e i t a  p e l o  

c o r r e n t e  y e  pode s e r  ad ic ionado  5 p a r t e  p r i n c i p a l .  Notar que ( 1 0 )  

é um programa l i n e a r  muito grande,  desde que h á  uma co luna  p a r a  
L 

cada Vi. A f im de g e r a r  e s s a s  co lunas ,  nos usamos os  p reços  a  i ' 
dos a r c o s  o b t i d o s  de  ( 1 0 1 ,  i s t o  é, tomando um novo V i ,  e v e t o r e s  

de f o l g a  como base .  O V: que não e s t á  na base  e  pode ser t r a z i d o  

pa ra  a base  é t a l  que 

~ v K < I .  i i -  

queremos a co luna  p a r a  a q u a l  ai 

problema de s í n t e s e  do t i p o  1) d i s c u  

é mínimo. Mas e s t e  é o 'i 

t i d o  atrás .  Nós podemos u s a r  

"i como comprimentos dos a r cos  e p r o c u r a r  os  caminhos caminhos en  - 
K t r e  todos  o s  pa re s  de nós p a r a  formar a coluna V i  . Em resumo , 

e s t e  a lgor i tmo d u a l  c o n s i s t e  de duas p a r t e s :  na  p a r t e  p r i n c i p a l  , 



usamos um simplex r e v i s a d o  dua l  p a r a  r e s o l v e r  

min z = c.y 

s u j e i t o  a 

a i Y L 1 ,  i = 1, 2 ,  ... , m 

inequações a i  y s ã o  

> o Y -  

onde os  c o e f i c i e n t e s  das  

a u x i l i a r ,  ou de o u t r a s  c 

pacidade t o t a l  dos a r cos  

dos r e q u i s i t o s  de f l u x o s  

fo rnec idos  p e l a  p a r t e -  -- 

onsideraçÕes,  t a i s  como o f a t o  de que a c a  - 

i n c i d e n t e s  não pode s e r  menor que a soma 

que envolvem o nó. Depois de um número f i  - 
n i t o  de passos  no s implex d u a l ,  y é pr imal  e d u a l  v i á v e l  com r e l a  - 
ção ao conjun to  de inequações.  E s t e  y é en tão  t r a n s m i t i d o  p a r a  a 

C 

p a r t e  a u x i l i a r .  Na p a r t e  a u x i l i a r ,  um simplex r e v i s a d o  prima1 e 

usado pa ra  r e s o l v e r  ( 1 0 1 ,  onde y é dado p e l a  p a r t e  p r i n c i p a l .  A co - 
l u n a  Vi que deve s e r  gerada  p a r a  aumentar o v a l o r  de 0 é dada p o r  

um a lgo r i tmo  de caminho m k m o  usando preços  o b t i d o s  no simplex r e  - 
v i sado  pr imal  com os  comprimentos dos a r cos .  Se 8 > 1 p a r a  todos  - 
0s per íodos  t = 1, . .. , T ,  en t ão  a r e d e  é Ó t i m a .  Se ,  depois  de um 

número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s  com o simplex r e v i s a d o ,  t ivermos 



K p a r a  t odo  Vi , en tão  n y > 1 é a inequação dese j ada  na p a r t e  p r i n  i - - 
c i p a l .  

E s t e  a lgor i tmo de s h t e s e  s e r  a p l i c a  - 

do,  com L i g e i r a s  modi f icações ,  pa ra  o problema de ampliação. Em I 6 [ e  

12'] exis tem exemplos r e s o l v i d o s .  

Um problema de s í n t e s e  como e s t e  é de tama- 

nho grande.  Porque estamos pesquisando num espaço de m dimensões e 

p a r a  per íodos  de  tempo que podem s e r  as ho ras  de um d i a ,  de  um mês , 
ou a i n d a  p a r a  ex tensões  maiores de  tempo. ~ ê c n i c a s  e s p e c x f i c a s ,  ade- 

quadas a problemas de grande p o r t e ,  podem s e r  usadas ? O a lgo r i tmo  

v i s t o  pág inas  atrás  terá v á r i a s  t a b e l a s ,  s e j a  na p a r t e  p r i n c i p a l ,  s e  - 

ja na p a r t e  a u x i l i a r ,  p a r a  c á l c u l o s  f e i t o s  manualmente. É i n t e r e s s a n  - 
t e  l e v á - l o  p a r a  a execução computacional ,  onde prováveis  v a n t a g e n s v i  - 
r ã o  . 
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C O M E N T A R I O  D E  A R T I G O S  _ _ _ _ _ _ - - - -  - I  - - - - - - -  

O s  l i v r o s ,  a r t i g o s  e s t r a n g e i r o s  e  t r a b a l h o s  

b r a s i l e i r o s  l i s t a d o s  s ã o  um l i g e i r o  - apanhado de matérias p u b l i c a  - 

das  no t e r r e n o  g e r a l  de  Teor i a  de Redes, Grafos ,  ~ r o g r a m a ç ã o  Line - 

a r ,  e t c .  A b i b l i o g r a f i a  e x i s t e n t e  é muito v a s t a  e  d i v e r s i f i c a d a  . 
Nos casos  es tudados predominam enfoques t e ó r i c o s .  A obtenção de re - 

s u l t a d o s ,  na  forma de a lgor i tmos  programados em linguagem computa- 

c i o n a l ,  de  problemas r e s o l v i d o s  numericamente, de exemplos r e a i s  de 

engenhar ia ,  l i g a d o s  a empresas,  a f á b r i c a s  ou às soc iedades  é es - 

c a s s a .  Alguns exemplos vão a s e g u i r .  Na l e i t u r a  de  "Finding t h e  

k  - s h o r t e s t  l o o p l e s s  pa ths  i n  a network" de J i n  Y. Yen, Man. Sc i .  

v o l .  1 7 ,  J u l h o  de 1971, f e i t a  a ap re sen tação  de um a lgo r i tmo  p a  

ra  a c h a r  os k  - caminhos s e m  c i c l o s  que tenham o s  menores compxhen - 
1-0s de um nó p a r a  o u t r o  nó em uma r ede .  A impor tânc ia  do novo a l g o  - 
r i tmo  é que s e u  l i m i t e  s u p e r i o r  de computação c r e s c e  l inearmente  

com o v a l o r  de. K.  aí sua  e f i c i ê n c i a  quando compara'do com os  a lgo-  

r i tmos  propos tos  po r  Bock, Kantner e  Haynes, P o l l a c k ,  Clark , K r i  

k o r i a n  e  Rausan, Sakarovi tch  e  o u t r o s .  N ~ O  u sa  a r cos  capac i t ados  . 
.i. 

Estuda d i s t â n c i a  de nó a no. 

O t r a b a l h o  a n a l i s a  os  a lgor i tmos  conhecidos 

de  k  - caminhos m a i s  c u r t o s ,  em termos de e s f o r ç o  computacional e  

capacidade de memória que e l e s  requerem. No a r t i g o  de S t u a r t  E.Drey - 



fus "An appraisal of some shortest-path algorithms", Operations Re - 
search, Maio-Junho 1969, vol. 17, cinco, problemas de caminho mí - 
nimo são estudados: 

a) Determinar o menor caminho entre dois nós especi- 

ficados de uma rede. 

b )  Determinar o menor caminho entre todos os pares 

de nós da rede. 

C) Idem, para o segundo, terceiro, quarto, etc. cami - 
nhos mais curtos. 

d) Determinar o caminho mais rápido através de uma 

rede com tempos de percurso dependendo do "tempo 

de partidat1. 

e) Determinar o caminho mais curto visitando nós es - 
pecificados. 

Pierre J. Douliez e M.R. Rao em "Maximal flcrw 

in a multi-terminal network with any one arc subject to a failure", 

Man. Sci. vol. 18, setembro de 1971, estudam uma rede multi-termi- 

nal. Essa rede consiste de vários nós de demanda ligados a uma fon - 

te comum através de vários nós intermediários. Os requisitos para 

os nós de demanda são funções não decrescentes no tempo. Pode-seen - 

contrar o tempo máximo para o qual as demandas possam ser satisfei. - 
tas. Dois métodos são dados para resolver o problema quando as ca - 



pacidades  de  a r c o  são  e s p e c i f i c a d a s .  O mesmo problema é considerado 

quando um a r c o  gené r i co  pode f a l h a r ,  i s t o  é, pode assumir  uma capa - 
c idade  m a i s  ba ixa .  O t r a b a l h o  de Henrique Pacca Loureiro  Luna e  O s  - 
valdo s é r g i o  Farha t  de Carvalho,  Programa Berge, CECOM-UFMG, permi - 
t e  de te rminar  a  d i s t â n c i a  mínima e n t r e  um n6 i e um n6 j quaisquer.  - - 
Pesquisa  a r o t a  a s e g u i r  p a r a  i r  do nó i ao nó j . Pesquisa  também - - 
a mesma s i t u a ç ã o  p a r a  todos  os  pa re s  de nós da  r ede .  Como o p rob le  - 

m a  é de de te rminar  d i s t â n c i a s  e  r o t a s ,  não s e  f a l a  de a r cos  capaci-  

t ados  (o  problema não é de f l u x o s ) .  Apresentam wm programa ( a l g o r i t  - 

mo) em PL/I que r e s o l v e  o  problema proposto .  Importante  a c l a r e z a n a  

d e f i n i ç ã o  de o b j e t i v o s ,  método p a r a  r e s o l v e r  o  problema, e n t r a d a  de 

dados e  s a í d a  da  r e s p o s t a .  



A P ' E N D I C E  

RELAÇÃO ENTRE P R O G R A ~ Ç Ã O  LINEAR 

E FLUXO EM REDES - - 

Todo problema de fluxo em redes pode ser formu 

lado como um problema de programação linear. Seja a rede da figura 

Figura A . 1 .  

Temos seis variáveis 
Xs2 

, x . , x OS fluxos nos 
3 t 

arcos. 

O problema de fluxo m~ximo pode ser tratado como um problema de 

programação linear: 

max z = cx 

sujeito a 



onde 

X = ( v ,  X , Xs3y X ~ 3  x , X  , X  2 32 2t 3t 

A é uma matriz n x (m + 1) 

e 
A '  e a uma matriz m x (m + 1) 

m - nümero de arcos 

n - número de nós 



A estrutura de A é interessante. Cada coluna 

de A tem duas entradas não nulas, +1 e -1, e pela sua estrutura, a 

matriz A de n linhas é de posto n.-1. Fisicamente, cada linha de A - - 
corresponde a equação de conservação de fluxo em cada nó. Outra pro - 
priedade de A é que cada subdeterminante de A é igual a +1, -1, -1, 

ou zero. A isto chamamos a propriedade totalmente unimodular, que 

garante uma solução Ótima inteira se o vetor b é totalmente intei- 

ro. 

Num programa linear as variáveis associadas 

com algumas colunas da matriz de restrições são chamadas varia - 
veis não básicas ou variãveis independentes, porque seus valores 

podem ser tomados arbitrariamente. Os valores das variáveis bási - 
tas são então determinados univocamente pelas variáveis não bási - 
cas. Se nós arbitrarmos os fluxos nos arcos numa rede sem restri - 
çÕes de capacidade, então as equações de conservação de fluxo pg 

dem não ser satisfeitas para cada nó. Portanto, entre todos os ar - 
tos incidentes em um nó, o fluxo de arco em um arco não pode ser 

arbitrado, mas é determinado pela equação de conservação. Se nós 

considerarmos todos os arcos cujos fluxos são determinados de modo 

unico pelo resto dos fluxos dos arcos, então todos estes arcos for - 
marão uma árvore geradora. Vejamos. Entre todos os fluxos de arcos 

incidentes em um nó, um fluxo de arco deve ser determinado através 

do resto dos fluxos dos outros arcos, a fim de satisfazer a equa- 

ção de conservação de fluxo. Desde que há h-1 equações de conser- - 
vação de fluxo independentes, então h; h-1 de tais arcos. Estes - 
n-1 arcos não podem formar ciclos porque não se pode adicionar flu - - 



xo no ciclo sem violar a equação de conservação de fluxo. Isto con - 
tradiz que os fluxos destes h-1 arcos sejam determinados de modo 

Único. Portanto, para uma rede sem capacidades de arco, os fluxos 

nos arcos em uma árvore geradora são as variáveis básicas. 

Considere uma rede sem capacidade de arcos, 

ou seja, queremos apenas que Ax = O e x > O. Seja conhecido o cus- - 
to de transportar uma unidade de fluxo ao longo de cada arco, cus- 

to esse associado a cada arco. Se queremos transportar uma dada 

quantidade de fluxo em uma rede, de um nó origem para um nó desti- 

no, com custo mhimo, então é claro que transportaremos todo o flu - 
xo ao longo de um caminho simples, o caminho de custo mhimo. Des- 

de que um caminho da origem para o destino geralmente contém menos 

do que - n-1 arcos, o número das variáveis básicas não nulas é me - 
nor que - n-1. Isto significa que o problema tem uma solução bâsica 

Ótima que é altamente degenerada. Para uma rede com restrições de 

capacidade, temos que adicionar a equação A'x < b ao conjunto das - 
equações. Introduziremos - m variáveis de folga. Teremos n-l+m e - 
quações independentes. E agora, tentando transportar uma dada quan - 
tidade de fluxo da origem para o destino, a custo mfnimo, podemos 

não conseguir usar apenas um Único caminho. Mas o nGmero de variá- 

veis bâsicas não nulas ê sempre menor que n-'l'+' m, o que significa 

que tambêm é um problema degenerado. 




