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R E S U M O  

Para o  s i s tema l i n e a r ,  1 i v r e ,  i n v a r i a n t e  n o  tempo des - 

c r i t o  por 

precisamos p r o j e t a r  um observador d e s c r i t o  por 

que es t ime 

Es te  t r a b a l h o  propõem-se a :  

- Determinar,  a n a l i t i c a m e n t e  os elementos de V .  a t r a  - 

vés do conhecimento de A o ,  C o ,  N O ,  L o .  

- Determinar a n a l i t i c a m e n t e  os elementos de & V ,  p e r  

turbação o c o r r i d a  em V o ,  a t r a v é s  do conhecimento de B A ,  6 C ,  B N ,  BL, 

pe r tu rbações  e x i s t e n t e s  em A o ,  C o ,  N o ,  L o ,  r e spec t ivamente .  

- Determinar sob que condições s e r á  poss ive l  p r o j e t a r  

um observador que f aça  com que a s  per tu rbações  r e s w l t a n t e s  em V. 

fiquem s i  tuadas  den t ro  de u m  hipercubo pré-determinado.  



. i i i .  

A B S T R A C T  

For t h e  l i n e a r ,  f r e e  and t i m e - i n v a r i a n t  sys t ems  

we s p e c i f y  t o  p t o j e c t  an o b s e r v e r  

which e s t i m a t e s  V o x ( t ) .  

T h i s  work p t o p o s e s :  

- t o  e s t a b l i s h  a n a l y t i c a l l y  t h e  e l e m e n t s  o f  th rough  

t h e  knowledge of B A ,  B C ,  B N ,  8L, p e r t u r b a t i o n s  i n  A o y  C O ,  N o ,  L o ,  

r e s p e c t i  v e l y .  

- t o  e s t a b l i s h  under  what c o n d i t i o n s  i t  w i l l  be 

p o s s i b l e  t o  p r o j e c t  an o b s e r v e r  which makes t h e  p e r t u r b a t i o n s  i n  

V.  r emain ing  w i t h i n  a  p rede te rmined  hypercube .  
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C A P I T U L O  I 

- O b j e t i v o  

O o b j e t i v o  d e s t a  p e s q u i s a  é d e t e r m i n a r  condições q u e  

p o s s i b i l i t e m  o  p r o j e t o  d e  um o b s e r v a d o r  d i n â m i c o  d e  m a n e i r a  q u e ,  

c o n h e c i  do  o  i n t e r v a l o  d e  v a r i a ç ã o  d a s  p e r t u r b a ç õ e s  q u e  e v e n t u a l m e n  - 

t e  o c o r r a m  no  s i s t e m a  o b s e r v a d o  ou  no  p r ó p r i o  o b s e r v a d o r  q u e  d e v e  - 

rã s e r  p r o j e t a d o ,  s e j a  p o s s í v e l  m a n t e r  a s  p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i  d a s  

n a  r e s p o s t a  e n c o n t r a d a  d e n t r o  d e  um i n t e r v a l o  p r e f i x a d o .  

1 . 2  - S u m á r i o  d a  T e s e  

No r e s t a n t e  d e s t e  c a p i t u l o  e n c o n t r a m o s  a n o t a ç ã o  e 

t e r m i  n o l o g i  a  u s a d a s ,  uma a p r e s e n t a ç ã o  s u s c i  n t a  d a  e q u a ç ã o  q u e  g g  

v e r n a  o  o b s e r v a d o r  

a s s i m  como,  uma s o l u ç ã o  p a r a  a  e q u a ç ã o  ( 1 2 . 1 )  q u a n d o  A o  m a t r i z  nxn  

e s t i v e r  r e p r e s e n t a d a  em f o r m a  d e  J o r d a n ,  N o  m a t r i z  r x r  e s t i v e r  r e  - 
p r e s e n t a d a  em f o r m a  d e  J o r d a n  d e  um Ú n i c o  b l o c o ,  L .  m a t r i z  rxm e  

C. m a t r i z  m x  n .  

No c a p i t u l o  I 1  a p r e s e n t a m o s  o s  e f e i t o s  p r o v o c a d o s  



p e l a s  p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i  d a s  no s i s t e m a  e  no p r ó p r i o  o b s e r v a d o r ,  

s o b r e  V , .  

No c a p i t u l o  111 de t e rminamos  a s  c o n d i ç õ e s  que  f a r ã o  

com q u e  a s  p e r t u r b a ç õ e s  em V ,  mantenham-se d e n t r o  de  u m  i n t e r v a l o  

p r e f i x a d o .  

- Notação  e  T e r m i n o l o q i a  

Os c a p í t u l o s  d e s t a  t e s e  s ã o  d e n o t a d o s  p o r  a l g a r i s  - 

mos romanos e  d i v i d i d o s  em s e ç õ e s .  D e n t r o  de cada s e ç ã o  pode rão  

s e r  e n c o n t r a d a s  d e f i n i ç õ e s ,  p r o p o s i ç õ e s ,  t e o r e m a s ,  c o s o l á r i o s ,  ob - 

s e r v a ç õ e s  e  exemplos  n u m é r i c o s .  D e f i n i ç õ e s ,  p r o p o s i ç õ e s ,  t eo remas ,  

o b s e r v a ç õ e s  e  exemplos  s ã o  numerados c o n s e c u t i v a m e n t e  em c a d a  ca - 

p i t u l o  e  s e ç ã o ,  d e s t a  forma o  s e x t o  t eo rema  ou q u a l q u e r  dos  acima 

c i t o s  da s e ç ã o  4  do c a p i t u l o  1 1 1 ,  s e r á  d e n o t a d o  p o r  ( 3 . 4 . 6 ) .  Os 

c o l o r á r i o s  r e c e b e r ã o  o  mesmo número do teorema que  l h e  deu o r i g e m  

s e g u i d o  da ordem em q u e  e s t e  a p a r e c e ,  a s s i m ,  o  t e r c e i r o  c o r o l á r i o  

do t eo rema  2 . 5 . 6 ,  p o r  exemplo ,  s e r á  d e n o t a d o  p o r  ( 2 . 5 . 6 3 ) .  As - e  

q u a ç õ e s  s e r ã o  numeradas  c o n s e c u t i v a m e n t e  em cada  c a p í t u l o  e  seção,  

p o r t a n t o ,  a  o i t a v a  e q u a ç ã o  a p r e s e n t a d a  no c a p i t u l o  I 1 1  s e ç ã o  2 s e  - 

rã d e n o t a d a  p o r  ( 3 2 . 8 ) .  Como temos a p e n a s  t r ê s  c a p í t u l o s  neste t r a  - 

balho a  n o t a ç ã o  a d o t a d a  não a p r e s e n t a r á  nenhum i n c o v e n i e n t e .  

S imbol i smo Usado: 

- M a t r i z e s  C o n s t a n t e s  



m x n  

vec  A 

Dimensão d e  uma m a t r i z  (m l i n h a s  e  n 

c01 u n a s ) .  

T r a n s p o s t o  do Ve to r  A 
j 

M a t r i z  i n v e r s a  de A 

B a r r a s  q u e  de1 imi tam uma m a t r i z  quando  

e s t a  f o r  r e p r e s e n t a d a  p o r  a l g u n s  d e  

s e u s  e l e m e n t o s  ou p e l a  l e i  d e  fo rmação  

d e s s e s  e l e m e n t o s .  

É a  m a t r i z  A(m x n )  e s c r i t a  em forma 

de  um v e t o r  c o l u n a  I Ài 

onde  A .  6 a  j - é s i m a  l i n h a  d e  A .  
J 

E l emen to  da  m a t r i z  A que  o c u p a  a  i - é s i  

ma l i n h a  e  j - é s i m a  c o l u n a .  

P e r t u r b a ç ã o  que  a t u a  s o b r e  o  e l e m e n t o  

a i  j da m a t r i z  A .  

M a t r i z  com a  mesma d imensão  da m a t r i z  

A t a l  que  s e u s  e l e m e n t o s  s ã o  o s  6 a i  j. 

P r o d u t o  de K r o n e c k e r .  

- C o n j u n t o  fo rmado  p o r  t o d o s  o s  números 

n a t u r a i s  não n u l o s  ou i g u a i s  a  k .  



- C o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  n ú m e r o s  r e a i s  p o s i  - 

t i v o s  n ã o  n u l o s .  

1 . 4  - NocÕes B á s i c a s  s o b r e  O b s e r v a d o r e s  d e  E s t a d o  

Dado um s i s t e m a  1  i n e a r  i n v a r i a n t e  no  t empo  

o n d e :  

A o  - M a t r i z  c o n s t a n t e  ( n  x n )  

C ,  - M a t r i z  c o n s t a n t e  (m x n )  

Podemos c o n s t r u i r  um o b s e r v a d o r ,  s e g u n d o  ( 1 )  com es  - 

t r u t u r a  : 

o n d e  : 

N o  - M a t r i z  c o n s t a n t e  ( r  x r )  

L. - M a t r i z  c o n s t a n t e  ( r  x m )  



S e  o  o b s e r v a d o r  é p r o j e t a d o  p a r a  e s t i m a r  V O x ,  o n d e  V. 
- 
e m a t r i z  r x  n ,  e n t ã o  o  e r r o  d e f i n i d o  p o r  

tem q u e  t e n d e r  p a r a  z e r o  r a p i d a m e n t e ,  p a r a  t o d a s  a s  c o n d i ç õ e s  i n i  - 

c i a i s  xo e z , ;  p a r a  i s s o  No d e v e r á  t e r  s e u s  a u t o v a l o r e s  com a  p a r t e  

r e a l  bem n e g a t i v a .  

De (14.11, ( l 4 . 3 ) ,  ( 1 4 . 4 )  r e s u l t a  

q u e  i m p l i c a  em 

S o b r e  a  e q u a ç ã o  ( l 4 . 5 ) ,  p o r  ( 3 ) ,  s a b e - s e :  

S e  o s  d i v i s o r e s  e l e m e n t a r e s  d e  No j u n t a m e n t e  com o s  

d i v i s o r e s  e l e m e n t a r e s  d e  Ao s ã o  e x a t a m e n t e  o s  d i v i s o r e s  e l e m e n t a  - 

res d e  W e n t ã o  a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 )  t em s o l u ç ã o .  

b )  S e  ( a )  é v e r d a d e i r o  e  o  e s p e c t r o  d e  No é d i s j u n t o  d o  e s p e c t r o  



d e  A o  e n t ã o  ( 1 4 . 5 )  tem s o l u ç ã o  Ú n i c a .  

T e n d o  o b t i d o  o  v a l o r  d e  

z ( t )  = V o x ( t )  

e c o n h e c e n d o  o  v a l o r  

y ( t )  = C o x ( t )  p o r  ( 1 4 . 2 )  

podemos e n c o n t r a r  o  v a l o r  d a s  v a r i á v e i s  d e  e s t a d o  

Conc l  u rmos  q u e  : 

O o b s e r v a d o r  d e  e s t a d o  p r o j e t a d o ,  r e p r e s e n t a d o  p e l o  

P a r  (No ,  L o ) ,  d e v e  s a t i s f a z e r  a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  : 

a )  A e x i s t ê n c i a  d e  V. s a t i s f a z e n d o  a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 ) .  

b )  O e s p e c t r o  d e  N o  d e v e r á  s e r  b a s t a n t e  e s t á v e l  

E s t a  Ú l t i m a  c o n d i ç ã o  p e r m i t e - n o s  e s t a b e l e c e r  a  ordem 

c )  O p o s t o  d a  m a t r i z  
C o 

v 0  

d e v e r á  s e r  i g u a l  a  n .  



mrnima d o  o b s e r v a d o r  a  s e r  p r o j e t a d o  q u e  s e r á  d a d a  p o r  

r = n - m .  

1 . 4 . 1  - D e f i n i ç ã o  

S e j a  A a  j - é s i m a  
j 

l i n h a  d a  m a t r i z  A (m x n )  . O v e  - 

t o r  c o l u n a  (mn x 1 ) ,  r e p r e s e n t a d o  p o r  vecA é d e f i n i d o  como 

vec A = 

1 . 4 . 2  - D e f i n i ç ã o  

S e  A = ( a i j )  i cm é m a t r i z  (m x n )  e B é m a t r i z  

j~ ií 

( s  x t ) ,  a  m a t r i z  p r o d u t o  d e  K r o n e c k e r  A @ B  é uma m a t r i z  (ms x n t )  

d e f i  n i  d a  como 

Usando a s  d e f i n i ç õ e s  ( 1 . 4 . 1 )  e ( 1 . 4 . 2 )  a s s i m  como 

r e s u l t a d o  e n c o n t r a d o  em ( 2 )  podemos  r e e s c r e v e r  a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 )  d a  

s e g u i n t e  m a n e i r a :  



\ 
( N ~ @ I ~  - I  @ Ao) vec v. + vec L ~ C ~  = O r -  (14.6) 

Ainda p o r  ( 2 )  sabemos que  ( 1 4 . 6 )  tem s o l u ç ã o  ú n i c a ,  

q u a l q u e r  que  s e j a  L O C O ,  s e  somen te  s e  Bi - a # O i ã  i e  j E  ii 
j 

onde :  

B i  s ã o  o s  a u t o v a l o r e s  da m a t r i z  N o ,  e  

a s ã o  o s  a u t o v a l o r e s  da m a t r i z  A o  
j 

Se  e s t a  c o n d i ç ã o  s e  v e r i f i c a  

( N o  @ I n  - I r  @ d o )  é não s i n g u l a r ,  p o r t a n t o  

vec  V .  = - (No @ I n  - I r  @ d o 1  vec L O C O  (14.8) 

Exemplo 

R e s o l v e r  a  e q u a ç ã o  N O V O  - V O A o  + L O C O  = O no c a s o  

em que  



v e c  V,,= - 

L O C O  = 

e assim 

- 4  - 2  o 

- 1  1  -1 

A, e No tem a u t o v a l o r e s  d i s t i n t o s  e p o r t a n t o  

V,, = 

1 2 0  

o 1 1  

e a  Ú n i c a  s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  d a d a .  



1 . 5  - S o l u c ã o  da  E q u a ç ã o  N V - V A .+ L O C O  = O q u a n d o  A o  e N o  o 0-0 O= 

e s t ã o  em f o r m a  d e  J o r d a n  

Na s e ç ã o  4  d o  c a p i t u l o  I ,  v i m o s  d a  n e c e s s i d a d e  d e  

r e s o l v e r  a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 ) .  Como t o d o  s i s t e m a  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  

p o r  uma m a t r i z  n a  f o r m a  c o m p a n h e i r a ,  o  i d e a l  s e r i a  r e s o l v e r  ( 1 4 . 5 )  

q u a n d o  A o  e N o  e s t i v e s s e m  e s c r i t a s  n e s t a  f o r m a .  E n t r e t a n t o ,  i s t o  

t o r n a  o s  c ~ l c u l o s  t r a b a l h o s o s ,  como podemos  v e r  n o  e x e m p l o  a b a i x o .  

Exemplo :  

C a l c u l a r  V ,  n a  e q u a ç ã o  N o v o  - V O A o  + L O C O  = O 

q u a n d o  : 

Os a u t o v a l o r e s  d e  A o  s ã o  2 , 3  e 1  e o s  d e  N O  s ã o  - 5  



e  -1,  p o r t a n t o ,  (14 .5 )  tem s o l u ç ã o  Ü n i c a .  

S u b s t i t u i n d o  A o ,  N o  e L O C O  em ( 1 4 . 6 ) ,  

A p l i c a n d o  ( 1 4 . 7 )  

vec V o =  

vec V. = - 

temos : 



E f i na l  mente 

Sendo a s s i m  p r e f e r i m o s  t r a b a l h a r  com A o  e s c r i t a  em 

forma  de J o r d a n  e  N o  e s c r i t a  em u m  Único b l o c o  de  J o r d a n .  

Dado um s i s t e m a :  

d 

onde  Ã o  e  uma m a t r i z  q u a l q u e r .  

Podemos a t r a v é s  da mudança de c o o r d e n a d a s  x = P;, P 

uma t r a n s f o r m a ç ã o  i n v e r s í v e l  , t a l  que 

A o  = PÃ. P - '  f i q u e  em forma de J o r d a n  e  f a z e n d o  

C.  = c 0 p - I  t e r e m o s  o  s i s t e m a  ( 1 5 . 1 )  e s c r i t o  como 



R e p r e s e n t a r e m o s  a  m a t r i z  A o  p o r  s e u s  a u t o v a l o r e s  

que  não s e r ã o  n e c e s s á r i a m e n t e  d i s t i n t o s ,  em um Único b l o c o  de Jordan 

e  N o  s e r á  também r e p r e s e n t a d a  p o r  s e u s  a u t o v a l o r e s  

O p r o d u t o  L O C O  s e r á  r e p r e s e n t a d o  p e l a  m a t r i z  



mos : 

S u b s t i t u i n d o  as  m a t r i z e s  a c i m a  na  equação  ( 1 4 . 6 ) ,  t e  - 

v e c  V. = - v e c  L O C O  

Tomando ni # a j  di i ã i e  dj j E ii podemos g a r a n  - 
t i r  a  e x i s t ê n c i a  de uma Ú n i c a  s o l u ç ã o .  



vec V 0  = - 

E finalmente 

ou ainda 



1.5.1 - o b s e r v a ç ã o  

Na e s c o l h a  d o s  a u t o v a l o r e s ,  n i  ( i & ; )  d e  N o  e d o s  - e 

l e m e n t o s  L i S  ( i  E r ,  s e i) d e  L o ,  d e v e r e m o s  a t e n t a r  p a r a  a  n e c e s s i  - 

d a d e  d e  q u e  o  p o s t o  d e  V. s e j a  i g u a l  a  r e a l é m  d i s s o  V.  e  C .  n ã o  

p o d e r ã o  t e r  1  i n h a s  d e p e n d e n t e s .  

A g o r a  a p r e s e n t a r e m o s  a  s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 )  no  

c a s o  em q u e  A ,  tem m a i s  d e  um b l o c o  d e  J o r d a n .  R e p r e s e n t e m o s  A o  

p o r :  

o n d e  : 

a h  
( h e  E )  é o  a u t o v a l o r  d e  A o  d e  m u l t i p l i c i d a d e  Bh 

i s t o  i m p l i c a  em 



N, , C , ,  L, s e r ã o  r e p r e s e n t a d o s  como em ( 1 5 . 3 )  ( 1 5 . 4 )  

e  ( 1 5 . 5 )  e  a  equação  ( 1 4 . 6 )  t e r á  a  s e g u i n t e  r e p r e s e n t a ç ã o :  

vec V. - vec L O C O  = O 

S e n i  # a a  ( - i E F  e  h o p )  e n t ã o  ( 1 4 . 6 )  t e r á  s o  - 

l u ç ã o  Única e  V. s e r á  i g u a l  a :  



Onde : 

com Bh sendo a multiplicidade do autovalor ah, h õ  e 8 ,  = 0. 

A observação 1.5.1 é vá1 i da também neste caso. 

Exemplo: 

Consideremos o sistema 

y(t) = C, x(t) tal q u e  



Usando a t r a n s f o r m a ç ã o :  

Fazendo A,, = Q-l Ã. Q t e r emos :  



Se  o  o b s e r v a d o r  com e s t r u t u r a  

O 
~ ( t )  = N o  ~ ( t )  + L.  C o x ( t )  

z ( O ) = z o  t > O 

é p r o j e t a d o  t a l  q u e :  

N o  e  A, tem a u t o v a l o r e s  d i s t i n t o s  o  q u e  g a r a n t e  a  

e x i s t ê n c i a  d e  uma Única  s o l u ç ã o  p a r a  a  e q u a ç ã o  ( 1 4 . 6 ) .  

= 3 ( m u l t i p l i c i d a d e  do a u t o v a l o r  2 )  

8 2  = 2 (mul t i p l i c i d a d e  do a u t o v a l o r  2 )  

B 3  = 1  ( m u l t i p l i c i d a d e  do a u t o v a l o r  0 )  



p a r a  O < j  G 3 e 1 , t e r e m o s :  

i  = 2  

P a r a  3 < j  < 5 e 

i = l  

P a r a  5 < j <  6 e 



P o r t a n t o  



C A P I T U L O  . I I .  

E f e i t o  d a s  P e r t u r b a ç õ e s  nos  ~ a r â m e t r o s  s o b r e  V. 

2.1 - I n t r o d u ç ã o  

N e s t e  c a p ? t u l o  veremos como a s  p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i  - 

d a s  nos  p a r â m e t r o s  do s i s t e m a  e  do p r ó p r i o  o b s e r v a d o r  podem a f e t a r  

a r e s p o s t a  e n c o n t r a d a .  

2 . 2  - P e r t u r b a ç õ e s  em A o  e  em C.  

Cons ide r emos  A o ,  N o ,  C .  e  L ,  como em ( 1 5 . 2 ) ,  ( 1 5 . 3 )  

( 1 5 . 4 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e  e  r e p r e s e n t e m o s  a s  p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i d a s  

em A o  e  em C .  p o r  



onde  6 a j  ( j e  i) é a  p e r t u r b a ç ã o  que  e s t á  a f e t a n d o  o  a u t o v a l o r  
- 

a  de  A o  e  6 c  ( s e  m ,  je i) é a  p e r t u r b a ç ã o  que  e s t á  a f e t a n d o  o  
j s j 

e l e m e n t o  c  de  C o .  As p e r t u r b a ç ã o  t a n t o  em A o  como em C .  p o d e r ã o  
s j 

s e r  d i s t i n t a s  ou não .  

Denotemos p o r  A a  m a t r i z  A o  somada com a  m a t r i z  6A 

e  p o r  C a  m a t r i z  C. somada com a  m a t r i z  B C ,  p o r t a n t o :  

Chamemos a  p e r t u r b a ç ã o  que  o c o r r e r á  em V O  d e  & V ,  r e  - 

p r e s e n t a d a  p o r  

e  de  V a  m a t r i z  V .  somada com a  m a t r i z  6V, i s t o  é, V = V ,  t 6V. 

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  novos  v a l o r e s  na e q u a ç ã o  ( l 4 . 5 ) ,  

t e r e m o s  : 



N o ( V o +  BV) - ( V o +  6V)  ( A o +  6A)  + L o ( C o +  &C) = O 

N O V O -  VOA + L O C O +  NoBV - BV(.Ao+ BA) - VoBA + L o 8 C  = O 

No6V  - BVA - VoBA + L. & C  = O ( 2 2 . 6 )  

A  e q u a ç ã o  ( 2 2 . 6 )  d a r - n o s - á  o  v a l o r  de  BV. 

2 . 2 . 1  - Teorema 

Se e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  em Ao  e  em C. e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V. s e r ã o  d a d a s  p o r :  

P rova  : 

De ( 1 5 . 6 )  sabemos 





Resolvendo a  equação ( 2 2 . 4 )  como f o i  v i s t o  em 

teremos : 

2.2.11 - C o r o l á r i o  

Se e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  apenas  em A, , e n t ã o  a s  p e r -  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V, s e r ã o  dadas p o r :  



Se  e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  a p e n a s  em C o ,  e n t ã o  a s  p e r -  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V.  s e r ã o  d a d a s  p o r :  

Podemos v e r  que  a s  p e r t u r b a ç õ e s  que  o c o r r e m  em V. 

quando p e r t u r b a m o s  A o  e  C. a  u m  s ó  tempo d i f e r e m  d a s  p e r t u r b a ç õ e s  

o c o r r i d a s  em V .  quando  perturbarmos A o  e  C. s e p a r a d a m e n t e  e  d e p o i s  

somarmos a s  p e r t u r b a ç õ e s  e n c o n t r a d a s .  

2 . 3  - P e r t a r b a ç õ e s  em N o  e  em L 0  

Consideremos A o ,  N o ,  C. e  L. como em (15.2) , (15.3) ,  (15.4) e  

(15.5) respectivamente, e  representemos as perturbações ocorridas em No e  L. por 



d 

onde  6 n i  ( i €  r )  e  a  p e r t u r b a ç ã o  que  a t u a  s o b r e  o  a u t o v a l o r  n i  de  

N o  e  6 X i s ( i e  F , s c  i) é a  p e r t u r b a ç ã o  que  a t u a  s o b r e  o  e l e m e n t o  

e is  de  L , .  As p e r t u r b a ç õ e s  t a n t o  em N o  como em L ,  p o d e r ã o  s e r  d i s  - 

t i n t a s  ou não .  

Denotemos p o r  N a  m a t r i z  N o  somando com a  m a t r i z  6N 

e  p o r  L a  m a t r i z  L .  somada com a  m a t r i z  6L, p o r t a n t o :  

Chamemos a  p e r t u r b a ç ã o  que o c o r r e r á  em V Q  d e  & V ,  r e  - 

p r e s e n t a d a  p o r  

e  d e  V a  m a t r i z  V .  somada com a  m a t r i z  ' V ,  i s t o  é,  

V = V.  + 6V 

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  v a l o r e s  na e q u a ç ã o  ( 1 4 . 5 )  t e r e m o s :  

N V  - V A p  + L C B  = O 



N O V O -  VOA0 - LOCO + ( N o  + BN) 6V - BVAo + 6NVo + 6LCo = O 

NBV - 6VAo + BNVo + GLCo = O ( 2 3 . 5 )  

A  equação ( 2 3 . 5 )  dar -nos -á  o  v a l o r  de & V .  

2 .3 .1  - Teorema 

Se e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  em N, e  em L, e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V, s e r ã o  dadas por :  

Prova : 

De ( -15.6)  sabemos que:  





Resolvendo ( -33 .1)  como f o i  v i s t o  em (14.81, teremos: 

2 .3.11 - C o r o l á r i o  

Se e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  apenas  em N o ,  e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V ,  s e r ã o  dadas p o r :  



C o r o l á r i o  2 .3 .12  

Se e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  apenas em L o ,  e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V. s e r ã o  dadas por :  

Também n e s t e  c a s o  a s  p e r t u r b a ç õ e s  em V. advindas das 

p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i d a s  em N o  e  L.  s imul t aneamente ,  d i f e rem das  pe r  - 

t u r b a ç õ e s  em V .  consequen tes  da soma das p e r t u r b a ç õ e s  d e c o r r e n t e s  

de B N  com a s  p e r t u r b a ç õ e s  d e c o r r e n t e s  de B L .  

2 .4  - P e r t u r b a ç õ e s  em Todos os  ~ a r â m e t r o s  

Consideremos A o ,  N o ,  C , ,  L .  e  V ,  como em (15.2) , (15 .  

3 ) ,  ( 1 5 . 4 )  e  ( -15 .5) ,  ( 1 5 . 6 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e  r ep resen temos  as  

p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i d a s  em A o ,  N o ,  C,, L. e  V ,  como em (22.1), (23.1), 

(22 .21 ,  (23 .2 )  e  ( 2 2 . 5 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

S u b s t i t u i n d o  os v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  em (22.3),(22.4), 

( 2 3 . 3 ) ,  ( 2 3 . 4 )  em ( 1 4 . 5 ) ,  te remos:  

( N o +  B N )  ( V o +  & V )  - (V,+ 6V) ( A o +  6A) + ( L o +  6L) ( C o +  B C )  = O 



NbV - 6 V A  + 6LC .t bNVQ-BVBA + L o , 6 C  = 0. (-24.1 1 

A e q u a ç ã o  (-24.1 1 d a r - n o s , - á  o  v a l o r  d e  6V. 

2 . 4 . 1  - T e o r e m a  

S e  t o d o s  os, p a r â . m e t r o s  s ' o f r em p e r t r u b a ç õ e s ,  e n t ã o  

a s  p e r t r u b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V, s e r ã o  d a d a s  p o r :  

P r o v a  : A n á l o g a  a s  a n t e r i o r e s .  

2 . 5  - P e r t u r b a ç õ e s  O c o r r i d a s  em V. q u a n d o  A,o tem m a i s  d e  um 

B l o c o  d e  J o r d a m  

Veremos  a g o r a  a s  p e r t r u b a ç õ e s  q u e  a t u a r ã o  s o b r e  V.  

q u a n d o  A o  e s t i v e r  r e p r e s e n t a d o  n a  f o r m a  (1 5 . 7 ) .  



C o n s i d e r e m o s  N o ,  C , ,  L, e V ,  como em ( 1 5 . 3 ) , ( 1 5 . 4 )  

( 1  5 . 5 )  e ( l 5 . 6 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e  e r e p r e s e n t e m o s  a s  p e r t u r b a ç õ e s  

o c o r r i d a s  em A o  p o r  

o n d e  : 

6a j ( - j  E n )  a t u a r á  s o b r e  o  a u t o v a l o r  a h  ( h  E i) d e  

m u l t i p l i c i d a d e  Bh t a l  q u e  a h  o c u p a  a  j - é s i m a  l i n h a  d e  A o .  As 

p e r t u r b a ç õ e s  o c o r r i d a s  em C o ,  N o , L o  e  V ,  s e r ã o  r e p r e s e n t a d a s  como 

em ( 2 2 . 2 ) ,  ( 2 3 . 1 ) , ( 2 3 . 2 )  e ( 2 2 . 5 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

T e n d o  em v i s t a  t o d o s  e s t e s  f a t o s  p o d e r e m o s  enunc ia r  

o s  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s ;  q u e  p o r  terem p r o v a s  a n á l o g a s  a s  a n t e r i o  

r e s ,  s e r ã o  a p e n a s  e n u n c i a d o s .  

2 . 5 . 1  - Teorema  

S e  e x i s t e m  p e r t r u b a ç õ e s  em A ,  e em C ,  e n t ã o  a s  p e r  - 

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V ,  s e r ã o  d a d a s  p o r :  



C o r o l á r i o  

S e  e x i s t e m  p e r t r u b a ç õ e s  a p e n a s  em A, e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  em V, s e r ã o  d a d a s  p o r :  

o n d e :  



2.5 .12  - C o r o l á r i o  

Se e x i s t e m  per tur>baçÕes  apenas  em C, e n t ã o  a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  em V,, s e r ã o  dadas p o r :  

onde:  

i ê  F 

2 . 5 . 2  - Teorema 

Se e x i s t e m  p e r t r u b a ç õ e s  em No e  em L, e n t ã o  a s  p e r  - 

t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V. s e r ã o  dadas  por :  



2 .5 .21  - C o r o l á r i o  

Se  e x i s t e m  p e r t u r b a ç õ e s  a p e n a s  em N o  e n t ã o  a s  p e y  

t u r b a ç õ e s  em V ,  s e r ã o  d a d a s  p o r :  

I rn 

onde  

2 .5 .22  - C o r o l á r i o  

Se e x i s t e m  p e r t r u b a ç õ e s  a p e n a s  em L , ,  e n t ã o  a s  p e r  - 

t u r b a ç õ e s  em V. s e r ã o  d a d a s  p o r :  



Se t o d o s  os  pa râmet ros  so f rem p e r t r u b a ç õ e s ,  e n t ã o  

a s  p e r t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V. s e r ã o  dadas  p o r :  

onde 

i c F  



C A P I T U L O  I 1 1  

Como P r o . i e t a r  um Obse rvado r  de  Manei ra  que  a s  P e r t u r b a ç õ e s  

em V. Mantenham-se em um I n t e r v a l o  Pré F ixado  

3.1 - I n t r o d u ç ã o  

Nes t e  c a p 7 t u l o  e s t u d a r e m o s  a s  c o n d i ç õ e s  que  nos  p e r  - 

m i t i r ã o  o  p r o j e t o  de  um o b s e r v a d o r  t a l  que  V, t e n h a  a s  p e r t u r b a ç õ e s ,  

d e c o r r e n t e s  da s  p e r t u r b a ç õ e s  nos p a r â m e t r o s  do s i s t e m a  ou do próprio 

o b s e r v a d o r ,  d e n t r o  de  u m  i n t e r v a l o  p r é  d e t e r m i n a d o .  

3 .2  - P e r t u r b a ç õ e s  F i x a s  

Den t ro  d e s t a  s e ç ã o ,  veremos o s  c a s o s  em que a s  p e r  

t u r b a ç õ e s  a t u a n t e s  s o b r e  o s  p a r â m e t r o s  e  s o b r e  a  r e s p o s t a  do o b s e r  - 

v a d o r ,  independem do v a l o r  s o b r e  o  q u a l  a tuam.  

Cons ideremos  A o ,  C o ,  N o ,  L ,  e  V.  como em ( 1 5 . 2 ) , ( 1 5 .  

4 ) ,  ( 1 5 . 3 ) ,  ( 1 5 . 5 )  e  ( 1 5 . 6 )  e  b A ,  b C ,  b N ,  bL  e  & V o  como em ( 2 2 . 1 ) ,  

( 2 2 . 2 ) ,  ( 2 3 . 1 ) ,  2 3 . 2 )  e  ( 2 2 . 5 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

3 .2 .1  - Teorema 

Se a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  de A o  s ã 0  . p e r t u r b a d o s  e  
* 

1 6 a j I <  a j  , a j ~ @  + ( j o n ) .  Se , i j cR*  ( i h F  jen) s ã o  t a i s  q u e  
6- 



a .  
E - .  > 

1 .l 

P r o v a  : Usando o  c o r o l á r i o  2 . 2 . 1 1  podemos e s c r e v e r  q u e  p& 

r a  i€; e jen. 



3.2.2 - Teorema 

Se a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  de  C ,  s ã o  p e r t u r b a d o s  e  
'* 

%- 

1 6 c s j  I <  e s j  , onde  e s j  ê R+ ( S E  i, j E E ) .  Se E ~ ~ E  R + ( i  E;, 

j E n )  s ã o  t a i s  que :  

En t ão :  

Prova 

P e l o  c o r o l á r i o  2 ,2 .12 podemos e s c r e v e r  que  p a r a  



Como 16c j < e para  s  E: i, j E. i te remos:  
s  j 

3.2.3 - Teorema 

Se apenas  os e lementos  de No sofrem p e r t u r b a ç õ e s  e  
C * 

1 6 n i I \ <  A i  onde , h i  E R +  ( i e  ,)o Se c i j  E R +  ( i ~  F, j É  i) 

s ã o  t a i s  que 

Então 1 6 ~ .  . I  4 c i j .  
1 J  

Prova 

Pe lo  c o r o l á r i o  2.3,11 podemos e s c r e v e r  pa ra  i  c r, 
j~ i 



3 . 2 . 4  - Teorema 

S e  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  d e  L, s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  * * 
p C i s j  4 y i s ,  o n d e  e i s  E R +  ( i € ? ,  s e i ) .  S e  ~ ~ ~ ~ i h ;  s ã o  

t a i s  q u e  

y = max { y i s  / i E F, S E  h}. 

E n t ã o  16v i  1 ,< c i j  

P r o v a  

jeii 

P e l o  c o r o l ã r i o  2 . 3 . 1 2  podemos e s c r e v e r  p a r a  i  r e 



Como 161is1\<y para i E F, s teremos: 

Se todos os parâmetros sofrem perturbações e estas 

perturbações têm o seguinte comportamento: 

onde: i g F ,  j e n  e s C i, 

K 
Se Ei E Iíi)+ são tais que: 



o n d e  

E n t ã o  

P r o v a  

P e l o  t e o r e m a  2 . 4 , l  



p o r t a n t o  

De (42 .1  1 j temos 



Somando (32 ,131 e  (32 .14)  e  comparando com ( 3 2 . 1 2 ) ,  

encontramos que 

16v. . I  Q 
1 J  

O r e s u l t a d o  que s e  segue  é o  mais i m p o r t a n t e  d e s t a  

s e ~ ã b ,  p o i s  e l e  nos g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  de um o b s e r v a d o r  s a t i s f a  - 

zendo a s  cond ições  i m p o s t a s ,  bas tando  pa ra  i s t o ,  aescolha a p r o p r i a  - 

da de N o .  A e s c o l h a  dos e l ementos  de L. s e r á  f e i t a  com o  o b j e t i v o  

de f a z e r  com que o  p o s t o  de V.  s e j a  i g u a l  a r e  que V .  e  Cotenham 

l i n h a s  i n d e p e n d e n t e s .  

3.2.6 - Teorema 

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  a t u a n t e s  s o b r e  os pa rãmet ros  e  

s o b r e  V.  são f i x a s  s e r á  sempre p o s s i v e l  p r o j e t a r  u m  o b s e r v a d o r ,  e s  - 

colhendo os e lementos  de N o ,  de maneira  a  g a r a n t i r  que a s  p e r t u r b a  - 

ções  r e s u l t a n t e s  em V .  permaneceráo d e n t r o  do i n t e r v a l o  pré f i x a d o .  

Prova 

Imponhamos que a s  p e r t u r b a ç õ e s  em V 0  r e s u l t a n t e s  



das p e r t u r b a ç õ e s  nos parâryetros A , ,  C , ,  N o  e  L,variem d e n t r o  do i n  - 
8 

t e r v a l o  ( -  E i j  , E i j )  E i j  E R+ ( i €  i= , j cn). 

Sabemos p e l o  teorema 3.2.5 que s e  

m 

2 ( a j  + Ai) s = l  e n t ã o  

I b v i j I  6 E i j  i s t o  é, & v i  6 c i  j] 

P o r t a n t o ,  podemos p r o j e t a r  o  obse rvador  que s a t i s f a  - 
ça a s  cond ições  i m p o s t a s ,  bas tando  para  i s s o  e s c o l h e r  os  a u t o v a l o  - 

r e s  n i ,  de N o ,  com p a r t e  r e a l  n e g a t i v a  e  bem a f a s t a d o s  dos au tova  - 

lares de A , .  

3 .3  - P e r t u r b a ç õ e s  F ixas  nos ~ a r â m e t r o s  e  Dependentes em V 0  

Nesta s e ç ã o ,  veremos os  c a s o s  em que a s  p e r t u r b a  - 

ções  a t u a n t e s  s o b r e  os  pa rãmet ros  independem do v a l o r  s o b r e  o  qual  

atuam e  a s  p e r t u r b a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  em V ,  s ão  d i re t amente .dependen  - 

t e s  dos v a l o r e s  s o b r e  os q u a i s  atuam, 

Consideremos A , ,  C , ,  N o ,  L , ,  V , ,  & A y  & C ,  b N ,  bL  e  

& V  como na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  



3õ3'il - Proposição 

Se apenas os elementos de A, sofrem perturbações e 
* Y 

16a.I 4 u onde u E R+ (ia:). Se E ~ ~ E  R+ (i€:, j ~ i i )  são 
J j j 

tais que 

Então 

Prova 

Multiplicando os membros de (33?l) por 

- temos: 
Ini-aj I 

De (33.3) e (32.2) temos: 

Finalmente de (33.4) e (15,6) 



3 ,3 .2  - Teorema 

Se apenas  os e lementos  de A o  sofrem p e r t u r b a ç õ e s  e  
t 

s e  1 ' a j  1 ,< a onde a . E  R+ ( j  h E ) .  Se tomarmos os a u t o v a l o r e s  j J 

de N, de manei ra  t a l  que 

;YF 

onde E ~ ~ E R +  ( i € ?  , j E n ) .  Então 

Prova De ( 3 3 . 5 ) ,  temos 

Como I n i -a  1 1 n 1 - a .  podemos e s c r e v e r  
j J 

De (33 .6 )  e  do teorema 3,3.1 



3 , 3 , 3  - Teorema 

Se apenas  os e l emen tos  de C, sof rem p e r t r u b a ç õ e s  e  
k. * 

I'csj 16 e S j  onde e S j  E + ( S E  t i ,  j E : ) .  Se c i  É R+ (i e r, 
je E )  s ã o  t a i s  que 

onde 

Prova ~ n ã l o g a  a  do teorema 3.3.1 

Os d o i s  exemplos a b a i x o  mos t ra r -nos -aõ :  

- como encon t ra rmos  os  e l emen tos  de i u  que s a t i s f a ç a m  

o  teorema 3 . 3 . 3  

- que em a l g u n s  c a s o s  não nos s e r á  p o s s í v e l  p r o j e t a r  

um o b s e r v a d o r  que s i g a  a s  e s p e c i f i c a ç õ e s  i m p o s t a s .  

3.3.4 - Exemplo 

Consideremos o  s i s t e m a  



S o b r e  o s  e l e m e n t o s  d e  C ,  a t u a m  a s  p e r t m b a ç õ e s  s u  

Nosso  p r o p ó s i t o  6 p r o j e t a r  um o b s e r v a d o r  com p a r ã m e  - 

t r o s  ( N 0 , i - O )  d e  modo q u e  a s  p e r t u r b a ç õ e s  q u e  o c o r r e r ã o  em V ,  n a 5  

e x c e d a m  o s  1  i m i t e s  a b a i x o  f i x a d o s ,  



Pelo 

das matrizes 

L,,= 

teorema 3.3,3 precisamos determinar a classe 

no caso 0 = 0,003, 

R11 R12 

R21 R22 

R 3 1  R32 

Para cada valor i, 1 ,( i ,( 3, teremos um sistema de 

tais 

i.neq.ua~ões: 

Para i = 1 



S a t i s f a z e n d o  a s  d e s i g u a l d a d e s  a c i m a  t e r e m o s  a s  f a m 7  - 
l i a s :  

P a r a  i = 2 



ou ainda 

Satisfazendo as desigualdades acima teremos as f a m i  - 

lias: 

Para i=3 



O u  s e j a  

S a t i s f a z e n d o  a s  d e s i g u a l d a d e s  acima encontramos a s  

Poderemos agora  p r o j e t a r  um o b s e r v a d o r  e sco lhendo  

os e lementos  de L o ,  e n t r e  os  e lementos  das  f a m r l i a s  ac ima,  e  para  

a u t o v a l o r e s  de N o  números complexos com a p a r t e  r e a l  n e g a t i v a .  Lo - 

gicamente  ao escolhermos  t a i s  e lementos  levaremos em c o n t a  que 

rank V .  = 3 e que V ,  e  C .  não t e r ã o  l i n h a s  dependen tes .  . 

3.3 .5  - Exemplo: 

Consideremos o s i s t e m a :  



As p e r t u r b a ç õ e s  que  a tuam s o b r e  o s  e l e m e n t o s  d e  C. 

Nosso p r o p ó s i t o  é p r o j e t a r  u m  o b s e r v a d o r  com parame - 

t r o s  ( N o ,  L , )  d e  modo q u e ,  a s  p e r t u r b a ç õ e s  que o c o r r e r ã o  em v O 

não excedam o s  i imi t e s  a b a i x o  f i x a d o s :  

P r e c i s a m o s  d e t e r m i n a r  a  c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  



No c a s o  O =  0.004.  

1 1 1  112  

P a r a  i = 1 ,  t e r e m o s  o  s i s t e m a  de  i n e q u a ç õ e s  

L o =  

0075 12111 - 112  I 1 1  1 + 1112 1 

Não s e r á  p o s s i v e l  p r o j e t a r  u m  o b s e r v a d o r  c a p a z  de  

o b e d e c e r  a s  e s p e c i f i c a ç õ e s  i m p o s t a s ,  p o i s  não e x i s t e m  v a l o r e s  p a r a  

1 2 1  122  

que  s a t i s f a z e m  o  t eo r ema  3 . 3 . 3  



3.3.6 - Proposição 

Se apena s elementos de N o  sofrem p erturbações e 

, j G i) são 

tais que: 

>/ 
i 

'i j Ini-a. 1-li 
Então 1 6 ~ .  1 J  . I  6 ~ ~ ~ l v ~ ~ l  . 

J 

Prova: Análoga a do teorema 3.3.1 

3.3.7 - Teorema 

Se apenas os elementos de N o  sofrem perturbações e 
;JL 

16ni 1 d A i  onde hi E [R+ ( i  E F j  e Se tomarmos os autoval ores 

do observador de maneira tal que: 

( i ~ ?  , j~.;). Então 16vijl 

Prova: Anãloga a do teorema 3.3.5 

3.3.8 - Teorema 

Se apenas os elementos de L. sofrem perturbaçães e 



I"-iSI < V i s  

s ã o  t a i s  q u e :  

Então  

Prova 

onde 

E i j  3 s  = l  , onde  y=max { y i S l i c F , s e i )  
m 

' i s c s j  

s = 1 

I ' v i j I  E i j  I v i j I  

Anãloga a  do t eo rema  3.3.1 

3 , 3 , 9  - Exemplo 

Cons ideremos  o  s i s t e m a  v i s t o  no exemplo 3 .3 .5 .  Agora 

o s  e l e m e n t o s  de  C .  não s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s ,  Nosso p r o p ó s i t o  é p r o j e  - 

t a r  u m  o b s e r v a d o r  de  p a r ã m e t r o s  ( N o ,  L,) ,  de  modo que  a s  p e r t u r b a  - 

ç õ e s  que o c o r r e r ã o  em V .  mantenham-se d e n t r o  d o s  l i m i t e s  p r é  e s t a b e  - 

l e c i d o s  no exemplo a n t e r i o r ,  supondo  que  o s  e l e m e n t o s  de  L. s ã o  a f e  - 

t a d o s  po r  p e r t u r b a ç õ e s  t a i s  que :  

P e l o  t eorema 3 .3 .8  p r e c i s a m o s  d e t e r m i n a r  a  c l a s s e  



onde - 
y = max{yis / i€;, s E m} 

No caso y=0.05 

Para cada valor de i, 1 6  i < 2, teremos um siste - 

tais que das matrizes L a =  

ma de inequações: 

Rl1 R12 

1 2 1  . R22 . 

Para i = 1 teremos: 



e  o  c o n j u n t o  s o l u ç ã o  p a r a  o  s i s t e m a  ac ima ,  

P a r a  i = 2 t e r e m o s  o  s e g u i n t e  s i s t e m a  de i n e q u a ç õ e s :  



Escolheremos os e l emen tos  de L. e n t r e  os  e l emen tos  

de L e  h, , de manei ra  t a l ,  que o  p o s t o  de Y o  s e j a  i g u a l  a  2 

e  Y 0  e  C. não tenham l i n h a s  dependen tes .  

3.3.10 - Teorema 

Se t o d o s  os  pa râmet ros  sof rem p e r t u r b a ç õ e s  e  e s t a s  

p e r t u r b a ç õ e s  tem o  s e g u i n t e  comportamento: 

onde:  

* 
Se c i j É  R+ s ã o  t a i s  que:  



onde : - 
y = max { yis / i õ r  , s r  i} 

Prova: De (43.7),  temos: 

Mul t i p l  i cando os membros de (33.9) por 

rn 
I' s =l %iscsj( . teremos: 



Somando rnernb.ro a  membro as desigualdades (33.8) e  (33.1 O ) ,  se 

gue: 

3 . 3 . 1  1  - Teorema 

Se todos  o s  parâmetros  sof rem p e r t u r b a ç õ e s ,  p e r t u r b a  - 

ções  e s t a s  que têm o  comportamento d e s c r i t o  no teorema a n t e r i o r . S e  

tomarmos os a u t o v a l o r e s  do N o  de maneira  t a l  que:  

e  os  e lementos  t is de L. de maneira  que 



* 
onde E R+. (i E F ,  j~ i j 

E n t ã o  
I ' v i j I  \< E i j  I v i j I  

P r o v a :  De ( 3 3 . 1 2 )  podemos e s c r e v e r  

( a j  + Ai) ( 2  
In i  I - I a j I  a 

E i j 

Como : In i  - a j I  I - I a j ]  (33.141 

segue,  

A i n d a  de ( 3 3 . 1 2 )  

I r i i l -  I a j [  .>, 5 ( a j  + Ai) e  de ( 3 3 . 1 4 )  



Como 

1  2(a. + X . )  --+ J .  1 In i  - a  1 - (cx.+x.) 
j J 1 

e  portanto, 

(a .  + A i )  
4 . 3  J (33.17) 

Ini-a . I  
J 

& i  j , teremos Multiplicando os membros de (33 .17)  por  
2 

e  s u b t r a i n d o  ambos os termos de ( 3 3 . 1 8 )  de 

De (33 .19)  e  ( 3 3 . 1 3 )  podemos e s c r e v e r :  



E f i n a l m e n t e  
m 

E ' I n i  - a j I  s =1 s = l  I ( 3 3 . 2 0 )  
[y. c s j 1  + my e +  e 2 llis1 

i j  rn 1 s = l  ' i s c s j  1 [ l n i  - 1  - ( a j + h i ) ]  

3 .3 .12 - Exemplo 

Cons ideremos  o s i s t e m a  , 



Sobre os parâmetros  A , ,  C, , L, e  N, atuam p e r t u r b a ç õ e s  

s i  j e i t a s  a  

Desejamos u m  obse rvador  que s o f r e n d o  a s  p e r t u r b a ç õ e s  

acima pe rmi ta  e n c o n t r a r  V' de maneira que as  p e r t u r b a ç õ e s  n e s t e  f i  - 



P e l o  t e o r e m a  3 . 3 . 1 1  p r e c i s a m o s  e n c o n t r a r  o s  a u t o v a  - 

l o r e s  d e  No t a i s  q u e :  

P a r a  i = 1 t e r e m o s :  

t omando  I n l l  s a t i s f a z e n d o  o  s i s t e m a  a c i m a  e s t a m o s  também s a t i s f a  - 

z e n d o  
J n i l  ~ ( a  + h i ) +  I a . (  

j 
i = l  

J 
j = 1 ,  ..., 4 



B a s t a  e s c o l h e r .  p a r a  n l  u m  v a l o r  n e g a t i v o  menor do 

que  -7 .  

Agora vamos e n c o n t r a r  o s  v a l o r e s  de  ,LiS i = 1 ,  s = 

1 , 2 )  t a i s  q u e :  

N e s t e  exemplo :  y = 0 .018  

P a r a  i = 1  temos o  s e g u i n t e ,  s i s t e m a :  



ou se j a :  

Satisfazendo o sistema acima teremos as famil i a s  : 

Para i = 2 teremos: 



I n 2 l  t 3328 

Como para i = 2  e  j = 1 ,  ... , 4 

Tomando I n 2 1  s a t i s f a z e n d o  o  s i s t e m a  ac ima  e s t a m o s  

também s a t i s f a z e n d o :  

I n 2 l  3 5 (  a j  -t A i  ) + l a j l  i = 2  

j = 1 ,  . . .  , 4 

B a s t a  e s c o l h e r  p a r a  n u m  v a l o r  n e g a t i v o  menor do 

que  - 7 .  

As f a m i l i a s  que  s a t i s f a z e m  ( 3 3 . 1 3 )  quando i = 2  e  

s  = 1,2 s ã o :  

P o r t a n t o ,  s e  p r o j e t a r m o s  um o b s e r v a d o r  de  p a r â m e t r o s  

( N o ,  L o )  c u j o s  e l e m e n t o s  tem o  comportamento acima d e s c r i t o ,  t e r e  - 

mos a s  p e r t u r b a ç õ e s  em V. d e n t r o  d a s  e s p e c i  f i c a ç õ e s  p r e v i s t a s .  

Nem sempre  s e r á  p o s s y v e l ,  p e r t u r b a n d o  t o d o s  o s  par: - 

m e t r o s ,  p r o j e t a r  um o b s e r v a d o r  que  mantenha a s  p e r t u r b a ç õ e s  em V. 

d e n t r o  de l i m i t e s  p r é  f i x a d o s  . P o d e r e ~ o s  v e r  i s t o  no exemplo 3 .3 .5 ,  

s e  t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  fo s sem p e r t u r b a d o s  mantendo-se  a s  p e r t u r b a  - 



çÕes em C, e  V, como 12  d e s c r i t a s ,  t e r i a m o s :  

e  como j á  f o i  v i s t o ,  não e x i s t e m  números Rl1 e 11.2 que s a t i s f a ç a m  

0 .002  )/ 0 . 0 0 4  (IRli I + IR12 1) e  como 

1-111 [ 

' O o 8  é um número p o s i t i v o ,  e s t a  i m p o s s i b i l i d a d e  c o n t i n u a  v á l i  - 
I-111 I 

d a .  

3 . 4  - P e r t u r b a ç õ e s  Dependentes  

Nes t a  s e ç ã o ,  veremos o s  c a s o s  em que  a s  p e r t u r b a ç õ e s  

a t u a n t e s  s o b r e  o s  p a r â m e t r o s  e  s o b r e  V, dependem dos  v a l o r e s  s o b r e  

o s  q u a i s  a tuam.  

Cons ideremos  A o ,  C o ,  N o ,  L o ,  V o ,  B A ,  B C ,  6N, 6L e  

B V  como na s e ç ã o  4 . 2 .  As p r o v a s  s e r ã o  o m i t i d a s ,  p o i s ,  s ã o  a n á l o g a s  

a s  p r o v a s  v i s t a s  n a s  duas  s e ç õ e s  a n t e r i o r e s .  

3 . 4 .1  - P r o p o s i ç ã o  

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  atuam somen te  s o b r e  o s  e l e m e n t o s  



4 

de A. e  s ã o  t a i s  que 1 6 a j I \ < a  l a j l ,  onde a E [ R +  
j j 

( j  E i). 
* 

s e  E R +  (i E ;  , j E i]  s ã o  t a i s .  que 

Então 

3 . 4 . 2  - Teorema 

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  atuam somente s o b r e  o s  elemen - 
# 

t o s  de A o  e  s ã o  t a i s  que I 6 a . l  5 a . l a . 1  , onde a ( j ~ h ) . ~ e  
J J J  j + 

tomarmos o s  a u t o v a l o r e s  de N o  de  maneira  t a l ,  que 

Y; 
onde E R + .  Então 1 6 v i j l  4 ~ i j l v ~ j l .  

3 . 4 . 3  - Teorema 

Se as  p e r t u r b a ç õ e s  atuam somente s o b r e  o s  elemen - 
- 

t o s  de C. e  s ã o  t a i s  que ( & c s j  1 < e s j  l c s j  1 ( s  e m  , j ~ n ) ,  onde 
Yc *c 

E R +  Se E i j  '% ( i € ;  , j ~ i )  s ã o  t a i s  que :  



Então 

3.4.4 - Proposição 

Se as  per turbações  atuam somente sobre  os elemen - 

t o s  de N o  e são t a i s  que 1 6 n i l  É A i l n . l ,  ( i € ; ) ,  onde A i  1 E R+*. 
Se 

* 
E R +  ( i e F  , j ~ ! )  são t a i s  que:  

E n t ã o  I ' v i j I  4 & i j I v i j I *  

3 .4 .5  - Teorema 

Se as  per tu rbações  atuam somente sobre  os elemen - * 
t o s  de N o ,  e  s ão  t a i s  que 1 6 n i l  4 X i I n i l  ( i € ; ) ,  onde A i €  R +  . 
Se tomarmos os au tova lo re s  de N o  de maneira t a l ,  que 



3 . 4 . 6  - Teorema 

Se  a s  p e r t u r b a ç õ e s  a tuam somen te  s o b r e  o s  e lemen - 
- 

t o s  de  L. e  s ã o  t a i s  que  16 t i s l  Ç y i s l l i s l  ( i  € r  , s €i), onde 
* * 

Y i  s  G R+ . Se e R +  ( i e  r , ja;) s ã o  t a i s  que 

En tão  

3 . 4 . 7  - Teorema 

Se  t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  s e s  - 

t a s  p e r t u r b a ç õ e s  tem o  compor tamento  a b a i x o :  

% 

Se 6 R+ s ã o  t a i s  que  



onde  : 

E n t ã o  

3 .4 .8  - Teorema 

Se t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s ,  p e r  

t u r b a ç õ e s  e s t a s  que  têm o  compor tamento  d e s c r i  t o  no t eo r ema  a n t e r i  - 

o r .  Se  tomarmos o s  a u t o v a l o r e s  s o  N O  de m a n e i r a  t a l ,  que  

e  o s  e l e m e n t o s  t is d e  L. d e  m a n e i r a  que :  



Então 1 6 ~ . . ]  c i j l y i j I  
1 J :. 

3 . 4 . 9  - Exemplo  

C o n s i d e r e m o s  o s i s t e m a  

S o b r e  o s  p a r â m e t r o s  A, ,  C, ,L, e No a t u a m  per turbações  

d e p e n d e n t e s  s u j e i  t a s  a :  



Desejamos p r o j e t a r  um o b s e r v a d o r  que s o f r e n d o  a s  pe r -  

t u r b a ç õ e s  acima p e r m i t a  e n c o n t r a r  V .  de manei ra  que as  p e r t u r b a -  

ções  n e s t e  fiquem como as  d e s c r i t a s  no exemplo 3 .3 .12 .  

P e l o  teorema 3 .4 .8  prec isamos  e n c o n t r a r  a u t o v a l o r e s  

de N o  t a i s  que:  

Para i  = 1  



Não s e r á  poss?vel obedecer as  r e s t r i ç õ e s  impos tas ,  

desde que não  e x i s t e  va lor  para n l  que s a t i s f a ç a  ( 3 4 . 1 ) .  

3.5 - Perturbações  Dependentes nos Parâmetros e  Fixas em V .  

Nesta seção ,  estudaremos os casos em que as  p e r t u r  - 

bações a t u a n t e s  sobre  os parâmetros dependem dos va lores  sobre  os 

qua is  atuam e  as  per tu rbações  r e s u l t a n t e s  em V. independem de seus  

e1 ementos. 

Consideremos A o ,  C o ,  N o s  L o ,  V , ,  B A ,  B C ,  B N ,  B L  e  

6V como na seção 3.2.  As provas s e rão  .jmi-ofii'tidas, p o i s ,  são anã10 - 

gas as provas v i s t a s  nas duas pr imei ras  s eções .  

3.5.1 - Teorema 

Se apenas os elementos de A o  sofrem per turbações  e  



* t 
I s a j I  d a j  l a j I  ( i i a n ) ,  onde a . E  J R +  . Se c i j  E l í ? + ( i õ F , j ~ i )  

são t a i s  que 

3 . 5 . 2  - Teorema 

Se apenas os elementos de C. sofrem perturbações e  
* Y 

16csjI ( OsjIcsj l  ( s e 6  , js:;) ' ,  onde e s j  E R + .  Se c i j  E R+ 

( i  r:; , j ~ n )  são t a i s  que 

Então 

Se apenas os elementos de N o  sofrem perturbações e  
P * 

1 6 n i l  $ A i l n i /  ( i h ? ) ,  onde A i  E m + .  Se E. R + ( i h F  , j ~ h ) ~  

são t a i s  que 



3 . 5 . 4  - Teorema 

Se a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  de  L. s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  
- - # * 

I " i s I  z Yis  ]'iS I ( i €  r 3 s e m ) ,  onde  r i s  E R+ . Se E R+ ( i  

E F, j ~ n )  s ã o  t a i s  que 

En tão  I 'v i j I  6 ' i j  

3 . 5 . 5  - Teorema 

Se t o d o s  o s  p a r ã m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e e s t a s  

p e r t u r b a ç õ e s  têm o  compor tamento  a b a i x o :  

( i )  1 6 a j l  d a j  I a j ]  ( j  € h )  



onde : 
% t 

a j  , e S j '  A i  Y Y i s  ~f&',.Se z i j  E R +  s ã o  t a i s  que  

onde : 

Nas s e ç õ e s  s e g u i n t e s  r e p e t i r e m o s  o  e s t u d o  p a r a  o  c a  - 

s o  em que A o  e s t á  r e p r e s e n t a d a  em forma de J o r d a n  com mais  de  um 

b l o c o .  Como o s  r e s u l t a d o s  tem p r o v a s  a n á l o g a s  a s  p r o v a s  d o s  t e o r e  - 

mas d a s  duas  p r i m e i r a s  s e ç õ e s  d e s t e  capitulo,  enunciaremos apenas os t eorg  

mas. 

Cons ideremos  A o ,  N o ,  C o ,  L o ,  V.  como em ( 1 5 . 7 ) ,  ( 1 5 .  

3 )  , ( 1 5 . 4 )  ( 1 5 . 5 )  e  ( 1 5 . 8 1 ,  r e s p e c t i v a m e n t e  e  B A ,  B N ,  B C ,  B L ,  B V  

como em ( 2 5 . 1 ) ,  ( 2 3 . 1 ) ,  ( 2 2 . 2 ) ,  ( 2 3 . 2 )  , ( 2 2 . 5 ) .  De a g o r a  em d i a n  - 

t e  j v a r i a r á  no i n t e r v a l o  ( B o  + 81  + + B h - l  :, B O  + B i + - * * + i j , 3 h - 1 +  

+ Bh) o n d e ,  B h  6 i g u a l  a  m u l t i p l i c i d a d e  do a u t o v a l o r  a h  e  Bo=0 



P e r t u r b a ç õ e s  F i x a s  -- -- 

3.6.1 - Teorema 

S e  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  d e  A, s ã o  p e r t u r b a d o s  e 1 6 a i  1 
J * * 

a j  , o n d e  a j c  & R , ( ~ E  ií). S e  c i j  a R+ ( i E  i. , j c i )  s ã o  t a i s  

3 . 6 . 2  - Teorema  

S e  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  d e  C ,  s ã o  p e r t u r b a d o s  e l 6 c  I 
* * s j 

4 e S j  , o n d e  j E R +  ( s ~ i  , j ~ i í ) .  S e  c i j  C R+ ( i  E F  , j 

E ií) s ã o  t a i s  q u e  

i s =1 
E i j  >, 0  

k=y  I n i - a h l  j - k t l  

o n d e :  

E n t ã o  



3 . 6 . 3  - Teorema 

Se a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  de  N o  s ã o  p e r t u r b a d o s  e  18n i l  * I 

4t < A i  onde  A i  E n i + ( i e F ) .  Se  c i j  E f T ? + ( i ~ ;  , jen) s ã o  t a i s  

L 
j Ai  k = u  Ini-a,, 1 j - k t l  

'i j >/ t 
k = u  I n i  - a h  - 6ni 1 j - k + l  

3 . 6 . 4  - Teorema 

Se  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  de L. s ã o  p e r t u r b a d o s  e  l8LiSI 
F 

( yis , onde yiS E R+ ( i € ;  , sei). Se c i j  E W ( ieF ,  sei) 

s ã o  t a i s  que  

j - k t l  
I n i - a h  I 

En t ão  I 'v i j I  ,< ' i j  

3-6..5 - Teorema 

Se t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  e s t a s  



p e r t u r b a ç õ e s  têm o  comportamento a b a i x o  d e s c r i t o :  

1 
Se ~~~f R +  ( i € ; ,  j € n )  s ã o  Bais  que 

J 

Então 1 6 v i j l  Q & j j  

3 . 7  - P e r t u r b a ç õ e s  F i x a s  nos Pa râmet ros  e  Dependentes em V O  

3 . 7 . 1  - Teorema 

Se apenas  os e l emen tos  de A,  sof rem p e r t u r b a ç õ e s  e  



* * 
e  1 6 a . l b a  J j - '  onde a E @ +  j ( - j ~ n ) . S e .  c i j €  R + ( i c F ,  j e ; )  

são  t a i s  que 

j LI. ' i s c s j  
'i- 

3 . 7 . 2  - Teorema 

Se apenas os  e l e m e n t o s  de C. s o f r e m  p e r t u r b a ç , Õ e s  e  
* - * 

1 6 c s j l  4 e s j  , onde e S j  E R +  ( s e m  , j e i ) .  Se c i j  E IR + 

( i  , 6 )  s ã o  t a i s  que 

m 

E . .  8  ' J  29 

k = p  Ini-ahl j - k + l  

k = p  (ni-ah) j - k + l  

E n t ã o  16v i j l  b c i j  ] v i j /  



3 . 7 . 3  - Teorema 

Se apenas os elementos de N o  sofrem per tu rbações  e  

* * 
1 6 n i l $ h i e X i e  R + ( i . F ) . S e  E i  j G R +  ( i € ; ,  j a n )  são 

t a i s  que 

Então 



3 . 7 . 4  - Teorema'  

Se  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  d e  L. s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  
* % 

6 y  , v i s  E R, (i.; , s a i ) .  Se  E ~ ~ E  & ( i € ;  , j c i )  

s ã o  t a i s  que  

y  = max y  / i , s  €i} 

Então  1 6 v i j l  ( c i j l v i j l  

3 . 7 . 5  - Teorema 

Se t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e  e s t a s  

p e r t u r b a ç õ e s  têm o  compor tamento  a b a i x o :  

( i i i )  1 6 n i  1 6 h i 

onde :  i e r  , j € n ,  s e i  



>F: 
Se € R +  s ã o  t a i s  que 

b max 

Então 16v..1 6 c i j  I v i j l  
1J 

3 . 8  - P e r t u r b a ç õ e s  Dependentes nos ~ a r ã m e t r o s  e  em V. 

3.8 .1  - Teorema 

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  atuam somente s o b r e  os  e lementos  
* * 

de A o  e  s ã o  t a i s  que 16a . l  < a . l a . 1 ,  a E R, ( j ó i ) .  Se E ~ ~ E  R+ J J J  j 



( i  , E )  s ã o  t a i s  que  

3.8.2 - Teorema 

Se as p e r t u r b a ç õ e s  a t u a m  somen te  s o b r e  os  e l e m e n t o s  * 
de C, e  s ã o  t a i s  q u e  1 6 c s j l  ,( 6 s j l c s j l ,  's j E ( S E ;  , j ~ i i ) .  Se 

1 
4- 

B R +  ( i  € F , j E : )  são  t a i s  q u e  

3.8.3 - Teorema 

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  a t u a m  s o m e n t e , s o b r e  o s  e l e m e n t o s  



* 4- 

d e  N o  e  s ã o  t a i s  q u e  16ni I  4 h .  -I I n . 1 ,  I A ~ E  R + [ i ~ r ) .  Se F~~ E R+ 
( i €  F , j e  i) s ã o  t a i s  q u e  

j - k t l  Ini-ah+6ni I 

E n t ã o  1 6 v i j l  4 ~ ~ ~ l v ~ ~ /  

Se a s  p e r t u r b a ç õ e s  a t u a m  s o m e n t e  s o b r e  o s  e l e m e n t o s  
* 

d e  L0 e  s ã o  t a i s  q u e  1 6 L i s l $  y is lL is l  , yis E R+ ( i € ; ,  s  E i). 
Y 

Se ~~~6 R, ( i E F  , j a n )  s ã o  t a i s  q u e  

y = máx {vis / i€; , s e i } .  



3 . 8 . 5  - Teorema 

p e r t u r b a ç õ e s  tem o  compor tamente  

( i )  16a j  I C aj 

( i ' )  I 'csjI 6 e i s  

onde 

Se t o d o s  o s  p a r ã m e t r o s  s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e e s t a s  

a b a i x o  

* 
e ' i j  

E R+ ( i P F  , j € n )  s ã o  t a i s  que  



3.9 - P e r t u r b a ç õ e s  Dependentes nos Parâmetros  e  F i x a s  em V.  

3 9 . 1  - Teorema 

Se apenas os e lementos  de A O  sofrem p e r t u r b a ç õ e s  e  

j E i )  s ã o  t a i s  que 

Então ] & v i j ]  c i j  

3 .9 .2  - Teorema 

Se apenas os  e lementos  de C, sofrem p e r t u r b a ç õ e s  e  
.Ir 

16cs j l  8 S j I ~ S j I   SE^, j e i ) ,  a j  P R:. Se C R +  são  

(i B r,. j i )  s ã o  t a i s  que 

Então IaijI $ E i j  



3.9.3 - T e o r e m a  

S e  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  d e  No s o f r e m  p e r t u r b a ç õ e s  e 

* f 
1 6 n i I < h . l n i l  1 ( i i E )  , h i  E R + .  S e  c i j  e R +  s ã o  t a i s  q u e  

E n t ã o  



3.9.4 - Teorema 

Se apenas  os e l emen tos  de L. so f rem p e r t u r b a ç õ e s  e  
- * 

1 6 L i s l s  y i s l L i s l  ( . i É P ,  s e m ) .  Se € R +  s ã o  t a i s  que 

Então 

3 . 9 . 5  - Teorema 

Se t o d o s  os  pa rãmet ros  sof rem p e r t u r b a ç õ e s  e  e s t a s  

p e r t u r b a ç õ e s  tem o  comportamento mencionado em (4 .8 .1  ) . Se 

( i G F  , j ~ i )  s ã o  t a i s  que 

Então 
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