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R E S U M O  

O p r o b l e m a  de g e s t ã o  Ó t i m a  de s i s t e m a s  h i d r o t é r m i c o s  

c o n s i s t e  em m i n i m i z a r  o s  g a s t o s  o p e r a c i o n a i s  com t é r m i c a s ,  r e s u l  - 
t a n t e s  do consumo de c o m b u s t f v e l ,  de  m a n e i r a  a  s u p r i r  a  demanda,du 

r a n t e  o  p e r i o d o  de p l a n e j a m e n t o ,  s u j e i t o  5s r e s t r i ç õ e s  d e v i d a s  ao 

tamanho dos r e s e r v a t ó r i o s  e  aos  f a t o r e s  n a t u r a i  S .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o  c o n s i d e r a - s e :  ( a )  m o d e l o  com - 
p o s t o ,  i s t o  é ,  com um ú n i c o  r e s e r v a t ó r i o  e q u i v a l e n t e ,  ( b )  a f l u ê n  - 
c i a s  e  demandas d e t e r m i n i s t i a a s ,  ( c )  c u s t o  d e s c o n t a d o ,  e  ( d )  h i p ó -  

t e s e s  r e a l i s t a s  s o b r e  o s  c u s t o s  de g e r a ç ã o  t e r m o e l 6 t r i c a .  T r a n s  - 
f o r m a - s e  o  p r o b l e m a  c o n t f n u o  d e t e r m i n i s t i c o  em p r o b l e m a  d i s c r e t o  , 

e n c o n t r a n d o  c o n t r o l e s  d i s c r e t o s  e q u i v a l e n t e s  ao c o n t r o l e  c o n t í n u o .  

E s t u d a - s e  a  a p l i c a ç ã o  d e s t e s  c o n t r o l e s  na c o n s t r u ç ã o  de e s t r a t é g i  - 
as  Õ t i m a s  de o p e r a ç ã o .  A p r e s e n t a - s e  um r e s u l t a d o  q u e  c a r a c t e r i z a  

o s  v a l o r e s  da água d e  uma e s t r a t é g i a  Ó t i m a  e n t r e  d o i s  e s t á g i o s  c o n  - 
s e c u t i v o s ,  u t i l i z á v e l  na  c o n s t r u ç ã o  das c u r v a s  de v a l o r  da água de 

t r â s  p a r a  d i a n t e .  



ABSTRACT 

The  p r o b l e m  o f  economi  c a l  o p e r a t i o n  o f  h y d r o t h e r m o -  

e l e c t r i c a l  s y s t e m s  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  o p e r a t i o n a l  c o s t s  o f  t h e r m a l  

p l a n t s ,  due t o  f u e l  c o n s u m p t i o n ,  i n  o r d e r  t o  s u p p l y  t h e  l o a d ,  

d u r i n g  t h e  p l a n n i n g  p e r i o d ,  s u b j e c t e d  t o  r e s t r i c t i o n s  due t o  t h e  

s i z e  o f  r e s e r v o i r s  a n d  due  t o  n a t u r a l  f a c t o r s .  

T h i s  c o s t  m i n i m i z a t i o n  s t u d y  assumes:  ( a )  c o m p o s i t e  

s y s t e m ,  t h a t  i s ,  w i t h  o n l y  one  e q u i v a l e n t  r e s e r v o i r  ; 

( b )  d e t e r m i n i  s t i c  i n f  l o w s  and  l o a d ;  ( c )  d i s c o u n t e d  c o s t s  and 

( d )  r e a l i s t i c  h y p o t h e s i s  a b o u t  t h e  t h e r m o e l e c t r i c  g e n e r a t i o n  c o s t s .  

The  c o n t i n u o u s  d e t e r m i n i s t i c  p r o b l e m  i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  d i s c r e t e  

e q u i v a l e n t  p r o b l e m ,  i n  o r d e r  t o  f i n d  d i s c r e t e  c o n t r o l s  t o  s u b s t i t u t e  

t h e  c o n t i n u o u s  one.  The  a p p l i c a t i o n  o f  t h o s e  c o n t r o l s  t o  f i n d  t h e  

o p t i m a l  p o l i c y  i s  s t u d i e d .  A r e s u l t -  i s  shown w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  

t h e  w a t e r  v a l u e  o n  t h e  o p t i m a l  p o l i c y .  Those  r e s u l t s  a r e  u s e f u l  t o  

t h e  b a c k w a r d s  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  w a t e r  v a l u e  c u r v e s .  
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C A P ~ T U L O  1 

O PROBLEMA 

Em v i r t u d e  do  c r e s c i m e n t o  dos s i s t e m a s  e n e r g é t i c o s  , 

em d i m e n s ã o  e  em c o m p l e x i d a d e ,  t o r n a - s e  cada  v e z  m a i s  i m p o r t a n t e  o  

p l a n e j a m e n t o  r a c i o n a l  da  o p e r a ç ã o  d e s t e s  s i s t e m a s .  O s i s t e m a  b r a -  

s i l e i r o  6 ,  em sua m a i o r i a ,  c o n s t i t u f d o  de u s i n a s  h i d r o e l é t r i c a s  e  

t é r m i c a s  c o n v e n c i o n a i s ,  com p r e d o m i n â n c i a  das  p r i m e i r a s .  A  r e l a t i  - 
va a b u n d â n c i a  de r e c u r s o s  h i d r i c o s  e  a  e s c a s s e z  d e  c o m b u s t í v e l  r e s  - 
s a l t a  a i n d a  m a i s  a  i m p o r t â n c i a  da o b t e n ç ã o  de p o l f t i c a s  Ó t i m a s  de 

o p e r a ç ã o .  

Na o t i m i z a ç ã o  dos c u s t o s  de o p e r a ç ã o  d e  s i s t e m a s  h i -  

d r o t ê r m i c o s  6 n e c e s s i i r i o  e s c o l h e r  e n t r e  t u r b i n a r  a  água a rmazenada  

nos r e s e r v a t ó r i o s ,  e  m a n t e r  uma r e s e r v a  h i d r á u l  i c a ,  s u b s t i t u i n d o - a  

p o r  uma g e r a ç ã o  t ê r m i c a  e q u i v a l e n t e ,  c a p a z  de s u p r i r  a  demanda. As - 
s i m ,  a  u t i l i z a ç ã o  da g e r a ç ã o  h i d r â u l i c a  em l u g a r  da t ê r m i c a ,  p a r a  

a t e n d e r  5 demanda, r e p r e s e n t a  uma e c o n o m i a  i m e d i a t a ,  d e v i d o  5 r e d u  - 
ç ã o  no consumo de c o m b u s t Í v e 1  da u s i n a  t ê r m i c a .  P o r  o u t r o  l a d o ,  6 

p r e c i s o  g a r a n t i r  o  s u p r i m e n t o  n o s  meses v i n d o u r o s ,  o que  pode  l e  - 
v a r  2 u t i l i z a ç ã o  f u t u r a  d e  t é r m i c a s  m a i s  c a r a s ,  o u  2 o c o r r ê n c i a  d e  

d e f i c i t ,  d e v i d o  l i m i t a ç ã o  dos r e c u r s o s  h f d r i c o s  de um s i s t e m a  des - 
t a  n a t u r e z a .  



I n t e r e s s a  p o r t a n t o  m i n i m i z a r  os  g a s t o s  o p e r a c i o n a i s  

das t é r m i c a s ,  r e s u l  t a n t e s  do consumo de c o m b u s t í v e l ,  de'). m a n e i r a  

a  g a r a n t i r  o  s u p r i m e n t o .  A s o l u ç â o  d e s t e  p rob lema de p l a n e j a m e n t o  

deve e s p e c i f i c a r  a  q u a n t i d a d e  de e n e r g i a  a  s e r  ge rada  em cada u s i -  

na,  p a r a  t o d o  o  p e r Í o d o  de p l a n e j a m e n t o .  Os n Í v e i s  de g e r a ç ã o  f o y  

necem uma e s t r a t é g i a  de ope ração  do s i s t e m a .  

O p rob lema  r e a l  e s t o c á s t i c o  e  c o n t i n u o  no  tempo , 

mas tem s i d o  e s t u d a d o  de m a n e i r a  d i s c r e t a ,  d e v i d o  ã sua c o m p l e x i d a  - 
de e  ã d i f i c u l d a d e  em t r a t a r  c o n t r o l e s  c o n t Í n u o s .  Em / 5 / ,  o  p r o  - 
blema c o n t í n u o  é e s t u d a d o  com h i p ó t e s e s  r e s t r i t i v a s .  P a r a  e s t e  

p rob lema são  a p r e s e n t a d a s  em /1 /  e  / 2 /  conc lusÕes  b á s i c a s  c o n c e r  - 
n e n t e s  ã e s t r a t é g i a  ó t i m a  de ope ração  do s i s t e m a .  O o b j e t i v o  des-  

t e  t r a b a l h o  é t r a n s f o r m a r  o  p rob lema  c o n t i n u o  em p rob lema  d i s c r e t o  

no  tempo, m o s t r a n d o  que  é p o s s í v e l  e n c o n t r a r  c o n t r o l e s  d i s c r e t o s  - e  

q u i v a l e n t e s  ao c o n t r o l e  c o n t i n u o  i n i c i a l m e n t e  d e f i n i d o .  A l é m  d i s -  

so,  e x p l o r a - s e  a u t i l i d a d e  d e s t e  c o n t r o l e s  no que d i z  r e s p e i t o  2 

o b t e n ç ã o  da e s t r a t é g i a  Õt ima de ge ração .  O p rob lema 6 e s t o c á s t i c o ,  

mas s e r ã  n e s t e  t r a b a l h o  t r a t a d o  de f o rma  d e t e r m i n i s t i c a ,  como p r i -  

m e i r o  passo  para a  r e s o l u ç ã o  do p rob lema .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  o  c o n c e i t o  de v a l o r  da  água de - 
sempenha p a p e l  p r e p o n d e r a n t e .  Numa p r i m e i r a  ap rox imação ,  sabendo-  

s e  que no i n s t a n t e  t a  r e s e r v a  se acha n o  e s t a d o  w , o  v a l o r  da 
t 

agua c o r r e s p o n d e  5 e s t i m a t i v a  do v a l o r  a t u a l  das economias de com- 

b u s t i v e l  no  f u t u r o ,  se o  volume do r e s e r v a t ó r i o  f o s s e  a c r e s c i d o  no 

i n s t a n t e  t de uma "un idade "  / 1 4 / ,  / 15 / .  



F a z - s e  i n i c i a l m e n t e  a  modelagem do s i s t e m a ,  baseada  

em c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  em /2/, e s t u d a n d o  s u a s  componen tes ,  p r o  - 
p o n d o  c e r t a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  que t o r n a r ã o  a  abordagem m a i s  s i m p l e s ,  

l e v a n d o  po rém a  r e s u l t a d o s  a i n d a  s i g n i f i c a t i v o s .  O s i s t e m a  mode- 

l a d o  n o  c a p í t u l o  I 1  tem a s  c a r a c t e r í s t i c a s  c i t a d a s  em / 2 / .  O mo- 

d e l o  compos to  a q u i  a d o t a d o ,  que  p r o p õ e  a  s u b s t i t u i ç ã o  do  c o n j u n t o  

d e  r e s e r v a t ó r i o s  do  s i s t e m a  p o r  um r e s e r v a t ó r i o  Ü n i c o  c u j a s  c a r a c  - 
t e r í s t i c a s  s ã o  e q u i v a l e n t e s  2 s  do s i s t e m a ,  tem s i d o  l a r g a m e n t e  u t i  - 
l i z a d o  p a r a  t r a t a r  o  p r o b l e m a  de g e s t ã o  Ó t i m a  d e  r e s e r v a t ó r i o s .  A 

adoção  d e s t e  mode lo ,  i n i c i a l m e n t e  p r o p o s t o  p o r  L i t t l e  / 4 / ,  e x i g e  

a  r e s o l u ç ã o  d e  um o u t r o  p r o b l e m a  d e  p l a n e j a m e n t o :  d i s t r i b u i r  o  

t o t a l  de  e n e r g i a  a  s e r  g e r a d a  p o r  cada uma das u s i n a s  h i d r o e l é t r i  - 
tas. E s t e  p r o b l e m a ,  p r o v e n i e n t e  d a  u t i l i z a ç ã o  do m o d e l o  c o m p o s t o ,  

não  s e r ã  t r a t a d o  n e s t e  t r a b a l h o  / 1 /  . 

Em s e g u i d a ,  e n u n c i a - s e  o  p r o b l e m a  c o n t i n u o  d e  p l a -  

n e j a m e n t o  da o p e r a ç ã o ,  e  a p r e s e n t a m - s e  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  e  r e s u l  - 
t a d o s  de / 1 / , / 2 / .  I n t r o d u z - s e  e n t ã o  a  n o ç ã o  d e  v a l o r  da  água ,  s e  - 
g u i d a  d e  a l g u n s  r e s u l t a d o s  r e f e r e n t e s  ao mesmo. 

No c a p í t u l o  I I  são d e m o n s t r a d o s  r e s u l t a d o s  i m p o r t a n  

t e s  q u e  c a r a c t e r i z a m  a  e s t r a t é g i a  Ó t i m a .  

No c a p r t u l o  I I I  o  p r o b l e m a  c o n t i n u o  é d i s c r e t i z a d o ,  

sendo  demanda e  a f l u ê n c i a  c o n s i d e r a d a s  c o n s t a n t e s  p o r  e s t á g i o .  Es - 
t a  abordagem p e r m i t e  v a r i a ç õ e s  na  g e r a ç ã o  t é r m i c a  e n t r e  e s t á g i o s ,  

f o r n e c e n d o  r e s u l t a d o s  b a s t a n t e  r e a l  i s t a s .  N e s t e  c a p i t u l o  m o s t r a -  

se  q u e  o  c o n t r o l e  c o n t í n u o  pode s e r  t r a n s f o r m a d o  em c o n t r o l e s  d i z  



c r e t o s  no  tempo, c o n t e n d o  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o  v a l o r  da ãgua s o b r e  

a  t r a j e t ó r i a  ó t i m a .  

O c a p í t u l o  I V  a p r e s e n t a  um teorema i m p o r t a n t e  que ca - 
r a c t e r i z a  os v a l o r e s  da ãgua de uma e s t r a t è g i a  Ô t ima  e n t r e  d o i s  es - 
t á g i o s  c o n s e c u t i v o s ,  u t i l i z á v e l  na c o n s t r u ç ã o  das c u r v a s  de v a l o r  

da água de " t r ã s  p a r a  d i a n t e " .  E s t e s  r e s u l t a d o s  são Ü t e i s  na cons - 
t r u ç ã o  de um a l g o r i t m o  p a r a  r e s o l v e r  o  p rob lema  de t r á s  p a r a  d i a n -  

t e ,  que  s e r i a  ma is  e f i c i e n t e  do que p rogramação d i n â m i c a ,  d i m i n u i n  - 
do c o n s i d e r a v e l m e n t e  o  numero de c ~ l c u l o s  e f e t u a d o s .  A c o n s t r u ç ã o  

d e s t e  a l g o r i t m o  não s e r á  o b j e t o  d e s t e  e s t u d o .  



Seção 2 : ' O MODELO COMPOSTO 

Um s i s t e m a  de g e r a ç ã o  h i d r o t é r m i c a  tem p o r  f i n a l  i d a -  

de g e r a r  e n e r g i a  e l é t r i c a  p a r a  a t e n d i m e n t o  de um mercado  c o n s u m i  - 
d o r  u t i l i z a n d o  u s i n a s  de g e r a ç ã o  h i d r o e l é t r i c a s  e  t é r m i c a s ,  l i g a  - 
das 2 s  ã r e a s  d e  consumo p o r  r e d e s  de t r a n s m i s s ã o .  Uma usEna h i d r o  - 
e l é t r i c a  compõe-se b a s i c a m e n t e  de um r e s e r v a t ó r i o  p a r a  armazenamen - 
t o  d e  água e  d e  uma e s t a ç ã o  g e r a d o r a  c o n t e n d o  t u r b i n a s  e  g e r a d o r e s  

e l é t r i c o s .  

As p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s  a t u a n t e s  numa u s i n a  h i d r o e l é  - 
t r i c a  são:  v o l u m e  de água n o  r e s e r v a t ó r i o ,  f l u x o  a f l u e n t e  a o  s i s t e  - 
ma e  f l u x o  e f l u e n t e  da u s i n a .  D e s c r i ç ã o  m a i s  d e t a l h a d a  e n c o n t r a  - 
s e  em /8/. Uma u s i n a  t é r m i c a  g e r a  e n e r g i a  e l é t r i c a  p o r  consumo d e  

c o m b u s t ~ v e l ,  podendo s e r  d e  v á r i o s  t i p o s  t a i s  como: a  Õ l e o ,  a  gás ,  

n u c l e a r ,  e t c .  Os f a t o r e s  a t u a n t e s  numa t é r m i c a  são:  c a p a c i d a d e  g e  - 
r a d o r a  e  c u s t o  d e  o p e r a ç ã o ,  q u e  dependem do t i p o  e  das  c a r a c t e r f s -  

t i c a s  da u s i n a .  P a r a  o  e s t u d o  do s i s t e m a  de g e r a ç ã o  h i d r o t é r m i c g  

devem s e r  c o n s i d e r a d o s  a f l u ê n c i a ,  demanda, e f i c i ê n c i a  e  p e r d a s  /2/. 

A  c o n s i d e r a ç ã o  d e  t o d o s  o s  d e t a l h e s  f f s i c o s  d o  s i s t e  - 
ma l e v a r i a  ã f o r m u l a ç ã o  d e  um p r o b l e m a  demas iado  c o m p l e x o  n o  que  

c o n c e r n e  à modelagem e  à r e s o l u ç ã o .  A s s i m ,  f a z - s e  uma s i m p l i f i c a -  

ç ã o  do  .mode lo ,  p r o c u r a n d o  m a n t e r  a s  p r i n c i p a i s  c a r a c t e r f s t  i c a s  do 

s i s t e m a ,  o b t e n d o  r e s u l t a d o s  a i n d a  s i g n i f i c a t i v o s  e  r e a l i s t a s ,  de  

p o s s f v e l  u t i l i z a ç ã o  num e s t u d o  m a i s  c o m p l e t o .  

A d o t a - s e  pa.ra o  s i s t e m a  o  m o d e l o  c o m p o s t o ,  q u e  s e  c a  - 



r a c t e r i z a  p e l a  s u b s t i t u i ç ã o  d o  c o n j u n t o  de u s i n a s  h i d r o e l é t r i c a s  

de um s i s t e m a  h i d r o t g r m i c o  p o r  uma sÕ u s i n a  h i d r o e l g t r i c a  d e  c a -  

p a c i d a d e  e  c a r a c t e r í s t i c a s  e q u i v a l e n t e s  à s  do s i s t e m a  r e a l ,  com 

c e r t a s  a p r o x i m a ç õ e s .  P a r a  q u e  o  m o d e l o  s e j a  v á l i d o ,  f a z - s e  n e c e s  - 
s á r i a  uma u n i f o r m i z a ç ã o  das  c a r a c t e r í s t i c a s  das h i d r o e l é t r i c a s ,  a  

f i m  de  q u e  a  u s i n a  e q u i v a l e n t e  p o s s a  s e r  r e p r e s e n t a t i v a  do  c o n j u n  - 
t o .  As p r i n c i p a i s  h i p ó t e s e s  de homogene idade  e x i g i d a s  p e l o  mode- 

10 são :  dos r e g i m e s  h i d r o l Õ g i c o s  p r e s e n t e s ,  da  d i s t r i b u i ç ã o  na  

á r e a  de consumo da demanda t o t a l  e  dos  n í v e i s  dos r e s e r v a t õ r i o s  

quando  o p e r a d o s  i n d i v i d u a l m e n t e .  

A e q u i v a l ê n c i a  de c a p a c i d a d e  das h i d r o e l é t r i c a s  po - 
de s e r  o b t i d a  d e  duas m a n e i r a s  d i f e r e n t e s :  p o r  e q u i v a l ê n c i a  em v o  - 
lume de água armazenada o u  p o r  e q u i v a l ê n c i a  do  p o t e n c i a l  g e r a d o r  

/ 6 /  . No p r e s e n t e  e s t u d o  s e r á  a d o t a d o  o  p r i m e i r o  p r o c e s s o .  

N e s t e  c a s o  a  t r a n s f o r m a ç ã o  á g u a - e n e r g i a  d e v e  e n v o l v e r  t o d a s  a s  c a -  

r a c t e r i s t i c a s  p r ó p r i a s  d e  c a d a  u s i n a .  A lém d i s s o ,  s u p õ e - s e  que  a  

r e l a ç ã o  d e  t r a n s f o r m a ç ã o  á g u a - e n e r g i a  6 i n d e p e n d e n t e  da a l t u r i a  da 

queda  da ãgua e  do  r e n d i m e n t o  das t u r b i n a s  e  g e r a d o r e s .  

Um e s t u d o  c o m p l e t o  da modelagem do p r o b l e m a  f e i t o  

em /8/. C o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  a f l u ê n c i a ,  demanda, v a z ã o ,  a rmazena  - 
men to ,  d e f i c i t ,  d i s p o h i b i l i d a d e ,  c u s t o  d e  o p e r a ç ã o  são f e i t a s  em 

/ 2 /  



Seção 3  : ABORDAGENS D O  PROBLEMA 

Os e n f o q u e s  e n c o n t r a d o s  na  l i t e r a t u r a  p a r a  a  a n á l i s e  

do  p r o b l e m a  d i f e r e m  e n t r e  s i  p r i n c i p a l m e n t e  n o  que  c o n c e r n e  ao  tem - 
p o ,  c o n s i d e r a d o  como v a r i á v e l  d i s c r e t a  o u  c o n t í n u a ,  5 a f l u ê n c i a  , 

c o n s i d e r a d a  como d e t e r m i n f s t i c a  o u  a l e a t ó r i a ,  e  v a r i ã v e l  d e  d e c i  - 
são.  

0 s  mé todos  d i r e t o s  d e t e r m i n a m  d i r e t a m e n t e  a  p o t ê n c i a  

t é r m i c a  o u  h i d r á u l i c a  a  cada  i n s t a n t e  do  p e r í o d o .  E x i s t e m  e s t u d o s  

f e i t o s  c o n s i d e r a n d o  o i n t e r v a l o  de p l a n e j a m e n t o  d i s c r e t i z a d o  / 4 /  

o u  c o n t í n u o  / S / ,  / 6 / .  

O e s t u d o  d e s e n v o l v i d o  em / 4 /  i n t e r p r e t a  o  p r o b l e m a  

h i d r o e l ê t r i c o  compos to  como um p r o b l e m a  c l á s s i c o  de e s t o q u e s .  O 

p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  a t r a v ê s  de p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a  e s t o c á s t i c a .  

Nos engoques continuas, o  p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  g r a -  

f i c a m e n t e .  A t r a j e t õ r i a  Ó t i m a  é o b t i d a  p o r  p a r t e s  / 7 / .  

Nos métodos  i n d i r e t o s ,  a  d e c i s ã o  6 tomada com b a s e  

em t a b e l a s  d e  v a l o r  m a r g i n a l  da água e s t o c a d a .  A o p e r a ç ã o  do s i 2  

tema é o b t i d a  f a z e n d o - s e  a c i o n a r  num c e r t o  e s t á g i o  a s  u s i n a s  t é r -  

m i c a s  c u j o s  c u s t o s  m a r g i n a i s  d e  g e r a ç ã o  são  menores  o u  i g u a i s  ao  

v a l o r  da água a s s o c i a d o  a o  e s t a d o  do s i s t e m a  n a q u e l e  e s t á g i o .  Es - 
t e  método  6 b a s t a n t e  d i f u n d i d o ,  t e n d o  s i d o  i n c k u s i v e  a p l i c a d o  em 

v á r i o s  s i s t e m a s  d e  g e r a ç ã o  d e  p o t ê n c i a ,  p o d e n d o - s e  c i t a r  como e  - 
xemp lo  a  S u é c i a  / 9 / , / 1 0 / ,  a  Noruega  / 1 2 / ,  a  F r a n ç a  / 6 / , / 7 /  e  o s  

E s t a d o s  U n i d o s  / 1 1 / , / 1 3 / .  



Seção 4 ; N O T A Ç Ã O  

Seguem-se a l g u m a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  da n o t a ç ã o  a d o t a -  

da n e s t e  t r a b a l h o .  

. S e j a  u ( . )  : A - c I R  IR uma f u n ç ã o  com 

D e f i n e - s e :  u  ( t + )  = 1 irn u ( t + 6 )  
6+0 
6  > O  

. D i z - s e  q u e  u é c o n t i n u a  ã d i r e i t a  s e  e  s ó  s e  

( V  t r ~ )  ~ ( t )  = u ( t + )  

. Sejam Y ,  Z G k , v . , . :  YxZ d R  

( w , t )  ++- v ( w , t )  

- 
D e f i n e - s e  v (w , t )  = 1 i m  v ( w - 6 , t )  

6+0 
6>0 

. S e j a  f ( . )  : X G IR --+ IR 

f ê d i t a  c r e s c e n t e  s e  e s ó  s e  

( t l  ,t2 E )o t l < t 2  + f ( t l )  c f ( t2 )  

f 6 d i t a  e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e  s e  e  só  s e  

As d e f i n i ç õ e s  de f u n ç ã o  d e c r e s c e n t e  e  e s t r i t a m e n t e  d e c r e s c e n t e  

s ã o  a n á l o g a s .  



N e s t e  c a p i t u l o  a p r e s e n t a - s e  f o r m a l m e n t e  um m o d e l o  do 
, 

s i s t e m a  em e s t u d o ,  a  p a r t i r  do q u a l  s e r á  e n u n c i a d o  o  p r o b l e m a  de 

p l a n e j a m e n t o  de o p e r a ç ã o  do s i s t e m a .  I n i c i a l m e n t e  o  p r o b l e m a  s e r á  

c o n s i d e r a d o  c o n t i n u o .  No c a p i t u l o  s e g u i n t e ,  o  p r o b l e m a  s e r á  c o n s i -  

d e r a d o  d i s c r e t o  n o  tempo;  o  c o n t r o l e  n o  k - é s i m o  e s t ã g i o  s e r á  c o n s i -  

d e r a d o  como uma f u n ç ã o  c o n t i n u a  e n t r e  o s  e s t á g i o s  k e  k + l .  Pos-  

t e r i o r m e n t e  s e r á  m o s t r a d o  q u e  p a r a  cada p a r  e s t a d o - e s t á g i o  é p o s s í  - 
v e l  a s s o c i a r  a  e s t e  c o n t r o l e  c o n t i n u o  no tempo,  e n t r e  e s t ã g i o s ,  um 

c o n t r o l e  i n d e p e n d e n t e  do tempo,  q u e  c o n t e r á  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o  v a -  

l o r  da água n o  r e s p e c t i v o  p a r  e s t a d o - e s t á g i o  ao q u a l  e s t e j a  a s s o c i a  - 
do. 

Na seção  1 d e s t e  c a p i t u l o  d e f i n e - s e  f o r m a l m e n t e  o  p r o  

b lema c o n t i n u o  de p l a n e j a m e n t o  da o p e r a ç ã o .  Na s e ç ã o  2 s e r ã o  a p r e -  

s e n t a d a s  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  e  r e s u l t a d o s  das r e f e r ê n c i a s  / 1 /  e  / 2 / .  

Na seção  3 d e f i n e - s e  v a l o r  da água e  a p r e s e n t a - s e  a l g u n s  r e s u l t a d o s  

r e f e r e n t e s  ao  mesmo. Na Seção 4 são d e m o n s t r a d o s  a l g u n s  t e o r e m a s  

r e l a c i o n a d o s  com a e s t r a t ê g i a  ó t i m a .  



Seção 1 : F O R M A L I Z A Ç Ã O  D O  P R O B L E M A  C O N T ~ N U O  

A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  uma d e s c r i ç ã o  das v a r i á v e i s  e  

r e s t r i ç õ e s  e n v o l v i d a s  n o  p r o b l e m a  c o n t i n u o  e  a  s e r  d e f i n i d o  n o  f i -  

n a l  d e s t a  seção .  

1 Sejam: 

[ t O , T ]  = p e r í o d o  d e  p l a n e j a m e n t o  

W = v o l u m e  máximo do r e s e r v a t ó r i o  do  m o d e l o  compos to  

W T  = 
v o l u m e  máximo e x i g i d o  n o  f i n a l  do p e r i o d o  de p l a n e j a m e n  - 
t o  

As p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s  que  c a r a c t e r i z a m  o  s i s t e m a  

sao:  

2 E s t a d o  w & R +  

Volume de água n o  r e s e r v a t ó r i o .  Um e s t a d o  w E IR 6 

v i á v e l  s e  w E [ O J J  . 

3 Demanda d  : [ t O ? ~ )  --+ R+ 

P a r a  t E [ t O , T )  d ( t )  6 a  q u a n t i d a d e  de e n e r g i a  

demandada p e l o  mercado  n o  i n s t a n t e  t . 

4 A f l u ê n c i a  x  : [ t O , T )  -4 IR+ c o n t i n u a  à d i r e i t a .  

P a r a  t E [ t O , ~ )  , ~ ( t )  6 o  f l u x o  de água q u e  c h e  - 
ga ao r e s e r v a t ô r i o  n o  i n s t a n t e  t . 

5 C o n t r o l e  u  E IR+ 

~ f v e l  de p o t ê n c i a  t e r m o e l ê t r i c a  u t i l i z a d a  na  p r o d u -  



ç ã o  t o t a l  de  e n e r g i a .  Um c o n t r o l e  u E R & d i t o  v i ã v e l  

t E [ t O , ~ )  s e  u  E [ ~ , d ( t ) ]  . 

6 V e r t i m e n t o  q  :  to,^) - IR' 

P a r a  t E [ t O , T )  , q ( t )  é a  v a z ã o  e f l u e n t e  do s i s  

tema, n ã o  u t i l i z a d a  p a r a  a  g e r a ç ã o  de e n e r g i a  no i n s t a n t e  t . .  

Um v e r t i m e n t o  n o  i n s t a n t e  t E [ t O . T )  , q ( t )  , é d i -  

t o  a d m i s s í v e l  quando  : 

q ( t )  > O - w( t )=W , o u  s e j a ,  s ó  s e  p e r m i t e  v e r t i m e n t o  se  

o  r e s e r v a t õ r i o  e s t i v e r  c h e i o .  

q ( t + )  = q ( t )  , o u  s e j a ,  q ( * )  é c o n t í n u a  à d i r e i t a  

7 E s t r a t - é g i a  u  : [ t O , T )  --t R+ 

 unção q u e  a s s o c i a  a  c a d a  i n s t a n t e  t do p e r í o d o  de 

p l a n e j a m e n t o  um c o n t r o l e  u ( t )  . 

8 Equação de T r a n s i ç ã o  de E s t a d o  : 

Dados um i n s ' t a n t e  t l  E [ t o , T )  e o  e s t a d o  do s i s t e -  

ma n e s t e  i n s t a n t e ,  o ( t l ) = w l  , o  e s t a d o  do s i s t e m a  em q u a l q u e r  i n s -  

t a n t e  t E [ t , , T )  é dado p e l o  b a l a n ç o  de f l u x o  a f l u e n t e  e  e f l u e n t e  

do  r e s e r v a t ó r i o  p a r a  cada i n s t a n t e  e n t r e  t l  e  t . Ou s e j a :  . t 

Chama-se t r a j e t õ r i  a  g e r a d a  p o r  uma e s t r a t é g i a  u'(,) 

e  um v e r t i m e n t o  q ( . )  a  p a r t i r  de um e s t a d o  i n i c i a l  o ( t O ) = w o  , 



a  uma f u n ~ á o  que  a s s o c i a  a  c a d a  i n s t a n t e  t E [ t O , T )  o  e s t a d o  

w ( t )  do s i s t e m a ,  o b t i d o  p e l a  equação  de t r a n s i ç ã o  ( 8 ) .  P a r a  o 

i n s t a n t e  f i n a l  t = T  , w ( T )  = l i m  w ( t )  . 
t-+T 

Uma t r a j e t ó r i a  w é v i á v e l  s e  : 

10 ~ s t r a t ê ~ i a  a d m i s s i v e l  a  p a r t i r  do  p a r  ( w n , t n )  : 

Uma e s t r a t é g i a  u ( . )  6 a d m i s s i v e l  a  p a r t i r  de um 

e s t a d o  i n i c i a l  wo em t = t O  , o u  s e j a ,  a  p a r t i r  do p a r  ( w o , t 0 ) ,  

se  : 

( i )  u ( . )  C o n t Í n u a  à d i r e i t a ,  i!:.e. ( t E [ t O , ~ ) ) ,  ~ ( t )  = u ( t + )  

( i i )  os c o n t r o l e s  s ã o  v i á v e i s ,  i . e .  ( v t E [ t O . T ) ) ,  O 2 u ( t ) < d ( t )  

( i  i i )  3 q : [ t O Y T )  -=+ R+ a d m i s s l ' v e l ,  t a l  que a  t r a j e t ó r i a  g e r a  -L- 

da p o r  (u ,q )  a  p a r t i r  d e  w o  e v i á v e l .  

( i v )  o  e s t a d o  f i n a l  a l c a n ç a d o  é w ( ~ )  2 WT . 

1 1  C u s t o  de um c o n t r o l e  c  : IR+ I R +  

u  t--t c ( u )  

C u s t o  i n s t a n t â n e o  a s s o c i a d o  ao n í v e l  de g e r a ç ã o  ter - 
m i c a  ( p o t ê n c i a  t e r m o e l é t r i c a )  e s p e c i f i c a d o  p e l o  c o n t r o l e  u  E IR' . 

12 C u s t o  m a r g i n a l  de  um c o n t r o l e  /2/ : R+ + IR 

D e f i n e - s e  c u s t o  m a r g i n a l  de um c o n t r o l e  u o  E R 



como : 

$ ( . )  é o  c u s t o  m a r g i n a l  a s s o c i a d o  ao n i v e l  de  g e r a -  

+ 
ç ã o  t é r m i c a  u  E IR . Supõe-se q u e  $ é c o n t i n u a  5 e s q u e r d a  e  

c r e s c e n t e  ( n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e ) ,  com um n 2  

mero  f i n i t o  de  d e s c o n t i n u i d a d e s .  O c u s t o  m a r g i n a l  do  c o n t r o l e  u o  

c o r r e s p o n d e  ã d e r i v a d a  à e s q u e r d a  do c u s t o  de g e r a ç ã o  de p o t ê n c i a  

p a r a  o  n i v e l  " o  ' 

13 > O : Taxa d e  d e s c o n t o s  a p l i c a d a  ao c a p i t a l  g a s t o  na  g e r a ç ã o  do 

s i s t e m a  

1 4  C u s t o  de uma e s t r a t é g i a  u ( . )  C ( u )  : 

C u s t o  t o t a l  d e c o r r e n t e  da adoção  de uma e s t r a t é g i a  de 

o p e r a ç ã o  u ( a ) ,  c o n s i d e r a n d o  d e s c o n t o  : 

D e f i n e - s e  a g o r a  o  p r o b l e m a  c o n t í n u o  de p l a n e j a m e n t o  

a  l o n g o  p r a z o  do s i s t e m a  a s s i m  m o d e l a d o  : 

15 P r o b l e m a  

C o n h e c i d o s  d .  x .  , W T ,  wo,  t o  e  T , e n c o n t r a r  

uma e s t r a t é g i a  de g e r a ç ã o  a d m i s s i v e l  ( a  p a r t i r  d e  ( w O 9 t 0 )  de 

c u s t o  m i n i m o  e n t r e  t a i s  e s t r a t é g i a s  : 



C ) )  = m i n C ( u ( )  / u a d m i s s f v e l  a  p a r t i r  de  ( w o , t 0 ) 3  

Uma e s t r a t é g i a  que  s a t i s f a ç a  a e s t a s  c o n d i ç õ e s  é d i -  

t a  Ó t i m a  de o p e r a ç ã o  do s i s t e m a .  

16 D e m o n s t r a - s e  em / 1 /  a  e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  d e  s o -  

l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  a c i m a ,  com h i p Õ t e s e s  m a i s  g e r a i s  do q u e  a s  

a d m i t i d a s  n e s t e  t r a b a l h o .  

A 

17  ~ s t r a t ê g i a  Ó t i m a  u  a  p a r t i r  de  ( w , t )  E [ O , W ~ X [ ~ ~ , T )  : 
w , t  

E uma e s t r a t é g i a  de o p e r a ç ã o  a d m i s s f v e l  que  r e s o l v e  

o  p r o b l e m a  p r o p o s t o  em ( 1 5 )  a  p a r t i r  de ( w , t ) ,  onde  w 6 o  e s t a -  

do do  s i s t e m a  n o  i n s t a n t e  t . 

18 S e r ã o  a p r e s e n t a d o s  a  s e g u i r  a l g u n s  lemas,  que  f o r a m  

d e m o n s t r a d o s  em /, e  q u e  r e l a c i o n a m  o  v e r t i m e n t o  q ( . )  e a  ge- 

r a ç ã o  u ( . )  de uma t r a j e t õ r i a  v i á v e l  w ( . )  , m o s t r a n d o  que o  c o -  

. n h e c i m e n t o  de u ( . )  é s u f i c i e n t e  p a r a  d e f i n i r  p e r f e i t a m e n t e  o  v e r  

t i m e n t o  q ( . )  . 

19 Lema 1 : h /  

Suponha-se c o n h e c i d o  o  p a r  (wO,t,,), e  a s  f u n ç õ e s  

q ( . )  e  u ( . )  t a i s  q u e  : 

- a  t r a j e t õ r i a  w g e r a d a  p o r  ( u , q )  é v i á v e l  ; 

- a f u n ç ã o  u  é c o n t i n u a  à d i r e i t a  . 
Nesse c a s o ,  a  c u r v a  q ( . )  é a d m i s s i v e l  se  e  s ó  s e  

( 'd t E [ t O , ~ ) )  



20 Lema 2 :  / 2 /  

S e j a  u ( . )  e s t r a t é g i a  Õ t i m a  a  p a r t i r  de ( w o , t 0 )  e  

q ( . )  v e r t i m e n t o  a s s o c i a d o .  

~ n t ã o  : 

( v  t E [ t O , T ) )  ( q ( t )  > O 4 u ( t )  = O ) 

21  Lema 3 : / 2 /  

S e j a  o ( . )  uma t r a j e t ó r i a  g e r a d a  p o r  uma e s t r a t ê g i a  

ó t i m a  u ( . )  a  p a r t i r  de  ( w o , t 0 ) .  E n t ã o  

A A 

2 2  ~ r a j e t õ r i a  Õ t i m a  w w a t  g e r a d a  p o r  uma e s t r a t g g i a  Õ t i m a  u w - t  a  

Com b a s e  nos  r e s u l t a d o s  e n u n c i a d o s  em ( 1 . 9 ) ~  ( 2 0 )  e  
A 

( 2 1 ) ,  a  t r a j e t õ r i a  Õ t i m a  g e r a d a  p o r  uma e s t r a t é g i a  ó t i m a  u  a  
A 

w , t  

p a r t i r  de  ( w , t )  é a  t r a j e t õ r i a  g e r a d a  p o r  u  e  p e l o  v e r t i  - 
w , t  

C 

m e n t o  q ( . )  , ú n i c o ,  a s s o c i a d o  a  u  , c o n f o r m e  ( 1 8 ) .  
w , t 

23 C u s t o  de uma e s t r a t é g i a  Õ t i m a  de o p e r a ç ã o  u ( . )  a  p a r t i r  de ( w , t )  

Dado ( w , t )  E [o ,w)  x [ t O , ~ )  , d e n o t a - s e  p o r  C ( w , t )  

o  c u s t o  de uma e s t r a t ê g i a  Ó t i m a  a  p a r t i r  de  ( w , t )  . 



F i c a  a s s i m  d e f i n i d o  o  p r o b l e m a  c o n t i n u o .  Na p r 8 x i -  

ma s e ç ã o  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  a lgumas  d e f i n i ç õ e s  e  um t e o r e m a  de c o n  - 
d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  de o t i m a l i d a d e .  

Seção 2 :  C O N D I Ç Õ E S  N E C E S S A R I A S  E SUFICIENTES D E  OTIMALIDADE -- 

2 4  I n i c i a l m e n t e  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  n e s t a  seção  a lgumas  

d e f i n i ç õ e s .  Em s e g u i d a  s e r á  e n u n c i a d o  um t e o r e m a  d e , c o n d i ç Õ e s  n e -  

c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  de o t i m a l i d a d e  de uma e s t r a t é g i a ,  o  q u a l  

se  e n c o n t r a  d e m o n s t r a d o  em / 1 /  . E s t a s  c o n d i ç õ e s  são b a s t a n t e  g e -  

r a i s ,  f o r n e c e n d o  um mêtodo  g r á f i c o  de r e s o l u ç ã o  do p r o b l e m a .  

25  I n s t a n t e  C a r a c t e r í s t i c o  t i  E [ t O , ~ ]  

Um i n s t a n t e  t i  6 d i t o  i n s t a n t e  c a r a c t e r í s t i c o  de 

uma dada t r a j e t ó r i a  w ( . )  s e  n o  r e f e r i d o  i n s t a n t e  a  t r a j e t ó r i a  a -  

t i n g e  um dos l i m i t e s  de a rmazenamento .  A lem d i s s o ,  t i  6 um i n s -  

t a n t e  c a r a c t e r i s t i c o  se  é i n s t a n t e  i n i c i a l  o u  f i n a l .  

Ou s e j a ,  t i  ê um i n s t a n t e  c a r a c t e r i s t i c o  se  uma 

das s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  é s a t i s f e i t a  : 

( i )  t .  = O 
I 

( i i )  t i  = T  

( i i i )  o ( t i ) = O  e  3 6 > O t a l  que '$t E [ t i - 6 , t i ) ,  w ( t ) > 0  

( i") w ( t i )  = W e  3 6  > 0  t a l  que b L t  E [ t i - & , t i ) ,  u ( t ) < W  



+ 
26 -- I n t e r v a l o s  c a r a c t e r Í s t i c o s  A t i  -Ç R 

Um i n t e r v a l o  c a r a c t e r i s t i c o  é um i n t e r v a l o  a b e r t o  à 

d i r e i t a ,  f e c h a d o  à e s q u e r d a ,  e n t r e  d o i s  i n s t a n t e s  c a r a c t e r i s t i c o s  

c o n s e c u t i v o s ,  o u  s e j a  : 

dados d o i s  i n s t a n t e s  c a r a c t e r i s t i c o s  t i ,  t j  , 

[ t i , t j )  é i n t e r v a l o  c a r a c t e r i s t i c o  s e  : 

$ t E ( t i  , r j )  t a l  que  t é i n s t a n t e  c a r a c t e r i s t i c o  

G r a f i c a m e n t e ,  t em-se  : 

s e r á  f o r m u l a d o  a  s e g u i r  um t e o r e m a  q u e  e s t a b e l e c e r ;  

c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  de o t i m a l i d a d e  de uma e s t r a t é -  

g i a ,  c u j a  d e m o n s t r a ç ã o  s e  e n c o n t r a  em / I / .  



S e j a m  ( w 0 , t 0 )  p a r  e s t a d o - e s t á g i o ;  u  e s t r a t é g i a  a d m i s  - 
s í v e l  a  p a r t i r  de ( w 0 , t 0 )  ; q v e r t i m e n t o  a d m i s s i v e l  a  u  e  w 

e s t r a t é g i a  g e r a d a  p o r  ( u , q ) .  

Uma e s t r a t é g i a  u  a  p a r t i r  de ( w o , t 0 )  é Ô t i m a  se e  

f 
s 6  s e  e x i s t e  P. : [úO,~ ]  -+ R c o n t í n u a  ã d i r e i t a  , t a l  que o  p a r  

( p , u )  s a t i s f a z  5s  c o n d i g õ e s  a  s e g u i r :  

C N S O  : C o n d i ç õ e s  N e c e s s á r i a s  e S u f i c i e n t e s  de O t i m a l i d a d e  : 
P 

Dados t l , t2  E [ t O , ~ ]  , t l  c t 2  

2 9 O t e o r e m a  a p r e s e n t a  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  

de  o t i m a l i d a d e  de uma e s t r a t é g i a  u(.) , g a r a n t i n d o  a  e x i s t ê n c i a  

de uma f u n ç ã o  p ( . )  com a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r í s t i c a s  : 



- p ( . )  ê c r e s c e n t e  e n q u a n t o  o  r e s e r v a t ó r i o  não a t i n g e  o  1 i m i t e  

i n f e r i o r  de a rmazenamen to  e  é d e c r e s c e n t e  e n q u a n t o  não a t i n g e  

o  l i m i t e  s u p e r i o r .  P o r t a n t o ,  p ( . )  c o n s t a n t e  e x c e t o  quando  

o s  l i m i t e s  d e  a rmazenamen to  s ã o  a t i n g i d o s ,  podendo a u m e n t a r  se  

o  s u p e r i o r  é a t i n g i d o  e  d i m i n u i r  s e  o i n f e r i o r  a t i n g i d o .  

- P a r a  um dado i n s t a n t e  de tempo t , o  v a l o r  do c u s t o  m a r g i n a l  

de  g e r a ç ã o  t é r m i c a  d e s c o n t a d o ,  $ ( u ( t ) ) e  - B t  , é 1 i m i t a d o  s u p e -  

r i o r m e n t e  p e l o  v a l o r  de  p  no  i n s t a n t e  t . Se a  g e r a ç ã o  t ê r  - 
m i c a  ê e s t r i t a m e n t e  menor do q u e  a  demanda no  i n s t a n t e  t ,  o  

+ - B t  
v a l o r  do c u s t o  m a r g i n a l  à d i r e i t a  da  g e r a ç ã o  t é r m i c a , $ ( u ( t )  ) e  

é l i m i t a d o  i n f e r i o r m e n t e  p e l o  v a l o r  de p  no i n s t a n t e  t . Em 

o u t r a s  p a l a v r a s ,  p ( t ) e  - B t  d e v e  e s t a r  e n t r e  o s  v a l o r e s  do c u s  - 
t o  m a r g i n a l  à e s q u e r d a  e  à d i r e i t a  de  u ( t ) .  

- p ( . )  s a t i s f a z  à s e g u i n t e  c o n d i ç ã o :  se  num dado i n s t a n t e  t 

o  v e r t i m e n t o  ê n ã o  n u l o ,  e n t ã o  o  v a l o r  de p  n e s t e  i n s t a n t e  é 

n u l o ,  e  se  o  v a l o r  de p  6 não  n u l o ,  e n t ã o  o  v e r t i m e n t o  n u -  

l o  ( c o m p l e m e n t a r  i d a d e ) .  

- p ( . )  s a t i s f a z  à c o n d i ç ã o  t e r m i n a l :  p ( T ) l w ( T ) - w T } =  0 , o u  s e  

j a  , p  é t a l  q u e  se  no i n s t a n t e  f i n a l  T  a  t r a j e t ó r i a  w 5 

t i n g i r  um e s t a d o  s u p e r i o r  a  W T ,  e n t ã o  o  v a l o r  de p  6 n u l o  

em T . 



s e ç ã o  3 : O VALOR DA Ã G U A  

N e s t a  s e ç ã o  s e r á  i n t r o d u z i d a  a  d e f i n i ç ã o  d e  v a l o r  da i- 

gua e  s e r ã  a p r e s e n t a d o  um t e o r e m a  q u e  r e l a c i o n a  a  c u r v a  d e  v a l o r  

da  á g u a  com a s  c u r v a s  p ( . )  a s s o c i a d a s  ã p o l f t i c a  Ó t i m a  c o n f o r m e  

a s  c o n d i ç õ e s  f o r m u l a d a s  n o  t e o r e m a  ( 2 7 ) .  

3Q ~ e f i n i ~ ã o  : V a l o r  da  ã g u a  

D e f i n e - s e  v a l o r  d e  á g u a  n o  p o n t o  (wt , t )  E [ 0 , ~ ) x [ t ~ , T )  

como o  s i m é t r i c o  d o  v a l o r  da d e r i v a d a  à d i r e i t a  d a  f u n ç ã o  c u s t o  d e  

uma e s t r a t é g i a  Õ t i m a  d e  o-pe.raçáo a  p a r t i r  de  ( w t , t )  em r e l a ç ã o  ã 

v a r i á v e l  d e  e s t a d o  , w  , n o  p o n t o  ( w t , t )  , i s t o  é 

a C 
v ( w t , t ) =  - - + ( w t , t )  C ( w t , t )  d e f i n i d o  em ( 2 2 )  

a w  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o v a l o r  da ã g u a  e x p r i m e  o  d e c r e s c i -  

mo n o  c u s t o  da  e s t r a t é g i a  Õ t i m a  a  p a r t i r  d e  ( w t , t )  . s e  o  v o l u m e  

d o  r e s e r v a t ó r i o  f o r  a c r e s c i d o  d e  uma " u n i d a d e " .  

3 2  Q u a n d o  wt = W , a  d e r i v a d a  d i r e i t a  em (w , t )  n ã o  e s  t - 
t ã  d e f i n i d a .  P a r a  e s t e  c a s o  o  v a l o r  d a  ãgua  s e r á  d e f i n i d o  com b a -  

s e - n o  t e o r e m a  ( 3 3 )  q u e  s e r 5  e n u n c i a d o  a  s e g u i  r ,  e q u e  r e l a c i o n a  o 

v a l o r  d a - ã g u a  p a r a  a  t r a j e t ó r i a  Ó t i m a  num dado  i n s t a n t e  t com v a  - 
l o r e s  d a s  f u n ç õ e s  p a s s o c i a d a s  p o r  ( 2 8 )  ã e s t r a t é g i a  ó t i m a  a  p a r  - 
t i r  d e  ( w t , t ) .  



3 3  Teorema : 

S e j a  ( w , t )  E [ o , w )  x [ t O , ~ ] -  

* 

S e j a  u = u  , e ç t r a t ê g i a  j t i m a  a  p a r t i r  de ( w , t )  ( 1 7 )  , e  
w,f- - 

w = w  a  t r a j e t õ r i a  Õ t i m a  g e r a d a  p o r  u  a  p a r t i r  de ( w , t )  ( 2 2 ) .  
w , t  

S e j a  P  = C p ( . )  / ( p , u )  s a t i s f a z e n d o  5 s  C N S O  ( 2 9 ) )  

3 4  ~ n t ã o  : v ( w t , t )  = m i n  p ( t )  
PEP 

O t e o r e m a  a c i m a  e n u n c i a d o  , a f  i rma que o  v a l o r  da água as  - 
saciado ao p a r  ( w , t )  , w # W i g u a l  ao  menor d e n t r e  o s  v a l o r e s  

n o  p o n t o  t das f u n ç õ e s  p  que s a t i s f a ç a m  ( 2 8 ) .  

A p a r t i r  das  c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  em ( 3 2 ) ,  com b a s e  no 

t e o r e m a  ( 3 3 ) ,  d e f i n e - s e  o  v a l o r  da ãgua n o  p a r  (W, t )  como sendo :  

3 5 v ( ~ , t )  o m i n  p ( t )  
PEP 

F d e f i n i d o  em ( 3 3 )  p a r a  w = W . 

Cumpre o b s e r v a r  q u e  o  v a l o r  o b t i d o  p a r a  o  v a l o r  da água 

u t i l i z a n d o  a  d e f i n i ç ã o  ( 3 5 )  p a r a  w=V c o i n c i d e  com o  v a l o r  o b t i d o  

c o n s i d e r a n d o  o  l i m i t e  do v a l o r  da ãgua quando o  v o l u m e  do r e s e r v a -  

t ó r i o  t e n d e  ao v o l u m e  m ~ x i m o ,  ou s e j a ,  l i m  v ( w , t )  = v ( W , t )  , e x c e  - 
w+W 

t o  em c a s o s  p a r t i c u l a r e s  / I /  . 



s e j ã o  4 : A E S T R A T E G I A  ÕTIMA - TEOREMAS 

N e s t a  s e ç ã o  s e r ã o  d e m o n s t r a d o s  a l g u n s  t e o r e m a s ,  u t i l i z a  - 
d o s  n o s  capitulas s u b s e q u e n t e s ,  a p ó s  a  d i s c r e t i z a ç ã o  d o  p r o b l e m a  

c o n t í n u o ,  e f e t u a d a  n o  c a p í t u l o  s e g u i n t e .  E s t e s  t e o r e m a s  r e l a c i o  - 
nam a  e s t r a t é g i a  Ó t i m a  u  com a s  f u n ~ õ e s  p q u e  s a t i s f a z e m  com 

u  à s  CNSO ( 2 8 )  , e  com o  v a l o r  d a  á g u a  ( 3 9 )  a s s o c i a d o  ã t r a j e t õ  - 
r i a  Õ t i m a .  

O s  t e o r e m a s  ( 3 7 )  e  ( 4 5 )  c a r a c t e r i z a m  um p a r  ( p , u )  q u e  

s a t i s f a ç a  à s  C N S O  ( 2 8 ) .  O t e o r e m a  ( 4 5 )  p o s s u i  um c o r o l á r i o  i m p o r -  

t a n t e  ( 5 7 )  q u e  m o s t r a  q u e  a  c u r v a  d e  v a l o r  d a  á g u a  v ( .  , t )  é d e  - 
c r e s c e n t e  com w . O t e o r e m a  ( 5 8 )  a p r e s e n t a  um r e s u l t a d o  f u n d a  - 

m e n t a l ,  r e l a c i o n a n d o  uma f u n ç ã o  p , q u e  s a t i s f a z  com u  5 s  C N S O  

( 2 8 ) ,  com o  v a l o r  da á g u a  a s s o c i a d o  5 t r a j e t õ r i a  Õ t i m a .  

O p r i m e i r o  t e o r e m a  a f i r m a  q u e  s e  o  n Í v e 1  do r e s e r v a t õ  - 
r i o  n ã o  a t i n g e  o  l i m i t e  i n f e r i o r  d e  a r m a z e n a m e n t o  num d e t e r m i n a d o  

i n t e r v a l o  I , e n t ã o  um p a r  ( p ,u )  q u e  s a t i s f a ç a  ã s  C N S O  ( 2 5 )  t e m  

a  s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e :  em c a d a  i n s t a n t e  t E I a  g e r a g ã o  t e r m o e  - 
l é t r i c a  u ( t )  assume o  m a i o r  v a l o r  p o s s i v e l  a  c u s t o  m a r g i n a l  n ã o  

s u p e r i o r  a  p ( t )  , com a  r e s t r i ç ã o  d e  s a t i s f a ç ã o  da  demenda.  Ou 

s e j a  : 

No c a s o  em q u e  u  t i v e r  a  p r o p r i e d a d e  a c i m a  d e s c r i t a  , 



d i z - s e  q u e  u  6 g e r a d o  p e l a  f u n ç ã o  p ( . )  n o  i n t e r v a l o  I , e  d e n o  - 
t a - s e  p o r  u p ( . ) .  Se p  ê c o n s t a n t e  em I , o u  s e j a ,  ( v t E I )  

p ( t )  = v  , d i z - s e  q u e  u é g e r a d o  p e l o  v a l o r  v n o  i n t e r v a l o  I ,  

d e n o t a n d o - s e  p o r  u v ( . ) .  

Nos t e o r e m a s  a  s e g u i r  u t i l i z a - s e  a  n o t a ç ã o  i n t r o d u z i d a  

em ( 1 7 )  e  ( 2 2 ) .  

3 7  T e o r e m a  : 

C o n s i d e r e - s e  o  p r o b l e m a  (1  5 ) .  

e e 

Se jam:  ( w , r )  E [o,w] x [ t O , T ]  ; u = u ; w = w  
w , T  W , T  ' 

p ( . )  uma f u n ç ã o  ( 2 7 )  q u e  s a t i s f a z  com u  ã s  CNSO ( 2 8 )  ; 

u  ( 3 6 ) .  
P  

N e s t e  c a s o  : t E [ T , T )  

~ e m o n s  t r a ç ã o  : 

39 P e l a s  C N S O  ( 2 8 i )  t e m - s e  q u e  : 

( b/ t E [ T ~ T ) )  ~ ( t )  ) $ J ( u < t > > e  
- B t  

P o r t a n t o  : ( t E [ T . T ) )  ~ ( t )  - u p ( t )  

4 0  P e l a s  CNSO ( 2 8 i i )  / p a r a  t E [ t g , T )  com u ( t )  < d ( t )  t e m - s e  : 

~ ( u ( t ) + ) e - ' ~  - > p ( t )  

S u p o n h a - s e  p o r  a b s u r d o  q u e  (3 a E: [ - c ,T ) )  s a t i s f a z e n d o  : 



Da d e f  i n i G ã o  de u  t e m - s e :  u ( o )  d  ( a )  
P  

4  1 P e l a  c o n t i n u i d a d e  d i r e i t a  de  u ,  d, e  w t e m - s e  que  

3 5  > O , 6 > O , s a t i s f a z e n d o  

Da d e f i n i ç ã o  de  u ( 3 6 )  e de ( 4 1 ) ,  t em-se  : 
P 

P o r  ( 4 1 )  t e m - s e  ( bi t E ( 0 , 0 + 5 ) )  w ( t )  > O . 
P o r  ( 2 8 i )  t em-se  ( v  t E ( o , u + s ) )  p ( t )  t p ( ú )  

Como B > O , v a l e  : ( v  t ~ ( a , a + ~ ) )  e  - " c  e  - 6 0  

Donde: ( t E ( o , õ + [ ) )  $ ( u ( t ) + 6 ) e  - B t  < p ( t )  , c o n t r a d i z e n d o  

( 4 0 )  e  p r o v a n d o  ( 3 8 ) .  

cq  d 

E s t e  t e o r e m a  p o s s u i  um c o r o l á r i o  i m p o r t a n t e  que  s e r á  d e m o n s t r a d o  a  ' 

s e g u i r .  O c o r o l ã r i o  a f i r m a  q u e  s e  o  n i v e l  do r e s e r v a t õ r i o  n ã o  a t i n  - 

ge o  l i m i t e  i n f e r i o r  de a rmazenamen to  num d e t e r m i n a d o  i n t e r v a l o  I ,  

e n t ã o  q u a l q u e r  e s t r a t é g i a  Ô t i m a  6 c r e s c e n t e  n e s t e  i n t e r v a l o .  

Nas c o n d i ç õ e s  do t e o r e m a  ( 3 7 ) ,  c o n s i d e r e - s e  

t l  , t2  E [ T , T )  t a i s  q u e  t l  < t 2  e  ( IJ t E [ t l , t 2 1 )  ~ ( t )  > O . 
4 3  ~ n t ã o  : u ( t 2 )  > u ( t l )  



Demonst r a ~ ã o  : 

É c o n s e q u ê n c i a  do t e o r e m a  ( 3 7 ) .  

De f a t o ,  c o n s i d e r e - s e  t l  e  t 2  como em ( 4 2 ) .  

P o r  h i p ó t e s e  ( v t  E [ t l , t 2 ] )  ~ ( t )  > O 

‘ 4 4 p o r  ( 3 7 )  ( V t E [ t l  , t 2 3 )  ~ ( t )  = u p ( t )  

P o r  ( 2 8 i )  tem-se que  p  é c r e s c e n t e  em [ t l i t 2 ] -  Logo ,  P ( $ ) . ( P ( ~ ~ )  

P o r  h i p ó t e s e  u ( t l )  2 d ( t 2 )  A s s i m :  

u ( t l )  = U P ( t l )  

= max{u  E IR / I/J ( u ) e  .- < p ( t l ) ,  u  5 d ( t l ) }  

< m a x { u ~  IR / + ( u )  e  -Bt l  - < p ( t l )  , u  - d ( t 2 ) I  

< max{u  E R / $ ( u ) e  - -' t2 e - B ( t l - t 2 )  - < p ( t 2 )  , u 5 ci(t2)} 

= u  ( t 2 )  
P  

= u ( t 2 )  , p o r  ( 4 4 ) .  

O t eo rema ( 4 5 )  d e m o n s t r a d o  a  s e g u i  r compara e s t r a t é -  

g i a s  ó t i m a s  p a r t i n d o  de e s t a d o s  d i f e r e n t e s  n o  mesmo i n s t a n t e  de tem - 
po.  O t e o r e m a  m o s t r a  q u e ,  sob  d e t e r m i n a d a s  c o n d i ç õ e s ,  5 m e d i d a  que  

o  vo lume do r e s e r v a t õ r i o  d e c r e s c e ,  a  e s t r a t é g i a  Ó t i m a  c r e s c e ,  bem 

como o  v a l o r  de  a lguma f u n ç ã o  p  que  s a t i s f a z  com a  e s t r a t é g i a  Ô t i  

ma à s  C N S O  ( 2 8 ) .  



4 5  Teo rema  : 

Y 

S e j a m  : T E [ t o , T )  ; w1 ,w2 E Io,w] i 

p l  e  p 2  f u n ç õ e s  t a i s  q u e  ( p l  , u 1 )  e  ( p 2 , u 2 )  s a t i s f a  - 
çam 2 s  C N S O  ( 2 8 ) .  

N e s t a s  c o n d i ç õ e s  , s e  w1 > w e  v ( w ~ , T )  > O , e n t ã o  2  

- - 
4 7  ( i i )  e x i s t e m  f u n F Õ e s  p l  e p 2  t a i s  q u e  : 

( a )  ( p l  , u 1 )  3 ( P 2 , u 2 )  s a t i s f a z e m  ã s  C N S O  ( 2 8 )  

D e m o n s t r a ç ã o  : . 

( i )  P r o v e - s e  i n i c i a l m e n t e  ( 4 6 )  

( 4 6 )  é s a t i s f e i t a .  . 

De f a t o ,  como W ,  > w e o 1  ( . )  # 0 2 ( . )  , p e l a  c o n t i n u i d a d e  2  

d e  m 1  e u2 t e m - s e  q u e  : 

( v  t E [ T , T ] )  o l ( t )  > 0 2 ( t )  

Logo ( V  t E [ T , T ] )  w l ( t )  > O e  u l ( ~ )  > wT 



Da c o n d i ç ã o  ( 2 8  i v )  , p l  ( T )  = O . De ( 2 8 i ) ,  p l  é c r e s c e n t e  

em [ T , T ]  e  p o r t a n t o  p l  ( r )  5 p 1  ( T )  = 0 

Mas p 2  ( T )  ) v  (w2 , T )  > O . L o g o  p  ( T )  > p  T , de rnons t  r a n  - 

d o  ( 4 9 ) .  

Se w 1  e  w 2  t ê m  p o n t o  em comum, e n t ã o  ( 4 6 )  ê s a t i s f e i t a .  

De f a t o  : 

5 1  S e j a  n = m i n { t  E [ T , T ]  / o l  ( t )  = w 2 ( t ) 1  . A e x i s t ê n c i a  de  n 

6 g a r a n t i d a  p e l a  c o n t i n u i d a d e  de  w l  e  w 2  . 

Como w1 > w2 , t e m  s e  n # 5- . 
5 2  Como w ,  e  w 2  s ã o  c o n t f n u a s :  ( )$ t E [ T , Q ) )  O 5 0 2 ( t ) < w ,  (t):-~. 

P e l a s  C N S O  ( 2 8 i )  t e m - s e  p 1  c r e s c e n t e  e  p 2  d e c r e s c e n t e  em 

[ ~d .  

53 P r o v e - s e  q u e  p 2  ( - c )  > p, ( T ) .  

S u p o n h a - s e  p o r  a b s u r d o  q u e  p l , ( ~ )  L p 2  (T) 

> u 2 ( t )  , p o r  ( 2 8 i i )  - 



P o r  ( 1 9 )  e  ( 5 2 ) ,  t e m - s e  q u e  o  v e r t i m e n t o  q 2  , a s s o c i a d o  a  w 2  

é n u l o  em L T , ~ ) .  

O v e r t i m e n t o  q 1  a s s o c i a d o  a  w 1  é n u l o  em T , ,  p o i s  : 

( V t  E [ T , v ) )  p l ( t )  L P , ( T )  

> p 2 ( ~ )  > 0 , p o r  ( 5 2 )  - 

e  p e l a  CNSO ( 2 8 i i i )  , p l  ( t ) - q ,  ( t )  = O . 

P o r t a n t o  a  equação  de t r a n s i ç ã o  ( 8 )  f o r n e c e  : 

A s s i m  wl  (Q) > ~ ~ ( 0 )  , c o n t r a d i z e n d o  a  d e f i n i ç ã o  de ri ( 5 1 )  , 

p r o v a n d o  ( 5 3 )  , e  c o m p l e t a n d o  a d e m o n s t r a ç ã o  de ( 4 6 ) .  

( i  i )  P r o v e - s e  ( 4 7 )  : 

Se m 1  e  w 2  n ã o  têm p o n t o  em comum, o u  s e j a  : 

se  ( v t E [ T , T ] )  w l  ( t )  > w 2 ( t )  , tem-se ,  p o r  ( 4 6 1 ,  q u e  : 

Se ( 3  6  E [ T , T ] )  u1 ( 6 )  = ~ ~ ( 6 )  , c o n s i d e r e - s e  V d e f i n i d o  em ( 5 1 ) .  

P o r  ( 5 2 )  e  p e l a  u n i c i d a d e  da s o l u ç ã o  Ó t i m a ,  t em-se  : 



S e j a  o  E ( ~ , T J  o  p r i m e i r o  i n s t a n t e  c a r a c t e r í s t i c o  comum a  ("1 e 

u2 a  p a r t i r  d e  n  . 
- - 

C o n s t r u a - s e  p 1  e  p 2  da s e g u i n t e  m a n e i  r a  : 

Se ul ( o )  = W : 6,  ( t )  = p l  ( t )  t E - [t,~] 

i1 e  i2 s ã o  c r e s c e n t e s  em [ r , o ]  , s a t i s f a z e n d o  ( 2 8 1 ) .  

P ,  e  i2 s ã o  d e c r e s c e n t e s  em [r , o ] ,  s a t i s f a z e n d o  ( 2 8 1 ) .  

- - 
P e l a  c o n s t r u ç ã o  d e  p ,  e  p 2  a s  d e m a i s  c o n d i ~ õ e s  d e  

o t i m a l i d a d e  s ã o  t r i v i a l m e n t e  s a t i s f e i t a s ,  p r o v a n d o  ( 4 7 ) .  



( i i i )  P r o v e - s e  f i n a l m e n t e  ( 4 8 )  . 

55 Suponha-se p o r  a b s u r d o  que  ( 3 0 E [r , T ) )  ul  ( o )  > u2  ( o ) .  

S e j a  ri = m i n  { T } U { t  E [ T , T ]  / ~ , ( t )  = u q ( t ) 1  

~ n t ã o  : o  E r r , n )  

Ass im:  ( \d t E [ r , ~ ) )  ul ( t )  > w Z ( t )  

56 P o r  ( 4 6 )  t e m - s e :  ( t E [ r ,  p  t < p 2  ( t )  

E c l a r o  q u e  u 2 ( o )  < d ( o )  p o i s  u 1 ( o )  ( d ( o )  e  p o r  h i p ó t e s e  de 

a b s u r d o  (551 ,  ul  ( 0 )  > u 2 ( " )  

P o r  ( 2 8 i )  $ ( u 2 ( o ) + ) e  - 6 0  - , P, ( 0 )  

> p 1  ( o )  , p o r  ( 5 6 )  

P o r  h i p ó t e s e  de a b s u r d o  ( 5 5 )  : 

> $ ( u , ( o ) ) e  $ ( u l ( o ) ) e  - - @ a  

> p 1  ( 0 )  c o n t r a d i z e n d o  ( 2 8 i i )  . 
c q  d  

E s t e  t e o r e m a  p o s s u i  um c o r o l â r i o  i m p o r t a n t e  que  g a r a n  - 
t e  que ,  f i x a d o  um i n s t a n t e  de tempo t , a  c u r v a  de v a l o r  da ãgua 

v ( . , t )  d e c r e s c e n t e  em w , e  e s t r i t a m e n t e  d e c r e s c e n t e  em w 
--V- 

e n q u a n t o  não a s s u m i r  v a l o r  z e r o .  O U  s e j a , ,  ã med ida  que o  v o l u m e  

do r e s e r v a t ó r i o  aumen ta ,  o  v a l o r  da água  d i m i n u i .  



57  orol lá rio : 

=+ 

F i x a d o  t E  to,^] , a  c u r v a  d e  v a l o r  da água v ( . , t )  : [o ,w ]  - + I R  

e s t r i t a m e n t e  d e c r e s c e n t e  em p o n t o s  w com v ( w , t )  > O . 

D e m o n s t r a ç ã o  : 

E c o n s e q u ê n c i a  do t e o r e m a  ( 4 5 ) .  

De f a t o ,  c o n s i d e r e - s e  a  n o t a ç ã o  do t e o r e m a  ( 4 5 ) .  

P o r  ( 3 3 )  p o d e - s e  e s c o l h e r  p2  s a t i s f a z e n d o  p 2 ( t )  = v ( w 2 , t ) .  

P o r t a n t o  v ( w l  , t )  < v ( w 2 , t )  , o  que  d e m o n s t r a  ( 5 7 ) .  

c q d  

O  t e o r e m a  ( 5 8 ) ,  d e m o n s t r a d o  a  s e g u i r ,  c a r a c t e r i z a  o s  

v a l o r e s  da f u n ç ã o  p  num d e t e r m i n a d o  i n s t a n t e  T , em f u n ç ã o  do 

v a l o r  da ãgua p a r a  um dado n f v e l .  O t e o r e m a  a f i r m a  que q u a l q u e r  

f u n ç ã o  p ( . )  ( 2 8 )  a s s o c i a d a  ao p a r  ( w , ~ )  tem a s e g u i n t e  p r o p r i e  - 
dade:  o  v a l o r  de p  no i n s t a n t e  T & m a i o r  o u  i g u a l  ao  v a l o r  da 

água em ( w , r )  , v. , e  menor  o u  i g u a l  ao v a l o r  da ãgua à e s q u e r d a  
- - 

em ( w , ~ )  , v  = v  , - r .  R e c i p r o c a m e n t e ,  a  q u a l q u e r  v a l o r  
O 

- 
v '  E [v0,vO] pode  s e r  a s s o c i a d a  uma f u n ç ã o  p '  t a l  que ( p i  , i  ) 

w , t  

s a t i s f a z  ãs  C N S O  e  seu  v a l o r  no  p o n t o  T é v '  . A s s i m ,  se  w 

não  6 p o n t o  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  de v ( .  ,.c) t e m - s e ,  p a r a  q u a l q u e r  

p  , p ( r )  = v. . Se w é p o n t o  de d e s c o n t i n u i d a d e  de V ( . , T ) ,  pa -  

r a  q u a l q u e r  v a l o r  v '  no  i n t e r v a l o  de d e s c o n t i n u i d a d e  e x i s t e  uma 

f u n ç ã o  p '  t a l  que  p ' ( ~ )  = v '  . 



E s t e  t e o r e m a  pode  s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  dos r e s u l t a d o s  

a p r e s e n t a d o s  em / I / ,  mas em v i r t u d e  de sua i m p o r t â n c i a  p a r a  o  p r e -  

s e n t e  e s t u d o ,  s e r á  a q u i  d e m o n s t r a d o  s e p a r a d a m e n t e .  

58 Teorema 

Se jam:  ( w , r )  p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  w E ( o , w ] ,  T E CtO,T) ; 

u = u ; P = { P ( . ) / ( P , u )  s a t i s f a z  as  C N S O  ( 2 8 ) )  ( 2 8 )  
W , T  

- - 
V =  V(W,T)  , V = (W ,T) . 

N e s t e  c a s o :  { p ( r ) / p  E P l  = [ v , v - 1  



S e j a  p  E P ,  com p ( ~ )  = v .  

Como-w > 0 , t e m - s e  p o r  ( 4 5 i ) :  ( w E [ ~ , w ) ) ~ ( r )  2 v ( w l  , r )  

- 
E n t ã o :  p ( ~ )  2 v  

- 
Se v  = v  , p o r  ( 3 3 ) ,  ( 5 8 )  é e v i d e n t e m e n t e  v e r d a d e i r a .  

- 
R e s t a  a n a l i s a r  o  c a s o  v  > v  . P r o v a r  ( 5 8 )  e q u i v a l e  a  p r o v a r  que  

( \ d V  O E [v ,v-1)  (3 Po E P )  P O ( ~ )  E V O . 
* 

Sejam: w = w , e  p  t a l  q u e  ( p , u )  s a t i s f a z  5s  C N S O ,  com 
W , T  

p ( r )  = v  . 

- - 
Sejam p , u e  d e f i n i d o s  em [=,TI: 



P r o v e - s e  q u e :  ( t E [ ~ , t ~ ) ) ; ( t )  = ~ ( t )  , e  q u e  p o r t a n t o  ~ E P .  

Como (1$ t E [ - r , t l ) )  ~ ( t )  > O , t e m - s e  p o r  ( 3 7 ) :  ( # t  t [ ~ , t ~ ) )  

~ ( t )  = u p .  

A s s i m :  ( v  t E [ = , t l ) ) i ( t )  L u ( t )  

S u p o n h a - s e  p o r  a b s u r d o  q u e :  ( 3 >i E [ r , t l ) )  ;(>i) > u ( q )  

A 

Sejam:  w '  = w-5 ; u '  = 
' w '  ,T ; W '  = w W ' , T  e  p '  t a l  q u e  ( p i , u ' )  

s a t i s f a z  ã s  C N S O  com p '  ( T )  = v ( w ' , T )  = v '  . 



6 4  Como w '  < w , p e l a  u n i c i d a d e  da t r a j e t ó r i a  Ó t i m a ,  t e m - s e  : 

( v  t E [ r , t l ) )  ~ ' ( t )  z @ ( t )  

De f a t o ,  como p ' ( ~ )  2 v -  , p e l o  t e o r e m a  ( 3 7 ) ,  tem-se '  : 

P o r  ( 4 5 i  i i )  t e m - s e :  ( v t E [ r , t 2 ) )  u l  ( t )  2 ~ ( t )  

Como p '  ( r )  1. v' > v  - > O e  p t  c r e s c e n t e  em [ r , t 2 )  t e m - s e  

p e l a s  CNSO ( 2 8 i i i ) :  ( t c [ r , t2 ) )  q l ( t )  = O . 

Da equação  de  t r a n s i ç ã o  ( 8 )  t e m - s e :  ( v  ?-I E [ = , t 2 ) )  

w l ( r , )  = w - 5 + j ? - I ( u l  ( t ) + x ( t ) - d ( t ) - q '  ( t ) ) d t  
T 

- - 
P e l a  c o n t i n u i d a d e  de w '  e  w t em-se  : w '  ( t 2 )  2 w ( t 2 )  - 5 > 

> w ( t 2 )  c o n t r a d i z e n d o  ( 6 4 ) ,  e  p r o v a n d o  ( 6 2 ) .  



I 

S e j a  o o  p r i m e i r o  i n s t a n t e  c a r a c t e r í s t i c o  de w em ( T , T ] .  

P a r a  v  E ( v , v - )  , b a s t a  d e f i n i r  
o  

em [ T , T ]  da  s e g u i n t e  m a n e i -  
O 

Da d e f i n i ç ã o  de po d e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  que (po ,u )  s a t i s f a z  

t r i v i a l m e n t e  ã s  c o n d i ~ õ e s  ( 2 8 i ) ,  ( 2 8 i i i )  e  ( 2 8 i v ) .  R e s t a  v e r i f i -  

c a r  a  c o n d i ç ã o  ( 2 8 i  i ) .  

C O ~ O  V O E [v,v-j t e m - s e :  ( t f t  E [ r , t l ) )  u V - ( t )  - > u ( t )  2 u V ( t ) .  
v0  

P o r  ( 6 2 )  t em-se  : o$ t E [ ~ , t , ) )  u V - ( t )  = u V ( t )  = u ( t )  . 
A s s i m :  ( b ( t  E [ ~ , t , ) )  u (t) = u V ( t )  = ~ ( t )  , p r o v a n d o  que  

v. 

( 2 8 i i )  ê s a t i s f e i t a  em [ r , t , ) .  No i n t e r v a l o  [ t l , ~ ]  

( 2 8 i i )  é t r i v i a l m e n t e  s a t i s f e i t a ,  p o i s  o 5 t l  . 



O S  CONTROLES DISCRETOS 

Uma das  t é c n i c a s  empregadas p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  

e n u n c i a d o  n o  c a p i t u l o  1 1  ( 1 5 )  6 a  d i s c r e t i z a ç ã o  d o  tempo em e s t á  - 
g i o s .  E s t e  é um p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  na  p r á t i c a ,  onde ,  p a r a  o  c a -  

so  d e t e r m i n i s t i c o ,  c o n h e c e - s e  n o  p r i n c i p i o  de c a d a  mês uma p r e v i  - 
são  p a r a  a  demanda e  a  a f l u ê n c i a  d u r a n t e  o  r e f e r i d o  mês, a s s u m i n  - 
d o - s e  q u e  d u r a n t e  e s t e  mês demanda e  a f l u ê n c i a  p e r m a n e c e r ã o  cons  - 
t a n t e s .  C o n s i d e r a - s e  p o r t a n t o ,  d a q u i :  p o r  d i a n t e ,  a f l u ê n c i a  e  de -  

manda c o n s t a n t e s  e n t r e  d o i s  e s t ã g i o s  c o n s e c u t i v o s .  Segundo e s s a  

abordagem p o d e  h a v e r  m o d i f i c a ç ã o  n a  g e r a ç ã o  t é r m i c a  d u r a n t e  um 

mês, o  que  f o r n e c e  r e s u l t a d o s  m a i s  r e a l i s t a s  do q u e  uma d i s c r e t i z a  - 
ç ã o  que  l e v a s s e  em c o n t a  somente  a  g e r a ç ã o  t o t a l  d u r a n t e  c a d a  p e  - 
r í o d o .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  p r o b l e m a  que se  p r o p õ e  e s t u d a r  é c o n  - 
t i n u o ,  mas com c a r a c t e r i s t i c a s  d e  p r o b l e m a  d i s c r e t o ,  d e v i d o  à c o n s  - 
t â n c i a  da demanda e  a f l u ê n c i a  d u r a n t e  cada p e r i o d o .  

I n i c i a l m e n t e  o  c o n t r o l e  n o  k - é s i m o  e s t á g i o  s e r á  c o n -  

s i d e r a d o  como f u n ç ã o  c o n t i n u a  d e f i n i d a  e n t r e  o s  e s t á g i o s  k  e  k + l .  

A e s t e  c o n t r o l e  c o n t i n u o  n o  tempo a s s o c i a r - s e - á  um c o n t r o l e  i n d e  - 
p e n d e n t e  do tempo,  q u e  p e r m i t i r á  c o n s i d e r a r  o  p r o b l e m a  como d i s c r e  - 
t o  n o  tempo. A p a r t i r  do c o n t r o l e  d i s c r e t o  s e r á  p o s s i v e l  g e r a r  o  

c o n t r o l e  c o n t i n u o  i n i c i a l .  



s e ç ã o  1  ; O PROBLEMA PSEUDO-D I'SCRETO 

N e s t a  s e ç ã o  d i s c r e t i z a - s e  o  tempo em N + l  e s t á g i o s ,  

c o n s i d e r a n d o - s e  O L  p rob. lema c o n t í n u o  d e f i n i d o  em 1 1 . 1 5  como um 

p r o b l e m a  p s e u d o - d i s c r e t o ,  v i s t o  que  o  c o n t r o l e  i n i c i a l m e n t e  d e f i n i  - 
do p a r a  cada  e s t á g i o  s e r á  uma f u n ç ã o  c o n t i n u a  e n t r e  e s t á g i o s .  

Sejam: [ t o , T )  , W ,  WT , d e f i n i d o s  em 1 1 . 1  . 
Sejam: K = { O * ]  ,... , N l  , K* = {O, l  ,... , N - 1 1  

As p r i n c i p a i s  v a r i á v e i s  que c a r a c t e r i z a m  o  s i s t e m a  

- 
sao  : 

E s t a d o  n o  e s t á g i o  k  E K : wk 

Vo lume do r e s e r v a t 8 r i o  n o  i n s t a n t e  tk  , c o r r e s p o n  - 
d e n t e  ao e s t á g i o  k  . U m  e s t a d o  wk E R+ é v i á v e l  s e  O % k ~ W  . 

A a f l u ê n c i a  s e r á  c o n s i d e r a d a  c o n s t a n t e  p o r  e s t á g i o s ,  

i s t o  é:  ( t E [ tk,tk+,)) ~ ( t )  = x k  . 

Demanda n o  e s t á g i o  k  E K* : dk 

A demanda s e r á  c o n s i d e r a d a  c o n s t a n t e  p o r  e s t s g i o s  , 

o u  s e j a :  ( 1$ t E [ t i ,  tk+l)) d ( t )  = dk . 



4 C o n t r o l e  no e s t á g i o  k E K* ,: uk 

S e j a  uk  : [tk,tk+l ) * R+ c o n t í n u a  5 d i r e i t a .  

Um c o n t r o l e  no e s t á g i o  k E K* é uma f u n ç ã o  u  E U 
k 

k  
k  

onde U = { u : [ t  k,tk+l) =+ R+ / u  c o n t f n u a  2 d i r e i t a  1 

Um c o n t r o l e  uk  é v i á v e l  no e s t á g i o  k E K* se : 

( Y t  E [ t k , t k + l ) ) ,  O ' u k ( f ) . I d k  

~ e q u ê n c i a  de  c o n t r o l e s  ( u i )  i K* , u i  c o n t r o l e  no  

e s t á g i o  i E K* . 

6 E s t r a t é g i a  c o n t í n u a  r e s u l t a n t e  de uma e s t r a t é g i a  ( U ~ , . . . , U ~ - ~ )  : u  

~ u n ~ a Õ  d e f i n i d a  p o r  : 

7 Equação de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  

Dados o  e s t â g i o  k  E K* e  o  e s t a d o  do s i s t e m a  n e s t e  

e s t á g i o ,  w k  , o  e s t a d o  do s i s t e m a  n o  e s t á g i o  k + l  é dado p o r  : 

OU s e j a :  



o n d e  q  , d e f i n i d o  em 11.6 , é v e r t i m e n t o  a d m i s s i v e l .  

8 ~ s t r a t é g i a  a d m i s s í ' v e l  a  p a r t i r  de (wo, t0 )  : 

Uma e s t r a t é g i a  (u0,. . . , u ~ - ~  ) é a d m i s s i v e l  a  p a r t i r  

d e  ( w 0 , t o )  quando  a  e s t r a t é g i a  c o n t f ' n u a  r e s u l t a n t e  ( 6 )  f o r  a d m i s  - 
s i v e l .  

9 C u s t o  de um c o n t r o l e  u k  ; c k  

F U ~ Ç ~ O  c o n t  Í n u a  d e f i n i  da p o r  : 

onde  c ( u k ( t ) )  é o  c u s t o  i n s t a n t â n e o  a s s o c i a d o  ao  n f v e l  d e  g e r a  - 
ç ã o  u k ( t )  , e s p e c i f i c a d o  p e l o  c o n t r o l e  uk  n o  i n s t a n t e  t . 

10 C u s t o  de uma e s t r a t é g i a  (uo  ,..., u ~ - ~ )  a  p a r t i r  de  ( w o , t o ) :  C ( U )  

C u s t o  t o t a l  d e c o r r e n t e  da adoção  de uma e s t r a t é g i a  

de o p e r a ç ã o  u  = (uo,.  ,UN- l  ) , c o n s  i ' d e r a n d o  d e s c o n t o :  

As dema is  d e f i n i ç õ e s  são a n á l o g a s  5 s  a p r e s e n t a d a s  n o  

c a p i t u l o  I I p a r a  a  d e f i n i ç ã o  do p r o b l e m a  c o n t i n u o .  



11 P r o b l e m a  : 

w  W, W T ,  k  E K*,  dk ,  x k  , encon  - C o n h e c i d o s :  to,  o,  
I 

t r a r  uma e s t r a t é g i a  d e  o p e r a ç ã o  a d m i s s i v e l  u  = (Üo,.  . . , u ~ - ~  - 1  a  

p a r t i r  de  ( w o , t o ) ,  d e  c u s t o  m i n i m o  e n t r e  t a i s  e s t r a t é g i a s .  I s t o  

- 
e  : 

N -  1 
C(:) = m i n {  1 c k ( u k ) / ( u o ,  ... , u ~ - ~ )  a d m i s s i v e l  a  p a r t i r  de 

k =  1 
(wo , to )  F 

12 D e n o t a - s e  p o r  C(wK,k)  o  c u s t o  de uma e s t r a t é g i a  Õ t i m a  a  p a r t i r  

de  (wk ,k ) .  

F i c a  d e s t a  f o r m a  d e f i n i d o  o  p r o b l e m a  p s e u d o - d i s c r e t o .  

A c o n s t r u ç ã o  de um p r o b l e m a  r e a l m e n t e  d i s c r e t o  è q u i v a l e n t e  a  ( 1 1 )  

n e c e s s i t a  da s u b s t i t u i ç ã o  dos c o n t r o l e s  u y  , que  são  f u n ç õ e s ,  p o r  

c o n s t a n t e s  a  p a r t i r  das  q u a i s  o s  uk  possam s e r  c o n s t r u Í d o s .  O 

r e s t a n t e  do  c a p i t u l o  m o s t r a r a  como e s t e s  c o n t r o l e s  podem s e r  c o n s -  

t r u i d o s  a  p a r t i  r do c o n c e i t o  de v a l o r  da água.  



seção 2 : O S  LIMITES D E  ARMAZENAMENTO 

O p rob lema  fo rmu lado  em (1  1 )  não é d i s c r e t o  n o  tempo, 

v i s t o  que o  c o n t r o l e  u k  6 uma f u n ç ã o  do tempo. I n t e r e s s a  a g o r a  

r e d e f i n i r  o  c o n t r o l e ,  o b t e n d o  novos c o n t r o l e s  que possam s u b s t i t u i r  

o  c o n t r o l e  c o n t í n u o  u k  , que se jam i ndependen tes  do tempo, c a r a c -  

t e r i z a n d o  p e r f e i t a m e n t e  o  e s t a d o  do s i s t e m a  de e s t á g i o  p a r a  e s t á  - 
g i o .  A s  m a i o r e s  d i f i c u l d a d e s  aparecem quando os  . l i m i t e s  de armaze - 
namento são a t i n g i d o s  no i n t e r i o r  do i n t e r v a l o  e n t r e  e s t á g i o s .  Na 

p r e s e n t e  seção s e r ã o  demons t rados  teoremas  r e f e r e n t e s  a  e s t e s  ca - 
sos.  O teorema (17 )  e s t u d a  o  caso em que o  1 i m i t e  s u p e r i o r  de a r -  

mazenamento é a t i n g i d o .  O teorema ( 2 0 )  r e f e r e - s e  ao  1  i m i t e  i n f e r i  - 
o r  de armazenamento,Estes r e s u l t a d o s  s e r ã o  u t i l i z a d o s  na seção 3 

p a r a  a  o b t e n ç ã o  dos c o n t r o l e s  d i s c r e t o s  ac ima mencionados.  

P r i m e i r a m e n t e  s e r á  a p r e s e n t a d o  um lema que g a r a n t e  -. 

que o  l i m i t e  s u p e r i o r  de armazenamento só pode s e r  a t i n g i d o  e n t r e  

e s t â g i o s  c o n s e c u t i v o s  se a  a f l u ê n c i a  f o r  m a i o r  do que a  demanda en - 
t r e  e s t á g i o s .  Nes tas  c o n d i ç õ e s  m o s t r a - s e  no teorema ( 1 7 )  que  a  ge - 
r a ç ã o  t é r m i c a  é n u l a  e n t r e  os  d o i s  e s t á g i o s .  

1 3  Lema : - - 
Sejam: (w,k) p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  k E K* ; w = w . d  e x  

w , k  ' k  k 

r e s p e c t i v a m e n t e  demanda e  a f l u ê n c i a  no  e s t á g i o  k . 
1 4  Se w W e  e x i s t e  o  E ( t k , t k+ l )  t a l  que w (o )  = W , 

e n t ã o :  xk > dk . 



- 
Sejam: u  = u  e  q  v e r t i m e n t o  a d m i s s i v e l  a s s o c i a d o  a u  . 

w 9 k  

Suponha-se p o r  a b s u r d o  que xk  5 dk . 
1 5  P e l o s  lemas 11.19 e  11.20, tem-se : 

( V  t E [ tk,tk+l l) q ( t )  5 maxI0 ;  x k - d k I  = O 

Como u 6 c o n t i n u a ,  n e e e s t ã o  bem d e f i n i d o s  e  como w W 
k  

tem-se que n # 0 . 
16 Como ( v t  E ( 0 , n ) )  ~ ( t )  > O , tem-se p e l o  c o r o l ã r i o  11 .42  

que  u  é c r e s c e n t e  em (6 ,n ) .  

P e l a  equação de t r a n s i ç ã o  11.8 e p o r  ( 1 5 )  tem-se 

Como u é c o n t í n u a  à d i r e i t a  11.10 , 

P o r  1 1 . 8  e  ( 15 )  : 

> d n )  

= W 

o que 6 absu rdo ,  comp le tando  a  demons t ração .  

cqd 



17 Teoremh 

Nas c o n d i ç õ e s  do lema (13 )  : 

( i )  ( V  t E [ ~ , t ~ , + ~ ] )  ~ ( t )  = W 

Dos lemas 11.19 e  ( 1 3 )  t e m - s e  : t P [tk,tk-+, 1) u ( t )  + x  - 
k 

- dk - q ( t )  2 0  

18 P e l a  e q u a ç ã o  de t r a n s i ç ã o  11.8 , tem-se  que w 6 c r e s c e n t e  em 

[ tk, tk+$ Logo,  ('d. t E [ t k , tk .+ l ) )  ~ ( f )  , w > 0  

( i )  ~ o g o ,  ( t E [ ~ , t ~ + ~ ) )  W 2 ~ ( t )  2 w(u)  = W 

P e l a  c o n t i n u i d a d e  de w , ~ ( t ~ , ~  ) = W  , p r o v a n d o  ( 1 7 i ) .  

( i i )  P e l o s  l emas  11.21 e  ( 1 3 ) ,  t em-se  : 

R e s t a  e x a m i n a r  o  i n t e r v a l o  [ t p )  

p o r  ( 1 8 )  ( ) $ t  E [tk,tk+l ) )  w ( t ) > O  . P o r 1 1 . 4 2  u  6 

c r e s c e n t e  em [ tk,  tk,+l . Ass im:  ( I$ t E [ t k , u ] )  u(~)<u(I)=o, - 

o  q u e  c o m p l e t a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  



- 
Sejam : ( w , k )  p a r  e s t a d o  e s t s g i o ,  k E K* -; u  = u  ; w = w  

w , k  w , k ;  
xk e  dk como em ( 1 3 ) .  

~ e m o n s  t r a ç ã o  : 

Ê consequênc ia  i m e d i a t a  do lema 11 .19  e  do teorema 

C o n s i d e r a - s e  a  s e g u i r  o  caso  em que o  1 i m i t e  i n f e r i -  

o r  de armazenamento ; a t i n g i d o .  O r e s u l t a d o  b á s i c o  p a r a  e s t e  caso  

s e r á  e n u n c i a d o  e  demons t rado  no teorema (20), que c a r a c t e r i z a  as 

t r a j e t ó r i a s  que a t i n g e m  o  l i m i t e  i n f e r i o r  de armazenamento e n t r e  

e s t á g i o s  c o n s e c u t i v o s .  Pa ra  um dado e s t á g i o  k  c o n c l u i - s e  que  e -  
- 

x i s t e  um e s t a d o  wk com a  s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e :  t r a j e t ó r i a s  Ó t i -  
- 

mas p a r t i n d o  de wk > wk não a t i n g e m  o  l i m i t e  i n f e r i o r  de armaze- 

namento a t é  o  e s t á g i o  k + l  ; q u a l q u e r  t r a j e t ó r i a  Ó t ima  a p a r t i r  
- 

de wk < wk a t i n g e  o  l i m i t e  i n f e r i o r  e  c o i n c i d e  p a r c i a l m e n t e  com 
- 

a  que p a r t e  de w k  . M o s t r a - s e  que  as  t r a j e t ó r i a s  Ó t imas  compor - 
tam-se como na f i g u r a  da p á g i n a  s e g u i n t e :  



2 0  Teorema : 

C o n s i d e r e - s e  um e s t á g i o  k E K* . 
D e f i n a - s e  : 

c o n j u n t o  de e s t r a t é g i a s  Ót imas  a  p a r t i r  do e s t á g i o  k , que a t i n g e m  

o  l i m i t e  i n f e r i o r  de armazenamento e n t r e  os e s t á g i o s  k  e  k+l ; 

Se wk # 4 , d e f  i n a - s e  : 

- k 
2 2  w .  k = sup { o ( t k ) / w  E W 1 

As s e g u i n t e s  a f i r m a ç õ e s  são v e r d a d e i r a s  : 

- ' k  
23 ( i) w k =  m a x { o ( t k ) / w  E W 1 



Ou s e j a :  a  t r a j e t õ r i a  Õ t i m a  a  p a r t i r  d e  (wk,k)  a t i n g e  o  l i m i t e  

i n f e r i o r  d e  armazenamento .  

k  - - 
24  ( i i )  S e j a  E W , com Wk = d t k )  

~ n t ã o  e x i s t e  r E [ tk,tk+l]  s a t i s f a z e n d o  : 

(a) ; ( r )  = O 

A 

( b )  ( w ( I $  t E [ L T ] )  ~ ~ , ~ ( t )  = & )  
k  

D e m o n s t r a ç ã o  : 

- - 
Se jam wk d e f i n i d o e m  ( 2 2 ) ,  u  e s t r a t é g i a Õ t i m a a  p a r t i r  de 

- - 
( i k , k )  , o t r a j e t ó r i a  Õ t i m a  g e r a d a  p o r  u  a  p a r t i r  de  ( i k , k ) ,  

- - 
e  q  v e r t i m e n t o  a d m i s s i v e l  a s s o c i a d o  a  w . 

k  
( i )  P a r a  p r o v a r  ( 2 3 ) ,  b a s t a  m o s t r a r  que i E W . 

Suponha-se p o r  a b s u r d o  que  i L wk . 
E n t ã o :  ( v  t E [ t k , t k , + , ] )  ; ( t )  > O i 

- 
2 5  Como o  é c o n t i n u a ,  ( 3 5  > O )  ( v t E [tk,,tk+l]) ; ( t )  > 2 5  

- 
P o r  d e f i n i ç ã o  d e  wK : 

Logo:  ( 3  o E [ tk,tk+l]) = O 

A 

P e l o s  t e o r e m a s  ( 1 7 )  e  1 1 . 4 5 :  ( t E [ tk , , tk+ l ) )  u ~ , ~  ( t )  Z_ Ü ( t )  

- 
Como w < w.k tem-se : 

t .  

( t E [ tk,tk+l)) q ( t )  2 g ( t ) ,  onde  q  é o  v e r t i m e n t o  a s s o c i  - 
A 

ado  a  o 
w,k ' 



P e l a  equação de t r a n s i ç ã o  1 1 . 8  : 

A 

Como w ( a )  = O tem-se ;(o) 5 5  , c o n t r a d i z e n d o  t 25 )  e  p r o  
w,k  - 

vando ( 2 3 )  . 

( i i )  Por  ( 2 3 ) ,  s W 
k 

P e l a  u n i c i d a d e  da t r a j e t õ r i a  , ó t i m a ,  e  p e l a  c o n t i n u i d a d e  de 
A - 
w e w t e m - s e :  

w,k 
A 

()$ t E [=,TI) o W S k ( t )  = ;(t) , completando a  demonst ração .  



s e ç ã o  3 : O S  CONTROLES 'DI'SCRETOS 

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  6 p r o v a r  que ao  p r o b l e m a  e n u n -  

c i a d o  em ( 1 1 )  pode  s e r  a s s o c i a d o  um p r o b l e m a  d i s c r e t o  n o  tempo a -  

t r a v e s  de uma r e d e f i n i ç ã o  do c o n t r o l e .  P a r a  t a n t o ,  6 n e c e s s â r i o  

d e f i n i r  c o n t r o l e s  q u e  s u b s t i t u a m  o  c o n t r o l e  c o n t í n u o  u k . ( . ) ,  d e f i -  

n i d o  em ( 4 ) ,  e  que  c a r a c t e r i z e m  p e r f e i t a m e n t e  o  e s t a d o  do  s i s t e m a  

num dado e s t á g i o ,  a  p a r t i r  do e s t a d o  n o  e s t á g i o  a n t e r i o r ,  bem como 

o  c u s t o  d e s t a  t r a n s i ç ã o .  

C o n s i d e r e - s e  o  p a r  e s t a d o - e s t á g i o  (wk,,k) > o  v a l o r  
- 

da água a s s o c i a d o  vk- = v ( w k , k )  , d e f i n i d o  em 1 1 . 3 1  e  35, e  wk 
- - 

d e f i n i d o  em ( 2 2 ) .  Q u e r - s e  p r o v a r  que  ( v k , w k t v k )  c a r a c t e r i z a  o  
1 .  2 .  

e s t a d o  wk+, do  s i s t e m a  no e s t á g i o  k + l ,  a  p a r t i r  de (wk ,k ) ,  d e  

t e r m i n a n d o  o  t r e c h o  da e s t r a t é g i a  Ô t i m a ,  p a r t i n d o  de ( w k , k ) ,  e n -  

t r e  o s  e s t á g i o s  k  e  k + l ,  e  p o r  c o n s e g u i n t e  o c u s t o  da t r a n s i ç ã o .  

- - 
c o n s t r u ç ã o  da ~ s t r a t é g i a  6 t i m a  C o n h e c i d o  o C o n t r o l e  (vk ,wk ,vk ) : 

P a r a  a  o b t e n ç ã o  da e s t r a t é g i a  ó t i m a  s e r á  c o n s i d e r a d o  
- 

i n i c i a l m e n t e  o  c a s o  wk = w k  . Em s e g u i d a  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  se-  

- - 
p a r a d a m e n t e  o s  c a s o s  wk ? wk e  wk < wk . D e m o n s t r a - s e  i n i c i a l  - 

- 
m e n t e  um t e o r e m a  p a r a  o  c a s o  em que  w  = wk , que a f i r m a  q u e  o  

k  

t r e c h o  de e s t r a t 8 g i a  Ô t i m a  a  p a r t i r  de ( i k 3 k )  6 g e r a d o  p e l o  v a -  

l o r  da água ;.em (wk,k) .  No teorerna ( 2 9 )  a p r e s e n t a - s e  r e s u l t a d o  

a n á l o g o  p a r a  o  c a s o  wk > wk . 



2 6  Teorema : 

- 
Sejam: k  E K * ,  e s t á g i o ,  < W e  w d e f i n i d o s  em ( 2 4 )  ; 

- - - - - 
S e j a  p  t a l  q u e  ( p , u )  s a t i s f a z  ã s  C N S O  11.28, com p ( t k )  = v  

Se ( 3 ii E [tk,tk+l ) )  ;(n) = W , tem-se  de (17 )  que:  

( ' d t  E [ tK,tk+,)) Ü ( t )  = O . P e l a s  C N S O  11.28,  

; 5 $(i ( t k ) + ) e m B t k .  = O .  

- 
Se ( ' $ t  E [ t k , t k + l ) )  ; ( t )  C W e  v  = O , tem-se p e l a s  CNSO 

- - 
11.281 q u e  : ( 'Y '  t E [ t k , t k , + l ) )  p ( t )  ( p ( t k , )  = V  = O . P e l a s  

C N S O  1 1 . 2 8 i i  ( v  t c [ t k , t k + , ) )  Ü ( t )  = O .  

- 
R e s t a  e x a m i n a r  o  c a s o  v  > O . 

- 
Como w n ã o  a t i n g e  o  1  i m i t e  s u p e r i o r  de armazenamento  em [ t  

k ' t k + i ) '  - 
tem-se que  p  6 d e c r e s c e n t e  em [t,.,tk+l). 

- B t  p ( t )  P e l a s  CNSO 11.2811 : ( t E [ t k s t k + l ) )  $ ( Ü ( t ) ) e  - 
- - 
p ( t k )  = v  - 

~ n t ã o :  ( t E [ tk,tk+l)) Ü ( t )  2 u y ( t )  

R e s t a  p r o v a r  q u e  ( )$ t E [ tk ,  tk+l))  Ü ( t )  > u y  ( t )  



h 

Sejam: w '  E ( w , ~ )  ; u '  = u w ' , k  ; W '  = W w 1  ,k  ; p '  t a l  q u e  

( p 1 , u ' )  s a t i s f a z  5s  C N S O  11.28 com p l ( t k )  = v '  , 

V '  = v ( w i , k ) .  

Como ( v  t E [ t k , t k + , ) )  u l ( t )  > O , tem-se  p o r  1 1 . 2 8 i  q u e  p '  

é c r e s c e n t e  em [ t k , t k + l ) .  Ass im,  ( 'P' t E [tk,tk,l)) p ' ( t ) 2 v 1 .  

De f a t o ,  como v ( .  , k )  6 a  d e r i v a d a  5 d i r e i t a  da f u n ç ã o  C(. , k )  

c o n v e x a  c o n t i n u a ,  tem-se  q u e  v ( .  , k )  é c o n t í n u a  à d i r e i t a  / 3 / .  

- 
Tomando v  = v  - 5 , t e m - s e  : 

(1" v  V) (3 w '  E (G,w)) V '  > v , onde  v '  = v ( w l , k )  

- 
p o r  ( 2 7 )  : ( V  v  i) ( V  t E [ tk,tk+,)) ~ ( t )  2 u V  ( t )  , p r o v a n -  

do  ( 2 8 ) .  

F i n a l m e n t e ,  suponha-se  p o r  a b s u r d o  que:  (3 r E [tk , t k + l ) )  Ü( r )<u, ( r )  

- 
Como u  é c o n t i n u a  a d i r e i t a  ( 3 r, E ( O ,  tk9,-r)) Ü ( r + n ) < u V ( r )  



Assim:  ( T )  < rnax{u E IR / $ ( u ) e  
- B T  - 

< v , u  l d K l  - 

= max lu  E W 1 $ ( u ) e  d ~ + d  - < y em9 , - < dKl 

- 
= u ( T + Q )  , onde v = v e  

v - 
< , c o n t r a d i z e n d o  ( 2 8 ) .  

29 Teorema : 

Sejam: (w,k)  p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  w E ( i k , w )  ; 

u = u  W ' W  w,k ' w,k 'k = v ( w , k ) .  

En tão :  t E [ t k , t g + l ) ,  ~ ( t )  = u V ( t ) .  

Se e x i s t e  o E ( t k , t k + , ) ,  t a l  que  @ ( o )  = W , e n t ã o ,  p e l o  t e o r e -  

ma (17 )  tem-se u(.) E O . Ass im p ( . )  = O s a t i s f a z  com u  5s 

C N S O .  

Caso c o n t r á r i o  ( v  t E ( tR , th+ l ) )  ~ ( t )  E ( 0 , W ) .  

Por  1 1 . 3 3 ,  p ( . )  v,k s a t i s f a z  com u  5 s  C N S O .  

- 
Como w > wk , tem-se p o r  11.37 : 

- 
F i n a l m e n t e  c o n s i d e r a - s e  o  caso  w < wk . Demons t ra -  

i 

se  no teorema (30 )  que  a  g e r a ç ã o  Ó t ima  é o  mfn imo e n t r e  a  d i f e r e n -  

ç a  e n t r e  demanda e  a f l u ê n c i a  p a r a  o  e s t á g i o  c o n s i d e r a d o  e  a  g e r a  - 



ção  d e t e r m i n a d a  p e l o  v a l o r  da água no p a r  (w,k) ,  o u  s e j a  : 

u  (.) = m i n { u V ( . ) ,  dk  - x k } .  
w , k  

3 0  Teorema : 

- A 

Sejam: (w,k) p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  w E ( 0 , ~ ~ )  ; u = u 
w,k ' - - 

> w = w  - v  = v (w,k )  ; w d e f i n i d o  em ( 2 4 )  e w,k ' 
í E [tk,tk+,] t a l  que ; ( r )  = O . 

Demonst ração : - 

(31)  é consequênc ia  i m e d i a t a  do teorema ( 2 0 ) .  

Res ta  exam ina r  o  i n t e r v a l o  [ t k , ~ ) .  

3 4  A f i r m a ç ã o  : p a r a  u l ,  p2  E [tk't[ l i+l] , lil v2  9 w ( ~ ~ 1  = O , 

tem-se : u ( u l )  5 dlk - x  lk 

Suponha-se p o r  a b s u r d o  que  u ( u , )  > d  k-x 

P e l a  c o n t i n u i d a d e  d i r e i t a  de u  , ( 3 o E ( L i 1 , ~ 2 ) )  

E [ u ~ , ~ ] )  ~ ( ~ 1 '  d h k - x  .k 



P e l a  equação de t r a n s i ç ã o  11.8 e  p o r  ( 33) : w(a)  > O . 
S e j a  0 = m i n I t  E [o,?] / w ( ~ ) = o )  

P e l a  d e f i n i ç ã o  de 8 tem-se o  c 8  e  ( Y t  E [ o , ~ ) )  ,,,(t) > 0. 

Po r  11.42, u  6 c r e s c e n t e  em [a ,8) .  Logo, o  i n t e g r a n d o  da e-  

quação de t r a n s i ç ã o  11.8 é não n e g a t i v o .  

P o r t a n t o :  w(0 )  L w(o) > O , o  que  c o n t r a d i z  a  d e f i n i ç ã o  de 8, 

p rovando  ( 3 4 ) .  

P o r  1 1 - 3 7 ,  tem-se : ( v  t E [ tk , ' i ) )  ~ ( t )  = ~ " ( t ) .  

( 34 )  e  (35)  p rovam ( 3 2 )  no i n t e r v a l o  [ tk , ,n) .  

F i n a l m e n t e ,  examine-se  o  i n t e r v a l o  [ n , ~ ) .  

Ass im,  o  i n t e g r a n d o  da equação de t r a n s i ç ã o  1 1 . 8  6 não p o s i t i v o  

em h,=). Logo,  w ; d e c r e s c e n t e  em [ n , ~ ) .  

Po r  11.8 e  p o r  ( 3 3 ) :  ( v  t E [li,*)) u ( t )  = d k - x k  , p r o v a n d o  

(36 )  



3 8  Af i r m a ~ ã o  : ( bi t E [ r i , * ) )  u v ( t )  > d - x  
- k k  

S e j a  p  t a l  que (p ,u )  s a t i s f a z  5s CNSO, com p ( t k )  = v .  

Por  ( 3 7 )  e  1 1 . 2 8 1 ,  p 6 d e c r e s c e n t e  em [tk,,r).  

P o r  ( 3 4 ) ,  ( 3 5 ) ,  ( 3 6 )  e  ( 3 8 )  f i c a  provado  que : 



~ e t e r m i n a ç ã o  do C u s t o  de T r a n s i ç ã o  e  Es tado  F i n a l  

0s  teorema (26), ( 29 )  e  (30) provam que, p a r a  cada 

p a r  e s t a d o - e s t ã g i o  (wk,k) , o  t r e c h o  de e s t r a t é g i a  Ót ima a  p a r t i r  
A 

de (wk,k) e n t r e  os  e s t ã g i o s  k  e  k + l  , u k ( . )  , pode s e r  o b t i d o  
- 

a  p a r t i r  do c o n t r o l e  d i s c r e t o  (vk,wk, i k )  , que s u b s t i t u i  p e r f e i t a  - 

mente  o  c o n t r o l e  c o n t i n u o .  

Conhec ido  o t r e c h o  . da e s t r a t é g i a  Ó t ima  e n t r e  
- 

o s  e s t á g i o s  k e  k + l ,  d e t e r m i n a d o  p e l o  c o n t r o l e  d i s c r e t o  (vk,wk, 

i k ) ,  obtém-se i m e d i a t a m e n t e  o c u s t o  de t r a n s i s ã o  1 1 . 1 4 :  

O e s t a d o  no  e s t ã g i o  k + l ,  wk+,  é d e t e r m i n a d o  imed i  - 
a t a m e n t e  a  p a r t i r  de  ( 1 9 ) :  



O T E O R E M A  D E  VALOR 'DA A G U A  

E m  t e r m o s  p r á t i c o s  i n t e r e s s a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  e - 
n u n c i a d o  em I I I . l l ,  i s t o  é ,  e n c o n t r a r  uma e s t r a t é g i a  a d m i s s i v e l  u  

a  p a r t i r  de um e s t a d o  i n i c i a l  wo que  s e j a  a  de c u s t o  m í n i m o  e n -  

t r e  as  e s t r a t é g i a s  a d m i s s Í v e i s .  

M o s t r o u - s e  n o  c a p í t u l o  1 1 1 ,  s e ç ã o  3 ,  que o  p r o b l e m a  

e n u n c i a d o  em 111.14 pode  s e r  a s s o c i a d o  a  um p r o b l e m a  d i s c r e t o ,  su -  
- e 

b s t i t u i n d o  o  c o n t r o l e  u k ( )  p e l o  c o n t r o l e  ( v k , w k , v k ) ,  n o  e s t á  - 
g i o  k  . 

Suponham-se c o n h e c i d o s  o s  v a l o r e s  da água p a r a  um de - 
t e r m i n a d o  e s t á g i o  k + l  . P r o c u r a - s e  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  de t r á s  

p a r a  d i a n t e ,  o u  s e j a ,  p r o c u r a - s e  d e t e r m i n a r ,  c a s o  e x i s t a m ,  o s  n i  - 
v e i s  w n o  e s t á g i o  k  , e  c o r r e s p o n d e n t e s  v a l o r e s  da água ,  t a i s  

que  a t r a j e t ó r i a  Õ t i m a  p a r t i n d o  d e  c a d a  um d e s s e s  p o n t o s  p a s s a  p o r  

- 
(Wk+ 1 , k + l ) .  Caso n ã o  e x i s t a  t r a j e t ó r i a  v i á v e l ,  d e t e t a r  e s t a  nao 

e x i s t ê n c i a .  

O  p r o b l e m a  a c i m a  p r o p o s t o  é a n á l o g o  a o  p r o b l e m a  de 

p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a  de " t r á s  p a r a  d i a n t e " .  A p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i -  

ca  é u t i l i z a d a  p a r a  e n c o n t r a r  a  e s t r a t é g i a  Ó t i m a  a  p a r t i r  de q u a l -  

q u e r  p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  e  em p a r t i c u l a r  a  p a r t i r  de ( w o , t o ) ,  r e -  

s o l v e n d o  p o r t a n t o  o  p r o b l e m a  I 1 1 . 1 1  . D e m o n s t r a - s e  n e s t e  c a p i t u l o  



um t e o r e m a  c u j o s  r e s u l t a d o s  podem s e r  u t i l i z a d o s  na c o n s t r u ç ã o  d i -  

r e t a  das c u r v a s  de v a l o r  da i g u a  de " t r á s  p a r a  d i a n t e " ,  p e r m i t i n d o  

a  c o n s t r u ç ã o  de um a l g o r i t m o  m a i s  e f i c i e n t e  do que o  de p r o g r a m a  - 
ç ã o  d i n â m i c a ,  d e v i d o  5 e l i m i n a ç ã o  das t e n t a t i v a s  f e i t a s  p o r  e s t e  

p r o c e s s o .  

seção  1 : O  T E O R E M A  DO V A L O R  D A  A G U A  

N e s t a  seção  s e r á  e n u n c i a d o  um t e o r e m a  que c a r a c t e r i -  

za  o s  v a l o r e s  da água de uma t r a j e t ó r i a  Ó t i m a ,  e n t r e  d o i s  e s t á g i o s  

c o n s e c u t i v o s .  O  t e o r e m a  a f i r m a  q u e  e x i s t e  uma t r a j e t ó r i a  Ó t i m a  pas - 
sando  p e l o s  p a r e s  (wk,k) e  ( w ~ + ~  , k + l )  s e  e  só  s e  o  v a l o r  da 5 -  

gua n o  p a r  (wk ,k )  pode  s e r  e x p r e s s o  em f u n ç ã o  do v a l o r  da ãgua 

n o  p a r  ( W k + l  
, k + l )  e  da " a m p l i t u d e "  da d e s c o n t i n u i d a d e  da c u r v a  

de v a l o r  da água em ( w ~ + ~  , k + l )  , s e  e x i s t i r .  

1 Teorema 

A 

Sejam: (wk,k )  p a r  e s t a d o - e s t á g i o ,  wk E [o,w] ; o = o 
Wk,k ' 

F - 
v k  = v ( w k , k )  i o d e f i n i d o  em 1 1 1 . 3 0 ;  vk = v ( ; ( t k ) , k )  ; 

- - 
w 0 (0 ,wI  ; v ~ + ~  = v ( w , k + l )  ; vk+l = v ( w  , k + l )  e  

A = tk+l-tk 



( i )  P a r a  w E (;(tk+l)> W )  

. - 
~ ( t ~ + ~ )  = w +-+ V k  E [ v ~ + ~  , m i n { v k +  

( i i )  P a r a  w = W 

~ ( ~ k + l  ) = w c-+ v E [ O  , m i n { v i + ,  , k  e B A } ]  

- 
( i i i )  P a r a  w = ~ ( t ~ + ~ )  

i n i c i a n d o  em wk no e s t á g i o  

não e x i s t e  t r a j e t ô r i a  ó t i m a  

- 
k e p a s s a n d o  p o r  w < ~ ( t ~ + ~ )  

no e s t á g i o  k + l  . 

Demonst r a q ã o  : 

A 

Sejam: u = u  e  p  t a l  q u e  (p ,u)  s a t i s f a z  2s  C N S O  11.28 
wk,k 

6 A f i r m a ç ã o  .: 

s e  ~ ( t ~ + ~ )  E [;(tk+l), W )  , tem-se  v k  2 v k + l  ' 

De f a t o ,  como ~ ( t ~ + ~ )  < W , t e m - s e ,  p o r  111.20 e  11.281,  que  

p é d e c r e s c e n t e  em [tk,tk+l]. 



7 A f i r m a ç ã o  ' : 3 

- - 
Se ~ ( t ~ + ~ )  E ( ~ ( t ~ + ~ ) ,  W] , tem-se  v k  - < m l n I v k + ,  , v  k+ 1 e B A )  

- 
De f a t o ,  como u ( t k + , )  > ~ ( t ~ + ~ ) ,  p o r  l I . 2 8 i  t em-se  que p 8 

c r e s c e n t e  em [tk,tk+l]. A s s i m ,  p o r  1 1  - 3 3 ,  t em-se :  

v k  (- p ( t k )  5 ~ ( t ~ + ~  1. P e l o  t e o r e m a  11.60 : p ( t k+ l  
E [ v ~ + ~  

P o r t a n t o  vk < . 

R e s t a  p r o v a r  que:  e  f3A 
V k  L V k + l  

Se v k  2 , e x i s t e  to E [ tk ' tk+l )  t a l  que  $ ( u ( t o ) ) e  -fito,, 
k ' 

p o i s  c a s o  c o n t r á r i o  v  k+ 1 g e r a r i a  u e n t r e  tk  e tk+, , c o n t r a -  

d i z e n d o  1 1 . 3 3  . 
Como wk i i ( tk) ,  tem-se  p o r  11.44 q u e  u  6 c r e s c e n t e  em [tk,tk+l]. 

Logo ,  u ( t o )  5 u( t k+ l ) *  

L Vk+l  e  (CNSO 1 1 . 2 8 1 1 )  , p r o v a n d o  ( 7 ) .  



D e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  de (6 )  e de (7 )  que:  

- 
v k  E k k + 1  9 m in { vk+1  9 v k + l  e B A } ]  

( +-) 

D e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  do s e g u i n t e  f a t o  : 

> O , d e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  de (7)  que : Como vk  - 

vk  E 
O , min{v;+, , V k + l  e B A } ]  

(+-I 

E consequênc ia  i m e d i a t a  do teorema 11.60, como em ( i ) .  

(i i i )  (--+I 

D e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  de  (6 )  que vk  vk+l . 
Res ta  p r o v a r  que vk ( $ ( d k - x k ) e  'B tk  

- - 
S e j a  p  t a l  que (p,  uG s a t i s f a z  5s CNSO 11.28 com 

k ' k  
6( tk+ l )  ' Vk+l  

Se vk > V 
k+ 1 , p e l o  teo rema 111.42, tem-se : 

c. 

( 3 to E ( t k > t k + l ) )  ( 1$ t E [ t k , t o ) )  U ( t )  a dk -xk  
o ,k  

Como v ( .  , k )  6 d e c r e s c e n t e ,  tem-se vk  - v ( 0 , k ) .  



P e l a s  C N S O  e  P o r  1 1 . 3 3 ,  tem-se : 

(+-I 

D k c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  do teorema 1 1 . 6 0  e  do teorema 1 1 1 . 2 8 .  

( i v )  É consequênc ia  i m e d i a t a  do teorema 1 1 . 2 8 .  



0 s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n e s t e  t r a b a l h o  podem s e r  u t i l i  - 
zados  na  c o n s t r u ç ã o  d i r e t a  das c u r v a s  de v a l o r  da água  de " t r á s  p a  - 
r a  d i a n t e "  p a r a  cada e s t á g i o ,  p e r m i t i n d o  a  c o n s t r u ç ã o  de um a l g o  - 
r i t m o  m a i s  e f i c i e n t e  do q u e  o  de ~r -ag- ramação ~ i n â m i c a ,  d e v i d o  5 e -  

l i m i n a ç ã o  das t e n t a t i v a s  f e i t a s  p o r  e s t e  p r o c e s s o .  A lém d i s s o ,  o  

c o n h e c i m e n t o  do f o r m a t o  das c u r v a s  de v a l o r  da  ãgua  em c a d a  e s t á  - 
g i o  p o s s i  b i  l i t a  a  c o n s t r u ç ã o  de uma d i  s c r e t i z a ç ã o  baseada  n a s  des -  

c o n t i n u i d a d e s  d e s t a s  c u r v a s ,  ao  i n v é s  de uma d i s c r e t i z a ç ã o  f i x a d a  

a  p r i o r i .  

O p r o b l e m a  f o i  a q u i  a b o r d a d o  d e t e r m i n i s t i c a m e n t e  ( a -  

f l u ê n c i a  e  demanda d e t e r m i n í s t i c a s ) .  E n t r e t a n t o ,  a s  c o n c l u s õ e s  a -  

q u i  o b t i d a s  abrem c a m i n h o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  de r e s u l t a d o s  u t i l i z ã v e i s  

em p r o b l e m a s  e s t o c á s t i c o s .  

N e s t e  t r a b a l h o  f o r a m  e s t u d a d o s  o s  c a s o s  em q u e  o  r e -  

s e r v a t ó r i o  a t i n g e  o s  1  i m i  t e s  de armazenamento .  Os r e s u l  t a d o s  a -  

q u i  a p r e s e n t a d o s  m o s t r a m  o  c o m p o r t a m e n t o  do s i s t e m a  n e s t e s  c a s o s  . 
As m a i o r e s  d i f i c u l d a d e s  f o r a m  e n c o n t r a d a s  no e s t u d o  do l i m i t e  i n f e  - 
r i o r .  No c a s o  de d i s c r e t i z a ç ã o  em e s t á g i o s ,  os  p r o b l e m a s  q u e  s u r -  

gem n o  t r a t a m e n t o  do 1  i m i t e  i n f e r i o r  podem s e r  c o n t o r n a d o s  em t e r -  

mos p r á t i c o s ,  com a p r o x i m a ç ã o  r a z o á v e l ,  p e r m i t i n d o - s e  q u e  o  l i m i -  

t e  i n f e r i o r  s e j a  v i o l a d o  u n i c a m e n t e  e n t r e  d o i s  e s t á g i o s  c o n s e c u t i -  

v o s .  I s t o  c o r r e s p o n d e r i a  a  um a t r a z o  n o  tempo de e n t r a d a  de t é r m i  - 
tas e n t r e  d o i s  e s t á g i o s  c o n s e c u t i v o s .  O c u s t o  r e a l  da e s t r a t é g i a  



ó t i m a  s e r i a  e n t ã o  s u b e s t i m a d o ,  s e n d o  que  o  e r r o  a s s i m  i n t r o d u z i d o  

n ã o  s e r i a  c o n s i d e r á v e l  em r e l a ç ã o  ao c u s t o  t o t a l  da  e s t r a t é g i a .  
- - 

F e i t a  e s t a  a p r o x i m a ç ã o ,  o  c o n t r o l e  (vk ,wk,vk)  r e d u z - s e  a o  v a l o r  

da água v k  , o u  s e j a ,  b a s t a r i a  c o n h e c e r  o  v a l o r  da água em cada 

p a r  e s t a d o - e s t á g i o  p a r a  o b t e r  o  c u s t o  de t r a n s i ç ã o  e o  e s t a d o  f i -  

na  1  "ap r o x  i mado". 
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