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SINOPSE 

Embora os estudos sobre programação l inear  paramétri - 
ca em cer tas  direçõqs já  sejam numerosas, infelizmente poucos O 

tratam de uma maneira c l a ra  e completa. O escopo pr incipal  do s 

três primeiros capítulos será preencher e s t a  lacuna. Quanto ao 

problema de programação l inea r  multiparamétrica, o mesmo e s t á  pou- 

co difundido e carece de maior estudo e divulgação, sendo a b ib l io  - 
gra f i a  sobre o assunto ainda bastante r e s t r i t a .  

Da mesma maneira como os três primeiros capitulos ser 
virão para tornar  o l e i t o r  apto a uma maior assimilação do 49 capí - 
tu lo ,  e s t e  se rá  por demais básico no que tange ao 59, o qual esta-  

rá baseado em recente trabalho 119 1 ,  publicado em janeiro do cor - 
rente  ano. Sendo o nosso trabalho de cunho teÕrico, não nos pare- 

ce importante dar uma definição p rá t i ca  do que possa representar o 

parâmetro h . Para aqueles que o julgarem importante, ver 1 15 1 , 
página 296. I 

~ ã o  é nosso propõsito descrever a gama completa da 

t e o r i a  sobre programação l inea r  e m ~ l t i ~ a r a m ê t r i c a .  Em lugar dis- - 
so selecionaremos o que presumimos s e r  mais importante f ren te  a 

possibilidade de aplicação a problemas ligados a programação de pro_ 

dução. 

Todos os capitulos es tarão seguidos pela solução - 

de um exemplo numérico, o qual t e r á  por objet ivo complementar a tg 



oria desenvolvida e ao mesmo tempo dar oportunidade de o leitor a- 

plica-los a problemas práticos, constatando a versatilidade dos 

modelos desenvolvidos. 



ABSTRACT 

Although t h e r e  a r e  a l ready a number of s t ud i e s  on 

parametr ic  l i n e a r  programming i n  c e r t a i n  d i r ec t i ons ,  unfortunately a 

f e w  approach it i n  a c l e a r  and complete way. The p r i n c i p a l  aim 

of t h e  f i r s t  t h r e e  chapters  w i l l  be t o  f i l l  t h i s  gap. A s  f o r  t h e  

problem of mult iparametr ic  l i n e a r  programming, it i s  s t i l l  l i t t l e  

known, deserving deeper s tudy and d ivulgat ion ,  being t h e  

bibl iography about t h e  sub j ec t  very r e s t r i c t .  

A s  t h e  f i r s t  t h r e e  chapters  s h a l l  be used i n  o rde r  

t o  inc rease  t h e  r eade r ' s  acknowledgement towards a deeper ass imi l -  

t h  a t i o n  of  t h e  4- chapter ,  t h i s  one s h a l l  be mostly fundamental i n  

t h  r e l a t i o n  t o  t he  5- chapter ,  which s h a l l  be based on a r e cen t  work 

1191 published i n  January 1975. 

Since our work i s  t h e o r e t i c a l  i n  charac te r ,  it does 

no t  seem important t o  g ive  a p r a c t i c a l  d e f i n i t i o n  on what a 

parameter may represen t ,  bu t  t o  those  who f i n d  it of importance, 

see  1151, page 296. 

It  i s  no t  our purpose t o  descr ibe  i n  t h i s  work t h e  

theory ' s  complete gama on parametr ic  and mult iparametr ic  l i n e a r  

programming, unstead w e  s h a l l  s e l e c t w h a t  w e  presume rnay be more 

important regarding t h e  p o s s i b i l i t y  of i t s  app l i ca t ion  t o  problems 

r e l a t e d  t o  production programming. 

Each chapter  s h a l l  be followed by a numerical example 



and its solution, whose objective shall be to complete the 

developed theory and, at the same time, give the reader the 

opportunity of applying to practical problems, establishing the 

versatility of the developed rnodels. 



v i i  

CAP~TULO I . PARAMETRIZAÇÃO DOS COEFICIENTES DA FUNGÃO OBJETIVO 

1.1 . Introdução ...................................... 1 

........................ . 1.2 ~ o n c e i t u a ç ã o  do Problema 4 

... 1.3 . ~ e d u ç ã o  ~ e o m é t r i c a  do Conjunto de Otimalidade 8 

......... . 1 . 4  c r i t é r i o  de Entrada de um Vetor na Base 1 2  

........... . 1.5 c r i t é r i o  de s a í d a  de  wri Vetor da Base 13  

1.6 . ~ x e r c i c i o  Numérico .............................. 25 

CAPQTULO I1 . PARAMETRIZAÇÃO DO LADO DIREITO DAS RESTRIÇÕES 

...................................... . 11.1 Introdução 29 

11.2 - ~ o n c e i t u a ç ã o  do Problema ........................ 32 

......................... 11.3 - Conjunto de  tim mal idade 38 

........... 1 1 . 4  - c r i t e r i o  de s a ida  de um Vetor da Base 39 

......... 11.5 - c r i t é r i o  de Entrada de  um Vetor na B a s e  40 

................................ 11.6 - Exemplo Numérico 56 

. ALGUNS CASOS PARTICULARES 

Introdução ..................................... 
Primeiro Caso Pa r t i cu l a r :  Matriz a (t) = constan- 

t e  (Estudo simultâneo do li? e 20 cap$tulos) .... 
.... Conjunto de Otimalidade da Base Fundamental 

c r i t é r i o  de Entrada e s a i d a  de um Vetor da Base .. 
Segundo Caso Par t i cu la r :  C(t) e b ( t )  são ve to res  

............... constantes  e a (t) = [A + t ~ .  NJ 74 

........................ Conjunto de Otimalidade 82 



viii 

............................... 111.7 . Exemplo ~umérico 84 

. 111.8 Extensões ...................................... 93 

CAPITULO IV . MULTIPARAMETRIZAÇÃO LINEAR DOS COEFICIENTES DA 

FUNÇÃO OBJETIVO (MLP-OFC) E DO LADO DIREITO DAS 

RESTRIÇ~ES (MLP-RHS 1 
k 

. ............................ 1v.1 Introdução (MLP-RHS) 

............................. . IV.3 Resolução do Método 

................................ . IV.4 Exemplo Numérico 

IV . 5 . ~ulti~arametrização dos Coeficientes da  unção 
.............................. Objetivo (MLP-OFC) 

........... . IV.6 ~ormulação e Conceituação do Problema 

................... . IV.7 Resoluç~o do Problema MLP-OFC 

CAP~TULO V . PROGRAMAÇÃO LINEAR MULTIPARAM~TRICA DAS EXTREMI- 
DADES (RMPLP) 

V.2 . O Problema de ~rogramação Linear ~ultiparamêtrico 
em suas Extremidades ............................. 

............................... . V.3 Resolução do RMPLP 

. ................................. V.4 Exemplo ~umêrico 

................................................ BIBLIOGRAFIA 173 



PARAMETRIZAÇÃO DOS COEFICIENTES DA FUNÇÃO OBJETIVO 

Imaginemos um Problema de Programação Linear de f in i  

+2 + + do no R (R xR ) e que, para e f e i t o  de raciocfnio, tenha por do- 

mínio de definição a região limitada pela poligonal OEFABCO da Fig. 

1.1, e também a r e t a  L j  , que tendo vetor d i r e to r  C s e j a  a cor- 

respondente imagem geométrica da função objetivo do problema. 

Fig. 1.1 

\ 

i? evidente que a imagem geométrica do ponto Ótimo A 

através de um deslocamento da r e t a  L3 paralelamente a 



s i  mesma (perpendicularmente ao vetor C ) .  Mas de tudo i s so  a que 

6 mais importante 6 que e s t e  mesmo vér t ice  continua ainda Õtimo s e  

substituirmos a r e t a  L3 por qualquer r e t a  si tuada en t re  as r e t a s  

L1 e L2 tendo respectivamente vetores dire tores  Cl e C2 (L1//~I3, 

L2//FA) 

Consciente do que acima f o i  d i t o ,  podemos agora ima - 
ginar que,quando os coeficientes da £unção objetivo dependem de um 

cer to  parâmetro X , seu vetor d i r e to r  tem a forma C = C '  + XC". 

Admitamos que 2 r e t a  L3 e s t ã  associado o p a r k e t r o  X = AO. Agg 

r a  ao girarmos a r e t a  L3 em torno do ponto O , no sentido ant i -  

horário, observamos que o vetor C f a r á  o mesmo, o parâmetro X 

assumirá continuamente diversos valores a t é  que para A = - X a re- 

t a  L3 coincida com a r e t a  L1 . De maneira semelhante, ao g i r a r  - 
mos a r e t a  L3 de modo que e l a  venha a coincidir  com a r e t a  L2 , 
o vetor C i r á  g i r a r  no sentido horário a t é  que para C = c'+:c" 

a s  r e t a s  L3 e L2 sejam coincidentes. Recorda-se que para A = X O  

o programa Õtimo do problema e s t ã  associado ao vér t ice  A e ao 

valor ótimo da função objetivo - a r e t a  L> . Variando conti  - 
- 

nuamente o valor do parâmetro X , desde a t é  A tem-se que o 

vetor C assume todas as posições, jamais ficando fora  do ângulo 

formado pelos vetores dire tores  C1 e C2 das r e t a s  L1 e L2 res- 

pectivamente, e o ponto Õtimo do problema permanece f ixo,  tendo por 

imagem geométrica o ponto A . 

Decorre que, para h = - h ( h = h )  a r e t a  L3 deve 

ser paralela  ao lado AB (FH) do poligono de condições, portanto 

qualquer ponto de AB(FA) é soluqão Õtima do problema, tirando-se 



assim a unicidade da solução. E ainda, o lado AB( ou FA) do poli-  

gono é a imagem do conjunto dos programas. Ótimos do problema. 

- 
Para A = A f E I E > O  (OU A = A - E )  , i s t o  e ,  para pe - - 

quenas variações de X além de A(e aquém de - A , estaremos dian - 
t e  de um problema de programação l inea r ,  cujo novo programa Ótimo 

6 0 vér t ice  F (ou vé r t i ce  B ) .  

Uma conclusão que já nos s a l t a  à v i s t a  é que o dom1 - 
nio de definição de A será  dividido em um número f i n i t o  de par - 
t e s ,  sobre cada urna das quais ( in t e r io r )  e s t á  associado uma fami - 
l i a  de funções objetivo,  que atinge o m~ximo num mesmo ponto do do - 
m h i o  de definição do problema. 

Para espaços de maior dimensão procede-se de manei- 

r a  semelhante, só que neste caso a função objetivo tem como repre- 

sentação geomêtrica wn hiperglano H com vetor d i r e to r  C'+A.Cn . 
Vale ainda chamar a atenção que, no caso multidimensional para A=X 

o hiperplano representante da função objetivo será  paralela a uma 

face F do conjunto convexo das condições do problema. Decorre 

dai  que para pequenas variações de A , A=X+E não teremos neces - 
sariamente um novo vê r t i ce  vizinho ao anter ior ,  como no caso bidi- 

mensional. Complementando, concluimos que no caso multidimensio - 
na l ,  dois vér t ices  do conjunto convexo, associados 5s soluções do 

problema a dois intervalos vizinhos de variação do p a r b e t r o  A , 
não estão su je i tos  a serem vizinhos. 



1.2 - ~oncei tuação  do Problema 

Admitamos que nos se ja  poss.ivelb determinar para ca- 

da um dos A de um certo conjunto, o vetor X que maximize a f o r  

ma l inea r  

n 
L =  (c; + hc1!)x j= l ,2 r . .  . ,n 

j = l  I j 

su je i to  a 

Para conceituar o problema iniciaremos com as defi-  

nições que se  seguem: 

~ e f i n i ç ã o  I. 1 : Uma base do programa (I. 2 .1)  - (1. 2.3) é  TIM MA para 

um cer to  A , s e  as  avaliaçÕes A j ( A )  = z j ( A )  - cj(A) (ou A . ( A ) =  
3 

- - Pj + Aqj , re la t ivas  a e s t a  base, de todos os vetores condições 

calculados com o A dado, são não negativos. 

~ e f i n i ç ã o  1 . 2  : O conjunto de todos os valores X para os quais a 

base 6 ótima, definimos coa0 sendo o conjunto de otimalidade desta 

base. 

Decorre das definições que, associado a cada base - e 

x i s t e  um conjunto de otimalidade, e que 6 edificante conhecer 



como s e  modifica a solução do problema (1.2 .1)  - (I. 2.3) com a var ia  - 

Para ta1,faremos o estudo em dois estágios que cha- 

maremos de 19 e 2 9 ~ a s ~ s e  que serão estudados isoladamente. U t i l i  - 
zando o método do simplex, procuraremos a solução para h = A O ,  che- 

gando a um programa Õtimo após um número f i n i t o  de i terações (19 Ca - 
s o ) ,  ou a elaboração de uma base onde as  condições de ausência de 

solução real izável  são checadas (29 Caso). 

Um destaque importante a se r  lembrado 6 que a i n c o ~  

pat ibi l idade das condições 1 . 2  2 , (1 2 3)  não apresentam in teres  

se ,  pois qualquer que se ja  h  o problema não t e r á  programa. Ten- 

do-se em v i s t a  o problema que serã  resolvido posteriormente, e re 
ferências de natureza teór icas ,  introduziremos nas habituais tabe- 

l a s  de simplex inicialmente mais uma l inha para representar os t e r  - 
mos paramétricos; e s t a  l inha será  indicada por f h  , e a já  exis- 

ten te  faremos corresponder àquela par te  da função objetivo, cujos 

coeficientes estão sem h  . ~ n t ã o  no quadro do simplex as duas p r i  - 
meiras l inhas t ê m  o formato : 

f C- 0 -pl -ps ...... -Pn 

h  Q -91 q2 o..... qn 

Admitamos que o problema proposto f o i  resolvido pa- 

r a  h = h o  ; portanto um quadro com a solução Õtima pode s e r  elabora - 
do, conforme Tabela 1.1 . 



Tabela I. 1 

(Quadro geral  para un problema com os coeficientes da função obje- 

t ivo  parametrizados) 

VALOR DAS 
VARI%VEIS 
BASICAS 

Neste quadro todas as variáveis básicas são repre- 

sentadas por y e as  não básicas por x . O coeficiente de x 
j 

na l inha da função objetivo re l a t ivo  ã base corrente ê exatamente 

Se denotarmos por B a matriz básica e por C B I C g  

os vetores m-dimensionais, cujos componentes estão associados 5s 



variáveis x bkicas, teremos : 
j 

I 

onde 

onde admitimos que a base B é composta dos vetores i A, . . . i~ mo 
Como estamos diante de um problema de maximização , 

decorre do fato da solução ser Õtima para A = A Q  que : 

Assim sendo, o problema tem a sua solucão Ótima pre - 
servada somente para aqueles valores de A  que satisfazem o siste 

ma de desigualdades , 

Portanto, 

X < - - 5 desde que qj 0 

+ hqj se 
qj 

A > - - -  'j desde que qj > O 
. - 9; 

Observamos agora que p + Xqj compõe exatamente a 
j 

j-êsima componente do vetor diretor do hiperplano H , imagem geo- 



métrica da função objetivo (forma linear). Desejamos agora variar 

o parâmetxo X i consequentemente o vetor diretor do hipexplano H, 

mas de tal forma que nenhuma de suas componentes torne-se negativa. 

Percebe-se que essas componentes relativas 5 base corrente dependem 

linearmente de um parhetro, ou mais precisamente, são funções con- 

tinuas. 

Dedução ~eométrica do Conjunto de Otimalidade 

Examinemos agora, geometricamente, uma componente 

pj + qjh conforme qj 1 0  r q j = o  3 qj - > O. 

"I - . I  I* I 

Fig. 1.2 



i a )  
Fig. I,3 

Fig. 1.4 



Fazendo uma a n á l i s e  das f i g u r a s ,  concluimos que na 

f i g u r a  I. 2. a ( f  i g .  I. 2. c )  p .+hq 6 decrescente (crescente)  para  
3 

A c rescen te  ( crescente)  se 9 < O ( s e  q > O ) .  ~ l é m  d i s so  a 
j 

j-ésima componente do ve to r  d i r e t o r  do hiperplano H ( representa  - 
ção geomêtrica da função ob je t ivo)  torna-se zero pa ra  h = -pj/qj 

e negat iva  (pos i t i va )  para  h > -p./q ( h  < - p . / q . ) ,  0 que i m  
J j 3 I - 

p l i c a  e m  não termos mais solução Ôtima. Se  e x i s t i r  somente uma v2 

r i á v e l  não bãs ica  com c O ( q j  > O), por exemplo xó(x2), O má - 
ximo (mínimo) va lo r  de A para  o qua l  a solução continua Ôtima é 
- 
h = -p6/q6 (1 = -p 2 /g 2 ) .  Mas s e  por ou t ro  lado existirerr .  mais v 2  

r i á v e i s  não bãs icas  com q ' s  negativos ( p o s i t i v o s ) ,  por exemplo, , 
x4,x5 e x6 (x1,x2 e x3) devemos então ca l cu l a r  h 4  = -p4/q4 . 

pois  assim estaremos determinando o maior (menor) va lo r  para  o 

qua l  a solução continuarã Õtima. Na f i g u r a  I .3 .a  (Fig. I.3.b) ob- 
- 

serva-se que t a l  d n i m o  (máximo) é h = h 6  ( h = h * )  . 

Se agora supusermos a s  f i gu ra s  I .3.a e I .3 .b,  a d i  - 
cionando o g r á f i co  p7 i- hq7 com q7=0 obtemos a f i g u r a  1 . 4  , a 

qua l  determina o conjunto de otimalidade para  a solução do proble- 

ma continuar  Õtima. fi i n t e r e s san t e  cons t a t a r  que s e  todas a s  x 
j 

va r i áve i s  não bãs icas  t ê m  e m  seus coe f i c i en t e s ,  na função ob je t ivo ,  

os  q ' s  L O ( g ' s  L O )  não há necessidade de sobrepor a s  f i gu ra s  

I .3 .a  e I.3.b para  se o b t e r  o conjunto de otimalidade de h para 

a solução permanecer Ôtima, pois  ne s t e  caso somente e x i s t i r i a  a f i  - 

gura I.3.b ( I .3 . a ) ,  e a mesma s e r i a  s u f i c i e n t e  para  determinar o 



conjunto de ot imalidade,  donde se conclu i  que X poderia  assumir 
- 

qualquer va lo r  maior que - X - (rnefior que A). 

A p a r t i r  do que f o i  exposto, podemos i n t roduz i r  a 

notação : 

- m se todos OS ¶ j  - < O 

I se todos 0s q j  - > O 

a qua l  s a t i s f a z  a equação (1.2.4). 

Por de f in ição ,  a base corrente  

é ótima para  aqueles e somente aqueles va lores  

(I. 3.2) 

i i i 
Al A2 .."' Am 

de X que v e r i f i -  

cam o s is tema de desigualdades (1.2.4).  

Concluimos que o conjunto de otimalidade da base 

cor ren te  compõe-se de todos os  va lores  f i n i t o s  de X que v e r i f i -  

cam a condição 

Examinaremos agora como se modifica a solução do 

problema (I. 2.1) - (1.2.3) para  os va lores  de X > X . Impl ic i ta -  



- 
mente estamos considerando h f i n i t o ,  e além disso consideraremos 

somente aqueles 
'j 

que são negativos. 

1 . 4  - c r i t é r i o  de Entrada de urn Vetor na Base 

Admitamos que se ja  exatamente k o indice t .q. 

- 
h = min (- 

Pk 3 ) = - -  r q k < O  

qjcO 'j qk 

- 
Decorre da própria definição de h que 

Pk + kk = P, + (-pk/qk) = 0 

Se uma nova solução 5 desejada para h > Ã , então 
- 

uma variável  não básica r e l a t iva  a h dado pelo índice de q em 
j 

( 1 . 4 1 )  deverá s e r  introduzida na base, desde que e s t a  a primei 

r a  variável  com coeficiente negativo na função objetivo. se rá  que, 

ao decompor o vetor condição Ak com relação aos vetores de base, 

todas as  componentes xik são não positivos? A resposta nos pare - 
ce bastante in tu i t iva ;  no entanto, não necessariamente esse fa to  6 

verificado. 



mas, 

Pk + hqk < 0 

X i k  
< O para todo i cons t i tu i  um c r i t é r i o  de ausência de 

solução do problema pelo método primal do simplex. 

O oposto de xik 5 O para todo i corresponde a - e 

x i s t i r  pelo menos um i t a l  que xik é positivo. A exploração do 

problema tem sequência pelo método primal do simplex. Prosseguin- 

do, introduz-se na base o vetor Ak t a l  que 

I. 5 - ~ r i t ê r i o  de saxda de um Vetor da Base 

A variável  a deixar a base 6 selecionada por 

X X 
r0 - - - i o  min 

Xrk xik> O i k  

A s s i m ,  o vetor Ar deixará a base. Dando sequência 2 solução do 

problema, a nova base impõe que s e  determine o novo conjunto de o- 

timalidade, o qual 6 obtido através de 1 . ) e 1 . . Denote- 
- 

mos por [i*, h*] . 

Mostremos agora que a extremidade esquerda - h* do 

conjunto de otimalidade da nova base é exatamente a extremidade d i  - 



- 
r e i t a  A do conjunto de otimalidade da base precedente, e além d i s  - 

Tabela 1 . 2  

Partes importantes de duas i terações  sucessivas do simplex para pro - 
gramações paramétricas 

f A ( A - X )  

VALORES DAS I 

A t abe la  acima, onde foram abordadas duas i terações  

sucessivas do método prima1 do simplex, é passiva das seguintes ob - 
servações : 

1) x j  
é Uma variável  não básica nos quadors I e 11 

2, xk 6 uma var iãvel  não básica no quadro I, que entra  na base 

no quadro I1 

3 )  O quadro I1 f o i  obtido do quadro I pelo pivoteamento do elemen - 



t o  xrk , que por ser pivÔ, deve s e r  posit ivo (xrk > O )  segun - 
do o método prima1 do sinplex. 

4)  O coeficiente de xk na função objetivo é zero, i s t o  é , 

pk+hqk = 0. Este f a t o  implica que todos os elementos na prf- 

meira l inha do quadro 11, (fc+hfh) não muda quqndo efetuamos 

o pivoteamento. 

5) O s  coeficientes das variáveis não básicas são todos e l e s  não 
- 

negativos para h = h  , v i s to  que h é o maior valor de h pg 
- 

r a  o qual a solução continua Õtima. Desta forma pj+Aqj 2 O.  

Notamos agora que quando somamos as duas primeiras 

l inhas do quadro 11, tem-se os novos coeficientes p;+hq! da fun- 
3 

ção objetivo. Portanto, 

deve s e r  maior ou igual  a zero para que a solução continue Õtima, 

i s t o  é 

- -1 - 
+hq.+(q.-qkxrk xrj)  ( h - h )  > O 

Pj I 3 - 

A s s i m ,  o menor valor de h para que as inequações (1.5.2) s e  ve r i  - 
I) 

fiquem, e : 



onde os denominadores das frações devem s e r  positivos. Note - s e  

que a Última fração ent re  colchetes deve s e r  considerada, pois 

haja visto:  

a )  qk O porque xk é a nova variável  básica 

Xrk > O porque é pivô. 

Resta agora calcularmos o máximo do 20 membro de 

( 5 . 3 )  Como a primeira fração ent re  colchetes 8 sempre negativa, 

pois pela observação 5 
P j  

+ Asj 2 O , e a segunda fração é zero , 
segue-se que o mãximo é zero. 

A s s i m ,  

então, 

Por outro lado, o maior valor de A para que as i- 
a 

nequações (I. 5.2)  s e  verifiquem é : 

- - - (p .+hq.  
A* - A = Min 

q . - q x m l x  
P -1 

3 k r k  rj 

(I. 5.4) 

onde os denominadores das frações devem s e r  negativos. A r igor ,  a 

segunda fração não deve existir no segundo membro de (I. 5.4) , pois 



-qk a;; > O . A s s i m ,  

Tem-se ainda que o coef ic ien te  da va r i&e l  xr da 

função ob j e t i vo  no quadro I 6 zero, pois  xr e s t á  na base; mas  no 

quadro I1 i s s o  j á  não ocorre  mais, sendo seu coef ic ien te  dado por 

. O ,  o conjunto de otimalidade da nova base não admi Como -qk xrk - 
t e  va lores  de h < X , pois  nes te  caso o r-6simo coef ic ien te  da 

função ob j e t i vo  s e r i a  negativo. 

Estas  c o n c l u s ~ e s  podem ser enunciadas sob a forma 

do seguinte  teorema: 

Teorema I. 1 : Seja  k o í nd i ce  def in ido pe la  c o n d i ~ ã o  (I. 4 .1 )  e 
- 

s e j a  h 

a )  Se xik 2 O ( i  , 2 , .  . . m para  todo h > x  , a forma l i n e a r  (I. 

2 .1 )  6 i n f i n i t a  (tende a va lores  i l imi tados )  sob o conjunto 

(1.2.2) e (1.2.3). 

b)  Se alguns dos n h e r o s  xik são pos i t ivos ,  ao introduzirmos na 

base o ve to r  disponível  Ak , segundo a s  regras  usuais  do métg 

do prima1 do simplex, obtém-se uma nova base,  onde a extremidg 
- 

de 2 esquerda L* do conjunto 2e otimalidade é h . 



Do que acabamos de ve r ,  concluimos que o processo 

para  reso lver  o problema paramétrico para  X > X cons i s te  e m  se 

par t indo de uma base passarmos para uma ~róx i rna  (que chamaremos de 

v iz inha)  pe la  introdução do novo ve to r  na base e. em s e  cons ta ta r  

que a extremidade d i r e i t a  do conjunto de otimalidade da base prece  

dente c o n s t i t u i  a extremidade esquerda do conjunto de otimalidade 

da nova base. A e ssa  a l t u r a  jã nos encontramos curiosos para s a  - 
bermos quando devemos pa ra r  o processo, mas e s t a  conclusão já nos 

s a l t a  à v i s t a ,  po i s  se estamos analizando X crescente  (decrescen - 
t e )  devemos para r  quando, chegando a uma base (que chamaremos de 

Ültima) ocorra  que todos os  q 's 2 O ( q ' s  O )  , o que equivale d i  - - 
zer  que o conjunto de otimalidade da Última base é uma semi-reta ; 

ou quando, por outor  lado, chegarmos a uma base onde o problema não 

t e m  solução e m  nenhuma p a r t e  do i n t e r i o r  do seu respect ivo  conjun- 

t o  de otimalidade. 

O procedimento o r a  de sc r i t o  sempre seguirá  bases 

d i f e r en t e s ,  desde que para  i s s o  apliquemos ao c r i t é r i o  da escolha 

do ve to r  a e n t r a r  na base a s  regras  do método do simplex, que per- 

m i t e  e v i t a r  a ciclagem. 

Sejam Bh e Bh+t duas bases obt idas  no da 

discussão do problema, e suponhamos que e l a s  coincidam. Admitamos 

A e sejam os  extremos i n f e r i o r e s  e super iores  do conjunto que - 
- de otimalidade de base B E Bh = %+t . E suponhamos ainda por wn 

momento, que os  conjuntos de otimalidade de Bh e Bh+t sejam res- 

pectivamente [h,Xl [^*,h*] . Decorre do teorema 1.1 que 



mas como e s t e  dois conjuntos de otimalidade coincide, então 

h* = h - - (I. 5.6) 

Logo, de (I. 5.5) e (I. 5.6) vem 2 , o que corresponde a dizer  

que o conjunto de otimalidade da base B 6 constituldo de um Úni- 
a - - 

co ponto h = - X = h . Mas i s t o  acarreta  que h 6 igualmente o 

conjunto de otimalidade de cada base intermediãria Bh+l ..... Bh+t' 

Portanto, para esse h fixado, podemos agora conclu - 
i r  que o deslocamento do procedimento seguindo as  bases Bh ...... 
" Bh+t conforme as regras do mêtodo primal do simplex que permite 

e v i t a r  a ciclagem, equivalente a resolver o problema auxi l ia r  de 

maximi zar 
n 

sob as condições I .  2 . 2  - I .  2.3 e sob a res t r ição  suplementar 

onde J é o conjunto dos índices j t a l  que 

o qual após aplicarmos as regras do método do primal que ev i ta  a 

ciclagem, t a i s  como o método lexicográfico do simplex 111 I , nos l e  - 
va impreterivelmente 5 conclusãq que Bh # Bh+t , contrariando a 

hipotese. Logo não existem bases iguais ,  ou melhor, retornar a u- 

ma base jã  passada 6 impossível. Portanto, o procedimento termina - 
r5 em um número f i n i t o  de i terações.  



A discussão para valores de A ciecrescente, i s t o  é, 
.. 

para A - A efetua-se de maneira análoga. A Única diferença e 

que neste caso a relação (I. 4 .1 )  6 subst i tuida por: 

Desta maneira conciuimos o 19 CASO. 

Para ana l i sar  o 29 CASO, admitamos que a resolução 

do problema para A = A O  terminou pela construção de uma base,de 

modo que sendo 

Pk + Aoqk < O 

x < O para i = 1 , 2 ,  ... i k  - 

as  condições (1.5.7) de ausência de solução real izável  são ve r i f i -  

cados. 

Decorre de (I. 5.7) que qk pode s e r  uma das t r é s  

seguintes a l ternat ivas:  

1) qk = O , como i l u s t r a  a f igura I.5.a. as condições (1.5.7) 

são observadas para todo valor do parâmetro A ; 

2 )  qk > O , como evidencia a f igura  1.5.h as condições (1.,5.7) 

são observadas para todo valor de 

~ n t ã o  só tem sentido explorar a existência de solupão para A > A  - 1' 



3)  qk < O , como 

são observadas 

h  > 

evidencia 

para todo 

a f igura  I.5.c a s  condições (1.5.71 

valor de 

~ n t ã o  só tem sentido explorar a existência de solução para h c A l .  - 

o - i 1 N ~ O  existe (3 3. sol. 

c - i 1 3  sol. o dir. de A I  



Não 
esq. 

a-i 1 - 31 sol. 'a esq. de r( 

a-ii)- 2sol.h esq.deh2 

22 

Fig.  1.6 

b - i  )- a solh esq. deAI 

b-ii)- i] sol 'a esq. deA2 



Ao analisarmos a segunda (primeira)  a l t e r n a t i v a ,  a 

solução do problema t e m  sequência na resolução do problema para  

A = A a qua l  p a r t e  da solução disponivel .  

Podemos então  chegar a do i s  resul tados :  

a )  obtenção de uma base Ôtima. 

b)  obtenção das condigÕes (I. 5.8) 

Ps + A1qs < O 

x < O pa ra  i = l , 2 , .  .. ,m i s  - 

a s  qua i s  revelam ausência de soluqão do problema. 

Em a )  , o problema t e m  continuidade conforme a s  r e  - 
comendações dadas no 19 CASO. ~á em b)  , a a n á l i s e  subsequente 

depende essencialmente do s i n a l  de qs . 

Se qk > 0 e qs O (qk < 0 e qs > O ) ,  a f igu-  

r a  I. 6.b ( f i gu ra  I. 6.d) 6 auto-expl ica t iva  e nos mostra que o pro - 

blema não t e m  soluqão. Se '  qs = O é f á c i l  ve r  que o problema tam - 
bém não t e m  solução. 

Se qk > O e qs > O (qk < 0 e qs O ) ,  a f igu-  

r a  I. 6 .a) ( f i gu ra  I. 6 .c )  nos d i z  que o problema não tem solução 

d i r e i t a  (esquerda) de A 2  . ~ n t ã o  o problema t e m  continuidade a - 
t r avés  da. segunda e da t e r c e i r a  a l t e r n a t i v a s  e permutamos A l  por 

3 e k por  s . Prosseguindo, chegamos 5 conclusão que ao ca- 

bo de um número f i n i t o  de e tapas ,  o problema (I. 2.1) - (I. 2.3) é ir- 

r e a l i z á v e l  sob toda a r e t a ,  ou obtém-se novamente a s  condições, a s  



quais  permitem prosseguir  com o l? CASO. 

Do que acabamos de expor, podemos chamar a atenção 

para  o que segue. D e  acordo com a Tabela 1 . 2 ,  a solução 6 procu- 

rada in ic ia lmente  para h = A o  . Ao fim de algumas iteraçÕes,c+ 

gamos à conclusão que devemos prosseguir  com o l? ou 29 CASO. ~ p Ó s  

constatarmos que é o 19 CASO que devemos in ic ia lmente  a p l i c a r ,  usa 

mos (I. 3.1) (I. 3.2) para determinar o conjunto de otimalidade da 

base corrente.  Se na l i nha  r e l a t i v a  a T j / q j  não existem casas 

que correspondam a 
q j  

< O (q j  > O )  a base corrente  6 Ótima para 

todo h - > h. ( h  5 h o )  . Caso con t rá r io ,  o ind ice  do elemento mini - 
mal (maximal) des ta  l i n h a  correspondente a 9 < O  (q j  > O ) ,  d e -  

termina o í nd i ce  do ve to r  que va i  e n t r a r  na base se estamos a n a l i  - 
sando valores  crescentes  de h (va lores  decrescentes de h )  e o 

va lo r  des te  elemento minimal (maximal) coincide com a extremidade 

d i r e i t a  (esquerda) do conjunto de otimalidade da base corrente.  

Se o estudo prel iminar  nos informa que devemos i n i -  

c i a r  pe lo  20 CASO, então nes te  momento devemos f aze r  na Tabela 1.1 

uma permutação temporária, i s t o  8 ,  devemos s u b s t i t u i r  fc por 

f C  + A l f h  
onde h l  = - - Pk e o índ ice  k é determinado como em 

qk 

Prosseguindo, devemos i n t roduz i r  na base o ve to r  

conforme o mêtodo do simplex, determinado por um dos elementos ne- 

ga t ivos  da nova l inha .  Damos continuidade ao problema conforme a s  

regras  do 29 CASO, chegando-se a uma solução i r r e a l i z ã v e l ,  ou 5s 

condições que permitem prosseguir  com o l? CASO. O estudo do pro- 

blema, relat ivamente ao 19 CASO, conclue-se e m  um número f i n i t o  de 



i terações  onde construimos uma base cujo conjunto de otimalidade 6 

uma semi-reta, ou pomos em evidência que as confliçÕes de ausência de 

solução são s a t i s f e i t a s  para todos os pontos do i n t e r i o r  desta se- 

mi-reta. 

I. 6 - Exemplo ~um&ico 

Para complementar e s t e  capztulo, daremos um exemplo 

numérico 13 1 . Maximize para O 5 X - < . 

I L 

s u j e i t o  

4x1 + 3x2 + 2x3 

X1 + x3 + 2x4 

2x1 C 4x2 + x3 + 2x4 

x > O  i=1,2,3,4 i - 









CAP~TULO 11 

PARAMETRIZAÇÃO DO LADO DIREITO DAS RESTRIÇÕES 

(CASO B = B ' + pB") 

A descrição algébrica do procedimento referente a es - 
te caso será dado logo após uma interpretação geométrica dada pg 

la Figura 11.1, Aqui consideramos o caso onde m =2, pois para 

m > 2  perdemos completamente a compreensão geométrica das consi - 
derações, embora nos restem conclusÕes qualitativas. 

Admitiremos que já é de nosso conhecimento a interpre - 
1 5  

tação geométrica do procedimento do simplex . 

O objetivo do procedimento é encontrar N, imagem geo - 
métrica do ponto Ótimo, que se encontra na interseção da reta L 

com o cone poliédrico C, onde suas arestas OAi são vetores (m+l) 

-dimensional, obtidos dos vetores condições OAf, pela adição da 



Fig. 11.1 



( m + l ) - é s i m a  componente, que corresponde aos c o e f i c i e n t e s  de  cuz 

t o  c da  funcão ob je t ivo . .  Se agora adicionarmos o v e t o r  vB" ao 
i 

ve to r  B 1 ,  tem-se que o ponto in te r seção  da reta L com o p l a n o  

x Ox desloca-se provocando também um deslocamento do ponto supe - 
1 2  

r i o r  N ,  i n t e r s e ç ã o  da r e t a  L com o cone p o l i é d r i c o  C .  Ob s e r v a  - 
mos agora que o ponto N da f a c e  A OA do cone C não repousa sg  1 5  

b r e  uma a r e s t a  desse  cone e ,  s e  v não é um va lo r  grande (assume 

um conveniente v a l o r ) ,  en tão  o ponto N ( p )  i n t e r seção  da  reta L ( p )  

com o cone C a inda contimuará na mesma face .  Decorre d a i  que a 

base Ótima do programa, aqui  representada  por OA e OA não muda. 
1 5  

Se agora aumentarmos o v a l o r  p d e  t a l  forma que o ponto N ( p )  ca i a  
S 

sobre uma a r e s t a  do cone C ,  ao longo da qual  a f a c e  A OA e cor  
1 5  

t ada  por uma de  suas v iz inhas ,  temos a i  que o problema correspon 

den te  será um programa degenerado. Continuando, fazendo p assu  - 
m i r  va lo res  maiores,  tem-se que o ponto N ( v )  se t r a n s f e r i r á  para  

uma f a c e  v iz inha  do cone C.  Por tanto ,  a base correspondente ao 

i n t e r v a l o  v i ,  I 1 d i f e r i r á  da base a n t e r i o r  por um v e t o r  con - 
dição.  Dando prosseguimento a este r a c i o c h i o ,  conclue-se que 

ao v a r i a r  v,  determina-se segmentos I , ta i s  que para  tg 

do v a l o r  de  considerado no i n t e r i o r  desse  i n t e r v a l o  temos s e g  

p r e  uma m e s m a  base Ótima para  o problema. Para completar, ob - 
servamos que pode v a r i a r ,  m a s  de  t a l  forma que o v e t o r  B 'bpB" 

jamais f i q u e  f o r a  do cone formado pe los  v e t o r e s  extremantes OA1 
2 



O problema que temos agora para  r e s o l v e r  pode s e r  

formulado como s e  segue. Seja B o v e t o r  parametrizado d e f i n i  
O - 

do por B = B' + p B t l ,  onde B' e B" são d o i s  ve to res  conhecidos e 
O 

um e s c a l a r .  Desejamos c a l c u l a r  para  todo p per tencente  a um 

subconjunto da reta r e a l ,  um v e t o r  X ,  que s e j a  solução do problg  

m a  : 

1 c x = z (Max) 
j j 

O mesmo problema posto na forma m a t r i c i a l  é: Ma x i  - 
mize 



Inicialmente, nossa atenção é voltada a investigar 

se podemos aplicar os conceitos de dualidade a este problema,com 

objetivo de aplicarmos os conhecimentos já adquiridos no ~apítu - 
10 anterior. Isto 6 possível e, para tal, deveriamos resolver 

o seu problema dual, o qual 6 Minimizar 

sujeito a 

Entretanto, por razões didáticas faremos o estudo de 

uma maneira direta, baseado no método dual do simplex, e a solu - 
ção terá sequência através das bases dos pseudoprogramas do prg 

blema (11.2.1) - (11.2.3) . Dando prosseguimento, lembramos que a 

base de um pseudoprograma, ou pseudobase é um sistema de m veto - 
res condições linearmente independentes relativamente aos quais 

os critérios de seleção de todos os vetores condições são não ne 

gativos (não positivos), isto é, os coeficientes da função obje - 
tivo relativamente a base corrente são não negativos (não positk 



vos) no caso de maximiza~ão (minimização) , e observe que n e s t e 

caso não teremos necessariamente uma base viável, mas quando is - 
to ocorrer diremos que a pseudobase constitue uma base Ótima do 

problema. 

P e ~ i n . i ç &  7 1 . 1 :  O conjunto de otimalidade de uma pseudobase é 

o conjunto de todos os valores v, tais que a 

pseudobase seja Ótima. 

A solução do problema (11.2.1) - (11.2.3) tem sequêli, 

cia ao determinarmos pelo método dual do simplex uma base Ótima 

para V = v. (19 CASO), ou quando as condições de ausência de so - 
lução são postas em evidência para v = po. 

N ~ O  abordaremos o caso onde a forma linear e ilimitg 
da para = v O ,  pois o problema não terá solução realizável pg 

ra todo v. 

De fato. se para v = p o  o problema (11.2.1')- (11. 

.2.3') não tem solução realizável, então da teoria da dualidade 

o dual de (II.2.1')-(11.2.3') para v = p o  

u(B' + B") = g(Min) 



não tem solução realizãvel. Mas não desempenha nenhum papel 

nas restrições de (11.2.5) , (11.2.6) , o que significa dizer que 

para todo 1 ~ .  o problema dual não é viável. Consequentemente o 

problema (11.2.1)-(11.2.3) não tem solução realizável. 

Suponhamos que o nosso problema foi resolvido para 

Fi = Fio e em consequência uma base Ótima, a qual é constituida pe - 
i i 10s vetores A . A , foi determinada. Denotaremos tal ba 

1 m - 
i i se por A. Com A tambh queremos indicar uma matriz básica, 

isto é, uma matriz cujos vetores colunas são exatamente os acima 

citados. 

~ntão uma solução será: 

i i - 1  
X (1~. ) = A [B' + B"] 

O O O 

i - 1  i - 1  
Sejam A B' = x ( '1 e A B " = X  ('I soluções do 

o o 



sistema (II.2.2'), quando o 2 9  membro do sistema (11.2.2') é subs - 
tituido por B =  B' e B =  B" respectivamente (uma de cada vez para 

o mesmo sistema) . Desta forma a equação (11.2.8) pode a s s i m 

ser escrita: 

i onde X (v ) é um vetor coluna de m componentes. Logo, temos 
O O 

m equações 

i com x (1.1 ) + O  ; s = I r  21 . . . r  m r  pois a solução é ótima. 
0s O 

Para facilikar a impressão datilográfica faremos a seguinte con - 
versão 

Portanto : 

Se fizermos em: 



variar, é claro que a solução poderá deixar de ser viável se 

certas precauqÕes não forem topadas. Ao analisar as rn equações 

chegamos a conclusão que 

~ermanecerão não negativos se 

b 
S 

v > / - -  com a > O  
a s 
s 

b 
s 

V <  - -  com a < O  
a S 

s 

Pode surgir ainda, que ao analisarmos p  > p o  >, O (v < p  6 0 )  2 
O 

corra que a 2 O (as S 0)  para todo s, isto é, jamais consegui 
S 

remos violar a viabilidade da solução encontrada para 
= ",. 

11.3 - CONJUNTO DE OTIMALIDADE 

Definamos: 



b 
S I max - - 

[ -= se todos os a ,< O 
S 

! se todos os a > 0 
S 

Como o critério A = z - c dos vetores A não depende de y, 
j j j j 

então uma condição necessária e suficiente para a viabilidade de 

uma pseudobase 6 que as inequações (11.2.11) sejam verificadas, 

o que acarreta ser a solução dada por (11.2.11) Ótima para ,< - - 
4 ,I 4 w. Concluimos que o conjunto de otimalidade da pseudoba 

se corrente, compõe-se de todos os valores finitos de y que veri 
- 

fiquem a condição ,I á ~ t .  < v. - 

Passaremos agora a explorar o comportamento do proble - 
ma (11.2.1) - (11.2.3) para > (analogamente poderíamos desen - 
volver o raciochio para y < ~ ) .  Presume-se aqui w, e que - 
entre os a 

s ' s = 1,2,..,,m provavelmente existirá pelo menos 



i um negativo. Admitamos também que a pseudobase i ~ l  . . . Am se  - 
ja uma solução ótima do problema para todo < [& , c ]  . 

1 1 . 4  - CRITERIO DE SAÍDA DE UM VETOR DA BASE 

Procuraremos agora uma variável  que batizaremos de 

Xr r 
a qual s e  tornará zero em i e negativa para v = ! + 5 ,  onde 

5 é posi t ivo e arbitrariamente pequeno. Seja r o h d i c e  t a l  que 

Como 

i i é óbvio que ao avançar v além de c, A ... A não mais se  cons 
1 m - 

t i t u e  uma pseudobase Ótima, pois o valor de x dado acima é nega 
r 

t ivo ,  muito embora a possibil idade de que a mesma continue sendo 

uma pseudobase para o problema não tenha sido afastada. 



11.5 - C R I T ~ R I O  DE ENTRADA DE UM VETOR NA BASE 

A s i t u a ç ã o  em que nos encontramos agora é i d ê n t i c a  a 

do método do dua l ,  quando uma v a r i á v e l  bás ica  negat iva t e m  que 

ser removida da base e s u b s t i t u í d a  por uma nova v a r i á v e l  bás ica ,  

mas d e  t a l  forma que tenhamos uma nova pseudobase. Vejamos c2 

mo i s s o  realmente acontece.  Para t o r n a r  m a i s  f á c i l  a exp l i ca  - 
ção, voltemos por um momento ao método d u a l  do simplex. Chame - 
mos de  xk a v a r i á v e l  que tomará o lugar  de  x . r 

Consequentemente, o elemento p i v o t  da t a b e l a  u s u a l  

do método d u a l  do simplex é xrk. Sabemos que após o pivoteamen 

t o  o novo c o e f i c i e n t e  da v a r i á v e l  X j  na função o b j e t i v o  é d a d o  

Por 

e s e  desejamos que nossa nova pseudobase seja Ótima, en tão  o k 

deve ser escolh ido  de  modo que 

para  todo j. 



~ambém já sabemos que s e  x s u b s t i t u e  x , então  o novo va lo r  de 
k r 

x 6 dado por 
k 

e i s t o  permanece a inda  verdadeiro se br e xk são  c o n s i d e r a d o s  

funções de  v, de  modo que 

JZ chamamos a atenção que br + a r  C O para  v >, 
- + 5 e desejamos agora que 

b + v a  
r r 

> O  para  v 3 5 + 5  

i s t o  é, que o novo v a l o r  de  x (v) s e j a  pos i t ivo .  Obviamente 
. ko 

para  termos x ( v )  > O é necessár io  que x < O .  Se todos os  
ko rk 

x 3 O en tão  não podemos c resce r  v além de  s e m  v i o l a r  a v i a  
r j  - 

b i l i d a d e .  Concluimos assim que a s  candidatas  a e n t r a r  na base 

são  unicamente aquelas  v a r i á v e i s  que t ê m  negat ivo o s  elementos 

na r-ésirna l i n h a  d a  t a b e l a  usua l  do método dual  do simplex. Ana - 
l i t i c a m e n t e  podemos t r a d u z i r  tudo i s t o  exigindo que: 



para  todo j . P j  Pk > O (a an t i ga  pseudobase e r a  Ótima) 

então x > O não t r a r á  problemas a (11.5.1) . Se x O ,  e 2  
r j r j 

t ã o  (11.5.1) pode s e r  escrita: 

para  todo j t a l  que x < O .  I s t o  corresponde a d i ze r  que o 
r j 

h d i c e  h é determinado por 



- 
Desta forma temos uma pseudobase viável para p , portanto, 

uma solução ótima para o problema. 

A Tabela 11.1 6 uma sintese do quadro usual do meto - 
do dual do simplex, onde anexamos uma coluna, a qual foi rotula - 
da de vetor básico (relativo a base do corrente). 

Observa-se que a coluna "valores das variáveis bãsi - 
tas" foi transformada em duas colunas, a "b-termo" e a v-termo". 

Na Tabela 11.1 o quadro I1 foi obtido do quadro I pelo pivotea - 
mento do elemento x rk' onde os hdices r e k são dados por (11. 

.4.1) e (1'1:. 5.2) respectivamente. As transformações ef etuadas 

já são conhecidas do método dual do simplex. 

Se o pseudo programa é X = (x ( v )  . . . x ( v )  . . . . 
1 O = o  

... x ( v ) )  então pelo quadro I1 da Tabela 11.1 segue-se: 
n(l 

i) Para s # k,r 







- L 

Adicionando e subtraindo o termo ~ ( a  - - x ) vem: 
X sk 
rk 

Por ( 1 . 4 .  b +i a = 0, então, 
r r 



ii) Para s = r 

a - r 
Adicionando e subteaindo o termo v - vem : 

X 
rk 

De (i) e (ii), concluimos: 

- 
A nova pseudobase é viãvel para v = , pois p o r  

(11.5.3) temos: 



- 
para todo S. Recorde-se que V é o maior valor de V que dá 

4 

condições para que a pseudobase anterior seja viável, isto e, 

x (i) & O. 2 fácil ver que se o pseudograma é viável paraqual 
s O 

- 
quer outro valor de V, então 8 . De fato, suponhamos que o - 
corra viabilidade do pseudoprograrna para 

isto é 

Como a < O  e x < O ,  então (11.5.4)nosdá: 
r rk 

4 

o que é um absurdo, pois estamos supondo que o pseudoprograma e 

viável. Prosseguindo, observamos que para lidar com a nova ba - 
se, torna-se imprescindível que se determine o novo conjunto de 



otimalidade,  o qua l  é obt ido  a t r avés  de (11.3.1) e (11.3.2). De - 
notemos esse conjunto por [v*, )i*]. Mostraremos agora que a - 
extremidade esquerda v* do conjunto de  otimalidade da nova base - 
é precisamente a extremidade d i r e i t a  i do conjunto de  o t imal ida  - 

- 
de da  base precedente e ,  além d i s so ,  v* ,< v*. - 

D e  (11.5.3), notamos que x '  (P) >/ O s e  
s O 

Por tanto ,  o menor va lo r  de  v para  que a s  inequações (11.5.5) s e  

verifiquem é 



onde o s  denominadores das  f r a ç õ e s  devem s e r  p o s i t i v o s .  Note que 

a Última f r a ç ã o  deve s e r  considerada,  po i s  a c O e x c 0 .  r rk 

JZ chamamos a tenção que x (i) > 0 logo -x (a) 0, 
s O S O 

então: 

ar 
Como O/(-) = 0 ,  f á c i l  agora concluirmos que o máximo do 20 

Xrk 
membro de  (11.5.6) é zero.  Por tan to ,  

Por ou t ro  lado ,  o maior v a l o r  d e  para  que a s  inequações (11.5. 

.5)  s e  veri'fiquem é: 

- - 
v *  - = min 



onde os denominadores das frações devem ser negativos. A rigor 

a segunda fração não deve existir no 29 membro de (II.5.7), pois 

ar 
(-) > O. Deduz-se que o mínimo 6 não negativo. Assim 
X rk 

Estas conclusÕes podem ser enunciadas sob a forma do seguinte te - 
orema : 

Seja r o índice de£inido pela condição (11.4.1) e se - 

- 
a) Se x O para j = 2 . . . n com )i > as condições 

r j 
(11.2.2) - (11.2.3) do problema são incompativeis. 

b) Se algum dos números x j = 1 2 . . . n são negativos ao 
r j 

introduzir na base o vetor disponível ' A ~  segundo as r2 

gras usuais do método dual do simplex, obtem-se uma n o v  a 

pseudobase onde a extremidade esquerda v* do conjunto de o - 
timalidade 6 i. 



Do que acabamos de analisar, concluimos que o proceg 

so para resolver o problema paramétrico para v > c, consiste em 

se partindo de uma pseudobase passarmos a uma ~róxima (que a cha - 
maremos de vizinha) pela introdução de um novo vetor na base. O 

processo terá sequência seguindo as bases vizinhas deste proble - 
ma. Chegaremos ao fim do processo quando analisando v crescen - 
te (decrescente) chegarmos a uma pseudobase, a qual chamaremos 

de Última, ocorra que para todos as >, O (as 4 O), o que equk 

vale a dizer que o conjunto de otimalidade da Última pseudobase 

é uma semi-reta, ou quando por outro lado, chegarmos a uma pseu - 
dobase onde o problema não tem solução em nenhum ponto do interi 

or do seu respectivo conjunto de otimalidade. Usando ao crité - 
rio da escolha do vetor a entrar na base as regras que garantem 

a ausência de ciclo no método dual do simplex, pode-se mostrar 

que este procedimento chegará ao fim em um número finito de eta - 
pas, uma vez que é impossível retornar a uma pseudobase já consi - 
derada. Veja o raciocínio usado no capítulo anterior para mos 

trar esse fato., Desta maneira, concluimos o 19 CASO. 

Para analisarmos o 20 CASO admitamos que a resolução 

do problema para p = p O  nos leva ao seguinte impasse. Existe 

pelo menos um i = r, tal que 



Decorre de (11.5.8) que a pode se r  uma das três seguintes a l t e g  r -- 
nativas : 

19) a = O as  condições 1 1  5.8) são observadas para t o  d o 
r 

valor do parâmetro v,  revelando que o problema 

20) a > O  as  condições 1 1 . 5  8 são observadas para t o d o  
r 

valor do p a r h e t r o  
br 

' - . ,=  "1 
. SÓ r e s t a  i n  - 

4 

vest igar  a existência da solução do problema a 

d i r e i t a  de p , i s t o  é, para 5 u l ;  
1 

/ 

3 9 )  a < O é f á c i l  ver que só tem sentido explorar a e x i s  
r - 

tência de solução do problema à esquerda de 
"1' 

i s t o  é, para 6 p l .  

Ao ana l i sa r  a 2a. (3a.) a l te rna t iva ,  a solução do pro - 
blema tem sequência pela resolução do problema para = p l ,  a 

qual par te  da solução disponivel. Podemos então chegar a dois 

resultados: 

a )  obtenção de uma pseudobase Ótima; 

b) obtenção das condições. 



Em (álTFroblema tem continuidade conforme as recomendações da - 
das no l? CASO. ~á em (b) a análise subsequente deverá ser anã - 
loga âs que foram dadas no capitulo precedente. 

Do que acabamos de analisar podemos chamar a atenção 

para o que segue. A solução 6 inicialmente procurada para p = 

- 
- Fio pelo método prima1 ou dual do simplex. Como estamos eE 

cluindo o caso onde a forma linear é infinita, então ao fim de 

algumas iteraçÕes chegamos a conclusão que devemos pr o s s e guir 

com o l? ou 29 CASO. ~ p Ó s  certificarmos que é o l? CASO que de - 
vemos inicialmente aplicar, usamos (11.3.1) e (11.3.2) para d e  - 
terminar o conjunto de otimalidade da pseudobase corrente. Ima - 
ginemos agora uma tabela que chamaremos de II.lg, a qual n a d a  

mais é do que a tabela 11.1 completa, isto é, constituída de to - 
bs 

das as linhas e colunas. Se na coluna relativa a - - as ca - 
as 

sas que correspondem a a O (as > O, no caso de decrescer) s 

ficam vazias, a base corrente é Ótima para v 3 lio (v 6 vO). Ca - 
so contrário o índice do elemento minimal (maxirnal) desta coluna 

correspondente a as < O (as > 0) , determina o indice do vetor 

que vai sair da pseudobase, se estamos analisando valores cres - 
tentes de p (valores decrescentes de v) e o valor deste ele - 



menta minimal (maximal) coincide com a extremidade direita (e2 

querda) do conjunto de otimalidade da pseudobase corrente. Aqui 

o procedimento pode terminar desde que as condições 

sejam verificadas, ou pela ausência total dos elementos da colu - 
bs na - - . Na la. hipótese nota-se que o problema 6 insolúvel 
a s 

à direita do ponto v* se estamos analisando valores crescentes 

de e a esquerda do ponto v* se v é decrescente. Na 2a. hipÓ - 
tese a pseudobase é viável para a semi-reta [v* m) se cresce 

e a semi-reta ( -  * se decresce. As demais trans - 
formações são idênticas as efetuadas em uma etapa isolada do mé - 
todo dual do simplex. Se o estudo preliminar nos informa que 

devemos iniciar pelo 29 CASO, então neste momento devemos fazer 

na tabela 11.1' uma permutação temporária (até que possamos con - 
tinuar com o 

b da coluna 
S 

e o hdice r 

19 CASO), isto é, devemos substituir os elementos 

b-termo por x ( v  ) = b + a onde - b* - - -  
s o  1 s s ar 

é determinado como em (11.4.1). Prosseguindo, de 

vemos introduzir na base o vetor conforme o método dual do s im - 
plex, determinado por um dos elementos negativos da nova coluna. 

As regras do 20 CASO são agora aplicadas chegando-se a conclusão 

que o problema 6 irrealizável, ou 2s condições que permitem pros - 
seguir com o 19 CASO, o qual conclue-se em um número finito de i - 
teraçÕes,onde construimos uma base cujo conjunto de otimalidade 

é uma semi-reta, ou, pomos em evidência que as condições de aE 



sência de solução são satisfeitas para todos os pontos do interi - 

or desta semi-reta. 

11.6 - EXEMPLO NUP&RICO 

Consideremos agora o exemplo numérico: Maximize pg 

ra - 1 4  h < . . .  

sujeito a: 



TABELA 11.2 

veis 

Básicas 

Valores das ~ a r i s  

veis Basicas 

b- termo y -termo 





(*) Observe que este quadro está vaz io  (quando c r e s c e ) ,  

en tão  como já chamamos atenção,  i s t o  s i g n i f i c a  d i z e r  
- 

4 

que o problema 6 v i á v e l  pa ra  todo v > i onde e o 

l i m i t e  super io r  do conjunto de  ot imalidade d a  base a n t e  - 
r i o r  . 

Como e s t e  quadro e s t á  vaz io ,  i s t o  s i g n i f i c a  que não - e 

x i s t e  nenhum x < 0 ,  en tão  o problema não tem s o l u  
1 j 

- 
ção para  < v* = -1. - 



Fig. 11.2 



As Figuras II.2a, II.2b e 11.2~ nos diz como se com - 
porta a região viável quando fazemos variar. Olhando para a 

Figura II.2c, notamos que o gráfico da reta x + 2x = 7 + 7 p  pg 
1 2 

ra tendendo para -1/2 se desloca paralela a si mesma no senti - 

do da origem. A mesma passará pelo ponto (0,O) quando = - 1, 
isto significa dizer que neste momento nossa região viável redu 

ziu-se a origem, e que para l não teremos mais programa. 

TABELA 11.3 

Resumo da Tabela 11.2 



Da Tabela 11.3 podemos extrair expressões analíticas 

dos x (v) i = 1 , .  5 (x (p) = y ( v )  p/i = 3,4,5) e f (p) . 



Podemos agora dar o gráfico das funções acima. 
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Fig. 11.3 



CAP~TULO 111 

ALGUNS CASOS PARTICULARES 

Neste capítulo, lidaremos com o problema geral depro - 
gramação linear paramétrica, onde os coeficientes da função obje - 
tive', as componentes dos vetores condição e o vetor restrição de - 
pendem linearmente de um parhetro. O problema em foco p o d e  

ser posto sob a forma: Maximize a forma linear 

sob as condições: 



onde a ( t )  = [aij ( t )]  é-uma matr iz  m x  n ,  B ( t )  = ( ( b l  + t b n )  .. 
1 1 

(b + t b i ) ) T  um m-vetor coluna, x = (x ... xn)T  um n-vetor 
m 1 

coluna e c ( t )  = ( ( c '  + tcn) .  .. (c'  + t c " ) )  umn-vetor l inha .  
I 1 n n 

Faremos o estudo d e s t e  c a p i t u l o  abordando alguns c a  - 
s o s  p a r t i c u l a r e s  com o fim precípuo de  obtermos as i d é i a s  p r á t k  

c a s  mais g e r a i s  que este caso  fornece.  

111.2 - P R I m I R O  CASO PARTICULAR: A MATRIZ a (t) 4 cons tante  

(ESTUDO SIMULTANEO DOS CÃPITULOS I E 11) . 

Ao fazermos o estudo do problema (111.1.1)-(111.1.3) 

sob a condição de  que a matr iz  a ( t )  s e j a  cons tante ,  i s t o  6 ,  a(t)= 

= A,  constatamos que estamos estudando simultaneamente o s  capf tu  - 
10s I e 11, os  qua i s  em seus aspectos  m a i s  g e r a i s  consistem em m o  
ximizar a forma l i n e a r :  

sob a s  condições: 



1 A, X = (B '  + tB") 
j.=l 

J j 

onde A = ( a  a )Tr B' = ( b ' ,  b '  , ..., b ' l T  e B" = (b", 
j 1 j m j I 2 m 1 

b" ,  ..., b " J T  são  ve to res  coluna m-dimensional. 
2 m 

111.3 - CONJUNTO DE OTIMALIDADE DA BASE FUNDAMENTAL 

Chamamos atenção para  o f a t o  de  que entendemos por 

base fundamental f i n i t a  todo s is tema linearmente independente, 

contendo m ve to res  condições do problema (111.2.1)-(111.2.3). O 

conjunto de  ot imalidade d e s t a  base será c o n s t i t u i d o  de  todos os  

va lo res  do parâmetro t , t a l  que a base fundamental f i n i t a  s e j a  u - 
ma base d a  solução ( Ó t i m a  e v i á v e l )  do problema. 

D e  maneira análoga aos problemas já estudados nos ca  - 
p í t u l o s  a n t e r i o r e s ,  a solução do problema (111.2.1)-(111.2.3) se 

i n i c i a  p e l a  resolução do mesmo para  todo t = t . Esta  solução 
o 

i n i c i a l  deve terminar  por um dos três segu in tes  resul tados :  

a) construção de uma base,  solução do problema, que nes te  caso 



admitimos como sendo composta dos vetores 

b) Evidenciando a incompatibilidade das condições do problema. 

C )  Evidenciando que a forma linear do problema tende para valo - 
res infinitos sobre o conjunto de seus programas. 

Suponhamos que a solução preliminar findou comas con - 
diçÕes relatadas em (a). De acordo com as notações efetuadas 

nos capítulos anteriores, sejam: 

~ntão, de (1.2.4) e (11.2.11) concluimos que o ponto t pertence 

ao conjunto de otimalidade da base fundamental f inita i~ . . . i~ 
1 m 

se, e somente se, as inequações 

+ ta. 2 O i = 1, ..., m 
1 



Em (a) exigimos que (111.3 .I) , (111.3.2) sejam veri - 
ficadas para t = t , portanto, tal sistema de inequaç6es linea 

0 
- 

res 6 compatível. Baseado em (1.3.1) , (1.3.2), (11.3.1) e (11. 
- 

.3.2) , introduziremos t ' , t", t' e 5" definidas como se segue: - - 

se qj 
.< 0 para j = l,-=.,n 

bi 

I 
para a < O 

a. i - 
t' = 1 I mP - - 

t' = . - 

I O0 
se a >, O para i = 1, ... ,m 

i 

max - - para a > O 
i a. i 

1 

- 00 

I -  se qj < O para j = 1, ..., n 

se ai d O para i = 1, ..., m 



Decorre de (111 3.3) , (111.3.4) que o conjunto de sg 

luções do sistema de inequações (III.3.1)-(111.3.2) é constitui - 
do de todos os valores de t tal que 

- - 
t = max(tf, t") 4 t 4 min(flf, t") = t - - - 

111.4 - CRITÉRIO DE ENTRADA E SAÍDA DE UM VETOR DA BASE 

Desejamos agora observar o comportamento do problema 

quando t cresce alem de f ,  o qual é o extremo direito do conjun - 
to de otimalidade suposto finito. Sejam 

onde E é não negativo e arbitrariamente pequeno. Tem-se que 
- 
t, f' e r'' estão relacionados de uma das três seguintes maneL 

ras : 



- 
No primeiro caso temos que para t = t + E a base 

fundamental i~ . . . i~ deixa de ser uma base. Aqui (111.3.2) 
1 m 

continua sendo verificada, o que corresponde dizer que ainda tg 

mos uma pseudobase. Portanto, utilizamos o procedimento do Ca - 
pitulo I1 e o problema nesta etapa tem sequência através do méto - 
do dual do simplex. 

- 
No segundo caso quando t = t + E tem-se que algu - 

mas inequaçÕes de (111.3.2) são violadas, mas o sistema de ine - 
quaçÕes (111.3.1) é sempre verificado. Lançaremos mão dos c02 

ceitos adquiridos no primeiro capstulo, e o problema neste ponto 

tem sequgncia através do método primal do simplex. 

Mo terceiro caso tem-se que para t > a base fun - 
damental i~ . . . i~ não é mais primal nem dual viável. Aqui 

1 m 

introduzimos um problema auxiliar para darmos prosseguimento a 

resolução do problema. O problema auxiliar ao qual nos referi - 
mos, nada mais é do que o problema (111.2.1) - (111.2.3) quando fa - 

- 
zemos em B(t) = B' + tB"; t = t. Neste momento reduzimos o 

problema ao que foi tratado no primeiro capitulo e sua solução 

tem sequência através do método primal do simplex. E Óbvio que 

a base fundamental i~ . . . i~ é uma base do problema auxiliar 
1 m 

qualquer que seja o vetor de t. Portanto, partindo da base fun - 
damental disponivel após algumas iterações do método primal do 

simplex, concluiremos que o problema auxiliar é impossivel para 

t > ou teremos construido uma nova base onde o conjunto de o - 



timalidade é com 
- 
t = t*. 

A primeira alternativa nos diz que o problema param6 - 
trico é impossivel para t > E, pois se agora passamos a olhar 

- 
o problema com t = t + E na função objetivo, temos que o mes 

o - 
mo é impossível, pois já o era para todo t > t. Esta mesma si 

tuação prevalece se agora passamos a olhar o problema quando B(t) 

varia. 

O segundo resultado nos diz que a base fundamental é 

uma pseudobase do problema (111.2.1)-(111.2.3) sobre o conjunto 

* -*- - 
de otimalidade [L , t 1 com t = - t*. Desta maneira o problema 

tem continuidade através de um raciocínio análogo ao desenvolvi - 
do no capítulo 11, através do método dual do simplex, partindo- 

-se da nova pseudobase. Constatamos assim, que a análise deste 

problema processa-se pela aplicação de etapas sucessivas do métg 

do prima1 e do método dual do simplex, desenvolvido nos ~apitu - 
10s I e 11. Podemos sintetizar tal procedimento como se segue: 

Consideraremos t crescente, isto é, t variando da esquerda para 

a direita. Partindo da base fundamental dispon~vel, após aplk 

carmos (111 3.3, (III.3.4), chegamos a: 

- - 
ii) t = min(Et, t") < 



Se ocorrer a a l te rna t iva  (i) então chegamos ao f i m  

da discussão. 

Se ocorrer a a l te rna t iva  (ii) então podemos t e r  duas 

possibilidades: 

a )  Aqui aplicamos o método dual do simplex ao problema (111 .2 .  
- 

.l) - (111.2.3) com t = t e o vetor ao s a i r  da base ( C r i t é  - 
r i o  de saída) é determinado da maneira habitual ,  pela r e l a  - 
ção : 

b 
r 

b 
1 - - - -  m i n  - - = a < O 

r 
( 1 1 1 . 4 . 1 )  

a a .  O a 
r 1 i 

Se x b O para j = 1 2 . . . n não podemos crescer t a 
r j - 

l é m  de (veja c r i t é r i o  de Entrada 11.5.2). 

b) Aqui aplicamos o método prima1 do simplex ao problema (111. 

- 
. 2 .1 )  - (111.2.3) com t = t e o vetor a en t ra r  na base ( C r L  

t é r i o  de Entrada) é determinado da maneira habitual  pela r e  - 
lação : 



Se xik 4 O para  i = l,21...,rn, não podemos c resce r  t a - 
l é m  de  (ve ja  c r i t é r i o  de  s a í d a  I. 5.1) .  

Observando as considerações f e i t a s  a t é  aqu i ,  e base - 
ando-nos nos ~ a ~ i t u l o s  I e 11, 6 £ k i l  conc lu i r  que o p r o b l e m a p  - 
ramétr ico f i c a  totalmente ana l i sado  ao término de  um número f i n i  - 
t o  de  e t apas .  

111.5 - SEGUNDO CASO PARTICULAR: C ( t )  e b ( t )  SÃO VETORES 

CONSTANTES E a ( t )  = [A + t D ,  N J  

Vejamos agora o problema (III.1.1), (111.1.3) quando 

consideramos cons tantes  o s  ve to res  C (t) e b (t) e a (t) = [ A + ~ D , N ~ .  

O problema agora toma o segu in te  aspecto: 

max z = CX 

s u j e i t o  a: 



onde A é uma matriz não singular (m x m) , D uma matriz (m x m) 

satisfazendo determinadas condições, N uma matriz m x (n - m), x = 

= (x , . . . , x ) é um vetor linha das variáveis básicas e y = 
1 m 

= (X , . . ., x ) * é O vetor das variáveis não básicas. Aqui v2 
m+ i n 

le ressaltar que na hipótese de existirem variáveis artificiais 

em (III.5.2), então as correspondentes colunas podem ser parte de 

A. Pretendemos agora encontrar recursos necessários para deter - 
minarmos uma região relativa a qual o parhetro t pode varia r 

quando a matriz básica varia para A + tD, sem contudo modificar - 
mos o conjunto das variáveis básicas. Como os métodos envolvem 

muitos c~lculos, abordaremos uma classe de problemas para tornar 

mais simples a resolução do problema. Portanto, exigiremos que 

a matriz D seja tal que A + tD seja regular (uma matriz polini - 
mia1 regular tem determinante independente de t, de modo que sua 

inversa 6 também uma matriz polinomial). 

Logo mais obteremos uma expressão geral, para adequa - 
das matrizes D, na qual é visivel a gama de possibilidades para 

D. Exigiremos ainda que o rank de D seja o maior inteiro, me 

nor ou igual a m/2. Vejamos o problema (111.5.1)-(111.5.3) pa 

ra t = 0: 



então  

- 1 T 
onde A b =  (x , x . x ) = x  e x 3 0  p a r a t o d o i ,  

1 o 2 o mo o i o 

v i s t o  que juntamente com y = O dá uma solução ótima v i á v e l  pa - 
ra o problema o r i g i n a l  (por h ipó t e se ) .  

A s u b s t i t u i ç ã o  de (111.5.4) e m  (111.5.1) dá: 

onde C = ( c  ,... , cml, C = ( c  ,..., Cn)  e N =  N I - . . , B  
X 1 Y m+ i I m + i  n 

e o s  N para  j = m + l ,  ..., n são  ve to res  colunas. 
j 

Fazendo: 



t e m -  s e 

como A N = X segue-se: 
m + j  m + j  

já que a solução é ótima. 

Podemos agora escrever  (111.5.5) de uma maneira m a i s  

condensada 



Se A é subs t i t u ido  por A + t D  é f á c i l  ver que 

desde que 

pois  

- 1 
A + tA 2 -1 - 1 

D A - ' ] [ A + . D ] = I +  t A ( D A  D) 

M a s ,  uma solução geral para ( I I I . 5 . 8 ) ,  é: 

I 
-1 - 1 2 

AC então D A D = A C (A A ) C  = AC 

O b s e r v a - s e  através de ( 1 1 1 . 5 . 9 )  e ( 1 1 1 . 5 . 1 0 )  que ( 1 1 1 . 5 . 8 )  é sa - 
t i s fe i ta  se 



Para  so luc ionar  esse novo impasse, 6 f á c i l  ve r  que uma s o l u ç ã o  

g e r a l  p a r a  (111.5.11) é 

onde T é qualquer  mat r iz  não s i n g u l a r  m x m  e 

- 2  - 1 
p o i s  D = O .  Ê , r e a l m e n t e ,  C = T  b T  é uma solução g e r a l  

pa ra  (111.5.11) p o i s  

2  
já que (E) = O .  

Em (111.5.13) podemos c o n s t a t a r  que o rank de  6 o 

m 
maior i n t e i r o  menor ou i g u a l  a - 

2 
e, consequentemente, o rank 

de  D também o é como já havíamos c i t ado .  

Denotemos A ( t )  = A + t D ,  então: 



Se usamos e m  (111.5.7) D como o dado por (111.5.9) 

ou (111.5.10) e (111.5.12) e (111.5.13) então (111.5.14) nos f o r  - 
nece: 

Para continuarmos com uma solução v i áve l ,  (111.5.15) 

nos d i z  que devemos t e r  y = O e 



onde 

max (x./B.) se 8, < 0 
l i 

1 1  1 

então o domínio de t que verifica o sistema de inequaçÕes (111. 

.5.16) é: 



1 1 1 . 6  - CONJUNTO DE OTIMALIDADE 

V e j a m o s  agora que condições d e v e m  ser exigidas para 

a solução básica cont inuar  Ó t i m a :  

- 1 - 1 - 1 
. = C  [ A ( t ) ] - ' b +  ( ( C  - C  A N) + t ( C  A DA N ) I Y  

x- - Y X X 

onde : 

Para p r e s e r v a r m o s  a o t i m a l i d a d e ,  ( 1 1 1 . 6 . 1 )  m o s t r ' a  que: 



quando 

se V i  >/ O para todo i 

s e  p . 4 0  para  todo i 
1 

O s is tema de inequações (111 .6 .2 )  é s a t i s f e i t o  toda vez que 

Agora (111.5.18) e (111.6.3) nos d i z  que a solução 

bás ica  cont inua ótima e v i áve l  para  

Retornando agora às equações (111.5.15) , (111.5.7) e (111.5.17)~ 



temos que a solução   ara métrica do problema é x - t9 e, por 
O 

sua vez, (III.6.1), (111.5.7) e (III.5.17), nos diz que o valor 

máximo associado a z é z = z - tCx 9, onde z é o valor do prg O 

blema original. 

111.7 - EXEMPLO NU&RICO 

Vejamos agora um exemplo numérico: 

Maximize 3x + 2x + 5x sujeito a: 
1 2 3 

Como de praxe, adicionamos as variáveis não negativas x , x e 
4 5 

.i 

x a la., 2a. e 3a. inequação, respectivamente. 
6 

Partindo do quadro 0, temos após algumas iterações o 

quadro Ótimo 00, segundo a Tabela que se segue: 



TABELA 111.1 

BASE 



Da Tabela 111.1, tiramos: 

Programa Ótimo 

O 

Tomemos : 

- 
D = 



87 

A matr iz  T f o i  tomada de t a l  forma que a matr iz  D t e  - 
nha d o i s  ve to res  nulos.  Por tan to ,  

T -1 T 
Como 8 = (8  8  8 ) é dada por A D(x x 

2 3 6 2 3 X6 ) 

então ,  t e m - s e :  



Decorre dai  que: 

- 
1.1 8 = min 

11) - e = -  pois  0 + O  para i = 2, 3 e 6 i 

A s s i m  

B f á c i l  ver  que 

por tanto, 

- 
111) V = min (- y l / p l r  - y5/115) = rnin(-4/-5, -2/-5) = 2/5 

V < o  
i 



IV) = max - / = max (-1/10) = -1/10 
v. > 0 

Assim 

Como devemos ter max (E, 8)  < t 4 min (F, 5) então decorre (I) - 

(IV) que o domínio de t para que (x2 , x e x ) continue uma so 
3 6 - 

lução ótima viável é 

Temos assim que o programa Õtimo é 

Para t = -1/10 o problema transforma-se. 

Maximize 3x + 2x + 5x sujeito a: 
1 2 3 



Cuja região viável é dada na Figura 111.1. 

Para t = 1/60 o problema resume-se em: 

Maximize 3x + 2x + 5x sujeito a: 
1 2 3 

cuja região viável é dada na Figura 111.2. 



Fig. 111.1 



Fig. 111.2 

4 

I 



Olhando para  as Figuras  111.1 e 1 1 1 . 2  é f á c i l  conclu - 
ir ,  geometricamente que,  quando t v a r i a  em [-1/10, 1/60] o ponto 

ótimo não muda. 

l a . )  Embora não s e j a  muito importante,  mais uma imediata exten - 
são para  o caso onde A 6 mantido f i x o  e N v a r i a  pa ra  N + t M I  

pode ser agora r e a l i z a d a ,  Para y = O temos que x =x 
O 

é uma solução v i á v e l  qualquer que s e j a  o v a l o r  de  t. Oh - 
servemos agora que a equação (111.6.1) transforma-se e m  

onde C A M = q = (v  , . . . r q n )  r acarre tando que t 
X m+ 1 

possa assumir qualquer va lo r  que s a t i s f a ç a  as inequações 

Y - t n  > , O  (i = m+l, .,., n ) .  
i i 



2a.) Se agora efetuamos simultaneamente mudanças em A e N, is - 
to é, se A e N variam para A + tD e N + tM, respectiva - 

mente, então podem surgir termos de segundo grau emt.Quan - 
do A e N variam a equação (111.5.15) toma o seguinte for - 
mato 

onde D 6 dado por (111.5.9) ou (111.5.10). Para evitar - 
2 

mos os termos t 6 necessário tomar M tal que 

pois 



-1 

com DA M =  O 

-1 - 1 -1 

fazendo P = A  DA N - A  M 

De (111.8.3) conclui-se que os  8 dados por (111.5.17) não 
i - 

mudaram, portanto 8, - 8 são os  mesmos. 

Por outro lado, 



Fazendo 

temos que 

Para concluir a análise do problema, prossegue-se como o 

fizemos anteriormente, através de (111.6.2) - (111.6.4) . 

3a.) De maneira completamente análoga, podemos fazer A e C, vg 

riar. S e C  ésubstitufdopor C + td e d satisfaz 
X - 1 

X 

dA B = O, 6 Óbvio que não existirá em (111.6 .l) termos 

do segundo grau em t. Mais uma vez, as considerações 

sequentes repetem-se. 



MULTIPXRAMETRIZAÇÃO LINEAR DOS COEFICIENTES DA FUNÇ'O 

OBJETIVO (KLP-OFC) E DO LADO DIREITO DAS RESTRIÇ~ES (MLP-BES) 

Neste capitulo abordaremos os casos onde os coefici- 

entes da função objetivo e os termos constantes das res t r ições  va- 

riam segundo os p a r k e t r o s  1 , 2 , . . , s  os quais constituem o vg 

t o r  paramétrico p . Neste caso diremos que estamos lidando com 

problemas de programação l inea r  multiparamétrico do lado d i r e i t o  

(MLP-RHS) e problemas de programação l inear  multiparamétrica re la-  

t ivo  aos coeficientes da função objetivo (MLP-OFC) respectivamente. 

O MLP-RHS pode s e r  posto em resumo como s e  segue: 

Maximi ze 

T z = c  x ( I V .  1.1) 

s u j e i t o  a 

onde A = (ai j )  é urna matriz mxn (iyn) de rank m , x= (xl.. . xn> T t 

C ,  O pertencem a E~ e B'  E são vetores colunas,p=(pl.. . iiS) 

é um vetor paramétrico variâvel ,  B" = (h&) é 

O s  elementos A, B', B" e C são constantes, 

Visando uma melhor compreensão da 

uma matriz (mxs) . 

tabela  do simplex, 



escreveremos o sistema (IY.1.1), (IV.1.2) sob a forma 

onde o índice p = 1 j . . . j 1 , j E J são m-uplas , constituído 

dos subscritos das varigveis básicas, I ='{i t-q. i=l,..,m e 

J = { j tal que 1 ,  . . 1 .  Denotemos par 'B uma base Ótima pa - 
ra o problema MLP-REIS e Rp sua correspondente região viáve1,tal 

que para todo E Rp a base 'B é Ótima. 

Ao iniciar a pesquisa da região viável (p=O) , te- 

mos que ZO = O e ~p~ = O . Se a solução básica 6 Ótima (pri - 
mal e drial viável) OPT - > O e temos ainda: 

Portanto, o sistema de inequações (iV.1.6) nos dá 

no u-espaço a região viãvel 
RP 

tal que para todo v E R a base 
P 

'B é Ótima. D,ecorre dai que, ao variar as bases, automaticamente 

geramos as regiões viáveis Ri . Para melhor compreensão do pro - 
blema, tomaremos inicialmente = (pl,u2)T para podermos obser - 
var geometricamente as regiões viáveis no v-plano. Para tal, ve- 

jamos a solução do seguinte exemplo numérico: 

Maximize para todo O <_ v1 < = , O < p2 2 = 



suje i to  a 
- 

 pós adicionarmos as  variáveis escalares x3,x4 e x5 

pomos o problema no formato ( IV.  14)  - (IV. 1.5) obtendo assim o qua- 

dro O da tabela I V . 1 .  Daí, ignorando as  colunas u1 e p 2 ,  i s t o  é, 

para -O e p 2 = 0 ,  geramos logo na primeira itexação o quadro 1, 'h- 
consequentemente a primeira solução Ótima. 

DO quadro 1, segue-se que a solução básica em termo 
.. 

dos p ' s  e :  

A região viável R. 6 uma consequéncia do imperati- 

vo de exigimos que x1 2 0 , x4 2 O e x5 L O para continuar - 
mos com uma solução viável, portanto R. 6 determinado por : 



Tabela IV.l 

GERAÇÃO DAS SOLUÇÕES PARA O PROBLEMA LINEAR MULTIPARAI!J&~RICO 



(IV. 1. 9 )  

(IV. 1.10)  

( I V .  1.11) 

Temos t a m b h q u e  p o  é d a d o p o r  p O =  (1,4,5).  

f á c i l  ver que a região viável R. é l imitada por ( I V . l . l O )  e 

p1 2 0 , p 2  2 0 , já que as res t r ições  ( I V . l . l O )  e ( I V . l . l l )  

são redundantes. Agora as  possiveis regiões candidatas a serem r e  - 
giões viáveis vizinhas a R. serão aquelas que tenham p = ( p l , p 2 )  

T 

satisfazendo 

Como desde o i n i c i o  o problema estabeleceu que 

> O ,então s Õ  r e s t a  uma candidata, no caso a região v 1 2 0  e 

R1 que t e m  em comum com R. os pontos no "-plano t a i s  que 

Vejamos como determinar R1 . Devemos gerar uma no- 

va solução. e para t a l  a l inha da matriz -B" que originou a equa- 

ção 2p1 + p 2  = 1 caracter iza  a l inha onde devemos selecionar um 

pivÔ negativo. Uma vez determinada a l inha,  neste caso a l inha de 

x , este pivõ deve e s t a r  ligado as variáveis não básicas,  i s t o  é, 4 



s e  encontrar na p a r t e  de 'A correspondendo 2s variáveis não bás i  - 
tas. Se todos os elementos de 'A são não negativos nesta l inha 

relativamente à s  variáveis não-bãsicas, então não ex i s t e  solução 

para os pontos da região do outro lado de 2pl  + u2 = 1. 

Aqui existem (-2) e (-3) os quais constituem os can - 
didatos a piv6. 

determinamos o 

Usamos o c r i t é r i o  de entrada do método dual e 

Determinamos assim que -3 é o p i ~ Ô ,  portanto en t ra  

x na base. Usando a s  transformações habituais,  obtemos através 2 

do pivoteamento, o quadro 2.  ai tiramos que a nova solução bási- 

ca é ótima para 

A região R1 é então determinada por : 

Temos também que p l  6 dado por : 



Examinando a linha de xl no quadro 2 da Tabela I V . l  

observamos que são não negativos os elementos has colunas das v a r i  - 
áveis não básicas; portanto não exis te  região viável do outro lado 

O outro lado de ( IV.  1.13) é a região R1 , a qual já 

f o i  considerada. SÓ restam os pontos do outro lado de (IV. 1 . 1 4 )  . 
Observe-se que e s t a  anál ise  cons t i tu i  o CRITERIO DE S A ~ D A , ;  portan - 
to ,  x5 deixará a base. Como já chamamos a atenção aqui, usamos 

o CRITÉRIO DE ENTRADA do método dual 

o qual diz  que -1 é o pivÔ e que xq ent ra  na base. 

 pós o pivoteamento, temos gerado o quadro 3.  A so- 

lução básica desta tabela  é Õtima para os pontos de R2 dados por 

Prosseguindo com o. mesmo riaciocinio, chegaremos à r e  - 
gião viâvel  R3 , o qual 6 dado por : 



Notamos agora que não podemos mais gerar novas regi- 

e 

Ões viáveis, pois do outro lado de p1=4 6 a região R3, 0 9  e 

>5 não ê viãvel. redundante e p2- 

Temos assim determinada K = Ri (i=0,1,2,3), a qual 

6 dada geometricamente pela figura IV.1. 

Fig. IV. 1 



~nte rp re tação  ~eomét r i ca  da  unção Objetivo como   unção de : 

Temos agora duas funções X1 e X2 que relacionam xl 

e xs com v 1 e v 2  do seguinte modo: 

Geometricamente pode se considerar que as  equações 

( IV.  1.15) definem aplicações, que faz corresponder a um ponto ( v l 3  

v 2 )  do plano v1 ii2 
o ponto imagem (x 1' x 2 ) do plano xl x2. 

Um conjunto K do plano v l  v 2  6 aplicado em outro 

conjunto T do plano xl x2 , como s e  representa na Figura I V . 2 .  

Figura I V . 2  

Aqui o vetor r depende de u l  e v 2  e pode consi - 
derar-se como função ve to r i a l  definida pela equação : 



N ~ O  é necessário muito esforço para concluirmos que 

se  a função objetivo é dada (Z = 2x1+x2) em termos de p1 e ri2 

Agora a figura IV.3 dá o gráfico da função objetivo 

como função dos parâmetros ril e u 2  . 

Observa-se da figura IV.3 (próxima página) que o con - 
junto dos pares (u1,u2) t a i s  que f(ul,u2) é\uma certa constante 

k (curvas de nível)  são retas  paralelas em cada Ri ( i = O ,  1,2,3) e 

em K são segmentos de re tas  que se  unem. Veja na figura IV.3 a 

curva de nivel al a2 a3 . 
Acreditamos que o exposto a t é  aqui nos serve de acer - 

vo para uma descrição de um método geral,  pois em problemas de ma& 

or dimensão a interpretação geométrica nos foge da mão. 



Fig. IV.3 



Voltando a considerar as equações (IV. 1.1) - (IV. 1.3) 
tem-se que delas originaram-se as equações (IV. 1.4) e (IV.1.5) , as 
quais passaremos a escrever: 

Analisando como os quadros da Tabela IV.l foram de - 
terminados, chega-se 5 conclusão que : 

e PB-' 6 a inversa de 'B . 

Para distinguir as diferentes bases, usaremos pl, 

p2, ...,pk ... e os elementos correspondentes serão denotados por 

kB. I kBt , J:k) , J:k) , R~ etc. 

Também para representar o máximo valor da função ob- 

jetivo como função de p sobre a região Rk, usaremos Z, (k)(~) e 

quando quisermos sobre todo o K usaremos Zmkx(". 

Como necessitamos de uma ferramento para desenvolver 



o método que pretendemos apresentar, faremos uma pausa no mesmo 

para introduzir as definições e teoremas básicos. 

~efini~ão IV.l - Dizemos que o vetor paramétrico é viável se o 

problema (TV. 1.1) - (IV. 1.3) tem uma solução f inita relativamente a 

p . Denotemos por K o conjunto de valores 1 ~ .  para os quais o 

problema (IV. 1.1) - (IV: 1.3) tem solução vihel. 

Teorema IV.l - Se ao fixarmos v = uo E vS , O problema (IV.1.1)- 

( 1 3 )  tem um Ótimo finito; então para todo c vS o problema 

(IV. 1.1) - (IV. 1.3) terá solução f inita ou não terá solução viável. 

Prova : Antes de entrar na demonstração propriamente dita, vale 

recordar que ao compararmos em uma tablea do problema dual, tem-se 

que os valores das variáveis básicas do primal aparecem na primei- 

ra linha da tabela do dual com o sinal menos. Portanto, se temos 

viabilidade no primal, então temos que a correspondente solução do 

dual é Ótima (não necessariamente viável). 

A prova deste teorema resume-se em provar que o pro- 

blema (IV. l. l) - (IV. l. 3) não tem soluçÕes ilimitadas em K. 

O problema dual de (IV.l.l) - (IV.1.3) 6 minimizar 

sujeito a 

(IV. 2.3) 

(IV. 2.4) 

Se existe P = u O  tal que a solução Ótima de (IV.1. 



1 - ( 1 . 1 3  s e j a  f i n i t a ,  então. (lX.2.3) - (IV.2.4) t e m  uma solução 

viável  pO.  Como A e C são constantes e independentes de ,e: 

t ão  a solução uo é viável  para todo p E vS . Por outro lado,no - 
vamente pe la  dualidade, tem-se que o problema ( IV.  1.1) - (IV. 1.3) não 

possui s01uçÕes i l imi tadas  qualquer que s e j a  v E V' , v i s t o  que 
T - 

u . B ( p )  é uma cota super ior  para a função objet ivo do problema , 

( I V .  1.1) - (IV.1.3) e consequentemente para todo p E K. 

~ e f i n i ~ ã o  I V . 2  - Dizemos que a base 'B é uma base Ótima se e so  - 
mente s e  e x i s t e  v E X t a l  que 'B é Ótima (prima1 e dual v iável)  

relativamente a u . 

Teorema I V . 2  - A região R 6 um conjunto convexo. 

- 
~emonstração: Sejam ( p )  o conjunto de todos os vetores viáveis  

B ( p )  = B'  + B U p  e K o conjunto de vetores paramétricos viáveis .  

Recordemos que v E R s e  e somente s e  B ( v )  E E ( p ) .  

~n par t i cu l a r ,  se nós tomamos u* = pul + (1-p) p 2  

onde O L p 5 1 e u1 e u 2  pertencem a K , então : 



mas B* E !(v) pela convexidade de $ ( v ) .  ~ n t ã o  u *  c K , assim 

K é convexo, 

Seja 'B uma base Ótima no sentido da definição IV.  

2 ,  Como a solução dual não depende de v , e l a  permanece viável  

para todo p E V' e consequentemente não precisamos nos preocupar 

com a otimalidade da solução primal. Limitaremos em determinar a- 

queles valores t a i s  que a base 'B permaneça primal viável ,  e pa- 

r a  t a l  exigiremos que : 

j? f ã c i l  ver que a condição ( I V .  2.5) determina um po- 

l iedro  convexo 
R P  

t a l  que todo v E R a base 'B é Ótima e pa- 
P 

r a  v E K-R a base 'B primal invigvel. 
P 

~ e f i n i ç ã o  I V .  3 - f é uma função côncava se  -f é uma função 

convexa, i s t o  é: 



Teorema IV. 3 - A função Zmax (p) definida sobre X é uma função 

côncava e continua- 

S e j a m  ril, 9 2 E e x(ul) , X  ( p 2 )  soluções do proble - 
ma ( 1 V . l . l ) -  (IV-1-31. 

Para 

u* = pel + (1-p)u2 0 - e pc - 1 

é f á c i l  ver que 

x = px(ul) + (1-p)x(u2) 

6 uma solução vi&el. De fato,  como: 

p(1-p) L 0 

x (v1) ,x1u2) 2 0 

tem-se que x - > O 

A l é m  disso, r 

Por outro lado, 

T T 
'max (ri*) C x = C [px(ul)+ (1-pMu2)1 



 ost trem os agora que zmax ( v )  é continua. Para todo 

( P )  (p) é obviamente continua. I s t o  é vá,lido para toda Fi E R , Zmax 
P 

base ótima de h d i c e  p . 

Resta-nos estudar a continuidade da função em um pon - 
t o  t a l  que nos permita passar de uma base Bk zi uma base Bk+l. 

- 
Admitamos que relativamente 2 base Bk ex is ta  v =  t a l  que 

onde r 6 f ixo,  1 5 r L rn . 

(k Se e x i s t i r  ka < O para pelo menos um j E J2 , r j 
é possxvel passar de Bk para uma base Bk+l por um passe do a l -  

goritmo do simplex dual. Admita que Bk+l s e j a  uma base Õtima . 
- 

Aqui para v = a t eo r i a  ordinár ia  aplicado a um problema de pro - 
k- gramação l i n e a r  à outra solução Õtima, t a l  que B ( E )  = k + l ~ ( ; )  e 

(k) (C) = Z (i) 
'max max , o que completa a demonstração do teorema. 

~ e f i n i ç ã o  IV .4  - Sejam B1 e B2 duas bases com índices P 1  e P 2  

respectivamente. Estas duas bases são d i t a s  bases vizinhas, s e  e 

somente s e  

(i) ex i s t e  v* E K t a l  que B1 e B2 são ambos bases Ótimas para 



( 1 V . l l ) I V .  1.3) para v* ,; 

(2)  é passar de B1 para B2 (e vice-versa) por nm passe 

do algoritmo do simplex dual, 

Chamamos a atenção para o caso em que exista uma du- 

a1 degenerescência em B1 ; como f á c i l  ver, es ta  degenerescên - 
c ia  não depende de p . Suponhamos que e la  ocorra para j=s , 

I) 

s E J:~) . se  e x i s t i r  no mínimo um i E I t a l  que 'ais > O ,  e 

possivel passar para outra base ótima, digamos B3, por um passo do 

algoritmo do simplex primal. Aqui a base B3 não é olhada como u- 

ma base vizinha de B1 no sentido da definição IV.4.  

~ e f i n i ç ã o  IV.5 - Sejam B1 e B2 duas bases e R1 e R2 suas res - 
pectivas regiões viáveis (relativamente a v )  determinadas univoca - 
mente por (IV.2.5). ~ n t ã o ,  as regiões R1 R2 saÕ di tas  vizinhas 

s e  e somente s e  B1e B2 o são. 

Notamos como consequência da demonstração da conti - 
nuidade de Zmax (" que 

Teorema IV.4  - Se R e R2 são duas regiões vizinhas relat ivas 1 
às bases B1 e B2 , então elas  estão e m  semi-espaços opostos de V'. 

~emonstração : Aqui chamamos a atenção para as  equações (IV. 1 . 4 )  - 



( ~ 1 5 )  pois as mesmas relativamente 2s bases B1 e B2 dão o for- 

mato da tabela do simplex. Admita que a ordenação das linhas nas 

tabelas correspondentes a cada base dada é a mesma, no sentido de 

que é possivel passar de uma para outra sem reordená-las. 

~ p Õ s  determinarmos na tabela do simplex de índice pl 

1 o elemento piv6 ark ,usamo-lo para gerar a base B2. J ~ I '  é de 

nosso conhecimento que : 

ii) a r-ésima linha da tabela do simplex de índice p 2  nada 

mais é do que a r-ésima linha da tabela do simplex de ín - 
dite p 2  

1 dividido pelo pivÔ ark . 

Portanto (i) e (ii) implicam 

para todo E vS 

e por (i) os dois termos devem ter sinais opostos. Assim, 

o que demonstra o teorema. 



~ e f i n i ç ã o .  IV, 6 - A região R . 6 d i t a  t e r  uma vizinha ao longo 
P 

da i-ésima face s e  5 possivel passar para essa vizinha pela exclu- 

são da i-ésima variável da base. 

Note que os elementos da i-ésima linha de - k ~ l l  PO- 

dem ser  olhados como o vetor diretor  de um hiperplano representando 

a i-ésima face de Rk , i s t o  é -kbilul - ....-kb'. 1s V s = =bb i . A- ' 

qui implicitamente estamos admitindo que a numeração das variáveis 

básicas em (IV.  1.5) é a mesma das linhas em ( I V .  1.5) . Decorre da 

definição IV.4  e dos conhecimentos adquiridos no capitulo I1 que 

para passarmos de uma base Bk a uma base Bk+l é necessário que 

exis ta  u 0  E R t a l  que k ~ ( u o )  = k ~ i  + k ~ l ~ p O  = O e çimultanea - 
P 

mente exista  pelo menos um elemento negativo na i-ésima linha de 

Portanto a região R t e rá  uma vizinha ao longo da 
P 

i-ésima face ( ~ E I )  se  : 

(1') existe  u o  E R t a l  que P ~ i ( ~ O )  = O  ; 
P 

(P  (2') kai c O para menos um j E J~ . 

De posse das notações, teoremas e definições estabe- 

lecidos a té  aqui, retomaremos agora 2 solução do método para o pro - 
blema MLP-RHS e para t a l  procuraremos est&elecer uma relação en- 

t r e  os nós de um subgrafo conexo (unidirecional) Go de um grafo 

(unidirecional) G (S, a )  e o problema MLP-RHS. Esta relação será 

estabelecida ao exigirmos que o conjunto dos nós S e o conjunto 

de arcos o sejam gerados pelo problema MLP-RHS. 



Definição IV. 7 - O grafo G = (S  ,a) 6 d i t o  ser gerado por um 

dado problema MLP-RHS , se e somente se : 

1) O conjunto de nós S é um subcon junto de m-uplos p =  1 j . . , , jml 

de in te i ros  ji , l:jin , i=l, ..., m t a l  que PES se e somen 

te s e  'B 6 uma base Ótima para o problema (Iv. 1.1) - ( I V . l .  3) ; 

2 )  Para p1,p2 E S O h d i c e  p 2  E a ( p l )  (e ao mesmo tempo 

p1 E O ( P ~ ) )  , se  e somente s e  as bases B1 e B2 são vizinhas. 

O s  nós p l  e p 2  são d i tos  vizinhos. 

Um comentário que podemos fazer  a respei to  da def in i  - 
cão I V . 7  6 que a mesma determina uma correspondência univoca entre  

o nó ~ E S  e a base Ótima 'B , e designa por o ( p )  o conjunto de 

todos os nós que são vizinhos a p , 

Definição IV, 8 - Diremos que os nós p l ,  p 2  E S tem dis tância  

A , O < A - < m entre  e l e s ,  se os elementos de p l  d i fe re  dos e- 

mentos de p 2  por A elementos. 

Teorema IV.5 - Sejam v l , p 2  E K dois a rb i t r á r ios  vetores paramé 

t r i c o s  viáveis,  e admitamos p l  E S s e j a  dado de t a l  forma que? 

E R1 . ~ n t ã o  ex is te  um caminho { p  p k l  no grafo G=(S,o) 

t a l  que 

Demonstração : NÓS demonstraremos e s t e  teorema transformando-o em 

um problema de programçãÒ l inea r  paramétrico. Para t a l ,  expressa- 



mos o segmento de r e t a  unindo u l a  1i2 na forma paramétrica por : 

Obviamente, p (t) E H para todo t E [ O ,  11 , pois 

K é um conjunto convexo (teorema I V .  2 )  . Substituindo-se em ( IV .  1. 

1 - 1 1 . 3) u por v (t) nós realmente obtemos um problema para- 

métrico com p a r h e t r o  escalar  t . Usando o procedimento par- - 
t r i c o  dado no capitulo I1 para O - t - < 1 , tem-se uma sequência 

de bases Ótimas, e paralelamente um caminho associado { p  p k l  
no grafo G , o que conclui a demonstração. Decorre deste teorema 

que podemos associar um grafo conexo para um dado problema MLP-RHS. 

Como podemos perceber, o grafo G=(S,o)  não 6 neces - 
sariamente conexo, o que nos t r az  dificuldades, mas i s t o  é devido 

ter havido uma dual degenerescência. JS chamamos a atenção que se  

em B1 ex is te  uma dual degenerescência, é possível passar de B1 

para outra  base Ótima B2 e m  um passo do algoritmo do simplex p r i  - 
mal, mas aqui B j  não é considerada vizinha de B1 e assim B3 

não é vizinho de B1 , e 6 possível mostrar que R1 e R2 sobrepõem- 

se. Para contornar as  dificuldades decorrentes deste fa to  só nos 

r e s t a  r e s t r i n g i r  os vetores paramétricos viáveis &pelas regiões 

viáveis Ri que cobrem K sem se  sobreporem. Para conseguirmos 

t a l  objetivo (veja teoremasIV.4 e 1v.5;definiçÕes IV.4,.IV.5 e 

IV.8) s e  faz  necessário escolher uma a r b i t r á r i a  componente 

GO (SO, 00 ) do grafo G ( S , o )  o qual evidentemente cobre K como 

desejamos , i s t o  é : 



Observe que a região viável  R3 r e l a t ivo  6 base Bg 

obtida a t ravés  de um passo do primal, e s t á  contido em K (Rj C K )  , 
pois Rg é alguma das Rp quando p va r ia  em SO . Seguindo a s  

d i r e t r i z e s  expostas, conclui-se que ao determinarmos uma base Ó t i -  

ma B para o problema ( I V .  1.1) - ( IV .  1.3) , temos automaticamente de - 
terminado um nó p E SO , e com e s t e  nó uma componente Go de G 

é unicamente determinada. Portanto, s e  determinamos todos os nós 

p de So ,(IV.2.6) nos d iz  que obtemos uma cobertura para K,con- 

sequentemente todos os i1 viáveis  do problema MLP-RHS, ou mais p r s  

cisamente todas as regiões viáveis  R (que não s e  sobrepõem). É 
P 

Óbvio que s e  não e x i s t e  degenerescência, tem-se G=GO . 

Em resumo, para resolvermos o problema MLP-RHS, deve - 
mos seguir  as  seguintes d i r e t r i ze s :  

1) Construa uma região K C  V' de vetores paramétricos t a l  

que o problema MLP-RHS estabelecido em (IV.  1.1) - (337.1.3) tenha 

a )  soáuções Ótimas f i n i t a s  para todo E K ; 

b) soluqões inviáveis  para u4(VS - K )  

$3 c la ro  que K só  e s t a r á  determinado após a conclusão do item 

que s e  segue. 

2)  Determine todas as  regiões viáveis  não vazias Ri t a l  que: 



b) para todo p.SO a base P~ é uma base Ótima para (1v.l. 

1) - ( I V .  1 .3).  

3 )  Construa as  funções Pg(ii) e Z ~ : ( U )  definidos sobre R e 
P 

consequentemente a s  funções x(p) e Zmax ( p )  definido sobre K. 

Nesta seção lançaremos mão de um algoritmo, o qual * 

nos permitirá determinar todos os nós p E SO de um grafo conexo. 

Ele e s t á  descr i to  e Provado em 1 (MANAS,J. e NE- 

DOMA,J.,"Finding A 1 1  Vertices of a Convex Polyhedron", Numeriche 

Math., Vol. 1 2  (1968), pp. 226-229) e nos referimos a ele como o 

Algoritmo. Daremos agora os detalhes de como manipulá-lo para re- 

solver o problema MLP-RHS. 

O algoritmo requer que as  seguintes hipóteses sejam 

s a t i s f e i t a s  : 

1) O grafo s e j a  f i n i t o  e conexo ; 

2 )  Exista um procedimento que determine o nó i n i c i a l  p o  ; 

3 )  Exista um procedimento que determine todos os nÕs que são vizi-  

nhos a um n6 dado. 



Aos procedimentos citados e m  (2)  e (3)  chamaremos de 

fase  1 e fase  2 ,  respectivamente. 

O algoritmo pode s e r  narrado como segue. 

Passo A : Compute o nó p o  E SO 

Passo B : Construa os conjuntos ( l i s t a s )  

Passo (2 : Admita que no k-ésimo passo de 8 Algoritmo, são deter- 

minados o nó p k m l  e as l i s t a s  VkwL, Wk-l . 
Passo C1:  Se Wk-l = fl , então Vkk-l = So e o procedimento chega 

fim. 

Passo C2: Se # fl , selecionamos u m  nó p k  E a uma d i s  

tância A de pkml  tanto menor quanto possivel,  

Especificamente: s e  Mk - - wk-l 0 o ( P ~ - ~  ) # 4 , se lec i  - 
onamos p k  E Mk . 

Passo C3: Construa as l i s t a s  

e retorne ao passo C1.  

Do que já f o i  exposto, concluimos que o grafo G ge 

rado pelo problema MLP-RHS dado, 6 realmente f i n i t o  e conexo, O 

que nos assegura que a primeira hipótese para o manuseio de O Algo - 
ritmo é s a t i s f e i t o .  Quanto 5 fase  1, que computa o nó i n i c i a l  

P o  E SO , constata-se no decorrer da descrição do mesmo, que as  h i  - 



póteses necessárias ao uso de O Algoritmo são satisfeitas. Veja - 
mos : 

Fase 1 : i*,) Determine uma solução viável (x0 ,uO) para o sistema 

Ax - B",, = B' (IV. 3.1) 

x > O  - (IV. 3.2) 

onde os elementos v são livres. 

Se não existe solução para (IV. 3.1) - (IV. 3.2) , então 
K = g. 

2*) Suponha que exista uma solução viável (xo,p0) para 

(IV.3.1)- (IV.3.2). 

~ntão, colocar p=pO no problema inicial (IV. 1.1) - 
(IV. 1.3) e resolver 

T Maximize Z = C x (IV. 3 . 3 )  

sujeito a 

Ax = B' + B"pO I X> - O (IV. 3.4) 

Se o problema (IV.3.3)-(IV.3.4) não tem solução fi- 

nita, então o teorema IV.1 nos assegura que K=g. Se este proble- 

ma tem solução finita, ele está de acordo com a definição IV.2,por - 
tanto existe uma base Ótima Bo para o problema (177.3.3)- (IV.3.4) , 
a qual é simultaneamente uma base Ótima para o problema (IV.l.l) - 
(IV. 1.3). 



K # pl . Portanto, o nó i n i c i a l  p o  E S O  é determinado. 

A f a se  2 s e  caracter iza  por determinar os vizinhos 

de um dado nó. Vejamos sua descrição. 

Fase 2 : supõe-se que no k-ésimo passo, O Algoritmo gerou as  lis- 

t a s  Vkw1 e WkWl . A l i s t a  Vk-l designa todas as  ba - 
ses ótimas ou nós p o . . . f=k-l , t a l  que para cada um 

deles temos a tabela do simplex dada por (337.2.1) - ( I V .  2. 

2 ) .  aaz 6 f á c i l  determinar as  condições que delimitam 

a região 
RP 

e as  expressões das funções ( v )  e 

Z::: ( v )  definidas sobre R . 
P 

Para darmos andamento 6 necessário que fique bem ca- 

racterizado o que venha a s e r  Vk-l e Wk-l - Com Vk-l queremos 

designar aqueles nÕs que já conhecemos seus vizinhos, O s  nÕs v i z i  - 
nhos dos nÕs de Vk-l estão no próprio Vk-l , pois um é vizinho 

do outro, e reciprocamente; o res tan te  e s t a rã  em Wk-l na hipóteq 

se  de Wk-l # B 

com Wkml queremos designar aqueles nas cujos v iz i -  
L nhos não foram ainda explorados. Como ainda não os conhecemos, e 

provável que ao determiná-los ex is ta  alguns que já foram l is tados.  

Prosseguindo, de acordo com o passo C 1 ,  supõe-se Wk-l # fl , 

Depois de selecionar p k  E WkW1 (com dis tância  A 

de Pk-1 a menor poss íve l ) ,  passamos da base Bkql para Bk e obte - 
mos a tabela do simplex dada por ( 1 ~ . 2 . $ ( 1 ~ . 2 . 2 )  r e l a t ivo  a p k .  



observação : Fica a cargo do l e i t o r  estabelecer relações conclu- 

s ivas  entre  a resolução do exercício numérico desenvhlvido na pr i -  

m e i r a  - seção.. . deste  capítulo e as  diversas fases  deste método. 

Quando calculamos o ( p k )  r o p k  jã  não mais perteg 

cerá ao r o l  daqueles, cujos vizinhos são desconhecidos e ao mesmo 

tempo geramos outros nós cujos vizinhos provavelmente ainda não ca - 
nhecemos. Chamamos de Qk os nós de o ( p k )  qhe não foram l i s t a -  

dos em Wk-l ou e m  Vk-l , ou mais precisamente, denotamos por Qk 

o conjunto dos nós a serem adicionados a Wkml para gerar wk 

Como agora os vizinhos de 
p k  

j á  são conhecidos, e l e  não poderá 

pertencer a Wk , então Wk = Wk-l (J Qk-{ pk1. 

A nova listagem dos nós cujos vizinhos já são conhe- 

cidos va i  ser agora acrescida do nó p k  para cons t i tu i r  o Vk; 12 

90' Vk = Vk-l V{"} .  

Resta-nos finalmente como construir  o Qk para enceg 

ramos  a fase  2. O Qk será determinado no decorrer das seguin - 
t e s  etapas: 

i " )  Seja P k t  I o conjunto de l inhas em ( IV .2 .2 )  r e l a t ivas  a 

Pk (OU O conjunto de índices das faces de Rk) t a l  que a cog 

dição (2 '  ) é s a t i s f e i t a .  

2"). A p a r t i r  do sistema 



(o qual é obtido de (IV.2.5) pela adição de variáveis escala- 

res ti ) determina-se sucessivamente o min ti sujeito a 
isP,_ 

(1~.3.5), isto é, queremos simplesmente conhecer aqueles ioPk 

tais que os ti tenham um mhimo nulo, num mesmo ponto v*. 

Assim determinamos aqueles i.Pk que satisfazem (1' ) . O me- 

todo de determinar o mínimo ti está descrito com detalhes 

- 
3") Seja Pk<Pk o conjunto de ~ E I  tal que as condições (L' ) 

e (2' ) são simultaneamente satisfeitas, 

4 " )  ~travês das regras do dual simplex determinamos os poss~veis 
- 

pivÔs para todo isPk . 

5") Sem realmente executarmos as transformações para a obtenção 

das tabelas do simplex dual, determinamos sucessivamente os h - 
dites das bases ótimas vizinhas, isto é, o (pk) , usando os 

elementos ~ivÔs determinados em (4") . 

6") Retiramos de 0 (pk) todos os nós já listádos em Wk-l OU em 

vk-l , O restante de o (pk) é exatamente o Qk . 

Podemos agora resumir o m&odo,descrito como se se- 

gue:  través de (l*) e (2*), determinamos a base Boi portanto , 
L 

o nó inicial po  E SO :,e encontrado e concluimos a fase 1. A fa - 
se 2 se inicia com a tabela ótima do simplex para p o  . 

Utilizamos a parte de 'A relativamente 2s variá - 



veis não básicas da tabela e dai selecionamos aquelas linhas que 

têm pelo menos um elemento negativo (1'). 0s indices destas linhas 

constituirão o conjunto Po . Destas linhas determinamos aquelas 
cu j a, variável escalar 'i correspondente 6 igual a zero (isto é, 

minimizamos Si para icPo). Com isto determinamos o subconjunto 
- 
Po de Po , O qual indica as faces de R. que possuem vizinhas. 

Para cada irPo usamos as regras do simplex dual para determinar 

a variável que entra na base e consequentemente obtemos os nós que 

são vizinhos de po. 

Em seguida construimos as listas V. = {pol , 

Wo = o (po) = Q0 . Prosseguindo escolhemos pkcWO com distãncia A 

entre 'k e '0 igual a um. Admitamos que o escolhido foi pl~WO, 

portanto passamos de Bo para B1 e o procedimento se repete deter 
- 

minando-se P1 e consequentemente o(pl). 

Para gerar W1 construimos Q1 , o qual representa 
todos os nós de o (pl) que não se encontram em nenhuma das listas 

V. e WO ,  aí geramos V1 = ~ ! p ~ , p ~ ~ .  Repetimos o processo até 

que para um determinado k , Wk=% , isto é, Vk = SO . 



IV .  4 - Exemplo ~ u d r i c o  

Lançamos mão do exercicio numérico dado na primeira 

seção para exemplificarmos o método construido. Considere o pro - 
blema: 

suje i to  a : 

Vamos aplicar o método passo a passo. 

Fase 1 : Depois de adicionar as variáveis escalares x3r X4 e 

X5 , construimos a tabela i n i c i a l  (Quadro O da Tabela I V . 1 ) .  

1) Determine-se em seguida uma solução ( x 0 , p 0 )  para o sistema: 

e f á c i l  ver que (xo,vO I=  ( 0 , 0 , 0 , 1 , 4 , 0 , 0 ) ~  6 urna solução viável pa - 
r a  o sistema acima. 



T 
2 )  Uma vez determinado (x0 , r i0 )  , pomos a=" (neste caso p O =  (0 , O )  ) 

no problema proposto e resolvemos: 

Max Z = 2x1 + x2 

s u j e i t o  a 

X1 + X + X3 2 
= O 

2x1 - X2 + X4 = 1 

4x1 + X2 
+ X5 = 4 

O máximo deste problema e s t á  dado no Quadro 1 da Ta- 

bela 1 V . l .  A s s i m  ex i s t e  uma base Bo para o problema. Ao termi- 

nar a fase  1 temos determinado p o  = ( l ,4 ,5) .  A região R. cor - 
respondente à base Bo es tá  determinada em (IV. 1 . 9 )  - (IV. 1.11) ; 

o 
xl(p) , x 4 ( d  e x 5 ( d  em (Iv.1.8) e Z m a x ( u )  = 2iil . 

Fase 2 : 

1") O Quadro 1 da Tabela I V . l  nos diz  que a segunda e a t e rce i ra  

l inha satisfazem 5 condição ( 2 ' 1 ,  portanto Po = {2,31. 

2")  Devemos checar s e  existem c 2  = c 3  = O para um determinado 

v* . t a l  que 



E f á c i l  ver que com * = ( 1 , )  temos F2=E3=0, i 2  

t'é, min ci=O i=2,3,.  

4 " )  Determinemos agora os pivôs. 

Voltando ao Quadro 1 da Tabela I V . l ,  temos que para determinar 

o pivÔ, devemos determinar 

No primeiro caso temos que o pivÔ 6 -3 , portanto 

en t ra  x2 na base e s a i  X4 ' No segundo caso temos que o pivÔ 6 

-3  , portanto en t ra  x2 e s a i  X5 

5")  A s s i m  os nós vizinhos de p o  são : 

Agora escolhemos p l  E Wo ( com A = 1 )  e passamos pa 

r a  o Quadro 2 da Tabela IV.1 .  

1")  Voltamos novamente 2 fase  2. Do Quadro 2 observamos que a se  

gunda e a t e rce i ra  l inhas satisfazem 5 condição 2'; portanto, 



2")  Devemos checar s e  existem E2= C 3  = O para um determinado p* 

t a l  que 

e f á c i l  ver  que com v* = (+1,-1) , e2=E3=O , i s t o  é, 

min Si = O i= (2 ,3 )  . 

- 
3") Portanto P1 = {2,3} 

4") Determinamos agora os pivôs. 

Voltando ao Quadro 2 da Tabela I V . l ,  temos que para determinar o 

pivÔ devemos determinar 

NO primeiro caso temos o pivÔ 6 -1 , portanto 

en t r a  x4 e sai X5 
da base. N o  segundo caso temos que o pivÔ é 

-1/3 , portanto en t r a  x4 e s a i  x da base. 2 

5") Consequentemente os nós vizinhos de , u  ( P ~ )  = { p O  ,p21 onde Pb 

P 2  = (1, 2 , 4 )  

Temos assim que 



De uma maneira mais resumida, escolhemos p2cW1 ("1) 

e depois de aplicarmos as regras dos simplex chegamos ao Quadro 3 

da Tabela IV.1 . 
Em seguida determinamos: 

- 
p2 = {l, 2, 31 , P2 = {l, 31 e daí determinamos que 

Escolhendo p3 E W3 e após o pivoteamento, obtemos 

o Quadro 4 da Tabela IV.l. Decorre daí que o(p3) = {p21 , 

Q2 = jj , w3 = fl , V3 = {p0,p1,p2,p31 = S O  
e o problema termina. 



IV .  5 - ~ u l t i ~ a r a m e t r i z a ç ã o  dos Coeficientes da  unção Objetivo (MLP- 

OFC ) - 

Consideraremos nesta seção o problema de programação 

l inear  no qual os coeficientes da função objetivo que constituem 

as componentes do vetor custo são funções de um conjunto de par* 

t ros .  Este t ipo de problema é rotulado como (MLP-OFC) sendo um 

problema de programação l inear  multiparamétrico dos coeficientes 

da função objetivo. 

O s  conceitos necessários para a resolução deste pro- 

blema (MLP-OFC) terão como alicerce os já desenvolvidos para o pxg 

blema MLP.RHS, com pequenas adaptações. Portanto, as definições e 

teoremas que se  tornarem praticamente meras repetições, serão omi- 

tidos. 

IV .6  - ~ormulação e Conceituação do Problema 

O problema MLP-OFC pode ser  posto como: 

Maximizar w = (C1  + c " A ) ~  x ( IV.  6 . 1 )  

su je i to  a 

Ax = b (IV.  6 .2)  

x > O  - ( I V .  6.3) 

onde: A E V' é um vetor paramétrico ; 

A - uma matriz constante do rank m ; 



C" - matriz constante (n,s)  E vn i 

C' E vn são vetores constantes. 

Da equação (IV.  6 .1)  , tiramos : 

a qual ainda pode s e r  e s c r i t a  como: 

onde : 

I s t o  nos d iz  que 'o  problema (1~.6.1p(1~.6.3) pode 

ser e s c r i t o  de uma forma equivalente, como : 

Maximi ze 

s u j e i t o  a 

Ax = b 

onde : 

y E vS )é um vetor variável  ; 

z 6 uma variável  escalar  . 

(IV.6.5) 

( IV .6 .6 )  

( I V .  6 .7)  

( IV.  6.8) 



A variável x deve se r  sempre não negativa, mas o 

mesmo não é exigido de y , haja vis to e la  se r  uma variável l ivre.  

A s s i m ,  y sempre es tará  na base passando aos subscritos das vari- 

áveis básicas xi a responsabilidade de caracterizar a base. De- 
/ 

notaremos o h d i c e  da base Ótima como na seção I V . 1 ,  i s t o  é , 

Agora, pré-multiplicando a equação (Iv. 6.5) pela in- 

versa PB-l , obtemos : 

Somando membro 

T 
Z - C ' X  

a membro as equações 

obtemos : 

onde 



Adicionando membro a membro as equações: 

temos : 

Chamamos a atenção que Cg e C; são respectivamente as partes 

de C' e C" que correspondem 2s variáveis básicas em 'B e que 

T indicará sempre a transposta da matriz correspondente. 

Podemos agora, através de , escrever o sistema 

(IV. 6.5) - (IV. 6.8) na forma : 

P ~ x  = 'b (IV. 6.12) 

(IV. 6.13) 

(IV.6.14) 

Como é fácil ver( a solução primal), a viabilidade 

da solução não depende de h Segue-se de (IV. 6-13) e (IV. 6 .l4) 

que para A = A O  podemos escrever : 



T 
P~ = - ( P ~ l  + 'c?bO) x + ?,i Pq + z(') ( IV .  6.16) 

Tentemos encontrar  uma expressão mais condensada pa- 

r a  determinar a (dual v iabi l idade)  otimalidade. Como de costume , 

dizemos que uma base do problema ( IV.  6 .1)  - ( IV.  6.3) 6 Ótima para 

h = h o  se o ve tor  avaliaqão ( P ~  ( h O )  l T  f o r  não negativo, ou mais 

precisamente, se todas a s  suas componentes z . ( h O )  - C j ( h O )  2 O 
7 

para j=l, . . . ,n . Com este obje t ivo,  temos: 

onde CB,(hO)  é a par* de C f + C "  A O  que corresponde 

básicas e m  'B . ~ n t ã o  , 
às var iáve i s  



que por (IV.6.10) e ( IV .6 .11 )  nos dá : 

ou, de modo mais gera l  : 

% ( A )  = V + P ~ " A  . . . . ( IV.  6.17) 

A s s i m ,  para manter a dual viabilidade, devemos exigir:  

( I V .  6.18) 

e (IV.6.18) descreve a região R no A-espaço para a qual a so l2  
P 

ção do problema é Ótima. 

Admita que já definimos implicitamente vetor parame- 

t r i c o  viável  de maneira análoga 2 que f o i  dada para o problema MLP- 

RHS . Tomando por base a definição I V . 2 ,  podemos dizer  que a base 

'B é uma base Ótima para o problema MLP-OFC s e  e somente s e  Rp#jJ. 

Indicaremos por K a união de todas as regiões viáveis R p  que 

não se  sobreponham. 

Teorema IV-1 '  - O problema MLP-OFC ou tem solução viável  para 

todo x E V' OU não tem solução viável.  

A demonstração é Óbvia, pois se  ex is te  uma solução 



viável, então como a viabilidade não depende de h , segue-se que 

o problema é viável para todo , h E V'; caso contrário, não existe  - 

nenhuma solução viável. 

Teorema IV.  2 '  - K é um poliedro convexo em vS . 

~emonstração : Destacando de ( I V . 6 . 1 7 )  a sua j-ésima equação, t e  - 
mos 

'cj ( A )  = 'C! + 'cl!h 
3 7 

Desde que cada 'C! ( h )  é uma função l inear  não homogênea de ( h l  . . 
J 

. . h , ) ,  cada inequação 'cj ( h )  2 O é uma inequação linear não ho- 

mogênea, representando um semi-espaço fechado no espaço dos ~ a r â -  

metros V' . Portan o, quando h sat isfaz simultaneamente 

P ~ j ( h )  - > O para todo ~ E I ,  temos R . A s s i m ,  a r e g i ã o  R é a 
P P 

interseção de um número f i n i t o  de semi-espaços fechados, consequen - 

temente um conjunto convexo. Em seguida é f á c i l  concluir que 

K é um poliedro convexo. 

Analogamente ao teorema IV.3, temos : 

Teorema IV .  3 - A função Zmax ( h )  definida sobre K é uma fun - 
ção (continua) convexa . 

~emonstração : Sejam C ( h )  = (C '  + C " h )  , A1,A2 E K e 

h* = pA1 + 1 - h  . 



Denotemos por : 

X1 uma solução ótima correspondente a hl 

x2 uma solução Ótima correspondente a A2 

x* uma solução Ótima correspondente a A* 

= [p(~' + cl'hl) + (i-p) (C' + c " A ~ )  Jx* 

como C(Al)x* - C(Al)xl = z a X l  e C (A2)xX 5 C(A2)x2 =',(h2) 

temos : 

'max A *  L pC(Al)xl + (1-p)C (A2)x2 

OU 

'max A *  - < p zmaXO1) + (l-p)~,~~(A~) 

~efinição IV.1' - Sejam B1 e B2 duas bases Ótimas com índices 

f'1 e f'2 respectivamente. Estas duas bases são ditas serem ótimas 

se e somente se: 

1) existir A*EK tal que B1 e B2 sejam ambas báses Ótimas para 

A* ; 



2)  f o r  possível passar de Bl para B2 ( e vice-versa) por um passo 

do algoritmo do simplex primal. 

A s  definições . 4 , ( IV .  7)  e ( I V .  8) repetem-se qua - 
se  que integralmente e as admitiremos definidas. 

Teorema I V . 4 '  - A s  duas regiões viáveis R1 e R2 estão em semi- 

espaços opostos. 

~emonstração : Consideremos a j-ésima equação de (IV. 6.17)  , i s t o  

é, Pcj (" = 'C! + P ~ l ! h  ( IV .6 .19 ) .  Sejam B1 e B2 as bases Ó t i -  
3 3 

mas relat ivas a R1 e R2 respectivamente. ~ p Ó s  tomarmos as mesmas 

1 precauções a respeito da ordenação das colunas, se ja  ajk o ele- 

mento pivÔ da tabela do simplex de índice p l  usado para gerar a 

base B2 . 
Por hipótese, 'ajk > O . O j-ésimo coeficiente da função objeti-  

vo da tabela do simplex de índice p 2  6 obtido dividindo-se o k-é - 
simo coeficiente da função objetivo da tabela do simplex de índice 

1 
P 1  por - ajk . I s to  implica que : 

e como > O , os dois termos t ê m  s inais  opostos. Mas aqui o ajk 

*c . (A)  vai 
3 ' 

que estamos 

pertence 5s 

se r  o novo k-ésimo coeficiente da função objetivo, já 

admitindo que a j-ésima posição na tabela do simplex 

primeiras m-posições dos vetores A b6sicos. O con- 
j 



junto J dos subscritos pode sempre ser  renumerado de maneira que 

J ~ P  ) = I 1 . . . . . n-m 1 .  ~ n t ã o  podemos dizer : 

para todo hrvs 

Assim, 

C 2 O para h €R1 

o que conclui a demonstração. 

O teorema IV .  5 permanece válido. Uma definição anã - 
loga a ( I V .  8) se  faz aqui necessária. 

~ e f i n i ç ã o  I V . 2 '  - O conjunto R definido por ( IV.  6.18) tem 

um vizinho ao alongo da j-ésima fabe , j E J ~ P )  , se  6 poss~ve l  

passar para esse vizinho pela introdução nas base da j-ésima vari  - 
ável não básica, i s t o  é, se  as seguintes condições são sa t i s fe i tas :  

i' ) Exis t i r  h ER t a l  que ( A O )  = O ; 
0 P 

) aij  > O para ao menos um i.1 . 



IV.7 - ~esolução do Problema MLP-OFC 

Como já conhecemos os detalhes do método, resta-nos 

simplesmente resolver o problema MLPoOFC, o que faremos em seguida. 

Recorremos novamente ao O ~l~oritmo' para determinar todos os nÔs 

do grafo Go = (S0o0). Usando agora o bom senso através dos conhe - 
cimentos adquiridos nas seções anteriores, determinamos as bases 

viáveis, bem como todos os nós que são vizinhos de um dado nó. Es 

ta etapa é obtida utilizando a Fase 2. Vejamos agora como adaptar 

a Fase 1 a este problema: 

Fase 1 : 

(I*) Determine uma solução viável (uo, X O ) para o sistema 

T A u - C"X > C' - (IV. 7.1) 

onde u d  e hcvS são vetores variáveis. Se o sistema (IV. 7.1) 

não tem solução, então não existira solução dual viável para o pro - 
blema MLP.OFC, isto é, R=% . 

(2*) Ponha Ao obtido em (IV.7.1) em (IV.6.1)- (IV.6.3) e resol- 

va-o, isto é, 

T Maximize w = C  (ho)x (IV. 7.2) 

sujeito a 

Ax = b x> lD - (IV.7.3) 

A pesquisa da solução para o problema MLP-OFC fica 

diretamente dependendo da existência de uma solução viável para 



(1V.7.2)-(IV.7.3). Se tal solução for encontrada, também existira 

uma base Õtima Bo para o MLPYOFC . Associado 2 base Bo temos 

Ro#jl , pois E R. , e consequentemente um n6 po E SO_C S . 
I 

A construção do conjunto Qk feita de maneira anã - 
loga ao desenvolvido na seção IV.3 e para tal partimos do sistema: 

onde 5 E , e com pCnN e 'C l N  queremos indicar respecti- 

vamente as partes 'C" e 'C' que correspondem às variáveis não 

básicas, já que as partes correspondentes 5s variáveis básicas são 

nulas. A solução do problema tem sequência segundo o esquema deli - 
neado na seção IV.3 . 



C A P ~  TULO V 

PROGRAMA@~O LINEAR M U L T T P A ~ R I C ~  DAS EXTREMIDADES(RMPLP) 

V. 1 - Introdução 

Neste capPtulo consideraremos o problema de programa - 
ção l inear ,  no qual variam as extremidades do quadro usual do s i m -  

plex, i s t o  é, as componen.tes do vetor custo cT(;) ,. (Z ( A ) < ~ ( A ) x ) ,  e 

as componentes do vetor b ( h  ) , (Ax = b ( A  ) , x,, '2  O ) são f unções li - 
neares de um conjunto de p a r b e t r o s .  

Vamos nos r e f e r i r  a t a l  problema atravês da nomencla - 
t u ra  or ig ina l  RMPLP 1191 . 

Partindo-se de um sistema r e a l ,  ao pretendermos e s t a  - 
belecer um modelo l inear  para t a l  sistema, revela-se por demais i m  - 
portante o conhecimento da mútua influência en t re  o sistema dado e 

seus vizinhos, os quais originam-se por mudanças dos elementos bi 

do vetor b . 

Limitar-nos-emos aos casos onde t a l  variação possa , 
de modo geral ,  ser expressa na forma b ( h )  onde h = ( A l  . . . h s l T  

e A k t  k=l  ... s são p a r b e t r o s .  Pode suceder, ao analisarmos 

o próprio sistema ou seus vizinhos decorrentes da variação de b ( A ) ,  

que os coeficientes da função objetivo sejam afetados pela var ia  - 
ção de A . Traduziremos essa influência de h no 'vetor custo pe - 



l a  expressão C ( h ) .  Se esse  'raciocinio descr i to  através de b for 

transferido para os coeficientes da função objetivo, admitiremos 

então que essa variação possa s e r  indicada de uma forma geral  por 

C ( v ) ,  onde v = (v l  ... v s I T  é um vetor   ara métrico. 

De maneira análoga ao 19 caso, essa variação acarre- 

t a  mudanças no vetor b , as quais vamos caracter izar  escrevendo 

b(v)  . Sintetizando, podemos dizer  que essa influência pode se r  

traduzida de maneira mais concreta escrevendo as funções C ( v , X )  e 

b(v,A) as quais dependem dos vetores paramétricos v e X , que 

por sua vez tomados um em relação ao outro, podem s e r  dependentes 

ou independentes. 

Admitiremos aqui que os parãmetros v e X são mutu- 

amente dependentes, i s t o  é, que v = f ( A )  . Decorre dai  que o RMPLP 

pode s e r  olhado como dependente unicamente do vetor paramgtirco A ,  

o que faremos no decorrer deste capítulo. 



V.2 - O Problema de ~rogramação Linear' ~u l t ipa ramét r i ca  e m  Suas Ex- 

tremidades 

Consideremos então o RMPLP o qual pode ser posto co - 
mo s e  segue: 

maximi ze 
T 

Z ( A )  = (C'+C1'A) x 

s u j e i t o  a 

AX = 3' + B"X 

onde C", B" e A são respectivamente matrizes constantes (nxs) , 

(mxs) e (mxn). A s  demais notações são anãlogas 5s do capitulo IV.  

Como é f á c i l  concluir ,  o problema ora proposto é uma generalização 

dos problemas ( V .  1 -  I V . 3  e I V . 6 . 1 -  6 3 t ratados no 

capítulo an ter ior ,  pois teremos o 19 ou o 29 problema, caso sejam 

nulas as matrizes B1' ou C". 

A experiência adquirida no decorrer do capitulo pre- 

cedente nos faz antever que a solução do RMPLP resume-se em deter- 

minar uma região K*C V' t a l  que o problema (V. 2.1) - 01.2.3) te-  

nha uma solução Ótima f i n i t a  relativamente a x , s e  e somente se  

AeK*. 

Se voltarmos ao capítulo an ter ior  e observarmos as - e 

quações ( I V .  2.5) e ( IV .  6.18) , e las  nos dão as limitações de A pg 

r a  que uma solução sendo Ótima para um cer to  A '  continue Ótima. 

Imbuidos desse propósito, admitamos que ex i s t a  A '  t a l  que para 



h=hl o problema (V.2.1)- 07.2.3) tenha uma solução Ótima finita 

Pb(A'). 
* 

Paralelamente a essa hipótese, temos a base Ótima B . 
P 

Como já citamos, a base 
BP 

continuará Ótima para todo AEV' sa- 

tisfazendo (IV.2.5) e (IV.6.18), isto 5 ,  a prima1 

Pb (h) 2 O 

e a dual 

"c (h) - > o 

condição de viabilidade, ou mais precisamente 

(V. 2.4) 
lb 

Como já estamos familiarizados com as equações (V.2. 

6) e (V. 2.7) , elas definem respectivamente regiões R e R' , tais 
P P 

que as soluções correspondentes relativas a BP 
permenecem viável 

se e somente se XER e dual viável, se e somente se XER' . 
P P 

~ a x ,  surge: 

Teorema V.1 - Admita que exista uma solução Ótima para o proble - 
ma (V.2.1)-(77.2.3) e que 

BP 
seja a correspondente base Ótima. 

Seja R * C  V' uma região tal que a base B 6 Ótima se e somente 
P P 

se XER* . ~ntão a região R* é definida por: 
P P 

Isto é equivalente a (V.2.6) -(V.2.7). A região K* é a união de 



R* quando p percorre o conjunto de índices de bases Ótimas. 
P 

Demonstraremos a segunda parte do teorema: 

Se AEK* , então AER* para algum índice p, logo A E V - R *  e 
P P P 

consequentemente 

Se X E  V R *  , então XER* para algum índice p . Como todo AER* 
P P P P 

também pertence a K* , então XEK* e consequentemente 

Decorre de (V.2.9) e (V.2.10) que 

Teorema V.2 - A região K é um conjunto convexo. 

~emonstração : 

Sejam: 

x1 a solução ótima correspondente a A 1  ; 



X2 a solução Ótima correspondente a h 2  , 

de modo que 

Axl = B' + B1'X1 (V. 2.11) 

onde X1 e h 2  , X1#h2 , são dois vetores paramétricos genéricos 
(fixos) pertencentes a K*. 

O problema dual de (V.2.1)-(V.2.3) é minimizar 

T (i) u = (B'+BNA) w 

sujeito a 

T (ii) A w - > C' + C"X 

Sejam: 

w1 solução do problema (i)- (ii) relativo a X1 I 

w2 solução do problema (i)- (ii) relativo a h 2  , 

de modo que 

Agora consideremos : 

(V.2.13) 

(V. 2.14) 



De (V. 2.2) - (V, 2.3) , temos : 

AXt = tAxl + (l-t)Ax2 

Por (V.2.11)-(V.2.12), vem : 

Por outro lado, (ii) nos dá : 

Mas por (V. 2.13)- (V.2.14) vem: 

isto é, 

(V. 2.15) 

Portanto, para h=ht (V.2.15) e (V.2.16) nos dizem 

através da teoria da dualidade que o problema (V.2.1)-(V.2.3) tem 

uma solução Ótima, o que equivale a dizer que htcK* , o que con - 
clui a demonstração. 



Decorre do capitulo passado que : 

z ( ' )  max ( A )  = C;.(A) P B - ' ~ ( A )  

onde C: é a parte de C" que no quadro usual do simplex corres- 

ponde aos coeficientes da função objetivo, relativos aos vetores 

básicos. 

Teorema V . 3  - se ja  Zmax h : K*CvS - R  a função objetivo 

definida sobre K* e tomando valores na reta.  ~ n t ã o  a função 

'max ( h )  , definida para todo hcK* 6. contfnua. 

~emons tração : Obviamente para toda base Ótima de fndice p 

( P )  ( h )  6. contínua para todo AER* . Evidentemente os tem-se que Zmax 
P 

pontos mais prováveis onde poderiam ocorrer uma descontinuidade se- 

riam justamente aqueles que satisfazem as condições (1') e ( 2 ' )  da 

seção (IV. 2 )  e as condições (i') e (2 ' )  da seção (IV. 4 )  . A demons- 

tração prossegue de maneira análoga 2 executada nas citadas seções. 

Portanto, ao passarmos da base Bk para uma prima1 (ou uma dual) 

vizinha Bk+l , o valor Ótimo de Z i a x  ( h )  não muda, observada a 



hipótese de R&l # % -  

A resolução deste problema será  totalmente es t ru tura  - 
da sobre a técnica desenvolvida no capitulo IV.  O desenrolar da 

a solução será  dividido em duas fases ,  1- e 2a , sendo a primeira d& 

vidida em duas par tes ,  para maior clareza. 

A primeira fase  t e r á  a incumbência de deberminar A o  
t a l  que o problema (V. 2.1) - (V. 2.3) tenha uma solução Ótima r e l a t i  

vamente a x . O s  conceitos que s e  fizerem aqui necessários sobre 

a Teoria dos Grafos são os mesmos desenvolvidos no capitulo an te r i  - 
or.  Determinada a solução i n i c i a l ,  temos automaticamente associa- 

do à base Bo um nó i n i c i a l  p o  E SO . A segunda fase  lançará i- 

nicialmente mão do nó i n i c i a l  p o  determinado na primeira fase e 

da i  determinará sucessivamente todos os nós p a ç o  t a i s  que : 

1) w R* = K* 

2 )  Duas regiões R: não s e  sobreponham. 

Observamos que para e x i s t i r  uma solução Ótima 6 i m  - 
que ex i s t a  pelo menos una solução viável;  portanto na - 

da nos adiantará se  tomamos A=h'  e em consequência termos 

Y = {x : AX = B'+B"A1, X-1 = Jií . A s s i m ,  a primeira Tase t e r á  a i n  - 



cubência de determinar um Y # para iniciarmos o processo. Res - 
t a  6 segunda par te  da primeira fase  encontrar o A o  . Vejamos o 

procedimento: 

l= Fase - la Parte 

(1") Omita o vetor paramétrico A em C ( A )  , i s t o  6 

(V. 3.1) 

(2") Determine uma solução viável (x0,A ' )  para o sistema 

Ax - B"A = B1 , x > O  - 07.3.2) 

Se não ex i s t e  (xo , A  I )  , então R* = $3 . Pare 

la Fase - 2a Parte  

(3") Aãmita que ex i s t a  uma solução (x0,A ' )  para (V. 3.2). ~ n t ã o  

ponha A = A '  em (V.2.1) - (V.2.3) e resolva 

T max (C'  + C"hl) x 
XEY 

(V. 3.3) 

Decorre da maneira como A '  f o i  encontrado que (V.3.3), ou 

mais precisamente o problema (V. 2.1) - (V. 2.3) r e s t r i t o  a 

XEY , t e m  uma solução prima1 viável.  Infelizmente a v i a b i l i  

dade da solução dual não pode s e r  a p r i o r i  garantida. Se 

para A = A t  , o problema (V.3.3) tem t a m b é m  solução dual vis-  

a vel ,  então i r  para a 2- fase. 

( 4 " )  Admita que para , A = A '  não ex i s t a  a solução dual viável  para 

( v . . ) - ( v . 3 .  Ignore A em C ( h )  como em (L"), e mude 



de base por um passe do simplex dual como f o i  f e i t o  no capi - 
tu10 anter ior .  

(5") Tendo determinado uma vizinha (primal) em (4" )  (consequên - 
c i a  da mudança de base e resolução de (V. 2.6) ) , determine 

R* = ~~n R '  resolvendo 07.2.7) e (V.2.8) . Se R: # @ ir  
P P 

para a 2 2  fase. 

(6") Se R~ r~ R; = ~3 re tome ao passo (4" )  . Se R /5 R; = fl P 

para todo p , que s e  consegue dentro da es t ru tura  do al -  

goritmo usado no problema MPL-RHS do capitulo an ter ior ,  en - 
tão K* = 8 .  Pare. 

a 2- Fase : 

Admita que ao concluir o k-ésimo passo, sejam conhecidos 
pkml  , 

Vkel e = R k - l n  # ff . Observe que já sabemos do c= 

p í tu lo  I V  que a região R tem uma vizinha ao longo de seu i - é s i ~  
P 

mo hiperplano suporte s e  e somente se: 

1 e x i s t i r  A*R t a l  que 'bi ( A * )  = O ; 
P 

P ( 2 ' )  a i j  < O para ao menos um j ,d p 

De maneira análoga, a região R '  t e m  uma vizinha ao longo de seu 
P 

j-ésimo hiperplano suporte se e somente s e  

(i') e x i s t i r  h*R; t a l q u e  AC.(h*) = O ; 
7 

(2 )  'aij > O para ao menos um i ~ 1  , I = 1 . I ( jkp).  



(i") Na tabela do simplex relativo base Õtima de índice pk-l , 

selecionemos as linhas e colunas que satisfazem respectiva - 
mente as condições (2' ) e (2 ' )  e agrupemo-las nos correspos 

dentes conjuntos Pk-l k-1, = (t: 
t j 

< O  , t ~ I l  e 

= {t : k-1 P'k-l ai, > 0 , tbp~ . 
- Denotemos Pk-l - Pkml PLW1 . 

(i") A partir do sistema 

(V. 3.6) 

o qual é obtido de (V. 2.6) e (V. 2.7) pela adição de variáveis es- 

calares St . Determina-se sucessivamente o 

sujeito a (V.3.4)-(V.3.6). O min St em (V.3.4) e o 
tkPk,1 

min St em (V.3.5) são assim determinados. Desta maneira nós 
t~P1;-~ 

determinamos o i = tcI ou j = tkp para os quais as condições 

1 ) ou ( ) são respectivamente satisfeitas. 



OU P '  (3") s e j a  Ek-l - -k-1 o conjunto de todos t€Pkml  ou ~GP;'~ 

P' &P1;-l) t a i s  que a condição (1') ou (Pk-lc PkWl +-A 

(1 ) são respectivamente s a t i s f e i t a s  . 

(4" )   través das regras do simplex dual ou primal, determine os 

possíveis pivÔs para todo tcgkml ou ~EP& , respectiva- 

mente. 

( 5 " )  Sem realmente executar as transformações para obtenção das 

tabelas do simplex dual ou primal, determine sucessivamente 

os Indices das bases Ôtimas vizinhas, i s t o  é, o (pk-l)  usan - 
do os elementos pivÔs determinados em ( f " )  , e construa Vk e 

Wk como no capftulo I V .  

( 6 " )  Escolha pk E Wk e faça o correspondente pivoteamento da t a  - 
bela do simplex por um passo do dual ou primal, obtendo uma 

nova tabela do simplex que chamaremos sua "vizinha", pois a in  - 
da não sabemos se  I$ # fl . 
O processo s e  repete a p a r t i r  do passe (? ' I )  com 

p k  em lugar 

(7") Se F$ # fl , então pk é realmente vizinho de pkml.  

Retorne a ( 5 " )  com k+l em lugar de k. 

(8")  Se % = fl , denote por p k  o correspondente h d i c e  da base 

e introduza a s  l i s t a s  



Em V'  serão agrupados todos os nós t a 1  que sua correspon - 
dente região = J!3 . Portanto com V '  queremos denotar o 

conjunto dos nós os quais já  foram testados como não sendo 

índices de base ótima. Retorne a (g" )  com um p k  E Wi . 

(9") O processo s e  repete a t é  que, para alguma base de índice 

W ou W; s e j a  vazio. Logo, Vt=So . t Pare. 



V, 4 - Exemplo ~u&iico 

Para tornar mais clara a teoria desenvolvida, consi- 

deremos o seguinte problema: 

Maximize z(h) = ( 4 + 9 ~ ~ + 5 1 ~ ) ~ ~  + (1-llhl-5h2)x2 

sujeito a 

> 5 + llhl - 4h2 x1 + x2 - 

(V. 4.2) 

Preliminarmente transformamos o sistema (V.4.2) em 

um conjunto de equações adicionando as vari6veis escalares não ne- 

gativas x3 e x4 e uma variável artificial p , associada a um 

coeficiente de custo grande M , para obter o sistema (V.4.3): 

x1 + x2 - x3 + p - llhl + 4h2 = 5 

(v. 4.3) 
2x + x2 1 + X4 - 2h1 + 2h2 = 2 

x > O , = 1 , 4  , h 1 livres 
j - 

com a correspondente função objetivo : 



Para todo , h t a l  que j > 2  . 22 .fácil. ver através da tabela V . l  

que a solução viável (xo ,A ' ) existe ,  já que p f o i  eliminado da 

base e é dada por ( 0 ,  4/3, 0 ,  0 ,  0 ,  -1/3, Q ) ~  onde 

Tabela V . l  

~eterminação de uma Solução viável 

Omitimos a linha -p do quadro I11 pois todos OS 

seus elementos são nulos, já que a variável a r t i f i c i a l  f o i  elimina - 
da da base. 



a 12 Fase - 2- parte 

A o  i n i c i a r  a segunda parte, t r a n s f o r m a m o s  (V.4 .3 )  em 

onde b l ( A )  = 5 + l l A 1  - 4A2 e b 2 ( h )  = 2 + 2A1 - 2A2 

T e m - s e  que para A = A ' , 
b l ( A t )  = b 2 ( h 1 )  = 4/3 

C l ( A 1 )  = 1 

C 2 ( A F )  = 1 4 / 3  e 

j ( A ' )  = O . j > 2  

A g o r a  a resolução do p r o b l e m a  (V. 4 . 4 )  - (V. 4 . 5 )  c o m  

A = A '  & dada pela tabela V.2 . 



Tabela V. 2 

Tabela i n i c i a l  para h = A ' = ( - 1 / 3 , 0 )  T 

Para maior compreensão da tabela V . 3  e o que se  se - 
gue, escreveremos (V. 4 . 4 )  - (V. 4 . 5 )  na forma matricial ,  i s t o  é : 



Portanto a tabela V.3 nos dá uma solução Ótima para 

o problema (V.4 .6) - (V.4 .7)  quando A=A'. 





AS regiões R. e R; são definidas respectivamente 

Cálculo de R; : 

(V. 4.8) 

(V.4.9) 

Como a variável artificial foi eliminada da base, orn 

tiremos o vetor artificial na matriz 'A e consequentemente M em 

C l  . 
Assim; 

onde : 

Por outro lado, 



L 

Segue-sede (V.4 .8) .  (V.4.10)  e (V.4 .11)  que R; e 

dado por : 

i s t o  é : 

P o d e m o s  observar d i r e t a m e n t e  das duas p r i m e i r a s  li - 
nhas da tabela V.3  que R. é dado por : 

-: ] 1:: ] C: J . i s t o  é: 

E fác i l  ver que A o ~ R o  , h O ~ R A  , portanto . 
~5 = R ~ R  ~6 f. P . Segue-se que p o  = € 2 , 3 1  .. 

Decorre t a m b é m  da tabela V.3  e (V.2.17)  que: 



isto é, 

2 2 z(O) (h)= 2 - 22h1 + 10A2 + 12A1-h2 - 20Al - 12A2 max 

Observando a tabela V.3, constatamos que não existe 

nenhum elemento 'a E 'A , correspondentes aos vetores não bãsi 
i j - 

tos (j=1,4), satisfazendo a condição 2' , o que implica em afir - 
marmos que Po = B . 

* 

~á o mesmo não ocorre com a condição 2' , a qual é 
o 

satisfeita para os aij E 'A , j=lf4 . Mas isto significa di - 
zer que pode existir regiões vizinhas a R;) 

ao longo dos hiperplg 

nos suportes 

31A1 + 15A2 = -2 (V, 4.13) 

Portanto, P(I = {1,41. Para determinar P' devemos -0 

verificar se os hiperplanos suportes definidos por (V.4.13) e (V.4. 

14) possuem regiões vizinhas. Para tal devemos resolver (de ãcor- 

do com (V. 3.4)- (V. 3.6) o problema auxiliar: 



suje i to  a 

A resolução deste problema auxil iar  nos diz através 

da tabela V.4 que c 4  permanecerá na base, jã que devemos t e r  

> o .  ci - 

Assim, o min E 4  = 361/197 e rnin E1 = O . 

I s to  implica que exista  somente uma região vizinha 

ao longo do hiperplano (V.4.13). Logo, PO = I11 . - 



Tabela V . 4  



C1 

Como P; = l11, temos por 4" que o elemento pivÔ - 
.a coluna 1 do quadro I11 da tabela  V.2 é determinado por : 

O minI bl (h*)./all r Ob2 (h*)/a21 } = min{73/197, 01 = O 

onde 

h* = (-49/197 . 75/1971T 

Segue-se da í  que pl  = {l, 21 , V. = {pO1 e 

Wo = { p l }  .  pós O pivoteamento, temos que o quadro I da tabela  

V.5 nos dá a solução Ótima. 



Tabela V.5  

soluções Ótirnhs 

Decorre t a m b é m  do quadro I da t a b e l a  V.5  que : 



-115 301 -84 X 
z max (li (A) = -4 - 1 - 2  [ + [ A  A ]  [ I- [hl i 2 ~  [ J [ l] -55 145 -40 A2 

z (1) (A) = -4 - 2 2 
max 301hl + 40h2 - 61A1h2 - 131Xl - 53h2 , X E R i  

Resolvendo o problema auxiliar, chega-se que : 

= { 1,3} , V1= {pO,pll e W1= {p21 . APÓS O pivoteamento, P2 . 

chegamos ao quadro I1 que nos dã : 

-9 9 d2) max (h) = 4 - [-4 41 [:i] + lil h21[5] - A ~ J [  1 [:i] -5 5 

Z(2) (A) = 4 + 9h: - 5A: - 4h1A2 + 13h1 + A2 max 



Executando os mesmos cálculos auxiliares, de maneira 

análoga como fizemos para p o  , chega-se que 

e que conclui a solução do problema. 
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