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RESUMO 

Apresentamos o problema mal-proposto, a Inversão da 

Transformada de Laplace e as Deconvoluções como exemplos, cuja so- 

lução numérica conduz a um sistema mal-condicionado de equações li - 

neares . 

A solução de tais sistemasé obtida pela Decomposi - 
ção em Valores Singulares (DVS) . 

obtém-se assim, uma família de soluções dentre as 

p a i s  seleciona-se a Ótima, segundo critério aqui proposto. 

No ~pêndice, consta a listagem da programação em 

linguagem FORTPAN do problema, bem como das-subrotinas utilizadas. 



ABSTRACT 

We present ill-posed problem giving Laplace Trans- 

form Inverse and Devonvolutions as examples, which numerical so - 
lution conduces to an ill-conditioned linear system. 

Such systems' solution, we get by the Singular Va- 

lue ~ecom~osition (SVD) . 

Thus, we obtain 'a faniily of solutions and have to 

choose the optimum one by criterion here suggested. 

In the Appendix there is a list of FROTRAN programs 

and soubroutines used to solve these problems. 
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OBJETIVO 

Estudar um método numérico particular 

problemas mal-propostos. Tal método será.baseac 

em Valores Singulares (DVS) . 

para a solução de 

do na Decomposição 

Trataremos especificamente da solução numérica para: 

a) Inversão da Transformada de Laplace; 

b) Deconvolução. 

O problema básico pode ser formulado como: 

Determinar h tal que seja uma solução da equação 

Ah = g (1 1 
onde 

A é um operador dado, 

g é uma função dada. 

Para definirmos problema mal-proposto, definamos inici- 

almente problema bem-proposto: 

"Um problema é bem-proposto quando tem solução <nica,que 

depende continuamente de seus dados". 

Mais precisamente: 

Dada a equação (I), A é um operador cujo dominio é H 

e cujo contradsmfnio é 6 ,  



tais que: 

B e B são espaços de Banach 
1 2 

I) O operador A é inversivel, isto é,  A leva H em G 

um-a-um e, se g E G então, A - ' ~ € H  e A - ' ~  é Única; 

ii) A-' 6 limitado ou, equivalentemente, A-' é contínuo, 

isto é, se 

gn -+ g então += k i - l g  

Por sua vez, um problema é mal-proposto quando não satis - 
faz a todas essas condições. 

Como exemplo temos: 

i) Transformada de Laplace: 

ií) Integral de Convolução: 

Em (3) temos: 

H = espaço das funções h(t) seccionalmente c0n&%us para 

O - < t - < N e de ordem exponencial s para t > N. 

Obs. : Dizemos que h (t) 6 de ordem exponencial - s se e - 
s t xistem M > O e sO tais que Ih(t)l<~e O . 

Intuitivamente, H é o espaço das funções h(t) tais 



que a integral 

ou seja, 

onde T 

forma de 

[me-s t h (t) dt converge .. 

G = Espaço das funções g(s) onde Re s > so 

Em (4) temos: 

H = Espaço das funções onde a integral 

lth(t-s)x 1s) ds converge, 

6 um intervalo de tempo maior, onde temos interesse 

A 

G = Espaço 

uma integral 

G C L  
2 

das funções que podem ser expressas sob a 

de convolução. 

[O, T] , então 

2 2 
[o, T] 

Para ambos os problemas, (3) e ( 4 ) ,  A-' não será contí - 
nuo. Isto implica que a solução 6 única, mas não varia continua- 

mente com os dados. 

Como ilustração, tomemos em (3) : 

h(t) = sen nt, n €IR 



Teremos então: 
n 

A(sen n t )  = -se. n t  = ) 
n 2 + s 2  n 2 + s 2  

n / 1 
Mas, como é uniformemente l imi tada  por  - , 

n 2 + s 2  n 
V S E  IR+ , teremos 

Por sua v e z ,  

l i m  sen  n t  f O 
n+03 

o que mostra que A-' não é cont ínuo,  carac ter izando a inversão 

da Transformada de Laplace como problema mal-proposto. 

Para a equação (4 )  tomemos: 

X(S)  = sen  n s ,  n f  IR 

Teremos : 

A(sen ns) = 1' h ( t - s )  sen ns ds = g ( t )  

OU 

sen  ns = A-' g ( t )  

Por out ro  l ado ,  temos que,  para  NT + T = t 

i N i T + T  

h ( t - s ) s e n  ns dç = e i y h ( t - s ) r e n  ns ds (12) 
i = o  

e ainda O 

, N i T + T  N i T + T  N iT+T 
e [ s e n n s  ds - i i ( t - s )sen  ns d s  - < i h; J w m *  

i = o  'i T i = o  'i T 



onde 

- = min { h ( t ) I  hi 
t .  C [ i ~ ,  iT+T) 

Temos ainda que 

2 sen  ( n i ~  + -$ nT) sen  ( -  nT) 
(163 

então 

Portanto s e  h ( t - s )  f o r  l i m i t a d a ,  teremos 

l i m  i h ( t - s )  sen  ns ds = O 
n-t 

0 
então 

l i m  g ( t )  = O 
njco 

mas 

, l i m  sen  ns # O 
n-t w 

Caracterizando tambgm a ~econvo lução  como um problema mal-propos - 

t o .  

Voltando agora ,  ã equação ( I ) ,  temos que , na p r á t i c a  , 

a função g não 6 conhecida em sua expressão a n a l í t i c a  exata  e 

o que temos é uma função g 6 ( t )  t a l  que 



gS ( t )  = g w  + 6 ( t )  (21) 

onde 6 ( t )  é uma pe r tu rbação  ( ru ido )  devida  aos  e r r o s  nas medi - 
ções  de g, que t o r n a  o problema extremamente i n s t á v e l .  

Temos, e n t ã o ,  um problema do t i p o :  

Determinar h t a l  que 

IIAh - g6 Ilg = mínimo 
2 

onde 

Para  uma so lução  numérica,  o problema (22) pode s e r  a-  

proximado por 

- 
A 6 uma m a t r i z  r e a l  m x n ,  

x c  nzn , b c  . 
Denotemos por  2 a so lução  p a r a  ( 2 4 ) ,  i s t o  6 ,  

A p r i m e i r a  v i s t a  pode r i a  p a r e c e r  que 

- ~ Â ) - ~ Ã T ~  
X = 

No efitanto, (279 não é uma so lução  adequada do problema, 
- 

devido 2 i n s t a b i l i d a d e  do mesmo, ou s e j a ,  A 6 uma ma t r i z  mal- 



condic ionada ,  onde pequenos e r r o s  nos dados podem a c a r r e t a r  gran- 

des  e r r o s  na solução- ,  como veremos a d i a n t e .  

A so lução  numérica de s i s t e m a s  mal-condicionados já f o i  

p ropos t a  de d i v e r s a s  mane i ras ,  com maior ou menor s u c e s s o ,  depen - 
dendo da  p r e c i s ã o  do método. 

No p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  escolhemos o  método da Decomposi- 

ção em Valores  S ingu la r e s  de Ã (DVS), demonstrado em [ l j e  que con - 
s i s t e  em: 

- 
Para  t o d a  ma t r i z  A m x n ,  r e a l ,  podemos f a z e r :  

onde 

U = [u , . . . , um) onde u  são a u t o v e t o r e s  normalizados 
1 i 

de Ã x T ,  sendo U o r togona l  

V = (v , . . . , v  ) onde vi são  a u t o v e t o r e s  normalizados 
1 n  
-T - de A A, sendo V o r togona l .  

õi = ai, A i  = a u t o v a l o r e s  de Ã~ Ã 



Exemplo de- D.V.S.: 

Sejam 

U = 

D = 

g = 

Fazendo A = U D V' 

Teremos : 



É simples verificar que : 

i) X = z 2 = 4  
1 

X = l  
2 

são os autovalores de 2 Ã 

ii) h 1  = 4 

sáo os autovaiores de h hT 

- -T iii) ul, u u são os autovetores normalizados de A A 
2' 3 

"r- iv) Y V são OS autovetores normalizados de A A. 
1' 2 

v) (32) , (33) , (34) são tambih facilmente verificados. 

Por outro lado, temos que: 

isto é,  decompondo x como combinação linear de uma base o$tonsr - 
mal de R" {vi}, i = 1 ,... , n ,  então: 



onde . i = 1 , .  m 6 uma base ortonormal de IRrn. Assim, 
1 

verificando-se a igualdade se e somente se 

Portanto, temos 

quando 
n B' 

Podemos, ainda, escrever: 



- 
Portanto, de (31) e sabendo-se que A 6 mal-condiciona- 

da, o são muito pequenos, sendo que 

- Oi decresce quando i cresce. 
o $  

Logo, um pequeno erro em 'i acarreta grandes erros em 

Temos, ainda, que a determinação de {o . } ,  i=l, ..., n di 
1 - 

retamente, a partir da definição, envolve grandes erros de arre- 

I computador utilizado, como vemos no exem - dondamento por parte do 

plo abaixo: 

Seja 
- 
A = 

Então 

Logo, Ol (A) = 

o (Ã) = 
2  

Se, por acaso, 

o (Ã) = 
2 

B 2  = precisão do computador, temos: 

Surge, portanto, a necessidade de encontrarmos algum mé - 



- 
todo mais eficiente para determinar a D.V.S.  de A , do ponto de 

vista da minimização do erro de arredondamento introduzido pelo 

computador. 

O metodo que utilizamos figura em [l] desde sua funda- 

mentação teórica até a apresentação da subrotina SVDRS em lingua - 

gem FORTRAN IV, apresentada no ~pêndice deste trabalho. 

Como vimos em (42). (43) e (44 ) ,  quanto menores oi,i= &...si, 

maior erro acarretarão 2 solução x do sistema 

AX = b. 

Teremos então que, anulando os menores valores singula - 
res teremos soluções melhores que conservando-os todos. Resta-nos 

pois, saber quantos serão os valores singulares anulados e conse- 

quentemente, quantos serão considerados não nulos na determinação 
CI 

da solução Ótima x. 

Designando por k o ncmero de valores singulares consi- o 
derados não nulos, teremos x (k) a solução obtida com k valores sjn - 
gulares não nulos. Vimos que 2 varia de um exemplo testado a o u - - .  

tro, onde 2 foi a x (k) a que apresentou o menor erro relativo cal - 
culado por 



INVERSÃO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

DISCRETIZACÃO DA EOUACÁO INTEGRAL 

Como vimos em ( 3 ) ,  dada f(t) , sua Transformada de La- 

place será: 
00 

g ( s )  = e-lt f (t) dt 

O 

Suponhamos agora, dada g ( s )  ou por sua expressão ana- 

lítica ou por seus respectivos valores em determinados pontos de 

seu domínio, e precisamos determinar f (t) . 
Temos, então, uma equação integral de la espécie, já ca - 

racterizada como problema mal-proposto. 

Para discretizar (45) , lembremos que 133 : 

onde w(x) é a função peso, que garante a convergência da inte - 

gral de w(x) f (x) quando f(x) é um polinômio de grau arbitrá - 
rio. 

Para o intervalo de integração (o ,  m) a função w(x) 

mais adequada será: 



Para  f ( x ) ,  devemos t e r  uma sequênc ia  de polinÔmios o r t o  - 
-X gona is  a  e  sob re  ( o ,  00) . T a i s  polinômios s ão  os  polinômios de 

Laguerre de g rau  n ,  que têm a  forma: 

Em nosso caso  como o núcleo da equação i n t e g r a l  6 j uç t a -  

-s t  mente e  , a quad ra tu ra  de Gausç-Laguerre su rge  na tura lmente  

como a  mais i nd i cada  p a r a  a d i s c r e t i z a ç ã o  da equação. 

Teremos en tão :  

e  pa ra  qua lquer  con jun to  { s i } ,  temos 

onde 

{ t k l ,  k = l ,  ..., n são  a s  r a í z e s  do polinômio de Laguerre 

de g rau  n  e  

h k l ,  k  = 1,. . . , n  são  os  pesos .  

Em linguagem m a t r i c i a l ,  t e r íamos :  

Af = g 

com 



Resolvendo (50) obtemos os valores de f em {tk} , 

k = L ,  ..., n. 
A partir desses valores, podemos obter valores interme- 

diários por interpelação. 

Por outro lado, as raízes {tk}, k = 1 ,  ... ,n do polino - 
mio de Laguerre e os respectivos pesos {wk}, k = 1, ..., n podem 

ser obtidos a partir da matriz 

onde 

Demonstra-se que as raízes 

(54) 

(55) 

{ tk} , k=l,. . . ,n serão os au - 
tovalores de T e para os pesos {wk1, k = l,...,n , teremos: 

onde q (k) são os autovetores normalizados de T. Para os valo- 

res s i  i = 1,. . . ,n J.N. Varah [3] sugere 20 pontos equidis - 
tantes em (0,s ):onde g(smax) << gmax(s) e tomamos s max = 5, ou max 

i 
ou s e j a  S = -  i = 1,...,20. i 4 '  (5 7 1 

No presente trabalho utilizamos n = 20 , de forma que 



Obtivemos: 

Como os resultados obtidos SÕ foram satisfat6rios, em 

média, para os 10 primeiros pontos, tomamos os 10 primeiros va- 

lores de f interpolando-os para 30 pontos equidistantes entre 

t e t segundo o método "Spline". 
1  1 0  

Os resultados obtidos ê;JB& a intarpolagâs constam das Ta - 
las 1 a 4.a, onde R é o ruido imposto 2 função g(s) .  



TABELA 1 

f ( t )  = t emt  - 5  - s i  - m i  - i i = l ,  ..., 20 4' 
g ( s )  = 1/ ( s + l )  f i  = f ( iAT)  

g ( s i )  = g ( s i )  ( l * r i R )  AT = ( t  10 -t 1 ) / 3 0  

Iri l l  0 , s  k = n U e  v a l o r e s  s i n g u l a r e s  n ã o  

R= O n u l o s .  

V a l o r  E x a t o  V a l o r e s  C a l c u l a d o s  

f 0 )  
k =  1 k= 7  (õ t imo) k = 2 0  
f ( e >  f 0 1  f ( t )  

E m  Relativo O ,  2146 0 , 3 6 4 4 . 1 0 - 5  0 , 4 7 6 6 . 1 0 9  
l p  - b l  O , 8 2 9 4  O , 8 5 2 9  0 , 8 5 2 9  
O s c i l a ç a o  0 , 0 1 5 1  O , 0 3 5 7  0 , 3 3 4 9 . 1 0 '  



1 8  

TABELA 1 . a  

k  = no d e  v a l o r e s  s i n g u l a r e s  
não n u l o s .  

V a l o r  Exa to  V a l o r e s  btimas. ca lculados  
- - - 

f ( t 1  9 R=0 ,01  
k=7 k=6 k=5 

B-rro Relativo 0 , 3 6 4 4 . 1 0 ' ~  0 , 1 3 4 9 . 1 0 ' ~  0 , 3 0 2 0 . 1 0 ' ~  
O s c i l a ç ã o  O ,0357 0 , 0 3 6 5  O ,0319 



TABELA 2 

f (t) = t - 5 i si - mi = 4, i=1, ... ,20 

k = no de valores singulares 

não nulos 

Valor Exato Valores Calculados 

f (t) 
k=l k=ll (otimo) k=20 
f (t) f (t) f (t) 

Erro R eiativo 0,8066 0,1716.10-",2360.105 
IIÃx - bll 0,1592.102 O ,1658.10' 0,1658.102 
Oscilaçaes 3,4025 0,1030 0,4179.106 



TABELA 2.a 

f(t) = t si - --i 5 - i 
- 4 3  i = 20 1,...,20 

g(s) = l/s2 f = f(iAT) 
- i 

g(si) = g(si) (l+riR) AT = (tl,-tl)/30 

k = no de valores singulares não 
nulos. 

Valor Exato Valores btimos Calculados 

f(t1 
R=O R=0,001 R=0,01 

- k=ll k=9 ]c= 5 
O ,7053.10" 0,7048.10-' 0,6368.10-' 0,1432.10: 
0,4832 O,  4832 0,4834 -0,1560.10 
O,  8959 O ,  8954 0,8351 0,3821.10' 
O ,1308.10: 0,1310.10: 0,1414.10' 0,4321.10' 
0,1721.101 0,1722.101 0,1910.10' 0,1229.10' 
0,2134.101 0,2129.10 0,2007.10' -0,8376 
0,2546.101 O, 2538.10: 0,2044.10' -0,1352.10' 
0,2959.101 0,2961,lO 0,2490.101 -0,7099 
0,3372.101 0,3393.10: 0,3407.10' 0,7231 
0,3784.10' 0,3816.101 0,4465.10: 0,2609.10' 
0,4197.10, 0,4208.101 0,5318.10 0,4615.101 
0,4610.101 0,4572.101 0,5778,101 0,6513.101 
0,5022.101 0,4938.101 0,5881.10: 0,8229.10: 
0,5435.101 O,  5336.10 0,5685.10 0,9702.10 
0,5848.101 O, 5798.10: 0,5247.10: 0,1087.102 
0,6261.101 0,6314.101 0,4701.101 0,1173.102 
0,6673.10, 0,6843.10, 0,4237.10 0,1232.10 
0,7086.101 0,7342.101 0,4051.10: 0,1267.102 
0,7499.101 0,7767.101 0,4337.10, 0,1282.102 
0,7911.101 0,8094.101 0,5212.101 0,1281.10 
0,8324.101 0,8346.101 0,6566.101 0,1265.102 
0,8737.10' 0,8558.101 0,8247.102 0,1237.102 
0,9149.101 0,8763.101 0,1010.102 0,1198.102 
O,95G2.1O1 0,8996.101 0,1197.102 0,1151.102 
0,9975.102 0,9288.101 0,1373.102 0,1099.102 
0,1038.102 0,9658.102 0,1527.102 0,1042.101 
0,1080.102 0,1012.102 0,1G53.102 0,9850.101 
0,1121.102 0,1070.102 0,1744.102 0,92'87.101 
0,1162.102 0,1140.102 0,1791.102 0,8761.101 
0,1203.10 0,1225.10 0,1788.10 0,8296.10 

&o klativ o 0,1716.10'~ 0,1572 0,2325 
Oscilações 0,1030 2,8461 0,1131,10~ 



TABELA 3 

f (t) = t 

g(1) = l/s2 

k = no de valores singulares 

não nulos 

Valor Exato 
- 

Valores Calculados 
k=l k=l0 (otimo) k=20 
f (t) f (t) f (tl 
0,8122 0,1011.10~ 0,1000.10~ 
0,1422.10' 0,9999 0,9972 
0,1388.10' 0,1000.10~ 0,9985 
0,1291.101 0,1000.10~ 0,1048.101 
0,1222.101 0,9998 O ,0032 
0,1140.101 0,9996 O ,7541 
0,1049.101 0,9998 0,7534 
O ,9620 0,1000.10~ 0,1482.101 
O ,8855 0,1002.101 0,2479.101 
O ,8170 0,1001.10~ 0,2350.101 
O ,7539 0,9992 -0,2943 
O ,6945 0,9941 -0,4748.10' 
O ,6390 O ,  9901 -0,7281.10' 
0,5875 O ,9904 -0 ,3927.101 
0,5401 0,9983 0,8842.10' 
O ,4966 0,1012.10' 0,2699.102 
O ,4568 0,1026.101 0,4012.102 
O ,4220 0,1035.101 0,3760.102 
O ,3865 0,1033.101 0,8847.101 
O ,3554 0,1017.101 -0,4964.102 
O ,3266 0,9904 -0,1200.103 
0,3001 O ,9593 -0,1804.103 
0,2757 O ,9290 -0,2092.103 
O ,2533 0,9503 -0,1843.103 
O ,  2327 O ,  8933 -0,8507.102 
O ,  2138 O ,8966 0,1045.103 
0,1965 0,9180 0,3988.103 
0,1804 O ,9606 0,8123.103 
O ,1654 O ,1027.10' 0,1359.104 
O ,1514 0,1121.101 0,2053.104 

Erro Relativo 0,2959 0,2173.10-2 0,2342.106 
UÃx - b! 4,4651 4,4784 4,4784 
Oscilaçao O ,4203 0,3114.10-",8465.105 



TABELA 3. a 

k = no de valores singulares não 
nulos. 

-- - 

Valor Exato Valores btimos Calculados 

f ( t >  
R= O R=0,001 R=0,01 
k=10 k=8 k=5 

0,1000.10~ 0,1000.10~ 0,1007.10' 0,1076.10' 
0,1000.10 O, 9999 O ,  9933 0,8868 
0,1000.10~ 0,1000.10~ 0,1046.10' 0,1126.10' 
O,  1000.10' 0,1000.10' O ,9690 0,1155.10' 
0,1000.10~ 0,9998 O, 8904 0,1009.10' 
0,1000.10~ 0,9996 0,9701 0,8830 
0,1000.10~ O,  9998 0,1116.10' 0,8169 
0,1000.10" 0,1000.10~ 0,1184.10' 0,8139 
0,1000.10~ 0,1002.10' 0,1133.10' 0,8639 
0,1000.10~ 0,1001.10~ 0,1020.10' 0,9441 
0,1000~10~ 0,9992 O, 9084 0,1031.10' 
0,1000.10~ O,  9941 O, 8330 0,1110.10' 
0,1000.10' 0,9901 O, 7949 0,1176.10' 
0,1000.10~ O ,9904 0,7918 0,1228.10' 
0,1000.10' 0,9983 0,8208 0,1263.10' 
0,1000.10~ 0,1012.10' 0,8755 0,1280.10' 
0,1000.10~ 0,1026.10' 0,9463 0,1281.10' 
0,1000.10~ 0,1035.101 0,1023.10' 0,1270.10' 
0,1000.10~ 0,1033.101 0,1096.10~ 0,1247.10' 
0,1000.10~ 0,1017.10~ 0,1159.10' 0,1216.101 
0,1000.10~ 0,9904 0,1209.10' 0,1177.10' 
0,1000.10~ O, 9593 0,1249.10' 0,1131.10~ 
0,1000,10~ 0,9290 0,1277.10' 0,1081.10' 
0,1000.10~ 0,9053 0,1296.10' 0,1027.10' 
0,1000.10~ O, 8933 0,1305.10' 0,9717 
0,1000.10' 0,8966 0,1303.10' 0,9148 
0,1000.10' 0,9180 0,1288.10~ 0,8586 
0,1000.10~ 0,9606 0,1258.10' 0,8047 
0,1000.10~ 0,1027.10' 0,1211.10' 0,7545 
0,1000.10' 0,1121.10' 0,1147.10' 0,7095 

Erro Relativo O ,2174.10~~ O ,3206.10" 0,3116.10-' 
Oscilação O ,3114.10-~ O ,8297.10-I 0,2733 



TABELA 4 

f ( t )  = ( s e n  2 t ) / 2  s = - -  5  - i 
i 20 4' i=1, ..., 20 

k  = n Q  de v a l o r e s  s i n g u l a r e s  

n ã o  n u l o s .  

V a l o r  E x a t o  V a l o r e s  C a l c u l a d o s  
- - 

f ( t )  k = l  k=ll ( ó t i m o )  k=20  

- -- 

Erro  Rélativo 0 , 9 8 9 9  0 , 0 5 7 5  0 , 6 5 3 6 . 1 0 5  
li& - b!l O , 4 7 9 5  O , 4 2 9 8  0 , 4 2 2 0  
O s c i l a j a o  0 , 4 9 2 7 . 1 0 ' ~  0 , 5 3 1 3  0 , 7 9 1 8 . 1 0 4  



TABELA 4 . a  

f ( t )  = ( s e n  2 t ) / 2  5  ç = - i -  i 
i 20 - 4 ,  i = 1 , . . . , 2 0  

k = n o  d e  v a l o r e s  s i n g u l a r e s  n ã o  
n u l o s .  

-- - 

V a l o r  E x a t o  V a l o r e s  6 t i m o s  C a l c u l a d o s  

f ( t )  R=O R = 0 , 0 0 1  R = 0 , 0 1  
k = l l  k = 7  k = 7  

0 , 7 0 3 0 . 1 0 "  0 , 7 0 4 0 . 1 0 - '  0 ,7557 .10- '  0 ,7687 .10" '  
0 , 4 0 8 2  0 , 4 0 8 2  O , 4 0 5 4  0 , 4 0 5 4  
0 , 4 8 8 1  O ,  4 8 9 0  O ,  5 2 5 3  O ,  5 3 3 7  
O ,  2 3 0 8  O ,  2284 0 , 1 8 4 2  O ,  1 6 9 2  

- 0 , 1 4 6 2  - 0 , 1 4 8 8  - 0 , 2 4 5 1  - 0 , 2 7 8 5  
- 0 , 3 8 6 3  - 0 , 3 8 0 1  - 0 , 3 4 1 9  - 0 , 3 4 7 4  
- 0 , 4 2 0 2  - 0 , 4 0 7 6  - 0 , 2 0 5 7  - 0 , 1 6 4 5  
- 0 , 2 2 5 8  - 0 , 2 2 3 8  -0 ,4819 .10- '  0 , 1 6 8 6 . 1 0 - ~  

O , 1 1 2 6  0 ,  9056 .10- '  0  , 3 6 6 6 . 1 0 ~ '  0 , 9 0 2 3 . 1 0 - '  
0,407'7 O ,  3 6 8 9  0 , 6 9 0 7 . 1 0 - I  0 , 9 2 1 0 . 1 0 - I  
0 , 4 7 0 3  0 , 4 4 3 4  0 ,7391 .10- '  0 , 6 4 6 9 . 1 0 - I  
0 , 2 5 1 0  O ,  2675  0 , 6 7 7 0 . 1 0 - I  0 , 3 4 6 7 . 1 0 - '  

- 0 , 9 7 4 1 . 1 0 - I  - 0 , 3 0 4 4 . 1 0 - '  0,5487.10:: 0 , 6 3 2 8 . 1 0 - ~  
- 0 , 4 0 4 6  - 0 , 3 0 8 5  O , 3 8 8 8 . 1 0  - 0 , 1 7 8 2 . 1 0 - I  
- 0 , 5 1 6 1  - 0 , 4 3 1 0  0 , 2 3 1 1 . 1 0 - '  - 0 , 3 5 3 7 . 1 0 - I  
- 0 , 4 0 1 3  - 0 , 3 7 2 3  0 , 9 2 7 2 . 1 0 - 2  - 0 , 4 5 7 9 . 1 0 - '  
- 0 , 1 5 2 4  - 0 , 1 9 9 9  -0 ,2342 .10- '  - 0 , 5 0 1 8 . 1 0 - '  

0 , 1 3 7 0  0 , 1 6 2 1 . 1 0 - '  - 0 , 1 1 4 8 . 1 0 - ~  - 0 , 4 9 6 9 . 1 0 - I  
O ,  3 7 3 1  0 , 2 0 5 8  -0 ,1790 .10- '  - 0 , 4 5 4 5 . 1 0 - '  
0 , 4 8 9 2  0 , 3 1 7 7  - 0 , 2 1 5 0 . 1 0 - I  - 0 , 3 8 4 8 . 1 0 - '  
0 , 4 9 8 9  0 , 3 5 8 1  - 0 , 2 2 7 2 . 1 0 - I  - 0 , 2 9 4 7 . 1 0 - I  
0 , 4 3 0 9  O ,  3 4 3 7  - 0 , 2 2 0 5 . 1 0 - I  - 0 , 1 9 0 4 . 1 0 - '  
0 , 3 1 4 0  O ,  2 9 1 1  -0 ,2000 .10- '  - 0 , 7 7 9 7 . 1 0 - 2  
0 , 1 7 6 9  O ,  2 1 7 1  -0 ,1709 .10- '  0 , 3 6 4 3 . 1 0 - ~  
0 , 4 4 6 6 . 1 0 - '  O ,  1 3 5 8  -0 ,1379 .10- '  0 , 1 4 6 5 . 1 0 - '  

- 0 , 7 6 3 2 . 1 0 - '  0 ,4812 .10- '  -0 ,1049 .10- '  0 , 2 4 5 1 . 1 0 - '  
- 0 , 1 8 5 4  - 0 , 4 9 2 0 . 1 0 - '  - 0 , 7 5 0 3 . 1 0 I ~  0 , 3 2 4 8 . 1 0 - '  
- 0 , 2 8 1 9  - 0 , 1 5 9 3  - 0 , 5 1 9 2 . 1 0  0  , 3 7 8 5 . 1 0 ~ '  
- 0 , 3 6 5 3  - 0 , 2 8 5 6  -0 ,3832.10- '  0 , 3 9 8 5 . 1 0 - I  
- 0 , 4 3 4 9  - 0 , 4 3 1 2  - 0 , 3 8 1 6 .  1 o m 2  0 , 3 7 7 7 . 1 0 - I  

- - 

Erro R e l a t i v o  0 , 0 5 7 5  O ,  7754  0 , 7 8 7 4  
O s c i l a ç ã o  O ,  5 3 1 3  0 , 4 3 8 8  O ,  5148  



Conclusões a respeito da Inversão da Transformada de Laplace 

i) O erro relativo para a solução Ótima é muito menor do 

que para as obtidas com k = I e k = 20. 

ii) O erro relativo aumenta gradativamente, com os ruidos 

impostos para g(s), mesmo nas soluções Ótimas af obtidas. 

i )  x - b mantém-se praticamente constante, pouco in - 
fluindo na escolha da solução Ótima. 

iv) As oscilações nas soluções são crescentes, aumentando 

pouco a pouco até certo k para, repentinamente, crescerem rapida - 
mente, sendo que a oscilajão relativa está próxima da unidade 

na solução Ótima. 

v) Para k = 20 as oscilações são tão acentuadas que, 

mesmo para funções essencialmente positivas, surgem valores negati- 

vos em diversos pontos. 

vi) Os ruidos impostos a g(s) afetam muito as soluções, 

aumentando-lhes as oscilações e diminuindo o número de pontos onde 

a solução obtida se aproxima da exata. 

vii) A solução Ótima só se aproxima bem da exata nos pri - 
meiros dos 3 0  pontos equidistantes em que foi subdividido o inter- 

valo [t, , t; ,] . Este número de pontos, porém, varia de função pa- 
ra função, como se vê dos exemplos resolvidos, ficando ainda aber- 

ta a questão da determinação exata de até em quantos pontos pode - 
mos confiar na solução obtida. Grosseiramente, pode-se dizer que - a 

4 

té a metade do intervalo t ,  t o  podemos confiar na solução - o 



tima obt ida .  

v i i i )  O p resente  método não s e  mostrou e f i c i e n t e  para fun- 

ções o s c i l a n t e s  t a i s  como sen x ,  cos x ,  e t c ,  como s e  vê nas Tabe - 
l a s  4 e 4...a. Fica novamente abe r t a  a questão da adaptação do mêto - 
do para e s s e  caso. 



Dadas x  ( s )  , h ( t - s )  a função g  ( t )  d e f i n i d a  por 

O problema i n v e r s o ,  ou s e j a ,  dadas g ( t )  e  x ( s )  , de te rmi-  

n a r  h ( t b s )  , ou dadas g ( t )  e  h(t--s) , de te rminar  x ( s )  , chamamos 

deconvolução. 

a  T r a t a - s e ,  p o i s ,  de uma equação i n t e g r a l  de V o l t e r r a  de 1- 

e s p é c i e ,  onde 

h ( t - s )  = O pa ra  s > t (59)  

Em nosso exemplo, consideramos a  r e so lução  numérica da e- 

quação 
t 

g ( t )  = h ( t - s )  x ( s ) d r  

O 

dadas g ( t )  e  x  ( s )  , quer  por  suas  expressões  a n a l í t i c a s ,  quer  

por s eus  r e s p e c t i v o s  v a l o r e s  em pontos  que s e  cons t i tuem numa pa r -  

t i ç ã o  de [0 , t ] .  

Supondo conhecidas  a s  expressões  a n a l í t i c a s  de g(t) e  

x ( s ) ,  tomemos o  i n t e r v a l o  de i n t e g r a ç ã o  na forma [O, NATI, i s t o  
L 

e ,  d i v i d i d o s  em N s u b i n t e r v a l o s  i g u a i s ,  cu jo s  pontos  s e r ã o  

{O, AT, ... , NAT) 
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Teremos, pa ra  o  1 V n t e r v a l o  [ O ,  AT] a equação 

Com a s  abreviações:  

x  = x(jAT) 
j 

g i = g(iAT) 

teremos,  para  [ O ,  ~AT], i = l , .  .., NAT 

e  para  [ ~ A T ,  j AT + AT] 

j  AT+AT 

g j  =[A: (iAT - 5) x (s )  ds 

onde 

i = n~ de sub in te rva los  da p a r t i ç ã o  de [ O ,  t] 

/ -- 
/- ' j  = .  indice. pontos da p a r t i ç ã o  de [ O ,  t] , i n c l u s i v e  

os  extremos. 

Procedendo a  uma mudança de v a r i á v e l  

teremos 

Suponhamos, agora ,  x e  h l i n e a r e s  por i n t e r v a l o  



teremos 

j AT j AT+AT t 

Escrevendo a s  equações d e s t a s  r e t a s  sob a forma 

h .  - h  . 
h ( t )  = 

i - 1 - 1  ( t )  + hi- 
AT 

e en t ão  

Pa ra  

teremos em (71) 

Para  



i = 2  

j = O e = l  

teremos em (71) 

Continuando n e s t e  racior~nio.;godernos e s c r e v e r  a s  expres-  

sQeã ãubsequentes p a r a  i = l . . . n ,  e j=O, i -1 .  

Em linguagem m a t r i c i a l  teremos a equação 

onde: X é a ma t r i z  n x n + 1 t a l  que 

h = m a t r i z  coluna n + l x l ,  t a l  que - 
h .  = h( iAT) ,  i = l ,  ..., n + l  
-1 

g i = m a t r i z  coluna n x 1 t a l  que 

gi = g(iAT) , i = l , .  . . , n .  

Teremos, p o r t a n t o ,  um s i s t ema  de n equações a n + 1 va - 
r i á v e i s ,  que pode s e r  melhorado diminuindo-se de n pa ra  m o nÚ - 

mero de pontos onde s e  quer de te rminar  h. 



Para isso, tomemos 

e façamos 

tal que 

então 

Exemplo : 

Seja X uma matriz 8 x 9 , e I = 4. teremos H 9 x 3 

tal que 

H = 



Teremos, então (74) transformada para 

- 
onde h é tal que h = ~ h .  

Assim (83) nos fornece os valores da função h(t) em M + l  

pontos equidistantes, inclusive os extremos. 



Dados 

com Iril - < 0,5, i = O ,..., n 
a = 2  

obteremos 

h(t) = t e -t 

cujos resultados numéricos constam das tabelas 5, 6, 7 e 8, obti- 

dos quando 

N = n? de subintervalos A'T da partição do intervalo de 

integração ; 

AR = amplitude dos subintervalos em cujos extremos foi cal - 
culada h; 

NA = ( N / I )  + 1 = n? de pontos cujas ordenadas hi foram 

calcuEadas ; 

k = no Ótimo de valores singulares não nulos. 

Comparando os resultados obtidos para N  = 64 e N=128 

no mesmo intervalo de integração, isto é, subdividindo cada çub- 

intervalo em dois, temos: 



QUADRO 1 

Erro Relat. 

O, 01484 



TABELA 5 

Valor Exato Valores 6timos Obtidos para N = 64; 1 = 4; A R  = 0,4 

h ( t 1  
R= O R=0,001 R=0,01 R=0,1 
h (t) Il(t) h ( t )  h Ct3 

0,1519.10-E 0,1556.10-' 0,2364.10-I 0,7206.10' 
1 

o, 
O ,  2681 0,2883 0,2880 O ,  2800 0,2542 
0,3594 0, 3641 O ,  3648 O, 3764 O ,  3912 
O ,  3614 O, 3663 O ,  3659 0,3577 0,4216 
0,3230 0,3231 0,3246 O ,  3405 0,3591 
O ,  2706 O, 2711 O,  2704 0, 2630 0,2758 
O,  2177 0,2168 . O ,  2171 0, 2165 O ,  2088 
0,1702 O, 1697 0,1695 O ,  1744 0,1670 
O, 1304 0,1296 O ,1304 0,1274 0,1454 
0,9836.10-' 0,9781.10-i O ,9631.10-i 0,9639.10-I O,  1144 
0,7326.10-' 0,7269.10- 0,7522.10- 0,8170.10-' 0 ,6628.10-' 
0,5402.10-' 0, 5363.10-' 0,5066.10-I 0,4189.10-I 0,4059.10-I 
0,3950.10-I 0,3915.10-I 0,4152.10-I 0,4448.10-' 0,4830.10-I 
0,2868.10-I 0, 2844.10-' 0,2734.10-' 0,3472.10-' 0 ,4376.10-I 
0,2070.10-I 0, 2051.10-' 0,2068.10-' 0,7514.10-~ 0,1369.10-l 
0 ,1487.10-I 0,1474.10-' 0,1521.10-' 0,2855.10-I -0,2569.10-2 
0,1063.10-' 0,1049.10-' 0, 7693.10-~ 0,6024.10-~ - 0  ,6248.10-~ 

Valor Exato Valores btimos .Obtidos para N = 128; I = 8; AR = 0,4 



TABELA 7 

- - - - - - - 

V a l o r  E x a t o  V a l o r e s  6 t i m o s  O b t i d o s  para N = 1 2 8 ;  I = 4 ;  AR = 0 , 2  

h ( t 1  
R= O R = 0 , 0 0 1  R = 0 , 0 1  R = 0 , 1  
h ( t)  h Ct) h (t)  h ( t)  



TABELA 8 

- -- -- 

Valor Exato Valores b t imos Obt idos  para N = 6 4 ;  I = 2 ;  AR = 0 , 2  



Conclusões a Respeito das DeconvolucÕes. 

i) Ao determinarmos os valores de h(t) em 33 pontos 

(AR = 0,2) a precisão foi maior que para 17 pontos (AR = 0,4) , 

com menor erro relativo e menor valor para 1lÃx - b!. As oscila- 

ções, no entanto, foram ligeiramente maiores naquele caso. 

ii) Ao determinarmos os valores de h(t) em 65 e 129 

pontos (AR = 0,l e AR = 0 ,05, respectivamente), obtivemos osci - 

lações tão acentuadas, que anularam qualquer interesse pelas so-lu - 

ções obtidas. 

iii) As soluções apresentam boa estabilidade, mesmo com 

ruidos impostos a g (t) e x(s) . Verificaram-se e.rros maiores - a 
penas nos extremos do intervalo de integração, com aproximações 

muito boas no interior do mesmo. 

iv) A medida que crescem as ruidos impostos a g(t) e x(s), 

crescem tambem as oscilações das soluções, principalmente daque - 
las obtidas com maior número de valores singulares. Assim, para 

R = 0, temos i = x(~), obtida considerando não nulos todos os n 
* 

valores singulares. Já para R = O,1, temos x = x(~), k # n, c02 

forme se vê dos Quadros 1 e 2. 



Quanto ao c r i t e r i o  pa ra  a  Escolha  da Solucão btima.  

Como vemos, a  DVS da m a t r i z  Ãm x n ,  m > n ,  nos fo rnece  - 
uma f a m í l i a  de n  so luções  d i s t i n t a s  pa ra  o  problema ( I) .  Surge ,  

p o r t a n t o ,  a  pergunta :  qua l  d e l a s  6 Gtima? 

T a l  ques tão  con t inua  a b e r t a ,  p o i s  não chegamos a  e s t a b e  - 
l e c e r  um c r i t é r i o  Único e  d e f i n i t i v o  p a r a  e s c o l h e r  a  so lução  Ó t i -  

ma. 

J . M .  Varah suge re  em E31 , que 

onde -(k) = s o l u ~ ã o  ótima ca l cu l ada  X 

k = n V e  v a l o r e s  s i n g u l a r e s  cons iderados  não nu - 
- (1~) 10s na obtenção de x 

'11 
= n í v e l  de arredondamento da máquina 

'i = v a l o r e s  s i n g u l a r e s  de Ã, t a i s  que ol>. . .>o  > O .  - N- 
T 

f3i = coordenadas do v e t o r  B= U b. 

desde que tenhamos ok > 2 r S v 1  , sendo r ,  um número pequeno que 

depende da  a r i t m é t i c a  u t i l i z a d a  p e l a  máquina. 

I n f e l i zmen te  não conseguimos u t i l i z a r  e s t e  c r i t é r i o  no 

p r e s e n t e  t r a b a l h o .  

Quanto ao e r r o  r e l a t i v o ,  não t e r á  grande s e n t i d o ,  p o i s  

em casos  p r á t i c o s  não podemos de te rminá- lo .  

Su rge ,  e n t ã o ,  o  c r i t é r i o  baseado nas  o s c i l a ç õ e s  da s o l u  - 

j ã o ,  c a l c u l a d a s  por  



Notamos que a s  osci la@5es variam, de uma so lução  p a r a  

o u t r a ,  não sendo também a  so lução  Ótima aque l a  c u j a s  o s c i l a ç õ e s  

são mínimas. 

Por o u t r o  l a d o ,  temos que a  so lução  Ótima o c o r r e  imedia - 
tamente a n t e s  de a s  o s c i l a ç õ e s  começarem a c r e s c e r  rapidamente.  

Sugerimos, assim, o  c r i t é r i o :  

Se Osc(k) << Osc(k+i)  en t ão  x ( ~ )  = I 

onde 2 6 a  so lução  Ótima. 

Dizemos x (k) 2 (87) 

p o i s  na ve rdade ,  x (k)  , x (k-l) e ,  às v e z e s ,  x (k -2)  e s t ã o  muito pró - 
ximos e n t r e  s i ,  bem como de 2 ,  f i cando  a  nosso c r i t é r i o  a  s e l e ç ã o  

de 2 dentre e l a s ,  e spec ia lmente  s e  dispusermos de alguma informa- 

ção a d i c i o n a l  a  r e s p e i t o  da so lução  esperada .  



Apresentamos o  ~ é t o d o  da Decomposição em Valores  Singu- 

l a r e s  (DVS) de uma ma t r i z  r e a l  m x  n ,  m - > n ,  pa ra  a  so lução  de 

s i s t emas  mal-condicionados de equações l i n e a r e s .  

A s e g u i r ,  u t i l i z a m o s  a  DVS p a r a  a  r e so lução  de d o i s  p ro  - 

blemas mal -propos tos ,  a  s a b e r :  Inversão  da Transformada de Lagla - 

ce e  Deconvoluç6es. 

No p r ime i ro  c a s o ,  a s  so luções  Ótimas só  apresentam boa 

aproximação nos p r ime i ros  pontos e q u i d i s t a n t e s  em que s u b d i v i d i  - 
- 

mos o  i n t e r v a l o  1-t, , t, ,I. 
Deixamos, a q u i ,  a  indagação de quantos são e s s e s  pontos .  

Vimos, a i n d a ,  que pa ra  funções  o s c i l a n t e s ,  o  método não 

s e  mostrou e f i c i e n t e ,  f i c ando  também a indagação de como adaptá-lo 

a  e s s e  caso .  

Pa ra  a s  DeconvoluçÕes, o  método s e  mostrou ç a t i s f a t ó r i o ,  

com e r r o s  maiores  s ó  nos extremos do i n t e r v a l o  de i n t e g r a ~ ã o ,  a p c  

s a r  de havermos u t i l i z a d o  aproximações l i n e a r e s  p a r a  a s  funções 

dadas ,  f i c ando  a  suges t ão  da  pesqu i sa  de alguma o u t r a  melhor apro - 

ximação p a r a  t a i s  funções .  

Em ambos o s  problemas,  f i c a  a b e r t a  a  ques tão  da  determi  - 

nação de um c r i t é r i o  u n i v e r s a l  pa ra  a  e sco lha  da so lução  Ótima dm - 

t r e  t odas  a s  o b t i d a s .  



Trata-se, portanto, de um tema que, além de sua grande u - 
tilidade prática, apresenta ainda vasto campo para pesquisas poste - 
riores. 

Notamos, ainda, que ambos os problemas aqui mencionados 

surgem frequentemente na prática, como por exemplo: 

i) muitas equações ordinárias e algumas equações integrais 

envolvendo f (t) que aparecem em Física-~atemática, métodos matemá- 

ticos aplicados 5 Biologia, ~uímica, ~statística, etc são reduzi - 
das a simples equações algébricas em g(s) , bem como equações dife- 

renciais parciais se transformam em equações diferenciais ordinã - 
rias, onde g(s) 6 a Transformada de Laplace de f(t). Para obter 

$(t) , basta inverter a Transformada de Laplace para g(s) . 
ii) muitos sistemas , na Engenharia, podem ser representados 

por uma convolução g(t) = (i(t-s)x(s)ds onde x(s) 6 a entrada,g(t) 
l o a saída, h(t-s) o comportamento do sistema . 

Exemplos : 

1) na Biologia, o fluxo de sangue através do pulmão; 

2) na Sismiologia, a propagação de um abalo sísmico; 

3) na Spectometria, uma câmara fotográfica. 

Surgem, então, dois tipos de problemas representados por 

DeconvoluçÕes : 

a) Identificação do sistema, conhecidas a entrada e a saída 

b) Correção para medida de desvio, conhecidos o sistema e a 

saída. 



PROGRAMAÇÃO EM LINGUAGEM FORTRAN 

Decomposição em Valores Singulares 

Para fins de computação, o método descrito consta da 

subrotina SVDRS [l] em linguagem FORTRAN IV, 

Descrisão da Subrotina SVDRS 

Chama as subrotinas H12 e QRBD. 

Obs.: A subrotina QRBD, por sua vez, chama as subroti - - 

Finalidade: 

Dada uma matriz Am x n e uma matriz Bm x nb, esta sub- 

rotina calcula os valores singulares de A e quantidades auxilia - 

res e solução do problema matricial de minimos quadrados 

Se denotarmos a DVS de A por 

T a subrotina calcula S, V e G = U B. 

Para a solução final do problema, o usuário deverá an- 

tes determinar quais os menores valores singulares que deverão 

ser anulados. 



Seja S' a matriz diagonal obtida a partir de S e inver- 

tendo os valores singulares significativos e anulando os outros. 

Então, a solução X para o problema será dada por 

x = VP, P = S'G (8 9 )  

tanto podemos ter m - > n como m C n. 

Notemos ainda que, se B = I então X será a pseudoin - 
versa de A. 

Entrada : 

As matrizes A e B e seus parâmetros dimensionais. 

T As matrizes V, G = U B e os elementos da diagonal de 

S estão na saída, nas areas A( , ) ,  B (  , ) e S( ) respec - 

tivamente, da memória, o que implica na destruição de A e B du - 

rante - a computação. 

Uso : - 

DIMENSION A(MDA, n), {B(MDB; n2) ou B(ml)}, S(n,) 

CALL SVDRS (A, MDA, M, N, B, MDB, NB, S) 

0s parâmetros de dimensionamento devem satisfazer: 



O s  parâmetros  da s u b r o t i n a  são d e f i n i d o s  por :  

O a r r a n j o  A( , ) é duplamente indexado com o 1Q pa- 

râmetro  i g u a l  a  MDA; i n i c i a l m e n t e  contém a m a t r i z  M x NA com 

A(1,  J )  = a i j ,  contendo,  na s a í d a ,  a  ma t r i z  V ,  N x N , com 

A(1,  J) = 
v i j  

Tanto M > N, como M C N são pe rmi t i dos .  - 

Obs.: Deve-se tomar cuidado ao dimensionar A ,  p o i s  s e  - 
M f N, na e n t r a d a  A s e r á  não quadrada,  mas na s a í d a  s e r á  quadra  - 

da.  

B( , ) ,MDB,NB:  

NB denota  o nQ de colunas  de B 

Se NB = O ,  o  a r r a n j o  B( ) não s e r á  considerado na sub - 
r o t i n a .  

Se NB - > 2 ,  o a r r a n j o  B s e r á  duplamente indexado com 

o lQ parâmetro i g u a l  a  MDB. 

Se NB = 1, en tão  B s e r á  usado como um v e t o r  de dimen - 
são  M ,  i s t o  é, com um Único í n d i c e  M .  

Neste  Último c a s o ,  o v a l o r  de MDB é a r b i t r á r i o  mas de - 

ve s e r  i n t e i r o  e a c e i t á v e l  pe lo  computador, digamos MDB = 1. 

0 s  elementos con t idos  no a r r a n j o  B s ã o ,  i n i c i a l m e n t e :  



ao final: 

O arranjo S ( ) é usado como 3*N casas de memória co - 
mo espaço temporário para a computação. No final, as primeiras N 

casas conterão os valores singulares de A em ordem decrescente : 

S(1) 2 S(2) 2 . .. - > S(N) - > O 

Mensagem de erro: 

Se não ocorrer convergência na subrotina QRBD, então a 

subrotina SVDRS imprimirá: 

"CONVERGENCE FAILURE IN QR BIDIAGONAL SVD ROUTINE" 

e executa o comando STOP. 

I) Discretização de Gauss-Laguerre. 

i) Construção da matriz T (I, J) , de (53) 

ii) Determinação dos autovalores e autovetores D nor - 
malizados de T (I, J) , pela subrotina EIGENJ (T ,B, 

N , N U  

onde 

T = matriz cujos autovalores se quer calcular, 

destruida na computação, sendo que, na saz - 
da, os autovalores de A estão em ordem de - 



crescente na diagonal principal de T 

B = matriz dos autovetores normalizados de A 

N = ordem da matriz A 

N1 = ordem com que A foi dimensionada. 

Portanto, T(I ,I) serão abscissas e B(I ,1) serão os pesos 

para a discretização. 

11) Matriz A(1,J) que Substitui a Integral por um Sistema 

de Eauacões Lineares. 

Basta fazermos 

A (I , J) =W (J) *EXP (T (I, I) * (1-SS (I) ) ) segundo (51) 

onde 

W ( J )  = B(I,l) 

SS(1) = I/4. 

111) DVS de A: 

Basta chamar a subrotina SVDRS 

CALL SVDRS (A, N ,N ,N, G , N, 1, S) 

IV) Determinação dos Valores de X: 

i- 
i) Segundo (89) , construimos S chamando-a D(I ,J), 

contendo na diagonal l/S(I) e zerando os demais 

elementos. 

ii) Para obter P, usamos a subrotina GMPRD 

CALL GMPRD(D,G,P,N,l) 



iii) Para obter X, usamos a mesma subrotina 

CALL GMPRD(A,P,X,N,N,l) 

iv) Como exemplo de interpelação, utilizamos a sub- 

rotina RECOV para interpolar os valores de f 

em pontos equidistantes já que na quadratura de 

Gauss-Laguerre os pontos estão mais concentra - 
dos próximo à origem, ficando mais espaçados en - 

tre si 2 medida que nos afastamos dela, Còm o co - 

mando _ 

CALL RECOV(X ,TI , N , M , X J )  

interpolamos os valores calculados em M pontos 

equidistantes 

V) ~nálise do Erro: 

Tanto para os valores calculados originalmente, quan 

to para os interpolados, determinamos: 

i) erro relativo 

ii) norma do vetoz AX - B 
iii) oscilações do vetor X por meio da expressão 

Discretização Para as DeconvoluçÕes 

Neste caso, para a matriz X, que chamamos X1, zera- 

mos X1 (N,N+l) . 
A seguir, construimos a la coluna da forma 





Inicialmente zeramos H (I, J) . 
A seguir 

H(I ,1) * FLOAT(I1-I+l)/II 

onde I1 = AR/AT 

I = 1 ,  ..., I1 

Para repetir os blocos tomamos 

H((J-~)*II+I ,J) = H(I ,i) 

Finalmente, 

H(N+1 ,N+1) = 1 

A seguir, temos 

AX = Xl*H 

que 6 a matriz que representa o sistema de equaçóes lineares que 

substitui a equação integral. 

 pós a DVS calculamos ainda 

i) I IAx-GI I  

ii) Erro relativo 

iii) Oscilação de X, considerados I valores singula- 

res não nulos 

iv) Oscilação relativa. 
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