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RESUMO 

E s t e  t r a b a l h o  d e s c r e v e  uma e x p e r i ê n c i a  de a p l i c a ç ã o  

do Método de Decomposição d e  Benders a  problemas de programação 

1  i n e a r  m i s t a  em v a r i á v e i s  b i v a l e n t e s .  

O problema i n t e i r o  r e s u l t a n t e  da decomposição & r e  - 
s o l v i d o  de  acordo  com o  Kétodo do F i l t r o  de  B a l a s ,  a  menos do 

esquema enumera t i  vo. 



A B S T R A C T  

T h i s  p a p e r  p r e s e n t s  a n  e x p e r i m e n t a l  w o r k  o n  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  B e n d e r s '  P a r t i t i o n i n g  P r o c e d u r e  t o  m i x e d  p r o -  

g ramming  p r o b l e m s  w i  t h  b i n a r y  v a r i a b l e s .  The i n t e g e r  p r o -  

g ramming  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  p a r t i t i o n i n g  i s  s o l v e d  b y  B a l a s '  

F i l t e r  M e t h o d  w i t h  a  c h a n g e  i n  t h e  e n u m e r a t i v e  scheme. 
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E s t e  t r a b a l h o  d e s c r e v e  uma e x p e r i ê n c i a  de a p l i c a ç ã o  

do método d e  decomposição de  Benders 141 a  problemas d e  programa - 
ção  l i n e a r  m i s t a  com v a r i á v e i s  b i v a l e n t e s .  ( P a r a  d e s c r i ç õ e s  a1 - 

t e r n a t i v a s ,  v i d e  131, 1101, 111 1 ) .  

Como s e  s a b e ,  os  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  por  Benders 

permitem r e s o l v e r  u m  problema de  programação l i n e a r  m i s t a ,  a t r a  - 
vés de  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  em que s ã o  r e s o l v i d o s  a 1  t e r n a d a m e n t e  

u m  problema p a r c i a l  i n t e i r o  e  o u t r o  c o n t í n u o .  

P r o p r i e d a d e  i m p o r t a n t e  d e s t e  método é a  d i s p o n i b i l i  - 
dade de  l i m i t e s  s u p e r i o r  e  i n f e r i o r  pa ra  o  v a l o r  da s o l u ç ã o  Õ t i  - 
ma, os  q u a i s  aumentam com o  número de  i t e r a ç õ e s .  O 1  i m i t e  i n f e  - 
r i o r  (em problemas de  maximização)  é gerado  por uma s e q u ê n c i a  de  



s o l u ç õ e s  v i á v e i s  pa ra  o  problema m i s t o .  Assim, caso  o  p r o c e s s o  

s e j a  i n t e r r o m p i d o  a n t e s  de  a t i n g i r  a  s o l u ç ã o  Õtima, pode-se t o  - 

mar a  melhor  s o l u ç ã o  v i á v e l  g e r a d a ,  d i s p o n d o - s e  a i n d a  de  uma i n  - 

d i c a ç ã o  s o b r e  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o  v a l o r  d e s t a  s o l u ç ã o  e o  da s o  - 

l u ç ã o  Õtima. 

O método tem tamb6m a p r o p r i e d a d e  d e  c o n s e r v a r  a e s  - 
t r u t u r a  da m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s  d a s  v a r i á v e i s  c o n t i n u a s .  Des - 

s a  forma,  a  r e s o l u ç ã o  do sub-problema c o n t i n u o  poderá  s e r  s i m p l i  - 

f i c a d a  s e  e s t a  m a t r i z  a p r e s e n t a r  uma e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  ou a i n  - 

da s e  f o r  n e c e s s á r i o  r e s o l v e r  v á r i o s  problemas mis tos  com a  mes - 

ma p a r t e  c o n t f n u a .  

As a p l i c a ç õ e s  a  problemas d e  programação l i n e a r  mis - 

t a  16 1 ,  13 1 ,  14 1 ,  110 1 i nd icam que o  p r o c e s s o  converge  em número 

mui to  pequeno de  i t e r a ç õ e s ,  sendo que e s t e  usua lmente  não c r e s c e  

em p roporção  ao  número d e  a l t e r n a t i v a s  l ó g i c a s  a  c o n s i d e r a r  ou 

mesmo em proporção  ao número d e  v a r i á v e i s  i n t e i r a s .  

Essas  c a r a c t e r i s t i c a s  permitem c o n s i d e r a r  a decompo - 

s i ç ã o  de  Benders como u m  método de g rande  p o t e n c i a l i d a d e  p a r a  s o  - 

l u ç ã o  de  problemas m i s t o s .  No e n t a n t o ,  a s  a p l i c a ç õ e s  conhec i  - 

das  indicam que a  e f i c i ê n c i a  o b t i d a  depende bas i camen te  do pro-  

c e s s o  ado tado  para s o l u ç ã o  do problema i n t e i r o  r e s u l t a n t e  da de - 

composição.  Têm s i d o  usados  métodos e n u m e r a t i v o s ,  p r í n c i p a l m e n  - 
t e  o s  d e r i v a d o s  do a l g o r i t m o  a d i t i v o  de Ba las .  Os r e s u l t a d o s  



o b t i d o s  l i m i t a m  a s  a p l i c a ç õ e s  a  p rob l emas  com a t e  c e r c a  d e  50 va - 

r i á v e i s  b i n á r i a s .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  têm s i d o  r e l a t a d o s  g r a n d e s  a v a n ç o s  

na s o l u ç ã o  d e  p rob l emas  i n t e i r o s  com o  uso d e  r e s t r i ç õ e s  " s u r r o -  

g a t e "  em métodos  d e r i v a d o s  do a l g o r i t m o  a d i t i v o .  E m  e s p e c i a l ,  

G e o f f r i o n  r e s o l v e u  p rob l emas  com c e r c a  d e  100 v a r i á v e i s  b i v a l e n  - 

t e s  em tempos i n f e r i o r e s  a  1 0  s e g u n d o s  em um IBM-360/91 161. 

E s s e s  r e s u l t a d o s  sugerem q u e  o  uso d e  um método a d e  - 
quado de  enumeração  i rnp l i ' c i t a  p o d e r á  p e r m i t i r  a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o  - 

blemas d e  p rog ramação  m i s t a  p e l a  decompos ição  d e  Benders  com e f i  - 

c i ê n c i a  s u p e r i o r  d a s  a p l i c a ç õ e s  menc ionadas .  

O p r e s e n t e  e s t u d o  v i s a  uma e x p l o r a ç ã o  p r e l i m i n a r  d e s  - 
s a  p o s s i b i l i d a d e ,  a t r a v é s  do d e s e n v o l v i m e n t o  d e  u m  p rograma expe  - 
r i m e n t a l  em q u e  o  problema i n t e i r o  é r e s o l v i d o  p o r  método d e r i v a  - 
do do a l g o r i t m o  a d i t i v o  empregando r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e " .  

O programa d e s e n v o l v i d o  r e s o l v e  o  p rob lema i n t e i r o  

s e g u i n d o  b a s i c a m e n t e  o  e n f o q u e  p r o p o s t o  p o r  B a l a s  p a r a  o  emprego 

d e  r e s t r i ç õ e s  " s u r r o g a t e "  em c o n j u n t o  com o  a l g o r i t m o  a d i t i v o ,  

c o n s t i t u i n d o  o  método do f i l t r o  121. Apenas uma r e s t r i ç ã o  " s u r -  

r o g a t e "  é g e r a d a  d u r a n t e  a  r e s o l u ç ã o  do p rob l ema ,  o  q u e  p a r e c e  

mais  adequado  p a r a  r e s o l u ç ã o  s e q u e n c i a l  de  uma s é r i e  d e  p r o b l e  - 
mas, como r e q u e r  a  decompos i ção  d e  Bende r s .  



Também s e  c o n s i d e r o u ,  a o  e s c o l h e r  o  m é t o d o  d o  f i l t r o ,  

o  i n t e r e s s e  em d i s p o r  d e  r e s u l t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  p a r a  o  mesmo, 

a t é  a g o r a  n ã o  e n c o n t r a d o s  n a  1  i t e r a t u r a .  

A p r e s e n t a m - s e  a i n d a  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  p o s s f v e i s  va  - 

r i a n t e s  p a r a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  i n t e i r o ,  l e v a n d o  em c o n t a  o  c o n  - 

t e x t o  d a  d e c o m p o s i ç ã o  d e  B e n d e r s .  

O p r o c e s s o  p r o p o s t o  p a r a  s o l u ç ã o  d o  s u b - p r o b l e m a  c o n  - 
t i n u o  d e  B e n d e r s  e d o  c o r r e s p o n d e n t e  c o n t i n u o  d o  p r o b l e m a  i n t e i  - 
r o ,  a t r a v é s  d o  q u a l  é g e r a d a  a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e " ,  c o n s i s t e  

d o  m é t o d o  s i m p l e x  r e v i s a d o  e  d o s  p r o c e d i m e n t o s  d e  p ó s - o t i m i z a ç ã o  

a p l  i c á v e i  S .  



Neste  c a p y t u l o  a p r e s e n t a - s e  u m  sumár io  do metodo de 

decomposição de  Benders  14 1 ,  contendo o s  r e s u l t a d o s  n e c e s s ã r i o s  

pa ra  a  p r e s e n t e  a p l i c a ç ã o .  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  problemas do t i  - 

po: 

max cx t f y  

onde XER , Y E R  , A e F s ã o  m a t r i z e s  de dimensões (m,p) e  (m,q) 
P 4 

enquanto  que b ,  c  e f s ã o  v e t o r e s  d e  R  , R e  R  , r e s p e c t i v a m e n  
m P 9 - 

t e .  



O método de  Benders  p e r m i t e  decompor o  problema a p r e  - 
s e n t a d o  em d o i s  p rob l emas  p a r c i a i s ,  s endo  u m  :de  p rogramação  i n  - 
t e i r a  e  o u t r o  d e  p rogramação  l i n e a r .  Cons ideremos  o  p r o b l e m a  

( 2 . 1 )  na s e g u i n t e  forma e q u i v a l e n t e :  

max x 
O 

9 
x > O ,  E O  , y i n t e i r o  

D e f i n e - s e  o s  c o n j u n t o s :  

C = { ( u  , u) lAu  - C u  > 0 , u  > 0 ,u  > 0 )  
O o O 

4 
y e { O , l I  , y i n t e i r o )  ( 2 - 4 )  

O p rob lema ( 2 . 2 )  e ,  p o r t a n t o ,  o  p rob lema ( 2 . 1 ) ,  pode 

s e r  decompos to  em: 



no s e g u i n t e  s e n t i d o :  

a )  problema ( 2 . 1 )  i n v i á v e l  c=>  problema ( 2 . 5 )  i n v i ã v e l ;  

b )  problema ( 2 . 1 )  i l i m i t a d o  c=>  problema ( 2 . 5 ) i l i m i t a d o ;  

- 
c )  ( i ,  i )  r e s o l v e  problema ( 2 . 1 ) ,  x O = cX + f i  = > ( x o , Y )  

r e s o l v e  problema ( 2 . 5 ) ,  r e s o l v e  problema ( 2 . 6 ) ;  

d ( g o  , i) r e s o l v e  problema ( 2 . 5 )  => problema ( 6 )  v i  - - - 
v e l ,  cx = x - f y ,  ( i ,  i )  r e s o l v e  problema ( 2 . 1 )  

o 

( s endo  'x a  s o l u ç ã o  do problema ( 2 . 6 ) ) .  

Note-se que o  c o n j u n t o  G pode s e r  i n t e r p r e t a d o  como 

o  c o n j u n t o  de v a l o r e s  de y pa ra  os q u a i s  o  problema o r i g i n a l  tem 

s o l u ç ã o  v i á v e l .  

De f a t o ,  para  u m  f i x a d o ,  o  problema (1 ) r e d u z - s e  a  

um problema de programação l i n e a r  c u j o  dual  é: 

T 
min { u ( b  - F ~ ) I A  u >, C ,  u 3 03 



P a r a  que  o  p r o b l e m a  ( 2 . 1 )  t e n h a  s o l u ç ã o  v i á v e l ,  O 

p r o b l e m a  ( 2 . 7 )  d e v e  t e r  s o l u ç ã o  l i m i t a d a ,  i s t o  é :  

P o r  o u t r o  l a d o ,  p o r  d u a l i d a d e  e  p o r  ( 2 . 2 ) ,  t em-se :  

x  c x  + f y  ,< u ( b  - F y )  + f y  
O 

As c o n d i ç õ e s  ( 2 . 8 )  e  ( 2 . 9 )  c o n s t i t u e m  as  r e s t r i ç õ e s  

q u e  c a r a c t e r i z a m  os  l i m i t e s  do  c o n j u n t o  G ,  r e s p e c t i v a m e n t e  p a r a  

2 . 2  - PROCESSO COMPUTACIONAL 

Uma s o l u ç ã o  d i r e t a  do p r o b l e m a  ( 2 . 5 )  e x i g i r i a  o  c ã l  - 

c u l o  de t o d a s  as  r e s t r i ç õ e s  do mesmo, d e  f o r m a  a  d e t e r m i n a r  o  con - 

j u n t o  G.  (Pode-se  m o s t r a r  q u e  o  mesmo p o d e r i a  s e r  f e i t o  d e t e r m i  - 

nando  t o d a s  as  a r e s t a s  do c o n e  c o n v e x o  p o l i é d r i c o  C ) .  Mas, i s  - 
t o  é p r a t i c a m e n t e  i m p o s s i v e l ,  d e v i d o  ao enorme e s f o r ç o  d e  c ã l c u  - 

1 0  n e c e s s á r i o .  No e n t a n t o ,  p a r a  o b t e r  uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  d e s s e  

p r o b l e m a ,  b a s t a  c o n h e c e r  as r e s t r i ç õ e s  q u e  d e t e r m i n a m  um p o n t o  



d e  ó t i m o .  P a r a  t a n t o ,  Benders  p ropõe  um p r o c e s s o  i t e r a t i v o  que 

g e r a  r e s t r i ç õ e s  a t é  c o m p l e t a r  a s  n e c e s s á r i a s  a  d e t e r m i n a r  um pon - 
t o  Ótimo. O p r o c e s s o  i t e r a t i v o  é baseado  no Teorema de  Decompo - 
s i ç ã o  e  nos s e g u i n t e s  l emas .  

L E M A  1: 

Problema ( 2 . 5 )  v i á v e l ,  S l i m i t a d o  => ( x o  sem l i m i t e  

P T 
s u p e r i o r  em G <=> U ~ A  u a C ,  u a O ) .  

L E M A  2: 

s e \  C C, \ f4  

G ( \ )  = { ( x  , y ) l u  x  + u FY - f y a  u b ,  (u 9 u ) ~ \  
O o O O o 

y ~ I 0 , l  lq ,  y i n t e i r o }  (2 .10)  

dado  o  problema 

t em-se :  ( ( X o  i) r e s o l v e  problema ( 2 . 1 1 )  = >  ( i o  7 )  r e s o l v e  p r g  

blema ( 2 . 5 ) ) .  



Quando não 5 s a t . i s f e i t a  a  c o n d i ç ã o  d e  o t i m a l i d a d e  da  - 

da p e l o  lema 2 ,  i s t o  é: 

- * 
e n t ã o  ( 1 ,  u)g! $ Como ( 1 ,  Ü)E C ,  f o rma- se  novo s u b c o n j u n t o  Q C. C 

- 
p e l a  i n c l u s ã o  de  ( 1 ,  u ) ,  o  que  c o r r e s p o n d e  a  g e r a r  uma r e s t r i ç ã o  

d e  G não s a t i s f e i t a  p o r  ( i  , i). 
o 

Pode o c o r r e r  também q u e  o  p rob lema ( 2 . 7 )  t e n h a  s o l u  - 

ç ã o  i l i m i t a d a .  Nes t e  c a s o ,  o  método s i m p l e x  f o r n e c e  um v é r t i c e  

Ü e  um r a i o  ex t r emo  v t a i s  q u e :  

En t ão  (O, v ) d b .  Como ( O ,  !)E C ,  i n c l u i - s e  e s t e  p o n t o  em 

como no c a s o  ac ima .  Caso a  c o n d i ç ã o  (2 , .13)  s e j a  s a t i s f e i t a ,  i n  - 

c l u i - s e  também ( 1 ,  i )  em'$ . 

v  
Em c a d a  i t e r a ç ã o  v ,  o  c o n j u n t o  G('$ ) é o b t i d o  a  

v- 1 
p a r t i r  d e  G( ' y  ) p e l a  i n c l u s ã o  da  r e s p e c t i v a  r e s t r i ç ã o :  



N o t e - s e  q u e  a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  m i s t o  b a s e i a - s e  na 

s o l u ç ã o  em c a d a  i t e r a ç ã o  d e  d o i s  p r o b l e m a s  p a r c i a i s  d e  o t i m i z a  - 

ç ã o ,  r e f e r i d o s  p o r  ( 2 . 7 )  e ( 2 . 1 1 ) .  

O p r o b l e m a  ( 2 . 7 )  6 o  d u a l  d o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  

l i n e a r  r e s u l t a n t e  d e  f i x a r  a s  v a r i á v e i s  i n t e i r a s  d o  p r o b l e m a  mis - 
t o ,  c o n s t i t u e  um s u b - p r o b l e m a  c o n t i n u o  ( S P C ) ,  f o r m a  p e l a  q u a l  s e  - 

rã denomi  n a d o .  

O p r o b l e m a  ( 2 . 1 0 )  é uma v e r s ã o  r e l a x a d a ,  i s t o  é ,  com 

menos  r e s t r i ç õ e s  d o  p r o b l e m a  i n t e i r o  ( 2 . 5 ) ,  a o  q u a l  s e  a c r e s c e n  - 
t a m  r e s t r i ç õ e s  em c a d a  i t e r a ç ã o .  C o n s i s t e  p o r t a n t o  d e  um p r g  

b l e m a  r e l a x a d o  i n t e i r o  ( P R I ) ,  nome p e l o  q u a l  s e r á  d e s i g n a d o .  

P a s s a m o s  a  s e g u i r  a o  e n u n c i a d o  d o  a l g o r i t m o  d e  decom - 
p o s i ç ã o ,  na f o r m a  como f o i  a p l i c a d o  nes te  e s t u d o .  O a l g o r i t m o  

e s t á  e s q u e m a t i z a d o  no  f l u x o g r a m a  d a  F i g u r a  1 .  

1 )  I n i c i a l i z a ç ã o :  

e O 
F a z e r  v = O , x  = + - ( n a  p r á t i c a ,  um número  s u f i c i  

O 
- 



entemente g rande) .  Tomar um y 0  a r b i t r á r i o  t a l  que 

y O c { ~ , l  l q ,  y 0  i n t e i r o .  

11 Resolver (SPC) '  dado por 

v  
Se (SPC) f o r  i n v i ã v e l ,  p a r a  o problema o r i g i n a l  (MIX) 
4 

e i nv i ãve l  ou i l i m i t a d o  (no t e - se  que e s t a  s i  tuação 

só  pode o c o r r e r  n a  p r imei ra  i t e r a ç ã o ) .  

v  v  
Se (SPC) t i v e r  so lução  õtima u : e :  

en tão  pare :  ( x V ,  y v )  é solução ótima de MIX com va - 
v  l o r  x o ,  sendo x V  dado pela s.olução Ótima dual de 

(sPc)'. 

v  v  
Se (SPC) t i v e r  so lução  ótima u e :  



en t ão :  

- a c r e s c e n t a r  a  PRI a  r e s t r i ç ã o  dada por: 

- inc rementa r  v  e  d e s v i a r  para PRI ( 1 1 1 ) .  

V 
Se ( S P C )  t i v e r  so lução  i 1  imi tada  segundo: 

v sendo u v  uma so lução  bás ica  de ( S P C ) '  e  v a  d i r e ç ã o  

do r a i o  extremo a s soc i ado  ã so lução  i l i m i t a d a ,  en tão :  

- a c r e s c e n t a r  a  r e s t r i ç ã o  

a c r e s c e n t a r  também a  r e s t r i ç ã o  

- inc rementa r  v  e  p a s s a r  a  PRI (111) .  



I 

CPI íXZARÜ,~T.Q.  

Ü + h S É S ( ? L .  h20 
s!x %f4 SOL. 

&riu\ FIIdiTA Ü 

, - 



v 
1 1 1 )  R e s o l v e r  ( P R I )  d a d o  p o r :  

max x 
o 

y i n t e i r o  

x l i v r e  
O 

v 
S e  ( P R I )  f o r  i n v i ã v e l ,  p a r e :  o  p r o b l e m a  o r i g  i n a 1  

(MIX) ê i n v i á v e l .  

V V V 
S e  ( P R I )  t i v e r  s o l u ç ã o  ó t i m a  ( x  , y ) ,  d e s v i a r  p a r a  

O 

o  p a s s o  1 1 .  

O b s e r v e - s e  q u e  o  r a i o  e x t r e m o  v p o d e  s e r  o b t i d o  d o  

ú l t i m o  q u a d r o  d e  a l g o r i t m o  s i m p l e x  u s a d o  p a r a  r e s o l  - 

v e r  SPC. No c a s o  d e  s e  v e r i f i c a r  a  c o n d i ç ã o  d e  o t i  - 

m a l i d a d e  d a d a  p o r  ( 2 . 1 5 ) ,  a  s o l u ç ã o  Ót ima  d o  d u a l  d e  

SPC também p o d e  s e r  o b t i d a  d o  ú l t i m o  q u a d r o  d o  sim - 
p l e x .  



C a r a c t e r r s t i c a  i m p o r t a n t e  do  a l g o r i  tmo é p o s s i  b i l i  - 

t a r  o  conhec imen to  d e  l i m i t e s  s u p e r i o r  e  i n f e r i o r  do 

. v a l o r  da s o l u ç ã o  Ótima do prob lema o r i g i n a l  (MIX). A 
v 

c a d a  vez  que  s e  obtem uma s o l u ç ã o  Õtima uv d e  (SPC) , 

obtem-se  uma s o l u ç ã o  Ótima x" d e  s e u  d u a l ,  dado  p o r :  

max Cx 

t a l  q u e  

V v V 
Como ( x  , y  ) s a t i s f a z e m  ( 2 . 2 0 )  e  y  é i n t e i r o  b i v a  - 
l e n t e ,  p o i s  s a t i s f a z  a  PRI,  e n t ã o  (x", y V )  é v i á v e l  

p a r a  MIX e  tem v a l o r :  

onde  x *  é a  s o l u ç ã o  Õtima de MIX. 
o 

Por  o u t r o  l a d o ,  como ( P R I )  não con tém t o d a s  a s  r e s  - 
t r i ç õ e s  a t i v a s  no p o n t o  d e  Õt imo,  t em-se :  



Assim, os l i m i t e s  supe r io r  e  i n f e r i o r  são conhecidos 

no f i n a l  de cada i t e r a ç ã o  do a l g o r i  tmo. 

As regras  de parada empregadas são j u s t i f i c a d a s  como 

segue: 

v v 
a )  se  (PRI) f o r  inv iáve l  então G ( \  ) = ;  como 

G C G ( \ ' )  tem-se G = g ,  por tan to  o  problema ( 2 .  

. 5 )  6 inv iãve l  e pelo Teorema de Decomposição ( i  - 

tem a ) ,  MIX é i n v i á v e l .  

b )  se  (SPC)' f o r  i n v i á v e l ,  então:  

b .1 )  se  G # +  en tão ,  peloLema 1 ,  o  problema 

( 2 . 5 )  é i l i m i t a d o  e ,  po r t an to ,  pelo Teore - 
ma de Decomposição ( i  tem b ) ,  MIX i l i m i t a  - 

do; 

b . 2 )  se  G = @ ,  então MIX é i n v i á v e l ;  

v 
c )  s e  ( S P C )  tem solução ótima u com va lo r  



V v 
e n t ã o  p e l o  Lema 1  ( x  , y ) r e s o l v e  o  p r o b l e m a  

o 

( 2 . 5 )  e ,  p o r t a n t o ,  p e l o  Teorema de Decomposição 

( i t e m  d ) ,  r e s o l v e  também MIX. 

A c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o  é a s s e g u r a d a ,  p o i s  a  ca - 
da nova i t e r a ç ã o  p e l o  menos uma a r e s t a  do cone p o l i  - 

V - é d r i c o  C ,  não p e r t e n c e n t e  ao c o n j u n t o  0 , e  a c r e s  - 

tentado a  e s t e  p a r a  formar  's, v +  1 . P o r t a n t o ,  em um 

numero f i n i  t o  de  i t e r a ç õ e s  0 u . o  a l g o r i  tmo t e r m i n a ,  

p e l a  a p l i c a ç ã o  de  uma d a s  r e g r a s  de  p a r a d a ,  ou se 

d i s p õ e  de um c o n j u n t o  comple to  de r e s t r i ç õ e s  p a r a  o  

problema ( 2 . 5 )  e ,  p o r t a n t o ,  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a r á  an - 

t e s  da i t e r a ç ã o  s e g u i n t e ,  de  aco rdo  com o  Teorema de  

Decomposi ção  ( i  tem d ) .  



P R O B L E M A  R E L A X A D O  INTEIRO 

A p l i c a n d o  o  método d e  decompos i ção  d e  B e n d e r s ,  um p r o  - 
blema d e  p rog ramação  m i s t a  pode s e r  r e d u z i d o  s o l u ç ã o  de  u m  p r o  - 
blema i n t e i r o  e o u t r o  c o n t í n u o .  

N e s t e  c a p í t u l o  a p r e s e n t a - s e  o  método d e  s o l u ç ã o  a d o  - 
t a d o  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  p a r a  o  p r i m e i r o  p r o b l e m a ,  denominado  

prob lema r e l a x a d o  i n t e i r o  ( P R I ) .  

De a c o r d o  com o  c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  o  mesmo tem a  f o r  - 

onde: 



v 
Considerando que a s  r e s t r i ç õ e s  do c o n j u n t o  G(k ) po - 

dem a p r e s e n t a r  duas  f o r m a s ,  componentes a u = 1  e  u = O ,  o  
O o 

problema r e l a x a d o  i n t e i r o  pode s e r  formulado a 1  t e r  n a t i v a m e n t e  

p o r :  

max x 
o 

y i n t e i r o  

x l i v r e  
O 

onde ,  por  de f  i ni ção :  



Com v i s t a s  a  e s c o l h e r  um método de s o l u ç ã o  para  o  
v 

(PRI)  , observemos i n i c i a l m e n t e  s u a s  p e c u l i a r i d a d e s :  

a  > não s e  t r a t a  de um problema t o t a l m e n t e  i n t e i r o  mas, 

de  u m  problema m i s t o  com apenas  uma v a r i á v e l  c o n t ?  - 

nua x ; 
o 

b ) x tem c o e f i c i e n t e s  um ou z e r o ,  a p e n a s ;  
O 

C t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s  s ã o  da forma 8 ;  

d  > a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  não depende de nenhuma das  v a r i á  - 
v e i s  i n t e i r a s ,  sendo i g u a l  à v a r i á v e l  x ; 

O 

V 

e deve- se  r e s o l v e r  uma s e q u ê n c i a  de problemas (PRI)  , 
sendo cada um o b t i d o  do a n t e r i o r  p e l o  ac résc imo  de  

uma ou duas r e s t r i ç õ e s .  

Cons iderando a s  p r o p r i e d a d e s  ( a )  a  ( d )  ac ima ,  r e s o l  - 

v e r  o  PRI c o r r e s p o n d e n t e  a  e n c o n t r a r  a  s o l u ç ã o  de  u m  problema t o  - 

t a l m e n t e  i n t e i r o  c u j a  m?nima f o l g a  i s L  tem o  máximo v a l o r .  Es - 

s a  c a r a c t e r i s t i c a  f i c a  r e a l ç a d a  por  u m  r e a r r a n j o  das  v a r i á v e i s  

do problema,  como segue :  



y i n t e i r o  

x l i v r e  
o 

E s s e  r e s u l t a d o  s e r á  a p l i c a d o  no método d e  s o l u ç ã o  u t i l i z a d o ,  co  - 
mo s e  ver;  a d i a n t e .  

Nes t e  t r a b a l h o  o p t o u - s e  p o r  r e s o l v e r  o  problema i n  - 
t e i r o  segundo  um método de  enumeração i m p i T c i t a  d e r i v a d o  do a l g o  - 
r i t m o  a d i t i v o  d e  B a l a s .  P e l a s  s u a s  c a r a c t e r ~ s t i c a s ,  e s t e  méto - 

do é e s p e c i a l m e n t e  a p r o p r i a d o  p a r a  p rob l emas  m i s t o s  em v a r i á v e i s  

b i v a l  e n t e s .  

O a l g o r i t m o  a d i t i v o ,  na forma o r i g i n a l  p r o p o s t a  p o r  

B a l a s  11 I ,  a p r e s e n t a  e f i c i ê n c i a  mu i to  s e n s T v e l  a o  número d e  v a r i  - 
á v e i s .  No e n t a n t o ,  o  a c r é s c i m o  d e  uma r e s t r i ç ã o  d e r i v a d a  d a s  

i n i c i a i s  l e v a  a  g r a n d e  m e l h o r i a  em e f i c i ê n c i a ,  conforme m o s t r a d o  

po r  G e o f f r i o n  151,  161,  p e r m i t i n d o  r e s u l t a d o s  s a t i s f a t ó r i o s  com 

a t é  c e r c a  d e  100 v a r i á v e i s .  



A l i m i t a ç ã o  do a l g o r i t m o  a d i t i v o  em s u a  fo rma o r i g i  - 

na1 pode s e r  e x p l i c a d a  p o r  s e  b a s e a r  em t e s t e s  a p l i c a d o s  a  cada  

r e s t r i ç ã o  i n d i v i d u a l m e n t e .  A i m p l i c a ç ã o  c o n j u n t a  d e  d i v e r s a s  

r e s t r i ç õ e s  não é, p o r t a n t o ,  d e v i d a m e n t e  c o n s i d e r a d a .  A r e s t r i  - 
ç ã o  a d i c i o n a l ,  denominada " s u r r o g a t e " ,  f o i  p r o p o s t a  p o r  G l o v e r  

171 v i s a n d o  e x p r e s s a r  a  i m p l i c a ç ã o  c o n j u n t a  do c o n j u n t o  d e  r e s  - 

t r i ç õ e s  o r i g i n a i s .  ( P a r a  uma d i s c u s s ã o  do pape l  da r e s t r i ç ã o  

" s u r r o g a t e " ,  v i d e  181,  1131 ) ,  

A r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  6 uma combinação l i n e a r  d a s  

r e s t r i ç õ e s  o r i g i n a i s  a  c o e f i c i e n t e s  n ã o - n e g a t i v o s  e não t o d o s  nu - 

1 0 s  com ponde ração  a r b i t r á r i a .  G e o f f r i o n  u sou ,  como f a t o r e s  d e  

p o n d e r a ç ã o ,  o s  v a l o r e s  Ótimos d a s  v a r i á v e i s  d u a i s  do c o r r e s p o n  - 
d e n t e  c o n t i n u o  do prob lema i n t e i r o  a  r e s o l v e r  p a r a  cada  s o l u ç ã o  

p a r c i a l .  A e s t e s  somou a  r e s t r i ç ã o  que  l i m i t a  a  f u n ç ã o  o b j e t i  - 

vo a  v a l o r  melhor  do que  o  da me lho r  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  a n t e s  da  

i t e r a ç ã o  a t u a l .  

Tendo em v i s t a  e s s e s  r e s u l t a d o s ,  o  p rob lema r e l a x a d o  

i n t e i r o  s e r ã  r e s o l v i d o  p o r  método d e  enumeração i m p l i c i t a  usando  

r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e " .  E s t a  s e r á  empregada na forma p r o p o s t a  

no método do f i l t r o  d e  B a l a s ,  como s e  d e s c r e v e  a  s e g u i r .  



MÉTODO DO FILTRO 12 1 

B a l a s  p r o p õ e  o  uso d e  um problema r e l a x a d o  p a r a  t e s  - 
t a r  novas  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s  a n t e s  d e  s u b m e t ê - l a s  a o s  t e s t e s  usu - 

a i s  do a l g o r i t m o  a d i t i v o ,  d e  forma a  " f i l t r a r "  o  c o n j u n t o  d e  s o  - 
l u ç õ e s  a  examina r .  Esse  p r o b l e m a ,  denominado f i l t r o ,  e  c o n s t i  - 

t u i d o  da  mesma f u n ç ã o  o b j e t i v o  do problema o r i g i n a l  e  d e  uma r e s  - 

t r i ç ã o  " s u r r o g a  t e " .  

A r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  é uma combinação  l i n e a r  d a s  

r e s t r i ç õ e s  o r i g i n a i s ,  ponde rados  p e l o s  v a l o r e s  ó t i m o s  d a s  v a r i ã  - 
v e i s  d u a i s  do c o r r e s p o n d e n t e  c o n t l n u o  do problema o r i g i n a l .  

B a l a s  d e m o n s t r a  que  o  f i l t r o  e l i m i n a  p e l o  menos t o  - 
d a s  a s  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s ,  c u j o  v a l o r  f u n c i o n a l  é melho r  ( s u p e r i  - 

o r  no c a s o  d e  max imização )  do que  o  da s o l u ç ã o  Ótima d o  problema 

i n t e i r o .  

A f o r ç a  do método r e s i d e  n e s s a  f i l t r a g e m ,  e x e c u t a d a  

a  b a i x o  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l ,  p o i s  t e s t a r  s o l u ç õ e s  p a r a  o  f i l t r o  
- 
e  n a t u r a l m e n t e  mais  s i m p l e s  do q u e  t e s t á - l a s  p a r a  o  problema o r i  - 

g i n a l .  

A r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  d i f e r e  de  G e o f f r i o n  p o r  s e r  

g e r a d a  a p e n a s  uma v e z ,  r e f e r i n d o - s e  a o  prob lema o r i g i n a l . .  



O método pode s e r  f a c i l m e n t e  adpatado pa ra  s o l u ç ã o  

do problema r e l a x a d o  i n t e i r o  r e s u l t a n t e  da decomposição d e  Ben- 

d e r s ,  conforme i n d i c a d o  por Balas  na mesma r e f e r ê n c i a .  

Apresen ta - se  a  s e g u i r  um sumário do método do f i l t r o ,  

na forma usada n e s t e  t r a b a l h o .  

I n i c i a l m e n t e ,  o  problema r e l a x a d o  i n t e i r o  é enuncia  - 

do em formulação mais adequada: 

onde: 

max x 
O 

x l i v r e  
o 

- 
y i n t e i r o  V = l , q  
j 3 

t é o  número de  r e s t r i ç õ e s  g e r a d a s  p e l o  método de  decom - 
posi  ção .  



1 O s e  i K  

4 

s e um v e t o r  l i n h a  d a  d i m e n s ã o  q  ' d a d o  p o r :  
i 

P e l a  p r o p r i e d a d e  ( b )  d e  P R I  e p o r  d u a l i d a d e  r e s u l t a  

q u e  a = O a p e n a s  q u a n d o  PRI é i l i m i t a d o .  E s s e  c a s o  n ã o  s e r á  
O 

c o n s i d e r a d o  e s u p õ e  s e  a # 0 .  
o 

- 
S u p õ e - s e  tambem q u e  s 5 O ,  V = 1 , q ,  sem p e r d a  

0 j  j  
d e  g e n e r a l i d a d e ,  já q u e  s e  h o u v e  j t a l  q u e  s < 0 ,  p o d e - s e  f a  

0 j 
- 

z e r  a  s u b s t i t u i ç ã o  d e  y 
= - 'ie 

D e f i n e - s e  a i n d a  uma i n d e x a  
j 

- 1 

ç ã o  ó t i m a  d a s  v a r i á v e i s ,  t a l  q u e  s > s = > j  < j .  
Oj o j  1 2 

E s t a s  h i p ó t e s e s  r e s u l t a m  em q u e  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d o  

f i l t r o  é d a d o  p o r  (xf, 0 )  com v a l o r  x f  = Bo/ao. R e s u l t a  t am - 
bém q u e  o s  v a l o r e s  d a s  s o l u ç õ e s  d o  p r o b l e m a  d o  f i l t r o  p a r a  as d e z  

c e n d e n t e s  d e  uma s o l u ç ã o  p a r c i a l  d a d a  n ã o  s ã o  s u p e r i o r e s  a o  v a  - 
l o r  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d o  f i l t r o  p a r a  a q u e l a  s o l u ç ã o  p a r c i a l .  

Como x é l i v r e ,  um v e t o r  y a s s o c i a d o  a  uma s o l u  
O 

- 



ç ã o  p a r c i a l  d e  P R I  s e m p r e  d e f i n e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  ( x  , y )  p a r a  
O 

o  p r o b l e m a  d o  f i l t r o ,  c u j o  v a l o r  é d a d o  p o r :  

Assim, t o d a  s o l u ç ã o  e x a m i n a d a  p e l o  f i l t r o  é s u b m e t i d a  a o s  t e s t e s  

d e  e n u m e r a ç ã o  i m p l f c i t a .  

A n t e s  d e  a p r e s e n t a r  o s  t e s t e s  e m p r e g a d o s ,  d e v e  s e  r 

m e n c i o n a d o  q u e  n e s t e  t r a b a l h o  a d o t a - s e  p r o c e s s o  d i v e r s o  d o  p r g  

p o s t o  p o r  B a l a s  no  q u e  r e s p e i t a  o r d e m  na  q u a l  s ã o  e x a m i n a d a s  

a s  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s .  E n q u a n t o  o  m é t o d o  d o  f i l t r o  e m p r e g a  um 

p r o c e d i n i e n t o  d o  t i p o  " b r a n c h - a n d - b o u n d "  com 1  i s t a  d e  s o  1  u  ç Ões  

p a r c i a i s  a t i v a s ,  o p t o u - s e  a q u i  p e l o  u s o  d o  e squema  e n u m e r a t i v o  - o  

r i g i n a l m e n t e  u s a d o  com o  a l g o r i  tmo a d i t i v o  ( b a c k t r a c k i n g ) .  Des - 
s a  f o r m a ,  e m b o r a  s e j a m  u s a d o s  o s  mesmos t e s t e s  p r o p o s t o s  p o r  Ba - 
l a s ,  s u a s  i m p l i c a ç õ e s  p o d e r ã o  s e r  d i f e r e n t e s .  O e s q u e m a  enume - 
r a t i v o  será  t r a t a d o  m a i s  a d i a n t e .  

A lgumas  d e f i n i ç õ e s  devem ser  e s t a b e l  e c i d a s  a n t e s  d e  

t r a t a r  d o s  t e s t e s  d e  e n u m e r a ç ã o  i m p l i c i t a ,  como s e g u e :  

N = c o n j u n t o  d a s  v a r i á v e i s  l i v r e s ,  i s t o  é, n ã o  d e s i g n a  - 
d a s  p a r a  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  em e x a m e ;  



- 
N = c o n j u n t o  d a s  v a r i á v e i s  f i x a s ,  i s t o  é, d e s i g n a d a s  pa- 

r a  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  em exame; 

O p r i m e i r o  t e s t e  v e r i f i c a  s e  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  em - e  

xame 6 v i á v e l  p a r a  o  problema i n t e i r o .  Dado um v e t o r  zero-um y 

s a t i s f a z e n d o  ( 3 . 3 ) ,  sempre  s e  pode e n c o n t r a r  um e s c a l a r  5 t a l  

q u e  ( x 0 ,  y )  é s o l u ç ã o  d e  PRI p a r a  t o d o  x  5 .  v ê - s e  f a c i l m e n  
o - 

t e  que  e s s e  e s c a l a r  6 :  

Cons ideremos  o  c o r r e s p o n d e n t e  c o n t r n u o  d e  PRI,  o b t i d o  e l i m i n a n d o  

a  r e s t r i ç ã o  d e  i n t e g r a l i d a d e .  

O novo p r o b l  m a  s e r á  d e t e r m i n a d o  problema r e l a x a d o  

c o n t i n u o  ( P R C ) .  Suponhamos que  PRC.e,  p o r t a n t o ,  s e u  d u a l ,  t e  - 
nham s o l u ç ã o  ó t i m a  f i n i t a .  Sejam ( #  , i )  e  ( i )  a s  s o l u ç Õ e s  de  

o 

P R C  p r ima1  e d u a l  r e s p e c t i v a m e n t e ,  s e n d o  w .  ( i  = 1 ; t )  e  w (j = 
1 t+j 

= 1;q) as  v a r i á v e i s  d u a i s  a s s o c i a d a s  com a  i - é s i m a  r e s t r i ç ã o  ( 3 .  

. 2 )  e  com a  j - é s i m a  r e s t r i ç ã o  ( l i m i t e  s u p e r i o r )  ( 3 . 3 )  r e s p e c t i v a  

men te .  



O p r o b l e m a  d o  f i l t r o  o b t i d o  s u b s t i t u i n d o  a s  r e s t r i  - 

ções ( 3 . 2 )  p e l a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e *  já d e s c r i t a ,  r e s u l t a n d o :  

max x 
o 

x l i v r e  
O 

V = 1;s  y i n t e i r o  
j j 

o n d e :  

Assim, c a l c u l a - s e  Bi p a r a  t o d o  i r K .  Se B i  O p a r a  

a l g u m  i s K ,  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  n ã o  é v i á v e l  e  p a s s a m o s  a o  t e s t e  s e  - 
a 

g u i n t e .  No e n t a n t o ,  s e  Bi 3 O p a r a  t o d o  ~ E K  ou  K = O, e n  - 



t ã o  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  é v i á v e l  e  o  melhor  v a l o r  de  x para  e s t a  
O - 

s o l u ç ã o  p a r c i a l  é dado por  ( 3 . 8 ) .  Nesse c a s o ,  c a l c u l a - s e  Bi pa 

r a  todo  ~ E L  e  s e u  máximo f o r n e c e  5. 

O método r e q u e r  que sempre s e  conheça o  maior  v a l o r  

de  5 o b t i d o  a t é  e n t ã o .  Assim, s e  c:-1 é o  maior  v a l o r  d e  E ob - 

t i d o  a n t e s  da i t e r a ç ã o  a t u a l ,  e n t ã o  d e p o i s  de  c a l c u l a r  5" (novo 

v a l o r  o b t i d o  para  5 na i t e r a ç ã o  a t u a l )  e s c o l h e - s e  e  g u a r d a - s e  o 

v a l o r :  

Em s e g u i d a ,  v e r i f i c a - s e  s e  há c o e f i c i e n t e s  l i v r e s  ne - 
- 

g a t i v o s  p a r a  a  r e s t r i ç ã o  i (que  fornecem min B ~ ~ ~ E L  e ,  p o r t a n  
O - 

t o ,  gn). E m  c a s o  c o n t r á r i o  nenhuma d a s  d e s c e n d e n t e s  da s o l u ç ã o  

p a r c i a l  em exame pode f o r n e c e r  s o l u ç ã o  melhor  do que a a ' tua l ,  por  - 

t a n t o  e s s a s  d e s c e n d e n t e s  s ã o  i m p l i c i t a m e n t e  enumeradas.  Pa ra  r e  - 
f o r ç a r  e s s e  t e s t e ,  pode-se comparar a  soma dos m õ d u . 1 0 ~  dos  c o e f i  - 

c i e n t e s  n e g a t i v o s  l i v r e s  com a  d i f e r e n ç a  5: - cn. Caso a q u e l a  

s e j a  menor do que e s t a ,  não há d e s c e n d e n t e  v i á v e l  e  a p l i c a - s e  a  

r e g r a  de  r e t o r n o .  ~ s t a  v a r i a n t e  6 usada n e s t e  t r a b a l h o  em subs  - 
t i t u i ç ã o  ao t e s t e  p r o p o s t o  por  B a l a s .  

Caso a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  não s e j a  v i á v e l ,  v e r i f i c a - s e  

s e  pode t e r  d e s c e n d e n t e  v i á v e l .  Caso não p o s s a ,  a p l i c a - s e  a  r e  - 

g r a  de  r e t o r n o .  



Se não s e  puder  e x c l u i r  a  e x i s t ê n c i a  de  d e s c e n d e n t e s  

v i á v e i s  com e s s e  t e s t e ,  v e r i f i c a - s e  s e  alguma d a s  v a r i á v e i s  l i  - 
v r e s  devem a s s u m i r  n e c e s s a r i a m e n t e  u m  c e r t o  v a l o r  ( z e r o  ou um),a 

f im de  a s s e g u r a r  que e x i s t a  d e s c e n d e n t e  v i á v e l .  

Se t a l  não o c o r r e r ,  aumenta-se  a  a t u a l  s o l u ç ã o  p a r c i  - 

a1 p e l o  ac résc imo  da v a r i á v e l  l i v r e  de í n d i c e  mais b a i x o ,  passa -  

- s e  a examinar  uma de  s u a s  d e s c e n d e n t e s .  Por o u t r o  l a d o , s e  hou - 

v e r  t a i s  v a r i á v e i s  c o n d i c i o n a d a s ,  aumenta-se  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  de - 
s i g n a n d o - l h e s  os v a l o r e s  c o r r e s p o n d e n t e s  (em q u a l q u e r  dos d o i s  

c a s o s  i n i c i a - s e  uma nova i t e r a ç ã o ) .  Pode o c o r r e r  também que a  

mesma v a r i á v e l  e s t e j a  cond ic ionada  a  a s s u m i r  v a l o r e s  d i f e r e n t e s .  

Nes te  caso  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  não tem d e s c e n d e n t e s  v i á v e i s  e  a p l i  - 

camas a  r e g r a  de  r e t o r n o .  

Ao i n i c i a r  uma nova i t e r a ç ã o  n e ,  p o r t a n t o ,  o  exame 

de uma nova s o l u ç ã o  p a r c i a l ,  compara-se a  s o l u ç ã o  x f do pro 
V 

n- 1 f n- 1 
blema do f i l t r o  com C, . Se x > 5, , pode-se p r o s s e g u i r ,  

O 

i s t o  é ,  p a s s a r  ao t e s t e  de v i a b i l i d a d e .  E m  c a s o  c o n t r á r i o ,  a  

a t u a l  s o l u ç ã o  p a r c i a l  não tem d e s c e n d e n t e  com s o l u ç ã o  melhor  do 

que a  melhor e n c o n t r a d a  ( i s t o  6 ,  ) e a p l i c a - s e  a  r e g r a  de 

r e t o r n o .  

Tendo em v i s t a  a  p r o p r i e d a d e  ( e )  de PRI, Ba las  p r g  

põe a i n d a  uma m o d i f i c a ç ã o  p e l a  qual  em algumas i  t e r a ç õ e s  do méto - 
v 

do de  Benders ,  ou s e j a ,  pa ra  algumas (PRI)  , não s e r á  n e c e s s á r i o  



g e r a r  a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e " .  S e n d o  iv o  v a l o r  d a  s o l u ç ã o  Ó 
O - 

,v- 1 v- 1 
t i m a  d e  (PRC) e x o  v a l o r  d a  s o l u ç ã o  ó t i m a  d e  ( P R I )  i n  

O 
- 

t r o d u z - s e  a  s e g u i n t e  r e g r a :  

- v  ,v-1 
a  S e  x  x  a p l i c a r  o  m é t o d o  d o  f i l t r o  como a c i  

O O 
- 

ma; 

b 
-v- 1 

S e  i v > x  u s a r o p r o b l e m a d o f i l t r o d a  i t e r a  
O o - 

ç ã o  a n t e r i o r .  

A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  o e n u n c i a d o  d o  a l g o r i t m o  d o  

f i l t r o  na f o r m a  u s a d a  n e s t e  t r a b a l h o .  O mesmo e s t á  e s q u e m a t i z a  - 

do no  f l u x o g r a m a  d a  F i g u r a  2 .  

A .  R e s o l v e r  (PRC) p o r  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  ( v e r  a d i a n t e ) .  

Se iV \ xV-'¶ g e r a r  a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e '  a  p a r t i r  d o  
o O 

d u a l  d e  ( P R C ) " .  C o n v e r t e  o s  c o e f i c i e n t e s  d e s t a  r e s t r i ç ã o  

p a r a  p o s i t i v o s  c a s o  n ã o  o  s e j a m .  

I n t r o d u z i r  i n d e x a ç ã o  Ó t i m a .  

u s a r  r e s t r i ç ã o  ' s u r r o g a t e '  d a  i t e r a ç ã o  a n t e  S e  iv > x 
O o - 

r i o r .  

B.  I n i c i a l i z a r :  

O v - 1  c *  v a l o r  d a  s o l u ç ã o  d e  (PRC) ( -  - p a r a  v = O )  

y em z e r o  ( v e t o r  n u l o ) ,  n em z e r o .  



Para cada i t e r a ç ã o  n ,  p rocede  como segue:  

I )  Faze r  n + n + l ;  

f n- 1 
Se x o  5 E* > não h h  d e s c e n d e n t e  m e l h o r - d e s v i a r  pa ra  a  r e  - 
gra  de r e t o r n o .  Senão:  

11)  C a l c u l a r  i3 = B - 
s i j  y j  i i 

Se 6.  3 O Y ~ E R ,  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  é v i ã v e l - d e s v i a r  para  

c á l c u l o  de  f . 0 .  (VI )  

Senão: 

onde 

Se 38, O >  não pode haver  d e s c e n d e n t e  v i á v e l - d e s v i a r  pa 
1 

r a  a  r e g r a  de r e t o r n o .  

Senão: 



IV) Formar o s  c o n j u n t o s :  

onde:  

a p l i c a r  s e q u e n c i a l m e n t e  os  s e g u i n t e s  t e s t e s .  

Se F1Q FO # $I há c o n t r a d i ç ã o  e n t r e  os  v a l o r e s  a  que e s  - 

t ã o  c o n d i c i o n a d a s  a s  v a r i á v e i s  - d e s v i a r  para  r e g r a  de  r 2  

t o r n o .  

Se F1 FO # $I há v a r i á v e i s  c o n d i c i o n a d a s  mas sem con - 

t r a d i ç ã o  - d e s v i a r  p a r a  s a l t o  pa ra  nova s o l u ç ã o  ( V I I I ) .  

Caso a  s o l u ç ã o  p a s s e  por  e s t e s  t e s t e s ,  e n t ã o  F1 U FO = $I 

- p r o s s e g u i r .  

V )  Caso a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  a t u a l  não s e j a  comple ta ,  aumen tá - l a  

f i x a n d o  a  v a r i á v e l  1 i v r e  de mais ba ixo  i n d i c e  e  v01 t a r  ao 

passo  I .  Senão d e s v i a r  para a  r e g r a  de r e t o r n o .  

VI) C á l c u l o  de  f . o . ,  e  a t u a l i z a ç ã o :  



C a l c u l a r  

cn = 8. = m a x  
1 i € L  'i 

O 

n- 1 n  n- 1 
s e  g n \ <  E* e n t ã o  f a z e r  5, = 5, 

n  
Senão f a z e r  5, = 5" e mandar  y a s s o c i a d o  a t u a l  s o l u  - 
ç ã o  p a r c i a l  como a  me lho r  s o l u ç ã o  a t é  a g o r a .  

V I I )  T e s t e  d e  aumento de  f . 0 . :  

C a l c u l a r  

S e  d .  5: - não pode h a v e r  d e s c e n d e n t e  v i á v e l  em va - 
& I 3  

l o r  s u p e r i o r  a  5; - d e s v i a r  p a r a  r e g r a  d e  r e t o r n o .  

Senão  d e s v i a r  p a r a  aumento da  s o l u ç ã o  ( V ) .  

V I I I )  S a l t o  p a r a  nova s o l u ç ã o :  

C o n s t r u i r  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  t a l  q u e  

J 

y. mantém o  mesmo v a l o r  ~ j e #  
J 

D e s v i a r  p a r a  o  p a s s o  I .  
.$ 

A r e g r a  d e  r e t o r n o  s e r á  a p r e s e n t a d a  na próxima s e ç ã o .  
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3 . 2  - E S Q U E M A  E N U M E R A T I V O  

O método a d o t a d o  n e s t e  t r a b a l h o  p a r a  r e s o l v e r  o  p r g  

blema r e l a x a d o  i n t e i r o ,  a p r e s e n t a  v a r i a ç ã o  s i g n i f i c a t i v a  em r e l a  - 
ç ã o  a o  método do f i l t r o  d e  B a l a s  no q u e  s e  r e f e r e  2 ordem em q u e  

s ã o  exami nadas  a s  s o l u ç õ e s  p a r c i a i  S .  

B a l a s  p ropõe  um p r o c e d i m e n t o  do t i p o  " b r a n c h  - a n d -  

-boundH p a r t i c u l a r i z a d o ,  v i s a n d o  g a r a n t i r :  

a )  a s e q u ê n c i a  d e  v a l o r e s  d a s  s o l u ç õ e s  do prob lema do 

f i l t r o  é n ã o - c r e s c e n t e  ( p a r a  m a x i m i z a ç ã o ) ;  

- f 
b )  quando  um c e r t o  v a l o r  x da s o l u ç ã o  do f i l t r o  6 a  

o - 
t i n g i d o ,  t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  do f i l t r o  t a  i s  

f 
q u e  x o  ) i: j á  fo r am i m p l i c i  t a  ou e x p l i c i t a m e n t e  - e  

numeradas .  

Des ta  f o r m a ,  o  p r i m e i r o  t e rmo  da s e q u ê n c i a  d e  s o l u  - 
ç õ e s  p a r a  o  p rob lema do f i l t r o  que  f o r  s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  o  p r o  - 

blema i n t e i r o  s e r á  também s o l u ç ã o  Ótima d e s t e .  

E s t e  p r o c e d i m e n t o  e x i g e  q u e  s e  armazenem t o d a s  a s  s o  - 
l u ç õ e s  p a r c i a i s  a t i v a s ,  i s t o  é, a q u e l a s  q u e  a i n d a  não g e r a r a m  des  - 
c e n d e n t e s  nem fo ram s u b m e t i d a s  a  t e s t e s .  E s t a  c o n t i n g ê n c i a  r e  - 



p r e s e n t a  uma d i f i c u l d a d e  computacional  s i g n i f i c a t i v a  e  a  e f i c i ê n  - 

tia r e s u l t a n t e  a i n d a  e s t á  por s e r  e s t a b e l e c i d a .  

Neste e s t u d o  op tou-se  p e l o  uso da r e g r a  de r e t o r n o  

( " B a c k t r a c k i n g " )  na forma já usada com bons r e s u l t a d o s  em progra  - 

mas d e r i v a d o s  do a l g o r i t m o  a d i t i v o  de Balas  ( v i d e , p o r  exemplo, 

Woiler 112 1 ) .  A s e g u i r ,  resumimos e s s e  esquema enumera t ivo .  

A s o l u ç ã o  p a r c i a l  a  s e r  aumentada s e r á  chamada S . 
9 

S e j a  K o  número de v a r i á v e i s  f i x a s ,  i s t o  é, com v a l o r e s  d e s i g n a  - 
dos na s o l u ç ã o  p a r c i a l  S . 

Q 

O esquema enumera t ivo  que s e r á  usado c o n s i s t e  de ge 
r a r  uma sequênc ia  de  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s  de terminando a  melhor des  - 

tendente v i á v e l  das  mesmas. Caso e s t a  descenden te  s e j a  a  melhor 

encon t rada  a t é  e n t ã o ,  e l a  é armazenada;  em caso  c o  n t r á  r i o ,  

guarda-se  a q u e l a  a n t e r i o r m e n t e  armazenada e  t e rmina- se  S . Esta  
9 

também s e r á  de terminada  s e  não t i v e r  descenden te  v i á v e l .  

São i n t r o d u z i d a s  algumas d e f i n i ç õ e s  a  f im de  d e s c r e  - 

v e r  o  a l g o r i t m o  usado.  

S e j a  u k ,  k = 1 ,K uma v a r i á v e l  t a l  que uk = -j s e  

x é uma v a r i á v e l  marcada da s o l u ç ã o  p a r c i a l  S e  u k  = j em ca 
j 4 - 

so  c o n t r á r i o .  



Cons ideremos  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  em que  s ã o  d e s i g n a d a s ,  

e  com o  mesmo v a l o r  p r e s e n t e ,  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  f i x a s  da  p r e s e n  - 
t e  s o l u ç ã o  p a r c i a l  e x c e t o  uma, que  5 l i v r e .  Caso s e  p o s s a  con - 

c l u i r  que em t o d a s  a s  d e s c e n d e n t e s  a i n d a  não enumeradas  d a q u e l a  

s o l u ç ã o  e s t a  Úl t ima  v a r i á v e l  t e r á  a p e n a s  o  s e u  v a l o r  a t u a l ,  e s t a  

é marcada .  Como o  aumento d a s  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s  é f e i t o  p e l a  

i n c l u s ã o  d e  v a r i á v e i s  l i v r e s  com o  v a l o r  i n i c i a 1  u m ,  x a s s u m e  
j 

o s  v a l o r e s  um ou z e r o  p a r a  v a r i á v e i s  marcadas  mas, a p e n a s  o  va - 
l o r  u m ,  p a r a  v a r i á v e i s  f i x a s  não-marcadas .  Pa ra  a s  v a r i á v e i s  

l i v r e s ,  u = O .  s e r ã  d e s i g n a d o  p o r  k *  o  v a l o r  k t a l  q  u e  
k 

Quando, em d e c o r r ê n c i a  d o s  t e s t e s  a p r e s e n t a d o s  na s e  - 

ç ã o  a n t e r i o r ,  c o n c l u i - s e  q u e  podem s e r  i m p l i c i t a m e n t e  enumeradas  

a s  d e s c e n d e n t e s  da  s o l u ç ã o  p a r c i a l  c o r r e n t e ,  uma nova s o l u ç ã o  

p a r c i a l  e e s c o l h i d a  d e t e r m i n a n d o  k *  e  a l t e r a n d o  a  s o l u ç ã o  p a r c i  - 
a1 a t u a l  como s e g u e .  P a r a  k  > k* f a zemos  x l i v r e ,  p a r a  k  = 

j 
= k *  x tem s e u  v a l o r  a l t e r a d o  d e  u m  p a r a  z e r o  e  p a s s a  a  s e r  

j 
marcada ,  i s t o  é, u *  = - j .  

k 
O número de  v a r i á v e i s  f i x a s  p a s s a  a  

K - k * .  

E m  s e g u i d a  r ecomeça - se  uma nova i t e r a ç ã o ,  r e c a l c u l a n  - 

do o s  v a l o r e s  d e  X o y  B i  e  d a s s o c i a d o s  à nova s o l u ç ã o  p a r c i  
i - 

a l .  

O esquema e n u m e r a t i v o  a d o t a d o  e s t á  e s q u e m a t i z a d o  no 



f l u x o g r a m a  da F i g u r a  3 ,  e  c o r r e s p o n d e  a o  b l o c o  d e s i g n a d o  p o r  r e  - 
g r a  d e  r e t o r n o  na s e ç ã o  a n t e r i o r .  

INICIO O 
I 

DETERMINAR k* 

k*=O S 

I 

F i g .  3 - E S Q U E M A  E N U M E R A T I V O  



3 . 3  - PROBLEMA RELAXADO C O N T Y N U O  

A geração de r e s t r i ç ã o  " su r roga t e "  o u  do f i 1  t r o  r e  

quer o conhecimento da so lução  dual do correspondente  cont inuo 
v 

de ( P R I )  , que denominamos problema re laxado  cont ínuo ( P R C)'. 

De acordo com a  seção 3 . 1 ,  PRC é formulado como segue:  

x l i v r e  
O 

V 
E m  uma dada i  t e r ação  v, (PRC) d i f e r e  de ( P R C ) ~ - ~  

da i t e r a ç ã o  a n t e r i o r  apenas pelo  acréscimo de uma ou duas r e s t r i  - 

ções ( 3 . 2 ) .  Assim, apõs a  pr imeira  i t e r a ç ã o ,  a  reso lução  d e  

( P R C ) "  reduz-se  a  pós-otimização da solução ob t ida  n a  i t e r a ç ã o  

a n t e r i o r .  

V 
A a n á l i s e  de pós-otimização de (PRC) c o n s i s t e  d e  

cons ide ra r  o  e f e i t o  r e s u l t a n t e  do acréscimo de uma ou duas r e s  

t r i çÕes  sob re  a  solução do problema. No caso de s e  u sa r  o  méto - 
do simplex r e v i s a d o ,  como é o  caso d e s t e  e s t u d o ,  sabe-se  que a 



m a t r i z  i n v e r s a  da base  deve s e r  aumentada de  uma ou duas  l i n h a s  

( e  p o r t a n t o  c o l u n a s )  a n t e s  de  s e  r e tomar  o  método s implex  ( v i d e  

por  exemplo, Simonnard I 1 1 I ) .  

A f im de e v i t a r  a  complexidade computacional  d e r i v a  - 

do de  uma m a t r i z  i n v e r s a  c u j a s  dimensões variam d u r a n t e  a  execu - 

ção do programa,  o p t o u - s e  por  r e s o l v e r  o  problema d u a l .  

Chamando wk a s  v a r i ã v e i s  d u a i s  e  ordenando-as  con - 
v 

ven ien temente ,  r e s u l t a  a  s e g u i n t e  formulação pa ra  ( P R C )  dua l  : 

m i n  1 w j  + 1 B~ w ~ + ~  

j -1 i-l 

Como o  e f e i t o  do aumento do número t de r e s t r i ç õ e s  

do prima1 t r a d u z - s e  por  ac résc imo  de v a r i á v e i s  w 
q + l  

no d u a l ,  a  

a n á l i s e  de pós -o t imização  pa ra  o  dual  pode s e r  f e i t a  sem a l t e r a  - 

ção da m a t r i z  i n v e r s a  da b a s e .  Basta  a c r e s c e n t a r  c o l u n a s  ma - 

t r i z  c o r r e s p o n d e n t e  ao quadro  i n i c i a l  do s implex .  

v 
Observe-se  que ( P R C )  dual  j á  d i s p õ e ,  a  menos de - u 



ma v a r i á v e l ,  d e  uma base  i n i c i a l  de  p a r t i d a  f o r n e c i d a  p e l a s  v a r i  - 
á v e i s  d u a i s  w j ( j  = 1;q) c o r r e s p o n d e n t e s  à l i m i t a ç ã o  s u p e r i o r  

(< 1 )  das  v a r i á v e i s  p r i m a i s  y 
j '  

(Supõe-se que o  problema MIX 

a p r e s e n t e  r e s t r i ç õ e s  com termo independen te  b 3 O ,  a  que  r e s u l  - 
t a ,  em B 3 0 ,  p o i s  u v ,  v V  3 0. E m  c a s o  c o n t r á r i o ,  i n v e r t e n d o  

o  s i n a l  da r e s t r i ç ã o ,  pode s e r  i n c l u i d a  na base  a  v a r i á v e l  de f o l  

I n c l u i n d o  v a r i á v e i s  de  f o l g a  e  completando a  base  - i  

n i c i a l  com o ac résc imo  de  uma v a r i á v e l  i n i c i a l  com o  a c r é s c i m o  

de uma v a r i ã v e l  a r t i f i c i a l  na ú l t i m a  r e s t r i ç ã o ,  tem-se o  quadro  

i n i c i a l ,  esquemat izado na F i g u r a  4 .  As c o l u n a s  e s t ã o  renumera - 

das  de  forma a  l e v a r  em c o n t a  a  i n c l u s ã o  d a s  ( q + l )  v a r i á v e i s  de  

f o l g a  ( à  e s q u e r d a )  e  da v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  ( à  d i r e i t a  da base  

i n i c i a l ) .  

O problema é r e s o l v i d o  em cada i t e r a ç ã o  u t i l i z a n d o  

uma s u b - r o t i n a  que e x e c u t a  o  método s i m p l e x .  I n i c i a l m e n t e ,  o  

problema é r e s o l v i d o  a  p a r t i r  do quadro  i n i c i a l  ( c a s o  em que  a  

m a t r i z  i n v e r s a  é obviamente I q + l  ) Para  s o l  uções p o s t e r i o r e s ,  

f o r n e c e - s e  a s  c o l u n a s  a c r e s c i d a s  ao quadro  i n i c i a l  e  a  s u b - r o t i  

na o método s i m p l e x  a  p a r t i r  do ú l t i m o  quadro .  

Observe-se  que p e l o  menos uma v a r i á v e l  . w q i i ,  c o r r e s  - 
pondente ã r e s t r i ç ã o  ( 3 . 2 )  com ai = 1  deve e s t a r  p r e s e n t e  ao  / 

v 
s e  s o l u c i o n a r  ( P R C )  d u a l .  Caso c o n t r á r i o ,  e s t e  s e r á  i n v i á v e l ,  



pois o  primal s e r á  i l i m i t a d o .  

Por out ro  lado ,  a  p a r t i r  de um c e r t o  número de i t e r a  - 
ções ,  pode-se eventualmente r e t i r a r  do quadro i n i c i a l  c 0 1  u n a s  

correspondentes a  r e s t r i ç õ e s  ( 3 . 2 )  do pr imal ,  à medida que novas 

r e s t r i ç õ e s  do mesmo t i p o  são acrescentadas ,  a fim de l i m i t a r  as 

dimensões do quadro i n i c i a l .  No e n t a n t o ,  essa  s i s t e m á t i c a  r e  - 

quer u m  método que permita determinar quais  r e s t r i ç õ e s  (do pr i  - 

mal) podem s e r  dispensadas .  No presente  estudo não f o i  conside - 
rada a  ap l icação  de uma t a l  s i s t e m á t i c a .  

v 
A solução de ( P R C )  pode s e r  eventualmente i n t e i r a ,  

especialmente em problemas a c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s .  Nas i  t e r a  - 

ções em que i s s o  o c o r r e r ,  pode-se d ispensar  a  solução de ( P R I ) '  

com s i f n i f i c a t i v a  economia computacional . P o r  esse  motivo, in - 
V 

c l u i - s e  u m  t e s t e  de i n t e g r a l i d a d e  após a  solução de ( P R C )  . 



FIG.  4 - Quadro  I n i c i a l  d o  S i m p l e x  de P R C  



SUB-PROBLEMA C O N T r N U O  

E m  c a d a  i t e r a ç ã o  do  método d e  decompos i ção  d e  Benders 
v 

deve  s e r  r e s o l v i d o  um s u b - p r o b l e m a  c o n t i n u o  (SPC) d a d o ,  c o n f o r  - 
me o C a p í t u l o  11, p o r :  

V 
m i n  ( b  - Fy ) u 

v 
Conforme a  s o l u ç ã o  d e  (SPC) , o  a l g o r i t m o  d e  decompo - 

s i ç ã o  pode t e r m i n a r  ou p r o s s e g u i r ,  n e s t e  c a s o  com a c r é s c i m o  d e  

uma ou d u a s  r e s t r i ç õ e s  a o  Ú l t imo  prob lema (PRI)'. 

Dois  c a s o s  d e  t e r m i n a ç ã o  podem o c o r r e r  a p ó s  a  r e s o l u  - 



v  v  a 

ção de ( S P C )  em uma dada i t e r a ç ã o .  Se (SPC)  e  i n v i á v e l ,  
v  

M I X  é i nv i áve l  ou i l i m i t a d o .  Se (SPC) tem so lução  Õtima f i n i  - 

t a  t a l  que: 

V v 
en t ão  M I X  tem so lução  Õtima (x , y ) com va lo r  

v  
solução dual de (SPC) . 

V v 
x , sendo x a 

O 

Por ou t ro  l ado ,  caso o  a lgor i tmo não termine após a  
v  

r e so lução  de (SPC) em uma c e r t a  i t e r a ç ã o ,  a so lução  d e s t e  prg 
V 

blema 6 usada para  ge ra r  as  novas r e s t r i ç õ e s  a ( P R I )  . Se (SPC)'  
v 

t i v e r  solução ótima u e :  

a r e s t r i ç ã o  a  a c r e s c e n t a r  é dada por: 

V 
Se ( S P C )  t i v e r  solução i l i m i t a d a  segundo 

onde u é o  v é r t i c e  d o  cone p o l i é d r i c o  C correspondente  à Ü l t i  - 
v 

ma base d o  s implex e  v é a  d i r e ç ã o  d o  r a i o  extremo de C en - 



c o n t r a d o .  

S e  n e s t e  c a s o ,  tambgm s e  v e r i f i c a r  a  c o n d i ç ã o  ( 4 . 3 ) ,  

a c r e s c e n t a - s e  a i n d a  uma s egunda  r e s t r i ç ã o  dada  p o r  ( 4 . 4 ) .  Deve 

s e r  e n f a t i z a d o  q u e  o s  d i v e r s o s  v e t o r e s  que  podem s e r  n e c e s s ã r i o s ,  
v v con f o rme  a  s o l u ç ã o  d e  ( s P c ) " ,  i s t o  é ,  x , u e v", ' s ã o  o b t i d o s  

V - d i r e t a m e n t e  do Ú l t imo  q u a d r o  do s i m p l e x .  E m  p a r t i c u l a r  v  e 

dado  p o r :  

onde  r s ã o  o s  e l e m e n t o s  ( n e g a t i v o s  ou n u l o s )  da c o l u n a  e s c o  
j - 

l h i d a  p e l o  c r i t é r i o  d e  e n t r a d a .  

v 
Como (SPC) em uma d a d a  i t e r a ç ã o  d i f e r e  do p rob l ema  

( S P C ) ~ - '  r e s o l v i d o  na i t e r a ç ã o  a n t e r i o r  a p e n a s  p e l a  t r o c a  do v e  - 
t o r  c u s t o ,  a  r e s o l u ç ã o  do mesmo r e d u z - s e ,  a  menos da  p r i m e i r a  - i 

t e r a ç ã o ,  a  a n á l i s e  d e  p ó s - o t i m i z a ç ã o .  

A mudança do v e t o r  c u s t o  a l t e r a  a  p r i m e i r a  l i n h a  da  

m a t r i z  i n v e r s a  a m p l i a d a .  Sendo ( 1 ,  C . B'~) e s t a  l i n h a  a n t e s  
B 

da m o d i f i c a ç ã o  do  v e t o r  c u s t o  e  A C B  a d i f e r e n ç a  e n t r e  o  novo 

v e t o r  e  o  a n t e r i o r ,  a  nova p r i m e i r a  l i n h a  s e r á  o b t i d a  s o m a n d o  
- 1 - 1  

(O, AC . B ) a  ( 1 ,  C* . B ) Alem d i s s o ,  o  novo v e t o r  c u s t o  
B 

d e v e r á  s e r  inc1uTdo  no q u a d r o  i n i c i a l  em s u b s t i t u i ç ã o  ao  a n t e r i  - 
o r  ( v i d e  p o r  exemp lo ,  Hadley  191 ) .  



F e i t a s  a s  a l t e r a ç õ e s  ac ima ,  o  s implex  pode s e r  r e t o  - 
mado a  p a r t i r  do 21 timo quadro .  Neste  t r a b a l h o ,  a  a t u a l i z a ç ã o  

da m a t r i z  i n v e r s a  ampliada e  do quadro  i n i c i a l  s ã o  f e i t a s  à p a r  

t e  da s u b - r o t i n a  s implex  e  f o r n e c i d o s  a  e s t a  como argumentos ,  Des - 
t a  forma,  a  mesma s u b - r o t i n a  pode s e r  usada para  r e s o l v e r  SPC e  

P R C  a1 te rnadamente .  

Para r e s o l v e r  SPC p e l a  p r i m e i r a  v e z ,  o  quadro  i n i c i  - 

a1 e o b t i d o  à p a r t e  da s u b - r o t i n a  s i m p l e x ,  a  p a r t i r  de  um "qug 

d r o  p r e l i m i n a r "  em que o problema é a p r e s e n t a d o  na forma ( 4 . 1 ) .  

O programa i n c l u i  um mÕdulo de i n i c i a l i z a ç ã o  pa ra  SPC em que s e  

t r a n s f o r m a  o  problema para  o  fo rmato  r e q u e r i d o  no quadro  i n i c i a l  

do s implex .  

Nessa f a s e  s ã o  i n v e r t i d o s  s i n a i s  de r e s t r i ç õ e s  (ci < 

O )  e i n c l u i d a s  v a r i á v e i s  de  f o l g a  e  a r t i f i c i a i s ,  conforme ne - 
c e s s ã r i o .  O quadro  i n i c i a l  o b t i d o  d e p o i s  d e s s a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  

é esquemat izado na F i g u r a  5 .  

O p r i m e i r o  problema SPC é r e s o l v i d o  a  p a r t i r  d e s s e  

quadro  i n i c i a l .  A s u b - r o t i n a  e x c l u i  a s  e v e n t u a i s  v a r i ã v e i s  a r  - 
t i f i c i a i s  da base  p e l o  método "Big M" e  a p l i c a  em s e g u i d a  o  méto - 
do s implex .  



a.. 
J = 
- 

m + n f p  m t n f p  t p  

F I G .  5 - Q u a d r o  I n i c i a l  d e  SPC 



CAPITULO V 

DESCRIÇÃO DO P R O G R A M A  

O a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  nos capitulas a n t e r i o r e s ,  v i  - 

sando a r e s o l u ç ã o  de problemas de  programação m i s t a  com v  a  r i - 5 

v e i s  b i v a l e n t e s ,  f o i  c o d i f i c a d o  em l inguagem A L G O L  p a r a  o  86700 

do N C E J U F R J .  

O problema a s e r  r e s o l v i d o  deve  s e r  formulado como 

segue:  

max cx + f y  

A x  + Fy ,< b 



onde A e  F s ã o  m a t r i z e s  d e  dimensões ( m  x p )  e (m x  q ) ,  enquanto  

que b, c ,  f  s ã o  v e t o r e s  de  dimensões m ,  p ,  q ,  r e s p e c t i v a m e n t e  - 
t odos  os e l emen tos  de A ,  F ,  b ,  c ,  f  s ã o  n ü m e r o s ' r e a i s  q u a i s q u e r .  

Obviamente problemas de minimização t a m b k  podem s e r  

co locados  na fo rmulação  acima i n v e r t e n d o  o  s i n a 1  da função  o b j e  - 

t i v o .  

De acordo  com o  método a d o t a d o ,  o  programa deve  exe  - 

c u t a r  bas i camen te  t r ê s  f u n ç õ e s :  

- r e s o l u ç ã o  do problema r e l a x a d o  i n t e i r o ;  

- r e s o l u ç ã o  de problemas de  programação l i n e a r :  sub-  

-problema cont7nuo e  problema r e l a x a d o  c o n t i n u o ;  

- coordenação  das  funções  ac ima ,  i n c l u i n d o  t e s t e s  de  

p a r a d a ,  g e r a ç ã o  de r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s  e  "surrogate"  

a  P R I ,  e t c .  

Para  execução  d e s s a s  f u n ç õ e s ,  a d o t o u - s e  uma e s t r u t u  - 
r a  b á s i c a  d e  t r ê s  e l emen tos .  C o n s i s t e  d e  u m  b loco  que s o l u c i o  - 
na P R I ,  e  de  uma s u b - r o t i n a  que r e s o l v e  SPC e  P R C  p e l o  m é t o d o  

s implex  r e v i s a d o ,  c o n t i d o s  d e n t r o  de u m  b l o c o  i n c l u i n d o  também 

as i n s t r u ç õ e s  de coordenação  c i t a d a s .  



Antes de e n t r a r  em pormenores s o b r e  o  programa,  é ne - 
c e s s á r i o  i n t r o d u z i r  a  d e f i n i ç ã o  das  v a r i á v e i s  usadas .  Os symbo - 

1 0 s  c o r r e s p o n d e n t e s  usados  nos c a p y t u l o s  a n t e r i o r e s  s ã o  dados en - 

t r e  p a r ê n t e s e s  após cada d e f i n i ç ã o ,  quando a p l i c ã v e i s .  

- V a r i á v e i s  do problema m i s t o :  

M número de  r e s t r i ç õ e s  ( r n )  

P número de  v a r i á v e i s  c o n t i n u a s  ( p )  

Q número de  v a r i á v e i s  b i n á r i a s  ( q )  

A I I , J I  I = O  ,..., M e  J = 1  ,..., P é a m a t r i z  dos 

c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  c o n t y n u a s ,  i n c l u i n  - 
do o  v e t o r  c u s t o  c o r r e s p o n d e n t e  na l i n h a  z e r o  

(C , A )  

I = O ,..., M e  J = 1 ,..., Q é a  m a t r i z  dos 

c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  b i n á r i a s ,  i n c l u i n  

do o  v e t o r  c u s t o  c o r r e s p o n d e n t e  na l i n h a  z e r o  

( f  

I = 1 ,  ...,M é o  v e t o r  do termo i n d e p e n d e n t e  

de  M I X  ( b )  

3 = 1  ,. . . , P  s ã o  a s  v a r i á v e i s  cont i 'nuas  ( x )  

J = 1 ,. . . ,Q s ã o  a s  v a r i á v e i s  b i n á r i a s  ( y )  



- V a r i ã v e i s  de Decomposição: 

01 ,  O0 v a r i ã v e i s  booleanas  que indicam o  t i p o  de r e s  - 

t r i ç ã o  e a c r e s c e n t a r  a  PRI na i t e r a ç ã o  c o r r e n  - 

t e .  

produto  dos v e t o r e s  F IO,J  I * Y IJ I ( f  . y )  

l i m i t e s  i n f e r i o r  e  s u p e r i o r  do v a l o r  da s o l u  - 
ção de MIX. 

FOY 

XI, X Q  

- Argumentos da S u b - r o t i n a  Simplex:  

( E m  cada d e f i n i ç ã o  s ã o  r e l a c i o n a d o s  r e s p e c t i v a m e n t e  o s  símbo - 

10s  do argumento f o r m a l ,  do argumento usado ao r e s o l v e r  SPC 

e  do argumento usado pa ra  r e s o l v e r  P R C ) .  

nÜn1ero de r e s t r i ç õ e s  

numero de v a r i á v e i s  ( i n c l u i n d o  de  f o l g a  e  a r  - 
t i f i c i a i s )  

m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s ,  i n c l u  - 
indo v e t o r  c u s t o  na l i n h a  ze ro  ( l i n h a s  J =  0 ,  

. . . , N  ou P ou NF e  c o l u n a s  I = 1 , .  . . , N N  ou 

N A  ou TQ) 

F F , F A , F F F  v e t o r  que modi f i ca  o  v e t o r  c u s t o  de forma a  

e x c l u i r  a s  v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s  da base  (J = 

= O, ..., N ou P ou NF)  

v e t o r  do termo independen te  (1 i n h a s  J = O ,  ..., N 

ou P ou NF) 



MPyMPA,MPF m a t r i z  p r o d u t o  o u  i n v e r s a  da base  ( a m p l i a d a )  

( l i n h a s  e  c o l u n a s  J = O ,  ...,N o u  P o u  NF) 

IB , IBA , IBF  v e t o r  da  b a s e  - i n d i c a  a  v a r i ã v e l  b á s i c a  a s s o  - 
c i a d a  a  uma l i n h a  J (J  = 1  ,. . . ,N o u  P o u  NF) 

VART, VARTA, VARTF v e t o r  que  i n d i c a  a  v a r i á v e l  a r t t f i c i a l  a s s o e i  - 
ada a  uma l i n h a  J  ( J  = 1, ...,N o u  P  o u  NF) n u  - 
1 0  quando não hã v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  n a  l i n h a .  

Z,ZA,ZF v e t o r  s o l u ç ã o  ó t i m a  (I = 1,. . . ,NN o u  N A  o u  TO) 

DD,DA,DF l i n h a  do  v e t o r  c u s t o  no q u a d r o  a t u a l i z a d o  

( I  = 1  ,. . . ,NN, NA ou NF) 

N I  ,NU número d e  i t e r a ç õ e s  do metodo  de d e c o m p o s i ç ã o  

ESTADO, STATUS i n d i c a  se  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  5 Ó t i m a  ( = O), ili - 

m i t a d a  ( =  1 )  o u  i v i á v e l  ( =  - 1 ) .  

- O u t r a s  v a r i á v e i s  u s a d a s  na  S u b - r o t i n a  S i m p l e x :  

ZMAN 

EPS 

DMAX 

I E 

v e t o r  c o r r e s p o n d e n t e  l i n h a  z e r o  d a  m a t r i z  

i n v e r s a  a m p l i a d a ,  apõs  m o d i f i c a ç ã o  do  v e t o r  

c u s t o  p a r a  e x c l u i r  as v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s  

da b a s e  (J = O,. . . ,N o u  P ou  NF) 

v a l o r  do  " B i g  M "  ao  e x c l u i r  as  v a r i á v e i s  a r t i  - 

f i c i a i s  da base  

z e r o  c o m p u t a c i o n a l  

v a l o r  máximo d e  DD I J  I 
C 

i n d i c e  da v a r i á v e l  e s c o l h i d a  p a r a  e n t r a r  na 

base .  



P I  I J I  

RR 

R M I N  

J S  

coluna  do quadro a t u a l i z a d o  c o r r e s p o n d e n t e  a  

I E 

v a l o r  c o r r e n t e  de  G B  IJ l / P I  I J  I 
v a l o r  mínimo de R R  

l i n h a  a s s o c i a d a  à v a r i á v e l  e s c o l h i d a  pa ra  de i  - 

x a r  a  base  

v a r i á v e l  que d e i x a  a  b a s e ,  

- V a r i á v e i s  usadas  pa ra  compor o quadro do s implex  para  SPC: 

NVF,NFP ,NFN numero de  v a r i á v e i s  de f o l g a ,  de f o l g a s  posi  - 
t i v a s  e de  f o l g a s  n e g a t i v a s  

S E N S  IJ-I i n d i c a  o  s e n t i d o  da d e s i g u a l d a d e  pa ra  a  r e s  - 
t r i ç ã o  da l i n h a  J ( J  = 1, ..., P )  

D c I J  I v e t o r  que i n d i c a  a  d i f e r e n ç a  do c o e f i c i e n t e  

de c u s t o  da v a r i á v e l  b á s i c a  a s s o c i a d a  l i n h a  

3 ( J  = 1  ,. . . , P )  - usado para pós -o t imização  

de S P C  

v e t o r  a  s e r  somado à l i n h a  z e r o  d a  m a t r i z  i n  - 
v e r s a  ao a l t e r a r  os c o e f i c i e n t e s  de c u s t o  ( J =  

= 1 ,  ..., P ) .  

- V a r i á v e i s  que definem r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s  a  P R I :  

A L F A J I  I I = 1  ,... , T ,  c o e f i c i e n t e  de  x na r e s t r i ç ã o  
o 



I  = 1  ,. . . ,T termo independen te  da r e s t r i ç ã o  

I  = 1  ,..., T e  J  = 1  ,..., Q c o e f i c i e n t e s  de  

Y I J I  na r e s t r i ç ã o  I ( s . . )  
1 J  

I  = 1  ,. . . ,M v e t o r  que f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  b ã s i  - 

ca do Último quadro de  S P C  a n t e r i o r .  

I = 1 , .  M v e t o r  que f o r n e c e  um r a i o  e x t r e  - 
mo do cone  C quando SPC é i l i m i t a d o .  

numero de r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s .  

- V a r i ã v e i s  que def inem a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  ou f i l t r o  pa ra  

PRI: 

k 1  111 I = 1 , .  . . ,T v e t o r  s o l u ç ã o  de P R C  d u a l .  

ALFAF c o e f i c i e n t e  de  x ( a o )  
o 

Y F termo i n d e p e n d e n t e  ( f i  ) 
o 

SFIJ I c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  ( s  ) 
0 j 

XOF s o l u ç ã o  c o r r e n t e  do problema do f i l t r o  

i n d i c a  s e  
'j 

f o i  c o n v e r t i d o  a  ' 
'j 

- 
'j 

d e f i n e  a  i n d e x a ç ã o  ót ima p a r a  o  f i l t r o .  

- V a r i á v e i s  pa ra  exame de  cada s o l u ç ã o  p a r c i a l  de PRI: 

YSI J I J  = 1 , .  . . , ia v e t o r  s o l u ç ã o  p a r c i a l  em exame 

X$M v a l o r  da melhor s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  a t é  a  i t e  - 

r a ç ã o  c o r r e n t e .  



I  = 1  ,. . . , T  termo independen te  da r e s t r i ç ã o  

I  c o n s i d e r a n d o  v a r i á v e i s  f i x a s  como cons t a n  - 

t e s  ( i i )  

I = 1  ,. . . ,T soma dos c o e f i c i e n t e s  n e g a t i v o s  

das  v a r i á v e i s  l i v r e s  da r e s t r i ç ã o  I  ( v a l o r  ab - 

s o l u t o )  ( d i )  

F 1  I J I ,  FOIJ I J  = 1  ,. . . ,Q c o n j u n t o s  de  v a r i á v e i s  boo leanas  

que indicam s e  a  v a r i á v e l  ( l i v r e )  Y ~ J I  e s t á  

cond ic ionada  a  a s s u m i r  o  v a l o r  um ou z e r o  ( F l ,  

FO) 

v a l o r m í n i m o d e  YVIII pa ra  ALFAI = 1  l i  - 

nha a s s o c i a d a  a  Y M .  

- V a r i á v e i s  usadas  no esquema enumera t ivo :  

K numero de v a r i á v e i s  d e s i g n a d a s  na s o l u ç ã o  p a r  - 

c i a l  c o r r e n t e  (K) 

u s l J I  J  = 1 . .  K i n d i c a  s e  a  v a r i á v e l  YIJI  tem 

v a l o r  d e s i g n a d o  e ,  em c a s o  p o s i t i v o ,  s e  é mar - 
cada ( u k )  

i n d i c a  v a r i á v e l  não-marcada de ? n d i c e  j mais 

a l t o  ( k * )  

KSTAR 



- C o n t a d o r e s :  Os c o n t a d o r e s  d e s t i n a m - s e  a  f o r n e c e r  dados  p a  

r a  a n á l i s e  da e f i c i e n c i a  do  metodo  a d o t a d o  p a r a  r e s o l u ç ã o  de 

P R I  e  d a  i m p o r t â n c i a  r e l a t i v a  dos t e s t e s  empregados.  

NU 

ITER 

C 1  

C2 

número d e  i t e r a ç õ e s  do método  de d e c o m p o s i ç ã o  

número d e  i t e r a ç õ e s  do método  s i m p l e x  

número d e  i t e r a ç õ e s  do  método  do f i l t r o  

número de d e s v i o s  no p a s s o  ( I )  do m é t o d o  f i l  - 
t r o  

número de d e s v i o s  no p a s s o  ( 1 1 )  do m é t o d o  

f i l t r o  

número d e  d e s v i o s  no p a s s o  ( 1 1 1 )  do m é t o d o  

f i l t r o  

número d e  d e s v i o s  no p a s s o  ( I V - 1 )  do  m ê t o d o  

f i l t r o  

número d e  d e s v i o s  n o  p a s s o  ( I V - 2 )  do m é t o d o  

f f l t r o  

número d e  d e s v i o s  no p a s s o  ( V I I )  do m é t o d o  

f i l t r o  
V 

número d e  s o l u ç õ e s  i n t e i r a s  de (PRC ) , v = 

= 1,2, ... 

- M a r c a d o r e s  d e  tempo ( s e g u n d o s ) :  

WMIX1 tempo g a s t o  na ú l t i m a  i t e r a ç ã o  de M I X  

WSPC1 tempo g a s t o  p e l a  s u b - r o t i n a  s i m p l e x  n o  u l t i m o  

SPC 



W M I  X2 

W S P C Z  

tempo g a s t o  p e l a  s u b - r o t i n a  Simplex no Último 

P R C  

tempo acumulado pa ra  r e s o l u ç ã o  de MIX 

tempo acumulado p e l a  s u b - r o t i n a  s implex  pa ra  

SPC 

tempo acumulado p e l a  s u b - r o t i n a  s implex  para  

P R C  

tempo d e c o r r i d o  a  cada i t e r a ç ã o  do método do 

f i l t r o .  

5.2 - L I S T A G E M  

A l i s t a g e m  do programa c o n s t a  das  f i g u r a s  a  s e g u i r .  

Foram i n c l u i d o s  comentá r ios  a  cada e t a p a  a  f im de  f a c i l i t a r  a  com - 

preensão  do mesmo. 

Apresen ta - se  aqui  a1 guns comentãr i  os complementares  

( a p r e s e n t a d o s  na s e q u ê n c i a  da l i s t a g e m ) .  

- Bloco Externo:  

As dimensões do problema (m,p,q)  s ã o  l i d a s  a n t e s  de en - 
t r a r  no b loco  em que o  mesmo é r e s o l v i d o  a  f im de dimen - 

s i o n a r  m a t r i z e s  e  v e t o r e s  adequadamente.  



S ã o  a q u i  d e c l a r a d a s  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  d o  p r o g r a m a ,  com 

e x c e ç ã o  d a s  d a  s u b - r o t i n a  s i m p l e x  e d e  c o n j u n t o s  d e  d i  - 
mensões d i n â m i c a s  u s a d o s  p a r a  PRI ( v e r  a d i a n t e ) .  

- D e c l a r a ç õ e s  d e  F o r m a t o :  

M u i t o  n u m e r o s a s  d a d o  o  c a r á t e r  e x p e r i m e n t a l  d o  p r o g r a m a ,  

a  fim d e  p e r m i t i r  a c o m p a n h a m e n t o  d e  p a s s a g e n s  i n t e r m e d i  - 

ã r i a s .  P a r a  a p l i c a ç õ e s  n o r m a i s ,  d e v e r ã o  s e r  m u i t o  r e  - 
d u z i d a s .  O mesmo v a l e  p a r a  a s  i n s t r u ç õ e s  d e  i m p r e s s ã o .  

- S u b - r o t i n a  S i m p l e x  ( r e v i s a d o ) :  

R e s o l v e  p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  ( m i n i m i z a ç ã o )  a  

p a r t i r  d e  um q u a d r o  i n i c i a l  d a d o  ( v i d e  F i g u r a  5 ) .  Usa 

o  m é t o d o  " B i g  M" p a r a  e x c l u s ã o  d e  v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s .  

- A t u a l i z a ç ã o  d a  l i n h a  z e r o  d o  q u a d r o  ( s i m p l e x ) :  

N e s t a  e t a p a ,  o  v e t o r  D D I I  I d a  p r i m e i r a  l i n h a  d o  q u a  

d r o  é o b t i d o  como p r o d u t o  m a t r i c i a l  F F  * MP * M M  o n d e  

MP * M M  r e p r e s e n t a  o  q u a d r o  a t u a l  ( B - '  A n a  n o t a ç ã o  
1 

t r a d i c i o n a l ,  i s t o  é, d e n o t a n d o  p o r  B" a  m a t r i z  i n v e r  
1 - 

s a  e s t e n d i d a  e p o r  A a  m a t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s ,  i n c l u  - 
s i v e  d o  v e t o r  c u s t o ,  r e f e r e n t e  a o  q u a d r o  i n i c i a l ) .  



O p r o d u t o  m a t r i c i a l  de FF p e l o  q u a d r o  a t u a l  e q u i v a l e  a  

s u b t r a i r  d a  l i n h a  z e r o  as  l i n h a s  a s s o c i a d a s  a  v a r i á v e i s  

a r t i f i c i a i s  m u l t i p l i c a d a s  p o r  ZM, c o n s i d e r a n d o  q u e  F F I O I =  

= - 1  , F F I J I =  ZM V J / V A R T I J I  # O F F I J J  = O Y J / V A R T J J J =  

= O. Q u a n d o  unia v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  v A R T I J I  é e x c l u  - 

?da da base ,  f a z - s e  F F J J  I = O, o  q u e  e q u i v a l e  a  e l i m i  - 
n á - l a  do q u a d r o ,  

- c r i t é r i o  d e  E n t r a d a  ( s i m p l e x ) :  

N o t e - s e  q u e  as  v a r i á v e i s  b á s i c a s  e a r t i f i c i a i s  n ã o  são  

c o n s i d e r a d a s  como c a n d i d a t a s  p a r a  e n t r a r . n a  base .  

- ~ o i u ç ã o  8 t i m a  o u  i n v i á v e i  ( s i m p i e x ) :  

A e x i s t ê n c i a  d e  v a r i ã v e i s  a r t i f i c i a i s  não  n u l a s  n a  b a s e  
d 

t e r m i n a l ,  i m p l i c a r á  em s o l u ç ã o  i n v i ã v e l .  A s o l u ç ã o  - o  

t i r n a  é o b t i d a  em S F I M .  

C r i  t e r i o  d e  sa?da ( s i m p l e x ) :  

PI~IJI] r e p r e s e n t a  a  c o l u n a  da v a r i ã v e l  que  e n t r a  na  ba - 
se; é o b t i d a  m u l t i p l i c a n d o  a  i n v e r s a  d a  b a s e  p e l a  c o l u  - 
na c o r r e s p o n d e n t e  do  q u a d r o  i n i c i a l .  

- P i v o t e a m e n t e  ( s i m p l e x ) :  

Emprega-se a  f o r m a  do p r o d u t o  da i n v e r s a .  



- Quadro  I n i c i a l  de SPC: 

Na p r i m e i r a  i t e r a ç ã o  d o  niétodo de decomposição,  c  o  n - s 

t r ó i - s e  o  quadro esquemat izado na F i g u r a  5 .  

- Solução de SPC: 

Antes de chamar a  s u b - r o t i n a  s i m p l e x ,  a t u a l i z a - s e  o  ve - 
t o r  c u s t o  (quadro  i n i c i a l )  e a  p r i m e i r a  l i n h a  da m a t r i z  

i  nve r sa .  

- SPC tem Solução btima (ou i l i m i t a d a ) :  

Se não f o r  s a t i s f e i t a  a  cond ição  de o t i m a l i d a d e ,  d e t e r  - 

mina-se o  t i p o  de r e s t r i ç õ e s  a  a c r e s c e n t a r  (U01 e  U O O ) .  

Se f o r  s a t i s f e i t a  o  a l g o r i t m o  t e rmina .  

Declaração  de Conjuntos Dinâmicos: 

Como o  número de r e s t r i ç õ e s  de P R I  aumenta a  cada i t e r a  - 
ç ã o ,  é c o n v e n i e n t e  que a s  dimensões dos v e t o r e s  e m a t r i  - 

zes  c o r r e s p o n d e n t e s  façam o  mesmo, a  f im de minimizar  o  

uso de memória. Esse dimensionamento dinâmico é f e i t o  

d e c l a r a n d o  e s s a s  v a r i á v e i s  em um b loco  i n t e r n o .  No en - 

t a n t o ,  algumas v a r i ã v e i s  devem t e r  s e u s  v a l o r e s  guarda  - 
dos ( d e c l a r a ç ã o  OWN) de uma i t e r a ç ã o  do método de decom 

4 

p o s i ç ã o  pa ra  a  s e g u i n t e .  Para  e s t a s  (ALFA, MF, D F ) ,  e  

n e c e s s á r i o  a d o t a r  um dimensionamento f i x o  em todo  o  p ro  - 



grama. 

Quadro I n i c i a l  d e -  P R C  (dua l  ) :  

Se T = 1  P R C  tem s o l u ç ã o  i m e d i a t a ,  d i spensando  o  méto - 
do s implex .  Na p r i m e i r a  i t e r a ç ã o  em que T # 1 ,  cons - 
t r Õ i - s e  o  quad.ro esquemat izado na F igura  4 .  

- T e s t e  de I n t e g r a l i d a d e :  

Se a s  v a r i á v e i s  d u a i s  Ótimas de P R C  ( d u a l )  s ã o  i n t e i r a s  

a  menos de  um número muito pequeno (EPS) ,  toma-se a  s o  - 
l u ç ã o  i n t e i r a  c o r r e s p o n d e n t e  como Õtima para  P R I .  O va - 

4 

l o r  do x e  c a l c u l a d o  e  p a r t i r  dos YIJI. 
O 

- Const rução do F i l t r o  e  Solução de  PRI ( I n i c i a l i z a ç ã o ) :  

W ( K 1 ,  K = 1 ,  ..., T s ã o  o s  v a l o r e s  Õtimos das  v a r i ã v e i s  

de P R C  dua l  a s s o c i a d a s  à s  r e s t r i ç õ e s  ge radas  méto - 
do de decomposição ( i s t o  é ,  a s  r e s t r i ç õ e s  de PRI) .  

- Fi 1  t r o  A n t e r i o r :  

Se f o r  usada a mesma " r e s t r i ç ã o  s u r r o g a t e " ,  d e s v i a - s e  pa - 
r a  L E e  LF. Caso c o n t r á r i o ,  é f e i t a  a  r e c o n v e r s ã o  

yj = 1  - yj ' para  v a r i á v e i s  c o n v e r t i d a s  a n t e r i o r m e n t e  

(dadas  por  , M C I J  = 1  ) .  



5 . 3  - DADOS DE ENTRADA 

As i n s t r u ç õ e s  de l e i t u r a  do programa prevêm e n t r a d a  

de dados por  c a r t õ e s  em fo rmato  l i v r e  (dados  s e p a r a d o s  por  v i r g u  - 
l a s )  na s e g u i n t e  ordem: 

Caso não s e  conheça um v e t o r  i n t e i r o  i n i c i a l ,  f o r n e  - 
ter Y I J I  = 0 ,  J  = 1 ,..., Q. 



6.1 - V A R I A N T E  

No a l g o r i t m o  a d o t a d o  p a r a  s o l u s ã o  do prob lema r e l a x a  - 
do i n t e i r o ,  a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  não é a p e n a s  uma r e s t r i ç ã o  a  

m a i s .  Seu p a p e l  é p r e p o n d e r a n t e  na busca  de  uma s o l u ç ã o  Ó t ima ,  

p o i s  d e t e r m i n a  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  i n i c i a l  e  a  v a r i á v e l  d e  e n t r a d a  

em cada  i t e r a ç ã o .  

De a c o r d o  com o  método do f i l t r o ,  toma-se  como s o l u  - 

ç ã o  p a r c i a l  i n i c i a l  a  s o l u ç ã o  Ótima do prob lema do f i l t r o .  P a r a  

t a n t o ,  impõe-se  q u e  a  r e s t r i ç ã o  " s u r r o g a t e "  t e n h a  a p e n a s  c o e f i c i  - 

e n t e s  p o s i t i v o s  ou n u l o s  ( p e l a  c o n v e r s ã o  y; - - 1  - y , p a r a s  < 
J O j 

< O )  e  toma-se  a  s o l u ç ã o  n u l a  ( y  = O ,  Y = 1 , .  . . , q )  como s o l  u 
j j - 

ç ã o  p a r c i a l  i n i c i a l .  



Por o u t r o  l a d o ,  o  problema r e l a x a d o  i n t e i r o  a  s e r  r e  - 
s o l v i d o  em cada i t e r a ç ã o  d i f e r e  do de i t e r a ç ã o  a n t e r i o r  apenas  pe - 

1 0  ac résc imo  de  uma ou duas r e s t r i ç õ e s  ( p r o p r i e d a d e  ( e )  do P R I ) .  
- 

Assim, e  r a z o á v e l  p resumi r  que o  uso da informação r e p r e s e n t a d a  

p e l a  Ult ima s o l u ç ã o  de  PRI, p e r m i t i r á  uma "boa" e s c o l h a  da s o l u  

ção p a r c i a l  i n i c i a l .  

A v a r i a n t e  p r o p o s t a  a d o t a  como s o l u ç ã o  p a r c i a l  i n i c i  - 
a l ,  a  Últ ima s o l u ç ã o  do P R I .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  y j  - - 1  - y ;  é usada quando P = 1  

na s o l u ç ã o  a n t e r i o r ,  conforme n e c e s s á r i o .  

Nessa v a r i a n t e  deve s e r  e l iminado  o  t e s t e  de  l i m i t e  
f 

s u p e r i o r  da função  o b j e t i v o  ( x  4 c*  
O 

*-I) e  modi f i cado  o  c r i t é r i o  

de aumento da s o l u ç ã o .  Essas  a l t e r a ç õ e s  devem-se a  não mais va - 
l e rem t o d a s  a s  p r o p r i e d a d e s  do f i l t r o .  

Na e s c o l h a  d e  uma nova r e g r a  pa ra  aumento das s o l u  - 
ções , p a r e c e  i n t e r e s s a n t e  c o n s i d e r a r  o  c r i  t é r i  o  p r o p o s t o  p o  r 

Woiler  1121, p e l o  qua l  s e  minimiza a  i n v i a b i l i d a d e  da r e s t r i ç ã o  

de máxima i  n v i a b i  1  i  dade.  

Woiler  c o n s i d e r o u  problemas t o t a l m e n t e  i n t e i r o s .  Na 

q u e l e  c a s o ,  ao a l c a n ç a r  uma s o l u ç ã o  p a r c i a l  v i á v e l ,  pode-se  im - 
p l i c i t a m e n t e  enumerar  s u a s  d e s c e n d e n t e s .  



Na r e s o l u ç ã o  do PRI p e l o  esquema e n u m e r a t i v o  a d o t a d o ,  

a p ó s  a l c a n ç a r  uma s o l u ç ã o  p a r c i a l  v i á v e l ,  a i n d a  é n e c e s s á r i o  con 

s i d e r a r  s u a s  d e s c e n d e n t e s .  Assim, a  s o l u ç ã o  p a r c i  a1 v i ã v e l  tam - 

bém é aumen tada .  

Da7 r e s u l t a  que  a  c o n s t r u ç ã o  d e  uma s e q u ê n c i a  d e  s o  - 
l u ç õ e s  p a r c i a i s  do P R I ,  p e l a  r e g r a  d e  aumento da s o l u ç ã o ,  pode  

s e r  v i s u a l i z a d a  em d u a s  f a s e s .  I n i c i a l m e n t e ,  b u s c a - s e  a t i n g i r  

uma s o l u ç ã o  p a r c i a l  v i á v e l ,  como no a l g o r i t m o  a d i t i v o .  Após e n  - 

c o n t r a r  uma s o l u ç ã o  p a r c i a l  v i á v e l ,  c o n t i n u a - s e  a  a u m e n t a r  a  s o  - 

l u ç ã o  v i s a n d o  max imiza r  a  mlnima f o l g a  d e n t r e  a s  r e s t r i ç õ e s  1eL. 

No a l g o r i t m o  a d o t a d o ,  a  r e g r a  d e  aumento da s o l u ç ã o  

c o n s t r o i  uma s - e q u ê n c i a  d e  s o l u ç õ e s  p a r c i a i s  2 q u a l  e s t ã  a s s o c i a  - 

da uma s e q u ê n c i a  n ã o - c r e s c e n t e  d e  s o l u ç õ e s  do p rob lema do  f i l t r o .  

Nes ta  v a r i a n t e ,  p r o p õ e - s e  u s a r  o  c r i t é r i o  d e  W o i l e r ,  

c o n s i d e r a n d o  o  p a p e l  e s p e c i a l  da r e s t r i ç ã o  d e  m?nima f o l g a  em 

l e L ,  a  q u a l  d e t e r m i n a  o  v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  a s s o c i a d o  a  c a  - 

da s o l u ç ã o  p a r c i a l .  Dessa  f o r m a ,  a  p a r t i r  da  o b t e n ç ã o  d e  uma 

s o l u ç ã o  p a r c i a l  v i ã v e l ,  o  aumento d a s  so1uçÕes  p a r c i a i s  é d i r i g i  - 

do p a r a  a u m e n t a r  o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  do PRI. 

Mote-se  q u e  e s t a  v a r i a n t e  p a r a  o  c r i t é r i o  d e  e n t r a d a  

6 e s p e c i a l m e n t e  i m p o r t a n t e  a p ó s  a o b t e n ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o  p a r c i  - 

a1 v i á v e l .  De f a t o ,  o  a l g o r i t m o  a d o t a d o ,  s e g u i n d o  a  p r o p o s t a  



de B a l a s ,  sÕ d i s p õ e  d e  poucos  t e s t e s  e f e t i v o s  n e s t a  f a s e ,  p o i s  

t o d o s  o s  t e s t e s  de v i a b i l i d a d e  d e i x a m  d e  a t u a r  e n t ã o .  

A lém d a  a l t e r a ç ã o  do c r i t é r i o  d e  e n t r a d a ,  p a r e c e  c o n  - 
v e n i e n t e  p e s q u i s a r  t e s t e s  a d i c i o n a i s  que  s e j a m  a  c o n t r a p a r t i d a ,  

n e s t a  segunda  f a s e ,  dos  t e s t e s  de v i a b i l i d a d e .  

6 .2  - SUB-ROTINA D E  PROGRAMACÃO LINEAR 

O p r o g r a m a  d e s e n v o l v i d o  i n c l  u i  uma s u b - r o t i  na p a r a  

r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  (SPC e  PRC) p e l o  mé 

t o d o  s i m p l e x  r e v i s a d o .  ~ a m b é m  p r e v ê  o s  p r o c e d i m e n t o s  d e  p ó s -  

- o t i m i  zação  a p l i c á v e i s  a  e s s e s  d o i s  p r o b l e m a s .  

O p t o u - s e  p e l o  uso  d e  s u b - r o t i n a  a d a p t a d a  a  e s t a  a p l i  - 
c a ç ã o  e  i n c o r p o r a d a  d e n t r o  do p r o g r a m a  em l u g a r  d e  u s a r  um c õ d i  - 
go c o m e r c i a l  d e  p r o g r a m a ç ã o  1  i n e a r .  E s t a  o p ç ã o  f o i  c o n s i d e r a d a  

a  m a i s  adequada p a r a  as  f i n a l i d a d e s  d o  p r e s e n t e  e s t u d o .  

Tendo em v i s t a  q u e  o  p r i m e i r o  o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a  

l h o  e e s t u d a r  o  mé todo  d e  s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  r e l a x a d o  i n t e i  - 

r o ,  o  p r o g r a m a  i n c l u i  m a r c a d o r e s  d e  tempo que  p e r m i t e m  d  i s  t i  n  - 
g u i r  o  tempo c o n s u m i d o  p e l a  s u b - r o t i n a  s i m p l e x  do  tempo t o t a l .  



P a r a  t r a t a m e n t o  d e . p r o b l e m a s  com g r a n d e  número d e  va - 

r i á v e i s  c o n t i n u a s ,  r e comenda - se  c o n s i d e r a r  o  uso  d e  um c ó d i g o  c o  - 
m e r c i a l  p a r a  r e s o l u ç ã o  e p Õ s - o t i m i z a ç ã o  d e  SPC e  P R C .  

S a b e - s e  q u e  em t r a b a l h o s  a n t e r i o r e s  j á  f o i  u sado  d e s  - 
s a  fo rma  o  " M a t h e m a t i c a l  Programming Sys t em"  (IBM) 16 1 .  



COMMENT PROGRAMA DECOMP;  
COMMENT D I M E N S O E S ;  
B E G I N  

F I  L E  C A R T O E S  ( K I N D = R E A D E R )  : F I L E  I M P R E S S  ( K I N D = P R I N T E R )  ; 

I N T E G E R  M, P , Q , I M A X , U U , V V ; L A S E L  L 7 ; U U : = O ; R E A D  ( C A T O E S , / , V V ) ;  
L 7 : U U :  =JU+1 ; R E A D  ( C A R T O E S , ' / , M , P , Q , T M A X )  ; 
B E G I N  
COMMENT D E C L A R A Ç O E S ;  

I N T E G E R  K , L , R , J l  , J2 , I 'M,KSTAR ,C1  , C Z , C 3 , C 4 , C 5 , C 6 , C 7 , I , J :  I N T E G E R  C 8 ;  

I N T E G E R  N U , T , K l  , I T E R , I E ,  IS,JS,NVF,NFP9NFM~F!A,NF9STATUS; I Q T  T Q ;  
R E A L  ~M,XQ,EPS,DMAX,RMIN,RR,FOY ,XOC,MI ,MO , X O F , Y F , A L F A F , X O M , X I ;  
R E A L  E P S S ; R E A L  X1 ,YM;  
R E A L  W M I X 1 X 2  ,WSPC1 ,b iSPC2 , b i P R C l  ,WPRC2;  
I N T E G E R  A R R A Y  S E N S I l : P I ,  V A P T A I ~ : P I , V A R T F I ~ : Q ~ ,  Y I l : Q I , Y S / l : Q 1 ;  
I N T E G E R  A R R A Y  I B F I  1 : Q t l  ; 
R E A L  A R R A Y  A I O : M , ~ : P I  ,F O : M , l : Q I  , 8 1 1 : ~ )  ,X 
R E A L  A R R A Y  MA O:P,l:M+2-PI,BAIO:PI,FAfO:P 

1 : P I  , P I ] O : P + C ]  , s F I ~ : Q ~ ;  
,b?P4JO:P,Q:P19~A11:M+2-PI; 

R E A L  A R R A Y  D A  I 1 : M + 2 - P I  , F F F  1O:Q i -1  1 , B F I  Q : Q + 1 1  ,MPFI Q : Q t l  , O : Q + l l  ; 
R E A L  A R R A Y  X O I I O : ~ ~ ~ ;  R E A L  A R R A Y  D C I I : P I , D C B I - I : P I ;  
B O O L E A N  U O 1  ,UOO; 
L A B E L  S P C , I L I M , F I M , R E S T R ;  
F O R M A T  F M T A  ( / / " * * S O L .  I N V .  OU I L I M . " ) ;  
F O R M A T  F M T B  ( / / " * * S O L .  O T I M A U / "  X O = " , F 1 2 , 5 / 1 0 ( X 2 , F 1 2 , 5 ) ) ;  

F O R M A T  F M I C  ( / " * * "  , 6 0 1 2 )  ; 
F O R M A T  F M T D  ( / / " * * S O L .  I N V . " ) ;  
F O R M A T  F M A 1  ( / / "  I N I C I A L I Z A Ç A O " / ) ;  
F O R M A T  F M A 2 ( "  X O O = " , F 6 . l , X 6 , " X )  z " R 8 . 1 ) ;  
F O R M A T  F M A 3 ( "  A L F A  I I I = "  ) ; 
F O R M A T  F M A 4 ( X 2 , 2 0 1 6 ) ;  
F O R M A T  F M A 5 ( "  U B \ I ) = " ) ;  
F O R M A T  F M A 6 ( X 2 , 2 0 F 6 . 5 ) ;  
F O R M A T  F M A 7 ( "  S I I , J [ = " ) ;  
F O R M A T  F M A 8 ( / / "  F I L T R O  A M T E R I O R " / "  Y V I I I = " ) ;  
F O R M A T  F M A @ ( B B Y ( J ) = " , 6 @ 1 2 ) ;  
F O R M A T  F M A 1 0 ( / / "  R E S T R I Ç A O  F " ) ;  
F O R M A T  F M A 1 1 ( "  YF=",F6.1,"ALFAF=",F6.1) ;  
F O R M A T  F M A 1 2 ( "  S F [ J I = " ) ;  
F O R M A T  F M A 1 3 ( / / "  C O N V E R S A 0  P /  C O E F .  P O S I T . " / "  M C I I J I = " ) ;  

F O R M A T  F M A 1 4 ( / / "  I N D E X A Ç A O  O T I M A " / "  J F I J ( = " ) ;  
F O R M A T  F M A 1 5 ( / / "  SOMA C O E F .  N E G A T .  L I V R E S H / "  D I I I = " ) ;  
F O R M A T  F M A 1 7 ( "  X O F = "  ,F6.1 ,XG, "TEMPO="  ,F6.1 ,X6 , " C O N T A D O R E S = "  , 7 1 6 ) ;  
F O R M A T  F M A 2 1 ( / / "  P O D E  T E R  D E S C .  V I A V E L " ) ;  
F O R M A T  F M A 2 2 ( / / "  V A R .  L I V R E S  C O N D I C .  A  UM E  Z E R O " ) ;  



F O R M A T  F M A 2 3 ( / / " .  F 1  E  F(3 D I S J U N T O S " ) ;  
F O R M A T  F M A 2 4 ( 1 / / "  . F1 E . F O  V A Z I O S u ) . ; - -  
F O R M A T  F M A 2 5  ( / / " * * .R.ESULTADOS F I N A I S " )  ; 
F O R M A T  F M A E ó ( "  X Q '  ' " , F 6  .'l , X á Y M T E M P O = "  , . F 6 . 1  , X 6  , m ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ s = n  , 7  I 6 1  
l1 . y l , J l = ' c , ) ;  - . . .. 

F O R M A T  FMA27(//"*..*.N,AO H A  D E S C .  M E L H O R :  R E T O R N O " ) ;  
F O R M A T  F M A 2 8 ( / / " * . * S O L U Ç A O  I N V I A V E L " ) : ;  
F O R M A T  F M A 2 9 ( / / " * * ã N I C I O " )  ; 

F O R M A T  F M S O ( / / "  N O V A  B A S E  DO S 1 M P L E X n / "  ' . ; [TER=" , 1 3 , X 6 , " I E = " ,  I 3 , X 6 , " I S = "  
, 1 3 , X 6 , " B B ( O ) = " , R 8 . 1 / "  I B ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M S 3 ( / / "  L I N H A  Z E R O  DO QUADRO A T U A ' L " / "  D D ( I ) = " ) ;  

F O R M A T  F M S 4 ( / / "  C O L U N A  I E = " , I 3 , "  DO QUADRO A T U A L H / "  P I ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M S 5 -  ( / I "  P I V O T E A M E N T O " / "  J S = "  , 1 3 1 "  B B ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M S 6 ( [  " M P ( Q , I ) = " ) ;  
F O R M A T  F M S 7 ( "  B B ( J ) = " ) ;  
F O R M A T  F M S 8 ( / I H * * F I M  DO S I M P L E X U / "  S T A T U S = " , I l ) ;  

F O R M A T  F M T l ( / / " * * D A D O S  DO P R O B L E M A  M I S T O M / / "  V E T O R  DE R E S T R I Ç O E S " /  
'I 8(1)=11) 

F O R M A T  F M T Z ( X 2 , 1 4 R 9 . 2 ) ;  
F O R M A T  F M T 3 ( / / "  V E T O R  I N T E I R O  I N I C I A L " / "  Y ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 4 ( X Z 9 1 4 1 9 )  ; 
F O R M A T  F M T 5 ( / / "  M A T R I Z  D A  P A R T E  C O N T I N U A " / "  A ( I , J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 6 ( / / "  M A T R I Z  D A  P A R T E  I N T E I R A  " / "  F ( I , J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 7 ( / / " * * Q U A D R O  I N I C I A L  D E  S P C 1 ' / "  V E T O R  D E  R E S T R I Ç O E S " /  
'I B A ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 8 ( / /  " S E N T I D O  D A S  D E S I G U A L D A D . E S " / "  S E N S ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 9 ( f /  " QUADRO I N I C I A L 1 ' / "  M A ( J ,  I)=") ; 
F O R M A T  F M T l Q ( / / " * * N O V O  V E T O R  C U S T O  DE S P C U / "  M A ( Q , I ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 1 1 ( / / "  R E S T R I Ç A O  A D I C I O N A L " / "  T=",13,X6,"UB(T)=",RB.l,X6, 
" A L F A ( T ) = " , I 3 / "  S ( T , J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 1 2 ( / / "  S O L U Ç A O  D E  P R C U / "  - X O C = " , R 8 . 1 / "  - Y ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 1 3 ( / / " * * * * * * * * I ' / l '  I N I C I O  D E  I T E R A Ç A O " / /  X 2 ,  
" L I M I T E S  I N F E R I O R  E  SUPERIOR",X5,RB.1,X3,R8,1/X2, 
"NUMERO D E  ITERAÇOES",X20,"NU=",I3/X2, 
" N E M E R O  D E  R E S T R I Ç O E S " , X 2 Q , " T = 1 1 y 1 3 / X 2 ,  
" V E T O R  I N T E I R O  A T U A L U , X 3 , " Y ( J ) = " ) ;  

F O R M A T  F M T 1 4 ( / / "  S P C  T E M  S O L U Ç A O  I L I M I T A D A " ) ;  
F O R M A T  F M T 1 5 ( "  T E M P O  N A  I T E R A Ç A O n / "  W M I X 1 = "  , .F6 .1  ,XG-,"NSFC1=" , F 6 . 1  ,X6,  
" U P R C l = " , F 6 . 1 / "  T E M P O  ACUM. "1" WMIX2=",F6.1,X6,"WSPC2=",F6.1,X6, 
I 'WPRCZ="  ,F6.1) ; 



FORMAT FMT16(//"**.E.RRO: SOL. MIX > SOL. PRI. " ) . ;  
PROCEDURE S I M P L E X ~ ~  ,NN,MM,FF,BB ,MP, IB.,v;~RT,-z,DO-,NI ,ESTADO) ; 
COMMENT DECLARAÇOES E INLCIALIZAÇAO; 

I N T E G E R N , N N ; R E A L  ARRAY MMI'0,l'I ,FFIOI ,BBIOI ,MP[-O,O[,IB[l 1; 
INTEGER ESTADOI 
REAL ARRAY DO 1" ,VART I I ,Z 11 I ; INTEGER NI ; 
BEGIN REAL ARRAY ZMAM 0:NI;LABEL NBASE,LO,SFIM; 
REAL ARRAY AMIO:N,l:NNI; 
E P S : = ~ . O Q - ~ ; F F I o I : = - ~ . O ;  

COMMENT INICIO DE ITERAÇAO; 
NBASE: ITER: =ITER+l ; 

COMMENT ATUALIZAÇAO DA LINHA Z E R O  DO QUADRO; 
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL N DO 

BEGIN ZMANIJI:=O;FOR K:=O STEP 1 UNTIL N DO 
Z M A N I J I : = Z M A N ~ J ~ + F F I K \ + M P I K , J ~ ; E N D ;  

FOR I:=l STEP 1 UNTIL MN D O  
BEGIN DOIII:=Q;FOR J:=Q S T E P  1 UNTIL N DO 
DOI11 : = D O I I I + Z M A N I J I + M M ~ J , I I ; E N D ;  

WRITE (IMPRESS,FMS3); 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR I:=l S T E P  1 UNTIL NN D O  DOIII); 

COMMENT CRITERIO D E  ENTRADA; 
DMAX:=O;E:=L:=O; 
L0:IF L<NN+N THEN BEGIN 
L:=L+1 ; FOR I:=L S T E P  1 UNTIL NN DO 
BEGIN IF DOII I > DMAX T H E 3  BEGIN 
F O R  J:=1 STEP 1 UNTIL N DO IF I=IBIJ[ OR I=VARTIJI THEN GO T O  L O ;  
IE:=I; 

COMMENT SOL. OTIMA OU INVIAVEL; 
IF IE=O THEN 

BEGIN FOR J:=I STEP I UNTIL N DO IF F F I J ~ E P S  THEN 
BEGZN ESTADO:=-1;GO T O  SF1M;END; 

COMMENT CRITERIO D E  SAIDA; 
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL N D O  
BEGIN PIIJ-I:=O;FOR K:=O STEP 1 UNTIL N DO 
P I I J I : = P I I J I + M P I J , K I + M M I K , I E I ; E N D ;  
WRITE (IMPRESS,FMS4,IE); 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=0 STEP 1 UNTIL N DO PIIJI); 
RMIN:=l.O020;IS:=O; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL N DO'I'F PflJ1.NEQ O THEN 

BEGIN RR:=BB J /PI[J[;IF RR'LEQ RMIN AMD RR>O THEN 
BEGIN IS:=IB / J I ;RMIN: =RR;JS:=J;END;END; 

IF IS=O THEN BEGIN ESTADO : =  1; 
GO T O  SF1M;END; 
COMMENT PIVOTEAMENTO; 

RR:=-~.O/PIIJSI;PIIJS[:=-1.Q;FOR J:=0 STEP L UNTIL N D O  
BEGIN PIIJI:=PI J[+RR;IF J NEQ J S  THEN 

BEGIN B B I J  I : = B B I J I + P I ~ J I  
FOR I:=o sTEP 1 uNTIL N D o  + B B I  M P  J , I ~ : = M P I J , I I + P I ~ J I * M P I J S , I I ; E N D ;  J S I  



E N D ; I B [ J S I : = I E ; F F [ J S ~ : = Q ;  
B S ~ J S [ : = ' P I [ J S [ * R B / J S [ ;  
F O R  I:=Q STEP 1 U N T I L  N D O  M P I J ~ J I : = P I [ J S ~ * M P ~ J S , I [ ;  
W R I T E  (IMPRESS,FMSO,ITER,IE,IS,BBIQI); 
W R I T E  ( I M P R E S S , F M T 4 , F O R . J : = 1  S T E P  1 UNTIL-:!r D O  I B I - J I ) ;  
W R I T E  ( I M P R E S S , F M S 7 ) ;  
W R I T E  ( I M P R E S S , F M T P , F O R  J:=1 S T E P  1 U N T I L  N D O  B B I J I ; G O  T O  N B A S E ;  
S F I M :  F O R  I:=l S T E P  1 U N T I L  N N  D O  Z I I I : = O ;  

F O R  J:=I STEP i U N T I L  N D O  Z I I B I J I I : = B B J J I ;  
W R I T E  (IMPRESS,FMS8,ESTADO);END; 



COMMENT FIM D A  PROCEDURE; 
COMMENT INICIALIZAÇAO;. - 

READ (CARTOES.'/,FOR I:=l STEP 1 UNTIL M D O  BI 1'1, 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO llJ[); 
F O R !;-i . . - )  - STEP 1 UNTIL M DO 
READ (CARTOES,/,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P DO AII,JI,FOR J:=1 STEP 1 
UNTIL Q DO FI1,JI); 
WRITE (IMPRESS,FMTl); 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO BIII); 
WRITE (IMPRESS ,FMT3) ; 
WRITE (IMPRESS,FMT4,FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL Q DO YIJI); 
FOR I:=) STEP 1 UNTIL M DO 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL P DO AI1,JI); 
WRITE (IMPRESS,FMTG); 
FOR I:=O S T E P  1 UNTIL M DO 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO FI1,JI); 
WO:=WMIX1.:=íIME(2)/60;WMIXZ:=WSPC2:=WPRCZ:=O; 
ZM:=XQ:=-I.OQ~ ;T:=O;KI:=O;FOR J:=I STEP -i U N T IL P DO S E N S I J I : = I ;  
EPSS:=l.OQ-5;Xl:=;ZM; 

COMMENT QUADRO INICIAL DE SPC; 
IF NU=O THEN 

BEGIN FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL P DO 
BEGIN B A I J I : = A I O , J I ; F O R  1:=1 SFEP 1 UNTIL M DO M A I J , I I : = A I I , J I ; E N D ;  
FOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO 

BEGIN MAIO,II:=BII 
M A I O , I I : = M A I O , I I - F  

:FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q D O  
O , J I * Y I J I : E N D ;  

FOR J:=I STEP i UNTIL P DO IF B A I J ~ O  THEN 
BEGIN BAIJI:=-BA 
MAIJ,II:=-MAIJ,I 

J I ; S E N S I J I ; - S E R S ~ J ~  jFOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO 
;END; 

NVF: =NFP:=b!F.N: =O; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P D O  

I F SENSIJI NEQ O THEN 
BEGIN N V F : = N V F + l ; N F P + ( S E N S I J ~ ) / Z ; N F N : = N F N - ( S E N S ~ J ~ - l ) / Z ;  

VARTAIJI:=O;END; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P DO 
IF S E N S ~ J  = I  THEN A BEGIN M IJ,M,K1+1 [:=-I .0;1(1+1 ;FA[?I:=ZM;VARTAI JI :=M+NFP+J; 

M A I J , M + N F P + J ~  ; = I . O ; I B A I J I : = M + N F P + J ; E N D ;  
ELSE BEGIN M A I ' J , M + N F P + J I : = I . O ; I B A I J I : = M + N F P + J ; I F  S E N S I J I = O  THEN 
BEGIN F A ~ J ~ : = o ; V A R T A I J I : = M + N F P + J ; E N D  ELSE BEGIN FAIJI:=ZM; 
V A R T A I J ~  :=O;END;END; 

NA:=M+NFP+P; 
WRITE (IMPRESS,FMT7); 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=1 STEP 1 UNTI'L---P D O  BAIJI); 
NRITE (IMPRESS,FMT8); 
WRITE (IMPRESS,FMT4,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P D O  SENSIJI); 
WRITE (IMPRESS,FMT9); 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P DO 

WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR I:=l STEP 1 UNTIL NA DO MAIJ,II); 



COMMENT MATRIZ INICIAL D A  BASE; 
M P A ~ , O ~ : = ~ . O ; F O R  J:=I STEP I UNTIL P DO 
BEGIN M P A I J , J I : = I . Q ; I B A [ J ~ : = F I + N F P + J ; E N D ; E N D ;  

COMMENT SOLUCAO D E  SPC; 
SPC:WMIXl :=TIME(2)/60-bíMIX1 ;bíMIX2:=UMIX2+b4M~Xl~; 
WRITE (IMPRESS,FMTl3,Xl,XO,NU,T); 
WRITE fIMPRESS.FMT4.FOR Ja=l S T E P  1 UNTIL Q D O  YIJI); 

l,WMIX2,WSPC2,WPRCZ); W R I T E  (IMPRESS;FMTT~,WMIXI ,WSPCl ,WPRC 
WMIXI:=TIME(2)/60; 
FOR J:=I STEP 1 UNTIL P DO DCIJI:=-MA 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL M D O  

BEGIN MAIo,II:=BII ;FOR J:=1 STEP 1 
MA[O,II:=MAIO,I[-F I , J I - Y [ J [ ; E N D ;  

FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P D O  BEGIN 
D C J J I : = O C I J I + M A I O , I B A I J I  1; B A I O I : = R A I O I - D C I J J * B A I J I ; E N D ;  
IF NU>O THEN FOR I:=l STEP 1 UNTIL P DO 

BEGIN 'DCBIj:io;F;R i S E  I UNTIL P DO 
II:=DCB I +DC KI*MPA K , I I ;  
O,II:=M A 0,I -DCBII ;END; 

WRITE (IMPRESS,FMTlO); 
WRITE (IMPRESS,FMT?,FOR I:=l STEP 1 UNTIL NA DO MAI0,II); 
WSPCl:=TIMk(2)/60; 
S I M P L E X ( P , N A , M A , F A , R A , M P A , T R A , V A R T A , Z A , D A , N U , S T A T U S ) ;  
WSPCl:=TIME(2)/6O-WSPCl;WSPC2:=WSPC2+1dSPCl; 
I F  STATUS=-1 THEN BEGIN WRITE (IMPRESS,FMTA);GO T O  F1M;END; 
FOY:=O; FOR J:=I STEP 1 UNTIL Q DO F O Y + F I O , J I * Y I J I ;  
I F  STATUS =I T H E N  G O  T O  ILIM; 

COMMEYT SPC T E M  SOL. OTIMA; 
IF FOY-BAIO 

BEGIN XOI 
<XO THEN 
N U I : = F O Y - B A I O I ;  IF xo I I N U ~ X I  THEN X I : = X O I I N U I ;  

U01 : =  TRUE;UOO:=FALSE;GO T O  RESTR;END; 
I F  FoY-BAIOI>XO THEN BEGIN WRITE (IMPRESS,FMTlG);GO T O  F1M;END; 
FOR J:=I STEP 1 UNTIL P DO X I J I : = D A I M + N F P + J I ;  

WRITE (IMPRESS,FMTB,XO,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P DO XIJI; 
WRITE (IMPRESS,FMTC,FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL Q DO Y1JI);GO T O  FIM; 

ILIM:JOO:=TRUE;IF FOY-BAIO[<XO THEN 001:=TRUE ELSE U01:= FALSE; 
WRITE (IMPRESS,FMT14); 



SOLUÇÃO D E  . P R I  . PARTE . . I (1) 

COMMENT SOLUÇAO D E  PRC EPRI COM RESIR. AUTO. ;  
RESTR: IF UOO AND 1101 THEN I:=T+2 ELSE T:=T+l; 
BEGIFJ 
COMMENT DECLARAÇAO D E  CONJUNTOS DINAMICOS; 

OWN INTEGER ARRAY ALFAI1:TMAXI; 
OWN REAL ARRAY MF 
OWN REAL ARRAY UB 

o : Q + ~ , ~ : ~ + ~ + ~ + T M A X I , D F I ~ : ~ + Q + ~ + T M A X I ;  
l:TMAXI,SIl:TMAX,l:QI; 

REAL ARRAY u I ~ : M I , V I ~ : M [ , W I ~ : T I  ,YVIl:Tl ,DIl:Tl; 
LABEL L1 ,LZ,L3,L4,L5 ,L6 ,L2A,LA,LA,LB ,LC ,LD,LE ,LF,PRC;LABEL PRI; 
REAL ARRAY ZF~I:Z+Q+Z+TI; 

COMMENT RESTR. ADIC.; 
IF UOO AND U01 THEN T:=Trl;IF U O O  THEN 

BEGIM A L F A I I I  :=O; 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL M D O  VIII:=O; 
FOR J:=I STEP I UNTIL P DO IF P I I J I  O AND I B A I J I  LEQ M THEN 
V I I B A I J I  I : = - P I I J I ;  
U B I I I : = O ; F O R  I:=I STEP i UNTIL M DO U B I T I : = U B I T I + V I I I * B I I [ ;  
FOR J:=I STEP 1 UNTIL Q DO 

BEGIN SIT,JI:=O;FOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO 
S I T , J I : = S I T , J I + V I  I I * F  

WRITE (IMPRESS,FMTll ,T,UB 
I , J I  ;END; 
I I ,ALFAIT I ) ;  

WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL Q D O  SIT,JI);END; 
I F  UOl AND UOO THEN T:T+I;IF U01 T H E N  

BEGIN A L F A [ T I : = ~ ; F O R  I:=l STEP 1 UNTIL M DO U 
UBITI:=O;FOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO UBITI:=UB 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO 

BEGIN SIT,JI:=-F Q,JI;FoR I:=l STEP 1 UNTIL M DO 
S I T , J I  :=sIT,JI+u I \ * F  I , J ~ ; E M D ;  

WRITE (IMPRESS,FMT11 ,T,UB ' 1  TI ,ALFAITI ) ;  
WRITE (IMPRESSYFMT2,FOR J:=l S T E P  1 UNTIL Q D O  sIT,JI);END; 

COMMENT QUADRO INICIAL D E  PRO(DUAL); 
IF T=l THEN 

BEGIN 
XO:=UBIII; FOR J:=1 STEP 1 UNTIL O DO IF SIT,JI<O THEN 
BEGIN Y I I I : = ~ ; X O : = X O - S I T , J . I ; E ~ D  ELSE Y I J I : = O ;  
WRITE IMPRESS,FMT~~,XO);WRITE (IMPRESS,FMT~,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q 
DO YIJ I ) ;  
NU:=F4U+1 ;GO T O  SPC;END 

ELSE I F  T LEQ 3 AND NU LEQ 1 THEN 
BEGIN FOR J:=1 S T E P  1 UNTIL Q D O  
BEGIN MF(J,JI :=-I .O;MF J,Q +JI:=MF(O,Q +JI:=l.O;IBFIJ :=O +J;END; 

B F I Q + ~ ~ : = ~ . o ; M F I Q + ~ , ~ * Q +  ;FFFIQ+l :=ZM; 
IBFIQ+11:=2*Q+l; 

FOR K:=l STEP 1 UNTIL T DO 

I 
SEGIN MF10,2*Q+l+KI:=UBIK[;MF Q+lY2*Q+1+K[:=ALFAIl<~; 
FOR J:=I STEP I UNTIL Q DO  MF J , Z * ~ Q + I + K I : = S I K , J I ; E N D ;  



NF:=Q+~ ;VARTF[Q+l [:=2*~+1; 
COMMENT MATRIZ INICIAL D A  BASE; 

MPF[Q,QI:=~.O;FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Qt1 DO 
BEGIN MPF J,J :=I.O;IBFIJ[:=Q +J;END; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q D O  
BEGIN MPF[O,JI:=-~.o;BF[JI:=EPss;END;END; 

COMMENT SOLUCAO D E  PRO(DUAL); 
PRC:TQ:=Z*Q+Z+T; 
WPRCl:=TIME(2)/60; 

SIMPLEX(NF,TQ,MF,FFF,BE ,MPF, IBE,VARTF,IF,DF, 0,STATUS) ; 
WPRCl:=TIME(2)/60-MPRCl;WPRC2:=blPRCZ+IdPRC?; 
IF STATUS=I THEN BEGIN WRITE (IMPRESS,FMTO);GO T O  F1M;END; 

COMMENT T E S T E  DE INTEGRALTDADE; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q D O  

BEGIN IF EPS + DFIQtJI > 0- THEN Y I J / : = 0  
ELSE I F  l.O+DFIQ +JI>EPS THEN Y1J : = 1  
ELSE BEGIN WRTTE (IMPRESS,FMT12,BF O(); 

G O  T O  PR1;END;END; 

I 
WRITE (IMPRESS,FMTZ,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO DFIQ +JI); 

COMMENT PRC TEM SOLUCAO OTIMA INTEIRA; 
C8:=C8+1;FOR I:=1 STEP 1 UNTIL T D O  I F  A L F A / I I = l  THEN 

BEGIN Y V [ I I : = U B I E ( ; F O R  J:=I STEP 1 UNTIL Q DO 
Y V I I I : = Y V I I I - S I I , J I * Y I J I ; I F  YVII[<XO THEN XO:=YVIII;END; 

WRITE (IMPRESS,FMTlZ,XO); 
WRITE (IMPRESS,FMT4,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO Y131); 
NU:=NU+l ;GO T O  SPC; 

COMMENT COMSTR. FILTRO E SOLUÇAO D E  PRI; 
PRI:XOC:=-BFIOJ; 
FOR K:=l STEP 1 UNTIL T 80 UIKI :=~F\<*Qtl+l<l ; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTTL Q D O  Y S I J I : = U S ~ J ~ : = Y ] J I : = O ;  
US O :=K:=Cl:=C2:=C3:=C4:=C5:=C6:=C7:=O;XOM:=-99999.0; 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO YvIII:=uBIII; 
WRITE (IMPRESS,FMAl ) ; 
WRITE (IMPRESS,FMA2,XOC,XO ) ;  
WRITE (IMPRESS,FMA3); 
WRITE (IMPRESS,FMA4,FOR I:=l S T E P  1 UNTIL T DO ALFAIII); 
WRITE (IMPRESS,FMA5); 
MRITE (IMPRESS,FMAG,FOR I:=l STEP 1 UNTIL T D O  ~ ~ 1 1 1 ) ;  
URITE (IMPRESS,FMA7); 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO 
WRITE (IMPRESS,FMA5,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO sII,JI); 

COMMENT FILTRO ANTERIOR; 
IF XOC OEO XOM THEN FOR J :=1  STEP 1 UNTIL Q DO I F  M C  J 1=1 THEN 

BEGIN FOR T:=l STEP 1 UNTIL T D O  YvIII:=YVITI-SII~J 
sII,JI:=-SI1,JI;GO TO LE; END;GO T O  LF; 

LE:J:=J; 

I 
WRITE (IMPRESS,FMA8) ; 
NRITE (IMPRESS,FMAG,FOR 1:=1 STEP 1 UNTIL T DO YV(I]); 
WRITE (IMPRESS,FMA7); 
FOR I:=l STEP 1 UNTLL T D O  
WRITE (IMPRESS,FMAG,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q D O  S[I,J]);GO T O  LB; 

COMMENT FILTRO NOVO; 



F O R  J :=i STEP 1 UNTRL Q D O  
B E G I N  SFlJI:=O; F O R  I:=1 S T E P  1 UNTIL T DO 
S F I J I  :=SFlJl+NlIltSl'r,J1 ; E N D ;  

YF:=A,FAF:=O;FOR 1:=1 STEP 1 U N T T L  T D O  
R E G I N  Y F : = Y F + U / I ~ * U R ~ I / ;  A L F A F : = A L F A F + W ~ ( * A L F A I I I ; E N D ;  

W R I T E  ( I M P R E S S , F M A l U )  ; 
W R I T E  CIMPRESS,FMAll,YF,ALFAF]; 
N R I T E  [TMPRESS,FMA12); 
M R I T E  ( I M P R E S S , F M A G , F O R  J : = 1  S T E P  1 U N T I L  Q D O SFIJI); 



S O L U Ç ~ O  DE PRI - PARTE . . L ( 21  

COMM.ENT CONVERSA0 P/ COEF. POSTT. ;'. 
FOR J:=1 STEP 1 UYTIL Q DO IF SFI J. 

BEGIN MCIJI:=~;YF:=YF-SFIJ[;SF'IJ 
<O THEN 
':=-SFIJ1; 

FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO 
BEGIN Y V I I I : = Y V [ I l - . S [ ' I 3 J ] ; S [ ' I , J 1 : = - . S [ ' I , J I  ;END;END; 
WRITE (6MPRESS,FMA13); 
WRITE (IMPRESS,FMA4,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO MCIJI); 
WRI'TE (I'MP'RESS ,FMAll ,Y-F ,ALFAFJ ; 
W-RI'TE (IMPRESS,FMA12) ; 
WRITE (1-MPRESS,FMAG,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO SFIJI); 

COMMENT I?,lDEXACAO OTIMA; 
JFII ]:=I; J:=l; 
LA:L:=J+l;FOR J:=L STEP 1 UNTIL Q DO 

BEGIN J F  J :=J; FOR JI:=I STEP I UNTIL J-.i D O  IF S F ~ J ~ S F ~ J I ~ I T H E N  
BEGI'N FOR J2:=0 STEP 1 UNTIL 3-31-1 DO 
J F ~ J - ~ I Z ~ : = J F ~ J - ~ J Z - I ~ ; J F I J ~ ~ : = J ; G O  TO LA;END;END; 

WRITE (IMPRESS,FMA14); 
WRITE (IMPRESS,FMA4,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO JFIJI); 

COMMENT SOMA COEF. NEG. LIVRES; 
LB:FOR I:=I STEP i UNTTL T DO D I I I : = O ;  
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DC 
IF S ~ I , J ~ < O  THEN B I I ~ : = O I I I - ~ I I , J ~ ;  
WRITE (IMPRESS,FMAlS); 
WRI'TE (IMPRES-S,FMA6,FOR I:=1 STEP 1 UNTIL T DO DIII); 



COMMEFIT NOVA 1:TERACAO; 
N-RITE C T M P R E S S , F M A Z ~ ~ ;  - - 

COMMENT TESTE LI'M. SO-P. 'F .-O. ;. 
Ll:Cl:=Cl+l; 

Ml :=TIME(2) /60-MO; XOF:=YF/ALFAF; 
WRITE (IMPRESS,FMAlG) 
WRITE /IMPRESS,FMA17,XBF,Kl - 

- '  ,C'4 ,C2,C'3 ,C4,C5,CG,C7); 
WRITE (IMPRESS,FMA@,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO YSIJ ) ;  
WRITE (IMPRESS,/,YF,K,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO US JI); 
IF XIF LEQ.XOM THE!I BEGIN C2:=C2+1; GO T O  L2;END; 

COMMENT TESTE VIABILIDADE; 

I 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO IF ALFAIII='J AND YVIII<O THEN GO TO LC; 

COMMENT CALCULO F.O. F ATUALIZACAO; 
C3:=C3+1;YM:=XOF;6M:=0; 
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL T DO IF ALFAIII=1 AND YVIIILEQ YM THEN 
BEGIN YM:=YVIII;IM:=I;END; 
WRITE (IMPRESS,FMA18,YM,IM); 
IF YM>XOM THEN 
BEGIN XOM:=YM;FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO YIJ[:=YSIJI;END; 
WRITE (IMPRESS,FMA19,XOM);ENB; 

COMMENT TESTE AUMENTO F . 0 ; ;  
IF IM NEQ Q THEN BEGIN 
IF OIIMIyXOM-.YM THEN GO TO L 0  ELSE BEGIN C7:=C7+1;GO TO L2;END;END; 
ELSE GO TO LO: 

COMMENT TESTE INVAR. EST.; 
LC:FOR I:=I STEP i UNTIL T DO IF A L F A ( I ~ = O  AND Y V I I I < O  THEN 
BEGIN IF YV(II+OIII<O THEN BEGIN C4:=C4+1;GO TOL2;END;END; 
WRITE (IMPRESS,FMA21); 

COMMENT VAR. LIVRES CONDIC.; 
FOR I:=I STEP i UNTIL T DO IF A L F A I I I = O  AND Y V I I I < O  THEN 
FOR Jl:=K+1 STEP 1 UNTIL Q DO 

<O THEN F1 J :=I; 
<O THEN FO J :=1;END; 

WRITE (IMPRESS,FMA22); 
I I 

WRITE (IMPRESS,FMAa,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO F1 J ) ;  
WRITE (IMPRESS,FMA4,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL Q DO FO J ) ;  

COMMENT TESTE P/ VAR. LIVRES COYDIC.; 
FOR J1:K+1 STEP 1 UYTIL Q DO 

I I 
BEGIN J : = J F I J I I ; I F  F I I J I = I  AND F O I J I = I  THEN 
BEGIN C5:=G5+1;GO TO L2, END;END; 

WRITE (IMPRESS,FMA23); 
FOR Jl:=K+l STEP 1 UNTIL Q DO 

BEGIN J:=JFIJlI;IF F ~ I J I = ~  OR F0[31=1 THEN 
BEGIN CG:=Có+l;GO T O  L3;END;END; 

MRITE (IMPRESS ,FMA24) ; 



COMMENT AUMENTO D A  SQLUCAO; 
LD: IF K OEQ Q THEN GO T O  L 2  ELSE 

K:=K+I;J:=JFIKI ; Y S I J I  :=J;YF:=YF-SFIJ~; 
MRI TE ( IYPRESS , F N A ~ O  1'; 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO 
BEGIN YVI I ' I : = Y ~ V ( I ( - ~ S ( ' I ~ , J I ; I ~ F  %('I:,J(<IZ THEN D ( I [ : = D l I l + S ( ' I , J I - ; E N D ;  
GO T O  LI'; 

IF STATUS=O THEN 
BEGIN NU:=NU+l;GO T O  SPC;END;END; 

COMMENT SALTO P/ NOVA SOLUÇAO; 
L3: FOR Jl:=Ktl STEP 1 UNTTL Q DO 

BEGTN J:=JF[JI;IF F11J1=1 OR FOIJI=l T H E N  
BEGIN K:=K+l;USIKI:=-J;IF F11J1=1 THEN YS1J1:=1 ELSE YSIJ1:=0; 
FOR I:=l STEP 1 UNTIL T DO 

IF UU<VV THEN GO T O  L7; 
END. 

BEGIN YV[II:=YV 
;END;YF:=YF-SFIJ 

TI-,S['I,Jl*YS[JI;IF SII,J/<O THEN DIII:=D[II+SII,JI 
*YSIJI;E!ID;END; 

GO TO L I ;  
COMMENT BACKTRACKING; 

L2:WRITE (IMPRESS,FMA27); 
F O R  R:=O STEP 1 UNTIL K DO TF USI I(-RI>O THEN GO T O  L2A;GF T O  L6;  
LZA:KSTAR:=K-R;IF KSTAR=R THEN 

BEGIN FOR I:=l S T E P  1 UNTIL T DO YvIII:=YVIII+SII,USIKII; 
YSIJSIK[ I : = O ;  Y F : = Y F + S F ~ U S [ K [ : = - U S [ K I  ;GO T O  L1;END; 

FOR Jl:=KSTAR+l STEP 1 UNTIL K D O  
BEGIN FOR I:=l S T E P  1 UNTIL T DO 

,-USIJ11pYS 
< Õ T H E N  D l T  
-usIJlI I;Ys 

-US 
:=D 

Jll 1 ;  
11-Sl1,-US J1 ;END; 

-usIJ1 I:=o;us I J1 I I  :=O;EYD;  
;K: KSTAR KSTARI : =-IJS KSTAR 

FOR I:=l STEP 1 UNTIL T D O  YVII :=YvII[+SII,-USIK[l;YF:=YF+SFI-USIKI 1 ;  
GO T O  LI; 

COYMENT RESULTADOS FIRAIS; 
L8:FOR I:=l STEP 1 UNTIL T D O  IF ALFA[II=O AND Y V I I [ < O  THEN 
BEGIN WRITE (IMPRESSYFMA28);STATUS:=1;GO T O  L5;END; 

STATUS: = O  ; 
FOR J:=I STEP i UNTIL o DO IF M C [ J I = I  THEN 

BEGIN YIJI:=1-YIJI;FOR I:=1 STEP 1 UNTIL T D O  SII,J(:=-SII,J(;END; 
XO:=XOM; 
L5:Wl :=TIME(2)/60-W0; 
NRITE (IMPRESS,FMA25); 
WRITE (IMPRESS,FMA26 ,XO,Wl ,C1 ,C2,C3,C4,C5 ,C6 J7); 
IF STATUS=-1 THEN BEGIN WRITE (IMPRESS,FMTO);GO TO F1M;END; 
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