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RESUMO 

O modelo desenvolvido dest ina-se ao planejamento a cur- 

t o  prazo da ampliação da capacidade de uma rede com f luxo onde po- 

dem e x i s t i r  capacidades i n i c i a i s .  

A s  anipliações da rede são o b t i d a s  por acréscimos de ca- 

pacidades ( i n t e i r o s  e l imi tados )  aos ramos da rede ,  os q u a i s  impor - 
tam ern um cus to .  Deseja-se encont rar  um n h e r o  k de ampliações 

de mais baixo cus to  da rede,  a fim de que uma demand.a (não s a t i s  - 
f e i t a  na rede i n i c i a l )  s e j a  a tendida.  

O problema o r i g i n a l  6 transformado em um problema de hus - 
ca  de k caminhos de menores custos  em um gra fo ,  e para  a sua re-  

solução apresenta-se t rês  algoritmos : o algori tmo de ~rogramação  

~ i n â m i c a ,  uma adaptação do algoritmo de D i j k s t r a  e o algori tmo de 

~rogramaqão H c u r ~ s t i c a .  



iii 

The mod-e1 presented  i s  foreseen t o  t h e  ç h o r t  term 

planning of t h e  capaci ty  expansion of a flow network, where i n i t i a l  

c a p a c i t i e s  may e x i s t .  

The network expanãions a r e  ohta ined  by r i s i n g  t h e  

capaci ty  ( t h e  values a r e  i n t e g e r s  and Limited) of  t h e  network-arcs, 

which r e s u l t s  i n  a c e r t a i n  c o s t .  The goal  i s  t o  f i n d  a numher k 

o£ expansions with lowest c a s t  of  t h e  network, s o  t h a t  a demand 

(not  s a t i s f i e d  i n  t h e  i n i t i a l  network) may he at tended.  

The o r i g i n a l  problem is  transformed i n t o  a problem of 

the  search  i n  a graph of k pa ths  with Lowest c o s t .  Three 

a l g o r i t h s a r e  presented f o r  t h e  problem r e s o l u t i o n i  t h e  Dynamic 

Programming algori thm, an adapta t ion  of t h e  D i j k s t r a  a lgori thm, 

and f i n a l l y  t h e  H e u r i s t i c  Programming algorithm. 
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I N T R O D U Ç Ã O  

O problema aqui  estudado su rg iu  or iginalmente do pro - 
blema da ampliação a c u r t o  prazo de uma rede  de potência .  E s t e  trg 

balho e n t r e t a n t o ,  l imi ta - se  5 abordagem t e ó r i c a  do problema. 

No problema o r i g i n a l  considerava-se uma rede  de po - 
t ê n c i a  c o n s t i t u í d a  de  us inas ,  subestações e cent ros  consumidores 

(nós da rede)  e t r echos  e n t r e  a s  subestaçÕes,onde existem ou podem 

e x i s t i r  l i n h a s  de  transmissão (ramos da r e d e ) .  Por razões t écn icas  

o f luxo de potência  que pode c i r c u l a r  e n t r e  as l i n h a s  de t ransmissão 

6 l imi tado (capacidade dos ramos) . 

Devido à l imi tação  do f luxo  de potência  que c i r c u l a  

na rede ,  o crescimento de merca-do e da geraqão de ene rg ia  exigem u- 

m a  ampliaqão da rede ,  a fim de que o f luxo  de potência  atenda as no - 
vas necessidades.  

Para  a ampliação da rede ,  permite-se a introduqão de 

novas l i n h a s  de  t ransmissão ao s i s tema (acréscimos de capacidades) .  

A introducão d e s t a s  l i n h a s  importam em um c u s t o ,  e o n h e r o  de li - 
nhas a serem ac resc idas  em cada t recho 6 l imi tado.  

Deseja-se determinar o número de  l i n h a s  a s e r e m  i n  - 
t roduzidas  e m  cada t recho,  a f i m  de que o f luxo de ene rg ia  atenda 



5s exigências do mercado, e o custo de ampliação da rede s e j a  mini - 

mo. 

supõe-se que a capacidade i n i c i a l  da rede 6 insuf i -  

c iente  para atender 5s exigências do mercado. 

Observou-se que por razões não só têcnicas como tam - 

bém por considerações não incluídas no modelo, a solucão de  custo 

minimo fornece apenas subsgdios para a determinação de outras solu - 
ções. A s s i m ,  formulou-se um segundo problema para determinar ou - 
t r a s  soluções de baixo custo, a fim de fornecer ao planejador op - 
ções na escolha da solução a s e r  implementada. 

Este trabalho tem como objetivo a resolução de um 

problema como o descr i to  acima, sem levar em consideração a s  carac - 
t e r í s t i c a s  da rede de potência. A s  técnicas u t i l i zadas  para a re- 

çolugão do problema, entretanto,  podem s e r  adaptadas a qualquer ti - 
po de rede de transporte.  

No capitulo I1 formula-se o problema como um proble - 
ma de programação i n t e i r a  e jus t i f ica-se  a não u t i l i zação  de técni  - 

caç de programação i n t e i r a  para a sua resoluqão. 

No capitulo seguinte reformula-se o problema como um 

problema de busca de caminhos de baixo custo em um grafo, e apresen - 
tam-se dois algoritmos para a sua resolução: o algoritmo de progra 

maqão dinâmica e um algoritmo baseado no algoritmo de Dijkstra pa- 

r a  a busca d.e wn caminho de custo mínimo em um grafo. 



No c a p í t u l o  I V  apresenta-se o algoritmo de programa - 
ção h e u r i s t i c a  des t inado 5 resolução do problema de busca. No £i- 

n a l  deste c a p i t u l o  sugere-se um método para a determinação de uma 

heurxs t i ca  a d m i s s ~ v e l  que garante  um funcionaniento razoavelmente e 

f i c i e n t e  d e s t e  algoritmo. 



Denota-se por  mn &In) ao conjunto de n-Üplas oràe- 

nadas de  números i n t e i r o s  ( r e a i s )  as gua i s  s e r ã o  consideradas ve to  - 
r e s  l i n h a s .  

Um ve to r  s e r ã  ca rac te r i zado  por uma l e t r a  minÚscula. 

N o  caso de haver m a i s  de um v e t o r  representado p e l a  mesma letra u- 

t i l i z a - s e  super- índices  pa ra  d i fe renc ia - los .  A s  componentes de um 

v e t o r  se rão  ca rac te r i zadas  p e l a  l e t r a  que rep resen ta  o v e t o r  e por 

sub--1ndices que indicam a componente a que pertencem. I?or exemplo, 

1 1  1 o v e t o r  x1 E pode ser representado por (xl, x2 , . . . , x,) . 
1 Sejam xl, x2 E R~ . Ut i l i za - se  a notaqão: x < x2 

2 1 2  para  i n d i c a r  que xk < x para  i=1 , 2 , .  . . ,m . Analogamente x- <x  i - 
1 2 2 1 s e  xi 5 xi , i = 1 , 2 . . .  m . Indica-se x1 - x (x # x2) s e  

2 1 2 
< x , i=1 ,2  ,.., m , e  e x i s t e  j = 1 2 . . . ,  m t a l  que x < x . Xi - i j j 

Um conjunto s e r á  ca rac te r i zado  por uma l e t r a  maiúscu - 
l a  e sua card ina l idade  indicada p e l a  l e t r a  que o c a r a c t e r i z a  e n t r e  

ba r ras .  Exen~plo: conjunto A , cardina l idade  de A : ( A  1 . Um 

conjunto de p a r t e s  de  A ser5 representado por  P ( A ) .  

Quanto 5s r e f e r ê n c i a s ,  os c a p í t u l o s  serão  enumerados 

em algarismos romanos, expressões e parágrafos se rão  indicados por 

algarismos arabicos .  Para r e f e r ê n c i a r  expressão ou parágrafo  no 

mesmo capbtulo,  u t i l i z a - s e  sua  numeração e n t r e  parênteses .  NO ca- 

s o  de r e f e r ê n c i a  a uma expressão ou parágrafo e m  o u t r o  c a p í t u l o , i n  - 
dica-se a numeração do c a p i t u l o  seguida da numeração da expressão 



ou parágrafo a s e r  referenciado. ~ a r á g r a f o s  e expressões dos apên - 

dites serão referenciados por l e t r a s  maiÚsculas seguidas do ncmero 

do parágrafo ou expressão. 

A b ib l iograf ia  é apresentada no f i n a l  do trabalho em 

ordem alfabét ica .  A referência 5 bib l iograf ia  é indicada pelo nome 

do primeiro autor seguido da data de publicação da obra. 



C A P ~ T U L O  11 

O PROBLEMA 

Neste capítulo apresenta-se a formulação do proble- 

ma. A t eo r i a  u t i l i zada  6 a t eo r i a  de redes com fluxo - V e r  (Ford 

1621) e (Berge 1621) ; um resumo desta t eo r i a  encontra-se no ~ p ê n d i c e  

A. 

Na secção 1 serão introduzidos os elementos do mode - 
10 que será  estudado; formula-se um primeiro problema destinado a 

encontrar uma p o l í t i c a  de ampliação de custo mínimo e discute-se a s  

razões que levaram 5 formulação d e m  segundo problema, destinado a 

encontrar outras po l í t i cas  de ampliação além desta;  e s t e  Último pro - 
blema const i tu i  o ob je t ivo deste trabalho. 

Na secção 2 apresenta-se três extensões possíveis do 

modelo, para os casos: a rede dada possui vários nós de produção e 

demanda; a rede contém ramos mÚltiplos, e o caso em que 6 necessá - 
r i o  um aumento de produção. 



SECÇÃO 1 - FORMULAGÃO DO PROBLEMA 

I n i c i a - s e  esta secção fixando-se os  elementos do m o  
delo.  O s  concei tos  bás icos  de  t e o r i a  dos g ra fos  que se rão  u t i l i z a  

dos como os  concei tos  de  rede ,  f luxo em rede,  f l u x o  v iáve1,e tc  pg  

dem ser encontrados no ~ p ê n d i c e  A. 

Considere-se uma rede o r i en tada  R = (N,M) com n 

- b nós e m ramos , onde distinguem-se do i s  nós: a nó fon te  e - . 
nÕ sumidouro. 

A rede  R e s t a r á  associado o v e t o r  de capacidades 

O fl e o número n a t u r a l  D > O denominado demanda i n i c i a i s  c E - 
de R . 

Diz-se que um f l u x o  f de a pa ra  b em R  ate^ - 
de à demanda D s e  

v ( f )  2 D 

Mos casos de i n t e r e s s e  a rede R não admite nenhum 

o f luxo v i á v e l  em re lação  a c , que atenda 5 demanda D . Admite- 

se por tan to  ampliações da capacidade dos ramos a t r a v é s  de a c r é s c i  - 
mos de  capacidade: para  cada ramo ri é dado um acréscimo de capa - 
cidade de va lo r  A c i  INipermite-se que a capacidade do ramo ri 

s e j a  ampliada a t r a v é s  de  um número i n t e i r o  e l imi tado  de acr&cimos 

bci . O v e t o r  b c  E hlm represen ta  o s  acrêscimos permiss ive is .  

No problema aqui  estudado busca-se p o l ~ t i c a s  de am- 

p l i ações  das capacidades i n i c i a i s  de forma a a tender  5 demanda e - o 



t imizar custos que serão definidos mais adiante. 

A uma possivel p o l i t i c a  de ampliação (que atenda ou 

não à demanda) denomina-se configuração. 

~ e f i n i ç ã o  : Uma configuração C é uma t r i p l a  ordenada ( N , M , s )  

onde N e M são os elementos de R e s E fl é 

um vetor de estado. 

O vetor de estado s de uma configuração caracterL 

za perfeitamente a po l í t i ca  de ampliação: si 6 o n h e r o  de acres - 
cimos de valor Aci f e i t o s  ao ramo ri . O estado s O = O  repre - 
senta a configuração i n i c i a l  , i s t o  é : com capacidade igual  5 ca- 

pacidade i n i c i a l .  

A capacidade do ramo ri na configuração ( N , M , s )  é 

dada por : 

2 

capacidade da configuração C . 

Devido a ( 2 ) ,  s determina completamente a configu- 

ração C , uma vez que (N,M)  6 fixada. Daqui por diante ,  por 

raz6es de comodidade, u t i l iza-se  a notação s em lugar de C= ( N , M , s )  

identificando-se o estado com a configuração. 

Um fluxo f é d i t o  admissivel em s se 

a )  f atende a demanda 



Denota-se por t E fl O vetor de l imi te  de acr8s- 

cimos permissíveis onde ti é o maior número de acréscimos admi- 

t idos  no ramo ri . 

Uma configuração s é d i t a  configuração viável  se: 

a )  O < s c t  

b) ex is te  um fluxo admissivel em s . 
Uma configuração viável  é portanto uma ampliação que permite aten- 

der-se à demanda com fluxos viáveis.  

A ampliação da configuração i n i c i a l  importa em um 

custo, que será  a soma dos custos de ampliação de cada ramo. Por- 

tanto,  o custo de uma configuração s 8 dado por : 

i- 
onde pi : N + R  6 a função custo do ramo ri. p i ( q  6 0 

custo da introdução de si acréscimos de valor Aci ao ramo r i 

supõe-se que as  funções pi são estritamente crescentes,  pi(si 

é f i n i t o  s 5 t e pi(0) = O . 



~ormulação do Problema 

Com os elementos expostos pode-se formular um p r i  - 
meiro problema. 

( P l )  Encontrar, se  e x i s t i r ,  uma configuração viável  de 

menor custo en t re  todas as configurações viãveis.  

O problema ( P l )  admite solução desde que ex i s t a  uma 

configuração viável ,  pois o conjunto de configurações s sa t i s f a -  

zendo s 5 t f i n i t o .  supõe-se que a configuração s=t 6 ~ ~ i á v e l .  

~ é t o d o s  de ~ e s o l u c ã o  do Problema (P1)  

No caso par t icu la r  em que as funções custos são li- 

neares e os acréscimos de capacidade uni tá r ios ,  o problema (P1) po - 
de s e r  transformado num problema de circulação e resolvido aplican 

do-se out-of-kil ter  como exposto em Ford 1621. 

Pode-se ainda resolvê-lo através de técnicas de pro - 
gramação i n t e i r a ;  a sua formulação neste caso r e s u l t a r i a  no proble - 
ma dado a seguir ,  com 2m variáveis e 2min-1 res t r ições .  (Para a 
resolução deste problema, ver Hu 169 1 . 

Dados: R = (N,M) , a E N , b E N 

D E ~ N  

C0 E lNm 

Ac E BJm 

t E mnl 



m 
Minimizar 1 pi (si) 

i=l 

s u j e i t o  a 

f (N,b) - f (b,N) - > D 

O O - f ( r i )  5 c + siAci i +ri E M 

O < s  - < t i  i - +ri E M 

s i n t e i r o  i 

Quando se t r a t a  de apl icações  do modelo, uma s o l u  - 
ção do problema ( P l )  pode não s e r  muito s i g n i f i c a t i v a ,  po i s ,  devi- 

do a considerações não i n c l u í d a s  no modelo, e l a  poderia  ser r e j e i -  

tada  como uma decisão  implementável. Procura-se então e 
terminar  um número k E de configurações v i á v e i s  de mais baixo 

cus to ,  a fim de se ter  um maior número de a l t e r n a t i v a s  a serem es- 

colhidas.  

A determinação das k configurações de mais baixo 

cus to  poderia  a inda fornecer  soluçÕes inadequadas po i s  e n t r e  e l a s  

poderiam s u r g i r  configuraçÕes pouco e f i c i e n t e s .  Por exemplo, a 

segunda configuração de  menor cus to  poderia  con te r  acr&cimos d i s -  

pensãveis porém de baixos cus tos ;  ou s e j a ,  e s t a  configuração pode- 

r i a  ser o b t i d a  a p a r t i r  da pr imeira  de menor cus to  a t r a v é s  de a 1  - 



guns acrêscimos em ramos de custos muito baixos. 

O argumento acima sugere a introdução da seguinte 

definição. 

5 ~ e f i n i ç ã o :  Uma configuração s é d i t a  viável  não supérflua se  : 

6 ( y  s '  - s , s '  # s)  s '  é não viável  

A definição (5)  exp l i c i t a  que uma configuração é v i  - 
âvel não supérflua s e  todos os acrêscimos de capacidade f e i t o s  pa- 

r a  obtê-la são indispensáveis , ou se j a ,  a r e t i r ada  de qualquer' - 
t e s  acréscimos al terariam sua viabilidade. 

Uma configuração 6 d i t a  viável  supérflua se 6 vis- 

vel  e não s a t i s f a z  a condição ( 6 )  . 

O problema que se  propõe solucionar no presente t r a  - 
halho é enunciado a seguir .  

(Pk Encontrar k configurações viáveis não supérfluas 

(ou todas, caso não existam k)  de mais baixo custo en t re  todas as 

configurações viâveis não supérfluas. 

No capitulo seguinte demonstra-se que s e  R admite 

uma configuração viável ,  então R admite uma configuração viável  

não supérflua; como se  supõe que a configuração s=t é viável  , 

pode-se garan t i r  que o problema (Pk) tem sempre solução. 

O problema (Pk) é equivalente ao problema ( P l )  guan - 
do k=l. Nos demais casos a resolução do problema (Pk) através de 



técnicas  de programação i n t e i r a  s e r i a  muito d i f í c i l  devido 2 com- 

plexidade das r e s t r i ç õ e s  e ao número de a l t e rna t i va s  exigido. No- 

te-se que v e r i f i c a r  se uma configuração v iáve l  s é ou não supér- 

f l u a  r e s u l t a r i a  num processo bas tante  dispendioso, uma vez que de- 

ver-se-ia t e s t a r  a v iab i l idade  de cada uma das configurações obt i -  

das a p a r t i r  de  s , pe la  supressão de um acréscimo presente  em 

S .  

Nos cap í tu los  I I I e  IV se rão  apresentados métodos 

de resolução para  o problema (Pk)  baseados em técn icas  de proble - 
mas de busca de caminho mínimo e m  grafos.  

N a  secção seguinte apresenta-se algumas extensões 

do modelo. 

SECÇÃO 2 - GENERALIDADES DO MODELO 

O modelo t r a t ado  nes te  t rabalho é suficientemente 

g e r a l  para englobar uma série de problemas pa r t i cu l a r e s  que podem 

ocorrer  na p r á t i c a .  Nesta secção apresenta-se alguns des tes  pro- 

blemas e como manipulá-10s a fim de transformá-los no modelo aqui 

estudado. 

7 Redes com Ramos ~ Ü l t i p l o s  

Dada a rede R=(N,M)  onde está def in ido c0 vetor  

capacidade i n i c i a l  da rede e D demanda de R , considere-se o ca  - 



so em que a um ramo "i qualquer de R estão associados vários 

j possíveis acrêscimos de capacidade de valores Aci r j= l r2 , - . . , q i0  

A cada acréscimo A C ~  e s t á  associado tl , número máximo de acrés 

j cimos dei permissíveis ao ramo ri e pi j (.) função custo asso- 

ciada ao ramo r i 

Deseja-se encontrar n h e r o s  s j  de acr&cimos de i 
j capacidade Aci , j = l . . , q i  , r .  E M t a l  que a demanda da re- 

1 

de s e j a  s a t i s f e i t a  e o custo de ampliaqão se ja  mínimo. (a transfor-  

ma~ão que será  f e i t a  neste problema permite a determinação não só 

da solução de custo mínimo como das k soluções de menores custos) .  

A formulação deste problema como problema de progra - 
mação i n t e i r a  é dada a seguir.  

8 Minimizar Ti $(s!) 
j = l  i=l 1 

s u j e i t o  a 



s j  i n t e i r o  i 

Nota-se que a função objet iva  e o conjunto de res  - 
t r ições  do problema (8)  diferem do problema ( 3 )  devido ao f a t o  de 

aqui ter-se mais de um acréscimo de capacidade associados a um mes - 
mo ramo da rede. 

A transformação do problema acima no problema estu- 

dado será  i lu s t r ada  por um exemplo. 

Exemplo I : Considere-se a rede R=(N,M) onde 

N = {n1,n21 

M = {r)  , como mostra a f igura  1 . 

f igura  1 

O O ramo r tem como capacidade i n i c i a l  c e a e l e  

1 estão associados três valores de acr~scimos de capacidade Ac , 
2 3 Ac , dc . O n h e r o  de acr6scimos dcj em r é limitado Por 

t1 , j=1 , 2,3 . Ao ramo r es tão associadas as  funções custo 

. j=1,2,3 . 



Como o problema original admite um Único t ipo  de a - 
cr&cimo de capacidade para cada ramo ri, criam-se q ramos, e a 

j j j j r 1 . . . , associa-se dci , ti , pi (. 1 . cada ramo ri 

Faz-se uma distribuição de capacidade i n i c i a l  nos 

ramos ri j t a l  que 

ou se ja ,  a soma das capacidades in ic ia i s  dos ramos criados deve ser  

igual ã capacidade i n i c i a l  dada. 

A rede do exemplo I pode ser  transformada na rede 

da figura 2.  

01 o onde: ao ramo 1 1  está  associado: c = c , bcl, t , p (.) 

02 ao ramo r2 es tá  associado: c = O , *c2 , t2, p2 (.) 

93 3 3 es tá  associado: c = O , bc3 , t , p (.) ao ramo r3 

A solução do problema fornece os s j ,  j = 1 , 2 , 3  , s iq  

nif  icando que se  deve fazer s j  acréscimos do t ipo AC' ao ramo 

r para se obter uma configuração viável de R de menor custo. 

A capacidade do ramo r na rede original será dada 

por : 



Observa-se que e s t a  transformação 6 p o s s í v e l  uma 

vez que a rede  do modelo admite ramos m61tiplos ( V e r  ~ p ê n d i c e  A ) .  

10 v ã r i o s  NÓS de  produção e Demanda 

Considere-se a rede R = (N,M) onde e s t ã o  d e f i n i  - 
dos: cO, t , Ac E fl e a s  funções pi (.) como no problema o r i g i  - 
n a l .  Aqui, porém, o conjunto de  nÔs de  R , N , está par t ic ionado 

e m  t rês conjuntos.  

A - conjunto de nÔs produtores  

I - conjunto de nos in termediár ios  

B - conjunto de nÕs consumidores 

A cada elemento a .  E A está associado um número 
1 

n a t u r a l  I denominado capacidade de produção do nó a i  . 
A cada elemento bi E B e s t á  associado um número 

n a t u r a l  di denominado demanda do nó bi . 

Define-se um f luxo admissivel  de A para  E3 como 

sendo uma função f : M -t IR t a l  que 



onde ci é a capacidade do ramo ri . 

Deseja-se encont rar  s , n h e r o  de acr&cimos de i 

capacidade do ramo ri E M t a l  que a nova configuração s = (sl, 

S ~ ~ . . . ~ S ~ )  comporte um f luxo admissfvel f de A para B e o 

cus to  de s s e j a  mfnimo. (A transformação que s e r 6  f e i t a  permite 

a determinação das k configurações de  menores cus tos  que compor- 

tam um f luxo admissivel  f ) .  

A formulação d e s t e  problema como problema de progra - 
mação i n t e i r a  6 dada a s e g u i r .  

Dados : 

R =  (N ,M)  ; N = A V  I B 

d E m i l ~ I  

~ E N  14 

m 
11 Min 1 pi(si)  

i=l 

s u j e i t o  a 

f (n,N) - f (N,n)  = O -tf.n E I I n # a , b  



'i i n t e i r o  

1 4  Pode-se mostrar  que este problema só t e m  solução v i  - 
ãve l  s e  a soma das capacidades de  produção dos nós ai for maior ou i 

gual  5 soma das demandas dos nós bi , ou s e j a  

O exemplo 11 i l u s t r a  um dos processos de t r a n s f o r  - 
mação d e s t e  problema no problema o r i g i n a l ,  estudado n e s t e  t raba lho .  

Exemplo I1 : Se ja  R = (N,M) onde 

I é o conjunto de nós l imi tados  

que rep resen ta  a rede R . 
pelo  re tângulo  da f i g u r a  3 

f i g u r a  3 



Na rede R es tão  definidos os dados do problema 

(11) onde 1 é a capacidade de ~rodução  do nó ai E A e di 6 

a demanda do nó bi E B . 

Para a transformação cria-se dois nós f i c t í c i o s  - a 

e - b que serão ligados 5 rede R pelos ramos (a ,  ai) , ai E A ; 

Pela r e s t r i ção  (13) li é a maior quantidade de 

fluxo que pode s a i r  do nó ai ; logo a capacidade do ramo (a ,  ai) 

será  f e i t a  igual  a li . 

A res t r ição  ( 1 2 )  exige que a quantidade de fluyo 

que chega a b i  s e j a  pelo menos di , assim a capacidade do ramo - 
(bi,b) se rá  f e i t a  igual  a d i  , e e s t a  capacidade deverá e s t a r  es- 

gotada nas soluções viãveis.  

A f igura  4 mostra a rede do exemplo I1 transforma- 

da. 

f igura  4 

Aos ramos (a ta i )  , a i &  A e (bi ,b) ,  biE i3 asso - 
ciam-se acr&cimos de capacidade, l i m i t e s  de acréscimos ~ e r m i s s i  - 
veis e funcÕes custos nulos , uma vez que não t e r i a  sentido £azer- 



s e  acréscimos de capacidade e a t r ibuir-se  custos aos ramos f i c t i  - 
cios. 

A demanda da rede é f e i t a  

Suponha-se que f o i  encontrada a solução do proble- 

ma utilizando-se a rede R '  = (N ' ,M ' ) da figura 4 ,  onde a demanda 

da rede 6 dada por 

e os acréscimos de capacidade, os l imites  de acréscimos permissi - 
veis e os custos associados aos ramos (arai)  e (bi,b) , i = 1 , 2  

são todos nulos. Esta solução fornecerá uma configuração viável  

de R '  de custo mínimo. Logo exis te  um fluxo f admissivel em s ,  

ou se ja  

Como os acr&cimos de capacidade nos ramos (bi,b) r 

i = 1 , 2  são nulos, as capacidades destes ramos na configuração s 

são respectivamente d1 e d2; logo, devido a (15) e ( 1 6 )  

ou se ja ,  o fluxo que chega aos nós bl e b2 são respectivamente 

dl e d2 e portanto e s t e  fluxo é admissivel em R . 



Como não são permitidos acréscimos de capacidade 

aos ramos (a la i )  e (bi ,b) , i=1 , 2 , então os acr&cimos de capaci- 

dade f e i tos  para a obtenção da configuração s ocorreram apenas 

nos ramos da rede or ig ina l  R da f igura  3 ,  donde s e  conclui que 

s 6 uma configuração viável desta rede, de custo mhimo. 

1 7  Planejamento de Acréscimo de produção 

Considere-se a rede R do exemplo I1 e suponha-se 

que : 

dl + d2 > e, + a, 

como observou-se em ( 1 4 )  o problema não tem solução viável.  

Considera-se aqui o problema de ampliar não só a s  

capacidades da rede como.as capacidades de produção através dos - a- 

crêscimos de produção de valor A l i  associado a cada ai E A. O 

número de acréscimos de produção no no ai E ù es tá  limitado por 
- 
t e de t a l  forma que : 

A expressão (18) obriga que o número de acréscimos 

de produção permitidos aos nós ai sejam t a i s  que a soma das pro- 

ções acrescidas seja  maior ou igual  a demanda da rede; se  e s t a  con - 
dição não f o r  s a t i s f e i t a  o problema continua sem solução. 



de aumento de 

capacidade no 

- 
A cada nó ai E A es ta rá  associada uma função pi (.) 

producão. 

Deseja-se encontrar s , nfmero de acréscimos de 
j - 

ramo r .  E M e si , n h e r o  de acréscimos de produ 
3 - 

I B I  
ção no nÔ ai E A , t a l  que a demanda da rede dada por ' Iai se j a  

i=l 
s a t i s f e i t a  e o custo de ampliação s e j a  mínimo. 

Formulando e s t e  problema como problema de programa- 

ção i n t e i r a  tem-se : 

Dados : 

R = ( N , M )  , N=A I U B 

cor t, Ac E 7Nm 

s u j e i t o  a : 

f(n,N) - f(N,n) = O  q n  E I 

f (N,bi) - f(bi,N) - > di -#bi E B 

f (N,ai) - f (ai,N) - li + Qib.ti +ai  E A 



- 
s e si 
j 

i n t e i r o s  

A transformação deste problema no problema do modelo 

tratado é f e i t a  de maneira análoga 5 transformação de ( 1 0 ) ,  sendo 

que aos ramos (a,ai) ai E A estão associados além das capaci- 

dades de produção Li , os acréscimos de produção bLi , os l imi tes  
- - 

de acréscimos ti e as funções custos pi (.) . 

Neste capítulo apresentou-se a formulação do proble- 

ma ( P l )  como um problema de programação i n t e i r a .  A resolução deste 

problema por meio desta técnica é em geral  muito trabalhosa devido 

ao número de r e s t r i ç õ e . ~  a que e l e  e s t á  vinculado. Observou-se tam- 

bém da dificuldade da resolução do problema (Pk) atravgs de têcni- 

cas de programação i n t e i r a ,  não só pela complexidade das restr içÕes,  

como também pelo número de a l te rna t ivas  exigidas. 

~ é c n i c a s  de programação dinâmica poderiam s e r  ap l ica  

das para a resolução do probiema (Pk); porém o custo operacional se 
r i a  muito a l t o ,  o que invalida a u t i l i zação  do processo. 

No capítulo seguinte estuda-se a reformulação de (Pk) 



como um problema de  busca e m  g ra fos ,  e apresentam-se d o i s  a l g o r i t -  

m o s  para  a busca: o pr imeiro baseado em t é c n i c a s  de programa~ão d i  - 
nâmica, e o segundo u t i l izando-se  r e su l t ados  da t e o r i a  desenvolvi-  

da por  D i j k s t r a  pa ra  a busca de caminhos de cus to  mínimo e m  um g r a  - 
E 0  . 



REFORIVIULA~ÃO DO PROBLEMA - 

Introdução 

Neste capltulo apresenta-se a reformulação de (Pk) 

como um problema de busca de caminhos em grafos. 

N a  secção 1 encontram-se os elementos que possibili- 

tam a determinação do grafo de coníiguraçÕes onde será  efetuada a 

busca. O primeiro grafo provém de uma idé ia  i n t u i t i v a  na determi- 

naqão de sucessores. Este grafo fornece uma boa informação da es- 

t ru tu ra  do grafo que s e  e s t â  buscando; entretanto,  será posto de 

lado devido a sua dimensão. Um segundo grafo de configurações ba- 

seado nas propriedades e s t ru tu ra i s  da rede e das configura~ões vi- 

áveis 6 apresentado em seguida. 

Na secção 2 encontram-se os algoritmos destinados 2 

busca dos k caminhos de menores custos no grafo. 

~ e c q ã o  1 - - O GRAFO DE BUSCA 

Com o problema (Pk) deseja-se determinar k confi - 
gurações viáveis não supérfluas de menores custos, obtidas através 

de acrêscimos de capacidade aos ramos da rede R , a p a r t i r  da con - 
figuração i n i c i a l  C' = (N,M,O) . 



E s t e  problema pode s e r  reformulado como um problema 

de busca de caminhos em um gra fo  G = (T I  I') onde T 6 o conjunto 

de nós de G dado por  

e r : T T é o operador sucessor  que assoc ia  a cada nó de T 

um subconjunto de nÔs de  T (Ver B 1 )  . 

A pr imeira  i d é i a  pa ra  a determinação do operador su  

cessor  r s e r i a  t en ta r - se ,  a p a r t i r  da configuração i n i c i a l ,  - um 

acréscimo de capacidade e m  cada ramo da rede ind i s t in tamente ,  ob - 
tendo-se após cada acréscimo uma configuração maior que s0 e m  - u- 

ma componente. Procedendo-se de maneira análoga com a s  novas c02 - 
f igurações a t 6  que não s e j a  mais poss íve l  nenhum acréscimo, ou se- 

ja, a t é  a configuração s=t s e r  gerada. Encontra-se, dessa  forma, 

um gra fo  de configurações onde o número de sucessores  de cada con- 

f iguração  é próximo de - m ( n h e r o  de ramos de R ) ,  uma vez que pa- 

r a  obter-se  a s  sucessoras  de uma configurações tentou-se a c r é s c i  - 
mos e m  todos o s  ramos da rede. E s t e  grafo  contém todas as configu - 
rações de R , i n c l u s i v e  a s  v iáve i s .  

O g r a f o  G ob t ido  a t r avés  d e s t e  operador sucessor  

seria da forma G = ( T , r )  onde T 6 def in ido  por  (1) e r:T -t P(T) 

6 dado por  

Observa-se que s e  s ' E r (s) então  s 6 o b t i d a  a 

p a r t i r  de  s por  - um acréscimo de capacidade e m  - um ramo de R ; 



os ramos do g ra fo  G são da forma (s ,s ' ) , s ' E r ( s )  . 

O - cus to  do ramo (s1,s2) de G 6 d-ado por  

o 1 O c u s t o  do caminho s , s . . . , s ( V e r  B4)  em G é 

j por t an to  i g u a l  a p ( s  ) uma vez que 

Em consequência de ( 4 ) ,  a configuração t e rmina l  de  

um caminho de cus to  mínimo de s0 a uma configuração v i á v e l ,  é u- 

m a  configuração v i á v e l  de menor cus to .  Logo se o g r a f o  con t ive r  

caminhos de s0 a todas a s  configurações v i á v e i s  não supér f luas  , 
en tão  a s  k configurações de menores cus tos  o b t i d a s  a t r a v é s  da 

busca dos k caminhos de menores cus tos  l igando so ao conjunto 

de configurações v i á v e i s  não supér f luas  c o n s t i t u i  uma soluqão do 

problema (Pk) . 

Mostra-se que o g r a f o  G def in ido  por  (1) e ( 2 )  con - 
t é m  caminhos de sU a todas a s  configurações v i á v e i s .  De f a t o  ,con - 
s idere-se  uma configuração v i á v e l  qualquer  s , e r e t i r e - s e  de  s 

uma unidade de  cada vez de  cada uma das suas componentes p o s i t i -  

vas;  obtem-se após cada r e t i r a d a  uma ~ o n f i g u r a ç ã o  O - < s j  - < s . C 0 2  

tinuando-se o processo a t é  encon t ra r  a configuração s O = O ,  gerou - 



O s e  em G um caminho de s a s . 

Portanto, através do grafo G definido por (1) e 

( 2 ) ,  pode-se encontrar a solução do problema (Pk). Este grafo, po 
r é m ,  contém um n h e r o  muito grande de caminhos pouco promissores , 
uma vez que são f e i t o s  acréscimos em todos os ramos de R i nd i s  - 
tintamente para a obtenção das sucessoras de uma configuração.~on 

sequentemente a busca neste grafo s e r i a  muito trabalhosa. Procu - 
rou-se então encontrar um grafo que contivesse menos caminhos a t r g  

vês do qual fosse possível a resolução do problema (Pk). 

A seguir  introduz-se alguns conceitos necess&ios à 

determinação do novo grafo. 

Dado um corte K da rede R (Ver A 8 ) ,  a capacida- 

de deste corte na configuração s é dada por : 

onde ci (s) f o i  definido em (112). 

Diz-se que um corte  é mínimo na configuração s , 
s e  sua capacidade 6 mínima entre a s  capacidades de todps os cor - 
t e s  em s . 

Propriedade das configurações viáveis  

N a  popos ição  seguinte u t i l i za-se  a solução do pro - 
blema de fluxo máximo (Ver ( A l o ) ,  na caracterização de configura - 

ções viáveis.  



6 - ~ropos ição  : Sejam uma configuração O - < s - t e um fluxo máximo 

2 em s ; então, s 6 viãvei se  e somente se  

~emonstração: Se s é viável ,  então O - < s - < t e exis te  um f lu-  

xo f , admissivel em s . Se 6 fluxo mâximo de s , então: 

A implicação inversa 6 consequência d i r e t a  da defi-  

nição de configurações viáveis.  [ I  

O corolário seguinte 6 uma decorrência imediata do 

teorema de fluxo máximo - corte  mínimo. ( A l l )  , e da proposição ( 6 )  . 

7  orol lá rio : Uma configuração s é viável  se  e somente se  O < s < t  - 

e a capacidade de qualquer cor te  mfnimo na conEigura- 

ção s é maior ou igual  a D. 

O Grafo G 

O corolário (7) fornece a base para a determinação 

do operador sucessor do novo grafo; o processo u t i l i zado  6 dado a 

seguir.  

Seja s uma configuração não viável .  Pelo corolá - 
r i o  ( 7 ) ,  ex is te  um cor te  mfnimo em s cuja capacidade é menor que 

D . Logo, para obter-se a viabil ização de s ,  torna-se necessá - 
r i o  pelo menos - um acréscimo de capacidade em algum ramo deste cor - 



te. Observa-se que a configuração r e s u l t a n t e  de um acr6scimo des- 

s e  t i p o  comporta um f luxo  de va lo r  maior ou i g u a l  ao f luxo máximo 

de  s . 

O operador sucessor  que s e r á  de f in ido  f a z  um acrés-  

cimo de capacidade em cada ramo d e  um dado c o r t e  mínimo de  s ,& 

tendo assim o conjunto de configurações sucessoras  de  s . Aumen- 

ta -se  d-esta forma a capacidade dos c o r t e s  mínimos das configura - 
ções ,  a t é  que i s t o  não s e j a  mais p o s s í v e l ;  ou s e j a ,  a t é  encont rar  

a s  configurações cujos  ramos dos c o r t e s  mínimos tenham alcançado o 

l i m i t e  de acr&cimos . 

Como podem e x i s t i r  v ã r i o s  c o r t e s  mínimos em uma con - 
f iguração ,  def ine-se a s e g u i r  uma apl icação  W que e s t i p u l a  o co r  - 
t e  mínimo a s e r  u t i l i z a d o  pe lo  operador sucessor  do g ra fo  G . 

Seja H o conjunto de  todos os  c o r t e s  de R e T 

o conjunto de todas a s  configurações de R . Define-se H : T+ H 

como sendo uma apl icação  que a cada s E T assoc ia  um determinado 

c o r t e  mínimo de s . Em (15) sugere-se um procedimento que carac- 

t e r i z a  um c o r t e  mhimo de cada configuração s . 

O novo operador sucessor  r : T + P ( )  é dado por: 

Observa-se que s '  E r ( s )  s e  e somente s e  e x i s t e  

i = . , , t a l  que 
! 



O g r a f o  G = ( T , r ) ,  que s e r á  u t i l i z a d o  pe la  busca 

f i c a  e s t abe lec ido  por  (1) e ( 8 ) .  A busca nes te  g r a f o  torna-se mais 

e f i c i e n t e  que no g r a f o  de f in ido  de  iní 'cio,  por conter  em g e r a l  um 

número menor de ramos (os acréscimos de  c a ~ h c i d a d e  são f e i t o s  ex- 

clusivamente e m  ramos da rede per tencentes  a c o r t e s  mínimos das ccn - 
f igurações)  e consequentemente um número menor de caminhos. 

O cus to  do ramo (s1,s2) , s2 E r ( s l )  6 dado e m  

( 3 )  

De ( 3 )  r e s u l t a  que o cus to  de um caminho ligando s O 

a s no g ra fo  G 6 i g u a l  ao cus to  de s . Note-se que d o i s  cami - 

nhos d i s t i n t o s  l igando so  a s correspondem a um mesmo esquema 

de ampliação, d i f e r i n d o  apenas na ordem em que são in t roduzidos  os  

acréscimos. Por tanto ,  possuem cus tos  i g u a i s ,  o que pode ser ve r i -  

f icado a t r a v é s  de  ( 3 )  e ( 4 ) .  

9 ~ e f i n i ç ã o  : Denomina-se a lvo  ao conjunto T* de todas as conf i  - 
gurações v i á v e i s  não supér f luas  de R . 

Uma solução de (Pk) c o n s i s t e  por t an to  em um con - 
i junto de configurações s , i = l k  , per tencentes  a .  T* e 

de menores cus tos  e n t r e  todas as configurações de T*. 



/nhos de baixo cus to  em G 

Phk Encontrar k caminhos em G de s" a conf igura  - 
çÕes d i s t i n t a s  de T* (ou todas ,  caso não existam k )  de mais h a 4  

xo cus to  e n t r e  todos os  caminhos de so a T* . 
Observa-se que a s  configurações te rminais  dos cami- 

nhos obt idos  p e l a  resolução de  ( ~ b k )  é ima so1,ução de (Pk) ,  desde 

que existam caminhos e m  G l igando s0 a todas  a s  configuraqÕes 

de T*. A propriedade que s e r á  apresentada ad ian te  ga ran te  a ob - 
tenção de uma solução de (Pk) a t r a v é s  da  resoPução de (Pbk). 

10 - Lema : Seja  s uma configuração v i á v e l ;  en tão  e x i s t e  uma configu- 
- - 

ração s - s t a l  que s é v i á v e l  não supérf lua .  

~ernonstração : Se ja  s uma configuracão v iáve l .  

s e j a  x = is '  - < s / s '  6 v i á v e l }  

Se ja  i E x t a l  que 

- 
s e x i s t e  uma vez que X CT é f i n i t o  e evidente  - 

- 
mente s < s . - 
- - 
s 6 v i á v e l  não supérf lua .  De f a t o ,  se s é supér  - 
f l u a ,  en tão  por de f in ição  e x i s t e  s *  v i á v e l  t a l  

- - 
que s* - s , s *  # . Como s 5 s , então s * < s  - 

e por tan to  s* E X . 
Mas p (s*)  < p ( i ) ,  uma vez que pi é es t r i t amente  

- 
c rescen te ,  o que con t rad iz  a de f in ição  de s . 1 1  



O lema (10)  garante a existência de pelo menos uma 

solução para o problema (Pk), desde que ex is ta  alguma configura - 
ção viável.  

O lema seguinte 6 ut i l izado na demonstração da prc  

priedade de acessibilidade. (12) 

11 -- Lema: Se s uma configuração viave1 não supérflua e s '<s ( s t f s ) '  - 

então ex is te  s" E r ( s ' )  t a l  que s"  - < s . 

~emonstraqão : Seja s uma configuração viave1 não supérflua. 

Seja s '  - < s (s' f s)  . 
Pela definição de configurações viáveis não supér- 

f luas ,  tem-se que s t  é não viável.  Logo, pelo corolário ( 7 )  , 
todo cor te  minimo em s '  tem capacidade menor que D . 

Seja K = H ( s t  ) o cor te  mhimo de s ' que gera as 

sucessoras de s ' (Ver de2inição de r em (8) ) . ~ n t ã o  : 

.L 

D pois s '  é não viável 

< c(K,s) pois s é viável  - 

Logo, (si-si) Aci > O e como Aci - > O tem- 
r, E K 

se: 



j Se ja  s "  = s '  + e , então  

S" s pois  s '  2 s e s! < s . - 7 j 

Por tanto ,  s "  E r ( s ' )  p o i s  r E K 1 1  
j 

Diz-se que uma configuração s 6 a c e s s i v e l  a par- 
o 

t i r  de  so s e  e x i s t e  em G um caminho l igando s a s . 

1 2  Propriedade de  a c e s s i b i l i d a d e  : Se s é uma configuração v iáve l  
u 

não supêr f lua ,  en tão  s é a c e s s í v e l  a p a r t i r  de s . 

~ e m o n s t r a ç ã o  : Se ja  s uma configuração v iáve l  não sup&flua , 

o Se s = s , então  a propriedade 6 va l ida .  

s e  sO # s então pe lo  lema (ll), e x i s t e  

O 
S '  E T ( s  ) t a l  que s 1  c S .  

j  Se ja  (so,sl, ..., s ) um caminho em G t a l  que 

onde s j  6 a configuração de  maior cus to  e n t r e  todas  as configu- 

raqões que sa t i s fazem (13) e ( 1 4 ) .  s j  e x i s t e  p o i s  T é f i n i t o .  

De ( 1 4 )  tem-se s j  < s . - 

,se s j  + s , então  pe lo  l e m a  (11) e x i s t e  

s j+' E r ( s j )  t a l  que s . ~ o g o  s j+l  < - j+ l  s a t i s f a z  (13) e 

( 1 4 )  e p ( s  j+') > (s j )  0 que é absurdo. 



o 1 j Por t an to ,  s j  = s e (s ,s , . . . ,s ) é um caminho 

e m  G de s o a s .  / I  

A propr iedade  de a c e s s i b i l i d a d e  g a r a n t e  que exis tem 

caminhos e m  G l igando  so a todas  a s  configurações  v i á v e i s  não 

sup&fluas .  Como o c u s t o  de todos  os  caminhos e m  G l i g a n d o  s O 

a uma mesma configuração é i g u a l  a o  c u s t o  d e s t a  conf iguracão ,  o s  

k caminhos de so 2s k configurações  solupão de  (Pk) são  k 

caminhos de menores c u s t o s  de so a configurações  d i s t i n t a s  de T*. 

Por o u t r o  l ado ,  se ex is tem caminhos de sO a todas  

a s  configurações  v i á v e i s  não s u p é r f l u a s ,  e o c u s t o  de um caminho 

e m  G l igando  so a uma configuração é i g u a l  ao c u s t o  d e s t a  con- 

f igu ração ,  en tão  a s  k configuraçÕes t e rmina i s  dos k caminhos 

ob t idos  a t r a v é s  da r e so lução  de (Pbk) const i tuem uma so lução  de 

(Pk) . 

Conclui-se p o r t a n t o ,  que o s  problemas (Pk) e (Phk) 

O 1 R são  equ iva len te s  no s e n t i d o  de que se s s . . . , s ) 6 um dos 

k caminhos de  uma so lução  de (Pbk) en t ão  sL é uma das  k con - 
f igurações  de  menor c u s t o  de T*; e se s 8 uma das  k conf igg  

o 1 rações de uma so lução  de (Pk) en t ão  e x i s t e  um caminho (s ,s ,. . 
L L . . , s ) d e  uma so lução  de (Pbk) t a l  que s = s . 



15 Teste de viabil idade e obtencão das sucessoras de uma configuração 

A modelagem apresentada para a reformulação do pro- 

blema de busca é bastante e f ic ien te ;  não só por gerar um grafo com 

um número reduzido de caminhos, como também por fornecer um proces - 

so simples para a verif icação da viabil idade de uma configuracão. 

Este processo é introduzido a seguir.  

 través da proposição ( 6 )  sabe-se que uma configura - 

ção é viável  s e  o valor do fluxo máximo nesta configuração é mai- 

or  ou igual  a D . Pode-se, fazendo uso deste conhecimento, t e s  - 
t a r  a viabil idade das configurações. 

Se fo r  aplicado o algoritmo de rotulação (A12) para 

o c ~ l c u l o  do fluxo máximo obtêm-se, além do t e s t e  de viabil idade , 
elementos para a determinação das sucessoras das configurações. De 

fa to ,  como f o i  observado em Ford ( 6 2 ,  pag. 18) o cor te  (x, 2 )  , c02 

siderando-se X como o conjunto de nós rotulados e 2 como o con - 
C 

junto de nós não rotulados no momento em que o algoritmo para, e 

,um corte mínimo. Logo, pode-se u t i l i z a r  o cor te  (x,X) para a ob - 
tenção das sucessoras das configurações. 

O método exposto permite portanto, além de t e s t a r  a 

viabil idade das configurações, caracter izar  uma função H - que as- 

socia a cada configuração um corte mínimo. A e f ic iênc ia  do meto- 

do pode s e r  aumentada s e  o fluxo máximo de cada configuração f o r  

armazenado, e o câlculo do fluxo máximo das sucessoras destas con- 

f i g u r a ~ õ e s  p a r t i r  deste fluxo. 



O algoritmo Â estudado nes t a  secção é uma adapta- 

ção do algoritmo de D i jk s t r a  para a resolução do problema ( P k ) .  A 

importância de s t e  algoritmo se deve sua razo&el e f i c i ê n c i a  e 

por ne le  ser baseado o algoritmo de programação h e u r i s t i s a  apreses  

tado no cap i t u lo  I V  . 

Inicialmente apresenta-se o algoritmo de programa - 

qão dinâmica por s e r  comumente u t i l i z a d o  em problemas de busca e 
.. 

discute-se a sua i n e f i c i ê n c i a  em re lação ao algoritmo A . 

0s três algoritmos que se rão  apresentados possuem ba - 
sicamente a mesma esizrutura, d i fe r indo  apenas em alguns de ta lhes  

que serão  observados no devido momento. Todos e l e s  geram um sub- 

grafo  p a r c i a l  do grafo G , por uma conveniente apl icação sucessi-  

va do operador sucessor  def in ido em ( 8 ) .  

Es t ru tu ra  bá s i  

A expansão de uma configuraqão s cons i s te  em 

encontrar  o conjunto r (s) de sucessores de s def in ido e m  ( 8 ) .  

O s  a l g o r i  tmos que serão apresentados manipulam duas 

l i s t a s  de nós: l i s t a  aber to ,  cujos nós ainda não foram expandidos 

e l i s t a  fechado, cujos nós já foram expandidos. 

Uma t e r c e i r a  l i s t a ,  a l i s t a  f i n a l ,  é u t i l i z a d a  pelo 

algoritmo para  armazenar a s  configurações v iáve i s  já obt idas .  E s  - 



t a  l i s t a  é limitada por k posições e deve conter, ao término do 

processo, uma solução do problema. 

Apresenta-se a seguir o modelo básico dos a l g o r i t  - 
mos, levando-se e m  consideração a s  part icularidades do grafo que 

serão comentadas posteriormente. O algoritmo u t i l i z a  uma função z 

que associa a cada nó da l i s t a  aberto um valor rea l .  A escolha d s  - 
t a  função diferencia os diversos algoritmos que seguem e s t e  modelo. 

1 6  Algoritmo 

Inicialmente as l i s t a s  aberto e fechado es tão vazias. 

Passo 1 : 

Passo 2 : 

Passo 3 : 

Passo 4 : 

17 

o Ponha s em aberto,  associando-lhe z (so) 

Verifique a regra de parada. 

Retire uma configuração s de aberto cujo valor z (s) 

é mínimo. Se s 6 viável ,  guarde s em f i n a l  fazendo 

as  eliminações segundo a regra de eliminações. 

vá para o passo 2 .  

~ e n ã o , v ã  para o passo 4. 

Ponha s em fechado e expanda s . 
Para cada s '  E r ( s )  s e  S' não e s t á  em aberto ou fe- 

chado, guarde-a em aberto associando-lhe z (s ' ) . 
vá para o passo 2. 

Como no grafo G o custo de uma configuração inde- 

pende do caminho, as  comparações com as  l i s t a s  aberto e fechado po - 



dem s e r  simplificadas , dispensando-se comparações de custo. Pela 

mesma razão nos algoritmos de Dijkstra e programação dinâmica são 

dispensáveis as  comparações com a l i s t a  fechado no passo 4. No 

algoritmo de programação heur í s t ica ,  es tas  comparações aumentam a 

e f ic iênc ia  exceto com heur i s t icas  consistentes,  o que será  ju s t i -  

ficado em (IV. 11) . 

~ l é m  das observações acima, os três algoritmos di-  

ferem no cálculo da função z e nas regras de parada e elimina - 
ções em f i n a l .  

Aqui não h5 necessidade de apontadores, uma vez que 

não s e  e s t á  interessado no caminho percorrido para chegar a uma 

configuração do alvo e s i m  na própria configuração. 

18 Algoritmo de programação dinâmica 

O algoritmo de programação dinâmica para a resolu - 
ção do problema (Pbk) possui a mesma es t ru tura  do algoritmo (16)  

com as  regras abaixo: 

O valor z (SI associado a cada configuração 

l i s t a  aberto 6 dado por : 

20 Regra de parada 

O algoritmo para se  a l i s t a  aberto está vazia. 

2 1  Regra de eliminações 

22 a)  a configuração s '  da l i s t a  f i n a l  elimina a configura- 



Se a l i s t a  f i n a l  e s t á  completa então: 

b)  a configuração s elimina a configuração s '  de f i n a l  

s e  

p ( s ' )  > P ( S )  

e s '  6 a configuração de maior custo em f i n a l .  

c )  a configuração s '  de f i n a l  elimina a conf igura~ão  S., 

s e  

p ( s ' )  5 p ( 4  

e s é a configuração de maior custo em f ina l .  

O valor z (s) definido em ( 1 9 )  estabelece em que 

estágio se  encontra a configuração s ; ou se j a ,  o número de ampli - 
ações f e i t a s  a p a r t i r  de s o  a t é  a configuração s . O algoritmo 

r e t i r a  da l i s t a  aberto a configuração na qual f o i  f e i t o  o menor nÜ - 

mero de acr&cimos de capacidade. 

Segundo a regra de parada, o algoritmo de programa- 

ção dinâmica só deve parar quando a l i s t a  aberto e s t á  vazia. I s t o  

4 

e ,  depois de expandir todas as  configuraçÕes. não visveis  acess i  - 
u veis a p a r t i r  de s . Note-se que devido limitação do número de 

acr&cimos de capacidade permitidos e m  cada ramo, o algoritmo para 

após um numero f i n i t o  de i terações.  



O i tem ( 2 2 )  da r eg ra  de eliminaqões provoca a s a í d a  

de configuraçÕes vi5veis  sup&fluas da l i s t a  f i n a l .  O s  i t e n s  ( 2 3 )  

e ( 2 4 )  eliminam as  configurações de cus to  a l t o ,  fazendo com que ao 

término do algoritmo as  k configurações da l i s t a  f i n a l  sejam a- 

quelas  de menores cus tos .  

A i n e f i c i ê n c i a  d e s t e  algori tmo e s t á  na necessidade 

da  expansão de todas a s  configuraqões não v i á v e i s  a c e s s i v e i s  para 

s e  chegar 5 soluqão do problema. Ent re tanto ,  e s t e  a lgori tmo 6 bom 

quando s e  e s t á  in te ressado  em encont rar  todas  a s  configuraqÕes do 

alvo.  

Algoritmo A - 

Como o cus to  nos ramos de G são todos p o s i t i v o s  , 

o algoritmo de D i j k s t r a  pode s e r  u t i l i z a d o  pa ra  a busca do caminho 

de cus to  mfnimo em G sem maiores d i f i cu ldades  . (Ver (BG) e ( ~ 7 ) )  . 

O algori tmo Á des t ina-se  ã determinação dos k ca - 
minhos de so ao a lvo  (ou todos.  caso não existam k )  de menores 

custos .  Para i s t o  o algoritmo Â funciona como o algoritmo de DA 

j k s t r a  sendo que após encontrarumcaminho de cus to  mínimo, cont i -  

nua determinando caminhos de  so ao a lvo  até. encontrar  k caminhos 

(ou todos,  caso não existam k ) .  

Como f o i  observado em (17) não hã necessidade de - e 

liminações por cus to  na l i s t a  aber to .  A s  el iminações em a b e r t o  

s e r ã o  f e i t a s  apenas por  igualdade a fim de e v i t a r  a expansão de - u 



ma configuraqão mais de uma vez. 

O algoritmo Â possui a mesma es t ru tura  do a l g o r i t  - 

mo (16 )  com as  seguintes regras: 

25 A função z 6 definida por 

onde p (s)  6 o custo associado à configuração s . 

26 Regra de parada 

O algoritmo para quando a l i s t a  f i n a l  e s t á  completa, 

ou se ja ,  suas k posições estão preenchidas; ou a l i s t a  aberto eg 

t ã  vazia. 

2 7  Regra de eliminações 

A configuração s '  em f i n a l  elimina a configuração 

Como o valor a t r i b u i d o  z ( s )  a cada configuração 
* 

s e igual  ao custo de s , o algoritmo A , como o algoritmo de 

Dijkstra,  expande apenas as configurações de custos baixos, dei - 
xando de lado momentaneamente aquelas de custos muito a l tos  que 

não parecem s e r  promissoras para a resolução do problema. Portan - 

t o ,  o número de configurações expandidas pelo algoritmo Â pode 

s e r  bem menor que o número de expansões f e i t a s  pelo algoritmo de 



programação dinâmica. 

A regra de eliminações não permite a permanência de 

configurações supérfluas na l i s t a  f i n a l  (Ver teorema I V . 4 ) ,  dispen - 
sanclo a necessidade de s e  ve r i f i ca r  se  uma configuração pertence m 

não ao alvo que, como já f o i  comentado, s e r i a  um processo bastante 

dispendioso. 

Como as configurações expandidas pelo algoritmo são 

aquelas de menores custos, quando a l i s t a  f i n a l  e s t â  completa pode- 

s e  garan t i r  que as configurações a l i  armazenadas são as viáveis  não 

supérf luas .de menores custos, o que não acontece com o algoritmo de 

programação dinâmica. 

Se não existem k ,  configurações no alvo, então a 

l i s t a  aberto f i c a  vazia antes da l i s t a  f i n a l  e s t a r  completa.  aí a 

necessidade de parar o algoritmo s e  a l i s t a  aberto e s t á  vazia. Nes - 
se caso o, número de expansões do algoritmo Â é igual  ao de Pro - 
gramação ~ inâmica .  

A seguir apresenta-se o algoritmo Â com as  regras 

já embutidas, com excessão da regra de eliminações. 

30 Algoritmo A - 

Inicialmente as l i s t a s  aberto,  fechado e f i n a l  estão vazias. 

O Passo 1 : Ponha so em aberto , associando-lhe p ( s  ) = O 

Passo 2 : Se f i n a l  e s t á  completa ou aberto vazia. Pare 

senão vá para o passo 3 .  



Passo 3 : R e t i r e  de abe r to  a configuração s de  menor cus to  e m  a- 

b e r t o  e passe-a para  fechado 

Se s é v i á v e l ,  guarde-a em f i n a l  fazendo a s  eliminaqões 

segundo a r eg ra  de eliminações.  

V$ pa ra  o passo 2.  

senão vá para  o passo 4. 

Passo 4 : Expanda s . Para cada s '  E i' (s) s e  s '  não está em 

aber to ,  guarde-a em aber to  associando-lhe p ( s ' ) .  

vá pa ra  o passo 2.  

O algoritmo Ã 6 una p a r t i c u l a r i z a ç ã o  do algori tmo 

de programaqão h e u r í s t i c a  A apresentado no c a p i t u l o  I V  e a demons - 
t raqão  de que Â encontra  uma solução do problema (Pbk) é uma 

conseguência do teorema (IV. 4 )  e do lema ( IV.  8 )  . 

A segu i r  apresenta-se um exemplo onde resolveu- s e  

o problema (Pk) a t r avês  dos d o i s  algoritmos introduzidos n e s t a  

Exemplo I : Na rede R da f i g u r a  1 formulou-se o problema (Pk) 

pa ra  k=2 e cus tos  l i n e a r e s .  

f i g u r a  1 



Dados do problema : 

A solução encontrada para e s t e  problema 6 dada pe - 
ias configurapões da f i gu ra  2 ,  com custos de ampliação p ( s l )  = 9 

2 e p (s ) = 1 0  respectivamente. 

f i gu ra  2 

A rede admite ainda a s  seguintes  configurações v i 5  - 

v e i s  não sup6rf luas:  

A f i gu ra  3 apresenta  o subgrafo p a r c i a l  de G gerg 

do pelo algoritmo de programação dinâmica. A f i gu ra  4 apresenta a 

p a r t e  do grafo  gerada pelo  algoritmo Â . 



~rogramação dinâmica 

f igura  3 

@ nÕ fechado no es tágio K 

@ viável não supérflua de menor custo 

OE viãvel  não supérflua que f o i  eliminada 



0" viável  supêrflua 

i acréscimo no ramo ri 

Algoritmo Â 

f igura 4 

, -\  

; ; n6 não gerado - @ viável  não supérflua e m  f i n a l  

O nó em aberto O-& acréscimo no ramo ri 

nó em fechado no estágio K com custo L 



Diante da d i f i cu ldade  da resolução do problema (Pk) 

a t r a v é s  de t é c n i c a s  de  programação i n t e i r a ,  reformulou-se e s t e  pro  - 

blema como o problema de busca (Pbk). 

Como já f o i  comentado em (15) a modelagem apresen ta  - 
da para  a reformulação do problema fornece resu l t ados  b a s t a n t e  in-  

t e ressan tes :  a t r a v é s  da a n á l i s e  da e s t r u t u r a  da rede  f o i  p o s s í v e l  

d e f i n i r - s e  um operador sucessor  que gera  um gra fo  não muito exten- 

s o ,  o que reduz b a s t a n t e  a busca. 

No exemplo I observa-se que devido ao l i m i t e  de a- 

créscimos t exis tem 625 configurações poss íve i s  para  o problema, 

e n t r e  a s  qua i s  269 são  não v i ~ v e i s ,  356 são v i á v e i s  e 4 são  vizveis  

não supérf luas .  O operador sucessor  e n t r e t a n t o ,  ge ra  um g r a f o  com 

4 8  nós dos qua i s  1 4  são  configuraçÕes não v iáve i s .  O a lgori tmo de 

programação dinâmica expande 20 nós e n t r e  os  4 8  obt idos  pe lo  opera - 
dor  sucessor .  O a lgori tmo Â com k = l  expande 11 nós e com k=2 

expande 1 4  nós na p i o r  das h ipõteses  (coincidência  de cus tos  mini- 

mos na l i s i a  a b e r t o ) .  Ver f i g u r a s  3 e 4 . 

No algoritmo Â des t inado 5 resolução  de  (Pbk),  pg 

de-se observar  que a l i s t a  fechado perfei tamente dispensável.  De 

f a t o ,  no algori tmo de D i j k s t r a  e s t a  l i s t a  é u t i l i z a d a  para  armaze- 

n a r  os  nós do g r a f o  já expandidos, o que posteriormente permite a 

recuperação do caminho ótimo. N o  problema (Pbk) , porém, o s  cami - 
nhos percorr idos  p a r a  se chegar 5s configurações do a lvo  podem ser 

encontrados observando-se os  acréscimos p resen tes  em cada configu- 



ração;  logo, a l i s t a  fechado poder ia  s e r  dispensada o que e m  t e r  - 
mos ~ o m ~ u t a c i o n a i s  s i g n i f i c a r i a  uma economia de  memória. 

Por o u t r o  lado ,  pode-se aumentar a e f i c i e n c i a  da o- 

peração de Â ut i l izando-se  o método proposto em (15) e des t inan-  

do a l i s t a  fechado para  armazenagem do f luxo máximo das configura- 

ções expandidas em lugar  das configurações. Neste caso guardar-se- 

i a  na l i s t a  aber to  a s  sucessoras  e apontadores que permit i r iam bus - 
c a r  na l i s t a  fechado o f luxo rnãximo das configurações a n t e r i o r e s .  



O ALGORITMO DE PROGRAMAÇÃO HEUR~STICA 

O algoritmo A* (Ver Hart 168 1 e (R8) ) para a resdu 

ção do problema de encontrar um caminho de custo minimo em um gra- 

f o r  dependendo da heurís t ica  u t i l izada  pode se r  mais econômico em 

termos de trabalho computacional que o algoritmo de Dijkstra,  

O algoritmo A , destinado 2 resolução do problema 

(Pk) , apresentado neste capitulo 6 uma part icularização do a l g o r i t  - 
mo A* . O algoritmo A ,  como o algoritmo A*, u t i l i za-se  de i n  - 
formações heurís t icas  a respeito do problema. Este algoritmo após 

encontrar o caminho de custo mhimo de so ao alvo, continua de - 
terminando caminhos de baixos custos a t é  que k caminhos (ou t o  - 
dos, caso não existam k) de menores custos ligando so ao alvo 

no grafo G , sejam obtidos, 

Na secção 1 apresenta-se o algoritmo A e demonstra - 

-se que o problema (Pk) pode s e r  resolvido através deste algoritmo. 

N a  secção 2 define-se uma heurís t ica  admissível que 

será u t i l izada  pelo algoritmo e apresenta-se um método para o cá1 - 



culo  d e s t a  h e u r í s t i c a .  No f i n a l  d e s t a  secção resolve-se o proble- 

ma do exemplo (111.1) a t ravês  do algoritmo A e observa-se a e- 

f i c i ê n c i a  d e s t e  algoritmo em re lação  aos algoritmos apresentados 

no c a p i t u l o  111. 

O algori tmo A que s e r á  estudado u t i l i z a - s e  da t e -  

o r i a  de  programação h e u r l s t i c a  c u j a  i d ê i a  é dada a segu i r .  

O algoritmo Â do c a p i t u l o  911 expande a s  configura - 
ções geradas de menores cus tos .  Suponha-se que pa ra  cada configu- * 
ração s da rede  R s e j a  conhecido o cus to  mhimo h ( s )  para  a 

ohtenqao, a p a r t i r  de  s , de uma configuração do alvo.  supõe- se 

h ( s )  = +m se não e x i s t e  um caminho de s ao alvo. ~ n t ã o  o cus- 

t o  do caminho Ótimo de so ao a lvo  8 dado por  

min { p ( s )  + h ( s )  / S E T I  

Se a cada configuração s da rede R e s t i v e r  asso  - 
ciado o cus to  p ( s ) + h ( s )  então o algori tmo A expande apenas a s  

configurações per tencentes  a caminhos Ótimos, e a solução do pro  - 
blema (P l )  6 encontrada diretamente.  Ou s e j a ,  expande-se o menor 

número de  configurações necessá r i a s  pa ra  a t i n g i r - s e  o alvo.  

Como no caso do problema (Pk) não existem meios pa - 



r a  a cleterminação dos cus tos  h ( s )  a n t e s  da r e s o l u ~ ã o  do problema, 

considera-se uma es t ima t iva  h(s) do cus to  h (s) denominada heu- 

A h e u r i s t i c a  de  cada configuraqão s s e r á  determi- 

nada a t r avés  de informaqões re lac ionadas  com o cus to  d-os caminhos 

l igando s ao a lvo  no g ra fo  G de f in ido  por (111.1) e (111.8). 

A h e u r i s t i c a  h 6 def in ida  como uma ap l i cação  de 

T en  IR que a cada configuraqão s E T assoc ia  uma es t ima t iva  

do cus to  do caminho Ótimo de s ao alvo.  

O a lgori tmo Â apresentado no c a p í t u l o  111 é o p rh  

p r i o  algoritmo A no caso p a r t i c u l a r  em que 

Em Hart  1 68  1 demonstra-se que s e  h uma h e u r i s t i  - 

ca admissivel (B9) e G é um 6-grafo, então o algoritmo A* 6 ad - 
miss ive l  (B10). A demonstração da admiss ib i l idade  de  A* pa ra  qza 

f o s  f i n i t o s  sem c i r c u i t o s  de cus tos  negat ivos encontra-se em Gonza 

P .  1711. 

A heurf s t i c a  u t i l i z a d a  pe lo  algoritmo A é uma 

h e u r i s t i c a  admissivel.  O funcionamento do algoritmo A 36 e s t á  

garant ido  s e  f o r  considerada uma h e u r i s t i c a  d e s t e  t i p o .  A informa - 

ção h e u r i s t i c a  a r e s p e i t o  do cus to  do caminho Ótimo de uma configu - 
ração s E T ao a lvo  6 u t i l i z a d a  pe lo  algoritmo a t r a v é s  da função 

z : T -t iR dada por  



C 

onde p ( s )  é o custo da configuração s e h 6 uma h e u r k t i c a  

admissivel. 

z ( s )  6 portanto a estimativa do custo do caminho - 6 

timo de so a T* contendo s . 

O alqoritmo A possui a mesma es t ru tura  do a l g o r i t  - 
.. 

mo (111-16)  e suas regras são idênticas 2s regras do algoritmo A 

(Ver(III.26) e ( I I I . 2 7 ) ) ,  com excessão da função z que aqui 6 dada 

A seguir apresenta-se o algoritmo A com as regras 

já embutidas com excessão da regra de eliminações (111.27). 

Algoritmo A : 

Inicialmente as l i s t a s  aberto, fechado e f i n a l  es tão vazias. 

O O O Passo 1 : Ponha so em aberto associando-lhe z (s ) = p ( s  )+h (s ) 

Passo 2 : Se f i n a l  e s t á  completa ou aberto vazia, pare. 

senão, vá para o passo 3 .  

II 

Passo 3 : Retire de aberto a configuração s cujo valor z ( s )  e 

minimo em aberto. Passe-a para fechado. 

Se s 6 viável ,  guarde s em f i n a l  fazendo as elimina- 

ções segundo a regra de eliminações. 

VZ para o passo 2 .  

senão vá para o passo 4.  



Passo 4 : Expanda s . Para cada s '  E ~ ( s )  se s '  não está em 

aber to  ou fechado, guarde-a e m  abe r to  associando-lhe 

z ( s l )  = p ( s l )  i- h ( s t ) .  

VS para  o passo 2.  

Mo algoritmo A* (B8)  um nó após s e r  fechado pode 

s e r  r eaber to ,  bastando pa ra  i s s o  encontrar-se  posteriormente um ou - 

t r o  caminho a t é  e s t e  n6 de cus to  menor que o custo do caminho en - 
contrado no momento em que e l e  f o i  fechado. O algoritmo A e n t r e  - 

t a n t o ,  não n e c e s s i t a  r e a b r i r  um nó fechado devido 5 ident idade  de 

cus tos  e n t r e  caminhos que ligam duas configuraqões. 

A comparaqão no passo 4 ,  e n t r e  a configuração s '  

que acabou de s e r  gerada e a l i s t a  fechado, também é f e i t a  no a lgo  - 

ri tmo A* e f o i  conservada no algori tmo A por aumentar a e f i c i -  

ênc ia  do algoritmo. Es ta  comparação impede a expansão da mesma ccn - 

f iguração  mais de uma vez no algori tmo A . 

O algoritmo A r e so lve  ( ~ b k )  

O algori tmo A para k = l  6 uma particiharização d.o 

algoritmo A*, sendo que A devido 5s p a r t i c u l a r i d a d e s  do g r a f o  G 

não n e c e s s i t a  r e a b r i r  um nó fechado. 

Como o g ra fo  G é um g ra fo  f i n i t o  sem c i r c u i t o s  de 

cus tos  negat ivos (os cus tos  dos ramos de G são todos p o s i t i v o s ) ,  

a admiss ib i l idade  de A para  k = l  6 decorrente  da admissihil id.ade 

de A* para  g ra fos  f i n i t o s  sem c i r c u i t o s  de cus tos  negat ivos.  



O l e m a  apresentado a s e g u i r  é uma adaptação do lema 

1 da r e f e r ê n c i a  Hart  168) para  o algori tmo A quando apl icado ao 

g ra fo  G que possui  c a r a c t e r f s t i c a s  bas tan te  p a r t i c u l a r e s .  

O lema 1 6 bas tan te  importante po i s  d e l e  decorre  uma 

série de re su l t ados  da t e o r i a . d e  programação h e u r h t i c a .  O lema 

que s e r á  apresentado aqui  6 u t i l i z a d o  na demonstração da proposi  - 
ção 3 e mais ad ian te  na demonstração do lema 8. 

2 - Lema : Se ja  s uma configuração a c e s s í v e l  em G ,  não fechada no 

e s t á g i o  1 do a 1 g o r i t m o . A .  Se ja  P = (so,sl ,..., s)  um 

caminho em G l igando so a s . ~ n t ã o  e x i s t e  E P t a l  
- 

que s está na l i s t a  aber to  no e s t á g i o  L d o  algoritmo 

A .  

A demonstração do l e m a  1 apresentada e m  Hart  1681 

considera o algoritmo A* e um 6-grafo. Devido ao f a t o  de  con- 

s ide ra r - se  um 6-grafo o caminho P l igando o n6 i n i c i a l  no ao 

nó não fechado n , presente  no enunciado do l e m a  2 ,  deve ser um 
o caminho Ótimo l igando n a n . Demonstra-se no lema 1 que com 

as  h ipóteses  acima e x i s t e  um nó ii E P e m  abe r to ,  t a l  que, o ca- 
- 

minho l igando no a n encontrado p e l o  algoritmo A* é um cami - 
O - 

nho Ótimo de  n a n . 

No caso do g ra fo  G e n t r e t a n t o  a demonstração de 
- sl 

que o caminho l igando so a s encontrado pe lo  algori tmo A e 



- 
um caminho Ótimo de so a s 6 dispensável  devido ?i ident idade  

de  cus tos  e n t r e  caminhos que ligam duas configuraçÕes e m  G . Pe- 

l a  m e s m a  razão,  considera-se o caminho P l igando so a s como 

o um caminho qualquer de s a s . 

A proposição seguin te  s e r á  u t i l i z a d a  na demonstração 

de que o algoritmo A r e so lve  o problema (Pk) quando k > L . 

3 ~ r o p o s i ç ã o  : Suponha-se que o algori tmo A u t i l i z a  uma heurxs t i -  

ca  admissivel.  Sejam s1 configuração v i á v e l  não 

supér f lua  e s2 configuração v i á v e l ,  t a i s  que 

1 2 p ( s  ) < p ( s  ) . ~ n t ã o  s2 não e n t r a  em fechado an - 
1 tes de  s . 

~emons t ração  : Se ja  6 uma h e u r í s t i c a  admissfvel u t i l i z a d a  p e l o  - 
algori tmo A . 

Suponha-se por absurdo que s2 e n t r a  e m  fechado 

1 an tes  de s . 

Como s1 é v i á v e l  não supér f lua ,  pe la  proprieda - 
o 1  sll de ( 1 1 . 1 2 )  , s1 6 a c e s s í v e l  em G . Se ja  P = (s , I...... 

I o . . s r  = s ) um caminho l igando s a s1 em G . 

Por h ipó tese ,  s2 e n t r a  na l i s t a  fechado a n t e s  

de  s1 , por tanto ,  na i t e r a ç ã o  em que s2 e n t r a  em fechado s 1 

não está e m  fechado. Logo pe lo  lema 2 e x i s t e  uma configuração 

i E P e m  a b e r t o  na i t e r a ç ã o  em que s2 6 fechada. 



Como h é admissível, 

por hipótese 

< p(s2) + h ( s 2 )  pois s2 é viável - 

Logo vale z ( s )  < z ( s 2 )  e portanto pelo passo 3 do 
- 

algoritmo A , s2 não poderia s e r  fechada antes de s . 
I I 

4 Teorema: O algoritmo A resolve o problema (Pk) . 

~emonstração : A demonstração deste teorema e s t á  dividida em três 

partes: o algoritmo pára após um número f i n i t o  de i terações ,  as  

configurações armazenadas em f i n a l  pertecem ao alvo, a s  configura- 

ções do alvo encontradas pelo algoritmo são as de menores custos. 

la parte  : O algoritmo pãra após um número f i n i t o  de i terações.  

Seja T o conjunto de todas as configurações de R, 

então, 

T =  (s  c I N m /  s c t }  

O conjunto T é f i n i t o  pois T e ti , 

i . . . m , é um numero f in i to .  



Logo, o número de nÕs de G 6 f i n i t o  e pelo passo 4 

do algoritmo A cada nÕ de G 6 l i s t ado  uma s Õ  vez, ou s e j a ,  ca- 

da configuração é expandida apenas uma vez. Portanto o algoritmo 

pára após um número f i n i t o  de i terações.  

2a parte  : A s  configurações armazenadas em f i n a l  pertencem ao a l -  

vo. 

Seja s uma configuração viável  supérflua. Suponha- 

s e  que s en t ra  na l i s t a  f i n a l .  Pelo lema (111.10)  e x i s t e  s '  

viável  não supérflua t a l  que 

Pela proposição 3 ,  s não en t ra  e m  fechado antes de 

s '  . Como por hipótese s en t ra  e m  f i n a l  e como s '  E T* , então 

pelo passo 3 do algoritmo A , s '  en t r a  em f i n a l  antes de s . 
s 1  não é eliminada de f i n a l  pois não ex i s t e  s" - < s 1  (s" # s ' )  , 
s "  viável.  

Pela regra de eliminações (111.27) s ao s e r  guar- 

dado em f i n a l  é eliminada por s '  que já estava em f i n a l .  Logo 



s não cons ta  na l i s t a  f i n a l .  

3 2  p a r t e  : A s  configuraçÕes do a l v o  

mo são  a s  de menores cus tos  . 
encontradas pe lo  a l g o r i t -  

Se ja  s uma configuraçãa viave1 não s u p é r f l u a ,  t a l  

cIue 

p ( s )  < P ( s ' )  

onde s 1  6 a configuração de maior cus to  na l i s t a  f i n a l  no término 

do algoritmo. 

Pe la  proposição ( 3 )  s e n t r a  em fechado a n t e s  de ç r  

e s não pode ter  sido eliminada por s e r  v iâve l  não supérf lua .  Lo- 

go s e s t á  e m  f i n a l .  I I 

O concei to  de  cons i s t ênc ia  in t roduzido  a s e g u i r  ca- 

r a c t e r i z a  uma c l a s s e  de h e u r i s t i c a s  admissiveis  que podem l e v a r  a 

uma maior e f i c i ê n c i a  do algori tmo A . O concei to  g e r a l  de cons is  - 
t ê n c i a  encontra-se em (B11)  . 

~ e u r l s t i c a s  Consis tentes  

6 ~ e f i n i ç ã o :  Uma h e u r i s t i c a  - 6 c o n s i s t e n t e  no g r a f o  G se 

1 2  quaisquer  que sejam s , s E T , t a i s  que e x i s t e  um caminho e m  G 

l igando s1 a s2 e n t s o  , 



onde < 6 uma h e u r f s t i c a  a d i n i s s ~ v e l  e 6 (s1,s2) 6 dado por  (111. 

3). 

A u t i l i z a ç ã o  de uma h e u r i s t i c a  cons i s t en te  pe lo  a l -  

goritmo A* garante  que s e  um nó do g ra fo  f o i  fechado, en tão  o 

caminho Ótimo l igando o nÕ i n i c i a l  até este nÕ já f o i  encontrado 

pe lo  algoritmo. Por tanto  não há necessidade de r e a b r i r  um nó £e - 
chado, o que t o r n a  o algori tmo mais e f i c i e n t e .  ( V e r  demonstraqão 

em Hart  1681). 

Mo caso  do g ra fo  G e n t r e t a n t o ,  uma configuração 

após ser fechad,a não n e c e s s i t a  ser r e a b e r t a ,  devido 2 ident idade  

dos cus tos  e n t r e  caminhos l igando duas configurações.  Consequente 

mente a u t i l i z a c ã o  de uma h e u r i s t i c a  cons i s t en te  não a l t e r a  e m  na- 

da. a e f i c i ê n c i a  do algori tmo nes te  sent ido .  

A u t i l i z a ç ã o  de  uma b e u r l s t i c a  cons i s t en te  pe lo  a l -  

goritmo A é vanta josa  se f o r  in t roduzida  uma pequena modificação 

na reg ra  de r e t i r a d a  de  configurações da l i s t a  aber to .  Pod-endo-se, 

n e s t e  caso,  g a r a n t i r  que uma configuração após s e r  fechada não se- 

rá  gerada uma segunda vez,  sendo por tan to  dispensável  a comparação 

com a l i s t a  fechado no passo 4 do algoritmo. 

A r e g r a  de  r e t i r a d a  na l i s t a  abe r to  s o f r e  a seguin- 

t e  mod-ificação : 

7 R e t i r e  de  a b e r t o  a configuração s cujo  va lo r  z ( s )  6 mi- 



nimo em aberto. 

Em caso de empates, escolha a configuração s de menor cus - 

' t o  p ( s )  . 

8 Lema : Suponha-se que o algoritmo A u t i l i z a  uma heur i s t ica  con- - 
s i s t e n t e  e que a regra de re t i rada  da l i s t a  aberto 6 dada 

por ( 7 )  . ~ n t ã o  se uma configuração s f o i  fechada em a l -  

gum estágio do algoritmo, s não será  gerada pelo a lgor i t  - 

mo em nenhum estágio posterior.  

Suponha-se que a conf igura~ão  s f o i  fechada no es  - 

tágio  R do algoritmo A , e que em algum estágio poster ior  f o i  

j 3 gerada pelo caminho (so,sl ,..., s ) em G , onde s E r ( s  ) .  

o 1 Pelo lema 2 existe ç uma configuração do caminho ( s  ,s , . . . , 
- 

s j )  , t a l  que s e s t á  em aberto no es tágio 1 . 
- - 
- O s < s (E # s )  ,pois s  pertence ao caminho ( s  , 

1 . j j s ,..., s ) e s E r ( s  1. 

Como s f o i  fechada no es tágio R então 

Pela hipótese de consistência, 

;(S.,S) + - > h(;) 

OU se j a ,  



Por tanto ,  

10 f (s) - > 2 (ç)  

Por (9 )  e (10) ,  conclui-se que: 

Z(s) = f ( S I  

e por  (7) 

p ( s )  5 p(S)  , o que é absurdo po i s  S - c s (E # s )  e p 

é es t r i t amente  crescente .  1 1  

11 Conclui-se que s e  o algori imo A funciona com a s  

h ipóteses  do lema (8)  en tão  a comparaqão no passo 4 do algori tmo,  

e n t r e  a configuração s '  que acabou de ser gerada e a l i s t a  fecha  

do é desnecessár ia ,  po i s  n e s t e  caso a configuração s '  não cons ta  

na l i s t a  fechado. 

Em terma; com-putacionais, e s t a  modificação no algo- 

ri tmo r e s u l t a  em uma economia de t rabalho:  a s  comparações de cus- 

t o s  in t roduz idas  no passo 3 são  mais econômicas que a s  comparações 

e n t r e  configurações.  ~ 1 6 m  d i s s o  economiza-se tambgm e m  mem6ria , 
po i s  a l i s t a  fechado nes te  caso pode ser dispensada. 

O algoritmo A com a modificação in t roduzida  e com 
A n 

a h e u r i s t i c a  cons i s t en te  h=O 6 o prÕprio algori tmo A apresenta  - 
do no c a p i t u l o  111 .A de rnons t rqk  da admiss ib i l idade  de Á é por - 
t a n t o  uma consequência do teorema ( 4 )  e do lema ( 8 ) .  



secSão 2 - Uma ~ e u r i s t i c a  ~ d m i s s ~ v e l  para (Phlr) 

A heur l s t ica  h que ser5 definida é admissivel por 

construqão. Para e f e i t o  de s i m p l i f i c a ~ á o  do cálculo de consi- 

dera-se as funções custos pi , i=l, ..., m , l ineares  . 
,. 

A heur í s t ica  h se ra  determinada através da resolix - 

~ ã o  de um problema de programacão l inear .  O processo para s e  che- 

gar 5 formulação deste  problema 6 apresentado a seguir.  

~ e u r 3 s t i c a  de uma configuração não viãvel  - - 

Considere-se uma configuração s não viável.  Pelo 

corolário (111 .7)  pode-se concluir que ex i s t e  pelo menos um corte 

da rede R cuja capacidade em 

Seja a = {K1,K2 

cor tes  de R cujas capacidades 

U m a  configuração 

s 5 i n fe r io r  a il . 

, . . . K 1 o conjunto d.e todos os L 
em s são infer iores  a i3 . 

C 

s '  obtida da ampliação de s e 

viável se  e somente se  as  capacidades de todos os cortes de a em 

s '  são maiores ou iguais  a D . Ou s e j a ,  s e  e somente se s '  

sa t i s faz :  

O devido a c(K , s t )  = C ( K ~ , S  ) + sjdci 
j r . c K  

3. j 



Por tanto  uma con£igura@o viave1 de cus to  mhimo ob - 
t i d a  da a m p l i a ~ ã o  de s , pode s e r  encontrada a t r a v é s  da resoluqão 

do seguin te  problema de  programa~ão i n t e i r a .  

s u j e i t o  a 

s i n t e i r o  , i=l,. . . ,m i 

O problema ( P I )  6 um problema de programaqão i n t e i r a  

com R+2m r e s t r i ç õ e s ,  onde R e a card ina l idade  do conjunto a . 

O v a l o r  6timo de  (PI) 6 o cus to  mhimo da v i a h i l i z a  - 
ção de s . Pode-se v e r i f i c a r  que toda solucão de ( P I )  é uma con- 

f iguracão  v i á v e l  não supérf lua .  Logo o va lo r  ótimo do problema (PI) 

é o cus to  mfnimo para  a obtenção a p a r t i r  de s de uma configura- 

ção do a lvo ,  ou s e j a  h ( s ) .  

A d i f i c u l d a d e  da re so lu jão  do problema (PI)  deve-se 

a do i s  f a t o r e s :  ao poss$vel grande número d.e restrições e ao exces - 

s i v o  t r aba lho  p rév io  pa ra  a determinacão do conjunto a . 

Para d e f i n i r - s e  uma h e u r í s t i c a  no problema (Pblc) con - 
tudo, 6 s u f i c i e n t e  uma es t ima t iva  (subestimando) do va lo r  h (s) . Pa 

r a  a e s t ima t iva  6 (s) que serã de f in ida ,  ignora-se algumas r e s t r i -  



@es do problema (P I )  considerando-se um subcon junto a ' do con- 

junto de c o r t e s  a , e abandonando-se a s  r e s t r i ç õ e s  s '  i n t e i r o .  i 

Um subconjunto do conjunto a pode s e r  ob t ido  pe lo  procedimento 

d e s c r i t o  em 

O problema ( P I )  reduzido d e s t a  £orna é um problema 

de  programação l i n e a r  com L 1 + 2 m  r e s t r i ç õ e s ,  onde R '  6 a c a r d i  - 
nal idade do conjunto a '  ( R '  5 R ) .  Em g e r a l ,  a dirnensão do p ro  - 
bl.ema reduzido é menor que a dimensão do problema original.  devido 

ao  abandono de algumas r e s t r i ç õ e s  . 

Se ja  a' = { X i ,  K i ,  ..., K O , }  C a , formula-se o 

problema reduzido como segue: 

- ~ -  

??L min 1 ~ ~ ( s i - ~ ~ )  
i=l 

s u j e i t o  a 

12 Define-se a h e u r í s t i c a  dè s como sendo o v a l o r  - Ó 

timo do problema (PL) de  s . 

Observa-se que o problema (PI) 6 mais r e s t r i t o  que 

o problema (PL). Logo, o v a l o r  Ótimo de ( P I )  é maior ou i g u a l  ao 

v a l o r  Ótimo de (PL) e por tan to ,  

13  6 ( s )  - h ( s )  



Define-se a h e u r i s t i c a  de uma configuração v i á v e l  

s como sendo h ( s )  = O .  Como h (s) = m s e  não e x i s t e  um caminho 

de s a T* (incluindo-se n e s t e  caso a s  configurações v i á v e i s  su- 

p6r f luas )  conclui-se gue a expressão (13) va le  para  toda configura - 
A 

ção s de T . Logo h 6 uma h e u r i s t i c a  admissivel .  

Se aos problemas (PL) de  s , s E T forem i n c l u í -  

das a s  r e s t r i ç õ e s  " ' i n t e i r o ,  i=l, ..., m ", a h e u r ~ s t i c a  forne- 'i 

c i d a  por este problema a inda  6 admissivel  e mais e f i c i e n t e  que a 

heurxs t i ca  d e f i n i d a  e m  ( 1 2 ) ,  p o i s ,  em g e r a l ,  subestima menos o va- 

l o r  h ( s ) .  A não inc lusão  d e s t a s  r e s t r i ç õ e s  permitem contudo que 

o problema possa ser reso lv ido  pe lo  método sirnplex. 

~ e s o l u ç ã o  do problema (PL) 

O problema (PL) pode ainda e s t a r  vinculado por  um 

número muito grande d-e r e s t r i ç õ e s .  Para s i m p l i f i c a r  a resolução  

d e s t e  problema procura-se decompÔ-10 de t a l  forma que cada proble- 

ma r e s u l t a n t e  da decomposição e s t e j a  vinculado por  poucas restri - 
ções. 

A de f in ição  in t roduz ida  a s e g u i r  sugere uma p a r t i  - 
ção do conjunto de c o r t e s  a' que p o s s i b i l i t a  uma decomposição de 



- 
1 4  ~ e f i n i ç ã o  : Dois c o r t e s  R e Í? de R são conexos s e  exis tem cor- 

tes K1,K2, ..., K j  de R ta is  que 

- - - 
a )  K I = K  , K = K  

j 

b)  Ki 0 Ki+i # ff , i=l, . . . , j  

Diz-se que dois  c o r t e s  são desconexos s e  não são co - 
nexos. 

Exemplo I : Considerem-se os c o r t e s  

da rede da f i g u r a  1. 

f i g u r a  1 



Neste exemplo tem-se R 6 conexo de K para 
i j 

i , j  = 1.,2,3,4 . O cor te  K5 é conexo de s i  mesmo e desconexo de 

A definição acima define uma par t ição P ( a  ' )  = {P1, 

P 2 , .  . . ,P 1 em a  ' caracterizada a seguir.  
4 

Tome-se um corte K E a '  e defina-se P1 como seg  

do o conjunto de todos os cor tes  de a '  conexos a K . Definidos 
r 

os conjuntos P1,P2,. . . ,P , s e  P = a '  r i faz-se q=r;  senão, 
r i=l 

toma-se K E a '  t a l  que K ,k V P e define-se P,+l i 
como O 

i=l 
conjunto de todos os cortes de a '  conexos a R . A construção ge 

corrente acima conclui-se, pois a '  é f i n i t o .  

4 

Observa-se que com a definicão dada , P ( a ' )  e uma 

part ição de a  pois 

P = p 
j 

i f j ,  i , j = l , . . . , q  

NO exemplo I , P ( a  ' ) = CP ,P 1 uma par t ição de 1 2  

a '  onde 

P ( a  I )  part iciona os cortes de a '  de t a l  forma 



que c o r t e s  conexos pertençam a um mesmo P . Observa-se que os  
j 

ramos per tencentes  a c o r t e s  de  Pi não pertencem a nenhum c o r t e  

de P q u a l q u e r q u e  s e j a  j = l , . . . , q  , j # i  . 
j  

A p a r t i ç ã o  P (a  ) p o s s i b i l i t a  uma separação no con - 

junto  de r e s t r i q õ e s  de (PL) em q subconjuntos, cada um d e l e s  cons - 
t i t u i d o  de  todas  a s  r e s t r i ç õ e s  de  (PL) provenientes  de c o r t e s  de 

um P . Devido 5 def in iqão  dos P , j =  , , a s  v a r i ã v e i s  
j j  

s 1  presentes  e m  um dos q subconjuntos de r e s t r i ~ õ e s  não apare - i 

cem em nenhuma r e s t r i q ã o  não per tencente  a e s t e  subconjunto. ~ l é m  

d i s s o  a função cus to  p é separável  po i s  é l i n e a r .  Logo, a mini- 

mização de PL pode ser f e i t a  por p a r t e s ,  o que pode ser observa- 

do no exemplo I. Neste exemplo pode-se minimizar a função cus to  

consiCiera,ndo-se in ic i a lmen te  os  c o r t e s  de P1 e poster iormente o 

c o r t e  K5 de Ps . 

O problema (PL) será decomposto em q problemas do 

formato : 

s u j e i t o  a 

min 1 p i ( s i - s i )  
i=l 

Considerando-se X = {ri E M / ri E K , #I< E P .  1 ,  
3 

a dimensão do problema PLj 6 dada por  



Observa-se e n t r e t a n t o  que e s t a  dimensão pode s e r  reduzida pa ra  

31x1 , s e  f o r  considerado o f a t o  de s '  = s para  todo ri ,E? X .  i i 

Pode-se v e r i f i c a r  que encontrar  uma s o l u ~ ã o  do pro- 

blema (PL) é equiva lente  a encont rar  uma solução para  cada (PL j ) 

no sen t ido  de que s e  

a )  s* 6 uma solução de (PL) então uma solução de (PLj) pg 
4 

de s e r  ob t ida  por: 

9 .  

h )  s*', s*" ,..., s n q  são solk$es de PL1, PL2 ,..., PL r e s  
53 

pectivamente então ,  

s * = ~ +  7 ( s * ~ - s )  é uma S O ~ L I ~ ~ O  de (PL) .  
j = l  

Se a p a r t i ç ã o  P (a ' ) f o r  u n i t á r i a  en tão  a dimensão 

de (PLl) 6 i g u a l  à dimensão de (PL) e nes te  caso a decomposição 

não con t r ibu i  p a r a  a s impl i f icaqão da resolução de (PL). porem , 

no caso em que P (a') não 6 u n i t á r i a ,  a dimensão de cada um dos 

( P L j )  e menor que a dimensão de  (PL) e por tan to  a r e s o l u ~ ã o  dos 

(PL j 6 menos t r aba lhosa  que a resolução do (PL). 

0s problemas (PL j ) podem s e r  r e so lv idos  ap l i can  - 



do-se o método do s inqlex .  

Para  que a resolução dos (PLj ) de s s e j a  p o s s i v e l  

r e s t a  d e f i n i r  o subconjunto a '  d-os c o r t e s  de R , cujas  capacida - 
deç e m  s são i n f e r i o r e s  a D . A s e g u i r  apresenta-se um proces- 

s o  p a r a  a determinação de um subconjunto a '  de s . 

17 ~ e t e r m i n a q ã o  do subconjunto a '  de uma configuração de T 

Observa-se que devido a toda  configuração s E T 
* 

s e r  maior ou i g u a l  à c o n f i g u r a ~ á o  so , um c o r t e  cu ja  capacidade 

é i n f e r i o r  a D em s tem garantidamente capacidade i n f e r i o r  a 

O D e m s .  

O método proposto pa ra  a determinação de um subcon- 

junto de c o r t e s  cu jas  capacidades são i n f e r i o r e s  a D e m  uma con- 

£iguração s de T , p a r t e  de  um suhconjunto de c o r t e s  c u j a s  capa - 
cidades e m  so são i n f e r i o r e s  a D . 

Denomina-se incremental  a um caminho no g r a f o  G 

l igando s o  a uma configuração v i á v e l ,  obt ido  a t r a v ê s  de uma o t i -  

O 1 mizaqão passo a passo. A incremental  é por tan to  um caminho (s ,s , 

. . . . s e m  G t a l  que 

a )  s 6 v i á v e l  

A d-eterminação de uma incremental  no g ra fo  G f o r  - 



o nece uri-i suhconjunto de c o r t e s  a '  da configuração s . 
O Define-se a '  de s como sendo o conjunto c o n s t i  - 

t u i d o  pe los  c o r t e s  u t i l i z a d o s  pa ra  a expansão das configurações não 

v i á v e i s  da incremental  . 
+ 

O subconjunto a ' de uma configuração s E T será 

ob t ido  s e l e c i  onando-se e n t r e  o s  c o r t e s  de a '  de sO aqueles  cu - 
j a s  capacidades em s são i n f e r i o r e s  a D . 

i n i c i a lmen te  f aça  s = s". ( * )  Se s é v i á v e l ,  en - 
O t ã o  o caminho encontrado l igando s . a s é a incremental ;  s e  - 

M 

nao, expanda s . Escolha e n t r e  a s  sucessoras  de s a configu- 

i ração s de menor custo.  Faqa si = s e v o l t e  para  (*I. 

A f i g u r a  2 i l u s t r a  a incremental  e o conjunto a '  

de so do g ra fo  do exemplo (111.1) . 



f i g u r a  2 

O subconjunto a ' de so obt ido  é dado por 

Observa-se que quando expandiu-se a q u a r t a  configu- 

raqão houve um expate  de  custos:  a configuração super io r  f o i  es- 

colhida.  Se a escolha r e c a i s s e  sobre  a o u t r a  configuraqão obter -  

s e - i a  o seguin te  conjunto a' : 



O 

A h e u r i s t i c a  h d e f i n i d a  por ( 1 2 )  , quando determi- 

nada a p a r t i r  dos conjuntos a' ob t idos  pelo procedimento descr i -  

t o  e m  ( l 7 ) ,  e uma h e u r i s t i c a  cons i s t en te .  

Para a demonstração da cons i s t ênc ia  de  h mostra - 
3 

se in ic ia lmen te  que s e  s1 e su são  duas configurapões de T t a i s  
9 .- 

que e x i s t e  um caminho em G l igando s1 a s " ,  e se s 6 uma s o e  

1 qão do PL de s e s 6 uma solução do PL de s2 en tão ,  

Considere-se X o conjunto de pontos v i á v e i s  do PL 

2 de s1 e Y o conjunto de pontos v i á v e i s  do PL de s . Como e - 
2 x i s t e  um caminho em G de s1 a s2 então s' - c s . 

Uma c o n f i g u r a ~ ã o  s '  pertence a X s e  : 

a) s '  > s 1 
- 

1 
b)  qualquer que s e j a  K per tencente  a a '  de  s então ,  

S e j a  s" E Y . ~ n t ã o  ( a )  é s a t i s f e i t a  p o i s  

I Se K pertence a a '  de s então  por de f in i$% 

1 9  K per tence  a a' de s 
2 



D e  (19) ,  tem-se : 

2 
D e  ( 2 0 )  r e s u l t a  ( 2 1 )  p o i s  s "  - > s 

Mostrou-se por tan to  que qualquer que s e j a  s" E Y 

então  s" E X . OU s e j a ,  Y C X  , podendo-se conc lu i r  que : 

22  min p ( s ' )  L_ min p ( s ' )  
s ' EY s ' EX 

A demonstração da cons i s t ênc ia  de decorre  de 

1 (22) po i s  se s e s 2  são  duas configurações de  T t a i s  que e- 

x i s t e  um caminho em G ' l igando s1 a s2 então : 

2 1 2 p ( s l , s 2 ) + h ( s 2 )  = p ( s  1-p(s  )+  min € p ( s l - s  11 por  def in i750 
S ' EY de e(s2) 

1 
= min € p ( s 1 ) 1  - p ( s  ) 

S ' E Y  

1 = rnin € p ( s t - s  ) I  

A s  f i g u r a s  3 e 4 i l u s t r a m  a s  regiões  do g r a f o  gera  - 

das pe lo  algoritmo A quando apl icado ao problema do exemplo 



($11.1). AS h e u r í s t i c a s  u t i l i z a d a s  foram determinadas a p a r t i r  dos 

conjuntos de c o r t e s  a' = r r r r na f i g u r a  3 e do con- 1 2  2 3 

junto de c o r t e s  a' = {{rl,r21,{r2,r3},{r3,r4~} na f i g u r a  4. 

Neste exemplo pode-se observar  uma r e d q ã o  do ncme- 

r o  de configurações expandidas pe lo  algori tmo A quando comparado 

ao número de configuraqões expandidas pe los  algoritmos apresenta  - 
dos no c a p i t u l o  111, f icando comprovada assim a maior e f i c i ê n c i a  

d e s t e  algoritmo em re laqão aos ou t ros  do i s .  

f i g u r a  3 



2- 

r \ nó não gerado 
4 - 1  

0' nó e m  abe r to  

R 
@ nó em fechado no e s t ã g i o  I: com cus to  h e u r f s t i c o  

v i á v e l  náo sup&flua e m  f i n a l  

& acréscimo no ramo ri 

figura 4 



A grande d i f i cu ldade  pa ra  a ap l icação  do algori tmo 

A e s t á  na deterroinação de uma h e u r i s t i c a  admissivel para  o proble  - 
ma que não subestime excessivamente o s  va lo res  h ( s ) ,  s E T . 

Uma h e u r i s t i c a  6 t a n t o  mais e f i c i e n t e  quanto mais 

próximo de h ( s )  e s t i v e r  o v a l o r  G ( s ) ,  para todo s de T . A 

h e u r í s t i c a  de f in ida  em ( 1 2 )  depende diretamente do conjunto a ' 

de cada configuração s . Por exemplo, se são conhecidos todos os 

c o r t e s  de R cu jas  capacidades em s são i n f e r i o r e s  a D e s e  

forem i n c l u í d a s  a s  r e s t r i ç õ e s  'si i n t e i r o ,  = , 2  l ao p r g  

blema (PL) de s então g ( s )  = h ( s ) .  Adotando-se e s t a  h e u r i s t i c a  

para  todo s de T , a s  configuraqões expandidas pe lo  algori tmo A 

são  aquelas  per tencentes  a caminhos Ótimos e por tan to  expande- se 

o menor número posã ive l  de configuraqões. Conclui-se que o algo - 
ri tmo A 6 t a n t o  mais e f i c i e n t e  quanto maior f o r  o número de cor- 

o tes do conjunto a ' de s . 

Este  f a t o  pode s e r  observado nas f i g u r a s  3 e 4 quan - 
do resolveu-se o problema do exemplo (111.1) ut i l izando-se  i n i c i a l  - 

mente a h e u r í s t i c a  determinada a p a r t i r  dos c o r t e s  { r l f r 2 1 , { r 2 , r 3 1  

e poster iormente a h e u r i s t i c a  determinada considerand.0-se os  cor- 

tes ambos casos o algori tmo expan - 

de 7 configurações pa ra  k= l .  Para k=2, e n t r e t a n t o ,  o algori tmo 

expande 11 configurações no pr imeiro caso e 10 no segundo caso;  r e  - 

duzindo e m  1 o número de  configurações expandidas e em 2 o número 

de configurações geradas.  



Ci 

Como a h e u r í s t i c a  h , d e f i n i d a  em (12), além de ser 

admissível  s a t i s f a z  a cons i s t ênc ia ,  então pode-se melhorar a e £ i c i -  

ênc ia  do algori tmo A introduzindo a s  modifica$es suger idas  quan- 

do da d e f i n i ç ã o  de h e u r í s t i c a s  cons i s t en tes .  

N a  l i t e r a t u r a  encontram-se vã r ios  métodos pa ra  a re- 

solucão do problema de encont rar  os  k melhores caminhos e m  um g r a  - 
£o. Nas r e f e r ê n c i a s  Polack I G L /  e Yen 1711 apresentam-se alguns 

d e s t e s  métodos. J u s t i f i c a - s e  a não u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  a lgori tmos 

no p resen te  t r aba lho  por  serem pouco e f i c i e n t e s  quando se t r a t a  da 

resolução do problema (Pblc) . 
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CONCEITOÇDE TEORIA DOS GRAFOS 

Neste ~ p ê n d i c e  apresentam-se alguns concei tos  hás i -  

cos de  t e o r i a  dos g ra fos  u t i l i z a d o s  n e s t e  t raba lho .  N a s  r e f e r ê n  - 
c i a s  Pord 1621 e Berge 1621 encontra-se um estudo mais de ta lhado 

d e s t a  t e o r i a .  

1 U m a  rede o r i e n t a d a  R 6 um p a r  ordenado (N,M) on- 

de N 6 o conjunto de r& de R e M é uma famf l i a ,  M = (ri) i 6 1  

cujos  elementos ramos de  R sat isfazem: . 

A or ien tação  de R f i c a  e s t abe lec ida  a t r a v é s  da o- 

r i en tação  dos ramos de  R . Por exemplo, se (nl,n2) E M e (n2. 

nl) E M então  (nl ,n2)  e (n2 ,nl) são considerados ramos d i s t i n t o s  

de R . 

Um ramo ri E M 6 um p a r  ordenado (nl,n2) onde 

nl E N e ns E N. 'n 1 é d i t o  extremidade i n i c i a l  do ramo r, e 

ns extremidade f i n a l  do ramo ri . 

Observa-se que 6 permit ida 

t a i s  que r = rk , jfk : ou s e j a ,  ramos 
j 

a e x i s t ê n c i a  de  ramos 

múl t ip los f  uma vez que 



M é uma fami l i a .  Em Ford 1621 faz-se a r e s t r i q ã o  da não e x i s  - 
t ê n c i a  de ramos múl t ip los  em R ,porém, a t e o r i a  15 desenvolvida é 

v á l i d a  também para  este caso. 

Um caminho e m  R é uma seguência de ramos t a i s  que 

a extremidade f i n a l  de qualquer ramo in termediár io  coinc ide  com a 

extremidade i n i c i a l  do ramo seguin te .  

O comprimento de um caminho 6 o n k e r o  de ramos que 
w 

o compoe. 

Um c i r c u i t o  6 um caminho onde a extremidade f i n a l  

do últ imo ramo coincide com a extremidade i n i c i a l  do pr imeiro.  

Uma cadeia  ou caminho não o r i en tado  é uma sequên - 

c i a  de ramos r l , r 7 . . , r  t a l  que um ramo in termediár io  é l igado 
j 

ao ramo a n t e r i o r  por uma das extremidades, e ao segu in te  p e l a  ou - 
t r a .  Se a s  extremidades de rl e r não l igadas  a r2 e rjM1 coin 

j - 

cidem, a cadeia  recebe o nome de c i c l o .  

Neste t r aba lho  considera-se uma rede o r i en tada  R 

na qual  distinguem-se d o i s  nos: a denominado f o n t e  ou produtor  e 

o nó b sumidouro ou consumidor. 

& rede  R e s t a r á  associado o ve to r  capacidade 

c E 3Im onde ci 6 a capacidade do ramo ri E M . 

Uma rede  R pode s e r  representada por uma f i g u r a  

geométrica onde o s  nós são representados por  c i r c u l o s  e o s  ramos 

por seguimentos or ientados  e n t r e  d o i s  nÕs. 



2 Exemplo : A figura seguinte representa a rede R = (N,M) onde 

Exemplos : caminho -- (r4,r6,rg) 

circuito - (r2,rgrr3) 

cadeia - (r3,r5,r7) 

ciclo - (r8,r3,r6) 

Para simplificar a notação serão estabelecidas as 

seguintes convenções . 
Sejam X e Y dois subconjuntos de N . Denote-se 

por (X,Y) o conjunto de todos os ramos (ni,n.) tais que ni E X 
3 



Se g 6 uma função de M em R define-se 

Um f luxo de a para  b em R 6 uma função de Pí 

em iFJ t a l  que 

O - v a l o r  do f luxo  f  na rede R e dado por : 

A expressão (5)  representa  a  l e i  de c o n s e r v a ~ ã o  do 

f luxo nos nós; ou s e j a ,  para  todo nó n E N nfa ,b , a soma dos 

f luxos  dos ramos que entram e m  n é i g u a l  2 soma dos f luxos  que 

saem de n . 

Pode-se v e r i f i c a r  a  p a r t i r  de (5)  e (6) que : 

Um f luxo f em R é v i á v e l  em re lação  a  c 

7 O - C f ( r . )  ci -tfri E M 
l. - 

onde c é o v e t o r  capacidade associado a R . 

8 Umcorte  K de R é um conjunto (x,X) onde X e 

X sa t i s fazem 



9 A capacidade de um corte K = (x,K) na rede R com 

vetor capacidade c é dada por : 

Diz-se que R é um cor te  minimo em R se  sua capa- 

cidade 6 minima en t re  as capacidades de todos os cortes de R . 

1 0  Problema do fluxo máximo 

Dada a rede R e o vetor capacidade c determinar 

um fluxo viável  f de maior valor entre  todos os fluxos viáveis  de 

R .  

A uma solução deste problema denomina-se fluxo máxi- 

11 Teorema do fluxo máximo - corte  mínimo 

O valor do fluxo máximo de R 6 igual  2 capacidade 

de um corte mkiimo de R . 
A demonstração deste teorema e os resultados obtidos 

a p a r t i r  dele encontram-se em Ford 1621. 



Algoritmo - de ro tu lação  

O a lgori tmo de r o t u l a ~ ã o  des t ina-se  d e t e r m i n a ~ ã o  

do f luxo máximo de R , e sua  versão o r i g i n a l  é apresentada em 

Ford 1621. 

O algori tmo p a r t e  de  um f luxo  v i á v e l  f e f a z  au- 

mentos de f luxo  a t é  que i s t o  não s e j a  mais poss íve l .  

In ic ia lmente  procura-se uma cadeia  e m  R do nó - a 

ao nÕ onde é poss íve l  um aumento de f luxo;  modifica-se o £lu- 

xo n e s t a  cadeia .  O a lgori tmo para quando não e x i s t e  nenhuma ca  - 
d e i a  d e s t e  t i p o  onde 6 p o s s í v e l  um aumento de  f luxo.  

O algoritmo c l a s s i f i c a  o s  nós de R em três t i p o s :  

N ó s  não rotulados 

N ó s  abe r tos -  aqueles  rotulados e não expandidos 

N& fechados - aqueles  rotulados e expandidos 

O s  nós recebem r ó t u l o s  do t i p o  (s,  n, E )  , onde : 

s é um s i n a l ;  pode s e r  + ou - 
n 6 a denominação de  um n6 

E e um número i n t e i r o  p o s i t i v o  ou i n f i n i t o  

12 Algoritmo 

In ic ia lmente  a b e r t o  e fechado e s t ã o  vaz ias .  

É dado um f l u x o  v i á v e l  f . 
Passo O : Ponha 2 e m  aberto:com rÓtulo (+, 0 ,  m )  



Passo 1 : Se a b e r t o  e s t á  vaz ia ,  pare.  

senão vá para o passo 2 . 
Passo 2 : Se b - e s t á  em aber to ,  vã para o passo 3.  

I - 
senão, r e t i r e  a rb i t r a r i amente  um nó n de aber to .  Ponha 
- 
n e m  fechado. 

- 
Se ja  (2, m ) o r ó t u l o  de n . 
Rotule todo nó n não ro tu lado  t a l  que 

ai = (E,") E M 

f ( Í i ,n)  < c i  
- 

com r ó t u l o  (2, n ,  E )  onde 

E = ~ i n { ; ,  c - f ( i í , n ) )  i 

e ponha n em aber to .  

Rotule todo nó n não ro tu lado t a l  que 

(n,;) E M 

f (n , i i )  > O 
- 

com r ó t u l o  (-, n ,  E )  onde 

E = ~ i n { E , f ( n , n )  1 

e ponha n em a b e r t o  . 
vá para  o passo 1. 

- 
Passo 3 : Se ja  (+, n, E * )  O r ó t u l o  de b . 

Faça n=b . 
vá para  o passo 4 .  

- 
Passo 4 : Se ja  (s, n ,  E )  O r 6 t u l o  de n 

Se s=+ faça  

f(Í i ,n)  = f ( n , n )  + E *  

Se s=- faqa 



f ( n , n )  = f ( n , i )  - E *  

- 
Se : # a  faça n = n  

vá para o passo 4 

senão r e t i r e  todos os nos de aberto e fechado. Apague os 

rótulos.  

VS para o passo 0. 

O algoritmo de rotulação , além do fluxo máximo da 

rede R , permite determinar um corte minimo de R . Consideran - 
do-se a Última rotulação f e i t a  e tomando-se X como o conjunto de 

- 
nÕs rotulados e o conjunto X = N/X de nós não rotulados, prova - 
s e  que ( x , X )  é um corte mhimo de R . 



BUSCA DO CAMINHO DE CUSTO M~NIMO EM UM GRAFO 

Neste apêndice apresentam-se dois algoritmos para a 

busca do caminho de custo mfnimo em um grafo: o Algoritmo de Dijks - 
tra e o Algoritmo de ~rogramação ~eurxstica, Nestes algoritmos fo - 
ram baseados os algoritmos Â e A apresentados nos ~apitulos I11 

e IV. 

Inicia-se este apêndice introduzindo-se a definição 

de grafo e apresentando-se alguns conceitos relativos a grafos, 

1 ~efinição : Um grafo G é um par ordenado (T, r )  onde T 6 o 

conjunto de nós de G e r 6 o operador sucessor que a cada nÓ 

n E T faz associar um subconjunto r(n) de nós de T . 

Uma rede R sem ramos múltiplos pode ser represen- 

tada por um grafo. 

2 Um - ramo de G 6 um par ordenado (n ,nl) onde 

n E T e n' E r (n). Os nós de r (n) são denominados sucessores 

de n . 
Denomina-se expansão do nÓ n a obtenção dos suces 

sores de n . 
Um grafo G 6 finito se T é finito. -- 

Um caminho em G 6 uma sequência de nós de T 



n , n . . . , n . ) onde E r (ni) , i = l 1 2 , . .  . , j-1 . 
3 

3 Problema de busca 

Considere-se um g ra fo  G = (T,I ')  e uma função cus- 

t o  6 : NxN -+ R' que assoc ia  a cada ramo de G o cus to  ; (n ,n ' ) .  

Se o s  cus tos  de todos os  ramos de um grafo  G são  

maiores ou i g u a i s  a um dado v a l o r  p o s i t i v o  6 diz-se que G é um 

O cus to  do caminho A = (n1,n2 , .. . ,n . ) de G é d a  
3 

do por  

5 Pb Dado um nó i n i c i a l  no E T e um conjunto a l v o  

T* C T , encont rar  um caminho de  no a T* e m  G ,  cu jo  cus to  é 

mínimo e n t r e  todos os  caminhos de no a T*. 

Um algori tmo de  busca 6 d i t o  adrnissível se g a r a n t i -  

damente encont ra  em tempo f i n i t o  uma solucão para  o problema Pb. 

Alqoritmo de D i j k s t r a  

No algoritmo de D i j k s t r a  u t i l i z a - s e  duas l i s t a s  de 

nós : 

l i s t a  a b e r t o  - onde são  armazenados o s  nÔs gerados e não 

expandidos. 



l i s t a  fechado - onde são  armazenados os  nos expandidos. 

A cada nó n do g ra fo  o algoritmo assoc ia  um cus to  

c e um apontador. n 

6 Algoritmo - : 

In ic ia lmente  a s  l i s t a s  a b e r t o  e fechado e s t ã o  vazias .  

Passo O : Ponha no e m  abe r to  associando-lhe cus to  c. = O 

Passo 1 : Se a b e r t o  e s t a  vaz ia ,  pare  (o problema não t e m  so lução) .  

Escolha em aber to  o nó n com cus to  m h i n ~ o  em aberto. 

Resolva empates a rb i t r a r i amente ,  dando p re fe rênc ia  aos 

nos em T*. 

Se n E T* ponha n e m  fechado. 

vá pa ra  o passo 4 .  

senão ponha n em fechado. 

vá para  o passo 2 .  

Passo 2 : Expanda n . Para cada ni r r ( n )  c a l c u l e  
- 

cni = C II + p(n,ni)  

Se ni e s t á  e m  abe r to  com cus to  maior que o cus to  encon - 
t r a d o  agora el imine ni de aber to .  

vá pa ra  o passo 3. 

Passo 3 : Ponha todo ni E i" (n)  que não e s t e j a  em aber to  ou fecha - 
do e m  abe r to ,  associando-lhe cus to  Cni e apontador n . 
vá p a r a  o passo 1. 



Passo 4 : Recupere o caminho Ótimo de no a T* de t r á s  pa ra  f r en -  

t e  u t i l i z a n d o  os  apontadores. 

7 Um estudo detalhado do algoritmo de D i j k s t r a  encon- 

tra-se e m  D i j k s t r a  1591. E s t e  algoritmo é admissivel  sempre que 

apl icado a grafos  f i n i t o s  sem c r i c u i t o s  de cus tos  negat ivos ou a 

6-grafos . 

Algoritmo A* 

O algoritmo de programação h e u r í s t i c a  A* u t i l i z a  

uma função denominada - função cus to  h e u r i s t i c o  que a cada nó 

n de T , f a z  a s soc ia r  uma es t ima t iva  do cus to  do caminho Ótimo 

l igando no a T* que contêm n . 

N a  r e f e r ê n c i a  Hart  1681 estuda-se detalhadamente a 

operação do algoritmo A* , e a s  condiqões que garantem sua admis- 

s i b i l i d a d e .  Uma função cus to  h e u r i s t i c o  é def in ida  como sendo 

onde g ( n )  é o cus to  do caminho de s" a n encontrado pe lo  a lgo  - 
r i tmo e 6 ( n )  é uma es t ima t iva  (subestimada) do cus to  do caminho 

Ótimo de n a T* , denominada h e u r i s t i c a  de n . 

O algoritmo A* manipula duas listas de nós: l i s t a  

a b e r t o  de nós não expandidos e l i s t a  fechado de n6s expandidos. O 

a lgori tmo assoc ia  a cada nó do g r a f o  o v a l o r  P(n)  e um apontador. 



8 Algoritmo 

In ic ia lmente  as l i s t a s  abe r to  e fechado e s t ã o  vaz ias .  

Passo I) : 

Passo 1 : 

Passo 2 : 

Passo 3 : 

Passo 4 : 

Ponha no em aber to  associando-lhe (no)  . 
Se a b e r t o  está vaz ia ,  pa re  (com insucesso) .  

~ e n ã o ,  escolha e m  a b e r t o  o nÕ n com 2 (n)  minimo e m  - a 

be r to .  

Resolva empates a rb i t r a r i amente  dando p re fe rênc ia  aos nós 

em T*. 

Se  n E T* ponha n e m  fechado. 

vá pa ra  o passo 4. 

senão ponha n em fechado. 

vá pa ra  o passo 2 .  

+. 

Expanda n . Para cada ni a i (n) determine f (ni) . 
Se ni e s t á  em fechado com cus to  h e u r r s t i c o  maior que o 

cus to  encontrado agora,  r e t i r e  ni d e s t a  l i s t a .  

VS para  o passo 3 .  

Ponha todo ni E r (n)  que não está em fechado em aber to  

com cus to  h e u r í s t i c o  f (ni) e apontador n . 
vá para  o passo 1 . 
Recupere o caminho Õtimo de no a T* de t rás  para  f ren-  

t e  u t i l i z a n d o  o s  apontadores. 

Diz-se que uma h e u r i s t i c a  é adrnfssível s e  

6 ( n )  - h ( n )  , fiLn E T 

onde h ( n )  6 o cus to  do caminho Ótimo de n a T* . 



10 Teorema : Se h 6 uma h e u r i s t i c a  admissivel  para  todo n de T , 
então  A* 6 admissível .  

A demonstração d e s t e  teorema encontra-se em Hart 1 6 8 1 
onde supõe-se que G 6 um 6-grafo. Esta  demonstração f o i  r e f e i t a  

e m ~ o n z a g a l 7 1 (  pa ra  o caso de g ra fos  f i n i t o s  s e m  c i r c u i t o s  de cus - 
t o s  negativos.  

11 Diz-se que uma h e u r f s t f c a  admiss$vel h 6 cons iç ten  

t e  s e  quaisquer  que sejam nl e  n2 , nós de  T , t a i s  que e x i s t e  um 

caminho no g ra fo  l igando nl a  n2 então  

onde h(nl,n2) é o cus to  do caminho Ótimo no g ra fo ,  l igando nl a 

Demonstra-se e m  Hart  1681 que s e  o algori tmo A* u- 

t i l i z a  uma h e u r i s t i c a  c o n s i s t e n t e ,  en tão  um nó fechado pe lo  a l g o  - 
r i tmo nunca será reaber to ,  o  que dispensa a  comparação com a l is- 

t a  fechado no passo 2 .  


