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I? estudada a convergência de soluç&s de problemas de controle Ó t i  - 

mo discreto para a solução de um problema de controle Ótimo contínuo, no caso em 

que os controles são restringidos pelo estado. 

A importância da substituição de um problema contínuo desse tipo 

por problemas discretos reside no fato de não haver um princípio de 6xim conti' - 

nuo para essa classe de problemas. JZ para os problemas discretos associados , 

no caso em que o conjunto que restringe os controles for convexo, além de serem 

sat is fe i tas  condições pelas funções cr i tér ios  e do sistema, podemos contar com 

um princípio de m&imo , que fornece condições necessárias de otimalidade . 



The convergence of solution t o  discrete optimal control 

problems as a solution to the continuous optimal control problem when the con - 

t ro l s  are constrained by the s ta te  is 

The interest  i n  

nuous problems rests i n  the fact  that 

considered. 

the substitution of those kind of conti - 

there is not a maximum principle fo r  this 

claçs o£ problems . However , for  associated discrete problems , i f  the s e t  that  

res t r i c t s  the controls is  convex and the objective and system functions s a t i s  - 

some given conditions , we have a maximum principle that  gives necessary con - 

ditions for  optimality. 
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§ 1. O CONCEITO DE CONTROLE  IMO 

Em Teoria de Controle, de maneira geral,  centralizamos 

nossa atenção sobre um "processo", i s t o  é, uma ação ou movimento que se dá ou exis - 

t e  no tempo. Junto com a noção de processo consideramos "controles" que inf luenci - 

am o processo em questão. Quando dese jams fazer alguma análise, é necessário for  - 

mular uma estrutura chamada "dinâmicatt do processo ou uma l e i  que governe mudanças 

na "estado". Quando uma polí t ica de influência especificada, nossa dinâmica , 

por definição, prove meios que uma vez baseados no conhecimento do estado x(t) do 

processo para tempos t - < to ,  to um ponto arbitrário num conjunto de tempo previa- 

mente fixado, nos permite determinar o comportamento de x(t) para t > to. 

Outro elemento necessário na formulação geral de um pro- 

blema de controle Õtimo é um "objetivo". I s to  é, nós estabelecemos uma meta a ser  

atingida pelo nosso processo por meio de uma polí t ica apropriada de controles apli  - 

cados . Uma questão que surge naturalmente 6 se  exite ou não meios que influencian- 

do o processo sejam suficientemente fortes para que se possa at ingir  o obje 

tivo. Se t a i s  meios existem, temos formulada uma estrutura de controle.. Par - 

tindo de um estado arbitrário de um processo, podemos considerar o conjunto 

de os estados que pedem ser atingidos através de políticas determinadas. 



Este conjunto e chamado "conjunto a lcmç~vel"  para o processo definido r e l a t i  - 

vo ao estado in ic ia l  especificado. 
' 

Em problemas de controle h; geralmente um n h r o  de caminhos em 

que o objetivo de um processo pode ser  alcançado. Dentro desse conjunto -1 de 

possibilidades, passando-se a considerar restrições impostas, podemos desejar 

achar a melhor deszas com relação a algum "critério de desempenho". Se em re  - 

lação a algum cr i t é r io  de desempenho determinamos no conjunto de políticas pa - 
r a  a t ingir  um objetivo uma que é a ('melhor", temos formulado um "problema de 

controle Ótimof'. 

No que se  segue, consideram que a dinâmica es tá  na forma . - de 

uma equação diferencial ordinária vetorial e que o controle cuja imagem está 

contida em uma "região de controle" que depende do estado, é uma função pex 

tencente a uma certa '?classe admissível" e o cr i tér io  de desempenho será a 

integral de uma função de valores reais.  

Na maioria dos casos em que se  pretende resolver um problema de 

controle Ótimo no qual deve ser  minimizado o valor de um funcional em solu - 
ções de uma equação diferencial, essa resolução provém da aplicação de &to - 
dos numéricos. 

Em t a i s  casos, usualmente o pr'óblema contínuo 6 substitui'do por - 
uma versão discreta do problema, cuja solução proporcione uma aproximação a 

solução do problema continuo, e então surge a questão da convergência de apro - 

ximações desse tipo 2 solução do problema original. 

No presente trabalho, estudaremos essa questão para uma .._':classe 

de problems onde, mais do que por conveniência há a necessidade da substi  - 

tuição reférida acima. 

Trata-se do caso em que os controles admiss$veis para o problema 



são restringidos pelo estado. Para um problema contínuo com essa caracterís t i ca  , 

não podemos contar para a sua resolução com nenhum resultado do tipo do princí  - 
pio do máximo de Pontryagin. JS não é esse o caso para versões discretas de t a i s  

problemas ,2] e conforme veremos adiante. 

No capítulo 11, definimos o que são os problemas de controle Õ t i  - 

mo contínuo e discreto, assim como enunciamos os teoremas de existência para os . 

dois tipos de problemas. ~ambém enunciamos o*~.~r incípio  do ~áximo de Pontryagin 

para o primeiro tipo de problema considerando que os controles não são res - 
tringidos pelo estado e logo em seguida 6 exposto um princípio de ~ãximo para o 

segundo tipo de problema. 

C 

No capztulo 111, fazemos a substituição do problema de controle - o 

timo contínuo em que os controles são mstringidos pelo estado, por versões dis  - 
cre tas deste e mostramos que podemos obter uma solução aproximada . ;do prbblema 

continuo a pp t i r -a  solução Ótima do ,problema discreto. 

Finalmente no capi'tulo IV, tiramos algumas conclusões 5 pa r t i r  do 

estudo empreendido. 



Neste capítulo apresentamos as definições dos problemas de controle 

Ó t i m o ,  teorems de existência de solução Ó t i m a  e princípios de M%mo para os 

casos contínuo e discreto, assim como alguns exemplos de problemas de Controle 

btimo. 

O ~ r i n c í p i o  de Máximo discreto aqui mostrado, se aplica no caso em 

que os controles são restringidos pelo estado e aparece confonrie fo i  fornulado 

em 1 11 e 121 . 
Com o intui to de apresentarmos es te  trabalho um pouco mais comple - 

to ,  no item 4.2 do presente capítulo mostramos o princípio de IGiximo de Pon - 

tryagin para o caso contínuo conform fo i  formulado em [8J , porém é necessário 

observar que es te  princípio f o i  demonstrado em p] somente para o caso em que 

os controles admissíveis para o problema não são restringidos pelo estado. Co - 

mo no nosso caso estamos considerando problema de controle Õtimo contínuo em 

que os controles admissíveis são restringidos pelo estado não podemos fazer 

uso do princípio mostrado em r81 , d a i  a necessidade de substi tuir  o problema 

original por uma versão discreta .do problema, cuja solução proporcione uma 

aproximação ã sÒlução do problema contfnuo surgindo consequentemnte a questão 

da convergência de aproximações desse tipo 5 solução do problema original. 



§ 2 .  DEFINIçÃO DOS PROBLEMAS DE CONI'ROLE 

 IMO CONT~NUO E DISCRETO 

2 .l. PROBLEMA DE CONTROLE @'IMO CONT~NUO 

2.1.a. Notação 

Seja A C En x E' compacto, consideranas t E E' e x E E". Para 

todo (x,t) E A seja  U(x,t) um subconjunto compacto de Em. Denotaxzmos Por 

M = {(x,u, t)I(x, t)  E A, u E U(x,t)) 

S e j a T : M  + 
En+l t a l  que 

onde 

~ : E " x P x E '  E "  e P : E ~ x E ~ x E ~ + E ~  

Consideramos ,>;o conjunto de pares x(.) , u(.) de funções vetoriais que satisfazem 

as seguintes condições : 

a) x(. ) é absolutamente contínua em ,TI 
b) u (  . ) 6 mençur&el em ,TI e pode s e r  escolhida em um conjunto de 



e) fO(x ( . ) ,  u(.),  .) é L - integrável em P,T] 

f )  k(t) = f (x ( t ) ,  u ( t ) , t )  q.t.p. em [o,T] 

g) por (a) podemos concluir que as 

fi(x(.),  u(.), .), i = 1 ,..., n são L-integráveis em [o,T] 

h j  (O,x(O), T,x(T) E BCE~"*' onde B é é conjunto fechado. 

Um par x( .) ,  u(.) que satisfaz a,b,c,d,e,f ,g.e h é dito admissível, 

x(.) é a trajetória e u(.) o controle do sistema. 

Dado o sistema: 

que sat isfaz as condições a ,  b, c ,  d, e ,  f ,  g e h achar entre as funções u(.)eS2 

aquela que minimiza o funcional. 

r 

Nota 1 

No caso particular em que U(x,t) é um sub-conjunto compacto de 

para todo (x,t)e A O problema de minimizar o funcional (2) é chamado de "proble - 
ma de Pontryagin" de teoria de controle Ótimo, No caso em que U (x, t )  é um sub - 
conjunto. não necessãriamente compacto de para qualquer t ,x o problema é d i  - 
t o  de "Lagrange com restrições unilaterais". 

2.2. DEFINIPO DO PROBLEMA DE CONTROLE ÓTIMO DISCRETO 

Consideremos o sistema descrito pelas equações : 



(3) 

onde 

- x. = f .  (x. , 1 )  Xi+i i 1 1  i = 0,1, ..., k - 1 

Achar uma sequência (&, , u l ,  . . . , i&) e UIM correspondente t r a  - 
jetória (?o , i < ) ,  . . . , jck) que "nimize a soma 

sujeitas a 

onde 

onde 

g i 
: E~ -+ E1i teM matrizes jacobianaç com posto máxi - 

mo onde calculado 

s; = E" i = 1, ... , k - 1 



HIPOTESES : 

Definindo 

onde 

Uk (x) = Em v x E E* , vamos considerar que: 

(i) v i  = O ,  1, ... , k - 1 e para todo (xi , ui ) E xi 

as funções f i ( , e f O i ( , ) são continuamnte diferenciáveis . 

Seja bo = - 1 , .  . . O )  E E"+' e para i = 0, 1, . . . , k - 1 

definamos 

(c) Para i = O ,l, . . . ,k-1 e para todo x c En os conjuntos Fi (x,Ui (x))CE n+l 
são bo - convexos, isto é, dados u' e u" em Ui(x) e O h < 1 - - 



Se Ui (x) é vazio, então Fi (x,Ui (x)) e também vazio, logo 

direcionalmente convexo. No que se segue entretanto, a existência de controles 

ótimos garante que ui (%i) n"á sejam vazios. 

(E) Finalmente, i O ,  1, . . . , k - 1 os conjuntos Xi são 

convexos. 

5 3. TEOREMAS DE EXIST&CIA PARA O PROBLEMA 

DE CONTROLE ÕTIMO CONTINUO E DISCREXO 

3.1 TEOREMA DE E X I S ~ N C I A  PARA O PRO - 
BLEMA DE CONTROLE 6T1MO CONTINUO 

Para o problema definido em 2 .  Ira. pcdemos  enunciar:^ seguinte : 

TEOREMA (teorema de existência para problemas de Pontryagin) Seja A 

1 compacto E* x E e para todo ( x , ~ ) E  A seja U(x,t) uni subconjunto compacto de 

E ~ .  

Sejam 

M = {(x,u,t) I ( x , t ) ~  A, u E U(x,t)) 

e seja 



t a l  que: 

é uma função vetor ia l  contínua em M. Seja U(x, t )  rn função semicontinua superior - 

mente v ( x , t )  E A  e p a r a t o d o  (x, t )  ~Aconsideremosque:  

é um subconjunto convexo e se ja  ainda, B um conjunto fachado de E"". 

Então, o funcional (2) tem um mínimo absoluto em qualquer classe Q 

não vazia de pares admiss~veis u(.) , x(.) . 

Demonstração : ver p1 

3.2 TEOREMA DE EXISTR~CIA PARA O PRO- 

BLEMA DE CONi'ROLE 6 ~ 1 ~ 3  DISCRETO 

Para o problema definido em 2.2. podemos enunciar o seguinte: 

TEOREMA: Se são sa t i s fe i t a s  as hipóteses (L), (U) e (GX) de 2.2 existe  uma se - 
A 

quência (iio,Ul,. . . , e uma t ra je tór ia  correspondente (Zo,I1, ..., Ik) que 

nimiza a soma 

Demonstração: Para demonstrar o teorema, transformaremos o problema em um 



problema de programação matemática da forma: 

(a) Encontrar um vetor 2 E satisfazendo 

@) 5 E 5 1  

(C) r (Z) = O tal que 

f(2) )c f(z) v z  2 E" satisfazendo (b) e (c) onde 

f : E" -r E: r: E" +- ? são funções continuamenie 

diferenciãveis e L? 6 um subconjunto de E". 

TRANSFORMAÇAO DO PROBLEMA EM UM DA FORMA (a) ACIMA; 

i = O, 1 . k - 1 seja - 0 n+l Vi - (vi, vi) E E 

onde 

Então a equação: 

Xi+l - Xi = fi (x. I' u.) 1 i = 0, . . . , k é equivalente a 

- 
Xi+l - xi - vi com vi E fi(xi,Ui(xi)) i = O, ... , k-1 

Seja 



podemos então definir:  

r (z) = 

vi E Fi(xi,Ui(xi)), i = 0, ... , k - 11 

OBSERVAÇÃO: v i  = O ,  1, ... , k - 1 

O z E Q v? 1 = fi (xi,ui) para algum (xi,ui) E X. 
1 

Então: 

Como r é continuo 

- 1 r ({O)) é um conjunto fechado. 



Se supozemos que Xi 6 compacto, então, v xi E E ~ ,  Ui(xi) também 

o serã, logo como Fi (. , .) 6 contínua Fi (xi ,Ui (xi)) é compacto. Isso garante que 

n seja compacto. 

Mas então: 

.. 
r-'(10}) n n é compacto, e como f é continua, existe um z 

nesse conjunto no qual f atingirá um valor &imo. 

4.1 - PRIN~PIO DO WIMO DISCRETO 

Para o problema definido em 2 . 2 .  se são satisfeitas as hipóteses a i i  

mencionadas , é válido o seguinte : 

n n 

TEOREMA: Se (Go,Gi ,..., ukml) éuma sequênciade controles Ótimos e ( â , x l  ,..., x )  k 

wna tmjetôria Ótima para o problema, então existem vetores : 

e um escalar p0 - < O nem todos nulos, ta i s  que: 



Finalmente, para i = 0, ... , k - 1 o Hamiltoneano 

Satisfaz a condição de máximo: 

Esta &tima relação 6 conhecida como "princípio do &ximl'. 

Demonstração ver [l] pag. 19 

*vide apendice 



Suponhanios que todas as hipóteses do teorema - aeim enunciado 

são sa t i s fe i t as ,  com : 

para 

onde cada função Ri : E" x F? -t Eqi 6 continuamente diferenciável e os 

gradientes das restrições ativas são linearmente independentes , i s t o  é : 

é um conjunto linearmente independente, onde : 

Então existem vatores : 

e um escalar p0 O nem todos nulos t a i s  que: - 



para 

e finalmente, para i = 0, 1, ... , k - 1 . 

Hamiltoneano: 

1 
H : E" x x E" x E x {O, ... , -13 - E' 



satisfaz a condição do &irno: 

p , i  > H (Xi ,u i ,~ i+l>~o, i )  H G i , G i  <pi+l 0 - 

v ui E U. (2.) 
1 1  

~emons t ração ver [I] pág . 47 

Se as funt$3es R . , ) ,  i = 0,1, ..., k - 1;  j = 1,. ...., 4i são 

convexas vale o comlãrio '1 enunciado anteriormente, 

NOTA: Apresentamos em seguida um princípio do dximo devido a Pontryagin para - 
problemas contínuos onde no entanto o estado em que o sistema se encontra num 

dado instante não restringe os controle admiss fveis . 

Se são satisfeitas as condições a,  b ,  . . . , f para o problema 2.1 e 

U(x,t) = U(t) v ( x , t )  c A 

x(0) = xo 

g(x(t)) = O onde g(.) é continuamente diferenciãvel com 



matrizes j acobianas com posto &xim onde calculado, então: 

Se u(.) 6 ini controle Ótimo para o problema e X(-) a t ra je tór ia  correspon - 

dente, existem um escalar p0 - < O e uma t ra je tór ia  adjunta p : @,TI --+ E" 

com @O,p ( t ) )  # O t a i s  que 

d - p ( t )  = - p0 afo G ( t )  . W )  - 
d t  r ax lT 

onde 

H : ~ " x p x  E? xE1x [o,T]--+ E1 

O O 
(x,u¶p,pO,t) - p f (x,u) + <p,f(x,u)> 

6 o hamiltoneano associado ao problema. 

Demonstração: ver C151 pg. 274 
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§ 5. Daremos a seguir exemplos de problemas cuja formulação matemática apre - 

senta a caracterís t ica em estado, ou seja., os controles serem res t r i tos  pelo 

estado. 

EXEMPLO 1 

Consideremos uma ârea residencial constituÉda de M lotes  de 
\ 

terreno. Anualmente os lo tes  são colocados a venda a um preço determinado, com 

a condição de que a qualidade das residências será mantida em todos os lotes  a 

serem vendidos posteriormente. Consideremos ainda que o dono do terreno quer 

maximizar os seus lucros ao cabo de N anos de venda de lotes.  

O problema que se  coloca então é o de eleger a cada ano.' os pre - 

ços pelos quais os lotes  serão vendidos, preços esses que proporcionarão o mai- 

o r  retorno. Um f a t o r  importante na questão, é que medida que novas residên - 

cias vão sendo construídas, o comprador se  sente mais seguro em pagar um pre - 
ço maior pelo lote.  Dito de outra forma, quanto mais lotes  já vendidos (supõe - 

se  que as residências são construídas a t é  o f i na l  de cada ano), maior numero 

de compradores estarão dispostos a pagar um preço mais elevado pelos lotes .  

Essei9 fa to r  pode s e r  representado esquematicamente como se  se  - 

gue : 

Se x ~ + ~  > X. onde xi expressa o número de lotes  vendidos , 
1 ' 

o comportamento dos compradores evolui na forma esboçada g r a f i c m n t e  como se  

segue : 



Onde pi é o preço pelo qual os lotes serão colocados a venda no 

ano i + 1. Observe-se que se no intervalo [i, i+i] forem vendidos lo tes ,  e por- 

tanto construidas mais x ~ , ~ -  xi residencias, a um mesmo preço serão vendidos um 

- maior nhe ro  de lotes. Fomalizando o problema, temos : 

xi+ i - xi = f (xi, pi) xo = O. 

Pi E U(xil 

e queremos maximizar: 

onde por O0 representamos o nÚmero de residências já existentes na área ao se 



in ic ia r  o plano de vendas. 

Podemos supor em princípio, para melhor compreensão do pro - 

blema, que a função f é obtida através de uma pesquisa de mercado, que de - 

terminaria quantas pessoas ( x ~ + ~  - xi) estariam dispostas a comprar lo tes  ao 

preço pi , se  já tivessem sido construidas xi residências. 

Esta é uma boa oportunidade de se  ressa l tar  a importância 

da restrição pi E U(xi) ser  incorporada ao problem. 

A meta principal desse estudo é o de encontrar coradições 

necessárias de ot imlidade para problemas desse tipo (em part icular ,  aqui se  

almeja condiçoes necessárias de otimalidade para problemas continuos desse ti - 

po) 

Sendo assim, quanto mais informações puderem se r  levadas 

em consideração nas d i tas  condições, mais elementos elas nos fornecerão para 

a resolução do problema. 

EXEMPLO 2 : ver E231 

Consideremos um economia que produza um só produto, vinho 

por exemplo. 6 dois fatores de produção, capital  e trabalho. Se K(t) e L(t) 

são respectivamente o estoque de capi ta l  e o trabalho usado no tempo t E (0 .~1,  

então a taxa de produção Q(t) no tempo t 6 dado pela função de produção: 



Parte da produção é alocada para consumo, sendo C ( t )  a taxa 

de consumo, e o restante I ( t )  para invest ir  e m  bens de capital.  Assim, 

onde 

6 A fração da produção que é poupada e investida. 

Suponhamos que o estoque de capital  se  deprecia exponenciaimente 

como tempo na razão 6 > O. ~ n t ã o  a taxa de crescimento líquido do capital  é da - 

do pela equação: 

~ l é m  disso, a força de trabalho cresce 2 taxa constante B>O. 

Assim, 

Admitamos também que a função F de produção tenha o seguin - 

t e  comportamento: 



Se definirmos as variáveis per capita,  

e tomamos 

então temos 

Usando essas definições e as equações (1) e (Z), 6 f á c i l  

ver que k ( t )  sa t i s faz  a equação diferencial: 

i ( t )  = S(t)  f (k ( t ) )  - ,J k(t)  

onde 

Se bem que em cada peri'odo todo o produto possa s e r  ende - 

reçado ao consumo, há um limite &xim para a poupança a ser investida, li - 

mite esse que é função da intensidade de capital  naquele instante.  I s to  é, 

S(t )  E [O, g(k(t))] , S (a) continua por parte. 

onde 



Suponhamos finalmente que iniciando com uma intensidade de 

capi ta l  k(0) = ko , se  deseje maximizar o consumo, no intervalo 0 T , i s t o  é, 

onde 

Colocando na forma de um problema de controle Ó t i m o ,  temos : 

Dado o sistema 

k(0) = ko , k ( t )  E E,  S(t)  E r0 ,1. , S ( * )  continua por partes 

Encontrar, se  poss?vel, uma função ??I(.) com t ra je tó r ia  R ( . )  

cõrrespondente , que maximize 



Neste capitulo são apresentados os problemas de controle 

Ótimo contínuo e discreto objetos de nosso estudo, definições necessárias pa - 
r a  as demonstrações, resultados que garantem a convergência de funções cons - 

t r 6 d a s  a pa r t i r  de soluções de versões discretas do problema original para 

uma soluqão deste. Apresentamos também teoremas que justificam a substi  - 

tuição do problema de controle ótimo contínuo por versões discretas deste. 

5 2. APRESEWTAÇKO DOS PROBLEMAS E DEFINIÇOES 

O nosso interesse central está dirigido ao problema de 

controle Ótimo contínuo que consiste e m  determinar, entre as funções u ( . ) E 

L2 [o,T] que satisfazem: u(t)  E U(x(u(t), t))  em [o,T] onde x (u( t ) , t )  < uma 

solução da equação diferencial f ( t )  = f (x(t) , u( t )  , t )  em x(0) = xo associa - 

da a LI(.), aquela que minimiza o funcional: 



Chamremos esse problema de problem P, e as funções que sa - 

tisfazem as condições acima serão di tas  viáveis para o problema P. 

A esse problema podemos associar uma classe de problemas 
+ 

que denotaremos Pm definidos como se segue: Dado m s , determinar en - 

t r e  as funções u (* )  s L2 [o,T] que satisfazem: u( t )  E Bl,m U(x(u(t) , t )  * on - 

de x (u ( O )  , ' ) é uma solução de equação diferencial # ( t )  = f (x ( t )  ,u ( t)  , t )  com 

x(0) = xO assoe+ada a u(.) , aquela que minimiza o funcional: 

As funções que satisfazem as condições acima serão d i tas  

viáveis para o problema Pm. 

Fazendo no intervalo [o,T] a partição: 

onde 

e tomando in = T/n, podemos definir o seguinte problema discreto P: : 

(*) B U(x) representa aqui uma bola fechada de raio B de U(x) 
B 



C 
Dado m E , determinar entre as sequências 

un=(un , U , , U ) que satisfazem: 
o nl %-i 

onde xn(un) 6 uma solução da equação a diferenças finitas 

com x - - xo associada a un, aquela que minimiza o funcional 
no 

n-1 
Jn (xn(un), un) = fO(xn , u , t ) T,, i = 0.1 ,..., n-i. 

i = O  i ni ni 

As funções que satisfazem as condições acima serão ditas via - 

veis para o problema P: . 

DEFINI mo 

Chamaremos de controle exteíldf do em ,TI , de ordem n uma f- 

ção un(*) constante por partes construida a par t i r  de rnia sequ&cia viável para 

um problema do tipo P: como se segue: 



u (t) = Un n quando t E ['ni tn. $ i = O,l, ..., n-1 
i I+ 

Abreviadamente diremos um controle extendido un ( O )  

Ordem 

mero inteiro positivo - > 

n u ) viável para Pm 
nn- 1 

cr í t ica  de discretização, denotada n(m) é o menor nc - 

m para o qual exista unii sequência u = (uno? uni,. . . , n 

, que se usada para construir um controle extendído, 

proporciona wia b ç ã o  viável para Pm. 

A existência de ta l  número será garantida mais adiante pe - 

10 Lema 2. 

TEOREMA 1: 

Se as condições : 

a) As funções f ( e ,  ;) e f O ( - ,  , *)  são uniformemente continuas em [o,T] ;fO(= , e ,  * )  

é contínua na primeira variável e uniformemente contínua na segunda. 

b) 3 E E' , i = 1,2$. . . , 11 tais que 



c)  U : E" + (Fim) é semicontinua superiormente, os conjuntos U(x) C B 

são convexos e compactos, onde B 6 uma bola fechada em Em. 

São sa t i s fe i t as ,  então: 

(L) A equação diferencial do problema P tem solução Única e absolutamente conti - 
nua 

Além disso , VE > O 3 6 ( E) > O t a l  que se: 



então 

t a l  que se  

I I ( 1  - u t '  I I L 2  [o,~] c a' (e) 9 

Prova: [14] , pág. 20 

A substituição de problemas de controle Ótimo conthuo em 

que os controles são restringidos pelo estado, por versões discretas deste, 

com a finalidade de obter wna solução aproximda const i tdda a pa r t i r  da solu - 

ção Ótima no problema discreto, f icará justificada pelos teoremas 2 e 3 que 

se seguem: 



Admitamos satisfeitas todas as hipóteses do TEOREMA 1, e seja 

- 
u(-) uma solução Ótim de P e X(.) 4 -- x(Ü(.), 0 )  a trajetória associada. 

Definamos : 

- 
J = inf {J(x(u(-), a ) ,  u(*) I u(=)  é viável para P 1 

Seja tambémÜn uma sequência Ótima de P e 2 n e  A x n (En) a 

traje tória associada. Definamos analogamente : 

n 
-" = inf I J" (xn(un) , un) I un é uma sequência viável para $1, Jm 

cuja existência fica garantida pelas hipóteses do teorema 1. 

Então : 

Para que seja possível demonstrar o Teorema, necessitamos a1 - 

gumas definições e resultados preliminares. 



- 
Jm 0 - inf IJ (x(u(*) ,*)  I u( - )  6 viável para Pml 

-* 
inf {J(x(un(.) , a ) ,  un(*))  1 un(-) 6 uma função extendida 

viável para Pml. 

As hipóteses do teorema 1 garantem a existência desses ~nfimos. 

4- - 
v m E , 3 E ( * )  contínua (que evidentemente depende 

de m) , t a l  que : 

- - - 
~ ( y ( t ) )  em @,TI, onde x (* )  = x(g( . ) ,  0 )  

Ü(t) E B1/Zm 

Prova : 

Pela semicontinuidade superior de U(*) , 

- 36 > O 1 1  x(t )  - x(t )  1 1  < 6 

mas, pelo teorema 1, 



então, para fmgóes u ( - )  3 

teremos : 

Como 

Na verdade, pelo fato do conjunto das funções contínuas ser  den - 

so em LZ [o,T]. existem funções contínuas u(=) t a i s  que: 

- - 
Seja E(*) uma t a l  funqão, e x (*)  & x(E(*), * )  C.Q.D. 

LEMA 2 :  
3 

vm E , O conjunto dos controles extendidos viáveis para 

Pm não é vazio. 



Prova : 
4- 

Dado um rn E arbitrário,  seja ;(e) rn fun~ão  contínua 

que satisfaz a condição do Lema 1. 

Para 

e sejam 

onde 

Como 

logo, pelo teorema 1, 

* ver ref. L4J pag. 22 



então 

e pela semicontinuidade superior de U(.) , 

Mas, pelo Lema 1 ,  sabemos que : 

- - - L 

e a sequência un é viável para P: . Consequentemnte tin( .) definida acima e 

um controle extendido. 

- - 
Para garantir que un(.) é viável para Pm, lembremos que 
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- - + 1 1  K(t)  - 3 t )  1 1  "-0 e 

pela semicontinuidade superior de U(.) que 3 N2 z v ~ > N ~  

Mas, pelo Lema 1, sabemos que: 

Como 

I 

I 

Is to  implica que 

- 
v n  2 max {N1, N2, N3} un(.) 6 viável para Pm . 

- ~ _ -  C.Q.D. 



LEMA 3 : 7 ;  --r 3 

Prova: W ~ > 0 , p e i o t e o r e i ~ 1 ,  3 6 > 0  3 

I I u(-1 - $4 I I 6 * 

Tomando para u ( . ) u m  fun~ão  continua E(. ) (e chamando n( .) . = 

- 
x(Ü(.) , .)) , que sabemos ex i s t i r  pela densidade do conjunto das funções contínuas 

suficientemente grande para que : 

o que é possível pelo Lema 2 (do qual tomamos a notação aqui empregada), temos 

logo 



ou se ja  

levando ao limite, concluimos que: 

Prova : 

Com isso completamos a demonstração do Teorema 2.  

C.Q.D. 

Se o funcional J . ,  . sat isfaz certas condições de regularidade 

(vide [5] 1 , então : 

l i m  u (.) = Ü(.) 
m-=' n (m) 

onde Ü ( )  6 o controle extendido construl'do a pa r t i r  da solução ;tima para 
n (m) 

o probilema pn (m) m 



Seria o caso por exemplo em que fO(. , . , .) fosse convexa na 

prime5ra variável e uniformemente convexa na segunda e : 

Prova: r41 , pág. 24 



Note-se que para efei to de utilização real  dos resultados apresenta - * 
dos no trabalho, 6 necessário determinar, para uni dado m e a , a ordem c r í  - 

t i c a  de discretização n(m) , ou pelo menos uma estimativa superior, já que as t e  - 

ses dos teoremas 2 e 3 podem ser extendidas a problemas P: com n - > n(m). E i n  - 

teressante investigar a velocidade de convergência da solução dos problemas dis  - 

eretos .para a solução do problema originai para determinar a ordem de aproximação 

obtida. Tudo isso,  no entanto para s e r  tratado, deve levar em conta os dados 

específicos do problema de controle Ótimo original. 



I. Convenções Gerais 

En - denota o espaço euclidiano das n - u p l ~  ordenadas de nheros  reais.  

Se x é um vetor de En entáo escrevemos s x  = (xl, x2, . . . , xn) . Quando uma 

n - upla é um vetor de En, muitas vezes o tratamos como um vetor coluna 

em ml tiplicações mat r ic ia is  . 

E' - conjunto dos nÜmeros reais.  

Como norma de um vetor em usamos a aplica@o 

Como produto interno de dois vetores En usairos a aplicagk:  

g( .) - denota uma função, com o ponto localizado no lugar de variável. 

g (x) - denota o valor de g ( . ) no ponto x. 



11. ~ímbolos e Abreviações 

A C B = A é subconjunto de B 

A x B = Produto carteziano de A por B 

x E A = x pertence a A 

Ã = aderência ou fecho do conjunto A 

> = tal,  que 

V = para todo 

3 - = existe um 

f :  A -+ B = f é um função de A em B que associa a cada x E A um elemento f (X)E B 

xç. f(x) 

Sn + p = a sequência {Sn 1 converge para p 

3 = implica em 

nT = matriz transposta 

A - - = por definição 

@ (A) = conjunto das partes de A 

I lu(*) I I L 2  = norma de um vetor u em L~ ,T 1 

. q. t .p. = quase em toda parte 
111. ~ínibolos com significação especial : 

X = conjunto de.: estados 

U = conjunto de controles 



4 3 

X. 
1 

= estado do sistema no instante i 

X t 
= estado do sistema no instante t 

n. 
1 

ni 

Ui = controle do sistema no instante i 

Ut = controle do sistema.no instante t 
ni 



DEFINIÇKO 1 - Seja U(t,x) C lirn, diz-se que o conjunto U(t,x) & 

uma função semicontinua superiormente em t , x com mspeito a inclusão se para 

x ) > O U(t,x) e s t a  con- qualquer to,xo e e > O existe 6 = 6 (E, to,r, o 

t ida  em uma vizinhança de raio E de U(to ,x,) quando 

DEFINIÇ?iO 2 - Um cone C E E" 6 m conjunto t a l  que, se x E C<; . 

a c  E, a >  - O ,  ~ X E C  

DEFINIW 3 - O cone radial ao conjunto no ponto Z E de -- - - 9- 

notado por ~ c ( ; ,  Q) é o cnnjunto de todos os vetores z para os quais existe 

um E > O ,  t a l  que: 
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