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No Planejamento de Redes ~ e l e f ô n i c a s  Urbanas, um problema a ser re- 

so lv ido  c o n s i s t e  em determinar o número e  a  loca l i zação  das c e n t r a i s  

a s e r e m  i n s t a l a d a s  e a s  suas  r e spec t ivas  á reas  de i n f l u ê n c i a .  Para 

i s s o ,  a  l igação  e n t r e  as  c e n t r a i s  é considerada de forma s i m p l i f i c a  - 

da, supondo-se a  i n e x i s t ê n c i a  de c e n t r a i s  "tandem". Deseja-se que o 

custo g loba l  do s is tema,  inc iden te  no ano e m  estudo,  r e s u l t e  minimo, 

impostas as  r e s t r i ç õ e s  que garantem a qual idade dos se rv iços  p r e s t a  - 
dos, no que concerne 5 qual idade da t ransmissão e  ao grau de  s e r v i -  

GO.  O problema é resolv ido  u t i l izando-se  t écn icas  de programação ma - 
temática.  
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ABSTRACT 

On planning urban telephone networks, a problem which needs 

so lv ing  i s  t o  f i n d  ou t  t h e  nurnber and t h e  l o c a t i o n  of exchanges t o  

b u i l d  and a l s o  t h e i r  boundaires.  To do t h i s ,  connection between t h e  

exchanges is  considered i n  a simple way, supposing t h a t  t h e r e  

a r e n ' t  "tandem" exchanges. I t  i s  des i red  t h a t  t h e  g l o b a l  c o s t  

i n v o l v e d i n t h e  year  u n d e r s t u d y i s  minimun, guaran tee ing thes tandard  

o£ t h e  s e r v i c e s  o f fe red ,  concerning q u a l i t y  of t ransmission and 

grade of s e r v i c e .  



AGRADECIMENTO 

Agradeço a  cooperação e  a  ajuda dos técnicos Alberto de Ol ivei ra  

Moreno, Ramiro de Almeida Sobrinho, Sérgio E l le ry   irão e Paulo 

Pavanini Rai da ~ e r ê n c i a  de ~ s t a t í s t i c a  e  Pesquisa Operacional da 

CTB, cujo apoio e  incent ivo foram de va lor  inestimavel ao desenvol- 

vimento des t e  t rabalho.  



~ N D I C E  DE CAP~TULOÇ - 

Um problema de planejamento de redes t e l e f ô n i c a s  - - 

11. Modelo ~ a t e m á t i c o  3 

11.1 - Conceitos ~ ã s i c o s  

1 1 . 2  - v a r i á v e i s  do Modelo 

11.3 -  unção Objetivo 

1 1 . 4  - ~ e s t r i ç õ e s  

111. ~ é t o d o  de Solução 1 6  

111.1 - Solução I n i c i a l  

1 1 1 . 2  - Solução do Subproblema 1 

111.3 - Solução do Subproblema 2 

1 1 1 . 4  - convergência 

I V .  ~ o n c l u s õ e s  e comentários 2 9  

I V .  1 - Aplicabi l idade  do Programa 

I V . 2  - ~ e n e r a l i z a ç õ e s  ~ o s s i v e i s  

Apêndice I - ~ x p e r i ê n c i a  Computacional 32 

Apêndice I1 - ~ e s c r i ç ã o  do "Cycl ic  Coordinate Descent Method" 59 

Apêndice I11 -  unção de Erlang com Número de Meios contínuo e suas 

Derivadas P a r c i a i s  8 2  

B i b l i o g r a f i a  84 



Pag . 
Figura 1 ........................................ 3 



Um s i s tema t e l e f ô n i c o  pode s e r  de f in ido  como um conjunto de £a- 

c i l i d a d e s  que t e m  por  o b j e t i v o  s a t i s f a z e r  a s  necessidades de comuni - 
cação e n t r e  a s s inan tes  loca l izados  numa determinada área .  Como ape- 

nas  uma pequena pa rce la  da t o t a l i d a d e  de as s inan tes  manifesta  simul - 
taneamente o dese jo  de s e  comunicar, s e r i a  demasiado oneroso munir 

o s i s tema de meios que permitissem a todos o s  pares  d e a s s i n a n t e s  co - 
municação ao mesmo tempo, p o i s  o equipamento f i c a r i a  ocioso durante  

um la rgo  período de tempo. A solução adotada é i n t r o d u z i r  equipamen - 
t o s  denominados c e n t r a i s  t e l e f  Ônicas . Cada ass inan te  é então  f i  l i a -  

do a uma c e n t r a l ,  ou s e j a ,  s e  e s t abe lece  uma l igação  r í g i d a  de cada 

ass inan te  da á r e a  a cada c e n t r a l  do s i s tema,  sendo as  c e n t r a i s  in-  

terconectadas por  meio de cabos. O papel  das c e n t r a i s  e s t a b e l e c e r  

um caminho e l é t r i c o  temporário para  os  a s s inan tes  l igados a e l a s .  A 

operação de se leção  de um percurso  e l é t r i c o  rea l i zado  pe las  c e n t r a i s  

6 denominada comutação. 

Dois c r i t é r i o s  são  usualmente empregados pe las  empresas que ad- 

ministram os se rv iços  te lefÔnicos para  exprimir  a qual idade desses  

serv iços .  Um de les  d iz  r e s p e i t o  à qual idade de t ransmissão e o ou- 

t r o ,  conhecido como grau de s e r v i ç o ,  se r e f e r e  ao congestionamento 

do s i s tema,  expresso p e l a  probabi l idade de que um ass inan te ,  que de - 
s e j a  s e  comunicar com out ro ,  encontre  todos os  percursos que os  ligam 

ocupados. Diz-se que um s i s tema t e l e f ô n i c o  s a t i s f a z  aos do i s  c r i t é -  

r i o s  de qual idade,  quando as  atenuações das l igações  do s i s tema fo- 

rem i n f e r i o r e s  a uma quantidade pré-fixada e quando o grau de servL 

ÇO f o r  também i n f e r i o r  a um c e r t o  v a l o r  pré-fixado. A s a t i s f a ç ã o  ao 

c r i t é r i o  de qual idade da t ransmissão pode s e r  ga ran t ida  proporcio- 

nando-se meios de comunicação de um m a t e r i a l  adequado e a s a t i s f a -  

ção ao grau de s e r v i ç o  imposto é ob t ida  munindo-se o s i s tema de um 

número de meios adequado. 

O desejo de comunicação e n t r e  a s s inan tes  do s is tema podese r  ava - 
l i a d o  por uma grandeza denominada t r á f e g o  t e l e fôn ico .  Ta l  parâmetro 

depende da ca tegor ia  dos a s s inan tes  e v a r i a  razoavelmente ao longo do 

tempo. E usual  e s t abe lece r - se ,  para  f i n s  de p r o j e t o  e planejamento, 

um período de tempo padrão denominado "Hora de Maior Movimento" (HMM) , 
sendo o t r á f e g o  t e l e f o n i c o  de f in ido  para  e s t e  i n t e r v a l o  de tempo. 



A introdução de novos ass inan tes  em um s is tema t e l e f ô n i c o  t o r n a  

necessá r io  que s e  promova a expansão continuada do r e f e r i d o  s i s t e -  

ma. E necessá r io  que s e  ins ta lem novas c e n t r a i s ,  que s e  f i l i e m  os no - 
vos ass inan tes  2s c e n t r a i s  e que s e  promova a e x i s t ê n c i a  demeios ca  - 
paz de i n t e r c o n e c t a r  as  c e n t r a i s .  A qual idade dos se rv iços  t e l e f ô n i  - 
tos prestados deve s e  s i t u a r  acima de va lores  pré-fixados e é conve - 
n i e n t e ,  pa ra  a empresa que explora  os se rv iços ,  que a s a t i s f a ç ã o  da 

demanda s e  f a ç a  a cus to  mínimo. 

O problema g e r a l  de planejamento da expansão de uma rede  te le fÔ - 
n i c a  l o c a l  c o n s i s t e  na determinação espaço-temporal dos meios de co - 
municação que integram t a l  s is tema.  

A r e a l i z a ç ã o  de um estudo g loba l  dinâmico desse s i s tema l e v a  a 

modelos matemáticos d i f i c i l m e n t e  process áveis  , devido ao grande nú- 

mero de v a r i á v e i s  envolvidas e à s  não-l inearidades e x i s t e n t e s .  Ado- 

ta-se  então  uma hipótese  s impl i f i cadora ,  que cons i s t e  na considera- - ção e s t á t i c a  do es tado do s i s tema num i n s t a n t e  do fu tu ro ,  i s t o  e ,  

faz-se um estudo t i p o  "cross-sec t ion"  . Ademais, divide-se o proble- 

ma em dois  subproblemas. No pr imeiro  (PROBLEMA A) cuida-se da d e t e r  - 
m i n a ~ ã o  do número de c e n t r a i s ,  de suas 1ocalizaçÕes e da f i l i a ç ã o  

dos a s s inan tes ,  levando-se em conta,  de forma s impl i f i cada ,  o c i r -  

c u i t o  de junção que i n t e r c o n e c t a  as  c e n t r a i s ,  não considerando a 

e x i s t ê n c i a  de "tandems". No segundo (PROBLEMA B)  , a p a r t i r  da  loca- 

l i z a ç ã o  das c e n t r a i s  e de suas r e spec t ivas  á reas  de i n f l u ê n c i a ,  pro - 
cura-se determinar o número de tandehs a i n s t a l a r ,  suas loca l i za -  

ções,  os t i p o s  de l igações  e n t r e  as  c e n t r a i s ,  as  quantidades e ti- 

pos de cabos a i n s t a l a r  nos t r echos  da  rede ,  a s  configurações das 

c e n t r a i s  e tandems com re lação  aos juntores  de en t rada  e s a í d a ,  as  

acess ib i l idades  e o número de meios nas  l igações  e n t r e  c e n t r a i s  e 

tandems, impostas as  r e s t r i ç õ e s  que garantem a qual idade dos s e r v i -  

ços t e l e f ô n i c o s  prestados.  

Nos dois  problemas, deseja-se  minimizar o cus to  g loba l  inciden- 

t e  no período e m  estudo. 

Es te  t r aba lho  apresenta  uma solução do t i p o  "cross-sec t ion"  pa- 

r a  o problema A, supondo a d i s  junção usual  e n t r e  os  dois  problemas 

c i t ados  [I], [ 6 ] ,  [ 7 ] .  



11.1 - - Conceitos ~ á s i c o s  

A consideração da á r e a  urbana em es tudo,  como um conjun - 
t o  contínuo de pontos,  gera  modelos matemáticos de manipulação com- 

p lexa  e exige dados com um detalhamento d i f l c i l  de s e r  obt ido.  Ins- 

crevendo-se a á r e a  em estudo num r e t i c u l a d o  uniforme, obtém-se umnú - 
mero f i n i t o  de pontos,  d i t o s  quadr ículas ,  que são  suas c é l u l a s  e l e -  

mentares (v. Fig.  1) . Admite-se que as  c a r a c t e r í s t i c a s  da á r e a  en- 

cer rada  numa quadr ícula  estejam concentradas no seu  cen t ro  geométri - 
co. Ao s e  dimensionar uma quadr ícula  e s t á  em jogo um compromisso en - 
t r e  a p rec i são  desejada ( e  também o de ta lhe  dos dados) e o número 

de quadr ículas  c r i adas  e ,  po r t an to ,  de va r i áve i s  no modelo. 



S e j a  J ,  J C N ,  o  conjunto das quadr í cu la s .  O r e t i c u l a d o  

permite  i d e n t i f i c a r  uma quadr í cu la  j s J  por  meio de um s i s t e m a  de 

coordenadas, conforme a  Fig.  2 ,  que a  e l a  a s s o c i a  um p a r  (x j rYj)  r 

X j  r Y j  E N.  A s s i m ,  no exemplo da  Fig.  2 ,  ~ = { 1 , 2 , .  . . , 110  1 e  a quadri-  
c u l a  j=25 t e m  coordenadas ~ ~ ~ ' 5 ,  y25 = 3 .  

A topo log ia  da  á r e a  é d e f i n i d a  usando a  noção de d i s t á n  - 
tia re t angu la r .  Se A x  e 6 s ã o  a s  dimensões de cada quadr í cu la  nos 

V 
sen t idos  x  e y ,  a  distância d ( j  , j I )  e n t r e  duas quadr ícu las  que s e  

ligam diretamente  é uma função 

d:J x  J- tR 



Essa  de f in ição  é u t i l i z a d a ,  por ser a  que melhor r ep resen ta  o cami- 

nho seguido por  um cabo t e l e f ô n i c o  numa á r e a  urbana. A Fig.  3 exem- 

p l i f i c a  a  ap l icação  dessa  de f in ição  2s quadr ículas  8 4  e  27. 

FIG.3-EXEMPLO DA DETERMINAÇ~O DE DISTANCIA SEM ROTEAMENTO 

ENTRE QUADR~CULAS 

Admitindo ox=300m e 6 = 2 0 0 ,  
Y 

i 
A presença de  poss íve i s  o b s t ~ c u l o s  f í s i c o s  impedindo uma 

l igação  d i r e t a  e n t r e  duas quadr ículas  , como por  exemplo a  e x i s t ê n c i a  

de morros, lagos ,  r i o s  e t c .  , impõe a  c r i ação  de "pontos de passagem 



forçada" ou "de roteamento" de modo que,  havendo obs t ácu los  à l i g a -  

ção ,  e s t a  é f e i t a  de forma i n d i r e t a .  passando po r  um ou mais pontos 

de roteamento que permitem o contorno dos obs t ácu los .  

A Fig.  4 i l u s t r a  o conce i to  acima. Havendo obs t ácu los  

e n t r e  as  q u a d r í c u l a s  84 e 59, c r i a - s e  um ponto de passagem n a  qua- 

d r í c u l a  27,  de  modo que a l i gação  e n t r e  e l a s  contorne os  obs t ácu los .  

D e s s e  modo t e m - s e ,  

onde a s  quadr í cu la s  59 e 2 7  se l igam di re tamente ,  o mesmo ocorrendo 

com a s  quadr í cu la s  2 7  e 84. 

FIG.4- EXEMPLO DA DETERMINAÇ~O DA DISTÂNCIA ENTRE QUADR~CULAS 

COM ROTEAMENTO. 



Caracter izados os o b s t ~ c u l o s ,  par t ic iona-se  a á r e a  em 

estudo em zonas de roteamento, de modo que a cada p a r  de zonas e s t á  

associado um ponto de passagem o b r i g a t õ r i o ,  p a r a a  l igação  e n t r e  qua 

d r i c u l a s  s i t u a d a s  m a  em cada zona. 

Sendo R o conjunto das zonas de roteamento, a ap l i cação  

de f ine  a zona de roteamento, r ( j )  , da quadr ícula  j. 

A ap l icação  

de f ine  o ponto de roteamento, p (rl, r2) , e n t r e  as  reg iões  rl e r2. 

, Convenciona-se que, caso não h a j a  roteamento e n t r e  duas 

regiões ,  i s t o  é, quando r =r ou quando a l igação  é d i r e t a ,  p (rl,  r2) 
1 2  

= O .  No exemplo apresentado na Fig. 4 ,  

A demanda de te rminais  é d e f i n i d a  p e l a  ap l icação  

n : J+N 

que, a cada quadr ícula  j ,  assoc ia  o número de as s inan tes  ( j )  a e l a  

p e r t i n e n t e s .  

Para  e fe i , to  de cá lcu lo  de  cus to  de t e r r e n o  a á r e a  é p a r  - 
t i c ionada  em "zonas de t e r r e n o " ,  de modo que em cada zona o cus to  

u n i t á r i o  de t e r reno  s e j a  uniforme (v ide  Fig.  5 )  



FIG.5 - PARTIÇÃO E M  ZONAS DE TERRENO 

Para  e f e i t o  de consideração do t r á fego ,  ident i f icam-se 

as  quadrículas  que contêm ass inan tes  que originam e recebem o mesmo 

t ráfego.  A á rea  é então  pa r t i c ionada  em "zonas de t r á fego" ,  de modo 

que duas quadr iculas ,  de uma dessas  zonas, originam o mesmo t r á f e g o  

e recebem o mesmo t r á f e g o  (v ide  Fig. 6 ) .  



FIG.6- PARTIÇAO EM ZONAS DE T R Á F E G O  

A justaposição dessas  duas p a r t i ç õ e s  ge ra  uma nova par- 

t i ç ã o  em "zonas de t rá fego- ter reno" ,  ca rac te r i zada  p e l a  ap l icação  

onde Ç é o conjunto das zonas de t rá fego- ter reno e s ( j )  é a zona de 

t rá fego- ter reno da quadr ícula  j  (v ide  Fig. 7 ) .  



A aplicação que ca r ac t e r i za  o t r á fego  originado de um 

ass inan te  da zona sl a um da zona s < ( s l , s2 ) ,  é def in ida  por 
2 ' 

FIG.7- PARTIÇÃO EM ZONAS TRÁFEGO/ TERRENO 



A comunicação da quadr ícula  j  , f i l i a d a  5 c e n t r a l  i , com 

a  quadr ícula  j l ,  f i l i a d a  5 c e n t r a l  i ' ,  faz  uso dos segu in tes  equipa - 
mentos: pares  de f i o s  de cabo que conectam a  quadr ícula  j 5 c e n t r a l  

i e respect ivos  d i s p o s i t i v o s  de l igação  desses pares  2 c e n t r a l i p a r e s  

de f i o s  do cabo de junção da c e n t r a l  i 2 c e n t r a l  i '  e respect ivos  

juntores  de s a í d a  da c e n t r a l  i e  en t rada  na  c e n t r a l  i ' ; e ,  pares  de 

f i o s  de cabo que conectam a  quadr ícula  j' 5 c e n t r a l  i '  e  r e s p e c t i -  

vos d i s p o s i t i v o s  de l igação  desses  pares  2 c e n t r a l ,  conforme mostra 

a  Fig.  8. 

FIG. 8 

Denomina-se "rede de as s inan tes"  a  p a r t e  do s i s tema cons - 
ti t u i d a  dos equipamentos que ligam os a s s inan tes  2s c e n t r a i s  as qua i s  

e s t ã o  f i l i a d o s ,  e  denomina-se "rede de junção" a p a r t e  do s i s tema 

c o n s t i t u í d a  dos equipamentos que i n t e r l i g a m  as c e n t r a i s .  



A h ipó tese  adotada,  das c e n t r a i s  serem l igadas  d i r e t a -  

mente (não s e  considera a  e x i s t ê n c i a  de c e n t r a i s  tandem), é calcada 

na predominância do cus to  da rede  de as s inan tes  sobre  o  cus to  da re 

de de junção. Rapp [7] r e p o r t a  que a  u t i l i z a ç ã o  d e s t a  h ipó tese  não 

a l t e r a  substancialmente a  configuração f i n a l  da rede.  ' 

Considera-se um Único grau de s e r v i ç o  G ,  i s t o  é, a  per- 

da de t r á fego  máxima admissivel  para  qualquer l igação  e n t r e  cen- 

t r a i s  (v ide  apêndice 111). Essas l igações  são  supostas  f e i t a s  a t r a -  

vés de meios un id i rec iona i s ,  u t i l i z a n d o  o  mesmo t i p o  de cabo. 

Cada c e n t r a l  - i é supos ta  t e r  uma capacidade mínima - n (i) , 
n (i) E N ,  e  máxima n (i) , n (i) EN , de ass inan tes  a  e l a  f i l i a d o s .  - 

A p a r t e  da rede i n t e r n a  2s quadr ículas  não f o i  levada em 

conta.  E admitida constante .  

1 1 . 2  - v a r i á v e i s  do Modelo 

O problema pode s e r  representado por um modelo matemáti - 
co cons t i tu ído  de duas f amí l i a s  de va r i áve i s  ,que estabelecem respec  - 
tivamente o  esquema de f i l i a ç ã o  das quadr ículas  e  a  loca l i zação  das 

c e n t r a i s .  

S e j a  J , J C N ,  o  conjunto das quadr ículas  e 1 , I C N  o  conjun - 
t o  das c e n t r a i s .  Define-se 

- 
e  (i, j )  , v a r i á v e l  r e l a t i v a  à f i l i a ç ã o  da quadr ícula  j  a  

c e n t r a l  i ,  i e I  e  j&J. 

A v a r i á v e l  de f i l i a ç ã o  e  (i, j )  =l, se a  quadr ícula  j  se 

f i l i a  5 c e n t r a l  i ,  e  é nu la  em caso con t rá r io .  Define-se 

l(i) , v a r i á v e l  r e l a t i v a  à  loca l i zação  da c e n t r a l  i ,  ~ E I .  

A v a r i á v e l  1 (i) = j  s e  a  c e n t r a l  i s e  l o c a l i z a  na quadrí-  

cu la  j .  



Criam-se também duas f amí l i a s  de va r i áve i s  a u x i l i a r e s ,  

para  f a c i l i t a r  a  manipulação do modelo: 

a ( i  ,i1 ) , t r á f e g o  or iginado na c e n t r a l  i des t inado à cen - 
t r a l  i ' ,  i ~ 1 ,  i l c I .  

n  (i ,i1 ) , números de meios de transmissão da c e n t r a l  i 

para  a  c e n t r a l  i ' ,  des t inados  à condução de a ( i , i l ) ,  i&I ,  i ' ~ 1 . É  t o  - 
mado como sendo um número r e a l  não negat ivo.  

A s  expressões abaixo relacionam as v a r i á v e i s  p r i n c i p a i s  

às v a r i á v e i s  a u x i l i a r e s  : 

onde E-' ( a , ~ )  r ep resen ta  a  função i n v e r s a  de Erlang (v ide  apêndice 

111). 

11.3 -  unção Objetivo 

A função o b j e t i v o  r e t r a t a  o  cus to  t o t a l  da rede  inciden - 
t e  no período em es tudo,  supondo que a  á r e a  urbana é virgem, is to  é, 
não possui  equipamentos i n s t a l a d o s .  Es te  cus to  r e s u l t a  da soma de 3  

parce las :  cus to  de comutação e  t ransmissão da rede de as s inan tes  

(Z1) , cus to  de edificação-terreno-energia das c e n t r a i s  ( Z  ) e  cus to  
2 

de comutação e  t ransmissão da rede de junção ( Z  ) . 3 

Definindo 

a1 (d )  - Custo por unidade de comprimento da l igação  de 

um ass inan te  p e r t i n e n t e  a  uma quadr ícu la  d i s t a n  - 
t e  d  da quadr ícula  onde s e  s i t u a  a  c e n t r a l  a  - 
que e s t á  f i l i a d o .  uma função do t i p o  sugerido 

na Fig.  9 



a; (i) - Custo f i x o  de comutação r e f e r e n t e  2 c e n t r a l  i ~ 1 .  

- 
$(i) - Custo de comutação de um a s s i n a n t e  f i l i a d o  a  

c e n t r a l  i&I.  

a; (i) - Custo f i x o  de ed i f icação-energ ia  r e f e r e n t e  5 cen - 
t r a l  i ~ 1 .  

a3 (i) - Custo de ed i f icação-energ ia  r e f e r e n t e  5 f i l i a -  

ção de um a s s i n a n t e  5 c e n t r a l  i s I .  

a4 (s)  - Custo da  unidade da á r e a  de t e r r e n o  das  quadrí-  

cu la s  per tencentes  zona SES.  

a5 (d)  - Custo po r  unidade de comprimento de um meio uni  - 
d i r e c i o n a l  de l i g a ç ã o  e n t r e  c e n t r a i s  l o c a l i z a -  

das e m  quadr í cu la s  d i s t a n t e s  d. uma função do 

t i p o  mostrado na Fig.  9 .  



a ( i , i l )  - Custo de comutação da central  i s I  5 cent ra l  6 
i's I . 

y l ( i )  - Area f ixa  de terreno necessár iaàlocal ização da 

cent ra l  i s I .  

y W ( i )  - Area necessária à f i l i ação  de cada assinante à 
ceht ra l  i s I .  

As 

jet ivo Z1, z 2 f  

expressões abaixo relacionam as parcelas da função ob - 
Z 3  às variáveis do modelo: 

Deseja-se minimizar Z=Z +Z +Z 
1 2 3'  

su je i to  às res t r ições  

que são apresentadas a  seguir.  

A s  res t r ições  impostas às variáveis e  (i, j )  e  1 (i) são 

as seguintes : 

(i) Pela definição da variável  de f i l i ação ,  

e ( i , j ) ~ { O , l } ,  v ~ E I ,  Vj&J 

(ii) ~elà-def in ição  da variável  de localização, 1 (i) EL,  - 
V i & I  onde L C J  é o conjunto das quadrículas onde e  

possível local izar  centrais .  

(iii) Cada quadrícula se  f i l i a  a  uma única centr,al: 

( i v )  A cada cent ra l  só  é possível f i l i a r - s e  assinantes, 

, cuja soma se  s i t u e  nos l imites de sua capacidade: 



O modelo de f in ido  supõe um número f i x o  de c e n t r a i s .  Para s e  

determinar o número Ótimo de  c e n t r a i s  do s i s tema,  var ia -se  a #I e ,  

a cada a l t e r n a t i v a  de número de c e n t r a i s ,  determina-se a solução &i - 
ma dada pe lo  modelo. Escolhe-se então  a a l t e r n a t i v a  que corresponda 

ao menor v a l o r  da função obje t ivo .  O problema s e  apresenta  graf ica-  

mente conforme a f i g u r a  1 0 .  

A modelagem r e s u l t o u  em um problema de programação não l i n e a r  

i n t e i r a .  Devido ao grande número de v a r i á v e i s  e devido 5 i nex i s t ên -  

c i a  de um algoritmo capaz de g a r a n t i r  a convergência pa ra  uma solu- 

ção Ótima de maneira e f i c i e n t e ,  optou-se por  um procedimento de de- 

composição exposto no apêndice 11. 



O procedimento cons i s te  em, partindo-se de uma solução i n i -  

c i a l  cu ja  obtenção s e r á  d e s c r i t a  e m  111.1, reso lver  alternadamente 

os seguintes  subproblemas: 

Subproblema 1: fixadas as  va r iáve i s  de local ização - 1, determinam-se 

as va r iáve i s  de f i l i a ç ã o  que minimizam S s u j e i t o  à s  r e s t r i c õ e s  (i) , 
(iii) ( i v )  . 
Subproblema 2: f ixadas as  va r iáve i s  de f i l i a ç ã o  - e ,  determinam-se as 

va r iáve i s  de local ização 1 que minimizam & s u j e i t o  à r e s t r i ç ã o  (ii) . 
O processo é repe t ido  a t é  encontrar-se uma solução (e ,1 ) de 

P P 
valor  Z que é um mínimo l o c a l  para o problema (o estudo da  conver 

0' - 
L 

gência será o obje to  de estudo do próximo capi tu lo)  . 



111.1 - - ~ o l u ç ã o  I n i c i a l  

O método de decomposição exige  que s e  disponha de uma 

solução de p a r t i d a .  Recorre-se 5 predominância do cus to  da rede de 

as s inan tes  em re lação  ao cus to  da rede de junção, para  obter -se ,  de 

modo e f i c i e n t e ,  uma solução i n i c i a l  "próxima" da solução Ótima. 

O processo c o n s i s t e  em f i x a r  uma loca l i zação  i n i c i a l  

qualquer p a r a  a s  c e n t r a i s  l0 (i) , i a 1  e minimizar 

sendo s u j e i t o  a ( i ) ,  (ii) , ( i v ) ,  onde 

Devido 6 f ixação  do número e da loca l i zação  das cen- 

t r a i s ,  os cus tos  f i x o s  são  cons tantes  e por t an to  não são  considera- 

dos. O cus to  da rede de junção é desprezado na obtenção da solução 

i n i c i a l .  

O modelo acima c a r a c t e r i z a  um problema de programação 

l i n e a r  i n t e i r a .  Para resolvê- lo ,  a r e s t r i ç ã o  (i) é re laxada  e são  

cr iadas  v a r i á v e i s  auxi li a r e s  

x ( i , j ) = v  ( j )  . e ( i , j )  , i a 1 ,  j & J  

Introduzindo essas  v a r i á v e i s  no modelo e desprezando 

suas i n t e i r e z a s ,  chega-se ao seguin te  problema: 

( P )  min z"= C C a ( i , j )  . x ( i , j )  
~ E I  ~ E J  

s u j  a C x ( i , j ) = ~ ( j )  , Vj&J={l , .  .. ,m} 
i ~ 1  (1) 

n ( i ) s . Z  - x ( i , j ) & ( i )  , Vi&I={ l  , . . . , n l  
J E J  

( 2 )  

x ( i , j ) > O ,  VieI ,  VjaJ ( 3 )  

O problema ( P )  é um problema de t r a n s p o r t e  genera l i za  - 
do [2] . Como n, - n ,  E Z , s e  (P) admi t i r  solução,  a so lução  Ótima 

s e r á  i n t e i r a  [ 4 ] .  Para colocar  (P )  numa forma padrão u t i l i z a - s e  a 

seguin te  transformação [2] : 



n  (i) , i = l , n  - 
n ( i ) = C  - 

n  (i) -n (i) , i = n + l ,  2n - 
x ( i ,  j ) = x l  (i, j ) + x l  ( i + n ,  j )  , Vi=l ,n ,  Vj=l,m 

a '  ( i + n ,  j ) = a '  ( i , j ) = a ( i , j )  , Vi=l ,n ,  Vj=l,m 

Essa transformação ge ra  o  problema equ iva len te  (P ' ) 

2n n 
( P i )  min z " = C  C a ' ( i , j ) . x l ( i , j )  

i=l j=l  

2n 
s u j  a  C x '  ( i l j ) = q ( j )  , Vj=lm 

i=l 

x '  (i, j ) > 0 ,  Vi=1,2n, V j = l , m  

Para  t o r n a r  a s  desigualdades ( 2 ' B )  e m  igua ldades ,  ado - 
t a -se  a s e g u i n t e  transformação [2] : 

Dessa maneira,  obtém-se uma forma ~ a d r ã o  de um prob le  - 
ma de t r a n s p o r t e s :  

2n m + l  
(Pi i )  min zl '= C C a " ( i , j )  . x " ( i , j )  

i=l j = l  

s u j  a  C x" (i, j )  =q ( j )  , Vj=llm+l  
i=l 



x" (i, j )>O,  Vi=1,2n, Vj=l,m+l ( 3 " )  

Rara que o problema (P" )  tenha solução, as  relações 

abaixo devem s e r  s a t i s f e i t a s  

O problema (P" )  é resolvido usando-se o algoritmo de 

Hitchcock [4]  . Para s e  ob te r  a solução x* ( i ,  j )  do problema (P)  , a 

p a r t i r  da solução x U * ( i ,  j )  do problema (P") , recorre-se 2 equação 

A solução Ótima obt ida  s e r á  sempre i n t e i r a  [ 4 ] .  Como 

a r e s t r i ç ã o  (i) f o i  relaxada,  para que a solução i n i c i a l  s e j a  v iáve l  

é necessár io  que cada quadr ícula  j  e s t e j a  associada a uma Única cen - 
t r a l ,  i s t o  é, x* (i, j )  >O para  uma Única c e n t r a l  i. Quando t a l  não 

ocorre,  diz-se que a quadr ícula  e s t á  par t ic ionada.  

Uma quadr ícula  par t ic ionada corresponde a uma solução 

t a l  que a r e s t r i ç ã o  ( 2 )  é a t i v a  para uma das cen t r a i s  na qua l  e l a  s e  

f i l i a ,  i s t o  é, s e  5 e s t á  par t ic ionada,  então e x i s t e  7 t a l  que 

Seja  v ( i )  a va r iáve l  dual correspondente à r e s t r i ç ã o  

( 2 )  e u ( j )  a va r iáve l  dual  correspondente 2 r e s t r i ç ã o  (1) . Seja  

O algoritmo de Hitchcock geralmente f i l i a  uma quadri- 

cu ja  3 a uma Única c e n t r a l  il. Quando e s t a  c e n t r a l  tem sua capacida - 
de exaurida,  a quadrícula 7 f i c a  par t ic ionada e n t r e  i e ou t ras  cen 1 - 
t r a i s  que possuem alguma fo lga  na sua capacidade. Aproveita-se en- 

t ã o  essa  fo lga ,  para t e n t a r  f i l i a r  a quadr ícula  5 a alguma outra  

c e n t r a l  i N o  caso da quadr ícula  e s t a r  par t ic ionada e n t r e  as cen 
2 ' - 

t r a i s  i e i temos então o seguinte aumento de custo por assinan- 
1 2 '  

t e  : 



logo 

~ a v e r á  então um acréscimo de cus to  de v ( i  ) . x ( i  ,3) 1 1 
- 

Caso a f o l g a  d a  c e n t r a l  i2 s e j a  i n f e r i o r  a x ( i l  , j )  , 
recorre-se  a degeneração da solução para  aumentar-lhe a fo lga ,de  mo - 
do a s e r  p o s s i v e l  f i l i a r - l h e  a quadr ícula  3. Para i s s o ,  tome j  t a l  

que : 

Trocam-se os f luxos  em i2 e i '  para  x ( i 2 , j ) = O t  

x ( i ) = q ( j )  (sem mudar o c u s t o  da so lução) .  

Dessa maneira, a f o l g a  da c e n t r a l  i2 f i c a  aumentada de 

q ( j ) .  Se sua nova f o l g a  j á  f o r  maior que x ( i l , j )  , f i l i a - s e  3 a e l a .  

Se não, toma-se o u t r a  quadr ícu la  com as  propriedades acima, de modo 
- 

a aumentar sua f o l g a  a t é  que e l a  supere x ( i l ,  j )  . 
Embora não s e  possa g a r a n t i r  que i s s o  sempre s e j a  pos v 

s í v e l  , devido 5 pequena percentagem de quadr ículas  pa r t i c ionadas  na 

solução (menos de 0 ,5%,  quando a degeneração é da ordem de 5 % )  não 

é necessá r io  maiores preocupações. A f i l i a ç ã o  das quadr ículas  p a r t i  - 
cionadas a uma Única c e n t r a l  tem peso desprez íve l  no cus to  da solu- 

ção,  não in f lu indo  na sua  otimalidade. 

O procedimento que s e  segue u t i l i z a  os  concei tos  ac i -  

ma, para  o b t e r  uma solução i n i c i a l .  v i áve l .  

P1 :  Determine: J ' C J ,  conjunto das quadr ículas  correspondentes 2s s o  - 
luções degeneradas 

J N C J ' ,  conjunto das quadr ículas  par t ic ionadas  

I ' C 1  , conjunto das c e n t r a i s  correspondentes 2s solu- 

ções degeneradas 



~2 : Calcule f (i) =n (i) - C x* (i, j )  , VicI ' ( f o l g a  s u p e r i o r  das c e n t r a i s )  
j & J  

f  (i) = C x* (i, j )  -n (i) , VicI ' ( f o l g a  i n f e r i o r  das c e n t r a i s )  - - 
j e J  

P3: Ache i ' t a l  que ?(i ' ) =max f (i) , ( c e n t r a l  de maior f o l g a  super io r  
i ~ 1  ' 

em I ' )  

faça  x * ( i ' , j " ) = q ( j l ' ) ,  ~ * ( i , j ~ ~ ) = O ,  i f i '  e  vá para  P4 .  

Se não houver j "  sa t i s fazendo  as  condições acima, vá pa ra  P5. 

P4: Reformule J ' ,  J 1 ' ,  I ' .  Se JI1=g, vá para  P 6 ,  senão vá p a r a  P2.  

P5: Tome j ' e J 1  t a l  que x * ( . i l , j ' ) > O .  Faça x ' ( i 1 , j ' ) = 0 ,  coloque o £ l u  - 
xo numa c e n t r a l  e m  que e s t a  quadra se degenera e v01 - 
t e  a P2.  

P6: Para cada j & J  t a l  que n ( j ) > O ,  v a r i e  i&I: 

s e  x * ( i j ) = ( j )  , f aça  e o ( i , j ) - = l  

s e  x * ( i , j ) = O  , f a ç a  e o ( i , j ) = O  

Dessa maneira obtém-se uma solução i n i c i a l  (eo lo 1 
"bas tante  boa". convém observar que a loca l i zação  i n i c i a l  das cen- 

t r a i s  f o i  a r b i t r a d a .  Tal  f a t o  não a c a r r e t a  grandes problemas ,porque 

o algoritmo de  solução depende fracamente d e s t a  loca l i zação  i n i -  

c i a l ,  de acordo com exper iências  numéricas que se rão  d e s c r i t a s  pos- 

ter iormente.  

1 1 1 . 2  - Solução do Subproblema 1 ( ~ e f i l i a ç ã o  de as s inan tes )  

N e s t e  subproblema, deseja-se  minimizar Z s u j e i t o  5 

( i ) ,  (iii) , ( i v )  , onde a v a r i á v e l  1 é f ixada .  Devido ao grande nÜme - 
r o  de v a r i á v e i s  b iva len tes  e à não l inea r idade  de Z ,  r ecorre-se  a 

um método denominado dos cus tos  incrementais  [l] . 
Define-se z . ( j )  como custo-incremental  de f i l i a ç ã o  dos 

1 



ass inan tes  da quadr í cu la  j 5 c e n t r a l  i. E s s e  cus to  compõe-se de: 

1) acréscimo de meios de l i g a ç ã o  da  c e n t r a l  i 5 s  demais c e n t r a i s  

2 )  decréscimo de meios de l i g a ç ã o  da c e n t r a l  i, 5 q u a l  a  quadr í cu la  

j atualmente s e  f i l i a ,  5s demais c e n t r a i s  

3) l i g a ç ã o  e comutação da  quadr í cu la  j 5 c e n t r a l  i 

4 )  edificação-energia-terreno correspondente 5 c e n t r a l  i considera-  

da (v ide  Fig.  11). 

Pode-se expres sa r  e s t e  c u s t o  do segu in te  modo: 

An( i l , i2 )  é o acréscimo de meios de i pa ra  i , quando os  ass inan-  1 2 
tes da j são  f i l i a d o s  2 c e n t r a l  i Note-se que,  caso 

1 ' 
i=: na expressão de z i ( j )  , OS do i s  somatõrios se anulam. 

Para  se c a l c u l a r  esse acréscimo de meios, usa-se a  e x  - 
pressão  

O termo a ( i  i ) é o acréscimo de t r á f e g o  de i pa ra  
1' 2 1 

i quando os  a s s i n a n t e s  da quadr í cu la  j  s ão  f i l i a d o s  5 c e n t r a l  i 2 '  1 : 

Para  c a l c u l a r  a  der ivada  - an  como não há uma fórmula 
a a f  

e x p l í c i t a  de n  e m  função de a ,  usa-se a  função de Erlang: 



Cada derivada acima é calculada  usando as  expressões 

apresentadas no apêndice I11 : 

a 
?E=-- ( a  --)- 2 (n+a)E n 
an 2Jn O n 2n (g-l+E) , onde 

a o ,  al , a2 são  funções do parâmetro c- a-n -Ti 

2 3 a, ( C )  =2/3+c /3-ao ( c )  . c /3 

A s  funções acima também são  usadas para  s e  o b t e r  uma 

equação que r e l a c i o n a  n ,  a ,  G: 

Fara  determinar o va lo r  de n que s a t i s f a z  a equação 

acima, par t indo-se do va lo r  n=a, i s t o  é, c=O , usa-se o método de 

Newton Raphson, aproveitando-se a expressão da derivada aE/an. Esse 

método converge em, no máximo, 3 i t e r a ç õ e s ,  sendo b a s t a n t e  rápido.  

Util izando-se a s  expressões a n t e r i o r e s ,  pode-se cal-  

c u l a r  o cus to  incremental  z .  ( j ) .  Diz-se que a quadr ícula  j é poten- 
1 - 

cialmente r e f i l i á v e l ,  s e  o min z .  ( j )  f o r  menor que z ~ ( j ) .  Devido 5 
i c 1  1 



r e s t r i ç ã o  ( i v )  , nem todas a s  quadr ículas  que atendem a  e s t a  r e l ação  

podem s e r  r e f i l i a d a s  . Adota-se então o  segu in te  procedimento: 

PO: Obtenha J o  conjunto das quadras potencialmente r e f i l i á v e i s ,  
1 ' 

e  I o  conjunto das c e n t r a i s  correspondentes a  e s t a s  quadri-  
1 ' 

culas  . 
- 

P l :  Calcule f  (i) =;(i)- C V ( j )  . e ( i ,  j )  , i&I ( f o l g a  super io r  a  cen- 
j s J  1 

t r a l  i) 

- 
i C V j  . e ( i , ) - i  i ( f o l g a  i n f e r i o r  a  cen- - - 

j & J  t r a l  i) 

Determine i l&I1 de modo que f (i)=max ?(i) 
i&I  1 

P2:  Determine j l & J 1  de modo que z ~ ( j " ) - z .  ( j l ) = m a x  z - z i  02 
1 1 1 

j&J1 

Se não houver j 1 & J 1  que s a t i s f a ç a  5 condição acima, 

vã para  P 3 ,  caso c o n t r á r i o  f aça  e ( i , j l ) = O ,  e ( ? , j l ) = l .  

P3: Reformule J1 e  I Se J =% ou I =%, pare ,  caso c o n t r á r i o  v o l t e  
1' 1 1 

a P1.  

O passo 1 v i s a  o  melhor aproveitamento das fo lgas  su- 

p e r i o r e s  das c e n t r a i s  i s I  que s ã o  geralmente bem menores que as  i n  1 - 
f  e r i o r e s  . 

O passo 2 v i s a ,  a  cada r e f i l i a ç ã o ,  obter-se  o  maior 

ganho p o s s í v e l ,  r e f i l i ando-se  uma quadr ícula  5 c e n t r a l  e sco lh ida  no 

passo a n t e r i o r .  

O passo 3 v i s a ,  a  cada r e f i l i a ç ã o ,  retomar o  passo 1, 

caso ainda hajam quadr ículas  r e f i l i á v e i s  a  c e n t r a i s  que tenham f o l -  

gas s u f i c i e n t e s  para  que e s t a s  s e  r e f i l i e m .  



Devido 5 pequena p a r c e l a  de quadr ículas  potencialmen- 

t e  r e f i l i á v e i s ,  em re lação  ao número t o t a l  de quadr ícu las ,  o proce- 

dimento acima permite  obter-se  uma solução aproximada para  o subpro - 
blema 1. 

111.3 - solução do Subproblema 2 (Movimento de c e n t r a i s )  

Nesse subproblema, deseja-se  minimizar Z s u j e i t o  a 

(ii) , onde a v a r i á v e l  - e e s t á  f ixada .  

Esse subproblema de programação não l i n e a r  i n t e i r a  6 
resolv ido  u t i l izando-se ,  também, um método de decomposição, que con - 
s i s t e  em f i x a r  a loca l i zação  de todas a s  c e n t r a i s ,  exceto uma, e de - 
terminar a loca l i zação  Ótima d e s t a  c e n t r a l  den t ro  de sua á r e a  de i n  - 
f luênc ia .  Es te  processo é r e p e t i d o  sequencialmente a t é  que nenhuma 

c e n t r a l  a l t e r e  sua loca l ização .  

O cus to  envolvido na movimentação da c e n t r a l  i ,  consi  - 
derando as  demais f ixadas ,  é dado por 

Para  cada c e n t r a l  i e I ,  e para cada quadr ícula  1 .  per- 
1 

tencente  a i n t e r c e s s ã o  da vizinhança de cent ro  na loca l i zação  a t u a l  - 
d e s t a  c e n t r a l ,  li, e de r a i o  E (número de quadr iculas  em cada d i re -  

ção) , com sua á r e a  de i n f l u ê n c i a  ( L  (i) ) calcula-se  z (li) . 
E 

Se min z (li) < z  (li) , 
licLE (i) 

movimenta-se a c e n t r a l  i para  a quadr ícula  l(i)=l . 
i 

O cá lcu lo  de  n ( i , i l )  é f e i t o  u t i l izando-se  a s  funções 



a a  a2 de f in idas  na seção 1 1 1 . 2 ,  e  a  equação 
0 '  1' 

1 -1 =ao ( C )  &+al (c) +a2 ( C )  //h 
E E=G 

como no subproblema 1. 

~ x p e r i ê n c i a s  numéricas r e a l i z a d a s  mostraram que de- 

pois  de uma varredura nas c e n t r a i s ,  não h á  a l t e r a ç õ e s  nas l o c a l i z a -  



111.4 - convergência 

O método de decomposição adotado ge ra  umasequênciade 

soluções (10 , e 0 )  , l l e  . . . , e ) de cus tos  decrescentes ,  que r 
convergem a m a  solução cujo  cus to  pouco d i f e r e  do cus to  da solução 

Ótima. Embora não s e j a  poss íve l  teoricamente que e s t e  s e j a  um míni- 

mo g loba l ,  exper iências  f e i t a s  com v á r i a s  soluções i n i c i a i s  levaram 

sempre à mesma solução f i n a l ,  var iando apenas o número de i t e r a ç õ e s  . 
O número máximo de i t e r a ç õ e s  necessá r i a s  para  se o b t e r  um mínimo,em 

exper iências  já f e i t a s ,  f o i  de cinco. 

Para  a solução i n i c i a l ,  a qua l  despreza o cus to  da r2 

de de junção, garante-se ot imicidade.  A d i f e rença  de cus to  dessa  s o  - 
lução  para  a solução f i n a l  é da ordem de 1 0 % .  Pode-se c o n c l u i r ,  en- 

t ã o ,  que a solução gerada pe lo  algoritmo s e  aproxima, em r e l a ç ã o  ao 

cus to ,  da solução ótima. 

O método h e u r í s t i c o ,  adotado na solução do subproble- - 
ma 1, apoia-se no f a t o  de que, f ixadas  a s  v a r i á v e i s  t i p o  1, s Õ  e 

poss íve l  diminuir Z r e f i l i ando-se  a s s inan tes .  O cus to  zi ( j )  -zI ( j )  

r e t r a t a  o ganho no s i s tema ao r e f i l i a r - s e  a quadr ícula  j à c e n t r a l  

i. O procedimento d e s c r i t o  v i s a  o b t e r  r e f i l i a ç õ e s  que diminuam Z .  

Es te  procedimento l eva  5 configuração em que não é poss íve l  haver 

r e f i l i a ç õ e s  que diminuam a função ob je t ivo .  

O método de decomposição adotado na soluqão do subpro - 
blema 2 ,  ao f i x a r - s e  a v a r i á v e l  - e ,  cons i s t e  em v a r i a r  sequencialmen - 
t e  a loca l i zação  de uma c e n t r a l  f ixando a loca l i zação  das demais. A 

cada i t e r a ç ã o ,  var ia -se  a loca l i zação  de uma c e n t r a l  i -na i n t e r c e s -  

são  de sua á rea  de i n f l u ê n c i a  com uma vizinhança de  r a i o  E (número 

de quadr ículas  em cada d i r e ç ã o ) .  Repete-se o processo a t é  chegar-se 

a uma solução em que não é dese jáve l  movimentar nenhuma c e n t r a l  de 

sua  loca l ização  a t u a l .  

O s  do is  subproblemas são  resolv idos  a l te rnadamentea té  

que não hajam a l t e r a ç õ e s  em suas soluçÕes, quando então o processo 

termina. 



I V . l  - Aplicabi l idade  do programa 

O algori tmo d e s c r i t o  f o i  programado numa linguagem a l t o  

nxvel ( P L / f ) ,  podendo admit i r  um número qualquer de  quadrxculas e de  

c e n t r a i s .  Embora o modelo s e  ap l ique  fundamentalmente a áreas urba- 

nas v i rgens ,  a consideração de r e s t r i ç õ e s  permite  que se estudem 

á reas  em expanszo. Por exemplo: 

i) No caso de já ex i s t i r em algumas c e n t r a i s  i n s t a l a d a s ,  poss ive l  

f i x a r  suas 1ocalizaçÕes.  

ii) Pode-se tambêm f i x a r  a â r e a  de  i n f l u ê n c i a  de  uma ou m a i s  cen- 

t r a i s ,  i s t o  e ,  a s  quadrxculas a e l a  f i l i a d a s  não podem a l t e r a r  

sua f i l i a ç ã o  . 

iii) Pode-se impedir a loca l i zação  de  c e n t r a i s  e m  c e r t a s  á reas .  Is- 

t o  6 f e i t o  atr ibuindo-se um cus to  de  t e r r e n o  elevado 8s quadrz 

c u l a s  p e r t i n e n t e s  a e s s a  área .  

Cumpre r e s s a l t a r  a importância da exat idão  dos dados o- 

f e rec idos  ao modelo, no que concerne a matr iz  de  a s s i n a n t e s  por qua  

d r f c u l a  e a matr5z de i n t e r e s s e  de  t r á fego  para  o perxodo e m  es tu-  

do. Foi comprovado que a solução gerada pe lo  algori tmo é b a s t a n t e  

s e n s í v e l  a e s s e s  dados. 



A general ização n a t u r a l  do problema c o n s i s t e  em c r i a r u m  

modelo de decisões sequenciais  pa ra ,  ao longo do hor izonte  de es tu-  

do, d e f i n i r  a  expansão da rede.  Para  e s tudar  a  expansão da rede de 

ass inantes  de uma á r e a  urbana é necessá r io  cons iderar ,  a  cada e t a -  

pa,  a  u t i l i z a ç ã o  e  a  d isponib i l idade  de cabos d e s t a  rede,  devido ao 

remanejamento e  ao aproveitamento de cabos que ocorrem quando é f e i  - 
t o  um c o r t e  de á r e a ,  i s t o  é, quando quadr ículas  passam a s e  f i l i a r  

a  uma c e n t r a l  anteriormente i n e x i s t e n t e  (vide f i g u r a  11). A quant i -  

f icação  desses  f a t o r e s  e x i g i r i a  que o modelo considerasse de manei- 

r a  mais detalhada a  geometria da rede  de as s inan tes .  

Etapa t E t a p a  t* l  



O grande nhero de informações necessárias para caracte - 
rizar cada possfvel configuração do sistema e a investigação dessas 

posszveis configurações, a cada etapa, torna diffcil um tratamento 

eficiente desse problema. ~stá-se est-dando uma alternativa a esse 

enfoque, que utiliza certos coeficientes de aproveitamento de cabos, 

em função da posição relativa das centrais. A caracterização de uma 

dada configuração é feita em termos do número de mÕdulos de equipa- 
mentos de comutação (n? de terminais, n? de juntores de entrada e 

de saida) de cada central. 



~ p ê n d i c e  I - ~ x p e r i ê n c i a  Computacional 

Neste apêndice apresenta-se um estudo f e i t o  na CTB, em 

uma á rea  que possui  duas c e n t r a i s  i n s t a l a d a s  e na qua l  desejava-se 

f a z e r  um planejamento pa ra  1990. Para  t a l  u t i l i z o u - s e  o programa c i  - 
tado,  mantendo e s t a s  duas c e n t r a i s  f i x a s  em cada um dos segu in tes  

casos:  i n s t a l a r  mais uma, mais duas,  mais t rês  ou mais qua t ro  cen- 

t r a i s .  A á rea  r e t i c u l a d a  em 720 quadrículas  com dimensões i g u a i s  a 

0,35km por  0,35km. 

Na t a b e l a  abaixo, apresenta-se o cus to  da rede corres-  

pondente à solução Ótima o b t i d a  em cada a l t e r n a t i v a :  

n? c e n t r a i s  cus to  da rede (Cr$) 

3 638 032 384,OO 

4 6 2 6  771 200,OO 

O s  cus tos  apresentados não re t r a t am o cus to  r e a l  de i n  - 
vestimento devido a e x i s t ê n c i a  de p a r t e  da rede.  

Apresenta-se, em cada a l t e r n a t i v a ,  o r e l a t ó r i o  de s a í d a  

do programa, onde a cada i t e r a ç ã o  imprime-se uma matr iz  de f i l i a ç ã o  

de as s inan tes ,  na q u a l  a cada quadr ícula  associa-se o número de cen - 
t r a l  à qual  e l a  s e  f i l i a .  Na quadr ícula  onde e s t á  loca l i zada  a cen- 

t r a l  i aparece o simbolo * i .  A s e g u i r ,  imprime-se o n h e r o  de a s s i -  

nantes  f i l i a d o s  a cada c e n t r a l  e o cus to  da rede correspondente.  De - 
vido à não convexidade da função o b j e t i v o ,  o s  cus tos  corresponden- 

t e s  à solução de cada subproblema não s ã o  necessariamente decrescen - 
t e s ,  porém, a cada i t e r a ç ã o ,  i s t o  é, a cada solução consecutiva dos 

subproblemas 1 e 2 ,  os  custos  s ã o  decrescentes .  



DADOS DO PROBLEMA EXEMPLO (PARA Ia. ALTERNATIVA) 



- - - - --- -- 

34 CARACTERI S T f C A S  DAS CENTRAIS 

-. -. - - 

CPFiCICADE D A S  CEkTRAZS 

-- -- - - 

C E N T F f \ i  L I M I T E  I N F Ç R  I O P  L f%f 7E SUPERIOR 

1 
- --- -- -- 

16000 40011f3 - - -- - - -- . 
- .-.---A - -- 

2 10000 46006 

a 
d l.0600 45800 

4 - -- - 10000 50000 
-- -- -- -- --- -- - -- -- 



-- - 

C L E I C  E €  P A R E S  POR UNIDADE CE C C N P R I M E N T C  

D I S T P R C I P  M A X I M A  2 0 * 8 6  - e a o . o o . * *  -- 428.80 -- 



T P P f E G t  E N T R E  PSSIhANTES POR F C N A S 1 F A T G R  DE ESCALA DE 1 - C O E - 0 8  3 

P C b i C  S D E  R O T E A K E h V G  ENTRE R E G  ICES 







- - - 39 - -- -- 
M A T R I Z  DE LONAS DE TRAFEGO-TERRENO 





ia, ALTERNATIVA: 6 CENTRAIS 

0BS.s AS CENTRAIS 3 E 4 TEM SUAS LOCALIZAÇ~ES 

FTXADAS 



4 2  
F I L f A C A 9  INICIAL DE ASSINANTES 



4 3  
CENTRAL 2 NDaASS TNAMTES i8610 

CENTRAL 3 NG-ASSfNBNT ES 3E445 

CENTRAL 4 PJO*ASSINAPITES 18725 

CENTRAL 5 NO aASSINAMTES 18545 

CENTRAL 6 NUaASSINANVES 3003.0 



QUADRAS POTENCIALMENTE R E F I F T A Y E I  S 
2 2- 049785+-04 
3 1*36882E+66 
3 7*64934E+05 
3 6*41582E+O6 

QUADRAS REFICXADAS 
3 6+4f 58ZE+06 
3 f 36%82E+06 
3 7*64934E+05 



4 5  
NOVA FIA TACAB DAS QUADRAS CONSIDERANDO-SE OS CUSTOS DE JRANSMI SSAO E CBWUTACAO ENTRE CENTRAI S 

C E N T R A L  1 NO*ASSINANTES 22680 





NAO HOUVE MOVI P.IEE;TACAO DE CENTRAIS 



2a. ALTERNATIVA - 5 CENTRAIS 

MESMOS DADOS EXCETO QUANTO AO NOMERO DE CENTRAIS 
E Às CAPACIDADES 

CENTRAL CAPACIDADE INFERIOR CAPACIDADE SUPERIOR 



49 
FICIALAO I N I C I A L  DE A S S I N A N T E S  

2 2 2 2 2  l l l l l l l l l  f 

2 2 2 2 2  5 5 5 1 1 1 1 1 1 1  

2 2 2 2 2 2 5 5 5  5 3 1 1 1 E l J  

2 2 2 2 2 2 5 5 5 5 5 5  3 l l l l l  

2 2 2 2 2 2 5 5 5 * 5 5 5  3 3 3 3 3  

CENTRAL 1  NO. ASS INANTES 21380 



50  
CENTRAL 2 NO.ASSINANIES 24840 

CENTRAL 3 NO.ASSINANTES 457213 

CENTRPt 4 NOS ASS INANTES 34770 

CENTRAL 5 NO. A S S  INANTES 2040 5 



C U S T O  EA FIL. I N I C I A L  

51 
I T E R A C A O  1 

QUADRAS POTENC IAFMENTE R E F I C  P A V E  ã S  
5 1.877926+05 

QUADRAS PEFILIADAS 
5 1*87792E+05 



52 
NOVA F I L I  ACAO DAS QUADRAS CBNSIDEKANUU-SE O S  ClJSTUS O E  TRAMSMISSAO E COMUTACAO E N T R E  C E N T R A I S  

C E N T R A L  1 NO, A S S  I N A N T E S  



53 
CENTRAL 2 NO.ASSIMANTES 24840 

CENTRAL 3 NO. ASSINANTES 45720  

CENTRAL 4 NO.ASSfNANfES 34770 

CENTRAL 5 N0,ASSTNANTES 2 C 3 C C  



M O V I M E N T O  1 
1 
2 

C U S T O  DP R E F I L  i. 

CENTRAL 

1 

2 

3 

4 

MUVEMENTACAO DAS C E N T R A I S  F I X A D ~ S  S U A S  F I L I A C O E S  



QUADRAS K t  F IL I A D A S  
3 2.187U8fi-Oh 
3 l o 1 4 7 b 2 E + Q 0  
3 1.14489E+06 
3 8mí9913€+05 
2 5.05259€+06 
2 2.39565€+06 
2 1.79155E+06 
1 Y . ! J 1 9 L ' S t + i  5 
1 7m5842~E+U5 
1 4.09956E+05 
1 lo25195E+05 



56 
NOVA F E L I A C A O  DAS Q U A D R A S  CONSIDERANDO-SE O S  CUSTOS DE TRAl t lSMISSAO E COMUTACAL1 ENTRE C E N T R A I S  

CENTRAL 1 NO. ASSINANTES 



CENTRAL 2 NO* ASSINANTES 

CENTRAL 3 NO* ASS INANTES 45000 

CENTRAL 4 Na. A S S  I N A N f  E S  3 7u6 5 

CENTRAL 5 NO* A S S  INANTES 2C350 



M U V I M E N T A C A D  DAS CENTRAIS F I X A D A S  SUAS F IC I A C U E S  

NAU HUULE MRVIMENTACAO DE C E N T R A I S  



3a. ALTERNATIVA - 4 CENTRAIS 

E AS CAPACIDADES 

CENTRAL CAPACIDADE INFERIOR CAPACIDADE SUPERIOR 

1 20 O00 40 O00 

2 20 O00 40 O00 

3 30 O00 45 O00 

4 30 O00 50 O00 

OBS.: AS CENTRAIS 3 B 3 TEM SUAS LOCALIZAÇÕES FIXADAS 



60 
Fí LI ACAZ! TN I C I  AL DE ASSIPJ%NT ES 

CENTRAL 1 N t * A S S I N E N T E S  23355 



CENTRAL 4 NOmASSINANfES 44205 





63 
NOVA FILIACPO iCAS QU PCRAS C O M  I D E R A N D O - S E  OS CUSTOS DE TR4N SMI S S 9 3  E C-3.b9UT4CAU ENTfCE C E M T R A I S  



CENTRAL 2 NC.ASSfNANTES 



CENTRAL 

1. 

2 

3 



QUADRAS R E F I C f  COAS 
3 f .00292E+í36 



CENTRAL 1 h . C . b S S I h f  hf ES 232345 



CEATRAL 3 ND.ASS INA R T f  S 44725 

CENTRAL 4 N E  mASSINBNTES 42040 





4a. ALTERNATIVA - 3 CENTRAIS 

MESMOS DADOS EXCETO QUANTO AO NOMERO DE CENTRAIS 

E ÀS CAPACIDADES 

CENTRAL CAPACIDADE INEEZIOR CAPACIDADE SUPEFUOR 

1 30 O00 50 O00 

' 2  30 O00 5 5  O00 

3 30 O00 60 O00 

OBS.: AS CENTRAIS 2 E 3 TEM SUAS LOCALIZAÇÕES 

FIXADAS 



f 2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

í 0 

'i f. 

12 

13 

84 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

2 1 

2 2  

23 3 

24 3 

CENTRAL 

F I L f A C A Q  INICIAL DE ASSINANTES 



CENTRAL 2 MO*ASSiNAh?ES 

CENTRAL 3 1\10 .ASSINA&7ES 





74 
NOVA f ILIACcBO CAS QUADRAS CBNSIOERANDB-SE O S  CUSTuS DE fRANSMf SSAO E CãMUSACAC ENTRE CENTRAIS 

CENTRAL 1 NOeASSINANTES 4Ç28ú 



CENTRAL 2 NU*ASSI&PhTES 



#BV I MENTACAO DAS CENTRAIS F I X A D A S  SUA5 F I L  IACOES 

CENí FAL L 

1 

2 

3 



CUSTB CB MBV 1 

EUAORAS R EFIL I A D A S  
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NOVA FILIBCPG C A S  QUbCR85 CONSIDEBAbiOO-SE 0 S  CUSTOS DE TRANSMISSAB E COMUTACAO ENTRE CENTRAIS 



~ p ê n d i c e  I1 - - ~ e s c r i ç ã o  do Cycl ic  Coordinate Descent Method 

O método de solução adotado nes te  t r a b a l h o  f a z  uso de 

uma t é c n i c a  de decomposição denominada "Cyclic Coordinate Descent 

Method" , assim d e s c r i t a  por Zadeh [3]  . 
Sejam @:SCR"+R e sOcS.  Define-se uma sequência 

{Sn'n=l , m  onde si d i f e r e  de no máximo quanto ao v a l o r  da sua  

i-ésima coordenada, l < i i m .  S e j a  S , + ~ E S  que d i f e r e  de s no máximo m 
quanto ao v a l o r  de sua  pr imeira  coordenada e que minimize 4 em S ,  

com re lação  a todos os pontos com e s s a  propriedade. 

Gera-se a sequência {s ) indutivamente ,da segu in te  ma n - 

dos pontos de S que diferem de si no máximo 

coordenada correspondente ao r e s t o  da d iv i -  

n e i r a :  

i) i c O ,  e scolha  siaS 

ii) S e j a  Ci o conjunto 

quanto ao v a l o r  da 

são  de i por  n ac resc ida  de uma unidade. Seleciona-se s itlECi 

Para demonstrar que a sequência d e f i n i d a  acima conver - 
ge , introduz-se a s  segu in tes  de£ i n i ç õ e s  : 

n 1 2 .  n Def.: ( Y s  & R )  S = ( S  ,S , . . . s )  

Def. : S C R ~  é d i t o  r e t angu la r  sss 3a,B&Rn t a l  que 

i i i  (VSES) = 2  . . l a É s  I r B  

Def.: c ( s , s , ~ ) ~ { x E s I  - ( j = . . . i - l i t l . . . , n )  x l=s j}  é o conjunto 

dos pontos de S que diferem de s no máximo quanto ao va lo r  da 

i-ésima coordenada. 

Def. : : SCR"+R é convexa em S em cada coordenada s e  e l a  é contínua 

e convexa e s e  para  todo SES e para  todo i=l,. . . ,n ,  C$ possui  

um Único argumento que a minimiza em C ( s , S , i ) .  

Def.: T(C$,S,i) é a transformação de S e m  S que assoc ia  a cada SE§ 

um Único ponto em c ( s , S , i )  que minimiza 4 em C ( s , S , i ) .  

Pode-se demonstrar o segu in te  teorema: 



Teo: Sejam S C R ~  r e t angu la r  

@ :S+R convexa em S em cada coordenada 

( V ~ E R )  {XES / @ (x)  r r }  é l imi tado 

@ tem derivadas p a r c i a i s  cont inuas em S 

P=Pn . Pn-l ..... P :S+S onde P .A T ( @ , S , i )  
1 1= 

Se { s  } é uma sequência t a l  que { @  (s ) } é monotonica- 
n . n 

mente decrescente ,  possuindo uma subsequência i n f i n i t a  { s '  } s a t i s -  n 

fazendo a @ (s I,+,) r @  (P  (s I n )  ) , então:  

i) M ,  o conjunto dos pontos de acumulação de {sn} é não vaz io  

ii) todo S E M  minimiza @ em S. 

iii) M={S},SES s e  @ é es t r i t amente  convexa 

i v )  { @  (s ) } decresce monotonicamente pa ra  Omin n 

v) Se S é l imi tado ,  en tão  

m a íSn) max z L (si-si) 
1 SES i=l as n 

é um l i m i t e  s u p e r i o r  para  $ ( s  ) -  @min e n 

v i )  O l i m i t e  s u p e r i o r  de f in ido  acima é i g u a l  a 

Observa-se que a função o b j e t i v o  de f in ida  no modelo 

não atende 2s h ipó teses  d e s t e  teorema. Em p a r t i c u l a r ,  e l a  não é con - 
vexa. Pode-se, no en tan to ,  supor que o algori tmo u t i l i z a d o  leva  a 

mínimos l o c a i s ,  o que é confirmado por exper iências  numéricas j á  

r ea l i zadas  . 



Outro f a t o  que apoia a u t i l i z ação  do algoritmo é que 

a solução Ótima independe da escolha da var iáve l  1 para obtenção 
O '  

da solução i n i c i a l  (I0 ,e0)  . 



~ p ê n d i c e  I11 -  unção de Erlang com o número de meios contínuo e 

suas der ivadas p a r c i a i s  

A função de Erlang é usada na t e o r i a  de t r á f e g o  t e l e  - 
fÔnico, para  exprimir  a probabi l idade de uma chamada s e r  r e j e i t a d a  

ao chegar a um grupo de n meios, segundo um processo de Poisson de 

parâmetro a pa ra  um tempo u n i t á r i o  de retenção.  

Erlang obteve a seguin te  expressão para  a função de 

perda: 

Estudos de dimensionamento de r o t a s  ense j aram a maior 

a p l i c a b i l i d a d e  da função de perda,  no caso em que o número de meios 

é continuo. Tais  estudos fazem uso das der ivadas da função de perda,  

com r e s p e i t o  ao número de meios e ao t r á fego .  

Jagerman [ 5 ]  general izou e s t e  concei to  para  o caso em 

que os parâmetros da função de perda,  z e a ,  s ão  complexos, obtendo 

uma função transcendente E ( z  , a )  . Essa extensão permite a u t i l i z a ç ã o  

de métodos de a n á l i s e  complexa, para  s e  o b t e r  representações exatas  

e aproximadas e expansões a s s i n t ó t i c a s  dessa função. 

Apresenta-se n e s t e  apêndice teoremas cujos r e s u l t a -  

dos são u t i l i z a d o s  no a lgor i tmo,  

onde 

2 2 3 al ( c )  = /3+c /3-c /3. ao ( C )  

5 3 6 4 a2 ( c )  =-c /18-7~ / 3 6 + ~ / 1 2 +  ( C  / 1 8 + ~  /4+1/12)  ao ( c )  

a- n Tomando z=n~R,a=a=n+cfi.'.c=-- 
Jn ' 



Truncando a s é r i e  no 4 0  termo, chega-se 5 seguin te  aproximação: 

-1 
E ( n , a )  = a O ( c ) J n + a l ( c ) + a 2 ( c ) / J n  (1) 

Es ta  aproximação depende dos va lores  de n e a.Para c - - 
f i x o  e l a  dá melhores aproximações c o m  n crescente .  Para  n f i x o ,  e l a  

dá p io res  aproximações quando c c resce  negativamente. Para  os  casos 

u t i l i z a d o s  e l a  s e  revelou e x a t a  a t é  a 4a. casa  decimal. 

Teo 2: a E ( z f a )  ={+l+E(z,a) } .E(z , a )  , Re a>O aa 

Tomando z=n, a=a ,  

Do primeiro teorema, derivando-se e m  r e l a ç ã o  a z ,  ob - 
tem-se a segu in te  aproximação para  a der ivada aE/an: 

Dados, en tão ,  a perda admissivel G e o t r á f e g o  a en- - - 
t r e  duas c e n t r a i s  quaisquer ,  determina-se o va lo r  de n que atende à 

-1 
equação (1) com E (n ,  a )  = l / G .  Com e s t e  v a l o r ,  calcula-se aE(n,a)  da 

aa 

equação ( 2 )  e a E ( n f  a)  da equação (3)  com E ( n , a )  =G,  obtendo-se então 
an 
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