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RESUMO 

A p r e s e n t a m - s e  n e s t e  t r a b a l h o  d o i s  a l g o r i t m o s  p a r a  

c o n s t r u ç ã o  d e  á r v o r e s  b i n á r i a s  d e  b u s c a  s e m i - Ó t i m a s ,  a  p a r t i r  d a  

d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e s  e s t a c i o n á r i a  d a s  c o n s u l t a s  a o s  N 

n ó s  e N+1 f o l h a s  d a  e s t r u t u r a .  

Os a l g o r i t m o s  u t i l i z a m  uma t é c n i c a  d e  c o n s t r u ç ã o  e 

p e r c u r s o  d e  uma á r v o r e  a u x i l i a r  ( n ã o - b i n á r i a )  a t r a v é s  d e  e n u m e r a  - 

ç ã o  i m p l ? c i t a ,  a  p a r t i r  d e  t e o r e m a s  d e m o n s t r a d o s .  

As á r v o r e s  o b t i d a s  f o r a m  s u p e r i o r e s  à s  r e s u l t a n t e s  

d e  t e n t a t i v a s  h e u r i s t i c a s  a n t e r i o r e s  e x i s t e n t e s  na  l i t e r a t u r a .  A m  - 

b o s  o s  a l g o r i t m o s  consomem memór i a  p r o p o r c i o n a l  a  N e  t empo  p r o p o r  - 

c i o n a l  a  N . l o g 2 N .  

Além d i s s o ,  p a r a a r q u i v o s  em q u e  n ã o  s e  c o n h e c e  q u a l  - 

q u e r  i n f o r m a ç ã o  s o b r e  o  c o m p o r t a m e n t o  d a s  c o n s u l t a s ,  f o i  e l a b o r a d o  

um a l g o r i t m o  a d a p t a t i v o  q u e  p e r m i t e  i n s e r ç õ e s  e  c o n s u l t a s  a l e a t ó  - 

r i a s  e a  o t i m i z a ç ã o  d a  á r v o r e  b i n á r i a  c a d a  v e z  q u e  é g e r a d a  uma 

t r a n s a ç ã o .  



A BS TRAC T 

Two algorithms are presented here for  the construction of near - 
ly  optimum binary search t rees ,  from the s t a t i  onary probabi 1 i ty di s tri - 
bution for  access t o  the N nodes and N+1 leaves of the structure.  

These algorithms use a technique of constructing and visi  - 
t ing the vertices of an auxiliary t ree  (non-binary) through an implici t 

enumerati on, from proved theorems . 
The constructed t rees  are  i n  average bet ter  than those resul - 

t an t  from heuristical  experiences made before, included in the l i  terature. 

Experimental resul ts  show that  both algorithms use storage proportional to  

N and time proportional to  N log2N. 

Addi t ional ly ,  for  keys from which no information about the 

access behavior i s  known, an adaptative algorithm was elaborated t o  permi t 

random access or  insertion and optimi zation of the binary t ree  each time a 

t ransat i  on i s gerformed. 
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CONSTRUÇÃO - D E  A R V O R E S  B I N A R I A S  - D E  BUSCA SEMI-ÕTIMAS 

D e n t r e  a s  t é c n i c a s  p a r a  o r g a n i z a ç ã o  d e  a r q u i v o s  

com e l e v a d o  número  d e  c h a v e s ,  á r v o r e s  b i n á r i a s  d e  b u s c a  c o n s t i t u e m  

m é t o d o  i m p o r t a n t e ,  p o r q u e  s ã o  e f i c i e n t e s  t a n t o  p a r a  a c e s s o  a l e a t Õ  - 

r i o  como s e q u e n c i a l ,  bem como p a r a  m o d i f i c a ç ã o  d o  a r q u i v o .  

Além d i s s o  e p e l o  f a t o  d e  t e r e m  o r i g i n a d o  i n t e r e s  - 

s a n t e s  p r o b l e m a s  m a t e m á t i c o s  (em c o n e x ã o  com o u t r o s  r a m o s  d e  p e s  - 

q u i s a ,  t a i s  como t e o r i a  d a  c o d i f i c a ç ã o ,  c l a s s i f i c a ç ã o ,  á r v o r e s  d e  

d e c i s ã o )  a s  á r v o r e s  b i n á r i a s  tem s i d o  b a s t a n t e  i n v e s t i g a d a s  n o s  61 

t i m o s  a n o s ,  h a v e n d o  m a i o r  número  d e  d e s c o b e r t a s  d e  s u a s  p r o p r i e d a  - 

d e s  m a t e m á t i c a s ,  em r e l a ç ã o  a o s  o u t r o s  m é t o d o s  d e  o r g a n i z a ç ã o  d e  

a r q u i v o s .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  s ã o  a p r e s e n t a d o s  d o i s  a l g o  - 

r i t m o s  p a r a  c o n s t r u ç ã o  d e  á r v o r e s  b i n á r i a s  o r d e n a d a s  l e x i c o g r a f i c a  - 

m e n t e ,  bem como um a l g o r i t m o  a d a p t a t i v o ,  q u e  o t i m i z a m  o  v a l o r  e s p e  - 

r a d o  d o  número  d e  c o m p a r a ç õ e s  p a r a  b u s c a  d e  uma i n f o r m a ç ã o  na  es  - 

t r u t u r a  c o n s t r u i d a .  



D e f . :  0 . 0  - Uma á r v o r e  b i n á r i a  pode s e r  d e f i n i d a ,  

r e c u r s i v a r n e n t e ,  como s e g u e :  

a .  uma á r v o r e  v a z i a ,  T o ,  d e  z e r o  n ó s ,  e  uma á r v o r e  b i n á r i a ;  
d 

b .  uma á r v o r e  b i n á r i a  T N ,  de  N 1  n ó s ,  e  u m  t r i p l o  o r d e n a d o  

( L ( v ) , v , R ( v ) ) ,  onde - v é um nó chamado r a i z  de  T N y  L ( v )  e  R ( v )  

s ã o  á r v o r e s  b i n á r i a s  d e  - 1  e  - r n ó s ,  chamadas  r e s p e c t i v a m e n t e  d e  

s u b - á r v o r e s  da  e s q u e r d a  e  d i r e i t a  da r a i z  ( 1  3 0 ,  r > O ,  

1  + r = N - 1 ) .  

D e f . :  0 . 1  - Dadas - N i n f o r m a ç õ e s  ou " c h a v e s "  em o r  - 

dem l e x i c o g r á f i c a  ( K 1  < K 2  . . .  K ) ,uma á r v o r e  b i n á r i a  d e  busca  N .-- 
- 
è uma á r v o r e  b i n á r i a ,  T N ,  t a l  que  p a r a  c a d a  nó - n a s  s e g u i n t e s  p r o  - 

p r i e d a d e s  va lem:  

a .  t o d a s  a s  c h a v e s  na s u b - á r v o r e  e s q u i d a  de  - n precedem - n na ordem 

1  e x i  c o g r á f  i c a  dada  ; 

b .  t o d a s  a s  c h a v e s  na s u b - á r v o r e  d i r e i t a  d e  - n sucedem - n na ordem 

l e x i c o g r á f i c a  d a d a .  

Po r  exempl o  : 



FIG.0  

- 
Estas árvores serão chamadas simplesmente de arvo - 

res  de busca. 



1  . O .  F o r m u l a ç ã o  - d o  P r o b l  ema 

O p r o b l e m a  r e s o l v i d o  p o r  Knuth  18,9  1 ,  r e l a t i v o  à 

c o n s t r u ç ã o  d e  á r v o r e s  b i n á r i a s  Ó t i m a s  p a r a  b u s c a ,  p o d e  s e r  e n u n c i a  - 

d o  m a t e m á t i c a m e n t e  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

D a d a s  N c h a v e s  K1 i K 2  < . . . < K N  e a s  p r o b a b i l i d a d e s  

p i  = P{ K i  s e j a  o  a r g u m e n t o  d e  uma b u s c a  1 ,  i = 1 ,  . . . N 

q i  = iP{Ki  < a r g u m e n t o  d a  b u s c a  K i + l  I , i = 1  ... , N-1 

qo  = P I a r g u m e n t o  d a  b u s c a  K1 

q N  = P i a r g u m e n t o  d a  b u s c a  > K N  1  

O b j e t i v o :  C o n s t r u i r  uma á r v o r e  b i n á r i a  T* ,de  b u s c a ,  

d e  modo q u e  o  v a l o r  e s p e r a d o  d o  número  d e  c o m p a r a ç õ e s  p a r a  l o c a l i  - 

z a r  ou  d e t e r m i n a r  a  a u s ê n c i a  d e  um a r g u m e n t o  K , e s c o l h i d o  s e g u n d o  a  

d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d a d a  p o r  ( I ) ,  s e j a  m i n i m i z a d o .  



. 1  1 .  C u s t o  E s p e r a d o  

Como o  número  d e  á r v o r e s  b i n á r i a s  c o n s t i t u i d a s  d e  
2N N n ó s  é f i n i t o  - ( N ) / ( N + l )  4 N / ~ 3 ' 2  - e n t ã o  o  min imo  e x i s t e .  

S e j a  TN a  f a m i l i a  d a s  á r v o r e s  b i n á r i a s  d e  b u s c a  

com N n ó s  e T E T ~ ;  o  n i v e l  1  d e  um nó  i n t e r n o  K 6 o  no de nós me O j - 
- 

nos 1  d o c a m i n h o  d e s d e  a  r a i z  a o  nó  K e  10, n i v e l  d a  f o l h a  j ,  e o  
- 

número  d e  n ó s  i n t e r n o s  d e s d e  a  r a i z  a t é  a  f o l h a  - j .  

Dado K = K o  número  d e  c o m p a r a ç õ e s  C 
j ' p a r a  1 0  

c a l  i z a r  K s e r á :  
j 

e  o  número  d e  c o m p a r a ç õ e s  p a r a  d e t e t a r  s e  um a r g u m e n t o  d e  b u s c a  K 
6 

s a t i s f a z  a  K K < K j + l  j 
e :  

A c a d a  nó  i n t e r n o  - j d a  á r v o r e  a s s o c i a r e m o s  uma c h a  - 

v e  K a  p r o b a b i l i d a d e  p  e o u t r o s  v a l o r e s  q u e  s e r ã o  p o s t e r i o r m e n  
j '  j - 

t e  a p r e s e n t a d o s .  E s t a  á r v o r e  p o d e  s e r  e x t e n d i d a  com N+l f o l h a s ,  à s  

q u a i s  a s s o c i a r e m o s  a s  p r o b a b i l i d a d e s  q o y q  l y . . . 3 q N  d a  s e g u i n t e  f o r  - 

ma: a  f o l h a  q  e s t á  l o c a l i z a d a  na  s u b - á r v o r e  d i r e i t a  d o  nó  i n t e r n o  
j 

K j y  j = 1 , 2 ,  ..., N e q o  n a  s u b - á r v o r e  e s q u e r d a  d o  nó  K 1 .  

D e s t e  modo o  e v e n t o  ( 2 ) ,  a c i m a ,  o c o r r e  com p r o b a b i  - 

l i d a d e  p  e o  e v e n t o  ( 3 )  o c o r r e  com p r o b a b i l i d a d e  q  s e n d o  C,- 
j j '  

o  



número de comparações p a r a  1  o c a 1  i z a r  o  a r g u m e n t o  K d i  s t r i  bu?'do d e  

a c o r d o  com ( 1  ) ,  C T  s e r á  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  t omando  o s  v d l  - o  

r e s  I@+ 1 e 1 0 ,  com p r o b a b i l i d a d e s  p  e q j ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  En 
j - 

- 
t ã o  o  v a l o r  e s p e r a d o  d e  CT e :  

P a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o  vamos d e n o m i n a r  o s  n ó s  

i n t e r n o s  K 1 y K 2 y . . . y K N y  d e  1 , 2 ,  ..., N ;  d a d a  uma á r v o r e  d e  b u s c a  T 

c o n s t r u í d a  com o s  n ó s  1 , 2 , .  . . , N ,  d e f i n i m o s  : 

d 

T ( i )  - e  a  s u b - á r v o r e  b i n á r i a  com r a i z  i ;  

4 

L ( i )  - e a  s u b - á r v o r e  e s q u e r d a  do nó - i; 

R ( i )  - é a  s u b - á r v o r e  d i r e i t a  do  nó - i ; 



E x . :  T ( 2 )  

NOTAÇÃO: a - nó de ordem e p e s o  1 
./ 

I 
F IG .  I 

E ó b v i o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  W ( i ) ,  q u e :  

N 
Teorema 1  . O  - E(CT) = L W ( i )  

i = l  

P rova  ( p o r  i n d u ç ã o ) :  Se  N = 1  é t r i v i a l ,  po rque  

WT) = P1 + 40 + 91 = W(1) .  

Suponhamos que  o  t eo r ema  v a l e  p a r a  uma á r v o r e  qua l  - 

q u e r  com N - 1  n ó s .  S e j a  T N  uma á r v o r e  b i n á r i a  q u a l q u e r  com N , 2 

n ó s ,  - v u m  nó i n t e r n o  d e  d i s t â n c i a  ( n y v e l )  máxima a  r a i z  e  W(v) a  

soma d a s  p r o b a b i l i d a d e s  p i  e  q i ,  conforme ( 5 ) .  



acrescer 

Sem perda de generalidade, podemos adm i t i r  que o N-ésimo nÕ f o i  
C 

i tado d i r e i  t a  de v, produzindo a árvore T* - - 

FIG. 2 

9" N 
N N . . 

Aplicando a aef in ição:  E(C9) = e (7 +I ) + 1 qjTO . 
.i =1 j O 

Seja C o caminho que l i g a  a rai; ao Últ imo nõ- inc lu~do.  Vemos - 
que : 

a)  P j  = p j=1, ... ,N-1; j=O,.. .,N-1; pN e qN são os valores inclui'dos; 
j 

b )  Se t $ C, então m(t)=N(t) ;  TO= l i  ?@= 
- 

c )  Se t E C 3  então W(t)=W(t)+pNtqN para t # N; W(n)=pNtqNiqv; T@?Jb e 9.-1 O- 
para j#'Na.v; 7 -7 1 +I. @r80 

Comparando 'TN e TN - podemos escrever: 
N- 1 N- 1 N- 1 

€(CT) = z p - ( 1 - + 1 )  + Z q - 1 .  + q  + q ?  +p (1  1 )  = r : W ( i )  +qv+qN?@pN(@l) 
j - 1  J O  j=o J B  V '0 N @ i = 1  

= W + W(j + qViqNfm+pN(@1) = i&W(i 1 + "(Wj )+pN+qN) 
i éC j eC j sC 

j # N  N 
svqN+PN = z W ( i )  + r : n ( j )  +W(II) = ãW(k)  

i kC ' j e C  k= l  



1 . 2 .  Arvo re  õ t i m a  - de Busca 

De f . :  1 . 0  - Uma á r v o r e  b i n á r i a  de  busca  T* s e  d i z  

Ótima s e  

E(CT*) E ( C T ) ,  V T E T N .  

O c o n j u n t o  d a s  á r v o r e s  Ót imas pode t e r  mais  de  um 

e1 emento .  

O p r i n c i p i o  b á s i c o  do a l g o r i t m o  de  c o n s t r u ç ã o  de  
- 
a r v o r e s  Ót imas (Apênd ice  O - ~ l g o r i t m o  K )  e  que s e  T* p e r  - 

tente a o  c o n j u n t o  d a s  á r v o r e s  Ó t i m a s , e n t ã o  t o d a s  a s  s u b - á r v o r e s  de  

T* s ã o  Ó t imas .  Do c o n t r á r i o ,  a  o t i m i z a ç ã o  d e  uma s u b - á r v o r e  não -Ót i  - 

ma c a u s a r i a  r e d u ç ã o  no v a l o r  de  E(CT,). T r a t a - s e  de  um a l g o r i t m o  

" b o t t o m - u p " .  

Embora a á r v o r e  p r o d u z i d a  s e j a  Ót ima ,o  A lgo r i tmo  K 

tem como p r i n c i p a l  r e s t r i ç ã o  a  s o b r e c a r g a  de  memória e  de  ternpo,da 

ordem d e  N 2  e  N 3 ,  r e s p e c t i v a m e n t e . A t r a v é s  de  uma p r o p r i e d a d e  demons - 

t r a d a  em 191 é p o s s i v e l  t o r n a r  o  tempo de  execução  p r o p o r c i o n a l  a  

P a r a  s e  t e r  i d é i a  , u m  p r o g r a m a ' : s c r i  t o  em P L G O L - W  11 3  1 
p a r a  N = 256 n ó s ,  c o n s u m i r i a  aprox imadamente  832 K b y t e s d e m e m ó r i a ,  

na f a s e  de  e x e c u ç ã o .  Se N = 16K nÓs,o tempo de execução  s e r i a  e s t i  - 



mado em t o r n o  d e  4 6 0  m i n u t o s  ( m a i s  d e  7  h o r a s ) ,  em um c o m p u t a -  

d o r  1370-mod .  165- IBM,  e n e c e s s i t a r i a  d e  c e r c a  d e  3 , 2 2  m e g a b y t e s  

n e s t a  f a s e .  

O u t r a  l i m i t a ç ã o  d o  " A l g o r i t m o  K "  é n ã o  s e r  a d a p t a  - 

t i v o ,  d i f i c u l t a n d o  s u a  a p l i c a ç ã o  q u a n d o  s e  d e s c o n h e c e m  a s  p r o b a b i  - 

l i d a d e s  e s t a c i o n á r i a s  d e  c o n s u l t a  às  c h a v e s  e  e n t r e  c h a v e s  c o n s e c u  - 

t i v a s .  

Cabe  r e g i s t r o  a i n d a  s o b r e  a  e x i s t ê n c i a  d e  um a l g o  - 

r i t m o  b a s t a n t e  c o m p l e x o ,  d e v i d o  a  Hu e T u c k e r , q u e  e d i f i c a  uma á r  - 

v o r e  b i n á r i a  ó t i m a  q u a n d o  q i  = O ,  i = 0 , 1 ,  . . . , N e r e q u e r  d a  o r  - 

dem d e  N u n i d a d e s  d e  memór i a  e Nlog2N u n i d a d e s  d e  t empo  1 6 1 .  

1 . 3 .  M é t o d o s  H e u r i s t i c o s  

D i a n t e  d a s  d i f i c u l d a d e s  p a r a  e x e c u t a r  o  "A1 g o r i  tmo 

K "  q u a n d o  - N s e  e l e v a ,  t e n t a t i v a s  tem s i d o  f e i t a s  v i s a n d o  a  c o n s t r u  - 

ç ã o  d e  á r v o r e s  s e m i - ó t i m a s  - d a  o rdem d e  2 %  ou menos  d e  d i f e r e n ç a  

p a r a  o  v a l o r  ó t i m o  d e  E ( C T )  - em c u j a  o b t e n ç ã o  o  consumo  d e  t empo  

s e j a  d a  o r d e m  d e  Nlog2N e  o  u s o  d e  memór i a  s e j a  p r o p o r c i o n a l  a  N .  

O t r a b a l h o  d e  W a l k e r  & G o t l i e b  1141 m o s t r a  um a l g o  

r i t m o  " t o p - d o w n '  q u e  c o n s o m e  m e m ó r i a  O(N) e t empo  O ( N l o g 2 N ) ,  p r o d u  

z i n d o  á r v o r e s  b i n á r i a s  em q u e  E ( C T )  = 1 , 0 1 2 E ( C T d  ) ,  em m é d i a ,  
o  t i ma 

com d e s v i o  p a d r ã o  d e  0 , 0 1 1  p a r a  o s  d a d o s  d o  A p ê n d i c e  1,  i m p l e m e n t a  - 

d o s  no  c i t a d o  e s t u d o .  

O p r i n c i p i o  u t i l i z a d o  c o n s i s t e  n a  f o r m a ç ã o  d o s  n i  - 



veis 0,1, . . . ,J, através da escolha de uma raiz inicial pelo meto - 
do do centróide ( * ) .  

Como o centróide pode ter probabilidade de consul - 

ta muito pequena, busca-se numa vizinhança o nó de maior probabili - 

dade, colocando-o na raiz da árvore. A vizinhança é definida por 

parâmetro externo. Quando o n? de nós das sub-árvores a serem for - 

madas for inferior a No - que é um indicador do n? de nós de uma 

sub-árvore que deve ser constru7da pelo "Algoritmo K"- constroem- 

-se sub-árvores ótimas através do Algoritmo K.Do contrário,aplica- 

-se novamente o método centróide às sub-árvores formadas até encon - 

trar N < No. Este será chamado 'Algoritmo GW' ou 'Algoritmo G". 

1 .4. Rotações 

J. Bruno e E.G. Coffman Jr. 121 utilizamo conceito 

de rotação dos nós (também chamadas promoções ou transformações) a 

fim de obter reduções sucessivas do E(CT), a partir de uma árvore 

inicial. 

Estas transformações são explicadas a seguir, onde 

t(i) = f significa que a rotação t . .  aplicada ao nó i de uma árvore 
I 

- 
binária T produziu a árvore f. 

( * )  - Centrõide é um nó, Kc, tal que : o .:,ualor absoluto de 

W(L(c)) - W(R(c)) é minimo. 



D e f . :  1 . 1  - Se i = r a i z  de  T,  e n t ã o  t ( i )  = T y  i s t o  
- 
e ,  a  á r v o r e  T não s e  a l t e r a ;  c a s o  c o n t r á r i o ,  d e f i n i m o s :  

a  - r o t a ç ã o  p a r a  a  d i r e i t a  d e  u m  nó - i em t o r n o  d e  u m  nó - j ,  t r ( i ) ¶  

onde - i é a  r a i z  d e  L ( j ) ,  a s e g u i n t e  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  T :  

b - r o t a ç ã o  p a r a  a  e s q u e r d a  de  um nó - j em t o r n o  d e  u m  nó i ,  t l ( j ) ,  

onde  - j é a  r a i z  d e  R ( i ) ,  a  s e g u i n t e  t r a n s f o r m a ç ã o :  



C o n s t a t a - s e  que s e  T E TN e  f = t ( i ) , e n t ã o  f E TN. 

Por  c o n v e n i ê n c i a  ado temos  a convenção  de  que  5 c T e  

5 > T, onde  5 = á r v o r e  b i n á r i a  v a z i a  e  > / c  s i g n i f i c a m a i o r / m e n o r  que 

q u a l q u e r  nó de  T e  podemos e s c r e v e r :  

L ( i )  i c R ( i )  c  j R ( j )  - a n t e s  da r o t a ç ã o  

L ( i )  c i < R ( i )  < j < R ( j )  - d e p o i s  da  r o t a ç ã o .  Logo r E TN. 

Des ta  forma a  ordem l e x i c o g r á f i c a  é m a n t i d a  quando 

o s  nós  s ã o  v i s i t a d o s  em ordem s i m é t r i c a  171. 



2 .  ALGORITMO - I - I n s e r ç ã o  - D i r e i t a  

2 . 0 .  F u n d a m e n t o s  

Dada uma á r v o r e  b i n á r i a  d e  b u s c a  T e um nó i .E T ,  

d e f i n e - s e :  

E ( i )  = p i  + W ( L ( i ) ) ,  p e s o  e s q u e r d o  d e  - i 

D ( i )  = p i  + W ( R ( i ) ) ,  p e s o  d i r e i t o  d e  - i .  

Da f ó r m u l a  ( 6 )  s e  s e g u e  q u e  W ( i )  = E ( i )  + D ( i )  - p i  

T e o r e m a  2 . 0  1 2  1.: S e j a  f a  á r v o r e  o b t i d a  a t r a v é s  d e  

uma r o t a ç ã o  p a r a  a  d i r e i t a  d e  um nó  - i em t o r n o  d e  um nó  - j d e  uma 

á r v o r e  T .  E n t ã o :  



P r o v a :  Temos ,  na  f i g u r a  a c i m a :  

Q ( v ) = W ( v ) ,  v i ,  v y j  

Mas R ( i )  = W ( j )  p o r  c o n s t r u ç ã o  e  

Teorema  - 2 . 1  1 2  1 -  S e j a  f a  á r v o r e  o b t i d a  a t r a v é s  d e  

uma r o t a ç ã o  p a r a  a  e s q u e r d a  d e  u m  nó  - i em t o r n o  d e  um nó  - j .  E n t ã o ,  



Na f i g u r a  ac ima ,  vemos que: 

Def . :  2 . 0  - Uma r o t a ç ã o  é d i t a  v i á v e l  s e  



- 
Teorema - 2 . 2  - Uma r o t a ç ã o  i + j e  v i á v e l  s e  e  s o  

mente  s e  E ( i )  r D ( j ) .  

P r o v a : P e l o  Teorema 2 . 0 , E ( C T ) < E ( C T )  s e  D ( j ) - E ( i ) < O  

que i m p l i c a  E ( i )  > D ( j ) .  R e c i p r o c a m e n t e ,  s e  E ( i )  > D ( j ) ,  e n t ã o  

D ( j )  - E ( i )  < O e  E(Cí) c  E ( C T ) .  

Teorema 2 . 3  - Uma r o t a ç ã o  j 4 i é v i á v e l  s e  e  s o  - 

mente  s e  D ( i )  > E ( j ) .  

P r o v a : P e l o  Teorema 2.1, E(Cí)<E(CT) s e  E ( j ) - D ( i ) <  O 

que  i m p l i c a  D ( i )  > E ( j ) .  R e c i p r o c a m e n t e ,  s e  D ( i )  > E ( j ) ,  e n t ã o  

E ( j )  - D ( i )  < O e  E ( C í )  < E ( C T ) .  

D e f . :  - Ul t imo  caminho:  Dada uma á r v o r e  b i n á r i a  

T ,  o  s e u  Ú l t imo  caminho é o  c o n j u n t o  d e  nós  t a i s  que :  

1 .  a  r a i z  p e r t e n c e  a o  Ú l t imo  caminho:  

2 .  o  f i l h o  da d i r e i t a  d e  q u a l q u e r  nó do ú l t i m o  caminho p e r t e n c e  ao 

ú l t i m o  caminho .  

E m  c o n s e q u ê n c i a ,  dada  a  r a i z  de  T ,  e s t á  d e t e r m i n a  - 

do o  s e u  Ú l t imo  caminho ,  c o n s t i t u T d o  p e l a  r a i z  e  t o d o s  o s  f i l h o s  da 

d i r e i t a ,  d e  a c o r d o  com a  l i n h a  p o n t i l h a d a  na f i g u r a  7 .  
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S e  T f o r  v a z i a ,  o  Ü l t i m o  c a m i n h o  é v a z i o .  

2 . 1  . D e s c r i ç ã o  - d o  A1 g o r i  tmo - I 

A p a r t i r  d e  uma á r v o r e  b i n á r i a  v a z i a ,  f a z - s e  a  i n  - 

s e r ç ã o  d o s  n ó s  n a  o r d e m  l e x i c o g r á f i c a .  Cada  v e z  q u e  é f e i t a  uma i n  

s e r ç ã o  p r o c u r a - s e  m e l h o r a r  a  á r v o r e  a t r a v é s  d e  s u c e s s i v a s  r o t a ç õ e s  

p a r a  a  e s q u e r d a ,  no ú l t i m o  c a m i n h o ,  t e n d o  em v i s t a  q u e  a  i n c l u s ã o  

d e  p i  + q i  n ã o  p r o v o c a  d e s b a l a n c e a m e n t o  n o s  p e s o s  e s q u e r d o  e d i r e i  - 

t o ,  E ( j )  e  D ( j ) ,  d o s  n ó s  n ã o  p e r t e n c e n t e s  a o  ú l t i m o  c a m i n h o .  Admi - 

t e - s e ,  a s s i m ,  q u e  t o d a s  a s  r o t a ç õ e s  v i á v e i s  s u r g i d a s  a p ó s  a  i n c l u  - 

s ã o  d e  um nó  em T s e  e n c o n t r a m  no  Ü l t i m o  c a m i n h o .  E c l a r o  q u e a n t e s  

d a  i n c l u s ã o  p o d e r i a  h a v e r  r o t a ç õ e s  v i á v e i s  em o u t r o s  c a m i n h o s  d a  



d 

a r v o r e  b i n á r i a .  
- 

Com a  i n c l u s ã o ,  o s  p e s o s  da d i r e i t a  dos  nós do u l  - 
t imo caminho s o f r e m  aumento .  

A e s c o l h a  da s e q u ê n c i a  d e  r o t a ç õ e s  a  s e r  e f e t u a d a  
d 

e f e i t a  a p ó s  o  exame d e  t o d a s  a s  s e q u ê n c i a s  p o s s T v e i s ,  s e l e c i o n a n  - 

do a q u e l a  que  nos dá  a  ma io r  r e d u ç ã o  em E ( C T )  O exame de  t o d a s  a s  

s e q u ê n c i a s  d e  r o t a ç õ e s  d e c o r r e  da n e c e s s i d a d e  d e  a n a l i s a r  a  redu  - 

ç á o  ou aumento de  E(CT) d e  t o d a s  a s  á r v o r e s  b i n á r i a s  que podem s e r  

o b t i d a s  a  p a r t i r  d a s  s e q u ê n c i a s  de  r o t a ç õ e s  no u l t i m o  caminho ,  uma 

vez  que  cada  s e q u ê n c i a  p roduz  uma á r v o r e  d i f e r e n t e  ( ã  e x c e ç ã o  d a s  

s e q u ê n c i a s  r e d u n d a n t e s ,  de  a c o r d o  com o  p a r á g r a f o  2 . 3 . 3 ) .  

A i n v e s t i g a ç ã o  d e s t e  problema mos t rou  que  t o d a s  a s  

s e q u ê n c i a s  de  r o t a ç õ e s  podem s e r  o r g a n i z a d a s  em forma de  uma a r v o  - 

r e  n ã o - b i n á r i a ,  que  chamaremos de  ã r v o r e  a u x i l i a r ,  c u j o s  v é r t i c e s  

podem s e r  p e r c o r r i d o s  a t r a v é s  da t é c n i c a  de  enumeração i m p l i c i t a ,  

a  s e r  e x p l i c a d a  no p a r á g r a f o  2 . 3 . 1 .  Ao f i n a l  d e s t e  exame, d i s p õ e  - 

- s e  da s e q u ê n c i a  dos  nõs que devem s e r  r e b a i x a d o s  de  n i v e l  no ú l t i  - 

mo caminho ,  de  modo a  r e d u z i r  o  c u s t o  e s p e r a d o  E(CT) ao  máximo. 1 s  - 

t o  é f e i t o  com o  a u x T i i o  de  uma t a b e l a  que  contem o  peso da  d i r e i  - 

t a  D ( i )  e  o  peso  da e s q u e r d a  E ( i ) ,  p a r a  t o d o  n Õ  p e r t e n c e n t e  ao Ú1 - 

t imo  caminho ,  a  qua l  s e r á  chamada t a b e l a  - de p e s o s .  

É i m p o r t a n t e  n o t a r  que  ao  s e r  f e i t a  uma promoção 

p a r a  a  e s q u e r d a  r e a l i z a m - s e  a s  s e g u i n t e s  m o d i f i c a ç õ e s  na á r v o r e  e  

na t a b e l a  d e  p e s o s :  



Tabela de Pesos 2.0 

Antes da Rotação 
Nó E D 

Depois da RokaSão 
- E 6 

Após i c j, D(i) é reduzido, já que perdeu o ramo 

direito de j, e E(j) aumenta porque ganhou - i e L(i). De forma que, 

após a transformação tem-se: 6(i) =D(i) - D(j) e Ê(j) = E(j) + 
E(i), onde o sTmbolo ,indica os valores depois da rotação. 

2.2. Inserção - 

Por conveniência, vamos numerar os nós do último 



c a m i n h o  d e  1  a  m ,  a  p a r t i r  d a  r a i z .  P o r  d e f i n i ç ã o ,  D ( i )  = P i  + 

W ( R ( i ) ) .  

F e i t a  a  i n s e r ç ã o  d o  nÕ m + l ,  m -t" 0 ,  j u n t a m e n t e  com 

a  f o l h a  q m + l ,  c o n f o r m e  a  f i g .  9 ,  o s  n o v o s  p e s o s  R ,  E e D s e r ã o  d a  - 

d o s  p o r :  

P o r  i n d u ç ã o ,  



No caso do l ?  nó inserido, inclui-se também a fo - 

lha associada a qo ,  produzindo a árvore abaixo 
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2.3. Geração e Percurso da Arvore Auxiliar - - -  - 

Dado o Último caminho de uma árvore binária T e 

uma tabela de pesos deste caminho, um algoritmo de geração e percur - 

so de uma árvore auxiliar produz a sequência de nós que devem ser 

rebaixados de nível a fim de reduzir o valor de E ( C T )  ao minimo. 

Por conveniência, numeramos de 1 até m+7 os nós do 
- 

Último caminho, sendo 1 associado a raiz e m+l associado ao ultimo 

nó incluído. Para distinguir da árvore binária, chamaremos de vérti - 

ces aos nós desta árvore auxiliar. Representaremos estes vértices 

pelo número dos nós da árvore binária que baixam de nível, na ordem 

especificada a seguir. Por analogia, chama-se nível de um vértice 

ao número de arcos do caminho desde a raiz até cada vértice. A raiz 

tem nível 0. 

A sequência de enumeração dos vértices pode ser 

feita por nível, do seguinte modo: 

1 .  a raiz tem número mil e possui m filhos no nível 1 da árvore au - 

xiliar, que são numerados m, m-1, . . .  , 2, 1 ,  da esquerda para a 

direita; 

2. cada vértice - v ,  v i' raiz, produz nl-1 filhos, onde nl = nP de 

vértices do nível de - v, na árvore auxiliar. Estes filhos são nu - 

merados da esquerda para a direita com o número dos irmãos de 1, 

tdmados da esquerda para a direita, a partir do 19 irmão a direi - 



t a  de - v ,  c ic l i ca rnen te ,  i s t o  é :  s e  não houver mais irmãos ã d i r e i  - 

t a ,  con t inua-se  a  enumeração a  p a r t i r  do irmão mais a  esquerda,  

a t é  completar  o s  n, -1 f i l h o s  de cada v é r t i c e .  

Por exemplo, temos 

para 2 ,  3 ,  4 e  5 nós no caminho sob 

as  s egu in t e s  á rvores  a u x i l i a r e s  

exame: - - -  



Este tipo de enumeração assegura que as sequências 

de rotações iniciadas pelo nó de no - m serão as primeiras a serem 

examinadas na ordem adotada para visita dos vértices da árvore au - 

xiliar. Este procedimento parece ser adequado vez que se pode admi - 

tir que os nós dos níveis mais baixos sofrem um maior desbalancea - 

mente quando se faz a inclusão do (m+l)-ésimo nó. 

Em consequência, o nQ de vértices da árvore auxi - 

liar é 

m 
D = Z-A,, r onde m = n? de nós do Último caminho menos 1 e A; = ar - 

r=O 
ranjos de m, r a r. 

Então, 

+ m(m-1) (m-2). . . m-1 termos 

m termos 

O percurso da árvore auxiliar a fim de obter a se - 

quência que reduz o valor de E(CT) ao máximo é feito em pré-ordem, 

qual seja: primeiro é visitada a raiz, depois a sub-árvore auxi - 

liar da esquerda e em seguida a sub-árvore auxiliar da direita, re - 

cursivamente. Isto é feito com o auxilio de uma pilha, conforme 

programas anexos (Apêndice 6). 



2.3.1 . Enumeração - Implícita - e Retorno 

A medida que - m cresce o número de vértices da árvo - 
re auxiliar, D, torna-se muito grande - da ordem de mm - o que im - 
plicaria em um consumo elevado de tempo para visitar todos os vér 

tices na citada pré-ordem. Procurou-se, então, estabelecer um cri - 
d 

tério satisfatório para obter a sequência de promoções no ultimo 

caminho que provoque a maior redução de E(CT), sem percorrer todos 

os vértices da árvore auxiliar. As definições, lemas e teoremas 

que se seguem provam como isto pode ser realizado. 

Def.: 2.2 - G(j) = D(j+l) - E(j), j = 1 ,  ....., m 

chama-se ganho obtido com o rebaixamento do nó j pelo nó j+l, em 

um caminho qualquer de uma árvore binária T. 

Def.: 2.3 - Gi(ni) é O ganho obtido quando ni é re - 

baixado após a execução das i- 1  primeiras rotações. 

Def.: 2.4 - Dada uma sequência de rotações nl ,n2, 

..., nk, O ganho acumulado da sequência é dado por 



D e f . :  2 . 5  - S e j a  n 1 , n 2 ,  . . * , n k  uma s e q u ê n c i a  d e  

n ó s  a  serem r e b a i x a d o s .  D i z - s e  q u e  n l , n 2 ,  . . . ,  n k  é uma s e q u ê n c i a  

d e  g a n h o  máximo,  ou s e q u ê n c i a  Ó t i m a ,  s e  F ( n l , n 2 ,  . . . ,  n k )  2' F ( 2 ) .  o n  

d e  - s é q u a l q u e r  s e q u ê n c i a  d e  n ó s  a  serem r e b a i x a d o s  d i f e r e n t e  d e  

2 . 3 . 2 .  P r i n c y p i o  - d e  O t i m a l i d a d e  - d a  ~ e q u ê n c i a  - d e  Ganho Máximo 

- 
Lema 2 . 0 :  Se n1 , n 2 .  .. . , n k  e uma s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo p a r a  o  

# 

u l t i m o  c a m i n h o  1 ,  2 ,  . . .  , m + l ,  e n t ã o  n 2 , n 3 ,  ..., n k  k uma 

s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo p a r a  o  c a m i n h o  r e s u l t a n t e ,  d e  - m 

n ó s  a p ó s  n l  s e r  r e b a i x a d o .  

P r o v a :  P o r  h i p ó t e s e ,  n 1 , n 2 ,  ..., n k  é uma s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  mãxi  

mo. S e  n 2 ,  ..., n k  n ã o  f o r  uma s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo 

p a r a  o  c a m i n h o  d e  - m n ó s  s i g n i f i c a  q u e  e x i s t e  uma o u t r a  s e  - 

q u ê n c i a  n i ,  ..., n i ,  d e  g a n h o  máximo.  D e s t a  . m a n e i r a ,  

F ( n l , n i ,  ..., n i )  F ( n 1 , n 2 .  . . . ,  n k )  c o n t r a r i a n d o  a  h i p ó f e  - 
' também é uma s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  s e .  Logo ,  n l , n i ,  . . . ,  n k  

máximo e  e n t ã o  n 2 ,  . . .  . n k  e uma s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo 

p a r a  o  c a m i n h o  r e s u l t a n t e  d e  - m n ó s .  

Lema 2 . 1 :  S e  p a r a  t o d a  s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo n l y n 2 ,  ..., n k  v a l e r  

l e r  G ( n l )  > 0 ,  e n t ã o  G i ( n i )  > O ,  i = 2 ,  ..., k .  



- 
P r o v a  : Do l e m a  2 . 0  s e  s e g u e  q u e  n 2 , n 3 ,  ... , n k  e  uma s e q u ê n c i a  d e  

g a n h o  máximo p a r a  o s  - m n ó s  p e r t e n c e n t e s  a o  ú l t i m o  c a m i n h o  

a p ó s  a  r o t a ç ã o  d e  n l .  Logo G 2 ( n 2 )  O .  A p l i c a n d o  n o v a m e n  - 

t e  o  l e m a  2 . 0 ,  o b t e m o s  G 3 ( n 3 )  > O e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  

a t é  G k ( n k ) .  

Teo rema  - 2 . 4  - S e  G ( j )  6 O p a r a  j = 1 , 2 ,  . . . ,  m e n  - 

t ã o  a  s e q u ê n c i a  d e  g a n h o  máximo é v a z i a .  

P r o v a :  S e  m = 2 ,  é v á l i d o  p o r q u e  G ( l )  G O e  e n t ã o  

a p r o m o ç ã o  n ã o  é v i á v e l .  A d m i t e - s e  q u e  o  t e o r e m a  s e j a  v á l i d o  p a r a  

m 8 2 .  C o n s i d e r e m o s  a g o r a  um Ú l t i m o  c a m i n h o  com m+l n ó s  t a l  q u e  

G ( j )  4 O p a r a  j = 1 , 2 ,  . . . ,  m e s u p o n h a m o s  q u e  e x i s t e  uma s e q u ê n c i a  

d e  g a n h o  máximo n l y n 2 ,  . . * , n k  n ã o  v a z i a  n e s t e  novo  c a m i n h o .  

S e j a m  Ê ( i )  e  D ( i )  o s  n o v o s  p e s o s  no ú l t i m o  c a m i n h o  

a p ó s  a  r e m o ç ã o  d e  n l  o n d e  n l  = j p a r a  a l g u m  1  6 j 6 m .  

E n t ã o  D ( i )  < E ( i + l ) ,  i f j p a r a  o  novo  : c a m i n h o  

1 , 2 ,  . . . , j - l , j + l ,  ..., m + l ,  d e  - m n ó s ,  p o r q u e  G ( j )  G O .  C o n s e q u e n t e  - 
d 

m e n t e ,  n s , n 3 ,  ..., n k  e  v a z i a  e como G ( j )  = G ( n l )  O c h e g a m o s  a  uma 
d 

c o n t r a d i ç ã o ,  i s t o  é,  n l , n 2 ,  ..., n k  e  v a z i a .  

A t a b e l a  a  s e g u i r  m o s t r a  o s  p e s o s  e s q u e r d o  e  d i r e i  - 

t o  a n t e s  e  d e p o i s  d o  r e b a i x a m e n t o  d e  j .  



T a b e l a  de Pesos  2 .1  

D e f .  : 2 .6  - Fi (e l  ,e2, . . . ,emmt ) = ganho  máx imo p a  

r a  um c a m i n h o  c o n s t i t u i d o  p e l o s  nÓs 1,2, . . . , m - 1  a p ó s  se rem r e b a i  - 

- x a d o s  o s  n ó s  n1,n2, . . . ,n i .  O ~ ~ n j ~ n t ~ ' { e ~ , e ~ .  1 - 

{ I 2  . - {nl,n2, n  O U  s e j a ,  o s  n ' s  s ã o  r e b a i x a d o s ,  os  

e ' s  s ã o  o s  n ó s  p r o m o v i d o s  e  que  pe rmanece ram n o  c a m i n h o .  

Teorema 2 .5  - Se n1,n2, . . . ,  n k  é uma s e q u ê n c i a  Ó t i  - 

ma ( n ã o  v a z i a )  p a r a  um c a m i n h o  d e  - m n ó s  e n t ã o  G(n l )  3 O .  

P r o v a :  Se m  = 2 ,  e n t ã o  G(nl)  i O e  o  t e o r e m a  é v á  - 

l i d o .  Suponhamos que  v a l e  também p a r a  m 3 2  e  c o n s i d e r e m o s  um c a m i  - 

n h o  com m + l  n ó s  e  uma s e q u ê n c i a  ó t i m a  n ã o  v a z i a  nl, . . . ,  n k  t a l  que  



~ ' ( n ~ )  r O ,  n 1  = j p a r a  a l g u m  ) j j d m .  

A t a b e l a  r e s u l t a n t e  d a  r e m o ç ã o  d e  - j s e r á :  

T a b e l a  d e  P e s o s  2 . 2  

Como, p o r  h i p ó t e s e ,  a  s e q u ê n c i a  n l , n 2 ,  . s n k  
e  

d 

ó t i m a ,  o  p r i n c í p i o  d e  o t i m a l i d a d e  g a r a n t e  q u e  n 2 ,  . . . ,  n k  e  ó t i m a  

e p e l o  l e m a  2 . 1 ,  nenhuma d e  s u a s  p r o m o ç õ e s  d á  p e r d a .  L o g o ,  como 

G ( j )  s O e D ( j )  D ( j + l ) ,  j = 1 ,  ..., m e n t ã o  D ( k )  ,< E ( j ) + E ( j + l ) ,  

k 3 j + 2 .  E m  c o n s e q u ê n c i a ,  nenhuma p r o m o ç ã o  d a  s e q u ê n c i a  n 2 ,  * . . , n k  

é d o  t i p o  j + l  t k ,  k 3 j + 2 .  

Temos ,  e n t ã o :  

F 1 ( l  , 2 .  . . , j - i  . j + l  ... . m+l) = F l ( l 9 2 , .  . . , j - 1  , j + 1 ) + F 1 ( j + 2 , . .  . , m + l )  



Porém:  

F  ( 1  2 . .  j - 1 , j l )  4 F ( 1 , 2 , . . .  j )  p o r q u e  D ( i )  > D ( i + l ) ,  p a r a  

i = 1 , 2  ,..., m ,  e 

F l ( j + 2  ,..., m + l )  = F ( j + 2  ,..., m + l )  

Logo , 
G ( j )  + F 1 ( 1 , 2  ,..., j - 1 , j + l  ,..., m + l )  < F ( l  , 2  ,... , j ) + F ( j + 2 ,  ..., m + l ) .  

E n c o n t r o u - s e  e n t ã o  uma s e q u ê n c i a  q u e  n ã o  r e b a i x a  - j 

e d á  g a n h o  a c u m u l a d o  m a i o r  d o  q u e  n , , n 2 , . . . , n k ,  O q u e  é uma c o n t r a  - 

d i ç ã o .  L o g o ,  G ( n l )  a 0 .  

Os t e o r e m a s  2 . 4  e  2 . 5  a c i m a  p e r m i t e m  p o d a r  a  á r v o  - 

r e  a u x i l i a r  q u a n d o  se  e n c o n t r a  uma r o t a ç ã o  em q u e  G ( j )  0 ,  e v i t a n  
J - 

d o  o  p r o s s e g u i m e n t o  d o  exame d e  s e q u ê n c i a s  em q u e  há a l g u m a  promo - 

ç ã o  n ã o  v i á v e l .  

P e l o  v i s t o  n o s  t e o r e m a s  2 . 2  e 2 . 3  podemos  d e c i d i r  

s e  uma r o t a ç ã o  é v i á v e l  ou  n ã o  com b a s e  n o s  p e s o s  d a  e s q u e r d a  e d a  

d i r e i t a  d e  c a d a  n ó ,  d i s p e n s a n d o  o  a r m a z e n a m e n t o  e  c á l c u l o  d o s  

W ( i ) .  D e s t a  f o r m a ,  c a d a  nó  d a  á r v o r e  b i n á r i a  tem o s  s e g u i n t e s  cam - 

p o s  : 

o n d e  L é o  a p o n t a d o r  p a r a  a  r a i z  d a  s u b - á r v o r e  e s q u e r d a ,  R é o  

a p o n t a d o r  p a r a  a  r a i z  d a  s u b - á r v o r e  d i r e i t a  e p i ,  q i ,  E ( i )  e D ( i )  



tem o significado definido anteriormente. 

Na implementação do algoritmo a sequência de maior 

ganho acumulado é sempre guardada até surgir uma sequência cujo 

ganho acumulado seja maior. 

2.3.3. Promoções Redundantes 

Dado um último caminho de m+l nós, associados a nu - 

meração 1,2, . . . ,  m+l, a partir da raiz, seja uma sequência qualquer 
nl d2, ... ,nk, dos nós rebaixados. Associemos a cada nó rebaixado 

um nó t i ,  i = 1,2 ,..., k onde ni c t isto é, ti foi promovido pg i' 

ra o lugar de i, formando a sequência dos nós promovidos para o lu - 

gar dos ni , tl , t2, . . . ,tk 

4 

Def.: 2.3 - Dizemos que uma promoção n t t e re 
j j - 

dundante se nj + tj-l e n  z n  
j j-1 y 

de acordo com a numeração acima 

ci tada. 

Por exemplo, na fig. 13, a sequência 1 t 2, 3 c 4 



mostra  que 3  c 4  6 r e d u n d a n t e .  

Obviamente,  chamaremos sequênc ia  r edundan te  qual  - 

quer  sequênc ia  que contenha  pe lo  menos uma promoção redundan te .  

Observa-se que s e  uma s e q u ê n c i a  é r e d u n d a n t e ,  e x i s  - 

t e  uma o u t r a  sequênc ia  não redundan te  j á  examinada em pré-ordem cu - 

j o  ganho acumulado e q u i v a l e  ao da sequênc ia  r edundan te .  No exemplo 

a n t e r i o r ,  F ( 1 , 3 )  = D(2) - E ( 1 )  + D(4) - E(3)  e  F ( 3 , l )  = D(4) - 
E ( 3 )  + D(2) - E ( 1 ) .  

E c l a r o  que a  e l i m i n a ç ã o  d e s t a s  s e q u ê n c i a s  não i m  - 

pede que sejam examinadas t o d a s  a s  á r v o r e s  o b t i d a s  p e l a s  t r a n s f o r  - 

mações no ú l t i m o  caminho, porque e x i s t e  o u t r a  sequênc ia  não-redun - 

d a n t e  a  p a r t i r  da qual  s e  obtem a  mesma á r v o r e  b i n á r i a  que s e r i a  

i n d i c a d a  p e l a  s e q u ê n c i a  de r o t a ç õ e s  r e d u n d a n t e .  

As a f i r m a ç õ e s  acima es t abe lecem u m  segundo c r i t é  - 

r i o  de poda dos ramos da á r v o r e  a u x i l i a r ,  t o rnando  mais r á p i d a  a  

execução d e s t e  a l g o r i t m o ,  vez que todos  os  v é r t i c e s  que emanam de 

u m  v é r t i c e  r e p r e s e n t a t i v o  de uma promoção redundan te  nunca 

s e r ã o  v i s i t a d o s .  

2 . 4 .  A t u a l i z a ç ã o  - da Arvore 

Obtida a  s e q u ê n c i a  de ganho máximo, f a z - s e  a  a t u a  - 

l i z a ç ã o  da á r v o r e ,  execu tando-se  a s  r o t a ç õ e s  i n d i c a d a s  p e l a  sequên - 

tia e  modif icando os pesos c o r r e s p o n d e n t e s .  



P o r  e x e m p l o ,  no ú l t i m o  c a m i n h o  a b a i x o  - f i g .  1 4  - 
T é t r a n s f o r m a d a  em f a p ó s  a  a t u a l i z a ç ã o  i n d i c a d a  p e l a  s e q u ê n c i a  

( 2 3 , 1 8 , 1 1 ) ,  c o r r e s p o n d e n t e  a s e q u ê n c i a  ( 5 , 4 , 2 )  d e  a c o r d o  com a  nu - 

m e r a ç ã o  a s s o c i a d a  a  p a r t i r  d a  r a i z .  

FIG.  14 

- 
S u r g e  a g o r a  u m  t i p o  d e  r o t a ç ã o  n ã o  a p l i c a d o  no  u l  - 

t i m o  c a m i n h o .  

S e j a  a  á r v o r e  d a  f i g .  1 5 ,  sem p e s o  n a s  f o l h a s ,  on - 

d e  a  o rdem l e x i c o g r á f i c a  é a l f a b é t i c a  e  s e j a  ( G )  a  s e q u ê n c i a  Ó t i m a  

d o  c a m i n h o  ACGIJ, c u j o s  p e s o s  se  e n c o n t r a m  n a  t a b e l a  2 . 3 .  



Tabela  de Pesos  2 . 3  



Quando se f a z  a atualização indicada pela sequên - 

tia, através do rebaixamento do nó G, temos: 

F I G .  16 

Tabela de Pesos 2.4 



A á r v o r e  o b t i d a  5:  

T r a t a - s e ,  p o i s ,  de  uma p romoção  p a r a  a  d i r e i t a  que 

é t e s t a d a  a p ó s  c a d a  r o t a ç ã o  no p r o c e s s a m e n t o  da s e q u ê n c i a  de  ganho 

máx imo.  

No a p ê n d i c e  4 m o s t r a - s e  um e x e m p l o  c o m p l e t o  da e x e  - 

c u ç ã o  d e s t e  a1 g o r i  tmo.  



3. A L G O R I T M O  - I1 - I N S E R Ç Ã O  - E M  O R D E M  A R B I T R A R I A  

Ao c o n t r a r i o  do a l g o r i t m o  a n t e r i o r ,  em que  a  i n c l u  - 

s ã o  é f e i t a  obedecendo  a  ordem l e x i c o g r á f i c a ,  o s  a l g o r i  tmos que s e  

seguem permi tem a i n s e r ç ã o  em uma ordem a r b i t r á r i a .  

As p r i n c i p a i s  d i f e r e n ç a s  em r e l a ç ã o  a o  p r i m e i r o  a1 - 

g o r i t m o  s ã o :  

1 .  i n s e r ç ã o  dos  nós na á r v o r e  b i n á r i a  de  a c o r d o  com 2 c r i t é r i o s  

h e u r i s t i c o s  ( p e s o  q i W l + p i + q i  e  c e n t r õ i d e ) ,  a  s e r em d e s c r i t o s  no 

p a r á g r a f o  3 . 3 ;  

2 .  a p l i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  de g e r a ç ã o  e  p e r c u r s o  da á r v o r e  a u x i l i a r  

em q u a l q u e r  caminho de  T. 

3 . 0 .  D e s c r i ç ã o  

S e j a  - z o  l Q  nó a  s e r  i n c l u l d o  na á r v o r e .  F a z - s e  a  

i n s e r ç ã o  de  - z  j u n t o  com p,. q z e l  e  q , ,  d e  a c o r d o  com a  f i g u r a  1 8 .  



A i n s e r ç ã o  de o u t r o s  nós i  # z é f e i t a  a t r a v é s  de 

uma pesqu i sa  b i n ã r i a  na á r v o r e ,  da s e g u i n t e  forma: 

a .  s e  i < z ,  en t ão  é f e i t a  a  i n s e r ç ã o  de p i + q i m l  

b .  s e  i > z ,  e n t ã o  é f e i t a  a  i n s e r ç ã o  de p i + q i .  

Após a  i n s e r ç ã o  de um nó na á r v o r e  b i n á r i a  oco r r e  

u m  aumento do v a l o r  de W ( L ( v ) )  ou de W ( R ( v ) ) ,  onde - v 6 um nó p e r  

t e n c e n t e  ao caminho onde f o i  f e i t a  a  i n s e r ç ã o  e  o  nó  i n c l u i d o  - i ,  

a s soc i ado  ao número m+l. Temos e n t ã o ,  os s e g u i n t e s  casos  para  o  

c á l c u l o  dos novos v a l o r e s  de W ( R ( v ) )  e  W ( L ( v ) )  e ,  consequentemen- 

t e ,  dos E ( j )  e  D ( j ) :  

- 
E Óbvio que para  todo j t! ao caminho c i t a d o ,  

R ( L ( 1 ) )  = W ( L ( j , ) )  e n ( R ( j ) )  = W ( R ( j ) ) .  



A f i g u r a  a  s e g u i r  i l u s t r a  a  i n s e r ç ã o  do nó I .  

E m  c o n s e q u ê n c i a ,  e  a  exemplo do a l g o r i t m o  a n t e r i -  

o r ,  u t i l i z a m o s  uma t a b e l a  de  p e s o s  E ( j )  e  D ( j ) ,  j = 1,  ..., m+l,  que 

é a t u a l i z a d a  de  a c o r d o  com o s  ca .sos  a c i m a .  Os p r o c e d i m e n t o s  de  ge-  

r a ç ã o  e  p e r c u r s o  da á r v o r e  a u x i l i a r  s ã o  s e m e l h a n t e s .  

3 . 1 .  G e r a ç ã o , e  - P e r c u r s o  da Arvo re  A u x i l i a r  
- .  

O c o n t r a - e x e m p l o  a s e g u i r  nos  m o s t r a  que  não  s e  po - 

de a p l i c a r  a  poda na á r v o r e  a u x i l i a r  a  p a r t i r  do primeiro G . ( j )  ,< 0 .  
J 



T a b e l a  de  P e s o s  3.0 

F ( 6 , 5 )  = + 7 po rque  G ( 6 )  = - 5 e  G ( 5 )  = 1 2  

E n c o n t r a m o s , d e s t e  modo, u m  novo t i p o  de  s e q u ê n c i a s  

de  r o t a ç õ e s  v i ã v e i s ,  q u a l  s e j a ,  uma s e q u ê n c i a  com d u a s  r o t a ç õ e s  em 

d i r e ç ã o  d i f e r e n t e ,  com G ( j )  < O na l a .  r o t a ç ã o  e  ganho acumulado 

p o s i t i v o ,  

Teorema - 3.0 - S e j a  u m  caminho dado p e l a  f i g .  1 9  e  

s u a  t a b e l a  de  p e s o s :  



T a b e l a  de  Pesos  3 .1  

Se D ( j + 2 )  < E ( j + l )  e  E ( j + 2 )  + D ( j + 2 )  > D ( j ) ,  en tão  

a  s e q u ê n c i a  j + l  4 j + 2 ,  j + 2  -+ j tem ganho acumulado p o s i t i v o  p a r a  

j + 2  < m+l e  j -  1 ,  

P rova :  B a s t a  e f e t u a r  a  s e q u ê n c i a  de  promoções e  ve - 

r i f i c a r  a  c o n d i ç ã o  s o b  a  q u a l  o  ganho acumulado é p o s i t i v o .  

O ganho acumulado F ( j + l ,  j )  é :  

D ( j + 2 )  - E ( j + l )  + E ( j + l )  + E ( j + 2 )  - D ( j )  = D ( j + 2 )  + E ( j + 2 )  - D ( j ) .  

E n t ã o ,  s e  D ( j + 2 )  + E ( j + 2 )  > D ( j ) ,  F ( j + l , j )  > 0 .  

A c o n d i ç ã o  D(j4-2) E ( j + l )  s e r v e  a p e n a s  p a r a  mos- 

t r a r  que  a  s e q u ê n c i a  de  r o t a ç õ e s  pode c o n t e r  promoçóes com G i ( n i )  

Ado tou - se ,  h e u r i s t i c a m e n t e ,  com b a s e  no t eo rema  an - 
t e r i o r ,  o  s e g u i n t e  c r i t é r i o  de  poda :  



s e  uma p r o m o ç ã o  p a r a  a  e s q u e r d a  n ã o  é v i á v e l ,  e a  p r ó x i m a  r o t a  - 
ç ã o  a  s e r  e x a m i n a d a  é p a r a  a  d i r e i t a ,  t e n t a - s e  a  r o t a ç ã o  p a r a  a  

d i r e i t a .  S e  o  g a n h o  a c u m u l a d o  f o r  n e g a t i v o  p o d a - s e  o  ramo d a  á r  - 

v o r e  a u x i l i a r ;  

se  uma p r o m o ç ã o  p a r a  a  d i r e i t a  n ã o  é v i á v e l  e a  p r ó x i m a  r o t a -  

ç ã o  a  s e r  e x a m i n a d a  é p a r a  a  e s q u e r d a ,  t e n t a - s e  a s  d u a s  r o t a  - 

ç õ e s  s e g u i d a s .  S e  o  g a n h o  a c u m u l a d o  f o r  n e g a t i v o ,  p o d a - s e  o  r a  - 

mo d a  á r v o r e  a u x i l i a r .  

A n a l o g a r n e n t e ,  p r o v a - s e  q u e  s e  E ( j + - 2 )  < B ( j + l )  e 

E ( j + 2 )  + D ( j + 2 )  > E ( j )  e n t ã o  j + 2  + j + l ,  j 4 j + 2  d á  g a n h o  a c u m u l a d o  

p o s i t i v o ,  c o n f o r m e  a  f i g u r a  a b a i x o :  

FIG. 2 0  



fi c l a r o  que  s e  a s  d u a s  r o t a ç õ e s  s e g u i d a s  tem ganho 

acumulado p o s i t i v o  p r o s s e g u e - s e  o  exame da s e q u ê n c i a ,  a  exemplo do 

c a s o  em que  a  r o t a ç ã o  ú n i c a  dá  ganho .  No c a s o  em que  a  próxima r o -  

t a ç ã o  6 no mesmo s e n t i d o  da a n t e r i o r  e  e s t a  dá  p e r d a ,  e n t ã o  poda - 

- s e  a  á r v o r e  a u x i l i a r  n a q u e l e  ramo. 

3 . 2 ,  A t u a l i z a ç ã o  - da. Arvo re  B i n á r i a  

Como a s  r o t a ç õ e s  da s e q u ê n c i a  o b t i d a  podem s e r  

t a n t o  p a r a  a  e s q u e r d a  como p a r a  a d i r e i t a ,  t o r n a - s e  n e c e s s á r i o  t e s  - 

t a r  e s t a  c o n d i ç ã o .  A c ada  r o t a ç ã o  e f e t u a d a ,  f a z - s e  uma o t i m i z a ç ã o  

l o c a l  p a r a  r e a l i z a r  a s  promoções l a t e r a i s  do t i p o  m o s t r a d o  na f i g .  

1 5 .  N e s t e  a l g o r i t m o ,  t a i s  promoções p o d e r ã o  s e r  p a r a  a  d i r e i t a  ou 

p a r a  a  e s q u e r d a .  

3 . 3 .  D e s c r i ç ã o  - e  J u s t i f i c a t i v a  - da Ordem - de I n s e r ç ã o  

Obse rvações  c i t a d a s  p o r  Walker e  G o t l i e b  1141 i n d i  - 

cam que  a  á r v o r e  b i n á r i a  ó t i m a  de busca  depende  de 2  f a t o r e s :  c o l o  - 
i 

c a ç ã o  próximo da r a i z  dos  nós e  f o l h a s  com ma io r  p r o b a b i l i d a d e  de  

consu1 , t a  e  do b a l a n c e a m e n t o  d a s  s u b - á r v o r e s  da e s q u e r d a  e  d j r e i t a  

de  cada  n Õ .  

Por  exemplo :  



r uma á r v o r e  ó t i m a  d e  b u s c a .  

E s t a s  c o l o c a ç õ e s  nos  i n d u z i r a m  a  u t i l i z a r  d o i s  c r i  - 

t é r i o s  d e  o r d e n a ç ã o  p a r a  i n c l u s ã o  d e  nós  e  f o l h a s  na á r v o r e  b i n ã  - 

r i a :  

a ,  i n s e r ç ã o  p o r  ordem d e c r e s c e n t e  da v a r i á v e l  

q i - l + p i + q i ,  i.1,. . . ,N 

b .  c o n s t r u ç ã o  d e  uma á r v o r e  b i n á r i a  i n i c i a l  p e l o  método dos  cen - 

t r ó i d e s  e  o r d e n a ç ã o  de  a c o r d o  com a  numeração da f i g .  2 2 .  



O b s e r v a - s e  que n e s t e  c a s o  s e  i n s e r e m  o s  nÕs, nTvel 

p o r  n i v e l ,  a  p a r t i r  da r a i z .   entro d e  c a d a  n i v e l ,  o rdenam-se  o s  

nós  tomando,  a l t e r n a d a m e n t e ,  u m  nó da  e s q u e r d a  e  um da  d i r e i t a  da 

r a i z ,  a t é  c o m p l e t a r  o  Ül t imo  nó do n i v e l .  

E l ó g i c o  admi t i r  que  no 1 Q  método de i n s e r ç ã o ,  a  

l o g o  no i n T c i o  d a s  

i d a  da s e q u ê n c i a  

mais  p rõx imos  da r a i z  ocorre 

i n d o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  mais  r á p  

fo rmação  dos  ni 'veis  

i n s e r ç õ e s ,  c o n t r i  b u  

de ganho máximo. 



4,  ALGORITMO ADAPTATIVO 

4 . 0 .  D e s c r i c ã o  

Na m a i o r i a  d a s  s i  t u a ç õ e s  p r á t i c a s ,  não s e  conhece  

a  d i s t r i b u i ç ã o  d a s  p r o b a b i l i d a d e s  de  c o n s u l t a  a o s  nós e  f o l h a s ,  

t o r n a n d o  n e c e s s á r i a  a  c o n s t r u ç ã o  de  u m  a l g o r i t m o  em que  s e  r e a l i  - 
zem a s  r o t a ç õ e s  n e c e s s a r i a s  ã medida que a s  c h a v e s  fo ram c o n s u l t a  - 

d a s ,  a  fim de  m a n t e r  a  o t i m a l i d a d e  da á r v o r e .  

E s t e  a l g o r i t m o  a d a p t a t i v o  tem p o r  b a s e  o  p r i n c T p i o  

de c o n s u l t a  e  i n s e r ç ã o  u t i l i z a d o  no c a p T t u l o  3 ,  e  t e s t a d o  a p e n a s  

p a r a  d i s t r i b u i ç õ e s  com peso  n u l o  n a s  f o l h a s .  Seus  principias podem 

s e r  e n u n c i a d o s  a s s i m :  

Dadas N c h a v e s  ( K 1  < K p  < . . . . < KN) na p r i m e i r a  

vez  que  uma chave  é c o n s u l t a d a  f a z - s e  a  s u a  i n c l u s ã o  na á r v o r e  b i -  

n á r i a .  Sempre que s e  f a z  c o n s u l t a  a  uma d e t e r m i n a d a  c h a v e ,  o  s e u  

campo p i ,  de  f r e q u ê n c i a  de c o n s u l t a ,  é i n c r e m e n t a d o  de  1 .  E m  ambos 

o s  c a s o s ,  a t u a l i z a m - s e  o s  p e s o s  d o s  nós p e r t e n c e n t e s  a o  caminho 

que  l i g a  a  r a i z  a o  nó c o n s u l t a d o .  E x e c u t a - s e ,  em s e g u i d a ,  o  a l g o -  

r i t m o  de g e r a ç ã o  e  p .e rcurso  d e s d e  o  nó c o n s u l t a d o  a t é  a  r a i z ,  de  - 
t e r m i n a n d o  a  s e q u ê n c i a  d e  ganho máximo. Fazem-se a s  r o t a ç õ e s  i n d i -  

c a d a s  p e l a  r e f e r i d a  s e q u ê n c i a .  F e i t a  a  Ú l t ima  a t u a l i z a ç ã o  da á r v o -  

r e ,  uma v i s i t a  de  s e u s  nós p e r m i t e  c a l c u l a r  o  c u s t o  e s p e r a d o  da 



á r v o r e .  

4 .1  . Geração  - de C o n s u l t a s  

U t i l i z a r a m - s e  g e r a d o r e s  randômicos  de t a l  forma que 

a  d i s t r i b u i ç ã o  de  c o n s u l t a s  s e j a  e x p o n e n c i a l  . Aplicamos o  método 

da t r a n s f o r m a ç ã o  i n v e r s a  l 3 , 1 0  1 ,  

4 , 2 .  A t u a l i z a ç ã o  e  ~ n s e r ç ã o  

Dada uma c h a v e  K f o r n e c i d a  p e l o  g e r a d o r  r andômico ,  
d 

e s t e  p r o c e d i m e n t o  busca  s e  K p e r t e n c e  a  á r v o r e  b i n á r i a  ( S e  a  a r v o  - 

r e  f o r  v a z i a ,  i n s e r e - s e  o  nó consul ta .do) . .  Duran t e  a  b u s c a ,  a t u a l i z a  

o s  p e s o s  e s q u e r d o  ou d i r e i t o  dos  nós do caminho p e r c o r r i d o ,  c o n f o r  - 

me o  c a s o .  Ao f i n a l  da b u s c a ,  s e  houve s u c e s s o  i n c r e m e n t a - s e  de  1  

o  c o n t a d o r  de  c o n s u l t a s  ao  nó.  Se  houve i n s u c e s s o ,  i n c l u i - s e  a  cha - 
Li. 

ve K na á r v o r e ,  a  d i r e i t a  ou à e s q u e r d a  do ú l t i m o  nó v i s i t a d o ,  de  

a c o r d o  com a  ordem d a s  c h a v e s .  

4 . 3 ,  Arvo re  A u x i l i a r  

Os a l g o r i t m o s  de  g e r a ç ã o  e  p e r c u r s o  da á r v o r e  a u x i  - 

l i a r  e  o  de  a t u a l i z a ç ã o  da  á r v o r e  b i n á r i a  func ionam de  modo i d ê n t i  - 



c o  a o  s e g u n d o  a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o .  A á r v o r e  a u x i l i a r  é g e r a d a  a  

p a r t i r  d o  nó  c o n s u l t a d o  ou i n c l u i d o  a t é  a  r a i z .  D e s t a  f o r m a ,  s e  

t e m o s  u m  c a m i n h o  com - m n ó s  e f o i  g e r a d a  uma c o n s u l t a  p a r a  o  nó  - j ,  

1  < j < m ,  e n t ã o  a s  r o t a ç õ e s  d o s  nÕs j + l ,  ..., m n ã o  s ã o  e x a m i n a d a s  

j á  q u e  s e  h o u v e s s e  a l g u m a  r o t a ç ã o  v i á v e l  p a r a  k = j t l ,  ..., m f a r i a  

p a r t e  d e  uma s e q u ê n c i a  j á  p r o c e s s a d a .  

4 . 4 .  A1 g o r i  tmo A d a p t a t i v o  M o d i f i c a d o  

O b s e r v a - s e  q u e  a  v i s i t a  p o r  e n u m e r a ç ã o  i m p l í c i t a  e 

em p r é - o r d e m  d o s  v é r t i c e s  d e  p r o m o ç õ e s  e n t r e  o  nó  r e f e r e n c i a d o  e 

a  r a i z  p o d e  a b r a n g e r  e l e v a d o  número  d e  v é r t i c e s  d e g r a d a n d o  o  t empo  

d e  e x e c u ç ã o  q u a n d o  o  nó  r e f e r e n c i a d o  e s t á  n o s  n y v e i s  m a i s  b a i x o s  

d a  á r v o r e  b i n á r i a .  S a b e - s e  q u e  c a d a  r e f e r ê n c i a  a u m e n t a  a p e n a s  d e  

1  o  p e s o  d i r e i t o  ou e s q u e r d o  d e  c a d a  nÕ no  c a m i n h o  v i s i t a d o ,  i n d i  - 

c a n d o  a  v i a b i l i d a d e  d e  uma m a n e i r a  m a i s  s i m p l e s  p a r a  o t i m i z a ç ã o  d o  

c a m i n h o  r e f e r e n c i a d o .  

Uma p o l i t i c a  q u e  p o d e  s e r  e x a m i n a d a  s e r i a  a  

g u i n t e :  

se -  

Dados 1 ,  2 ,  ..., m - n u m e r a ç ã o  d o s  n ó s  d e s d e  a  

r a i z  1  a t é  a o  nÕ r e f e r e n c i a d o  m - e x e c u t a r  o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

1 .  s e  m = U ,  p a r a r ;  c a s o  c o n t r á r i o ,  t e n t a r  r o t a ç ã o  s i m p l e s  com o  

nó  d e  número  m .  S e  h o u v e r  g a n h o ,  r e a l i z a r  a  r o t a ç ã o  s i m p l e s  e  



v o l t a r  a o  p a s s o  1 ;  

2 .  t e n t a r  r o t a ç ã o  d u p l a  d e  - m .  S e  h o u v e r  g a n h o ,  c o n c r e t i z a r  a  r o t a -  

ç ã o ,  f a z e r  m = m-2 e v o l t a r  a o  p a s s o  1 .  S e  n ã o  h o u v e r  g a n h o ,  

m=m-1 e  v o l t a r  a o  p a s s o  1 .  

N e s t e  c a s o ,  o  máximo número  d e  r o t a ç õ e s  é rn-1. O 

máximo número  d e  6;s e x a m i n a d o s  o c o r r e  q u a n d o  nenhum g a n h o  é p o s s ?  - 

v e l  no  c a m i n h o  e e 2m - 3 ,  q u a l  s e j a ,  o  número  d e  r o t a ç õ e s  d u p l a s  

p o s s ~ v e i s .  A s u b t r a ç ã o  d e  3  é c a u s a d a  p e l o  f a t o  d e  a  r a i z  e s e u  

f i l h o  n ã o  p o d e r e m  r e c e b e r  d u p l a  r o t a ç ã o .  A r e d u ç ã o  d e  t empo  p r o v a -  

v e l m e n t e  será  c o n s i d e r á v e l ,  d e p e n d e n d o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i  - 
l i d a d e  d a s  c o n s u l t a s  g e r a d a s ,  sem g r a n d e  p r e j u T z o  no  v a l o r  e s p e r a -  

do  d o  c u s t o .  

A i m p l e m e n t a ç ã o  d e s t e  a l g o r i t m o  e a n á l i s e  c o m p a r a  - 

t i v a  d o s  r e s u l t a d o s  p o d e r á  d a r  o r i g e m  a  uma f u t u r a  p e s q u i s a .  



5 .  A N Ã L I S E  - D E  CASOS ESPECIAIS 

E x i s t e m  d i s t r i b u i ç õ e s  d e  p r o b a b i l i d a d e  e s p e c i a i s  

q u e  podem t o r n a r  m a i s  l e n t o s  ou  m a i s  r á p i d o s  o s  a l g o r i t m o s  a p r e s e n  - 
t a d o s .  C a s o s  t i p i c o s  s ã o  e x a m i n a d o s  em s e g u i d a .  

5 .0 .  A l a o r i t m o  I 

P e s o  nu.1.o n:as f o , l  ha,s --- 

- C h s o  m a i s  f a v o r á v e l  -- 

S e j a  p j  > p jml  + P j m 2  + . . . + p 2  + p l ,  2  ..., N .  

A ã r v o r e  Ó t i m a  o b t i d a  é uma l i s t a  l i n e a r  com r a i z  

Neste c a s o ,  p r o d u z - s e  uma l i s t a  l i n e a r  em t empo  

p r o p o r c i o n a l  a  N ,  p o r q u e  o u l t i m o  c a m i n h o  s e m p r e  t e r á  a p e n a s  2  

n ó s  a p ó s  c a d a  i n c l u s ã o  e  1  nó  a p ó s  o  p r o c e s s a m e n t o  d a  s e q u ê n c i a  
d 

o t i m a .  V i s i t a - s e  a p e n a s  2  v é r t i c e s  d a  á r v o r e  a u x i l i a r  p a r a  c a d a  nó  

i n s e r i  d o .  

- C a s o  m a i s  d e s f a v o r á v e l  -- 

S e j a  P > p j + ,  + P j + 2  + - - +  P N B l  + p N ,  j = 1  N-1. 
j 



A á r v o r e  Õtima é o b t i d a  e  c o n s i s t e  d e  uma l i s t a  

l i n e a r  com r a i z  p  1 '  
S a b e - s e  que t o d o s  os  nós  i n c l u í d o s  permanecem no Ú1 - 

t i m o  caminho e  D ( i )  < E ( i - 1 ) ,  i = 2 ,  ..., m+l.  Sendo m+l o  n o  de  nós  

do Ú l t i m o  caminho ,  a c o n s t a t a ç ã o  de  que  a  s e q u ê n c i a  Õtima 6 v a z i a  

consome a  v i s i t a  da r a i z  e  dos  - m v é r t i c e s  do p r i m e i r o  n?'vel da á r v o  - 

r e  a u x i l i a r  e  mais  uma nova v i s i t a  ao  19  v é r t i c e ,  t o t a l i z a n d o  m+2 

v i s i t a s .  E n t ã o ,  o  tempo de  e x e c u ç ã o  é da ordem d e  N ~ .  

Peso  não n u l o  rias f o l h a s  ---- 

- Caso mais  f a v o r á v e l  -- 

S e j a  9 + q j  > 1 qi  + Z p k ,  j = 2 ,  ... , N .  
j i = j - 1  

k =  j -1 

E o b t i d a  uma l i s t a  l i n e a r ,  que  é a  á r v o r e  ó t i m a .  A 
d 

r a i z  é o  N-ésimo n o .  V e r i f i c a - s e  que a p ó s  cada  i n c l u s ã o  o  u l t i m o  

caminho  p o s s u i  a p e n a s  2 n ó s .  Com a  v i s i t a  do Único v é r t i c e  da á r v o -  

r e  a u x i l i a r  d e t e r m i n a - s e  a  s e q u ê n c i a  ó t i m a .  Logo,  o  tempo de  e x e c u -  

ç ã o  é p s ~ p o r c i o n a l  a  N.  

- Caso mais  d e s f a v o r á v e l  -- 

1 O 
S e j a p  + q j >  1 p i  + Z q k ,  j = l ,  ..., N 

j 
i = j - 1  k = i  



A e x e m p l o  d o  c a s o  m a i s  d e s f a v o ~ a v e l ,  a n t e r i o r ,  a  

á r v o r e  Õ t i m a  é o b t i d a  e  c o i n c i d e  com uma l i s t a  l i n e a r .  A r a i z  d a  

á r v o r e  o  nó  d e  o r d e m  1 .  A e s t r u t u r a  b i n á r i a  Õ t i m a  é p r o d u z i d a  em 

t e m p o  O ( N 2 ) .  

5 . 1 .  A l g o r i t m o  - I 1  

- C a s o s  m a i s  d e s f a v o r á v e i s  

E m  ambos o s  c a s o s  o  a l g o r i t m o  consome  O ( N 2 )  u n i d a  - 

d e s  d e  t e m p o  e c o n s t r ó i  uma á r v o r e  Ó t i m a ,  q u e  no  c a s o  é uma l i s t a  

l i n e a r .  A r a i z  é p l  no  p r i m e i r o  c a s o  a c i m a  e  p N  no  s e g u n d o .  Após a  

k - é s i m a  i n s e r ç ã o ,  o  ú n i c o  c a m i n h o  e x i s t e n t e  n a  á r v o r e  b i n á r i a  t e r á  

k n ó s ,  d e  f o r m a  q u e  a  e x e c u ç ã o  c o n s o m e  t empo  a p r o x i m a d a m e n t e  i g u a l  - 
N 

a  O (  C ( k )  = 0 ( N 2 ) ,  em ambos o s  c a s o s .  
k = l  



6 .  TESTES - E  RESULTADOS 

P a r a  f i n s  d e  t e s t e s  d o s  a l g o r i t m o s  f o r a m  e l a b o r a -  

d o s  o s  p r o g r a m a s  c o n s t a n t e s  do  A p ê n d i c e  6 ,  e s c r i t o s  em ALGOL-W]131 

e  r o d a d o s  n o  c o m p u t a d o r  I B M - / 3 7 0 - 6 5 ,  d a  PUC/RJ. 

T e s t e  O - 

Tem como o b j e t i v o  c o m p a r a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  

p e l o  " A l g o r i t m o  GW"  com o  d o s  a l g o r i  tmos  I e  11, d e  a c o r d o  com o  

q u a d r o  6 .0 .  

Q u a d r o  6 . 0  

1 1 - P e s o  D e c r e s -  I I I 

ALGORITMO 

c e n t e  I !,O08 1 0 ,005  1 0 ,681 

MEDIA DA 
RELAÇÃO 

' E ( C T ) / E ( C T * )  

DESVIO PADRÃO 
DA RELAÇÃO 

E ( C T ) / E ( C T * )  

COEFICIENTE DO 
, MOMENTO DE 

ASSIMETRIA 



- 
o n d e  T* e  a  á r v o r e  Ó t i m a  e  o  c o e f i c i e n t e  d e  momento d e  a s s i m e t r i a  

n  
da  r e l a ç ã o  R = E ( C T ) / E ( C T * )  é d a d o  p o r  ( L ( R - R ) ~ ) / ~ ~ ,  s e n d o  TT a  mé- 

i = l  
d i a  a r i t m é t i c a  d e  R e  o  o  s e u  d e s v i o  p a d r ã o .  

Ve- se  no q u a d r o  a n t e r i o r  q u e  a s  á r v o r e s  d e  m e l h o r  

q u a l i d a d e  s ã o  o b t i d a s  p e l o  A l g o r i t m o  1 1 ,  com i n s e r ç ã o  p e l o  v a l o r  

d e c r e s c e n t e  d e  q i m l  + p i  + q i  , p o r q u e  a  m é d i a  da  r e l  a ç ã o  

E(C ) / ( € ( C T * )  é d e  1 , 0 0 8 .  O d e s v i o  p a d r ã o  d e  0.,005 i n d i c a  a  m a i o r  T  
c o n c e n t r a ç ã o  em t o r n o  da  m é d i a  em r e l a ç ã o  a o s  o u t r o s  c a s o s ,  e  o  

c o e f i c i e n t e  d e  momento d e  a s s i m e t r i a  m o s t r a  q u e  a  d i s p e r s ã o  e s t á  a  - 

c i m a  d a  m é d i a .  

Na i n s e r ç ã o  p e l o  m é t o d o  do  c e n t r õ i d e  f o i  c o n t a d o  o  

número  máximo d e  v é r t i c e s  p o r  c a d a  i n c l u s ã o  e  o  número  t o t a l  d e  

v é r t i c e s  v i s i t a d o s  n a s  á r v o r e s  a u x i l i a r e s .  Com b a s e  n o s  v a l o r e s  ob  - 

t i d o s ,  p o d e - s e  d i z e r  q u e  há i n d í c i o s  d e  q u e  a  s e q u ê n c i a  ó t i m a  e n -  

c o n t r a v a - s e ,  na m a i o r i a  d o s  c a s o s ,  no c a m i n h o  da  r a i z  a o  v é r t i c e  

m a i s  à e s q u e r d a  da  á r v o r e  a u x i l i a r  i n d i c a n d o  a d e q u a ç ã o  na g e r a ç ã o  

e  s e q u ê n c i a  d e  v i s i t a  d a  á r v o r e  a u x i l i a r .  D e s t e  modo o  p e r c u r s o  em 

p r é - o r d e m  p o r  e n u m e r a ç ã o  i m p l T c i t a  v i s i t a r i a  a p e n a s  o  c a m i n h o  d e s -  

d e  à r a i z  a t é  a o  v é r t i c e  m a i s  à e s q u e r d a  e  o s  v é r t i c e s  do nTve i  1  

da á r v o r e  a u x i l i a r ,  t o r n a n d o  r á p i d a  a  o b t e n ç ã o  d a  s e q u ê n c i a  Ó t i m a .  

A f i g ,  2 3  i l u s t r a  o  p e r c u r s o .  



0 s  a p ê n d i c e s  1 ,  2 e  3 mostram o s  dados  e  r e s u l t a -  

dos  u t i l i z a d o s  p a r a  comparação  dos  v a l o r e s  o b t i d o s  p o r  Wal k e r  & 

Got l  i e b  11 4 1 e  o s  a1 c a n ç a d o s  p e l o s  a1  g o r i  tmos d e s e n v o l v i  dos  n e s t e  

t r a b a l  ho.  

E m  f u n ç ã o  dos  r e s u l t a d o s  d e s t e  t e s t e ,  p a s s o u - s e  a  

e x a m i n a r  o  compor tamento  do a l g o r i t m o  I 1  com i n s e r ç ã o  em ordem de  - 

c r e s c e n t e  do v a l o r  d e  q i - l  + P i  + q i *  

T e s t e  - 1  

S e r v e  p a r a  a n a l i s a r  o compor tamento  do tempo de  - e  

xecução  em f u n ç ã o  do número de  n ó s .  



Q u a d r o  - 6 . 1  

S F n t e s e  - d o  T e s t e  

TEMPO D E  E X E C U C A O  P O R  
N Õ  (MILIS 

As f r e q u ê n c i a s  d e  n ó s  e f o l h a s  f o r a m  g e r a d a s  s e  - 

gundo  uma d i s t r i b u i ç ã o  e x p o n e n c i a l  d e  m é d i a  1 0 0 ,  a  p a r t i r  d e  um 

v a l o r  i n i c i a l  I X = 7 .  

V e r i f i c a - s e ,  o b s e r v a n d o  o s  g r á f i c o s  d o  a p ê n d i c e  

5  e o  Q u a d r o  6 . 1 ,  q u e :  

a .  o  t e m p o  d e  e x e c u ç ã o  do  p r i m e i r o  e d o  s e g u n d o  a l g o r i t m o  s ã o  d a  

o rdem d e  N l o g 2 N ;  

b .  p e l a  i n c l i n a ç ã o  d a s  r e t a s  d o  g r á f i c o  5 . 3  podemos  c o n c l u i  r q u e  

o s  a l g o r i t m o s  I e I 1  s ã o  a s s i n t o t i c a m e n t e  m a i s  r á p i d o s  q u e  o  a 1  - 



g o r i t m o  GW. 

T e s t e  - 2 

S e r v e  p a r a  t e s t a r  o  c o m p o r t a m e n t o  d o s  a l g o r i t m o s  

p a r a  e x e m p l o s  a p r e s e n t a d o s  p o r  Knu th  18,91. 

Q u a d r o  - 6 . 2  

S í n t e s e  d o  T e s t e  (*) - 

N? D O  

E X E M P L O  

Nos e x e m p l o s  1  e  2,  a c i m a  f o r a m  c o n s i d e r a d o s  p e s o s  

n a s  f o l h a s .  Nos e x e m p l o s  3 e 4,  q i  = O ,  i = O ,  . . . N .  

( * )  A d i s t r i b u i ç ã o  d e  f r e q u ê n c i a s  d o s  e x e m p l o s  1  e 2  f o r a m  r e t i r a  
d a s  d a  r e f e r ê n c i a  181, p á g .  437 .  A d o s  e x e m p l o s  2 e 4 f o r a m  o b  
t i d a s  na  r e f e r ê n c i a  191, p á g .  2 0 .  



No q u a d r o  6 . 2 ,  vemos :  

a .  um e x e m p l o  em q u e  uma á r v o r e  Ó t i m a  é p r o d u z i d a  p e l o s  a l g o r i t m o s  

I  e I 1  ( E x .  2 ) ;  

b .  um e x e m p l o  no  q u a l  a  á r v o r e  c o n s t r u í d a  p o r  I é s e m i - Ó t i m a  e  a  

c o n s t r u i d a  p o r  I 1  é ó t i m a  ( E x .  1 ) ;  

c .  um e x e m p l o  em q u e  a  á r v o r e  c o n s t i t u í d a  p e l o  s e g u n d o  a l g o r i t m o  

n ã o  é Ó t i m a  ( E x ,  4 ) .  

T e s t e  3 - 

S e r v e  p a r a  a n a l i s a r  o  c o m p o r t a m e n t o  d o  A l g o r i t m o  1  

p a r a  p i ,  i = l ,  .. . , N .  e s c o l h i d o s  a l e a t o r i a m e n t e  s e g u n d o  uma d i s  - 

t r i b u i ç ã o  e x p o n e n c i a l  e q i  = O ,  i = O ,  ..., N .  



Q u a d r o  6 . 3  

~ T n t e s e  do T e s t e  - 

O b s e r v a - s e  que  o  p r i m e i r o  a l g o r i t m o  p roduz  á r v o r e s  

s e m i - ó t i m a s  b a s t a n t e  s a t i s f a t õ r i a s  quando N é pequeno ( a b a i x o  de 

100  n ó s )  j á  que fo r am o b t i d a s  á r v o r e s  ó t i m a s  nos  exemplos  1, 2 ,  4 

e 5 ac ima  e  nos exemplos  3 e  6  a  r e l a ç ã o  E(CT) /E(CT*)  é de 1 , 0 0 3  e  

1 ,007,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

T e s t e  - 4 

A p l i c a  o  . a l g o r i  tmo I p a r a  a s  s e g u i n t e s  d i s t r i b u i  - 

ç õ e s  d e  f r e q u ê n c i a  de c o n s u l t a :  



a .  p r o g r e s s ã o  � ri t m é t i c a ,  com 

p1 = 2 0 0 0 ,  p i  = p i - ,  r x ,  i = 2 ,  . .., 6 0  

b.  P r o g r . e s s ã o  Ari t m é t i c a ,  com 

p1 = 2 0 0 0  p i  = p i - l  - x ,  i = 2 ,  ..., 60  
, . ? <  

x  = 3 0 ,  
q j  

= O ,  j = O ,  . O . ,  6 0  

c .  P r o g r e s s ã o  G e o m é t r i c a ,  com 

p1 = 2 0 0 0  p i  = p i - l  i - 1  r , i = 2 ,  . . . ,  6 0 ,  r = 0 , 8  

d .  p r o g r e s s ã o  G e o m é t r i c a ,  i g u a l  a o  c a s o  - c ,  a c i m a ,  com r = 0 , 9  

e .  P r o g r e s s ã o  G e o m é t r i c a ,  i g u a l  a o  c a s o  - c ,  a c i m a ,  com pl  = 8 0 0 0  

Q u a d r o  6 . 4  

S r n t e s e  d o  T e s t e  - 

( * )  A á r v o r e  o b t i d a  é s e m i - ó t i m a ;  a  d i -  
f e r e n ç a  E ( C T )  - E(CT*)  6 i n s i g n i f i -  
c a n t e .  



T e s t e  - 5 

C o n s t a  d o s  t e s t e s  e f e t i v a d o s  com o  A l g o r i t m o  Adap-  

t a t i v o ,  r e s u m i d o s  no  q u a d r o  a  s e g u i r .  

Q u a d r o  6 . 5  

A l g o r i t m o  A d a p t a t i v o  

S T n t e s e  d o  T e s t e  - 

MEDIA D A  

EXPONENCIAL 

O b s e r v a - s e  no  q u a d r o  a c i m a ,  c o n s t r u y d o  p a r a  N = I 2 8  

e 3 0 0 0 1  c o n s u l t a s ,  q u e  o  p i o r  r e s u l t a d o  d á  uma d i f e r e n ç a  d e  2 , 3 %  

d o  c u s t o  e s p e r a d o  Ó t i m o .  O t empo  d e  e x e c u ç ã o  o b s e r v a d o  p a r e c e  s e r  

c r e s c e n t e  com a  m é d i a  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  p r o b a b i l i d a d e  d e  c o n s u l t a  

a o s  n ó s .  

U m  Ü I  t i m o  t e s t e  f o i  e f e t i v a d o  p a r a  N = 1 2 8  e  4001  

c o n s u l t a s ,  s e n d o  o b t i d o s  o s  c u s t o s  e s p e r a d o s  d e  5 , 3 8 6  e 5 , 6 2 4 ,  p a -  

r a  n ú m e r o s  r a n d õ m i c o s  e x p o n e n c i a i s  com m é d i a  3 0  e 4 0 ,  r e s p e c t i v a -  



mente. 

Os r e s u l t a d o s  da página a n t e r i o r  indicam que há u m  

aumento do cus to  esperado em função da e levação da média d a  expo - 

n e n c i a l .  



7 .  CONCLUSÕES 

Os a l g o r i t m o s  a p r e s e n t a d o s  parecem a t r a t i v o s  p a r a  

c o n s t r u ç ã o  de  á r v o r e s  de  busca  p o r  c a u s a  dos  s e g u i n t e s  a s p e c t o s :  

- o  p r i m e i r o  po rque  é r á p i d o  e  s i m p l e s ;  

- o  segundo  p e r m i t e  c o n s t r u ç ã o  e  o t i m i z a ç ã o  de  á r v o r e  numa ordem 

a r b i t r á r i a  de  i n s e r ç ã o  de  c h a v e s ;  

- o  a d a p t a t i v o  p e r m i t e  c o n s t r u i r  á r v o r e s  s e m i - ó t i m a s  sem c o n h e c i  - 

mento p r é v i o  algum s o b r e  a s  p r o b a b i l i d a d e s  de  c o n s u l t a  a o s  nós 

e  f o l h a s ;  

- c a d a  u m  d o s  a l g o r i t m o s  consome memória p r o p o r c i o n a l  a  N e  tempo 

p r o p o r c i o n a l  a  N log2N;  
- - o s  a1 g o r i  tmos impl ementados  a p r e s e n t a m  " p e r f o r m a n c e "  s u p e r i o r  a  

- 
e x i s t e n t e  na l i t e r a t u r a ,  t a n t o  com r e l a ç ã o  a o  c u s t o  da a r v o r e  

q u a n t o  ao  tempo d e  e x e c u ç ã o .  

F i n a l m e n t e ,  r e g i s t r e m - s e  a1 guns  a s s u n t o s  c o r r e 1  - a  

t o s  t a i s  como a n a l i s a r  o  compor tamento  do c u s t o  e s p e r a d o  quando a  

i n s e r ç ã o  é f e i t a  em ordem crescente da  v a r i á v e l  q i - l  + pi  + q i ,  imp le -  

mentaçãodo  algoritmo a l te rna t ivo  apresentado no p a r á g r a f o  4 . 4 ,  t e n t a t i  - 
va de  c r i a ç ã o  de  a l g o r i t m o s  O ( N  l og2N)  e  O(N) de  tempo e  memó- 

r i a , r e s p e c t i v a m e n t e ,  p a r a  c o n s t r u ç ã o  da á r v o r e  Ót ima ,  o s  q u a i s  pg  

d e r ã o  s e r v i r  de  tema de p e s q u i s a  no campo d a s  á r v o r e s  de  b u s c a .  





A l g o r i t m o  - K 

A r v o r e s  ~ i n ã r i a s  d e  B u s c a  Õ t i m a s  . - 

I n i c i a l  i z a ç ã o  

FOR i 4 O STEP 1  UNT IL  N DO 

BEGIN C i y i  t o ;  Wii t q i  

FOR j +i+l STEP 1  UNTIL  N  DO 

'i ,j 'i ,j-I + P j  + q j .  

END; 

COMMENT: A r v o r e s  I n i c i a i s  - E n c o n t r a  t o d a s  a s  á r v o r e s  Ó t i m a s  com - a  

p e n a s  1 nó ;  

FOR j 4 1  STEP 1  UNTIL  N DO 

t '''1' C j e l ,  j W j - l ,  j 

r 
j - 1  , j  4 j ;  

END; 

COMMENT: Obtém s u b ã r v o r e s  Ó t i m a s  com 2 , 3 ,  . . . ,  N  n ó s  s u c e s s i v a m e n t e ;  

FOR d  +- 2 STEP 1  UNTIL  N  DO 

BEGIN FOR j t d  STEP 1  UNT IL  N  DO 

BEGIN i + j - d ;  M 4 + 

FOR K 4 ri, j-l STEP 1  UNT IL  ri+l , j DO 

BEGIN s  +-C i ,k - l  + ' k , j  

I F  s <  M THEN { M  t s ,  K l t  K} 

END l o o p k ;  



4 K ' ;  

END J L O O P ;  

END DLOOP 

E N D  A L G K .  



APENDICE 1 - 

Dados para Construção - do Apêndice 2 i141 - 

Classe 1 :  todos os qi são iguais 

Caso 1 :  qi = 0, 0 6  i 4 N 

Caso 2: qi = 10, O * i s N 

Classe 2: Os qi foram calculados como função da vizinhança de p i p n  - 
de pi = O para i = O ou i=N. 

Caso 3: qi = (pi + ~ ~ + ~ ) / 2 ,  O 6 i< N ;  

- Caso 4: qi - ( P ~ - ~  + Pi + Pi+l + ~ ~ + ~ ) / 4 ,  0 s i< N; 

Caso 5: qi = ABS(3pi+, - , 0 s i6 N 

Classe 3: Os qi foram escolhidos de tal modo que a soma dos qi fos - 
se igual ou menor que a soma dos pi do apêndice 3 

Caso 6: qi escolhidos dos conjuntos 1 ,  2 e 3, casos 3 e 4 do apên - 

dite 4 

Caso 7: qi selecionados dos conjuntos 1 ,  2 e 3, casos 3 e 4 do 

apêndice 8 

Classe 4: Os qi foram escolhidos de tal modo que a soma dos qi fos - 
se maior que a soma dos pi do apêndice 9. 

Caso 8: qi escolhidos dos conjuntos 1,2 e 3, casos 3 e 4 ,  do apên 

dite 43 

Caso 9: qi se1 ecionados a1 eatóriamente 

Caso 10: qi = 1 ,5(pi-l+pi+pi+l+pi+2), O É is N, de acordo com o 

apêndice (3. 



Comparação dos Resul tados - E(CT)/E(CT*) 

DADOS 

Conjunto 1 : 1 
2 

BUSCA 
ÓTIMA 

( a >  
4.2944 
6.6060 
5.8749 
6 .O650 
6.6424 
5.9633 
5.8250 
6.2576 
7.0856 
7.3376 

4.631 7 
7.2555 
6.2534 
6.3976 
7.0182 
6 -5382 
6.4549 
6.5810 
7.1216 
7.6958 

4 .O035 
6.4230 
5.5561 
5.7628 
6.2211 
5.6524 
5.5935 
6 .O850 
7 .O1 25 
6.9738 

5 .O362 
7 -41 64 
6.5463 
6.6505 
7 .27O2 
6.5494 
6.7508 
6.7320 
7.1119 
7.8730 

A1 go ri tmo 
No=15 F 

( b )  
4.3635 
6.6809 
5.9439 
6.1 591 
6 .i1 92 
6.0404 
5.8256 
6.3669 
7.2746 
7.3675 

4.7003 
7.2602 
6.2854 
6.4308 
7 .O570 
6.5632 
6.4638 
6.8593 
7 .a623 
7.7384 

4 .O547 
6.4747 
5.5814 
5.81 82 
6 .2596 
5 -7149 
5.7259 
6.3225 
7.2805 
7 .O482 

5 .O572 
7.4609 
6.561 1 
6.6667 
7.3371 
6.5627 
6.7954 
6.9473 
7.3833 
7 -8765 

Algoritmo I 

[ d l  e=d :a 



Comparação dos Resul tados - EJ- )/E(CT*) T- - 

(Continuação) 

DADOS 
BUSCA 
BTIMA 

Conjunto 5: 1 
2 

A1 g o r i  tmo G 
No=15 F=4 

( b )  c=b:a 

4.1815 1.010 
6.0523 1.013 
5.7765 1 i003 
6.0469 1.008 
6.8071 1.022 
5.3672 1 .O06 
5.4284 1.003 
5.8935 1.014 
7.2023 1.030 
7.3624 1 .O1 2 

A1 g o r i  trno I 

( 4  e=d :a 

4.1449 1 .O01 
6.1240 1.025 
5.8487 1 .O16 
6.0771 1 .O13 
6.7745 1.017 
5.4599 1 .O23 
5.5404 1.023 
5.8346 1.003 
7.1415 1.021 
7.3964 1 .O17 



DADOS 

Conjunto 1 : 1 
2 

APÊNDICE - 2 

Comparação dos Resultados - E(cT)/E(CT3;) 

A1 goritmo I 1  - cen t ró ide  

(h)  i=h :a  

No MAXIMO DE VER- 
TICES VISITADOS 
POR INCLUSÃO ( j )  

TOTAL DE VERTICES 
VISITADOS NA AR- 
VORE AUXILIAR ( k )  



DADOS 

Conjunto 5: 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Comparação dos Resul t ados  - €(CT) /E(CT*) 

(Continuação) 

Algoritmo I 1  - Centróide 
(h )  i=h:a  

4.1428 1 .O01 
6 -0927 1 .O20 
5.8210 1 .O1 1 
6 .O61 8 1 .O10 
6.7077 1 .O07 
5.3811 1 .O09 
5.51 75 1 .O19 
5.8329 1 .O03 
7 .O789 1 .O1 2 
7.3930 1 .O1 7 

NQ MAXIMO DE VER- 
TICES VISITADOS 
POR INCLUSÃO ( j )  

250 
245 
251 
120 
804 

9 5 
231 
299 
172 
130 

TOTAL DE VERTICES 
VISITADOS NA AR- 
VORE AUXILIAR ( k )  

3 739 
3440 
3894 
3871 
5009 
3 239 
41 31 
441 7 
3847 
3853 
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APÊNDICE 3 - 

Dados Para Tes t e  ( 14 ( 

Frequências Pi 

Conjunto 1 

2 

3 

4 



Dados Para Tes te  1 14  ( 
(Continuação) 



Dados Para Teste 114 1 

Frequências Qi 

Conjunto 6  3  1 3 2 1 1 2 9 2 1 3 3 1 1 2 1  2  8  1 1 0 1 9  
1 6 1 9 2 1 3  1 1  1 4 1 2 0 1 1  3  3  6 2 1 3  
2  1 1 1 1 2 2 9 3 1 0 2 4 2 1 1 1  3  1 1 1 5 1  
2  1 1 4 2 2  1 3  1 2 1 7 1 2  4  2  6 6 7 1  
7  4  1 1 2 0 1  2 1  3 1 1 1 3 0 1  1 1  1 1 3 3 0  
4  19 3  3  1 1  2 8 4  4  5  1 1  1 3 5  13 27 1 1 3 2  1 5 0  
2 1  1 2 7  2 3 1  2  3  1 2  7 5 9  4  1  1  7  3  2  3 2 2  

33 1 1 8 7 1  2 1  1 2 4 1 0 5 1 0 2 3  1 1 9 6 2  
1 2  1 1 8 1  2 1  3 4 2 1 1 9 1  1 2 1 0 4 1 5 1  
2  4 4 3 2 1 4  1 1 1 8 1 1 7 1 4 5 1 5  9  3 1 5 4  
4  



Dados Para Tes t e  114 1 
(Conti nuação) 

Os pi e q i  e s t ã o  a r r a n j a d o s  de acordo com a s e g u i n t e  ma t r i z :  





D I S T R I B U I Ç Ã O  - D E  F R E Q U E N C I A S  



GRÁFICO 5 . 0  

ALGORITMOS I e I1 

TEMPO MEDIO DE EXECUÇÃO POR NÓ 







GRAFIGO 5.3 

A L G O R I T M O S  GW, I e lL 

GOMPARAÇÃO DOS TEMPOS DE EXECUÇÃO POR NÓ 



BEG IN COHPENi :  LUNbTRtCAO D I N A H  I C A  DE UFA APVCRE BE W A R I  B FfA ICfrE-RAF I C A  
bERI-UTffYA A P A R T I R  [IAS F R E Q t f E H t f A S  D E  CtfNSULTA AOS MDWS 
E D A 5  FKEQLENC I A S  DE C ChSU LPW ERTFE NOH5 €UNS ECi3-T I V O f  i 



CGWMENT : PKOMCtAU VANTAJUSA*  COFf B P f  LHA bA f ILA5 
GEhkLPAX IMG:=GPNbCAEUBULAOU f S f A W  1 3  
RETAGLÁKDA:=SSACK; 
k f - l t t  P I t H U I R E T A G b A R f f A )  -= C- 00 

t3frGI.h FfLWif)ilWBfRETACUAR0A )1:=RETAGUARíPA ; 
dETÀGUARDfi:=PItHP I R E f  A G t j f A R G P j  

ENU i 
F F E k T L : = R t T A G U A F G E ;  K E T t G U A R C P : = S T A C K  t F f L A f K E T A G U A R D A )  ==C-; 
GCTO 7E 5 f A F f  H 

EN C 
ERO; 

REGCPERAII1UHS: $tfI LE L bTÃCt(< F b i j  AkC f STftf;K-(=O 1 E D  
BEGAN 
K:=FI i f iEPkfTEFIGR 1PTACKf;  
P E S U E S Q U E R D U ~  Kl : = P E S O E S Q L E R D t i 4 K 1 - P f S B E S Q U E R D G 4 5 T A C K  j ;  

- - - - - - GAHHGACUETUC Ai33 IS-fACK 3: = G B e f H a A C U M U L - A N 4  S f  A E K )  - 
- GPNi-OP ÍFHPISTACK 1 ;  

CATHkK Ífi; 1 :=SfACK; 
PAI:=STACK;  

STACK :=P ILHA15TAtKl 
tND ; 
FIiHC:=PPI; 
F U I  :=f ATHE B ( f i  L H O )  i 

TfS lbFIEI :  
f F  b3ACK-n-O TNfh 

B E G i N  
dHILE J F A Z S S T A L K l  ANB IPA I - = F f L H l f A P t T E R í B R  4STACKI I DO 

B E G I N  F I L H C : = P A I ;  PPf:=fATH£R4FlLHf 1 END; 
IF PAI=lrLTIHC THEN G G T C  R E C t P E R A h E H S  

ELSE GOfei PROMOCAtf E N D  
E L S E  8EGZN 

JF f TLHLI-=tlFTlNC THEN I f  P A I < F I L H O  THE& GO 10 PROMBCAO 
ENC 

E N9 
Ehil P F V C R E b Q X  It I A H  ; 



LEFT LFKtNlE):=K 
ENC; 

F R E A T  E: = F  I L A I  FKEN TE 1 

I R T L G E R  FIIGE~--I++rkGEK -PKKE'S g t I f t A  4 P : : N + l ) ;  REAL EDT r' IN-TEGER E D V ?  - 

I N T E G E R  S l A Q l t k s J a  I A L F A h T  11 ALFA; 
J:=1; S T À t - u t r = u ;  IkDT:=O; 

71: k H I t E  J<=h Dt &EGlit\i  
M R I ~ E ( " L E F P ~ ' ~ L E ~ T ~  J) r"NGH"3 J t H G P D # J l  ?"RIGk'Ftf tRIGWT 4 s . i )  I ;  

id L.ij:=a; J:=J +I  
EAU; 

P:= R A I Z ;  
ldFlJEiffiEfPstLkfTi~~II~~r'~~3~"~~AI~~3'RfGHT'JtRI~f-L'f~RffIEi f ;  



7 1  SECLWCS IM C D E P f L A T I O k s  C7032 i3)tfES D F  C O F E  G E N E R A T E D  



f i  SUEARVt IKE ESQUf 
TEMPO P E D I U  DE PE 

9 I A L F A N T l í  ACFAl D E ;  % NTEGE$--:i 
J:= I ;  a i &  
WRXTE 1" 
TI: WHiLE 

dk G I  P é S O E S Q U t K O O  L J 1 
J : = J t l  E N D ;  

4PZfi lKAIZl  " R I G H i t * ,  

? 

KIGHT 

=LEFT 

PEE := 
T2: WHI LE 

BE GI 
fid O: 

r:=g; 
L I n l K P T l E :  PElr::=FA'THER( % I  ; 
NfXTP ILE:  1 :=X+1; 
IF t=ii  ù T H E l u  i V I V E L  ( P E k l  :=O 
f L b E  B Z G I N  I Ç  N I V E L l  hB+f )=I) I b 2 N  GUTu NEXTPILC 

E L S E  B E G I N  NIVkLl P C E I  :=N%VtL(Na+al ; GuTo LINKPILE i iND 



L I Z A  PESOS 

E L ;  

-rol KI- 



GANHO ; 

UMlJFAUOtSTACK) THE 
TESTAFIM kNtl EMD 
HND ( A V O  1= N G H 1  

I T A  ; 
THEN 

THEN ENL) 





ZN LUPI 
=LEFT1 

FftENT 
L S E  BE 

E 

Gt-17' f FRENTE I I ; 
b h T I í - K c N T k I  1:=P ESDESQUERUOIRI E S O & S Q u E K D 3  (FR 

TOIFKkNVE) 
TU I-& XGHT I FR kNS REN2.E) ; LEFj - IR  
FiXff4VE 1 ; 
; FAS'HER(Kj:=F 

G H Z  (FRENTE ) 
ENTk 1 ; 

KI G H T  i F&l'liEK I FR 
FATHEK ( K I G H V  FR 

FtiTHERif=iCEi;jTt-: 
kf GH -j- FK t1.J-j- E ) : = 
NO 

FRENTE 

RENTE ; 

W R P  T E O N I P  
ETTUKA islJ 

A . 8 3 ;  
I41 : U i I 1 = f P f f  )+Píf+11 ) : Z ;  
FiiR L : = J  3 1 f P  A Uf.ll'lL N 0 i J  BEG 
Q( L )  : = ~ 1 \ 1 T l t R ( f P l L ) + P f L + â . l  );9r.J.5 
Jf' L R i i 4  $3=.6 I H t i Y  ZQCCi.JTl\GL l2 

RAIZ):=L 
PESO 

iif I T A  : 



E U R E S V I C W  f E  bMA 
C P C  COS MOS E M  QR ***: 

F F C C E C U E Z  
E E G S N  C C M Y E  
; K : = R A % Z ;  
73: h t - % t E  h 

EE G% h 
P ESCE 
^ à F  LE 
ELSE 

EN C ; 
GCTO EKG 

k H P L E  IhEh>Ki  A K C  t K ? = Q )  C T  
B E G I N  N % V E L I K l : = L E L E L ;  L E V E L : = l E V E L - + l ;  
PESGDfREIYGIK1 : = f E S C t ; P F t 1 T O ~ K l + C E L ' f A ;  

I F  R i G h f  ( K l  - 4 4  W E h  K : = F f G k S ( K f  
E L S E  R E G I N  F % G i - T  IK3 :=NGi-; N I V E L i h C H j  : = i E L E L  ; 

F E S C E S ê U E A C C I A C k l  : = C  
FESCC%RE%TC4kfk1:=PIfiCH~+FESDClREPTOIKf-P~Kl 

-FESO%SCLERCf l h O l - 1 ;  
G C T O  P E T t F h D  END 

F F C C E C U R E  1 
EEGãfd Ctit4fvE 

t < : = R A I Z ,  L 
V?: h t I L r -  h 

E E G P R  
P E S C E  
I F  LE 

E t  SE 

~ ~ $ E L ~ ~ ? ) : = L E L E L ;  L E L E L : = L E L E L + % ;  
SGLkRDO ( K l  : = P E S O E S G U E R D B i K  ) + D E L T A  4 
F T I K )  - = C  i k E h  K : = C E F T I K )  

B E C I N  L E F T  I K ) : = h C H ;  N I V E F  I N F i H ) : = L E V E L ;  
FESODIREEYC (&LI-1 : = C E L ? A ;  
P E S D E S C U E F C C  (KLH) :=PfNGH ~ + P K S O E S G t i E P D O  

- F E S O C P R E I T C t N G H ) ;  
CEVO R E T C R h C  EhC 

EN C ; 
h t I L E  I 

E!E GP rq 
P E S C D  
9 F  R %  
Et SE 

! i C k > K J  AhD ( K - = O )  CO 
h % L E L t  K )  :=LEVE L ;  L E V E L : = L E L E L + l ;  
%RE%TO(K1:= F E S C U % R E I T O I K f + C E L T A ;  
GkT1K1 -=O T k E h  K : = R ? G i - T I K )  
BEGIN RIGHTlK) :=RCi-; h1VE.L IMCkI:=CEVfF; 
FESUCKRESTCIhCk):=EEifA; 
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%N D I R E I  
G A I L h C F A  

EG %N' CCF 
L S E  E E G %  

T A ;  
XIL M C <  
YSTAC 
h % F  

SÍ- 
I 

E N C  

5: 
LíSTACKS<NPV& 
PCHCWNVERICR [ 
K T t E f 4  PESCES 
CD%RE%TE(K) := 
L L A C C  ( S T A C K  I :  
ER [ K  1 : = S f  ACK; 

L í F A ã l )  A R D  i 
S T A C K )  ; 
GUERCCiKI:=PE 
PESCD%RE%PC (K 
= G B R H C A C b V L L A  
STBCK:=P%thh 

F A Z *  PAI:=FBThEfrIf%Li-0 1 ;  AVO: 
V: i f  S T A C K  -=O TkER' 
h H l L E  ~ R I V E t i P A  I )>RXVfLiZTACKf 
CO B E G I R  F % L H C : = P A I ;  PAa:=FATH 
% = R U E  4 t E N  GCTC PECLFEFAhtll-S E 

P%A7E<F%LHQfItA IF R E h V S )  T R E N  
%N C C K P E h T r  E F E I I L A  F P E M C C b C  P 
= R % G k V  (FRENTE 1 ; 

F F E R T E = P A I Z  T k E h  R B I Z : = K  

cA; - 
ACUYbLACOl SVACK) ThEN 
TO SESVPFIP END 

G b E R C O  I K  1 - F E S O f  SQUERDO 
SCCf  RE %TE1 STACK 1 ; 
f A C K  1-GAhHCPIFHA ISTBCM 
CK 1 

C fPA%-=F% LHQWNTERTOR I 
%LHO 1 ; AVO:=FATHER 1 P A I  
GGTC F R C P O C A O  

I V E L I F ê L i - O )  I H E M  G O T G  
l -EN NUMWX:=NUMATt 

EhC i 
CESGLERCC I FRENTE 1; 
NVEI -PESODáR%%TOiK I ; 
EkTE 1 :=K; 
K j  ) :=FWEAT&; L E F T f K 1  := 

E%TO I L E F V I  F R E N T E )  1 
E % V C  I F R E R T E J  ; 
[FRENTE 1 
ICEfTíFPENTE)); - RIGHf3LEFTIFRENTE)I: h; 
ER(KI:=FREPTE; 

FRENTE; 

'E f\ 

=FRERT%; 



17 DECEW 

L f  FT ( F R E N T E  1 :=K 
E RD 

CVKEhl EFETIVA P F C E C E A C  P A F P  P CIREITA; 
= L E F V 1  F F E N P E )  ; 

F F E P T E  = R B f Z  T k E h  P P % Z : = K  
LSE BEG'6h 

I F  F A T k E R ( F F E h T k ) < F F E R ? E  VkER RâGHTIFAThER4FRENTEl):=K 
í FA? H E i 3  I FKEkTE 1 1 :=K E N D  ; 
E 5 C C % F E % T t  l K )  +PfSODIREXTf I 
TE ) :=?E SCESGbERCQ 1 F R E N T E J -  
f f k F k T F 1 :  FdTtFR(FEENT5f := 

FPE 
FES 
K: 

R T E  1 ; 
CESQUERBGIK 

GHPIFRENTE) 
ENTE) ; 

E l l ;  
%GHT f FRENTE 

FFCCECURE CENTROXDE; B%G%h 
C t P t 4 E R T :  DELCLVE O hlJgERC CW A R V O R E  C C P P L E I A  CuRRESFOMDENTE AO NOH CEk 

T R C P C E  ENTRE I h F E R  E S C P E R ;  



=kK1+F IBPF)+G ( B M F I ;  
FFSUP :=WBSIkKl-WK2) ENB 

ERC C E f d V R G I E E ;  
lV'ã:=IRFER :=I; SCI'PER:=h; S'TACK:=B; 
7%: hHHLE SLP$R>=ThFER CC B E G % h  CEhYRCXGE; GBMfiOBCUPUFADaI~CFINALI3=Fli 

S T B C K : = S T A C K * 1 ;  LEFT{STACK):=%hFER; R%GHT(STACK):=%UPkB; 
F I  L H C F I L P  (STACK) : = P B ;  f I t t C A k S E R 3 0 R  l 5 P A C K )  : = A C F I N A t ;  
Z E R O L M  ISTACK) : = Ç A F S E ;  SUPEE:=ACF â N A L - 1 ;  M f  :=2*F1 END; 



f F t C E f U R E  C t Q b E ;  
E E G E h  S C h P E Q V :  C R I A  bM E E C U E  P A R A  CADP k I V E L  C A  P R V G R E  C E N T R O I D E  E CRDE 
hA C S  NCHS EG h I V g t r R E T 1 R A f q D C  ALTEPhACAMENTE UW RGH DE CADA EXTREMO OC 
C E G U E *  
I R ~ E G ~ R  I F t  L L T i P O  , S U P Y F F C X T F T F ~ ~ F T R ~ I  PRT; 
IF:=FATHERIFEE) : = K % t f E L  I P E E )  ; ULTâVO:=FEE; SLP:=3;  PROX:=N%VELIiPI; 
R E h C E G U E :  AhT:=O; F T R Z : = E P ;  

b t f t E  G,df\rl-CACttribLPCO(%P1<=SUF E C  B E G X K  L % F T I % P ) : = B N T ;  R%GHTIaPl:=FPCX; 
FVRZ:=ANS:=XP; % P : = h % b E L I % F )  ; PRGX:=R%LtLI % F )  END; K%GHTiANT):=0; 



]=C 7 t E k  fALfAhT:=G(PEE-% 1 ELSE I 
)=Q TI-Eh %E1 F P : = G I P E E l  ELSE ã A L F A :  
F O  i l & T i l  %f A ~ K  r r  

ALFA; 
) : = F B T ! - E R  f F E E I + P Í P E f  i+IAtf=PhT+XWLF 
FAThERiPEE)+IAFFANS+IALFA; G O f a  T 4  



E k G I Y  Cí1'APENT: PRUDUL t 3 ~ ; A  AFYCIRE L E X I C O G R  4FfCANENTE O R D E N A D A 1  AOAPTATIVA 
MEhfE; 

I N T k G i i Y  A P F A Y  PESRrlTREI TCpPESOESQiaEKf3FfD F A T H E R P R  I G H f  9 í E T  G A N H O P I L H A o F f t A  
~ P I L H A ~ G U N H T ~ A C U W L A D O ~  F I L H O F I L 4 ~ F I L H U A I J T F K I ~ R ~ P r Q 1 0 :  ~ 2 5 7 1  i 
I h T E G E R  A R R A Y  b j 1 V E L  ( 0 : : 2 6 6 ) ;  
1 5 - T F G i i t  R b 1 7 9 2 2 9 f P E N T F B  FET A G t f 4 R D d B i \ 1 0 K B N I P  TX 
v I Y  g Y . 3 H p C E V E F ? K j t F T A ? P E E  f S T f i C K f A V 9 ;  
R E k t  Y F t r  X I A V F .  
F F O C E ~ R I ?  E ~ E C ~ O E M ~  T N T F G E R  V A L U E  N I  i 
~ E G  I ~ J  <ppf.'ENT ':-'i Pk'tCCIPf-iE RECt fRS  I V A 7 4 E N T E  A S U B A K V O R E  ESQt lEPDAt  StiBAKilaitE 

U I R E I T A  E R A I Z I  CALCULA TEMPO M E D I 0  DE PESQUISA; 
IhTEGfZb APFAY d p B g A i l  : : f i i l ;  INTEGEK IEDTpJp IALFANT,IALFA,DE; 
J:=l; S T À C K : = O ;  IEUT:=O; I O L O N T R n C l S f  ; 
k P E T E  I "  i F F T 1 i p "  NOH3'4' R I G H T * ' 9 " P E S O f  S Q U E F D O 1 ~ P t t P E S O  D1KETTCI"t 
g P F R  Fd!lEWC I A  D E  Cff:aStftTAs3 ; 
TI: U H I L F  J<=Y  Dfl  

3 F G f h  w R I T t I L E F T I J 1 9 J p R I G H f  ~ J ~ ? P E S ~ ~ E S Q I ~ E R D ~ ~ I  J ) t P E S O D I . R € i T t l i J I t  
P ( J 1 ) ;  k j f j l  :=O; J:=J+2  EaQ; 

PFE:=qAI Z; H F I T E I ~ L E S T ~ ~ ~ ~ E F T I E A I Z I  O f ' ~ < ~ f  I ~ ~ ~ R ~ ~ Z ~ ~ ~ R I G H T ~ ~ R I G H T ~ R A I Z ~  1 
TL: WHILL PFF  1-0  Dri 

I ~ E G I A  fTACK:=STACK+I. ;  D I S T 4 L K ) : = O ;  W I S T A C K ) : = P f E ;  PEE:=LEFTIPEEI 

CE.1  Gri, : 
EPff E N D { - ) F C F R ;  
FGí3CF D!iR t A L E A f  rtR; 
HFGI' I I  Ç i I Y F F N T :  PRQDCf7  ilW ' \ I A L i l R  t tE  tf34 V A R I A Y E L  A L E A f B R f  A C U J A  D I S T P I B U I  

C 4 P  EE F R E Q U E N L I  AS EH L X P l l h j Ç N C  f AL; 



1 3  DECEMHE 



E G F ~  G T R L I T A  
l F  G P h H f I s A X I  

S E G I N  C 9 P Y S  
E t S E  O E G I N  

E N B  

E 3 0  4 
F F C U P E R A N ~ H S :  
h F I L E  ( N l V E L l S T B C k l < N I V E L 4 P A I  f f  AND I S T A C K - = O )  00 

BEGTíV &:=FlLHdbNfERIC3F (STACK1 ; 
I F  S T 4 C K < K  T H E N  PESPFSQUERDOIKI : = P E S O E S Q U E R 3 O i K  l = P E S O E S Q U £ R D Q  

E L S E  PFSDbI REITDtKJ : = P F S O U I K E I T O [ K l = P E S í 7 5 I R E I T ~ ~  STACK]  ; 
GANHOACItfvlfLAilt7[ S'TACKI :=GANHDACUMULAffD ( STACk  I - G A N H O P I L H A  I S T A C K  
PbT:=FAfl-ERIKl:=STACK; STACK:=PILHAISTACK1 

H 0  3 

T H E N  

I STACK 3 

1 :  

E q D ;  
F I L H O : = P A I :  P A I  :=FATHERIFILHO1; AVO:=FATHER[FAI) ; 
T F S T A F I H :  I F  S T A C K  - = O  THEN 

E E G I Q  \iWHLE I V I V E L I P A I  l > N ~ t i E L f S T h C K 3  1 A N O  I P ~ ~ I ~ = F I L H G A N T E R I ~ ~ R  ( S T A C K f  1 
{)L! B E L l f \ !  E ' I L t l O : = P A f ;  P A I  : = F A T H F f t ( F I t H O f ;  A V O : = F A T H E R I  P A I  1 END; 

X F  PAl=RTH T H E N  G ! T Q  HECUPERAY3HS E L S E  GOTO PROPOCAO 

f 2 E G I N  
I f  F P E R T E < F I t H [ 2 f I L P ( F R E N T E t  THEN 

R E G I N  COPíi>fiEP!T: E F E 7  I V 4  PROMOCBO P A R A  E S Q U E R D A ;  
K : = P  I G F T I  FFFMTI-1  ; 



1 :=i=$?£ NTE 

k 1 :  =39000 ; 
PLEATOF' ; 
P f ~ J D H ) : = P E 3 ~ E S Q ? J E E D T t I N t ] I i f  : = P E S O D I R E I f  D ( b & J t i ~ : = l ;  
L E F T I  W H )  :=RIr;HTII\-inH) : = F A T H E I z  !N3i-O :=O; RAIZ:=NtfH; 
FEK L:=; STTP i IlVT f l .  P f l  i lU R E G ' f i l  ALEATCP;  PESQUISA; ARVaPEAUXIFfAR; 

F I t A G P h H < j q A X I  YO E @ B ;  E N D U 9 U E R  I N  3 ; 
E EG í ?4 
F R O C f D U t l F  C P T R E F  I I & T E G E K  V A C U E  N ) ;  
E E G f i . 1  C O  I P F N T  :'--.a EMCf iMT9A UM4 A R V O R E  B I N B R I A  O T I  M A  I:";:$; 

PkLi2PD P W F 1  REFERENCEINQDEI L l F T 9 R  I G H T )  ; 
P E F E 2 E M C F  ikODE1 P 1 ;  
FPDCFDURE PTrSffRDEf.if IRlTkGf R VALtJE N; R E F E P E M C E  INUDE 3 V A L U E  PBElTf ; 
R E G I N  P t F E R t F ! C f  (BODE1 P a i  P I : = R a O T  E Y D  POSQKDEM; 

H €  C f  h CQ%Y ENT -. :,? E N C ú N T P A  [JMA ARVr3KE U T T M A  DE N-NIIHS DAOA A FREQUEN-  
C I A  R E L A T I V A  P l  I) DE E N C O r J T R A R  W D ( I ~  E A F R E B U E N C I A  

':':: Q I T I  DE C O N S U L T A S  E N T R E  frdDII)  E WDi.f+lt; 
I N T F G F F  .4F!FAY P P  W q R I O : : N q O : : N ) ;  CUWMENf 

--::PPIPIJ)I i d í I , J1 ,  R I I I J I  S I G N I F I C A M  R E S P E C T I V A M E N T E  U 
*-.-e 
x . .. P E S O  P Q N D f R A D O e  O P E S i 3  TUTAL E A R A I Z  DA A R V O R E  OTI- 



I R E I T  D E  CONSULTA 
1193 
3.161 







h :=LS8; 
N K i  T t  ( * * A S  F R E Q U E P K I  AS DADAS SAO:* ' ) ;  

FCR { - : = L  S T ~ P  1 U N T I L  h! na P E A D D N { B ( L H ;  
F Q R  L : = 3  S T E P  1. U N f  I F  N DO Ptc):=O; 
F C P  C : = l  S T f P  1 U N f 5 1  N DO B E G I N  
i f  L R f Y  10 = I T H E N  I O C C j M T R O L ( 2 ) ;  WPITEUNIBIL)) END; 

1 9 C R E A T E T R E E t R L I  
:=WII911:=4iI3; 
=1+1 U N T I L  N 00 
i \  i 

K ~ T  Í K = ~ I  ; H N : = P I  
W W f t  R Í  I+111K) < HN THEN 
+ P I J *  IK1 ;MX:=J 
1 9  1K.I :=MX 

4 S E C C N D S  I W  COMPIIATIONB 03658 BYTES UF CDDE GEMERATED 

ZVAHENTE fl 
A R V O R E  QTI- 
1-11? QUANDO 
ARVDRE E H  



9 f  Q c l E N C l  A S  D A D A S  SAG: 
28  3 0  
2 6  2 1 
2 0  2 3  
2 3  2 2  
I4  2 0  

h 
1 1 7 4 9  

P E S B U  ISA 
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