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R E S U M O  

O presente trabalho visa a determinação de limites 

superiores e inferiores 2 expansão de nós, numa busca usando o a1 
* 

goritmo A , em árvores de custos limitados, com coeficiente de r2 

mificação conhecido; arcos percorríveis em ambos os sentidos e so 

lução Única a menos de ciclos, tanto em função da profundidade da 

solução ótima, como do custo dessa solução. 

~ l é m  disso são determinadas condições de validade 

desses limites para o caso de soluçÕes múltiplas e é sugerida uma 

expressão aproximada para os limites obtidos, de mais simples ma- 

nipulação. 
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A B S T R A C T  

This work deals with search problems ou trees with 

two-way branches and hounded costs. Assuming a unique - up to 
cycles - optimal solution, upper and lower bounds on the number 

* 
o£ nodes expanded by the algorith A are determined, in terms o£ 

the depth as well as o£ the cost o£ this optimal solution. 

Conditions for the validity o£ these bounds in the 

case of multiple solutions are determines. Also, simpler 

approximate expressions for these limits are suggestes. 
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Este trabalho pode ser dividido em três partes; na 

primeira constando apenas do capitulo I, procura-se descrever su- 

cintamente os objetivos e métodos do ramo da computação conhecido 

como ~ r o ~ r a m a ç ã o  ~euristica, segundo os trabalhos de Hart,Nilsson 

e Raphael Ll] e, posteriormente, de Nilsson C2] ,  dando-se ênfa- 

* 
se especial ao algoritmo A , descrito e formalizado principalmen- 
te nas referências Ela e 1721, e por ~ r a Ú j o  [3] e z 4 ] ;  este ca - 

pztulo se encerra com a definição e caracterização do problema 

proposto, que consiste essencialmente em obter limites superiores 

* 
e inferiores 2 expansão de nGs em uma árvore, por um algoritmo A ,  

admissivel e consistente. 

A segunda parte, constituida pelos capztulos I1 e 

111, dedica-se a obter as expressões para os limites citados, tan 

to em função de profundidade k da solução Ótima (capitulo 11), c2 

mo em função do custo f(s) de tal solução (capitulo 1II);em ambos 

os casos, porém, consideram-se árvores de apenas uma solução, de 

forma que, completando-se o trabalho, procura-se determinar condi 

çÕes que as demais soluções teriam que satisfazer, a fim de que 

as expressões encontradas para os limites continuassem valendo. 

... 
Tendo em vista, ainda, que as expressoes obtidas são de difícil ma - 

- 
nipulação, esta parte é concluida, apresentando-se uma expressa0 

aproximada para esses limites, em ambos os casos, mas de mais si; 

ples manuseio. 



O trabalho & encerrado com uma análise crítica dos 

resultados obtidos (capitulo IV), apontando-se algumas restrições 

e sugerindo-se linhas de pesquisa, visando principalmente uma ge- 

neralização maior dos resultados; e com um conjunto de gráficos 

( ~ ~ ê n d i c e s  I, I 1  e III), nos quais se pode avaliar a qualidade das 

expressoes aproximadas para os limites obtidos nos capítulos TI e 

I I I. 



C.AJ?'f T U L O  I 

A - O conceito de Programação ~eurística 

1. Objetivos da ~nteligência Artificial 

A partir de 1960 desenvolveu-se um ramo da computa - 
ção conhecido como ~nteligência Artificial, cujos objetivos podem 

ser descritos como "construir máquinas que executam tarefas quenor - 

malmente requeiram inteligência humana" (Nilsson 623). Descritos 
dessa forma, os objetivos ficam um tanto vagos; como decidir se 

L ll uma tarefa requer inteligência humana? Na verdade, o que e inte- 

ligência humana"? As implicaçÕes filosÓficas e psicolÔgicas dessa 

Última questão fizeram com que os cientistas em computação diri- 

gissem seus esforços em outro sentido: na construção de maquinas 

cujo comportamento possa ser, de alguma forma, classificado de 

11 humano" (perceptrons, robots) e no desenvolvimento de processos 

que permitam aos computadores executar tarefas que, segundo con- 

senso geral, exigem inteligência (seja isso o que for) para serem 

levadas a termo. Dentre essas tarefas, podemos destacar: resolu- 

ções de problemas, 'lcompreensao" e tradução de linguagens, prova 

de teoremas, reconhecimento de auditivos e visuais. Os al 

goritmos desenvolvidos, na verdade, simulam os processos mentais 

que levam 2 consecução do objetivo. 

Nosso trabalho ira se restringir à primeira das ci 



tadas, resoluç20 de problemas. 

2. ~étodos em ~ e s o l u ç ~ o  de Problemas 

Em primeiro lugar, não é de forma alguma claro o 

que seja um problema. "Provavelmente ninguêm produziu uma defini 

ção simples da palavra problema que captasse completamente o sig- 

nificado intuitivo que gostaríamos de usar" (Nilsson [ 2 ] ) .  Na ver 

dade, a obtenção do caminho mznimo entre dois pontos de um grafo, 

a determinação do melhor lance em uma configuração do jogo de xa- 

drez, integrar uma função, são exemplos tzpicos e distintos de pro 

blemas passiveis de serem abordados segundo nosso enfoque. 

De uma maneira geral, um problema, tal como é aqui 

entendido, consiste essencialmente de uma situação inicial, que , 
em geral, é conhecida, uma situação final, que pode se conhecida 

- 
ou nao, mas que deve ser identificável de alguma forma, e um con- 

junto de operadores tais que quando um deles atua sobre uma situa - 
modifica-a de alguma forma, criando outra situação. 

Nilsson descreve e Banerji L71 formaliza dois 
processos de resolução de problemas: o de redução a subproblemas 

e o de transformação de estados. 

a) redução a subproblemas 

Consiste essencialmente em fazer atuar operadores 

sobre uma situação (nó) definida como inicial, e sucessivamente sg 

bre as situações obtidas, de modo a transformar o problema dado em 

um problema cuja solução é conhecida e/ou decompor o problema da- 

do em subproblemas de solução conhecida ou de mais simples solu- 



ç a o .  Na f i g u r a  1 e s t a  um e x e m p l o ,  f o r n e c i d o  p o r  N i l s s o n  [ 2 3 ,  d e  

um p r o b l e m a  d e  i n t e g r a ç ã o .  s i m b g l i c a ;  as  l i n h a s  c h e i a s  i n d i c a m  quais 

o p e r a d o r e s  devem ser u t i l i z a d o s  ( c a m i n h o )  a f i m  d e  se  o b t e r  a  s o -  

l u ç ã o :  o s  q u a t r o  p r i m e i r o s  a p e n a s  t r a n s f o r m a m  o  p r o b l e m a ;  o s  s u b -  

s e q u e n t e s  decompoem o  p r o b l e m a  já t r a n s f o r m a d o  em t r ê s  o u t r o s  d e  

s i m p l e s  s o l u ç ã o .  C o n v e n c i o n a - s e  q u e ,  quando  o s  o p e r a d o r e s  e s t ã o  

l i g a d o s  p o r  uma l i n h a  c u r v a ,  t o d o s  devam se r  u t i l i z a d o s .  

b )  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  e s t a d o s  

~ a m b é m  c o n s i s t e  em f a z e r  a t u a r  o p e r a d o r e s  s o b r e  o  

n ó  i n i c i a l  e ,  s u b s e q i i e n t e ,  s o b r e  o s  n e s  q u e  v ã o  s e n d o  o b t i d o s ( s u -  

c e s s o r e s ) ,  a t é  c h e g a r  a  um nó  ( s e  h o u v e r  a lgum)  q u e  r e p r e s e n t e  u- 

ma s i t u a ç ã o  q u e  p o s s a  s e r  r e c o n h e c i d a  como f i n a l  ( o u  t e r m i n a l ) .  

Ao c o n t r á r i o  d o  c a s o  a n t e r i o r ,  o  p r o b l e m a  n ã o  é d e c o m p o s t o ;  a p e -  

n a s  s u a  c o n f i g u r a ç ã o  v a i  s e  m o d i f i c a n d o ,  a t é  s e r  o b t i d a  uma c o n f i  - 
g u r a ç ã o  d e s e j a d a .  

Ã m e d i d a  q u e  o s  o p e r a d o r e s  a t u a m ,  va i - s e  e s t r u t u -  

r a n d o  um g r a f o ,  e m  q u e  o s  nós r e p r e s e n t a m  a s  s i t u a G Õ e s  e o s  a r c o s ,  

o s  o p e r a d o r e s ;  o  p r o b l e m a  s e  r e d u z  a  d e t e r m i n a r  a  m e l h o r  seqHênc ia  

d e  o p e r a d o r e s  ( c a m i n h o  Ót imo)  q u e  l e v a  d o  n ó  i n i c i a l  a o  f i n a l ;  um 

d o s  p r o c e s s o s  p a r a  r e s o l v e r  e s s e  p r o b l e m a  é a  montagem,  s o b r e  o  

g r a f o ,  d e  uma á r v o r e  d e  b u s c a ,  q u e  p o d e  s e r  s u c i n t a m e n t e  d e s c r i t a  

p e l o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o :  ( 1 . 1 )  

S I .  A b r e  o  n ó  i n i c i a l  

S 2 .  S e  n ã o  h o u v e r  n ó  a b e r t o ,  n ã o  h á  s o l u ç ã o  

Sj- Toma um n ó  em a b e r t o  e  f echa-o :  



x = sen y 

ident . 
t r i g .  
-C_ 

C---- 

- 1 

Figura 1 



S 4  
. S e  f o r  um t e r m i n a l ,  o b t e m - s e  a  s o l u ç ã o  e  p a r a .  

5 ' 
S e  n ã o ,  ob tem-se  o s  s u c e s s o r e s  e c o l o c a - o s  n a  

l i s t a  d e  a b e r t o s  

S6.  V a i  p a r a  S 
2  

E v i d e n t e m e n t e ,  é n e c e s s á r i o  a l g u m  c r i t é r i o ,  no  p a z  

s o  S  p a r a  " t o m a r  um nÓ em a b e r t o " ;  N i l s s o n  C 2 1  t rês  c r i t é r i o s :  3 
- 

b l  - t oma-se  o  nó a b e r t o  m a i s  a n t i g o ;  e o  mé todo  

b r e a d t h - f i r s t ,  q u e  p r o d u z  uma á r v o r e  d e  b u s c a  n i v e l  a  n í v e l ,  i s t o  

e ,  o  n ó  d e  um n i v e l  s ó  é g e r a d o  d e p o i s  q u e  t o d o s  o s  n ó s  d o  n í v e l  

a n t e r i o r  f o r a m  g e r a d o s ;  é um método  chamado e x a u s t i v o .  

b 2  - toma-se  o  n ó  a b e r t o  m a i s  r e c e n t e ;  é o  método  

d e p t h - f i r s t ,  q u e  p r o d u z  uma â r v o r e  d e  b u s c a  p e l a  e s q u e r d a ,  a t é  um 

c e r t o  n í v e l  a r b i t r a d o ;  também é um método  e x a u s t i v o .  

b g  - t oma-se  o  n ó  m a i s  p r o m i s s o r ,  e n t r e  o s  a b e r t o s ;  

é o  p r o c e s s o  d e  b u s c a  o r d e n a d a ,  q u e  l e v a n t a  o  p r o b l e m a  d a  d e t e r m i  

- 
n a ç a o  do nó  m a i s  p r o m i s s o r .  N e s s e  p o n t o ,  t o r n a - s e  e v i d e n t e  q u e  é 

n e c e s s á r i o  m a i s  a l g u m a  i n f o r m a ç ã o ,  p e r t i n e n t e  à n a t u r e z a  d o  p r o -  

b l e m a ,  q u e  p e r m i t a  d i s t i n g u i r ,  e n t r e  t o d o s  o s  n ó s  e m  a b e r t o ,  a q u e  

l e  q u e  tem m a i s  p o s s i b i l i d a d e  d e  l e v a r  a  uma s o l u ç ã o ;  t a l  i n f o r m a  - 

ç ã o  é d i t a  " i n f o r m a ç ã o  h e u r i s t i c a "  e  s e u  u s o  p e r m i t e  a  c r i a ç ã o  d e  

uma f u n ç ã o  d e  a v a l i a $ ã o  c a p a z  d e  o r d e n a r  o s  n ó s  e m  a b e r t o  em f u n -  

ç ã o  d e  s u a s  p o s s i b i l i d a d e s  d e  a t i n g i r  um nó t e r m i n a l  m a i s  r a p i d a -  

m e n t e .  A i m p l a n t a ç ã o  d e  a l g o r i t m o s  com e s s a s  c a r a c t e r í s t i c a s  é o  

q u e  s e  chama ~ r o ~ r a m a ç ã o  ~ e u r í s t i c a .  

Na f i g u r a  2 t e m o s  um e x e m p l o ,  também f o r n e c i d o  p o r  



Figura 2 



Nilsson 1 2 3 ,  da resolução, através, desse método, de um problema 

do "jogo dos 8" : obter una seqUência de permutaGÕes da casa va - 

zia (0) com peças adjacentes que permita passar da configuração 

1 6 4 para a configuração 8 O 4 

C A * 
A funqão de avaliação usada foi f(n) = g(n) + h(n) 

(1.2) onde E(n) é o comprimento do caminho (cada arco vale 1) do 

nó inicial ao nó n, e B(n) é o número de elementos fora do lugar, 

na configuração do nó n, em relação ao objetivo. Os números aci- 

ma de cada nó dão a ordem de expansão, e os números inscritos num 

circulo, dão o valor de f(n). O caminho é fornecido pelas linhas 

cheias. 

* 
B - . . O Algoritmo A 

1. ~aracterização 

Em 1968, Hart, Nilsson e Raphael propuseram uma 

base formal para a implantação de algoritmos de heu- 

rzstica, tendo a classe de algoritmos A*, ali definida, revelada 

ser uma abordagem extremamente fértil, permitindo um tratamento ri 

goroso das noções de admissibilidade (garantia de achar uma solu- 

ção ótima) e eficiência de heuristica. 

O algoritmo A* consiste essencialmente na estrutu- 

ração de uma árvore de busca ordenada sobre um d-grafo, (um grafo 

em que a cada arco i está associado um custo c. 5 d) na forma se 
1 



guinte: façamos 

S - conjunto de ngs iniciais; (1.3) 

T - conjunto de nÕs terminais; 

c(m,n) - custo da passagem de um nÕ m a outro n a- 
través da aplicação de um operador sobre m; não se refere ao cus 

to de computaç~o, mas a um custo inerente a estrutura do problema, 

produzido pela aplicação do operador; 

k(m, n) - menor custo de m a n; 

g(n) - menor custo do caminho de algum s E S a n; 

h(n)'- menor custo do caminho de n a algum t E T; 

A 

g(n) - custo de um caminho de s E S a n; 

LI 

h(n) - uma estimativa do menor custo de n a algum 

t c T. A "informação heuristica" é que permite obter L ( n ) ;  por 

isso essa função é dita uma função heurística; 

f(s) - custo da solução Ótima. 

O algoritmo seleciona, entre os nós em aberto,aqug 

A A 

ie cujo f (n) = g(n> + h(n) é menor (conforme (1.2); f(n) é a fun- 

ção de avaliação), fecha-o e gera seus sucessores, até, eventual- 

mente, fechar um nó terminal. 

Um poss~vel desempate é feito de forma arbitrária, 

mas sempre a favor de um nÕ terminal. 

2. Alguns resultados importantes 

O algoritmo foi formalizado por Hart, Nilsson e 

Raphael [I], e ser; Útil para o presente trabalho, citarmos al- 



guns resultados obtidos desde entao,, 

a) definições (1.4) 

a - um algoritmo de busca é admissivel se sem- 
1 

pre encontra um caminho Õtimo para um nÓ terminal, se tal caminho 

existir; 

a - um algoritmo admissfvel A dito "não mais 
2 2 

A 

informado" que um algoritmo A1 se, para todo n, h2(n) <̂ hl.(n); se, - 
para todo n # T, h2(n) < hl (n), o algoritmo A é dito "mais infor 1 - 
mado que A " *  

2 ' 
a - um algoritmo de busca que usa uma função hez 3 

rística h é dito consistente se, para todo par (m,n) , h(m) < h(n) + 

+ k(m,n); 

a - dois algoritmos A1 e A2 são equivalentes (e 4 

anotamos A - A2) se, para todo d-grafo Gs geram e expandem a mes- 1 

ma sequência de nós. 

b) alguns resultados (1.5) 

bl - se, para todo n, h(n) 5 h(n), então A* é ad - 
missIvel (hart, Nilsson e Raphael LI]); 

B2 - se A* é consistente, ao fechar um nó n qual 

quer, g(n) = g(n) (Hart, Nilsson e Raphael LI]) ; 

b3 
- se, para todo n, h(n) 5 h(n) , A* só fecha 

nós n para os quais S(n) 4 f(s), custo da solução Ótima (Hart et - 
a1 L-11); 

b4 - sejam A* e A1 admiss;veis, onde A é um a& 
1 

goritmo qualquer e A* é mais informado que A1; então, se n não tez 



mina1 é fechado por A* também o ser5 por A (~ra6jo C41); 
1 

b5 - se, além das condições de b tivermos A* con 
4 - 

sistente, número de nós fechados por A* 5 número de nós fechados 

por A1 (Hart et a1 [I]); 

b6 - sejam A* e A admissíveis, A* consistente 
1 

e A1 qualquer algoritmo não mais informado que A*; então número de 

nós fechados por A* C - número de nós fechados por A1 + E onde E 
C' C 

é o número de vezes em que, ate A* terminar, houve mais de um can 

didato ao fechamento, com F(n) = f (s) (Hart et a1 [IlT]). 

Note que a possivel vantagem de A sobre A*,, ter 
1 

mos do nÜmero de nós fechados, e devida exclusivamente ao criti 

rio de desempate de A*; então existe algum A*, dentre aqueles que 

usam a mesma informação heurzstica, mas com um critério de desem- 

4 

pate melhor, tal que o número de nós fechados por esse A* < - nume 

ro de nós fechados por A 
1 ' 

Esse resultado garante a otimalidade 

do A*, isto é, entre todos os algoritmos admiss~veis que usam a 

mesma informação heurzstica, um A* é o Ótimo, em termos do número 

de nós fechados. 

C - O Problema Proposto 

1. O enunciado 

Em termos computacionais, as partes mais dispendig 

sas de algoritmos de busca são a expansão de nós (tempo) e seu ar 

mazenamento (memória); por isso, geralmente, a eficiência desse 

tipo de algoritmos é medida em função do número de nós expandidos 



(e/ou gerados); sob esse ponto de vista, como vimos anteriormente, 

em (1.5) o A *  é gtimo, de forma que um problema que aparece natu- 

ralmente é a determinaFão de limites superiores e inferiores e2 

pansão de nós por um A*. 

O presente trabalho procura resolver este problema, 

que assim pode ser enunciado: determinar limites superiores e in- 

* 
feriores 2 expansão de nós em um algoritmo A , 

a) em função de profundidade da soluqão ótima, e 

b) em função do custo dessa solução. 

Tal problema, no caso particular de custos unifor- 

mes, já foi abordado e solucionado por Araújo [3],  e este traba - 
lho, orientado pelo prof. Araújo, tem como motivação generalizar 

alguns resultados obtidos naquela referência. 

Com o sentido de levar a termo a proposição acima, 

faremos algumas hipGteses, em relação ao A*, algumas restritivas, 

outras nem tanto: 

a) consideraremos um algoritmo de busca sobre Gs, 

uma d-árvore; então g(n) = g(n) para todo n, e A* 6 Ótimo; 

b) seu coeficiente de ramificação (isto é, o nume- 

ro de sucessores por nó) será B; evidentemente, em casos práticos, 

raramente todos os nós têm o mesmo número de sucessores, mas, pa 

ra o cálculo dos limites poderemos tomar um B médio, ou então um 

limite superior (inferior) para B; 



c) os arcos são. transitãveis nos dois sentidos, e 

os custos de transição são C.. , onde O < C. 5 Cij - < 1; isto não é 
iJ 

realmente uma restrição, uma vez que, em casos pr~ticospodemosno~ 

malizar os custos, o que não altera o número de nós fechados; 

d) o algoritmo A* terá h(n) = a -h(n) , 0 < - a < - i, pa 
ra todo n, isto é, A* ser; admissível; 

e) a árvore tem apenas uma solução, na profundida- 

de k. 

O conjunto de condições acima, doravante chamado 

condições C1 ser; utilizado para o cálculo dos limites superior 

e inferior 2 expansão de nós em A * ,  em função da profundidade da 

solução Ótima; para o cálculo desses limites em função do custo 

dessa solução, substituiremos o item e) acima por 

e') a árvore tem apenas uma solução, de custo f(s). 

O novo conjunto assim formado será chamado de con- 

dições C2. 



A - LIMITE SUPERIOR 

* 
O p r o b l e m a  c o n s i s t e  em, d a d a  uma á r v o r e  G s  e  um A 

n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 ,  c o n s e g u i r  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  número d e  

n ó s  f e c h a d o s  em G s  p e l o  A ; uma f o r m a  s i m p l e s  d e  c o n s e g u i r  a  s o -  

l u ç ã o ,  é d i v i d i r  o  p r o b l e m a  em d u a s  e t a p a s :  

a )  C o n s t r u i r  uma á r v o r e  G s ' ,  n a s  mesmas c o n d i ç õ e s  

a a 

C 1 ,  t a l  q u e  FGs'  - > FGs, q u a l q u e r  q u e  s e j a  G s ,  o n d e  FGs' e  o  nume- 

d e  n ó s  f e c h a d o s  em G s '  p e l o  A*,  e  FGs é o  número d e  n ó s  f e c h a d o s  

em G s '  p e l o  A* r ,  L ~ ~ Y  , ' 1  _ d h G ' .  , i, 

b )  C a l c u l a r  F G s ' .  

E n t ã o  FGs'  é um l i m i t e  s u p e r i o r .  

A s  d u a s  e t a p a s  e s t ã o  r e s o l v i d a s  a  s e g u i r .  

1 - C o n s t r u ç ã o  d e  G s '  

Dada uma á r v o r e  G s  e um A" n a s  c o n d i ç Õ e s  C 1 ,  p r o c g  

r a r e m o s  m o s t r a r  q u e ,  s e  G s '  f o r  i d e n t i c a  a  G s ,  e x c e t o  p e l o  s e g u i n  - 
t e :  

a )  t o d o s  o s  a r c o s  d o  caminho  Ót imo v a l e m  1, e  



b) todos os arcos fora do caminho Õtimo valem c 
o' 

então FGs' - > FGs. 

Para que possamos demonstrar esse fato, necessita- 

mos do seguinte resultado: 

Teorema 1 

Um A* com h(n) = ah(n), O < - a - < 1, fechará em uma 

árvore Gs nas condições C1 todo nÕ n tal que f(n) < f(s),onde f(s) 

é o custo da solução Õtima. 

Para levar a efeito a demonstração deste teorema, 

precisamos dos dois lemas seguintes: 

Lema 1 - Nas condições C1, todo nÕ n # ys, com antecessor m, tem 
a a 

f(n) > f(m), onde ys é o caminho Ótimo. 

Realmente, seja c(m, n) = 3 > O 

A A 

~ n t ã o ,  g(n) = g(m) + A, uma vez que Gs é uma árvo- 
-. 

re; e h(n) = h(m) + X, uma vez que n i? ys. 

a A 

Decorre imediatamente que f(n) = f(m) + X(l + a) , 
A 

isto &, f(n) > f(m). 

Lema 2 - Nas condições C1, todo nó n com antecessor m fechado, e 

tal que ?(n) f (s), será fechado pelo A*. 

Ora, como rn é fechado, n é gerado; como A* é admiç 

sfvel, (item d das condições C1) o nó terminal ser; fechado;como 
a 

f(n) c f (s), por b do capf tu10 I, (1.5), n será fechado. 3 

Agora, estamos prontos para o teorema 1. 
a. 

Suponha um nÕ n com f(n) f (s). Como Gs é uma 



v o r e ,  e x i s t e  um caminho  n  n  
k '  

k + l > . * w ,  n , o n d e  n  E y s .  ~ l é m  d i s  
k  - 

s o ,  p e l o  Lema 1, temos  

Como n  é f e c h a d o  ( p o i s  nk E y s ) ,  p e l o  Lema 2 , n  
k k 7 1  

'-d 

s e r á  f e c h a d o ;  r e p e t i n d o  o  r a c i o c I n i o ,  vemos q u e  n  k + 2 , . . . ,  n  s e r a o  

f e c h a d o s ;  e  i s s o  e n c e r r a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

* L 

O r e s u l t a d o  b  d o  c a p i t u l o  I n o s  g a r a n t e  q u e  A s o  3 

f e c h a  n ó s  n  p a r a  o s  q u a i s  f ( n )  < f ( s ) ;  p o r  o u t r o  l a d o  como s e m p r e  

Li 

e x i s t e  m a b e r t o  em y s  t a l  q u e  ?(m)  < f  ( s ) ,  um e m p a t e  f  ( n )  = f  ( s ) ,  

n  6 y s  s ó  o c o r r e  s e  o  nó  t e r m i n a l  j á  e s t i v e r  s i d o  g e r a d o ,  e  o  A* 
L. 

C 

d á  p r e f e r ê n c i a  a  e l e ;  p o r t a n t o  s e  f ( n )  = f ( s ) ,  n  s ó  s e r a  f e c h a d o  

s e  n  E y s .  ( 2 . 1 ) .  

O t e o r e m a  2 ,  a  s e g u i r ,  n o s  d á  o  r e s u l t a d o  procurado. 

Teorema  2  

g u i n t e :  

Seja G s '  e um A* n a s  c o n d i ç õ e s  c l ,  e x c e t o  p e l o  se- 

a )  p a r a  t o d o  n s y s ,  c ( m ,  n )  = 1, e 

b )  p a r a  t o d o  n k y s ,  c ( m ,  n )  = c  . 
O 

C C 

~ n t ã o  o  número d e  n 6 s  f e c h a d o s  em G s '  p e l o  A* e m a  

x i m o ,  e m  r e l a S ã o  a  q u a l q u e r  o u t r a  á r v o r e  G s  n a s  c o n d i ç õ e s  c l .  

D e m o n s t r a ç ~ o ;  

Uma v e z  q u e  G s  e  G s '  t ê m  o  mesmo c o e f i c i e n t e  d e  r: 

m i f i c a ç ã o ,  podemos e s t a b e l e c e r  uma c o r r e s p o n d ê n c i a  um-a-um e n t r e  



o s  n ó s  d e  G s  e o s  d e  G s ' ,  p o r  s u a s  p o s i ç õ e s  n a s  á r v o r e s ;  e vamos 

d e m o n s t r a r  q u e  s e  um n z  n  é f e c h a d o  em G s ,  e n t ã o  s e u  c o r r e s p o n d e :  

t e  n '  ser; f e c h a d o  em G s ' .  

R e a l m e n t e ,  s e j a  n  f e c h a d o  em G s ,  com a n t e c e s s o r  n  u  

em y s  e t a l  q u e  h a j a  R a r c o s  no  caminho  d e  n  a n .  ~ n t ã o  . . U 

Queremos m o s t r a r  q u e  i s s o  i m p l i c a  em q u e  o  no  n'em 

Gs' é f e c h a d o ;  p a r a  i s s o  vamos s u p o r  q u e  o s  c u s t o s  d e  y s  s e j a m  

c  i E { 1 , 2 ,  ..., k ) ,  c a d a  um d e l e s  i g u a l  ou i n f e r i o r  a  1 e q u e  o s  i ' 
I - c u s t o s  do  caminho  d e  n  a  n  s e j a m  c - i  E { 1 , 2 ,  ..., R),  c a d a  um d e  

u i ' 
l e s  i g u a l  ou  s u p e r i o r  a  c  . ~ n t ã o  

O 

f ( s )  = 1 C i  

i=l 

P o r t a n t o ,  



D e s e n v o l v e n d o ,  vem 

P o r  h i p ó t e s e ,  t e m o s  

d e  o n d e  d e c o r r e  

A i n d a  p o r  h i p ó t e s e ,  t e m o s  

d e  o n d e  d e c o r r e  

k 

a u -  k - a -  1 )  1 c i  5 O 
i = u + l  

A d i c i o n a n d o  ( 2 . 2 )  , ( 2 . 3 )  e  ( 2 . 4 )  membro a  membro , 
vem 



De e s t r u t u r a  d e  G s ' ,  temos 

g ( n t )  = u  + Rco 

~ n t ã o  ( 2 . 5 )  p o d e  s e r  e s c r i t a  como 

g ( n t )  + a h ( n l )  2 f ( s t )  

S e  g ( n t )  + a h ( n t )  C f  ( s ' ) ,  n '  é f e c h a d o ,  p e l o  t e o -  

rema 1. 

S e  g ( n t )  + a h ( n l )  = f ( s ' ) ,  d e c o r r e  

1 C .  = k  - u ,  o  q u e  i m p l i c a  e m  c i =  1 p a r a  t o  
1 

i = u + l  

R 
í 1 C.= 1 e c o ,  o  q u e  i m p l i c a  e m  c'. 1 = c  O p a r a  t o d o  

i=l 

Como n f e c h a d o ,  o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e  f a v o r e c e  

n em c o n f r o n t o  com a l g u m  m E y s .  Como o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e  é 



O mesmo em G s ' ,  f a v o r e c e r á  n 1  e m  c o n f r o n t o  com m '  E y s '  ( m '  e  o  

c o r r e s p o n d e n t e  a  m ,  em G s ' )  e n '  s e r á  f e c h a d o .  

P o r t a n t o ,  a  t o d o  n ó  f e c h a d o  e m  G s  c o r r e s p o n d e  um 

C 

n ó  f e c h a d o  e m  G ç ' ,  e  o  número d e  n ó s  f e c h a d o s  e m  G s '  e  máximo e m  

r e l a ç ã o  a  q u a l q u e r  á r v o r e  G s  n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 .  

2 - C á l c u l o  d e  FGs'  

O s  n o s  f e c h a d o s  e m  G s '  s ã o  d e  d o i s  t i p o s :  o s  q u e  

e s t ã o  em y s ,  c u j o  número é k + 1 (uma v e z  q u e  k é a p r o f u n d i d a d e  

C 

d a  s o l u ç ã o )  e o s  q u e  n ã o  e s t ã o  em y s ;  s e j a  FGs 'a s e u  numero ;  en -  

t ã o  

FGs '  = F G s ' a  + k + 1 

a )  C á l c u l o  d e  F G s ' a  

Sabemos q u e :  

k é a  p r o f u n d i d a d e  d e  n t ( n Ó  t e r m i n a l ) ;  

B é o  c o e f i c i e n t e  d e  r a m i f i c a ç ã o  d e  G s ' ;  

S e j a  e n t ã o  n  k y s ,  n a  p r o f u n d i d a d e  R ,  com um a; 

c e s t r a l  e m  y s ,  n o  n z v e l  i ,  O - < i - < k - 1; q u a l  o  m a i o r  R ,  t a l  q u e  

n  s e j a  f e c h a d o  ? 

O r a ,  como n  é f e c h a d o ,  f  ( n )  C f ( s )  ; 

?Ias f ( n )  = g ( n >  + h ( n >  e f ( s )  = k 

1 ~ l é m  d i s s o ,  g ( n )  = g ( n )  ( n  e f e c h a d o ) ,  e g ( n )  = 

a h ( n )  ( c o n d i ç õ e s  C1) . 



Mas g ( n )  = i + ( 1  - i ) c  e  h ( n )  = (R - i ) c o + k  - i ,  
O 

p e l a  f i g u r a  3 .  

P o r t a n t o ,  a  [ (R - i ) c o  + k  - i ] + i +  ( R - i ) c 0 <  k .  

T i r a n d o  o  v a l o r  d e  R :  

a c R - a c i + a k - a i + i + R c  - i c  < k  
O o  O O 

R(uco + c  ) k + a c o i  - ak  + a i  - i + i c  
O O 

R[co(l + a)] < i c  + i c  + k  - ak - i + a i  
O O 

e[cO(l + a)] < i c o ( l  + a )  + k ( l  - a )  - i ( 1  - a )  

RCco(l + a)] < i c o ( l  + a )  + (k  - i )  (1 - a )  

k - i  l - a  R < i +  
C l + a  

O 

- 
Entao  o  v a l o r  máximo de  R é o  maior  i n t e i r o  e s t r i -  

t amen te  menor ( c o n s i d e r a n d o  bom desempate)  que 

i + k - i  1 - a  
C 

O 
1 + a  

Usando Lx] = maior  i n t e i r o  e s t r i t a m e n t e  menor que 

X ,  podemos e s c r e v e r :  

g = L i . +  
k - i  

l - a ~ =  l - a j + i  C 1 + a  C o  l + a  
O 



Figura 3 



P o r t a n t o  o  número d e  n 8 s  n  $ y s ,  f e c h a d o s ,  num r a -  

r) 

mo q u e  p a r t a  d e  y s  no  nTve1  $, s e r a :  

R - i - 1  L k - i  l -  ~ 1 - 1  
( B  - 1 )  1 B ~ = ( B - u  c, 1 l + a  ~j 

j = O  j = O  

k - i  
Façamos L c - a 1 = L S ( i )  ; como i v a r i a  de 

o l + a  

O a  k  - 1, temos  

P o r t a n t o  

A d o t a n d o  a  c o n v e n ç ã o  L o J  = 0 ,  podemos e s c r e v e r  

k  
FGs'  = 1 B ~ ~ ( ~ )  ( 2 . 7 ) ,  e  e s t e  é o r e s u l t a d o  p r o c u r a d o .  

k - c. 
a )  S e 1  < a <  - , a p e n a s  o s  n ó s  d e  y s  s e r ã o  f e c h a d o s .  - k + c o  



~ e m o n s  t r a ç ã o :  

É c l a r o  q u e  

E s t e s  s ã o  o s  e x p o e n t e s  d e  B ,  em ( 2 . 7 )  

O r a ,  

k - i  
+ L S ( i )  = L c 1 - a = O p a r a  t o d o  i ,  O < i < k  

l + a  - 
O 

P o r t a n t o  

- 
Como A* é a d m i s s í v e l ,  o s  k  + 1 n ó s  f e c h a d o s  s e r a o  

o s  d e  y s ,  e  i s s o  e n c e r r a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

b )  E p o s s í v e l  o b t e r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  p a r a  FGs,  m a i s  simples 

q u e  e m  ( 2 . 7 ) ,  embora  m a i s  f r a c o s :  



1 1 - a 
o n d e  LS(k-1) = L- 

C. l + a  
J 

i s t o  é, d a  d i f e r e n ç a  e n t r e  d o i s  e x p o e n t e s  c o n s e c u t i v o s  d e  B e m  

( 2 . 7 )  : 

Ora 

1 - a  J = k - j  1 - a  - A ,  o n d e  O < X ( 1, e 
1 + a C 1 + a  

O O 

l - a ~  = k-j-1 1 - a  - 6 ,  o n d e  O c 6  < 1 
1 + a  l + a  - 

o  C. 

1 = - 1 - a  - ( A  - 6 1 ,  o n d e  - 1 1 
C 
o  l + a  
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Por outro lado, 

1 1 1 - a  L- - $, onde O c $ < 1 (2.8) 
C. l + a  l + a  - 

~ n t ã o  pode ocorrer: 

bl) O C A - 6 < 1  

1 1 - a  1 1 - a  - 
Como - - ( A  - 6) e- - $ sao 

C. 1 + a C. l + a  

inteiros, sua diferença é inteira, isto é, $ - (A - 6) é inteiro; 

além disso, - 1 <  $ - (A - 6) < 1; portanto $ - (A - 6) = 0, isto 

C 

e, $ = A - 6. 

De onde se conclui 

1 1 - a  
Ora, sabemos que - - ( A  - 6) é inteiro; 

Co 1 + a 

1 de (2.8), temos que - 1 - a  1 = L- - + ; substitu 
1 + a C. 1 + a - 

1 indo na expressão anterior vem que L- 1 - a ~ + $ - ( P - 6 )  é 
=O l + a  

inteiro, isto é, $ - (A - 6) é inteiro. 

Ora, 

O < + < l  - + l > $ > O  - 
- 1 < A - 6 - < O -t 1 > - (A - 6) - > O ; adicionando 



membro a  membro, vem 

P o r t a n t o ,  

~ n t ã o ,  a  d i f e r e n c a  e n t r e  d o i s  e x p o e n t e s  c o n s e c u t i -  

vos  d e  B ,  em ( 2 . 7 )  é LS(k - 1 )  ou LS(k  - 1 )  + 1. 

b3)  u sando  LS(k - 1 )  

b 4 )  u sando  LS(k-1) + 1 

+ B LS (k-1) + 2 (LS (k-1)  + 1 )  +...+ B 
LS (k-1) + (k-1) ( L S ( ~ - 1 )  + 1 )  

I 

B LS (k-1)  k(LS (k-1) + 1 )  - - (J3 
LS(k-1) + 1 

- 
+ 1, e  i s s o  e n c e r r a  a  demong 

B - 1 
t r a ç ã o .  

1 - c, 
c )  Se a 2 , e n t ã o  k  + 1 5 F G S '  5 g k - 1  

1 + c, B - 1  

Demons t ração :  



g k - 1  e  a  e x p r e s s ã o  o b t i d a  e m  b  s e  r e d u z  a  4 B - 1 

Com L S ( k  - 1) = O ,  a  p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  d o  i t e m  

b g )  ngo p o d e r i a  s e r  a p l i c a d a ;  t e r í a m o s  

l + B  LS (L-1) +...+ B kLS(k- l )  = k  + I.; p o r t a n t o  

k + i C F G S '  < 
g k  - 1 - , e  i s s o  e n c e r r a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  - B - 1  

B - LIMITE INFERIOR 

Da mesma f o r m a  q u e  e m  A ,  t e n t a r e m o s  r e s o l v e r  o  p r o  

b l e m a  d e  e n c o n t r a r  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  número d e  n ó s  f e c h a -  

d o s  e m  G s  p o r  um A * ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 ,  d i v i d i n d o - s e  em d u a s  e t a -  

p a s ,  

a )  c o n s t r u i r  uma á r v o r e  G s " ,  n a s  mesmas c o n d i ç õ e s  

C 1 ,  com FGsl '  n ó s  f e c h a d o s ,  t a l  q u e  F G s l ' <  - FGs, q u a l q u e r  q u e  s e j a  

Gs; e 
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b )  c a l c u l a r  F G S "  

Dada uma á r v o r e  G s  e  um A* n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 ,  p r o c ;  

r a r e m o s  m o s t r a r  q u e ,  s e  Gs"  f o r  i d ê n t i c a  a  G s ,  e x c e t o  p e l o  segui: 

t e :  

a )  t o d o s  o s  a r c o s  d o  c a m i n h o  Õt imo  v a l e m  c,, e  

b )  t o d o s  o s  a r c o s  f o r a  d o  c a m i n h o  Ót imo  v a l e m  1, 

e n t ã o  FGs"  c - FGs. 

S e j a  G s "  e  um A* n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 ,  e x c e t o  p e l o  s e -  

g u i n t e :  

a )  p a r a  t o d o  n E y s ,  c ( m ,  n )  = c  
O ' e  

b )  p a r a  t o d o  n  k y s ,  c ( m ,  n )  = 1. 

~ n t ã o ,  o  ni imero d e  n ó s  f e c h a d o s  em Gs" p e l o  A* é mi" - 
n i m o  em r e l a ç ã o  a q u a l q u e r  o u t r a  á r v o r e  Gs n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 .  

Da mesma f o r m a  q u e  n o  t e o r e m a  2 ,  uma v e z  q u e  G s  e  

Gs" t ê m  o  mesmo c o e f i c i e n t e  d e  r a m i f i c a ç ã o ,  podemos  e s t a b e l e c e r  ; 
a 

m a  c o r r e s p o n d ê n c i a  um-a-um, p o r  s u a s  p o s i ç õ e s  n a s  a r v o r e s ,  e n t r e  

a 

o s  n ó s  d e  G s  e  o s  n ó s  d e  G S " ;  e  vamos  d e m o n s t r a r  q u e  s e  um no  n" 

é f e c h a d o  em G s l ' ,  e n t ã o  s e u  c o r r e s p o n d e n t e  n  é f e c h a d o  em G s .  

R e a l m e n t e ,  s e j a  n" f e c h a d o  em G s " ,  com a n t e c e s s o r  

n  " em y s "  e  t a l  q u e  h a j a  R a r c o s  n o  c a m i n h o  d e  n  " a  n u .  ~ n t ã o  u  u  



g(n l ' )  + h ( n t f )  - f (SI') ( po r  b g  do c a p í t u l o  I) 

C 

Queremos m o s t r a r  que  i s s o  i m p l i c a  em que  o  no n  em 

Gs, c o r r e s p o n d e n t e  a  n" em Gs", é f e c h a d o ;  p a r a  i s s o  vamos s u p o r  

q u e  o s  c u s t o s  d e  s  s e j a m  c  i 1 , 2  . . . ,  k ) ,  c a d a  um supe-  i 

r i o r  ou i g u a l  a  c  e  q u e  o s  c u s t o s  do caminho d e  nu a  n  s e j a m  o  

c '  i E { 1, 2,  . . . , R  ) , c a d a  um i n f e r i o r  ou i g u a l  a  1. ~ n t ã o  i ' 

- 
P e l a  e s t r u t u r a  d e  G S " ,  a  e x p r e s s a 0  

g (n")  + a h ( n f l )  - < f  ( s " )  

e q u i v a l e  a  

Desenvo lvendo ,  vem 

< o u c  + R + aR + a ( k - u )  c o -  k c o -  
O 

(1 + a ) &  + ( 1 -  a ) u c O  + (4- l ) k c o  K - O 



Por outro lado, sabemos que 

R 
a >  - 1 cTi , o que implica em 

i=l 

e, ainda, que 

k 
(k- u)co c - E ci , o que implica em 

i=u+l 

Adicionando (2.9), (2.10) e (2.11) membro a membro, 

Desenvolvendo, e somando e subtraindo 1 ci, v em 
i=l 



Levando em c o n t a  que  1 c i  + 1 C i =  I e i s  
i=l i = u + l  i=l 

vem 

O U  s e j a ,  

S e  g ( u )  + a h ( n )  c f ( s ) ,  n  é f e c h a d o ,  p e l o  t e o r e -  

S e  g ( u )  + a h ( n )  = f ( s ) ,  d e c o r r e  

a = 1 , o  que  i m p l i c a  em c '  =1 p a r a  t o d o  i 2, . . . , l l ,  e  
i 

i=l 

k 
( k - u ) c O =  c i ,  o  q u e  i m p l i c a  c  = c  para  todo i ~ { 1 , 2  ,..., u+ll, i O 

i = u + l  

e ,  p o r t a n t o  

g ( n n >  + ah (n l ' )  = f  ( s " )  

Como n" é f e c h a d o ,  o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e  f a v o r e -  

c e  n" em c o n f r o n t o  com algum no mil d e  y s " .  Como o  c r i t é r i o  d e  d e  

s e m p a t e  é o  mesmo em G s ,  f a v o r e c e r á  n  em c o n f r o n t o  com m ~ y s  ( c 0 5  

r e s p o n d e n t e  d e  m " ,  em Gs) e  n  s e r á  f e c h a d o .  

P o r t a n t o ,  a  t o d o  nó  f e c h a d o  em G s "  c o r r e s p o n d e  um 

,- 
n8  f e c h a d o  em Gs e  o  número d e  n ó s  f e c h a d o s  em G s "  e  mznimo em r g  

l a ç ã o  a  q u a l q u e r  á r v o r e  G s  n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 .  



Como no caso anterior, são em numero de k+l os nós 

de ys, de forma que FGs" = k+l + F G S " ~ ,  onde FGsna é o número de 

nós fechados que não estão em ys. 

a) ~álculs de F G S " ~  

Sabemos que 

k é a profundidade de n (nó terminal); 
t 

B é o coeficiente de ramificação em Gs"; 

Seja então n I$ ys, na profundidade R, com um ances 

tral em ys, na profundidade i, O < - i < - k-1; qual o maior R tal que 

n seja fechado ? 

A 

Supondo n fechado, f (n) < f (s) 

A 

Mas ?(n) = g(n) + c(n) e f (s) = kco 

CI 

~ l é m  disso, g(n)= g(n) (n é fechado),e h(n) =ah(n) 
(condições C1); ainda, da figura 4, vem g(n) = ic * R - i e h(n) = 

O 

R - i + c (k-i). 
o 

Substituindo em ?(n) < f (s), vem: 

ic + R - i t a [R - i + c (k-i)] < kco 
o O 



Figura 4 



R( l+a )  < i + a i  + c  [k - i - a(k- i ) ]  
O 

R ( l + a )  < i ( l + a )  + c. ( k - i )  (1-a)  

R = Li + c. ( k - i )  1 - a  _I = h o ( k - i )  ' - a + i  
l + a  

(2 .12)  
l + a  

P o r t a n t o ,  o  número d e  nos  f e c h a d o s  & y s ,  num ramo 

- 
que  p a r t a  d e  y s  no n x v e l  i ,  e 

Façamos Lco ( k - i )  1 - a 
= L  ; como i v a r i a  d e  

l + a  

O a k -  1, temos 

k- 1 L I  ( i )  -1 k- 1 p ( i )  - I 
FGsl'a = 1 (B-1) 1 Bj = 1 (B-1) - - 

i = O  j  = O  i = O  B - 1  

P o r t a n t o ,  
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e  e s s e  0 r e s u l t a d o  p r o c u r a d o ,  

a )  quando c. = 1, o s  l i m i t e s  s u p e r i o r  e  i n f e r i o r  s e  con- 

fundem 

L I ( i )  = L ( k - i )  - a A = L S ( ~ )  p a r a  t o d o  i 
l + a  

c o k  - 1 
b )  s e  a 2 , s e r ã o  f e c h a d o s  a p e n a s  nós  n ~ y s ,  em 

COk + 1 

Gs" . 

~ e m o n s  t r a ç ã o :  

É c l a r o  que  

E s t e s  s ã o  o s  e x p o e n t e s  d e  B ,  em (2 .13 )  

Ora  



c )  A d i f e r e n ç a  e n t r e  d o i s  e x p o e n t e s  d e  B ,  c o n s e c u t i v o s ,  em 

C 

( 2 . 1 3 ) ,  e  O ou 1. 

Sejam d o i s  e x p o e n t e s  d e  B ,  c o n s e c u t i v o s :  

Lco (lc - j - i) = c o ( k -  j  - 1) 1 -  a 
l + a  

- 6 ,  onde  O < S  < 1 ;  
1  + a  

e n t ã o  

= c0  - ( h - 6 ) ,  onde  - 1  < h  - 6 < 1  
1  + a  

P o r  o u t r o  l a d o ,  

Pode o c o r r e r :  



1 - a  1 - a  ~ n t ã o ,  como c, - (A- 6) e c, - r são 
1 1 - a  l + a  

L 

inteiros, sua diferen~a é inteira, isto ê, r - (A -6) e inteiro; 

além disso, - 1 -<r-(A-6) < 1, o que implica em r-(A-6) = O e 

r = A -  6. 

Conclui-se c, 1 - a  - 'p=c0 - a - (A - 6 )  e, por 
l + a  1 + a  

tanto, Lco(k - j) 1 - a  
l + a  

J - Lco(k- j - 1) l - a ~  = bo 
l + a  1 + a 

Ora, sabemos que c. ' - a - (A- 6) é inteiro; e 
l + a  

de (2.14) temos que c. 1 - a  l - a 
= L c o  J s r ;  substituindo na l + a  

.., 1 - a  
expressa0 anterior, vem que L c o  l + r  ( A  - 6) e inteiro, 

l + a  

isto é, r - ( A -  6) é inteiro. 

~ l é m  disso, 



P o r t a n t o  

Ora ,  d e c o r r e  que  s e  O < c. - < 1 temos que Lco J = o ,  l + a  

e  i s s o  e n c e r r a  a  demonst ração .  

0 s  l i m i t e s  d e s e n v o l v i d o s  nos  i t e n s  a n t e r i o r e s ,  r e -  

ferem-se apenas  a  á r v o r e s  com uma Única s o l u ç ã o ,  no nTvel  k ;  a p r e  m 

s e n ç a  de o u t r a s  s o l u ç õ e s  p o d e r i a  a f e t a r  o  número d e  nós f echados  

em Gs' e  Gs", d e  forma que a s  e x p r e s s õ e s  e n c o n t r a d a s  p a r a  os  l i m i  - 
a 

t e s  perdessem s u a  v a l i d a d e ;  nosso  p r o p ~ s i t o ,  n e s t e  i t e m  C ,  e  en - 
c o n t r a r  c o n d i ç õ e s  que o u t r a s  so luçÕes  t e r i a m  que s a t i s f a z e r , d e  m o  

- 
do que t a i s  e x p r e s s o e s  con t inuassem v a l e n d o .  

Nosso enfoque  s e r á  no s e n t i d o  d e  e n c o n t r a r  cond i -  

- 
çoes  p a r a  a s  novas s o l u ç õ e s ,  t a i s  que e l a s  não i n f l u a m  no fechamen 

t o  ou não d e  um nó,  t endo  em v i s t a  a  s o l u ç ã o  do n í v e l  k .  

Teorema 4 

S e j a  G s  uma á r v o r e  nas  cond ições  C 1 ,  com um nÕ t e r  

mina1 8 ,  e  G s '  uma á r v o r e  i d ê n t i c a  a  Gs, e x c e t o  p e l o  f a t o  d e  que 



p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  em G s ' ,  o  c o n j u n t o  d e  nÕs f e c h a d o s  em G s  i- 

g u a l  a o  d e  n ó s  f e c h a d o s  em G S ' .  

D e m o n s t r a ç ã o :  

A 

O r a ,  f  ( n )  = g ( n )  + g ( n ) ,  o n d e  f;(n) = a h  ( n )  e h ( n )  = 

m i n l ( k ( n ,  T ) ,  k ( n ,  8 ) ) .  Da h i p ó t e s e  do t e o r e m a  vem h ( n ) = k ( n , $ )  
A A 

p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  em G s ' ,  d e  o n d e  d e c o r r e  f G s  ( n )  = f G s t  ("1 ( 2 )  

p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  em G s ' ,  o  q u e  i m p l i c a  n a  c o n c l u s ã o  do  t e o r e m a .  

~ n t ã o ,  d a d a  uma á r v o r e  G s ' ,  com d u a s  s o l u ç ~ e s  8  e  

T ,  q u a l  a  p r o f u n d i d a d e  mínima em q u e  p o d e r i a  e s t a r  a s o l u ç ã o  T n ã o  

p r e f e r i d a ,  d e  f o r m a  q u e  k ( n ,  T )  2 k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  ? 

E v i d e n t e m e n t e ,  temos q u e  e x a m i n a r  s e p a r a d a m e n t e  o s  

c a s o s  do  l i m i t e  s u p e r i o r  e  i n f e r i o r ,  uma v e z  q u e  a s  á r v o r e s  s ã o d i  

f  e r e n t e s .  

1. Caso do L i m i t e  S u p e r i o r  

Teorema 5 

S e j a  G s '  n a s  c o n d i ç Õ e s  C 1 ,  mas t a l  q u e  c (m,  n )  = 1 

p a r a  t o d o  n  E y s ,  e c(m,  n )  = c, p a r a  t o d o  n  $ y s ,  com d u a s  s o l u -  

a 

ç õ e s  8  e  T ,  o n d e  8  é a  s o l u ç ã o  Ót ima ,  n a  p r o f u n d i d a d e  k  e T e  a  

o u t r a  n a  p r o f u n d i d a d e  r .  

( 1 )  f  ( 8 )  = k ( n o ,  8 )  e  f (T) = k ( n o ,  T )  , o n d e  no é o  nÕ i n i c i a l  
A 

( 2 )  ZGs  ( n )  = f  ( n )  n a  á r v o r e  G s  ; e  
A CI 

f ~ s  ' ( n )  = f  ( n )  n a  á r v o r e  G s  ' . 



t e r e m o s  k ( n ,  r )  > k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o .  - 

~ e m o n s t r a ~ ã o :  

Sejam: 

'i = ' { n  E Gs'  I e x i s t e  caminho d e  ni a n  não  i n t e r c e p  

t a n d o  y s )  

i n í v e l  d e  y s  d e  onde  p a r t e  o  ramo em que  e s t á  n 

u = n z v e l  d e  y s  d e  onde  p a r t e  o  ramo em q u e  e s t á  T 

R = p r o f u n d i d a d e  d e  n. 

Cons ideremos  t r ê s  c a s o s :  

a )  i + n  

Da f i g u r a  5 ,  k ( n ,  T )  = ( R  - i ) c o  + I U  - i1 + 

+ ( r  - u ) c 0  

e n t ã o  k ( n ,  T ) -  k ( n ,  9 )  = l u -  i1 + ( r - u ) c o  - k +  i (2 .15 )  



Figura 5 



P o r  h i p ó t e s e ,  £ (,'C) > f  ( 8 ) ;  mas f ( r )  = íi + ( r  - u ) c o  

e  f ( O )  = k ;  p o r t a n t o  

u  + ( r -  u )cO _> k 

u  + ( r - u ) c o  - k  - > O 

k ( n ,  r )  - k ( n ,  8 )  , O 

k ( n ,  r )  2 k ( n ,  8 )  

a 2 )  u C i 

~ n t ã o ,  ( 2 . 1 5 )  f i c a r á :  

Mas 2 i  + ( r  - u )co  - k  - u  > 2u + (r  - u )co  - k  -u ,  

p o i s  i > u ;  e n t ã o  k ( n ,  r )  - k ( n ,  8 )  > u  + ( r  - u ) c o  - lc - > 0 ;  

l o g o  k ( n ,  T) 2 k ( n ,  8 )  

P o r t a n t o ,  s e  i # u ,  não  há r e s t r i ç õ e s  p a r a  r ,  d e s -  

d e  q u e  £ ( T )  2 £ ( O ) ,  o  c o n j u n t o  d o s  n ó s  f e c h a d o s  s e r á  o  mesmo em 

G s  e G s ' ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 .  

* 
b )  i = u ,  mas n  6 SU,  o n d e  

S* = { n ó s  a c e s s í v e i s  d e  nu sem p a s s a r  p o r  n u } ,  e  
U 1 

7: - - u  U 

Yu - (nu - n o ,  n l ,  ..., n  = T )  = caminho Ótimo, 
r -u  



k ( n ,  T )  - k ( n ,  8 )  = ( r  - i ) c o  - k + i  

Mas £ ( ' C )  = i i ( r  - i ) c o  e  f ( 8 )  = k 

Como, p o r  h i p ó t e s e ,  £ ( T )  2 f ( 8 ) ,  temos 

i + ( r  - i ) c 0  2 k  

( r  - i ) c o  - k  + i > - O 

k ( n ,  T )  - k ( n ,  8 )  > O 

k ( n ,  T) L k ( n ,  8 )  

P o r t a n t o ,  a i n d a  n e s s e  c a s o ,  não  h á  r e s t r i ç õ e s  p a r a  

r ;  d e s d e  que  f ( r )  - > f ( 8 ) ,  o  c o n j u n t o  d e  nós  f e c h a d o s  s e r á  o  mesmo 

em G s  e  Gs ', n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 .  

c )  i = u ,  mas n  E S * 
U 

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  podemos c o n s i d e r a r  n ~ y  T 
U* 

Da f i g u r a  7 :  k ( n ,  T )  = ( r  - & ) c o  

E m  q u e  c o n d i ç õ e s  k ( n ,  T )  - > k ( n ,  0 )  ? 



Figura 6 



Figura 7 



Desenvo lvendo ,  vem: 

r c o  2 k  - i - (i - 2k)c0  

Mas, uma v e z  que  p o r  ( 2 . 6 ) ,  kmax + 
l + a  

i p a r a  q u e  n  s e j a  f e c h a d o ,  temos 

r - > k - i  5 2 ~ k - i  + i 
Co C. l + a  

c. - 1 k  k - i  r > - C o  i + - + 2 ~  C. C. l + a  l-1 

c, - 1 
A f u n G ã o  j  ( i )  = 

k  k - i  i + . - +  2L- 
c0 c0  -*i co l + a  

é uma r e t a  e  i ~ ' ( 0 ,  1, ... k ) ;  s e u  máximo s e r á  dado  p o r  um d e  

e x t r e m o s :  

k  
j  (O) = - k  

+ 2  LT 1 - a ,  
l + a  

j  ( k )  = k  

k  k  1 - 
como - + 2  Lcb a > k ,  o  v a l o r  d e  i que  

C~ 1 + a 
C 

maximiza r e  i = O 

k  1 - 
P o r t a n t o ,  s e  r > - + 2 L T  " J , t e r emos  - C. l + a  

k ( n ,  T) > k ( n ,  O ) ,  e  o  c o n j u n t o  d e  nós  f e c h a d o s  em G s  é i g u a l  a o  

c o n j u n t o  d e  nós  f e c h a d o s  em Gs ' .  



Resumindo,  se  q u a l q u e r  o u t r a  s o l u ç ã o  T e s t i v e r  em 

k  k  1 - - 
uma p r o f u n d i d a d e  r - > - + 2 Lc;; a 1 , a s  e x p r e s s o e s  p a r a  

Co l * a  

o  l i m i t e  s u p e r i o r  d e  nÕs f e c h a d o s ,  d e s e n v o l v i d o s  n o  i t e m  A ,  c o n t i  

nuam v a l e n d o .  

2 .  Caso  do  L i m i t e  I n f e r i o r  

Teorema 6 

S e j a  G s "  n a s  c o n d i ç õ e s  C 1 ,  mas t a l  q u e  c ( m , n )  = c, 

p a r a  t o d o  n  E y s  e  c (m,n)  = 1 p a r a  t o d o  n  $ y s ,  com d u a s  so luçÕes ,  

8 e r ,  o n d e  8  é a  s o l u ç ã o  Ót ima ,  n a  p r o f u n d i d a d e  k ,  e T é a s o l u -  

n ã o  p r e f e r i d a ,  n a  p r o f u n d i d a d e  r .  

r > max ' { k ,  k c o  + 2 Lkco 1 - a  - l + a  J 1 

t e r e m o s  k ( n ,  r )  > k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  nó  n  f e c h a d o .  

Se jam S i ,  i ,  u  e  R d e f i n i d o s  como n o  t e o r e m a  a n t e -  

r i o r ,  d a  mesma f o r m a ;  c o n s i d e r a r e m o s  três c a s o s :  

a )  i # u  

Da f i g u r a  8: k ( n ,  r )  = R - i + I u  - i / c ,  + r  - u 
k ( n ,  8 )  = R - i + ( k  - i ) c 0  

k ( n ,  r )  - k ( n ,  8 )  = l u - i 1 6 + r - u - ( k - i ) c o  (2.17) 



Figura 8 



k ( n ,  'r) - k ( n ,  8)  = uc, - i c 0  + r - u  - kc, + i c ,  

Mas p o r  h i p ó t e s e ,  f ( r )  :, - f (8)  e  f ( r )  = uc, + r - u  

e  £ (O)  = kco  

Po r  t a n t o  

~ n t ã o  (2 .17 )  f i c a r á :  

k ( n ,  'r) - k ( n ,  O) = i c o  - uc, + r - u - kc, + i c 0  

k ( n ,  T) - k ( n ,  8 )  = 2ic0  - uc, + r - u  - kc, 

Mas 

Logo k ( n ,  r )  2 k ( n ,  8 )  

P o r t a n t o ,  s e  i f u ,  não  há r e s t r i G õ e s  p a r a  r ;  d e s -  



d e  que  f CT) ) f  (O),  o  c o n j u n t o  d e  n5s  f e c h a d o s  s e r á  o  mesmo em G s '  

e  G S " ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C1, 

b )  i = u ,  mas n  @! S*  onde  S *  d e f i n i d o  d a  mesma fo rma  q u e  
u '  u  

no t e o r e m a  a n t e r i o r .  

Da f i g u r a  9 :  k ( n ,  'r) = R - i + r - i = R + r - 2 i  

k ( n ,  0 )  = R - i + ( k  - i ) c o  

k ( n ,  T )  - k ( n ,  0)  = r  - i + i c o  - kco  

Mas f  ('r) 2 f  ( e ) ,  onde  f  ('r) = i c o +  r - i e  f  ( e )  = kco 

i c o  + r  - i - > kco . 

i c ,  + r - i - kco O 

k ( n ,  T) - k ( n ,  0 )  2 O 

k ( n ,  T)  2 k ( n ,  0 )  

~ a m b é m  n e s s e  c a s o ,  h á  r e s t r i ç õ e s  p a r a  r ;  s e  f ( ' r )  2 

> - £(O)  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a d o  é o  mesmo em Gs e  Gs" n a s  c o n d i  

çÕes C1. 

C )  i = U ,  mas n  E S  * 
u  

-c 
Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  podemos c o n s i d e r a r  n ~ y  u  

Da f i g u r a  10 :  k ( n ,  T) = r - R 

k ( n ,  0 )  = R - i + (k  - i ) c o  

k ( n ,  'r) - k ( n ,  8 )  = r  - 2R + i - ( k  - i ) c o  



Figura 9 



Figura 10 



Em que condiçGes k(n ,  T) - r k(n, 0 )  ? 

Exatamente quando r - 2R + i - (k - i)co > - O 

Desenvolvendo, vem: 

1 -a Mas, uma vez que por (2.12) R = Lco (k - i) -1 + max 1 +a 

i, temos 

A função j (i) = kco + (1 - c. )i + 2 Lco (k - i) l - 1  
l + a  

é uma reta, e i &'(O, 1, ... , k); seu máximo será dado por um de 

seus extremos 

j (o) = kco + 2 L kco 1 - a  
l + a  _I 

j (k) = k 

~ n t ã o ,  se r max { k, kc, + 2 Lkc, 1 - a  1 1 ,  te- 
1 + a 

(1) Observe que, se c, = 1, vem r - > k - 2i + 2R, que é idêntico 

k - i  
ao resultado obtido no item c do teorema anterior, r >  -i+2R - C. 



remos k(n, T) - > k(n, 8 )  e o conjunto de n6s fechados em Gs é igual 

ao conjunto de nós fechados em Gs", 

Resumindo, se qualquer outra solução T estiver em 

uma profundidade 

1 - a  r L max '{k, kco + 2 Lkco l + a  A} 
- 

as expressoes para o limite inferior de nós fechados, desenvolvi- 

das no item B, continuam valendo. 

No item A deste capítulo, obtivemos, para limite s~ 
+ 

perior do número de nós fechados, a expressao 

k- i 

Fgs' = C I3 
J l + a  

." 
e, para limite inferior, a expressao 

Tais expressões não são de simples manipulação, em 

virtude principalmente das funções L J e C . Sugerimos, abaixo, 

para o cálculo de tais limites, expressões de mais fácil manuseio, 

embora de resultado aproximado: 



1. Limite Superior 

Se retirarmos a função L da expressão (2.16) vem 

Fazendo p = B CO l + a  vem 

2. Limite Inferior 

Procedendo analogamente em relação a  expressão (2.171 

vem 

temos 
Fazendo p = B C0 1 + a  

A qualidade das duas expressões aproximadas obti- 

das pode ser avaliada pelos gráficos do ~ p ê n d i c e  1. 



A n a l o g a m e n t e  a o  c a s o  a n t e r i o r ,  o  p r o b l e m a  c o n s i s t e  

em d a d a  uma á r v o r e  G s  e  um A* n a s  c o n d i ç õ e s  C2, e n c o n t r a r  um l i m i  - 
t e  s u p e r i o r  e  um l i m i t e  i n f e r i o r  a o  número  d e  n ó s  f e c h a d o s  e m  G s  

p e l o  A*; uma s o l u ç ã o  s i m p l e s :  

a )  c o n s t r u i r  á r v o r e s  G s '  e  G s " ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, 

t a i s  q u e  FGs ' 2 FGs e  FGs ' I  - < FGs ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  G s  , n a s  COE 

d i ç õ e s  C2; e  

b )  c a l c u l a r  FGs ' e FGs l '  . 
A s  d u a s  e t a p a s  s ã o  r e s o l v i d a s  a  s e g u i r .  

A - CONSTRUÇÃO DE G S '  e G S "  

P r o c u r a r e m o s  m o s t r a r  q u e ,  s e  G s '  f o r  uma á r v o r e  i- 

d ê n t i c a  a  G s ,  e x c e t o  p e l o  f a t o  d e  q u e  t o d o s  o s  s e u s  c u s t o s d e  t raz  

s i s ã o  s ã o  i g u a i s  a c  e n t ã o  FGs '  2 FGs ,  e ,  q u e  s e  Gs" f o r  i d ê n -  
0 ' 

t i c a  a  G s ,  e x c e t o  p e l o  f a t o  d e  q u e  t o d o s  o s  s e u s  c u s t o s  d e  t r a n s i  

s ã o  u n i t á r i o s ,  e n t ã o  FGs"  - FGs. 

T e o r e m a  7 

S e j a  G s  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, Façamos  G S '  uma á r v o r e ,  



com f ( s l )  - > f ( s )  e  t a l  q u e  e x i s t a  uma c o r r e s p o n d ê n c i a  um-a-um en- 

t r e  s e u s  nós  e  o s  d e  Gs ( i s t o  é, p a r a  t o d o  n  e Gs, e x i s t e  n'  E Gs' - 
e  v i c e - v e r s a ) ,  e  t a l  que  t o d o  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  em Gs '  s e j a  me- 

n o r  ou i g u a l  a o  s e u  c o r r e s p o n d e n t e  em Gs. 

L 

~ n t s o  A f echa r :  em Gs '  p e l o  menos o  mesmo numero 

d e  nós  q u e  em Gs. 

~ e m o n s  t r a ç ã o :  

i )  s e j a  n  o  nó d e  y s  a o  n í v e l  k") ;  então g ( n l )  B .g(nk), 
k k  - 

onde  n '  é o  nó  d e  y s '  no n i v e l  k. 
k  

k 
É c l a r o ,  p o i s  g ( n k )  = 1 c i ,  onde  o s  c  s ã o  os cug i 

i=l 

t o s  d o s  a r c o s  d e  s ;  e  g ( n t k ) =  1 c \  
i=l 

Como, p o r  h i p ó t e s e , '  > c' p a r a  t o d o  i ,  temos 
'1 - i 

d n k )  2 

i i )  s e  n  é f e c h a d o  em Gs, s e u  c o r r e s p o n d e n t e  n '  s e r á  £5  

chado  em Gs ' .  Se  n é f e c h a d o  em Gs, ( p o r  b 3 ,  c a p i  

t u 1 0  I ) ,  temos ? ( n )  5 f  ( s )  . P o r  o u t r o  l a d o :  

A 

f  ( n )  = g  ( n )  + a h  ( n )  

f  ( n ' )  = g ( n ' )  + a h ( n ' )  

(1) Deve-se n o t a r  q u e  s e  número d e  nÔs d e  y s  5 número d e  n ó s  de ys', 

n '  E y s '  n ã o  i m p l i c a  em nk  E y s ;  a  r e c f p r o c a ,  no  e n t a n t o , é v e :  lc 
d a d e i r a .  



Sejam n e n' os antecessores de n e n' em ys e ys' 
k k 

respectivamente; então 

Ora, sabemos que f(n) < - f (s). Substituindo em (3.1), 

vem: 

Sabemos, ainda que 

g(nk) > g(n\) e k(nk, n) > - k(nVk, n'), O que im- 

plica em 

l + a  l + a  
k(nk,d 1 - a  > - k(ngk, n) 

l - a  

\ 

Somando essas desigualdades a (3.3), membro a mem 

bro vem 

(1) Supondo O < - a, < 1; no caso de a = 1, apenas os nós do caminho 

Ótimo serão fechados, e o teorema ê trivialmente verdadeiro, 
a 

uma vez que numero de nós de ys <_ número de nós de ys' . 



Por  o u t r o  l a d o  ( h i p ó t e s e  do teorema), temos f ( s f ) ~ f ( s ) ;  

e n t ã o  

f ( s l )  > g ( n k  ) + k ( n t k ,  n ' )  l + a  
1 - a  

f ( s f ) ( l  - a )  g ( n f k ) ( l  - a )  + k ( n l k ,  n f ) ( l  + a )  

f ( s f )  2 g ( n k  ) (1 - a )  + k ( n f k ,  n ' )  ( 1  + a )  + a f ( s l )  

Tendo em v i s t a  ( 3 . 2 ) ,  vem 

A 

f ( n f )  5 f ( s t ) .  

+ 
Se  f ( n ' )  < f  ( s ' )  , e n t ã o ,  p e l o  t e o r e m a  1, n '  e  f  e- 

chado .  

s e  f ( n l )  = f ( s f ) ,  vem 

Mas, g ( n f )  + a h ( n ' )  < g ( n )  + a h ( n ) ,  p e l a  e s t r u t u r a  

C d a s  á r v o r e s  ( p o r  h i p ó t e s e ,  c a d a  c u s t o  d e  t r a n s i ç ã o  em G ç '  e  menor 

ou i g u a l  a o  s e u  c o r r e s p o n d e n t e  em Gs). 

P o r t a n t o ,  

f ( s ' )  < - f ( n ) ,  ( p o i s  ? ( n )  = g ( n )  + a h ( n ) )  



Mas, a i n d a  p o r  h i p Ó t e s e  

f  ( s ' )  > - f ( s ) ,  d e  o n d e  d e c o r r e  f  ( s )  1 ? ( n )  

No e n t a n t o ,  como n  ê f e c h a d o ,  l ( n )  5 f ( s )  ( p o r  b g  

do c a p í t u l o  I ) .  

A 

P o r t a n t o  f  ( n )  = f  ( s ) .  

E n t ã o  o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e  f a v o r e c e  n  em c o n f r ?  

- 
t o  com a lgum m E y s .  Como o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e  e  o  mesmo em 

G s ' ,  f a v o r e c e r á  n '  em c o n f r o n t o  com m '  E y s '  ( o n d e  m '  e  o  c o r r e s -  

p o n d e n t e  a m em G s ' ) ,  e  n '  s e r ;  f e c h a d o .  

4 

~ n t ã o ,  p a r a  t o d o  nó n  f e c h a d o  em G s ,  e x i s t e  um no 

n '  ( s e u  c o r r e s p o n d e n t e )  f e c h a d o  em G s ' ;  p o r t a n t o  A* f e c h a  em Gs '  

p e l o  menos o  mesmo número d e  n ó s  q u e  em G s .  

 orol lá rio 1 

S e j a  Gs '  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C 2 ,  mas com c u s -  

t o s  d e  t r a n s i ç ã o  c  e  c u s t o  d e  s o l u ç ã o  f ( s l ) .  E n t ã o  o  número d e  
O 

n ó s  f e c h a d o s  em Gs '  p e l o  A* é máximo, em r e l a ç ã o  a  q u a l q u e r  o u t r a  

á r v o r e  G s ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C 2  e  c u s t o  d e  s o l u ç ã o  f  ( s )  < - f  ( s ' ) .  

D e m o n s t r a ç ã o :  

Uma v e z  q u e  c  > c  p a r a  t o d o  c  em Gs ,  o  r e s u l t a -  i - O i 

do a c i m a  é e v i d e n t e ,  p e l o  t e o r e m a  a n t e r i o r .  

E s t e  c o r o l á r i o  1 n o s  d á  a  f o r m a  d e  G s ' .  



C o r o l á r i o  2  

S e j a  G s "  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, mas com cug  

t o s  d e  t r a n s i ç ã o  u n i t á r i o s  e  custo2:-de s o l u ç ã o  f ( s n ) .  ~ n t ã o  o  nÚ- 

mero d e  n o s  f e c h a d o s  e m  G s  p e l o  A* é minirno, em r e l a ç ã o  a  q u a l -  

q u e r  o u t r a  á r v o r e  G s ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C2 e  c u s t o  d e  solução f ( s ) >  - f(s"). 

D e m o n s t r a ç a o :  

Como c  c 1 p a r a  t o d o  c i  em G s ,  o  r e s u l t a d o  é v e r -  i - 
d a d e i r o ,  t e n d o  em v i s t a  o  t e o r e m a  7 .  

E s t e  c o r o l á r i o  2  n o s  d a  a  f o r m a  d e  G s " .  

B - CALCULO DOS LIMITES 

Teorema 8 

S e j a  G s  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C2; e n t ã o :  

i )  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  número d e  n ó s  f e c h a d o s e m  

- 
G s  p e l o  A* e  

ii) um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  número d e  n ó s  fechados  em 

L 

G s  p e l o  A* e 

k  L(k - i )  
1 - a  

FGS" = 1 B 1 - 1 - a  
J 

o n d e  k  = [f (s)] 
i = O  

( i s t o  é, k é o  m a i o r  i n t e i r o  menor ou i g u a l  a  f ( s ) ) .  



Demonstração: 

i) segundo o corolário 1 do teorema 7, um limite supg 

rior para o número de nós fechados em Gs seria o niimero de nós fg 

chados em Gs', como descrita naquele corolãrio, isto é, com cus- 

tos de transição c e custo da solução Ótima f (s') > f(s); como es 
O - - 

tamos interessados num limite superior o mais baixo possIve1, fa- 

çamos f (s ' )  o menor possível dentro da limitação f (s ') > f (s) . Por - 
outro lado, temos uma expresszo que nos permite calcular o número 

de nós fechados em Gs' em termos da profundidade k da solução; c2 

mo todos os arcos de ys' são iguais a c f(sl) = kco e k = 
fb') 

0 ' c0 

e este número é inteiro; então se f (SI. 
C 

for inteiro, podemos £5 
O 

zer f(sl) = f(s), e, portanto k = ; se, no entanto, f (SI 
C C 
O O 

não for inteiro, podemos fazer f(s') igual ao valor' mais 

e, superior a f(s), de forma que . 4 4 ~  '1 seja inteiro* Isso e- 
C 
O 

quivale a uma árvore com o menor k possível, dentro dos limites do 

teorema; nesse segundo caso, k = L f(S) + 1. Deve-se notar 
C 
o 

que essa expressão inclui o primeiro caso ( f(s) é inteiro). 
C 
O 

Resta calcular o número de nós fechados dessa árv2 

re, com solução na profundidade k, custos de transição c e coefi 
O 

ciente de ramificação B. No item 3a) do capztulo 11,temos que 

k L(k-i) l - Y  
l + a  

FCS' = C s e c  = I  
o 

i=O 



Na v e r d a d e  é e s s e  r e s u l t a d o  q u e  p r o c u r a m o s ,  p o i s  o  

v a l o r  d o s  c u s t o s  d e  t r a n s i ç ã o  é i r r e l e v a n t e ,  s e  s ã o  t o d o s  i g u a i s .  

k  L ( k - i )  ' - ' A  
F G S '  = 1 B 1 + 0 b  o n d e  k  = pS' J + 1 

c0 
i = O  

i i )  n o v a m e n t e ,  n e c e s s i t a m o s  a p e n a s  o b t e r  a p r o f u n d i d a -  

d e  k d a  s o l u ç ã o  em G s " ,  c o n f o r m e  d e s c r i t a  no  c o r o l á r i o  2 d o  t e o r 5  

C 

m a  7 ,  uma v e z  q u e  o  numero d e  n ó s  f e c h a d o s  s e r á  d a d o  p e l a  e x p r e s -  

s ã o  a n t e r i o r ,  j á  q u e  o s  c u s t o s  s ã o  t o d o s  i g u a i s .  

Como o s  c u s t o s  s ã o  u n i t á r i o ,  k = f  ( s " )  e sabemos  

q u e  £ ( s " )  - < f  ( s ) .  S e  £ ( s )  f o r  i n t e i r o ,  podemos f a z e r  f  (s") = f  ( s ) ;  

- 
s e  n a o ,  podemos f a z e r  f ( s n )  i g u a l  a o  i n t e i r o  m a i s  e menor  

q u e  f  ( s ) .  E n t ã o  k = E ( S ) ]  ( i s t o  é, k  i g u a l  a o  m a i o r  i n t e i r o  m e -  

n o r  ou  i g u a l  a  f ( s ) )  a b r a n g e  o s  d o i s  c a s o s .  

P o r t a n t o :  

k ~ ( k -  i )  ' - ' i  
F G S "  1 B l + a  o n d e  k  = [£(s)] 

i =O 

E s s a s  e x p r e s s õ e s  concordam com o s  r e s u l t a d o s  o b t i -  

d o s  p o r  A r a u j o  [3] ,  embora  s e j a m  um pouco  m a i s  g e r a i s ,  p o i s  n a  

q u e l a  r e f e r ê n c i a  f o r a m  u s a d o s  a p e n a s  c u s t o s  u n i t á r i o s .  

c - E X T E N S Ã O  D E  VALIDADE 

~ a m b é m  n e s s e  c a s o ,  d e  g r v o r e  com o  mesmo f ( s ) ,  re-  



f e r i m o - n o s  a p e n a s  a  a r v o r e  c o q  s o l u ç ~ o  Ú n i c a ;  e podemos e x a m i n a r  

q u e  c o n d i ç Õ e s  o u t r a s  s o l u ç ~ e s  t e r i a m  q u e  s a t i s f a z e r ,  no c a s o  d e  

á r v o r e s  com m a i s  d e  uma s o l u ç ~ o ,  p a r a  q u e  o s  r e s u l t a d o s  obtidos em 

B c o n t i n u e m  v a l e n d o .  

Suponha e n t ã o  uma á r v o r e  G s ,  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, com 

uma s o l u ç ã o  Ót ima  8 ,  d e  c u s t o  f ( s )  e o u t r a  s o l u ç ~ o , n ~ o  p r e f e r i d a ,  

T ,  i s t o  é, f  ( T )  2 f ( B ) ;  o  t e o r e m a  4 n o s  g a r a n t e  q u e  s e  k ( n , 8 )  <_k(n,T) 

p a r a  t o d o  n  £ e c h a d o  em G s ,  e n t ã o  a  p r e s e n ç a  d a  n o v a  s o l u ç ~ o  em n a  

- 
d a  a f e t a r á  o  c o n j u n t o  d e  n o s  f e c h a d o s  em G s ,  i s t o  é, o  numero d e  

n ó s  f e c h a d o s  em G s  s e r i a  o  mesmo s e  G s  t i v e s s e  a p e n a s  a  s o l u ç ã o  8 .  

Nosso p r o b l e m a  c o n s i s t e ,  e n t ã o ,  em a c h a r  - .o  c u s t o  

£ ( T )  mInimo d a  n o v a  s o l u ç ã o ,  d e  f o r m a  q u e  a s  c o n d i ç õ e s  d e s e n v o l v i  - 

d a s  no i t e m  a n t e r i o r  c o n t i n u e m  v a l e n d o ;  em o u t r a s  p a l a v r a s ,  q u a l  

£ ( T )  m?nimo t a l  q u e  k ( n ,  T )  . k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  em G s  ? 

Teorema 9 

S e j a  G s  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, mas com t o d o s  

o s  c u s t o s  d e  t r a n s i ç ã o  i g u a i s  a  c  e  cam d u a s  s o l u ç Õ e s  8  e T, o 2  i ' 
d e  8  é a  p r e f e r i d a ,  com f  ( 8 )  = £ ( s ) .  ~ n t ã o ,  s e  £( 'C)  - > 3f  ( O ) ,  t e  - 

mos k ( n ,  T) - > k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o .  

~ e m o n s  t r a ç ã o :  

Da mesma f o r m a  q u e  no t e o r e m a  5 ,  s e j a m  S  = { n  E GS I i 

e x i s t e  caminho d e  n  a  n  i n t e r c e p t a n d o  y s  i 

n  - no  d e  y s  d e  o n d e  p a r t e  o  ramo o n d e  e s t a  n i 

n  - nó d e  y s  d e  o n d e  p a r t e  o  ramo o n d e  e s t á  T 
U 



Consideremos três. casos: 



Figura 11 



De f o r m a  q u e ,  n e s s e  c a s o ,  nzo há r e s t r i ç õ e s ;  s e  T 

é a s o l u ç ã o  n ã o  p r e f e r i d a ,  k ( n ,  T )  3 k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  

e m  G s ,  p a r a  o  q u a l  n .  # nu. 
1 

b )  n  = n  mas n  6 S' o n d e  i u u ' 

S * = { n Ó s  a c e s s i v e i s  d e  n  sem p a s s a r  p o r  n  e 
u  1 U 

U u  
y r  = {n = n o ,  n l  , . . . ,'r} = caminho Ótimo d e  n a  r 

u  U u  

Ainda  n e s s e  c a s o  n ã o  h á  r e s t r i ç õ e s ;  s e  T é a  s o l u -  

ç ã o  n ã o  p r e f e r i d a ,  k ( n ,  8 )  1 k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o  em G s  pg  

r a  o  q u a l  n .  = n  e n  k S* 
1 u  U 

c )  n  = n  mas n  E S* i u  ' u 

'E 
Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  podemos c o n s i d e r a r  n e  y 

u  

Da f i g u r a  1 3 :  

k ( n ,  T)  = f ( ~ )  - g ( n )  

k ( n ,  01 = g ( n )  - g ( n i )  + f ( 8 )  - g ( n i )  

kCn, r )  - k ( n ,  8 )  = £ ( r )  - f ( 8 )  + 2 g ( n i )  - 2 g ( n )  



Figura 12 



Figura 13 



E x a t a m e n t e  quando 

Mas, uma v e z  que  g ( n )  = f ( 8 )  p a r a  que  n  s e j a  f g  
max 

c h a d o ,  vem 

É e v i d e n t e  q u e  a  f u n ç ã o  j ( i )  = 3 £ ( 0 )  - 2 g ( n i )  tem 

um máximo em g ( n . )  = O ,  e  i s s o  a c o n t e c e  q u a n t o  i = 0 ,  i s t o  é, qua2 
1 

do a s  s o l u ç Õ e s  T e  0  tem como Único  a n c e s t r a l  comum o  nó i n i c i a l .  

e a  p r e s e n ç a  d a  s o l u ç ~ o  T em nada  a f e t a r á  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a  - 
d o s .  

É i n t e r e s s a n t e  v e r i f i c a r  que  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  

j  (i) = 3f  ( 8 )  - 2 g ( n i )  é mznimo quando  g ( n . )  = f  ( O ) ,  e ,  n e s s e  ca so ,  
1 

f ( ~ )  2 f ( 0 ) ,  mas 8  é a n c e s t r a l  d e  T ,  i s t o  é, s e  p a r a  o  a l g o r i t m o  

f e c h a r  r f o r  n e c e s s á r i o  a n t e s  f e c h a r  0 ,  e n t ã o ,  também não  há  r e s -  

t r i ç õ e s ;  a  p r e s e n ç a  d e  T em nada  a f e t a r á  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a -  

c h a d o s .  

P a r a  c o n c l u i r ,  no temos  q u e  a  c o n d i ç ã o  f ( ~ )  > - 3 f ( 0 )  

não  d e p e n d e  dos  c u s t o s  d e  t r a n s i ç ã o ,  d e  fo rma  q u e  s e  a p l i c a  t a n t o  

ao  c a s o  do l i m i t e  s u p e r i o r  como a o  do l i m i t e  i n f e r i o r  d e  n ó s  f e -  

c h a d o s .  



E s s e  r e s u l t a d o  c o n c o r d a  com A r a u j o  E 3 l r  e m b o r a  nes - 

s a  r e f e r ê n c i a  n o v a m e n t e  t e n h a  s i d o  u s a d o  c u s t o s  u n i t ~ r i o s ,  d e  on -  

d e  f ( 8 )  = k. 

a - O U T R A  CONDIÇÃO PARA A E X T E N S Ã O  DE VALIDADE 

. - 
S u g e r i m o s  a q u i  o u t r a  c o n d i ç ã o ,  em ce r t a s  o c a s i o e s  

m a i s  a p e r t a d a  q u e  a d o  i t e m  a n t e r i o r ,  p a r a  q u e  o s  l i m i t e s  o b t i d o s  

em B c o n t i n u e m  v a l e n d o ,  n o s  c a s o s  d e  s o l u ç ã o  m Ú l t i p l a .  

Teorema  1 0  

S e j a  G s  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C 2 ,  m a s  com t o d o s  

o s  c u s t o s  d e  t r a n s i ç ã o  i g u a i s  a  c  e  com d u a s  s o l u ç Õ e s ,  8  e  'C, i ' 
o n d e  8  é a  p r e f e r i d a ,  i s t o  ê, f ( 8 )  2 f  ( T ) .  

~ n t ã o ,  s e  'C é t a l  q u e  

A* f e c h a r á  em G s  o  mesmo c o n j u n t o  d e  n ó s  q u e  f e c h a r i a  s e  u s ~ s s e m o s  

a p e n a s  a  s o l u ç ã o  8 .  

Lema 1 

Nas c o n d i ç õ e s  d o  t e o r e m a  9 ,  e p a r a  O < a < 1, - 

Demons t r a ç a o :  

P a r a  a = O o  r e s u l t a d o  é verdadeiro, i n d e p e n d e n t e  d e  'C; 



P a r a  a = 1, a p e n a s  o s  no's d a  s o l u ç ã o  o ' t ima s e r ã o f g  

c h a d o s  e o  t e o r e m a  1 0  é v e r i f i c a d o  t r i v i a l m e n t e .  

P a r a  O < a < 1, t emos ,  

Tendo em v i s t a  e s t e  l e m a ,  podemos e n u n c i a r  o  t e o r 5  

ma 10  d e  o u t r a  fo rma:  s e  T é t a l  q u e  

e n t ã o  c a d a  nó n  f e c h a d o  u sando  s ( n )  = a h ( n )  (onde  h ( n )  é o  c u s t o  

do menor caminho a t é  uma s o l u ç ã o ,  8 ou T )  s e r á  f e c h a d o  s e  usa rmos  



f  ( 0 )  + g (n) - 2g(n i )  é o  c u s t o  do caminho d e  n  a  0 ;  ( v i d e  

n o m e n c l a t u r a  do t eo rema  9 ) .  

P a r a  p r o v á - l o ,  como no t eo rema  9 ,  suporemos três c5 

a )  ni # n  
U 

P e l o  t e o r e m a  9 ,  f  ( r )  - > f  ( 8 )  i m p l i c a  em k ( n , ~ )  - > k(n,8) 

e  a  p r e s e n ç a  d e  r não  a f e t a  o  f e c h a m e n t o  d e  n .  

b )  n .  = n  mas n  g! S* 
1 u u  

Novamente,  p e l o  t eo rema  9 ,  f  (T )  5 f  ( 8 )  i m p l i c a  em 

k ( n ,  r )  2 k ( n ,  8)  e  a  p r e s e n ç a  d e  T não  a f e t a  o  f echamen to  d e  n .  

* c )  n  = n  e n z S  i u u 

r 
Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  podemos c o n s i d e r a r  n  & y u  

Da f i g u r a  13:  

k ( n ,  T )  = f ( ~ )  - g ( n )  

k ( n ,  0 )  = f ( 0 )  + g ( n )  - 2 g ( n i )  

Demostremos a  p a r t e  " s e " ;  temos que  m o s t r a r  q u e  

g ( n )  + a k ( n ,  T )  < - f  ( 8 )  i m p l i c a  em g ( n )  + a k ( n ,  8 )  5 f  ( 0 1 ,  

i s t o  é, t o d o  nó n  q u e  f o r  f e c h a d o  u sando - se  a s o l u ç ã o  r s e r á  £ e  - 
chado  s e  f o r  u s a d a  a  s o l u ç ã o  0. 

R e a l m e n t e ,  supondo 
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L C 

P a r a  p r o v a r  q u e  nenhum o u t r o  no  e  f e c h a d o  s e  u s a r -  

mos G(n) = akCn,  O) ,  no temos  q u e ,  d e s d e  q u e  h ( n )  < - k ( n ,  O) ,  por d e  

f i n i ç â o  ? (n )  = g ( n )  + a h ( n )  5 g ( n )  + a k ( n ,  O). 

P o r  o u t r o  l a d o ,  g ( n )  + a k ( n ,  8 )  5 f  ( 8 )  i m p l i c a  em 

9 
f ( n )  < - f ( 8 )  e o  nó n  ê f e c h a d o  ( a  menos c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e ) .  

I s s o  e n c e r r a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

c o r o l á r i o  

S e j a  G s  uma á r v o r e  n a s  c o n d i ç õ e s  C2, com custos quais 

q u e r  d e  t r a n s i ç ã o  e s o l u ç ã o  Ót ima 8 .  S e  t o d a  s o l u ç ã o  T n ã o  p r e f g  

r i d a  s a t i s f a z e r  

- C( f ( 8 )  + 1 - a  
f  ( r )  > min  ' C 3f  ( O ) ,  - 

l + a  a 
1 

e n t ã o  A f e c h a r á  em G s  o  mesmo c o n j u n t o  d e  n ó s  q u e  f e c h a r i a  c a s o  

T n ã o  e x i s t i s s e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  

F o i  d e m o n s t r a d o  q u e  p a r a  á r v o r e s  d e  c u s t o  ci  ( u n i -  

f o r m e )  a  c o n d i ç ã o  é s a t i s f e i t a  s e  f ( ~ f  > - 3f ( 8 )  ou s e  £ ( . r )  - > 

> 3 3  - a 
f ( 0 )  + 

1 - a  , i s t o  é s e  
- 1 + a  a 

f ( r )  > min 3f  ( 0 1 ,  
3 - a  

f ( 8 )  + 
1 - a  

- l + a  a 
1 

r 
O r a ,  já demos t ramos  q u e ,  s e  uma a r v o r e  t e m  c u s t o s  

c  A* f e c h a r ;  p e l o  menos o s  mesmos n ó s  q u e  em o u t r a  á r v o r e  i d ê n -  
0 ' 



t i c a ,  mas d e  c u s t o s  q u a i s q u e r ,  Façamos c = c  i o ?  s e  a c o n d i ç ã o  em 

f ( ~ )  é v a l i d a  p a r a  a r v o r e s  com c u s t o s  c  e  e s t a  tem f e c h a d o  p e l o  
o  

menos o  mesmo c o n j u n t o  d e  n o s  q u e  em q u a l q u e r  o u t r a  n a s  mesmas co: 

d i G Õ e s ,  e n t ã o  v á l i d a  p a r a  e s s a  o u t r a .  

E - UMA FUNÇÃO APROXIMADA 

No i t e m  B d e s t e  c a p T t u l o  o b t i v e m o s  a e x p r e s s a 0  

k  L(k - i )  1 - a  
FGS = 1 B l + a  

1 
i=O 

t a l  que  nos  f o r n e c e  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  nÜmero d e  n ó s  f e c h a  

d o s ,  s e  k = L f  ( s )  + 1, e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  nÜmero d e  
C 

O 

nós  f e c h a d o s ,  s e  k = [f (s)]  . 
No s e n t i d o  d e  s i m p l i f i c a r  a e x p r e s s ã o  a c i m a ,  r e t i -  

remos a  f u n ç ã o  L J ,  e n t ã o  

k-l ( k  - i - 1 )  
1 - a  

FGs 1 1 B l + a  + 1  

-- 

Façamos p = B I + a ; e n t ã o  

~ n t ã o  t e r e m o s  a s  novas  e x p r e s s õ e s  p a r a  o s  l i m i t e s :  



1 - a  

FGs" = 
fIk - 1 

+ 1, onde p = B l + a  
e k = Cf(s)] . 

P - 1  

A qualidade dessas expressões aproximadas pode ser 

avaliada pelos gráfieos do ~ ~ ê n d i c e  2. 
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C A P S T U L O  I V  

N e s t e  Ú l t i m o  c a p í t u l o ,  g o s t a r i a  d e  i n d i c a r  a l g u n s  

p o n t o s  do  t r a b a l h o ,  p o s s í v e i s  d e  m o d i f i c a ç ã o ,  d e  f o r m a  a  t o r n a r  

m a i s  g e r a i s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s ,  o u ,  a i n d a ,  d e  s u g e r i r  l i n h a s  d e  

p e s q u i s a  n e s s e  s e n t i d o .  

Umas d a s  m a i s  f o r t e s  r e s t r i ç õ e s  n e s t e  t r a b a l h o  é a  

d e  q u e  e l e  s e  r e f e r e  a  á r v o r e s ;  c o l o c a - s e  n a t u r a l m e n t e  o  p r o b l e m a  

d e  o b t e r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  e  i n f e r i o r e s  a o  número d e  n ó s  f e c h a -  

d o s  p o r  um A* p e r c o r r e n d o  um g r a f o .  0 s  r e s u l t a d o s  a  s e r e m  o b t i d o s  

devem, c l a r a m e n t e ,  i n c l u i r  o s  do  p r e s e n t e  t r a b a l h o  como c a s o s  p a r  

t i c u l a r e s .  

No t e o r e m a  4 f o i  d e m o n s t r a d o  q u e  s e  uma á r v o r e  pog 

s u i  d o i s  n ó s  t e r m i n a i s  0  e  T ,  e  o  A* & t a l  q u e  f e c h a  t o d o  n ó  n  p a  

r a  o  q u a l  k ( n ,  T )  2 k ( n ,  e ) ,  e n t ã o  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a d o s  s e -  

r i a  o  mesmo c a s o  T n ã o  e x i s t i s s e .  E s s a  é a  c o n d i ç ã o  p a r a  a s  no- 

v a s  s o l u ç Õ e s  q u e  p e r m i t e  e s t e n d e r  a  v a l i d a d e  d o s  l i m i t e s  e n c o n t r a  

d o s  p a r a  o  c a s o  d e  s o l u ç ã o  Ú n i c a ,  p a r a  o  c a s o  d e  s o l u ç ã o  m u l t i p l a s .  

N e s s e  p o n t o ,  o  p r o f .  A r a u j o  s u g e r e  uma condição mais  

a p e r t a d a :  s e ,  p a r a  t o d o  n ó  n  t a l  q u e  g ( n )  + a k ( n ,  9 )  > f ( ç )  t i v e y  

mos g ( n )  + a h ( n )  > f ( s )  ( o n d e  h ( n )  = min { k ( n ,  O ) ,  k ( n ,  . r ) } ) ,  e n  

* - 
t ã o  o  c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a d o s  p e l o  A s e r i a  o  mesmo c a s o  T n a o  



e x i s t i s s e .  

A i n d a  no  i t e m  d e  e x t e n s ã o  d e  v a l i d a d e ,  f o r a m  p r o -  

c u r a d a s  c o n d i ç õ e s  p a r a  a s  n o v a s  s o l u ç Õ e s  t a i s  q u e  e l a s  n ã o  a f e t a s  

sem o  f e c h a m e n t o  d e  um n ó ,  a f i m  d e  q u e  o s  l i m i t e s  e n c o n t r a d o s  con  

t i n u a s s e m  v a l e n d o ;  e a  c o n d i ç ã o  e n c o n t r a d a  f o i  a  d o  t e o r e m a  4: 

k ( n ,  r )  2 k ( n ,  8 )  p a r a  t o d o  n  f e c h a d o .  Mas é p o s s ~ v e l  a b o r d a r  o  - 
p r o b l e m a  p o r  um novo a n g u l o :  e n c o n t r a r  c o n d i ç õ e s  (ou p r o v a r  q u e  

n ã o  e x i s t e m )  p a r a  a s  n o v a s  s o l u ç Õ e s ,  t a i s  q u e ,  mesmo a f e t a n d o  o  

c o n j u n t o  d e  n ó s  f e c h a d o s ,  m a n t i v e s s e  s u a  c a r d i n a l i d a d e  d e n t r o  d o s  

l i m i t e s  e s t a b e l e c i d o s .  N e s s e  s e n t i d o  n ã o  f o i  f e i t a  nenhuma t e n t a  

t i v a .  



A P E N D I C E  I 

A s e g u i r  s ã o  a p r e s e n t a d o s  v á r i o s  g r á f i c o s ,  c o n s t r z  

i d o s  p e l o  p l o t t e r  d a  IBM-1130 d o  NCE d a  UFRJ, e m  e s c a l a  s e m i - l o g ,  

p a r a  a s  e x p r e s s õ e s  o b t i d a s  p a r a  o s  l i m i t e s  s u p e r i o r  e i n f e r i o r  dos 

n ó s  f e c h a d o s .  N e s t e  a p ê n d i c e  I ,  n o s  l i m i t a r e m o s  a  á r v o r e s  d e  bug 

c a  com s o l u ç ã o  no n í v e l  k .  

No e i x o  v e r t i c a l  e s t á  r e p r e s e n t a d o  o  nGmero d e  n ó s  

f e c h a d o s  (em l o g  d e  b a s e  1 0 ) ,  e  no  h o r i z o n t a l ,  o  v a l o r  d e  a v a r i -  

a n d o  c o n t i n u a m e n t e  d e  O a 1. As c u r v a s  em d e g r a u  r e p r e s e n t a m  a s  

f u n ç õ e s  e x a t a s  

1 + a 
FGs = B .o 

_I 
( c u r v a  s u p e r i o r ) ,  e  

1 - a  

F g s  = 1 B 
1 

( c u r v a  i n f e r i o r )  
i = O  

- 
A s  c u r v a s  c o n t í n u a s  r e p r e s e n t a m  a s  e x p r e s s o e s  a p r g  

p k  - 1 
x i m a d a s  FGs Z , o n d e  

P - 1  

k - 1 - a  
p = ~ ' o  1 + a  ( c u r v a  s u p e r i o r ) ,  e  

1 - a  

p = B  k c O  1 + ( c u r v a  i n f e r i o r ) ,  o n d e  R é o  c o  - 
e f i c i e n t e  d e  r a m i f i c a ç ã o ,  e c  o l i m i t e  i n f e r i o r  a o s  c u s t o s  de t r an  

0 ' 





FGs 



FGs 



FGs 













Da mesma f o r m a  q u e  no  a p ê n d i c e  a n t e r i o r  s ã o ,  a  se- 

g u i r ,  a p r e s e n t a d o s  g r á f i c o s  p a r a  a s  e x p r e s s õ e s  o b t i d a s  p a r a  o s  1; 

m i t e s  s u p e r i o r  e  i n f e r i o r  d e  n ó s  f e c h a d o s ,  d e s t a  v e z  e m  f u n ç ã o  do 

c u s t o  f ( s )  d a  s o l u ç ã o  p r e f e r i d a .  

A s  c u r v a s  em d e g r a u  r e p r e s e n t a m  a s  f u n ç õ e s  e x a t a s  

k  I ( k - i )  1 - 1 3  
FGs = 1 B l + a  

_1 , o n d e  
i = O  

k = L  f ( s )  1 + 1 (curva  s u p e r i o r )  e 
C o  

k  = C f ( 4 - J  ( c u r v a  i n f e r i o r )  

A s  c u r v a s  c o n t z n u a s  r e p r e s e n t a m  a s  e x p r e s s õ e s  a p r g  

x i m a d a s  

1 - a  
p k  - 1 

FGs =: , o n d e  p = B + a . * e  
P - 1  

k = L f ( S )  J + 1 ( c u r v a  s u p e r i o r  e  
C 

O 

k  = C f ( ~ )  J ( c u r v a  i n f e r i o r ) .  





FGs 









FGs 
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A P Ê N D I C E  1 x 1  

Foram feitas simulaçÕes, no B-6700 do NCE da UFRJ, 

de um algoritmo A*, nas condições C1, para determinação do número 

de nós fechados, onde o custo de transição é uma variável aleató- 

ria com distribuição uniforme entre c e 1. 
O 

No primeiro grupo de experimentos, a profundidade 

da solução é conhecida, e os parârnetros são: 

coeficiente de ramificação: B = 3 

profundidade da soluç~o: k = 5 

limite inferior para os custos de transição: c =0.4. 
O 

a varia de 0,l a 1.0, passo 0.1, e para cada a são 

feitos 10 experimentos. 

No segundo grupo, o custo da solução Ótima é conhg 
- 

tido, e os parâmetros sao: 

coeficiente de ramificação: B = 3 

custo da solução Ótima: :f(s) = 4.5 

limite inferior para os custos de transição: c =0.7 
O 

~ a m b é m  nesse caso, a varia de 0.1 a 1.0, passo 0.1, 

e para cada a são feitos 10 experimentos. 

0 s  resultados estão apresentados a seguir. 



número de  nós f echados  



número  d e  118.5 f e c h a d o s  



número d e  nós fechados 



número d e  nós fechados 



nÚme&o d e  nós f e c h a d o s  



número d e  nós fechados 



B = 3  

C = 0.7 
o 

f (s)  = 4 . 5  

número de nós fechados 



f  (s) = 4 . 5  

nGmero de nós fechados 



B = 3  

c = 0.7 
O 

f (s) = 4.5 

número de nós fechados 

5 

5 

5 

7 

5 

9 

9 

5 

9 

5 



número de nós fechados 
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