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O objetivo deste trabalho foi coletar diversos tipos 

de Problemas referentes a Multicomodidade em Redes N ~ O  Orientadas e 

cslocá-10s em uma Única formulação que fosse o mais possfvel didáti - 
ca e justificar o porquê de seus processos de resolução, visto que 

todos os artigos referentes a esses tÔpicos são muito pouco didáti- 

cos e não apresentam justificativa nenhuma para os processos apre - 
sentados. 

DOS Problemas apresentados, o mais importante 6 o de 

~htese, no qual necessita-se encontrar as capacidades de uma rede 

a ser construlda, de modo que satisfaça a requisitos de fluxo previ - 
mente estabelecidos e tenha um custo total de constxuç~o mfnimo. A 

parte principal deste trabalho, onde entre toda sua originalidade , 
6 referente à região viável deste tipo de Problema, pois consegui - 
mos determinar uma região vikel bastante limitada, o que em muito 

nos facilita a busca da solução Ótima. 

Outro Problema abordado 6 referente 3 Viabilidade de 

Fluxos, onde a quantidade de fluxo de cada uma das comodidades é co - 
nhecida a priori e a questão 6 sabermos se todas essas quantidades 

de fluxo podem ou não ser satisfeitas simultaneamente para uma rede 

dada. Em outras palavras, temos uma determinada rede e desejamos 

saber se podemos passar através dela determinadas quantidades de 

fluxo. Consideramos também Problemas de ~omatória de Fluxos onde 

se tem como requisito determinadas quantidades de fluxo entre espe- 



cificos nós fontes e especificas nós receptores com mhimo custo to - 
tal. A este tipo de problema podemos associar custo, associando a 

cada arco da rede um determinado custo de transporte. 

Como Último Problema abordado, temos o de Ampliação,on - 
de já existe construída uma rede e, através de uma análise, sabe -se 

que a mesma não está atendendo aos requisitos de fluxo. A questão 6 

conhecer de quanto deve ser aumentada a capacidade de cada arco da 

rede, de maneira que a rede ampliada satisfaça &peles requisitos e 

tenha um custo total de ampliação mínimo. 

~onv6m lembrar que este trabalho tem finalidade didáti - 
ca, dai a inclusão de determinados itens que funcionam como suporte 

aos Problemas referidos. 



ABSTRACT 

The objective of this work is to collect severa1 kinds 

of Problems concerning Multicommodity in Non-Oriented Networks and 

put themin one unique formulation which is the most didatic possible 

and justify their resolution procedures, for a11 the publications 

about these topics are not didatic and do not present any justificationo 

The most important Problem presented is the Synthesis 

Problem, where we have to determine the capacities of a network to he 

constructed so that the previously established flow requirement are 

satisfied at minimum total construction cost. The main part of this 

mrk, where is a11 its originality, is the feasible area of this kind 

of Problem, for we determine a very restrictive feasible area,which 

help us to find the optimal solution. 

Another presented Problem is the Feasihility of Flows, 

where the flow value at each of the commodities is prescribed, and 

the question is to know if a11 these flow values can be realized 

simultaneously or not in a given network. In other words, we have a 

network and we want to know if we can pass the prescribed flows 

through it. We also considered the Sum of Flows Problems where we 

have as a requisite a certain quantity of flow between specific 

source nodes with a minimum total cost. To this kind of problem, we 

can associate a csst, associating to every arc of the network a 

prescribed shipping cost. 

As the last Problem presented, we have the Expansion 



Problem, where we already have an existing network and, through 

analysis, we find that the network is not satisfying the flow require - 
ments. The question is to determine how much the capacity of each 

arc in the network must be expanded, so that the expanded netwoxk 

can satisfy those requi~ements at minimum total expansion cost. 

We remark that this work has a didatic finality, and 

this justi£ies the inclusion of some topics which have the only 

function to support the mentioned Problems. 
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DEFINIÇÃO DO PROBLEMA GERAL 

Quando s e  es tuda  os  c l á s s i c o s  problemas de  t ranspor  - 

te numa rede [N,A,Y] , encont rar  o  f luxo máximo que v a i  d a  fon te  

Ns ao r ecep to r  N S l  s e m  v i o l a r  a s  capacidades das restrições x . . <  
13-  

< yi (para  todo i, j )  , onde x - i j 
é a  quantidade de f luxo  que a t r a  - 

vessa  o  arco  Ai j e y i j  é a  capacidade do arco  Ai j, sua  formu- 

lação  matemática assume o  t r a n s p o r t e  de somente uma Única comodida- 

de. 

4 

Resumindo-se, um problema c l á s s i c o  de t r a n s p o r t e  e  

apresentado da seguin te  maneira: 

Sejam NS e N s l  d o i s  nós d i s t i n t o s  de N onde NS 

é a  fonte  e  N S l  O r ecep to r .  Um f luxo e s t á t i c o  de v a l o r  f ( S , S 1 )  

de Nç pa ra  N s l  e m  [ N , A , Y ]  , (uma rede  o r i e n t a d a ) .  é uma fungão 

f  : A - W que s a t i s f a z  às seguin tes  equações l i n e a r e s  e i n e g u a ç k :  

C f (x ,w) - 1 f  (w,x) = f xfSrS'  
WEA (x) w eB (x) 

- f ( S , S t )  1 x = s l  I O 
No caso de  e x i s t i r e m  d i v e r s a s  fon tes  e  v á r i o s  recep  



t o r e s  e s e  o f luxo  de qualquer fon te  puder s e r  enviado a qualquer  r e  - 
cep to r  en tão ,  e s t e  problema pode ser t r iv ia lmen te  transformado em um 

problema de uma Única fon te  e único recep to r  a t r a v é s  da c r i a ç ã o  de 

uma super  fon te  a gua l  e s t a r i a  l i g a d a  a todas a s  fon tes  o r i g i n a r i a s  

a t r avês  de a r c o s  com capacidades de t r a n s p o r t e  i g u a i s  a i n f i n i t o  e 

também a t r a v é s  da c r i ação  de um super  r ecep to r  o gua l  também e s t a r i a  

l igado  a todos receptores  o r ig in&ios  a t r a v é s  de arcos  com capacida- 

de  i n f i n i t a .  Por tanto ,  um problema d e s t e  t i p o  é assim apresentado : 

Para  maiores d e t a l h e s ,  suponhamos que os  N nós de 

uma rede [N ,A ,Y  ] são  d iv id idos  em três conjuntos: 

S = conjunto dos nós f o n t e s  

SI =conjunto dos nós r ecep to res  

R = conjunto dos nós in termediár ios  ; 

e consideremos o problema d e . e n c o n t r a r  o máximo f luxo  de S para  SI. 

O f luxo de S para  S '  pode ser imaginado como u- 

ma função de v a l o r  r e a l  f d e f i n i d a  em A que s a t i s f a z  : 

o v a l o r  do f luxo  torna-se 

Transformando-se [ N , A , Y ]  na rede  N* ,Af ,Y* ] a- 

t r a v é s  do acréscimo de d o i s  nós u e v e de todos o s  a rcos  (u,S) , 
(S1 ,v )  e a l t e r a n d o  a função de capacidade b d e f i n i d a  e m  A para  

b* de f in ida  e m  A* por 



~ n t ã o  a limitação f de um fluxo f* de u para 

v em [N*,A*,Y*] é um fluxo de S para S '  em [ N,A,Y ] . Vice- 

Versa, um fluxo de S para S '  em [ N,A,Y ] pode s e r  transformado 

em %im fluxo f *  de u para v em [ N*,A* ,Y* ] , definindo-se 

~ * ( u , x )  = f (x,N) - f(N,x) r X E S  I 

f*(x,v) = f (N,x) - f (x,N) , X E S ' ,  

f*  (x,w) = f (x,w) r em outros casos . 

Consequentemente o problema de fluxo máximo de S 

para S I  em [ N , A , Y  ] é equivalente ao problema de uma Única fonte 

e Ünico receptor na rede transformada. 

Se, e m  cima deste  problema de transporte apresenta- 

do fizermos cer tas  res t r ições  t a i s  como a obrigatoriedade de que o 

fluxo de cer tas  fontes sejam enviados a determinados receptores ou 

então quando o problema envolve n produtos diferentes  para serem 

enviados atravgs de uma rede de transportes de capacidade limitada e 

a quantidade de ofer ta  e demanda d i fe re  signi£icativamente de produ- 

t o  para produto,então o problema torna-se mais complexo e não mais 

é possivel resolvê-10 como um problema comum de transporte ou mesmo 

como uma aproximação. E que agora temos um problema de multicomodi- 

dade de fluxos. 

Sejam as fontes Ns e os receptores N S l ( S = l  ,..... 
....,q ; S ' = l t ,  .......,q'), onde o fluxo S é de Nç para NSt 



s Seja x o fluxo S no arco Ai j e f(S,Sf) o valor do fluxo S ij 

de Ns para Nç, . Um dos problemas em multicomodidade de fluxos 

6 encontrar 
=I 

max C f (S,ST) 
S=l 

sujeito a : 
-f(S,S1) se j=S , 

Em .casos muito especiais, como quando da existência de 

um Único tipo de fluxo em toda uma rede, podemos para arcos com flu- 

xos em direcões opostas, efetuar os respectivos cancelamentos. Esta 

observação é de grande importância para ressaltar o fato de que ar- 

cos com fluxos de diferentes comodidades não podem se cancelar entre 

si, no caso de terem dire~ões opostas. Esta 6 uma das maiores difi- 

culdades de problemas 'de multicomodidade de fluxos. 

outro tipo de problema de multicomodidade de fluxos 

é o chamado problema de viabilidade que se resume em dados valores 

inteiros não negativos de requisitos de fluxo r(S,S1) , (S=l, ..... 
...,g ; S '  = I.',.. ......., q') , pode existir fluxos simultâneos 

com 



Existem d ive r sos  modelos de multicomodidade e m  r e  - 
des ,  d o i s  dos qua i s  simplesmente já apresentados,  mas basicamente 

xis tem d o i s  t i p o s  de problemas, o problema de a n á l i s e  e o de s í n t e -  

se que se rão  apresentados a segu i r .  

Se ja  f 
P4 

o v a l o r  do f luxo  da fon te  N ao  recep- 
P 

t o r  N , e xPq o f luxo no a r c o  Aij  
q 

com fon te  N e r ecep to r  
i j P 

N . A conservação dos f luxos  requer  
4 

6 a capacidade do a rco  Ai j então  

S e j a  r (t) o f luxo requerido de N para  N no tempo t . O 
P q P q 

f a t o  de que a rede  6 capaz de  t r a n s p o r t a r  todos o s  f luxos a qualquer 

tempo é indicado por  



Evidentemente, o f a t o  da rede [N ,A ,Y ] atend-er aos 

requis i tos  de fluxo para todos os periodos acarretará  uma transfor-  

mação nas equações (1.1) , ( 1 . 2 )  e (1.3) transformando-as respecti-  

vamente em ( 1 . 4 )  , (1.5) e (1 .6 )  . 

No caso do Problema de ~ n ã l i s e ,  yi j  e r (t) são 
Pci 

Pq 
dados e o problema 6 encontrar x (t) t a l  que ( L . 4 ) ,  (1.5) e (1.6) 

i j 
sejam s a t i s f e i t a s .  Algumas vezes custos são associados aos fluxos 

nos arcos, então passamos a t e r  um problema de minimização do custo 

t o t a l  su je i to  a (1 .4 )  , (1.5) e ( 1 . 6  . Portanto, no problema de anã - 
l i s e ,  já ex i s t e  construfda uma rede e a questão 6 ver i f i ca r  s e  de - 
terminados requis i tos  de fluxo podem s e r  atendidos. 



Para o Problema de ) é dado e o pro 

blema é encontrar y i j  t a l  que ( 1 . 4 ) ,  1 . 5 )  e ( 1 . 6 )  sejam s a t i s  - 
f e i t a s  com o custo t o t a l  1 ci j  yij  mínimo. Neste caso os custos 

são associados 5s capacidades dos arcos que serão construídos, ou 

se ja ,  c é o custo de construção de um arco de capacidade u n i t ã -  i j 

r i a  de Ni para N . Consequentemente, no problema de s h t e s e , n e  
j - 

cessita-se encontraras capacidades de uma rede a ser  construída, de 

modo que satisfaça a requisitos de fluxo previamente estabelecidose 

tenha um custo t o t a l  de construção mínimo. 

O grau de dificuldade dos problemas de anãlise e s h  - 
tese depende de como o r (t) 6 dado. 

P4 



VIABILIDADE E SOMAT~RIO DE FLUXOS 

Antes de passarmos a estudar os problemas de Viabi- 

lidade e somatório de Fluxos, apresentaremos dois tópicos que serão 

necessários para a perfeita compreensão dos referidos problemas.São 

eles: ~étodo do Çimplex Revisado e o Princípio da ~ecomposiç~o de 

Dantzig-Wolfe. 

2.1 - ~étodo do Simplex Revisado 

2.1.1 - Introdução 

A forma de resolução do método simplex 6 uma manei- 

ra muito conveniente para fins didáticos, mas pode ser muito simpli - 
ficada. 

O que torna posszvel esta simplificação é o fato de 

muitas informações calculadas em cada quadro do simplex serem per - 
feitamente dispensáveis. Cada quadro, conforme será mostrado, pode 

ser determinado a partir do quadro inicial e de algumas informagões 

do quadro anterior. Este fato tem origem no ~étodo do Simplex Revi - 

sado. Para isso, necessitamos conhecer um metodo de inversão de ma 

trizes, inversão por partição e também a forma matricial do sim - 
plex. 



2.1.2 - ~ n v e r s ã o  de Matrizes por  p a r t i ç ã o  

Seja M uma mat r i z  (nxn) não s i n g u l a r ,  vamos p a r t i  - 
ciona-la  da segu in te  forma: 

, onde a é uma matr iz  (rnxrn) , é (mxs) , 
y é (sxm) e 6 é (sxs)  ; m+s=n 

Como M é não s i n g u l a r ,  M -' e x i s t e  e pode s e r  

= 

onde Im e Is são  matr izes  ident idade  de ordem m e s . 

Ficamos então  com o s is tema : 

A B 

C D 

Por de f in ição ,  

Resolvendo-se o s i s tema,  encontramos: 

onde A(mxm) , B (mxs) , C (sxm) e D (sxs) . 

e 

o: B 

Y 6 

A 13 

C D 

- - I =  I m  o 

O I s  



-1 Existindo 6 , o sistema é poss~vel. 

Um caso particular importante e que nos interessará 

é o da matriz M que pode ser particionada como se segue : 

M = 1 1  Q l  de onde tiramos : 

2.1.3 - Forma Matricial do Simplex 

Considerando-se um PPL com as variiheis de folga já 

inclu~das, podemos representá-lo matricialmente da seguinte forma: 

maximizar Z = c x - ao, , sujeito a: Ax= b, x > O (2.1) - - - - - - -  

onde c - 6 o vetor linha ( C ~ ~ C ~ C ~ )  r x 6 um vetor coluna - 
[ x ~ ~ x ~ ~ . . * ~ x ~ ]  r b - é um vetor coluna [bl,b2, ..., b,] e A é uma 

matriz (rnxn) , A = [aij] . 

Podemos escrever (2.1) da seguinte forma : 



min Z 

sujeito a : 

que podemos resumir em : 

min Z 

sujeito a : 

A* = 

OU seja, c 
j 

Seja  agora a matriz : 

passa a ser escrito como ao: passa 

o elemento nulo da primeira linha e primeira coluna passa 

a a io e 

a ser es- 

crito aoo . A matriz A* 6 de (m+1) linhas e ( n + l )  colunas . 

A operação de pivotagem é equivalente a multiplicar 

(2.2) à esquerda pela matkiz 



Se particionarmos as colunas de A em colunas bási - 
tas (E)) e não básicas (N) , teremos de (2.2) : 

onde cb é um vetor linha de m componentes, 2, 6 um vetor li - 
nha de (n-m) componentes e são correspondentes aos custos na fun - 
ção objetivo. Xb é um vetor coluna de m componentes, xn 6 um 

vetor coluna de (n-m) componentes e são correspondentes a variá - 
veis básicas e não básicas. 

Fazendo-se x como variáveis básicas de partida , -b 

e como a ordem das colunas de B e N não é importante desde que em 

x e em -b Xn as variáveis estejam na mesma ordem que as colunas cor - 
respondentes em B e em N e que seus coeficientes corresponden- 

tes em cb e em c estejam nessa mesma ordem, o que estamos real -n - 



mente querendo é uma matr iz  ident idade  no lugar  de B . O que 6 e- 

qu iva len te  a  multiplicarmos ( 2 . 4 )  2 esquerda por 

-1 denotando-se cbB = ii , temos : 
.., 

o que é equiva lente  a : 

Como x = O , temos : -n 



Para mudarmos de base, observamos os elementos da 

-1 matriz (cn - cbB N). Seja a a coluna j da matriz N e Z = 
- - j j 

= (C 8-l). . Os elementos c da matriz (cn - c b ~ - l ~ )  serão da- -b - j j - - 
dos por c = c  - Z , onde c 6 o custo relativo. j -j -j j 

-1 A base B 6 viável se B b 5 o, e 6 ÕtinS se :.<o 
J- - 

para todo j . Se não, escolhemos o maior c positivo. A variá- 
j 

vel j correSpondente entrará na base. Para escolhermos a variá - 
vel que sairá, calculamos os quocientes bi / aij , onde bi 6 o e - 
lemento i de b e a i j 6 o elemento i da coluna a . A me- - j 
nor razão corresponderá 2 variãvel que sairá da base. 

0 vetor linha II = (",...,") 6 O peso a ser mul - - 
tiplicado por cada linha e ser subtraído da linha custo para elimi- 

nar os coeficientes de custo das variáveis básicas. 

2.1.4 - ~6todo do Simplex Revisado 

Todo este item 2.1.4 será baseado no seguinte pro - 

blema : 

maximizar Z = c x - - , sujeito a: Ax - = b - , x - - -  > O 

No método do simplex, todos os números do quadro 

mudam de uma iteração para outra. Durante o cálculo, uma vez obti- 

do um quadro, podemos esquecer todas as informações anteriores,pois 

temos em cada quadro as informaçÕes necessárias para construir o se - 



g u i n t e  . 
Suponhamos que mantemos o quadro i n i c i a l  e queremos 

g e r a r  um determinado quadro. Que informações precisamos? Digamos 

que estamos i n t e r e s s a d o s  e m  todos o s  números do 299 quadro.  Prec i -  

samos de B-I assoc iada  ao 299 quadro e dos nomes das  v a r i á v e i s  b á s i  - 
tas a t u a i s .  Todos o s  o u t r o s  números do quadro podem ser gerados a 

p a r t i r  do quadro i n i c i a l  e da ma t r i z  B-l do 299 quadro,  como vere- 

mos a s e g u i r .  

-1 Observe-se que ii = cb .B  , ou s e j a ,  o ii a t u a l  - - 
o b t i d o  mult ipl icando-se  cb do quadro i n i c i a l  p e l o  B a t u a l .  Con -1 - 
vém lembrar que conhecendo-se a s  v a r i á v e i s  bás i cas  a t u a i s ,  conhece- 

se cb. -1 b (termos independentes do 298 quadro) é dado por  B .b, - - 
- 

4 onde b 6 do quadro i n i c i a l .  Qualquer  coluna a da  ma t r i z  A e - - j 
dada por  B-I a , onde a é do quadro i n i c i a l .  ~ambém o coef i -  - j - j - - 
c i e n t e  c , da  função o b j e t i v o ,  é dado por  c = c -na , onde c 

j j j ..,-j j 
-1 e a s ã o  do guadro i n i c i a l .  Po r t an to ,  se t ivermos B e a s  v a r i  - j - 

&eis b á s i c a s ,  podemos ge ra r  todo o quadro. 

-1 Suponhamos agora que temos o quadro i n i c i a l  e B.> 

do 299 quadro. Que números a d i c i o n a i s  do 299 quadro devem ser ge ra  - 
dos pa ra  que possamos o b t e r  B do 309 quadro? O s  números a d i c i o  - 
n a i s  são  o s  da coluna a não b á s i c a  do 299 quadro que e n t r a r a  na - j 
base e b do - 299 quadro. O v e t o r  a é candidato a e n t r a r  na base - j - - 

Escolhemos um cs > O e calculamos as -1 = B .as e 

-1 
E s t e s  determinarão B do 309 quadro. 



O ~ é t o d o  do Simplex Revisado consiste em conservar 

o quadro i n i c i a l  e em cada i teração gecar apenas os dados neces- 
- 

sãr ios  para tomar decisões, ou se ja ,  o vetor l inha c , a coluna da - 
variável  que entrara  na base e o vetor coluna b. Estes dados, jun - - 
tamente com a inversa a tua l  B - l  , determinarão B do quadro 

seguinte. 

-1 - Quando temos B , a e b (es tes  formarão wn qua - j - - 
dro de tamanho (m+l)x(m+2) 1 ,  podemos usar o t e s t e  da razão e deter  - 
minar o ~ i v Õ  para,por pivotagem, acharmos B do prõximo quadro. 

~ n t ã o ,  a cada i teração,  calculamos no máximo n-m custos re la t ivos  
- - 
c , a coluna b e o vetor as 

j  - . Como o quadro i n i c i a l  contêm uma 

matriz identidade (mxm) com todos os seus coeficientes na função od 

jet ivo nulos, os números que aparecem no lugar dessa matriz identi-  

dade em um outro quadro formarão a matriz B desse quadro, e os 

que aparecem no lugar dos coeficientes da função objetivo formarão 

R - = C ~ B  desse quadro. Conhecendo-se iJ e B de um quadro ,gg 
- - 

ramos os c desse quadro por c = c - ii a . Se um coeficiente 
j  j  j - - j  - 

c fo r  não posit ivo,  não estaremos interessados nos componentes de 
- j  - 
a correspondentes. Escolhendo-se qualquer c > O , podemos ge- - j 

9 

j 

r a r  o vetor associado a c+ para en t rar  na base. Observe-se que 

C 
j 

a - j 
= 

c - iia 
j  -- j  

B - ~  a - j 



No quadro i n i c i a l ,  B é igual  5 sua inversa e iJ 6 
-1 nulo, v i s to  que ii - = cbB e cb = .., O . Portanto, podemos acresceg 

t a r  uma coluna [l, 0 , .  . . ,O ] à matriz B e obtemos : 

ou s e j a l o  quadro i n i c i a l  pode s e r  t ra tado como qualquer outro. 

O ~ é t o d o  do Simplex Revisado é muito Ú t i l ,  especial  - 

mente para processamento eletrônico,  já que efetua menos operaqões 

que o simplex comum. Note-se que no ~ é t o d o  do Simplex Revisado nós 
- 

não precisamos calcular todos os c . 
j 

Como exemplo para um problema resolvido por e s t e  m ê  - 
todo, citamos [ 6 ]  . 

2 .1 .4 .1 .  - variação nos Dados do Simplex Revisado 

Sabendo-se da possibilidade de em alguns problemas 

de programação l inea r  os dados não serem exatos, torna-se muito i m -  

portante saber como es te s  dados i r ã o  a fe ta r  a solução. Seja o se  - 
guinte problema de programação l inear :  

min Z = e x E Xn $. Xh - .., 

su je i to  a : 

BXb + Nxn = b I - - 



Considerando-se xb como as  variáveis básicas,  po- 

demos transformar ( 2 . 6 . 1 )  no seguinte problema de programaqão li- 

near equivalente : 

min Z = cb R-% - + ( C  - c b ~ - l ~ )  x -n -n 

s u j e i t o  a: 

Se xb 6 urna solução Ótima, implica em : 

i) xb = ~ - l b  > 0 , ou s e j a ,  é prima1 viável - - -  
ii) 2, - c b ~ - l ~  - > J! , ou s e j a ,  é dual viável  . 

Deve-se notar  que a viabil idade do prima1 não depen - 
de do vetor custo c , e que a viabil idade do dual não depende do - 
vetor b . - 

Vamos agora considerar os seguintes t ipos  de varia- 

ções dos dados: 

a )  O vetor b - 6 alterado para b+Ab. ... - Como a condição de viabi l ida-  

de do dual não depende de b, - a solução or ig ina l  xb permanece 

dual viável.  A solução or ig ina l  xb será  tambêm primal viável 

Portanto, duarnte os cálculos ( i t e rações ) ,  devemos pegar a base 

o r ig ina l  B a  qual é dual viável e usar o ~ é t o d o  Dual Simplex 



para continuarmos os c ~ l c u l o s .  

b) O vetor custo c - é alterado para c .- + A ( c ~ ,  cn) .  A s o l u ~ ã o  o r i  - 
ginal  cb permanece prima1 viável.  ~ambém ser5  dual viável  se: 

Se A c b  = O , a condição ( 2 . 6 . 4 )  reduz-se a : 

C) Este t e rce i ro  t ipo  de variação de dados 6 o que mais nos in te res  - 
sará. 

Se um novo vetor coluna an+l com custo 6 acrescentado , 
então a solução ótima or ig ina l  x, continuará a s e r  ótima se  : 

No ~ é t o d o  do Simplex Revisado, i s t o  6 exatamente a operação de 

avaliação para determinarmos se  um vetor coluna não binário deve - 
r5 s e r  introduzido na base. 

O ~ r i n c í p i o  da ~ecomposição de Dari tzig-Wolfe [ 2  1 
f o i  o que deu in lc io  a um extensivo trabalho em programaqão materna- 

t i c a  de grande porte. Este procedimento se  torna mais e f i c i en te  

quando aplicado a problemas l ineares  cujos coeficientes das matri- 

z e s  t ê m  uma es t ru tura  angular, ou se j a ,  um ou mais blocos indepen- 



dentes  s ã o  l igados  por  equações de acoplamentos. Es te  processo o- 

pera  a t r a v é s  da formação de um programa p r i n c i p a l  com apenas umas 

poucas l i n h a s  a mais do que as equações de  acoplamento do problema 

o r i g i n a l ,  mas com muito mais colunas.  E s t e  programa é r e so lv ido  sem 

tabularmos todas e s t a s  colunas a t r a v é s  da geração d e l a s  quando o m e  - 
todo simplex a s  n e c e s s i t a ;  a t é c n i c a  é denominada "geração de colu- 

nas". O r e s u l t a d o  do algori tmo envolve i t e r a ç õ e s  e n t r e  o conjunto 

de sub-problemas independentes cu jas  funç6es o b j e t i v o  contêm parame - 

t r o s  v a r i á v e i s  e o problema p r i n c i p a l .  O s  sub-problemas recebem um 

conjunto de parâmetros do programa p r i n c i p a l .  E les  enviam suas  so- 

luções ao programa p r i n c i p a l ,  o qua l  a s  combina com a s  soluqões p r e  - 

v i a s  de uma maneira Õtima e computa novos preços.  Es tas  são  nova - 
mente enviadas aos sub-programas e a s  i t e r a ç õ e s  prosseguem a t é  s e  - 
r e m  aprovadas num t e s t e  de ot imalidade.  

2 .2 .2  - Um Teorema sobre combinações Convexas 

O desenvolvimento do ~ r i n c l p i o  da ~ecomposiqão de 

Dantzig-Wolfe e s t á  apoiado pr incipalmente em duas noqões. A primei - 
r a  6 augeração  de colunas" e a segunda 6 um teorema o q u a l  afirma 

que um ponto per tence  a um po l i ed ro  convexo fechado e l imi tado  s e  e 

somente se puder ser e s c r i t o  como combinação convexa dos pontos ex- 

tremos do poLiedro. Es ta  prova requer  os  segu in tes  r e su l t ados  acês- 

ca  de conjuntos convexos, cu jas  provas podem s e r  encontradas e m  [14]: 

1. Se ja  X um conjunto convexo e y um elemento não per tencente  a - 
X . ~ n t ã o  e x i s t e  um hiperplano o qua l  separa e X . 



2 ,  Se X  é um conjunto convexo compacto, en tão  qualquer h iperp lano 

supor te  (6  um hiperplano t a l  que todo o conjunto X e s t e j a  e m  

um de seus  lados e pe lo  menos um ponto de X  per tence  ao hiper-  

plano) de X  contém um ponto extremo de X . 

O teorema que nos i n t e r e s s a  é o seguin te :  

s e j a  x um conjunto compacto convexo em IRn; E ( X )  o conjun- 

t o  de seus pontos extremos e C  [E (x)] a  e n v o l t ó r i a  convexa de E  ( X )  . 
Então C [E (x)] = E ( X )  . 

Prova: 

a )  Para  mostrarmos que X  2 C [E (x)] , escreveremos qualquer  

elemento , de C[E(X)]  como 

i Por tanto ,  desde que x E X e X  6 convexo, y E X . 

b) Para  mostrarmos que C[E(X) ]  2 X , façamos x* - c X , mas 

x* - 6 C[E (x)] . Então x* - pode s e r  separado de C[E ( X )  ] pm um hi- 

perplano, i s t o  é, e x i s t e  ( c ,  - a )  t a l  que 



O Fapamos ao =max  { c ' x / x  - - - E X l .  O número a e x i s t e ,  uma 

vez que X é compacto. ~ n t ã o  ($,a0) de f ine  um hiperplano supor- 

t e  de X , v i s t o  que 

O c ' x  < a - _ -  f y x E x  (2.10) 

i Como e s t e  deve con te r  um ponto extremo de X , x , en tão  

i O 
C ' X  = a 

Mas i s t o  cont radiz  o f a t o  de que todos o s  pontos de C [E (x)] 

(desse modo todos os  pontos extremos de X )  sa t i s fazem (2 .9 ) ,  desde 

O TEOREMA 1 pode ser r e e s c r i t o  numa forma m a i s  usá 

v e l  para  os  pr6ximos desenvolvimentos, usando-se (2 .7)  e e s p e c i a l  - 
mente o caso onde X tem um número f i n i t o  de pontos extremos. 

Se ja  X = {x/@= - ?,E 2 01 ,.. não vaz io  e l imi tado ,  e 

i s e j a  x ( i = 2  r )  seus  pontos extremos. ~ n t ã o ,  qualquer  e l e  - 
mento x E X pode ser assim e s c r i t o  

.. .. (2.10.1) 

A extensão d e s t e  caso para  quando X é não l imi ta -  



do é como s e  segue. 

TEOREMA 3 : 

Se ja  X = {x/% = b - , x --,.. z O )  não vazio.  ~ n t ã o , u m  

ponto x E X se e somente s e  e l e  puder ser e s c r i t o  como combinação - 
convexa dos pontos extremos de X mais uma combinação l i n e a r  não 

negat iva  dos r a i o s  extremos (soluções homogêneas) de X , i s t o  6 ,  

onde 

ponto extremo 
i dependendo de x s e r  um { } de X. 

r a i o  extremo 

2 .2 .3  - ~ r i n c i p i o  da ~ecomposição de Dantzig-Wolfe 

Em c ~ l c u l o  de matr izes  é comum part ic ionarmos uma 

matr iz  grande em d ive r sos  blocos e en tão  efetuarmos alguns c ~ l c u l o s  

em cada um dos blocos. E s t e  enfoque é especialmente van ta joso  se 

algumas das submatrizes t iverem uma e s t r u t u r a  e s p e c i a l ,  exempl i f i  - 
cando, ident idade  ou zero . I s t o  também 6 verdade em programação 

l i n e a r  quando a matr iz  A tem uma e s t r u t u r a  e s p e c i a l .  Deve-se en- 

f a t i z a r  o f a t o  de que o ~ r i n c i p i o  da ~ecomposição,  que será descr i -  

t o  a segu i r ,  possa s e r  usado para  qualquer  mat r iz  A , m a s  o méri to  



deste enfoque é mais evidentemente revelado quando a matriz A tem 

uma estrutura especial. 

Consideremos o programa linear 

min Z = C x - - 
sujeito a : 

Acontece frequentemente o fato da matriz A ter a 

estrutura especial mostrada na Figura 2.1 , onde os coeficientes que 

não pertençam a qualquer um dos blocos são zero . 

Figura 2.1 



Um programa l inear  de uma grande firma pode conter 

e s t a  estrutura.  Cada agência da firma é apresentada como um progra - 
ma l inear  de s i  ou se ja ,  Ai xi = b -i , e a rede da f i r -  

ma tem uma matriz de res t r ições  (equações de acoplamento) envolven- 

do todas as suas agências. Algumas das matrizes Ai podem s e r  va- 
+ zias  , é o caso em que a firma tem uma f i l i a l  onde seu pessoal e 

não produtivo r mas e l e  é computado na matriz de res t r ições  t o t a i s  

da firma. 

Note-se que o vetor b em (2 .11)  também par t i c io  - 
nado em p+l vetores Qo, hl,  b2 , . . . ,  % . Da mesma forma, o ve - 
t o r  c - é particionado em p vetores l inha gl ,  c2 , . . . , c  -P . Portan 

t o ,  podemos reescrever (2 .11)  da seguinte forma : 

P - 

min 2 = 1 c j  g j  
j = l  

su je i to  a : 

Cada um dos subconjuntos de res t r ições  
= b j  

defineumpolitopoconvexo S (Sj={xj/A *x = b  , x .>Ol ) .  Se 
j - j - j  - j  - J -- - 

jam xij OS pontos extremos do poiitopo convexo, então, pelo TEORE - 

MA 2 ,  qualquer solução x pode s e r  e s c r i t a  como sendo - j 



com 
'i 

onde assumimos ter o politopo S , s vértices e ser limitado. As 
j j - 

sumiremos agora que conhecemos todos zij (pontos extremos) . Sejam 

~ntão, de (2.12) e (2.13) I temos : 

sujeito a : 

com 
'i 

Se os hij desconhecidos de (2.15) são determina - 
dos, então podemos determinar x por (2.13) I supondo -se que to- - j 
dos os zij são conhecidos. O problema (2.15) pode sistematicame~ 



te ser disposto como na Figura 2.2 . 

Figura 2.2 

A transformacão de (2.12) para (2.15) provoca uma reduqão no nÚ - 
P 

mero de linhas de mo + 1 mj para mo + p linhas. Por outro 
j=1 

lado, há um grande acréscimo do número de variáveis, passando de 

P P 

1 .j para sj . Felizmente nós não necessitamos traba- 
j=l j =i 

lhar com todas as variáveis " j e também não precisamos conhecer 

todos os xij . 
Desde que a matriz da Figura 2.2 tenha m O +p li- 

nhas , mo+p vetores serão necessários para formar uma solução bá- 

sica viável. Assumiremos que temos uma soluqão básica vi&el de 



part ida  e usaremos o método do simplex revisado. I s t o  i r á  gerar pxe - 
ÇOS para cada uma das linhas. Seja o vetor preço , ) , onde n .., 

- 
é referente ao vetor mo e ii .-. é referente ao vetor p . Note-se 

que [ ; i j ,$j]  6 um t fp ico  vetor coluna na Figura 2 . 2  . D e  acordo 

com o método do simplex, um vetor que não e s t á  na base deve s e r  co- 

locado na base se seus custos r e l a t ivos  forem negativos, i s t o  6 , se  

Seja : 

Dentre todos os vetores que não es tão na base. alguns es tão em 
SI,  

ou tms  e m  S2 , e assim por diante .  Se o mhimo dos custos r e l a t i -  
- 

vos dos vetores em cada S é não negativo, i s t o  é, min c > O , 
j i i j  - 

então a solução a tua l  é Ótima. Portanto, devemos pesquisar em cada 

S pelo vetor com o mfnimo custo re la t ivo.  Desde que em um dado 
j - 

S n é o mesmo para todos os vetores,  nós resolvemos 
j r  j 

min i (ci j  - n - L . . )  -1.1 = m i n  i (c j  - nr.,.)zij - 3 

su je i to  a : 

X E S  
-i j j 

(Escolhemos o menor vér t ice  do politopo convexo 

I 

C 

S j ) .  Mas, e s t e  e 



um programa linear 

min (c - L.) x -j - J -j 

sujeito a : 

Desde que a função objetivo em (2.16) é linear, o rnhimo da função 

objetivo será sempre um vértice [6] , isto é, xij 

(onde x 6 a solução Ótima de (2.16) ) , então o vètor [ei ,ej] -i j 

deve ser introduzido na base através do processamento usual do sim- 

plex. Uma coisa deve ser bem enfatizada, é com relação ao fato de 

que quando introduzimos o vetor [iij ] na base, nós devemos mil - 
tiplicá-10 por B atual antes de realizarmos a operação de pivo- 

teamento. Porque, quando (ll - , E) - foi obtido em (2.15) , a matriz 
-1 em (2.15) havia sido multiplicada por B Houvesse o vetor 

[ei j, gj] pertencido a (2.15) , ele deveria ser multiplicado à es - 
querda por B-' , o mesmo ocorrendo com os demais vetores de (2.15). 
A operação de multiplicar-se um vetor coluna do quadro inicial pelo 

atual B-' 6 denominada "UPDATING" . 
Se depois de resolvermos todos os p programas line- 

ares 

então a solução atual é Ótima. 



Um exemplo completo de resoluqão de um problema des - 
te tipo encontra-se em [ 16 J . 

2.2.4 - Updating 

Qualquer conjunto de equações lineares simultâneas 

tem uma representação conveniente usando-se notação matricial.0 sis - 

tema 

pode ser aceito como : 

Ax = b 
,.9 

onde 

Se A 6 quadrada (m=n) e não singular, o vetor solução 6 dado por: 

Existe um simples esquema de cálculo que pode ser aplicado a qual- 

quer sistema não singular para obtenção do vetor solução e/ou a ma- 



t r i z  inversa. Este procedimento, o ~ é t o d o  da ~l iminação Completa 

de Gauss e Jordan , tem um número f i n i t o  de iterações. Em exatamen - 
t e  m (=n) iterações, o procedimento multiplica o sistema (2 .16 .1 )  

por A 
-1 -1 e obtém x = A b . Se for  necess&io, A - pode se r  dg 

senvolvido ao mesmo tempo. Ilustraremos o método com um exemplo. 

Consideremos o seguinte conjunto : 

Seja 

a matriz dos coeficientes. Pode-se verif icar  que A é não singu- 

l a r ,  I A /  = 6 . Podemos reescrever (2 .16 .2 )  da seguinte forma: 

ou então, fazendo-se 



podemos reescrever (2.16.2) como : 

Desde que A seja não singular, o conjunto de vetores al, a2 e a -3 
são linearmente independentes e consequentemente formam uma base no 

espaço tri-dimensional. 

Para provarmos que o conjunto de vetores 51,32,... 

- - I  en de uma matriz não singular A formam um conjunto linear - 
* 

mente independente, iremos primeiramente assumir que o conjunto e 

linearmente dependente. Portanto, para algum conjunto de a ,j=ltw 
j 

. . n devemos ter : 

com pelo menos um u # O . Podemos então resolver para algum ve- i j 

tor a , por exemplo al , em funqão dos outros vetores para ob- - j 
termos : 

onde Bj = -aj/al . Substituimos o vetor al por esta expressão 

na matriz A . ~ntão, adicionando-se sucessivamente a primeira co- 

luna - 6 .  a , para j=2,3, ..., n , nÕs reduzimos a primeira coluna 
J -j 

ao vetor zero. Pela propriedade dos determinantes, a adiqão desses 

vetores não altera o valor do determinante, e como agora uma das co - 
lunas é igual a zero, o valor do determinante 6 zero. Entretanto , 

isto contradiz a suposição de que A é uma matriz não singular.Por - 



t a n t o ,  nossa h ipótese  de dependência l i n e a r  f o i  contextada e conse- 

quentemente o conjunto de ve to res  de A é l inearmente independente. 

Provado que o s  ve to res  al, a2 e a são l i n e a r  - -3 

mente independentes, para  resolvermos (2.16.2), nós precisamos en - 
c o n t r a r  a Única combinação l i n e a r  (ou s e j a ,  os  Únicos va lo res  xl , 
x2 e x3) de al ,  - a2 e a3 a qua l  6 i g u a l  ao v e t o r  ao . Devemos 

primeiramente o b t e r  o v e t o r  solução para  (2.16.2) . O processo de elimina 

qão cap le ta  elimina sucessivamente a pr imeira ,  a segunda, a t e r c e i r a ,  

e t c . . .  ., var iáve i s  de todas as equações com excessão da pr imeira ,da  

segunda, da t e r c e i r a ,  e t c . . .  , respectivamente. Para (2.16.2),  o 

pr imeiro  passo é eliminarmos a pr imeira  v a r i á v e l  de todas  a s  equa - 
ções ,  exceto da pr imeira .  Como segundo passo,  eliminaremos a segun - 
da v a r i á v e l  de todas  a s  equações, com excessão da  segunda e no ter- 

c e i r o  passo eliminamos a t e r c e i r a  v a r i á v e l  de todas  a s  equaçÕes,com 

excessão da t e r c e i r a .  Devemos também f a z e r  com que a s  v a r i á v e i s  que 

permaneçam tenham c o e f i c i e n t e  u n i t á r i o .  

Com estes três passo,  reduzimos o s is tema (2.16.2) 

A s  operações do procedimento de eliminação completa transformou a 

matr iz  dos c o e f i c i e n t e s  

I 1  1 -I I 



Com .isto nós notamos que a transformação total causada pelo proces - 
so de eliminação completa 6 equivalente a multiplicarmos o sistema 

-1 (2.16.1) por A . 

na matriz identidade 

Isto é frequentemente necessário, não somente para 

resolvermos um sistema de equações lineares simultâneas, mas também 

para obtermos o inverso da matriz dos coeficientes. Isto  ocorre,^^ 

locando-se uma matriz identidade (mxm) ã direita da matriz original 

dos coeficientes e aplicando-se as t~nsformações de eliminação a 

toda a matriz. A matriz inversa será gerada no lugar da matriz iden - 
tidade. Se escrevermos a matriz particionada 

- 
I3 - 

e aplicarmos as transformações de eliminação completa, teremos: 

1 o o 

o 1 o 

O o 1 

Ilustraremos este procedimento com o exemplo anterior. A matriz 

particionada 6 : 



OS sucessivos passos são: 

Passo 1 : 

Passo 2 : 

Passo 

NÕS então temos: 

A Única combinação l inea r  dos vetores ?I, a2 e a3 
que 6 igual  a a pode ser determinada como sendo 

-0 



Desde que os vetores el , a2 e a formam uma base no espaço tri- -3  

dimensional, qualquer outro vetor neste espaço pode também s e r  ex - 
presso como Ünica combinação l inea r  destes trés vetores. Para quaJ 

quer vetor a4 , podemos determinar yl, y2 e y j  t a l  que : 

OU 

Ax = $4 (2 .16 .4 )  

Resolvendo-se para Y , devemos mult ipl icar  ( 2 . 1 6 . 4 )  por A-', ob - 

tendo 

Por exemplo, se ja :  

y é dado por - 

a -4  expresso como combinação l inea r  de cl, a2 e a e t a l  que -3 



Aqui % 6 i gua l  a combinação l i n e a r  de somente do i s  dos três ve to  - 

r e s  básicos.  

O que denominaremos de "updating" 6 exatamente e s t a  

"atual ização" do ve to r  que s e r á  expresso e m  função dos vetores  da 

-1 base. No exemplo acima, o "updating" 6 a mult ipl icação de A por 

54 , ou s e j a ,  expressar  o a4 e m  função da base al,  a2 e a ou - 3  

então,dando-se um ou t ro  enfoque, 6 a transformação de a4 e* $! 

2 . 3  - Viabil idade e ~ o m a t ó r i o  de Fluxos 

2.3.1 - ~ o m a t 6 r i o  de Fluxos 

Nesta seção, o problema que iremos abordar 6 r e f e  - 
r en t e  a maximizar a soma de f luxos de d iversas  comodidades;para ca- 

da uma das comodidades existem d iversas  cadeias  unindo a fonte  ao 

receptor .  O ob je t ivo  de s t e  t i p o  de problema 6 se lec ionar  determi - 
nadas cadeias  para cada comodidade, de t a l  forma que a capacidade 

dos arcos não s e j a  v io lada  e que s e j a  máxima a soma dos f luxos em 

todas a s  cadeias selecionadas.  

Façamos a h ipótese  de que existem m arcos na rede 

e que a s  capacidades dos arcos  sejam bi , (i=l, . . . ,m) . 

Qualquer uma das cadeias  da rede pode s e r  represen- 

tada  por um vetor  de m componentes, com o va lo r  1 na componente 



se  o arco fo r  usado na cadeia e O na componente caso o arco não 

se ja  usado na cadeia . Podemos então de f in i r  uma matriz de arcos i n  - 
cidentes A = [ai ] , da seguinte forma: 

a = {' se  o arco i pertence à cadeia j , 
i j O nos demais casos. 

Sendo x a quantidade de fluxo na cadeia j , en- 
j 

tão o problema de maximizar os fluxos das diverdas comodidades pode 

assim ser expresso: 

max 1 x j  
j 

su je i to  a : 

(si são a s  variáveis de folga). 

E muito importante notarmos que neste t i p o  de for- 

mulação, a matriz A tem uma quantidade muito grande de colunas , 

pois cada cadeia posslvel para cada comodidade origina uma coluna . 
Felizmente, para resolvermos (2.17), necessitamos somente de uma ma - 
t r i z  (m+l)x(m+l) , conforme teremos oportunidade de mostrar no de - 
correr  desta seção. 

Outro f a t o  relevante que deve s e r  notado é que o as - 



pecto de multicomodidade não aparece exBlicitamente em (2.17), mas 

e s t á  contido na es t ru tura  da matriz 
A = [aij] . No caso de consi- 

derarmos apenas cadeias de uma Única comodidade na matriz de arcos 

incidentes A , então (2.17) se rá  simplesmente convertido em um pro - 
blema de fluxo máximo. 

Suponhamos que conhecemos as  m colunas que formam 

a base de par t ida  de (2.17); podemos resolver (2.17) e determinar o 

vetor preço II - = (",",..., L) onde cada ni corresponde a uma 

l inha específ ica .  Devemos notar que o custo r e l a t ivo  de todas a s  
- 

colunas não básicas eij é dado por c = c - IIa . No caso de 
j j --j - - 

c < O  a a tua l  base é 6tima e se  c > 0 ,  então e s t a  coluna deve 
j - j - - 

r 6  s e r  introduzida na base. O problema de determinarmos c é re- 
j 

lativamente f á c i l ;  se interpretarmos ni  como o comprimento dos a r  - 
tos, então na 6 o comprimento da cadeia a qual ê representada pe -- j - 
l a  coluna a . - j 

Observemos que c = +1 (método do simplex revisado) 3 
para todas a s  colunas, e s e  o método simplex f o r  usado, então e 

não (-II) - aparecerá na l inha de custo das variãveis de folga pelo fa - 
t o  de termos usado -cb e -c no quadro de par t ida .  Comi -n i s t o  

f i c a  mostrado, par te  do f a t o  de usarmos somente uma matriz de tama- 

nho ( m + l )  x ( m + l )  , ou se j a ,  a par te  referente  a ( m + l )  l inhas ,  onde 

m + l  - êsima l inha 6 o vetor preço (comprimento) . ~nt re tan to ,nÓs  

não necessitamos l i s t a r  todas a s  colunas representanlio cadeias unin - 
do as  diferentes  fontes aos diferen t e s  receptores. A cada i t e r a  - 
ção de resolução, n6s simplesmente usamos o mstodo do simplex revi- 

sado e pegamos uma matriz de tamanho (m+l)x(m+l) . A p a r t i r  de en - 



tão , usamos o procedimento do método simplex revisado para as  ope- 

rações de pivoteamento, i s t o  é, se  algum 
iii 

f o r  negativo, então es - 
colhemos a coluna referente a e l e  como coluna pivÔ. Se todos os i i i  

são não negativos, nós os consideramos como comprimento dos arcos e 

encontramos a menor cadeia ligando a fonte ao receptor de cada co- 

modidade. Se a 

t o  1 ou maior 

menor cadeia de todas as comodidades é de comprimen 
- 

< O ) ,  então a a tua l  base é Ótima. ( c j  - 

Uma observação muito importante é o f a t o  de que to- 

das as colunas que forem ent rar  na base fazerem o "updating" an- 

t e s  de serem acrescentadas ao quadro, conforme mostrado no ~ r i n c i  - 
pio da ~ecomposiçaÕ de Dantiig-Wolfe (2 .2 .3 )  . 

2 .3 .2  - Viabilidade de Fluxos 

Neste t ipo  de problema, i s t o  é, problema de v i a b i l i  - 

dade de multicomodidade de fluxos, sabemos a p r i o r i  o valor do f lu-  

xo de cada uma das comodidades e nosso objetivo é saber Se todos es  - 
ses valores de fluxo serão s a t i s f e i t o s  em uma dada rede, de t a l  for  - 
ma que a capacidade de nenhum dos arcos da rede dada, se j a  excedido. 

Usaremos a rede na qual estamos desejando saber se  

todos os requis i tos  de fluxo serão s a t i s f e i t o s  sem excedermos a ca- 

pacidade de seus arcos da seguinte forma: primeiramente, montaremos 

e s t a  rede com todos os seus nós e arcos, mas retiramos as  re t r ições  

de capacidade. Numa segunda fase ,  para cada requis i to  de fluxo, de - 
terminamos uma cadeia da fonte ao receptor desta comodidade, i s t o  

sempre sendo f e i t o  na rede da primeira fase. Com i s t o ,  nós assegu- 



ramos a cada arco da cadeia uma capacidade igual  quantidade de f - lu 
xo requerida. Sobrepondo-se todas e s t a s  cadeias para todos os r e  - 
quis i tos  de fluxo, nós obrigatoriamente teremos uma rede vi&elIpois 

fomos satisfazendo gradativamente os  requiisitos de fluxo de cada um 

dos arcos. Portanto, existem milhares destas redes viáveis que i- 

rão sa t i s fazer  aos requisi tos de fluxo. Todas es tas  viáveis têm o 

mesmo número de arcos ligando os mesmos pares de nós da rede or ig i -  

nal ,  mas todas es tas  redes terão as  capacidades dos arcos diferen - 
t es .  O mesmo n h e r o  de arcos em todas as redes ocorrerã e m  vir tude 

de mantermos na rede todos os arcos, inclusive os de capacidade ze- 

ro ( i s t o  é necessãrio para que possamos superpor todas as  cadeias 

com todos os requisi tos de fluxo para determinarmos a rede viável) .  

~ ropos ição  1: 

Qualquer combinação convexa l inear  destas redes vi- 

áveis também i r ã o  sa t i s faze r  os requis i tos  de fluxo da rede o r i g i  - 
na&. 

Prova: 

(i) Seja uma rede G = [ N , A , ~  ] com m arcos. 

(ii) $ E IRm é a quantidade de fluxo que desejamos passar a- 

través da rede G ? = [ p l t  % 2 ~ * 0 * f  Pm] - 
(iii) b1 c IRm e b2 E lRm são vetores que definem as  capaci - ." - 

dades de duas quaisquer das i n h e r a s  ~ e d e s  viáveis obtidas pelo prr, 

cesso acima. Estes dois vetores pe&encem a IRm pois fixamos que 

todas as  redes viáveis deveriam t e r  o mesmo número de arcos da re- 

1 1  1 2 2 b1 = [ b l I  b2 r . . . r  bm] 1 b2 = [ b l r b 2 t * - * -  de G , portanto m , e 



De (ii) e (iii) 

'V'A E [ 0 ~ 1 ]  temos : 

Descreveremos agora um meio de determinar s e  a rede 

o r i g i n a l  contém uma rede que seja combinação convexa l i n e a r  d e s t a s  

r edes  v iáveis :  

Se ja  [ a .  . ] uma matr iz  de m l i n h a s  onde cada li- 
11 

nka corresponde a um a rco  da  rede dada. A coluna j da  ma t r i z  re-  

p resen ta  uma rede,  a q u a l  t e m  a i j como capacidade do pr imeiro  a r -  

co  ! a 
2 j 

como capacidade do segundo a rco  e assim por d i a n t e .  En- 

t ã o ,  todas as redes v i á v e i s  mencionadas anter iormente podem ser re-  

presentadas por  colunas da  matr iz .  Se a rede o r i g i n a l  representada 

por  [ bl,b2,. . . !bm ] contém a rede [ b i ,  h;, . . . ,bm] com b i  - e bi 

( i  2 . .  m )  e [ b i , b i ,  . . . ,b&] b uma combinação convexa l i n e a r  

das  colunas de [ "i j  I en tão  a rede o r i g i n a l  6 v iáve l .  Sejam o s  



c o e f i c i e n t e s  da combinação convexa da coluna j , xj ,então o proble  - 

m a  de v i a b i l i d a d e  pode s e r  formulado como 

max B 

s u j e i t o  a : 

Se o va lo r  Ótimo de 0 6 1 , então  a rede  o r i g i  - 
na1 é v iáve l .  

Felizmente não necessitamos escrever  a enorme guan- 

t idade  de colunas de [aij] , (método da decomposição de Dantzig-Wal - 
f e ) .  Tendo-se uma base i n i c i a l  de (2.18) com m colunas,  podemos 

a t ravés  do método do simplex determinar  o ve to r  ii.  - Com este ve to r  

n , podemos a t r a v é s  do método do simplex revisado,  i r  gerando a s  co - - 
Zunas que nos darão aumento na função ob je t ivo ,  gerando-se pr imeira  - 
mente aquela que causar  o maior acréscimo e assim por  d i a n t e .  Desde 

- - 
que o cus to  r e l a t i v o  c da coluna j é dado por  c = c - na 

j j j --j 
L 

e c é 1 para  todas a s  colunas,  en tão  o que queremos encont rar  e 
j - 

o minimo de na -- j Se para  o mhimo de  iía tivermos c =C -iia.<O, --j j j --I- 

então  a solução a t u a l  é Ótima. 

Com o b j e t i v o  computacional, devemos pegar uma matriz 

( m + l )  x ( m + l )  e devemos i n t e r p r e t a r  iii como o cus to  de construção 

de um arco  i de capacidade u n i t á r i a .  Quando temos no quadro to- 



dos os ni - > 0, devemos tentar introduzir na base a coluna que re - 

presenta a mais barata das redes que capaz de transportar simulta - 
neamente os requisitos de fluxo. 

Se O > 1, então o conjunto de requisitos de fluxo - 

Se O < 1 e na > 1 para todo j , então o con - --j - 
junto de requisitos de fluxos é inviável para a rede existente. 

2.3.3 - Um Exemplo ~umérico Compiheto sobre Viabilidade de Fluxos 

O objetivo deste exemplo 6 dirimir todas as dúvidas 

que por ventura ainda possam existir a respeito de Viabilidade de 

Fluxos; portanto, o exemplo ser5 apresentado de uma forma bastante 

didática, incluindo-se todas as passagens. 

Seja a rede mostrada na Figura 2.3 referente 5s 

capacidades dos arcos, ou seja, os números sobre os arcos são suas 

capacidades e na Figura 2.4 apresentamos os requisitos de fluxo de 

quatro comodidades. Estes requisitos têm seus valores marcados so- 

bre os arcos. O nosso objetivo é determinar se os requisitos de 

fluxo da rede apresentada na Figura 2.4 são viáveis ou não na rede 

cujas capacidades são apresentadas na Figura 2. 3. 



s u j e i t o  a : 

Figura 2 . 3  

Capacidade dos arcos 

Figura 2 . 4  

Requisitos de fluxo 

Montapemos agora um quadro no qual o valor de O é 

zero (0=0) e a s  capacidades da rede são expressas em função das va - 

r i áve i s  de folga e o vetor b - , encontrado do lado esquerdo, no 

mais é igual  ao simplex revisado. 



QUADRO 1.1' 

Neste Quadro 1.1' , o va lo r  da  funqão o b j e t i v o  apa- 

r e c e r á  no canto super io r  esquerdo. Note-se que e s t ã o  f a l t a n d o  d o i s  

ve to res  pa ra  completarmos o quadro, são eles ii - e x1 . Como v e t o r  

n de  p a r t i d a ,  usaremos ii = [ 0 , O  , O  ,0,0 ] , p o i s  assim qualquer  re - ..# 
- 

de capaz de t r a n s p o r t a r  os  r e q u i s i t o s  de f luxo  ser5 a mais b a r a t a  . 
Para  determinarmos xl , usaremos o procedimento já d e s c r i t o  no 

p r i n c í p i o  do i t e m  2 .3 .2  , ou s e j a ,  primeiramente montamos a rede o- 

r i g i n a l  G , somente com seus  nós e a rcos ,  s e m  suas  capacidades , 



Agora pegaremos cada um dos requisitos de fluxo da Figura 2.4 e os 

satisfaremos mas, através dos arcos da rede G = [ N , A ]  , ou seja,& 

rede da Figura 2.3 sem suas capacidades. Começaremos pelo reguisi - 
to de fluxo entre os nós 1 e 2; como existe um arco equivalente em 

G , teremos: 

Pegaremos agora o requisito de fluxo entre os nós 1 e 3; como exis- 

te um arco equivalente em G, teremos: 

(ii) 

Consideremos o requisito de fluxo entre os nós 2 e 4 ; como não e - 

xiste um arco equivaihente em G , usaremos o arco entre os nós 2 e 3 
mais o arco entre os nós 3 e 4 : 

timo requisito de fluxo 

(iii) 

é entre os n6s 3 e 4, 

equivalente em G , teremos : 

como arco 



Sobrepondo-se a s  redes ( i) ,  (ii) , (iii) e ( iv)  , teremos uma rede ca - 
paz de t ransportar  os requis i tos  de fluxo com a mesma configuração 

de nós e arcos da rede origina1,ou seja :  

- - 

Figura 2.5 

Realizando-se o "updating" com xi , conforme mostrado no item 2 . 1 . 4 ,  - 
~ é t o d o  do Simplex Revisado (onde II = cb .B 

M 

e qualquer coluna ã - j - -1 da matriz A 6 dada por a = B a , sendo a do quadro i n i c i a l )  - j - j - j 
e 2 .2 .3  ~ r i n e i p i o  da ~ecomposição de Dantzig-Wolfe, e como c = 1 

j 

para todas as colunas, então temos x -1 

Acrescentando-se c = 1 , temos : 
j 



Com o ve$or x1 , temos o QUADRO 1.1' completo e passará a QUADRO 1.1 

QUADRO 1.1 

1 S 1 s2 S3 S4 s5 X1 

Realizaremos agora o pivoteamento: 

pivõ = min { 9/2 / 2 , 5/2 / 3 , 3/6 , 5/2 / 2 1 = 3/6 = 1 / 2  

P o r t a n t o , ~  elemento pivÔ do Quadro 1,l é o 6 e e s t á  assim carac- 

terizado 

Ê importante notar que como escolhemos a rede que 

originou o vetor 5; que por sua vez gerou o vetor , goderíamcs 

t e r  escolhido qualquer outra rede, desde que sa t i s f i zes se  os  requi- 

s i t o s  de nós e arcos da rede G = [N,A] , i s t o  devido ao f a t o  de 

todas as  componentes do vetor fl serem nulas, ou se j a ,  qualquer r e  - 

de será a mais barata.  

Realizando-se o pivoteamento, obteremos o QUADRO 1 . 2 ' :  



QUADRO 1 . 2 '  

Neste Quadro 1 . 2 '  o vetor ii = L o , o , ~ / ~ , o , o ]  ; pog 
.F4 

t an to ,  o vetor 5; será gerado por qualquer rede que sa t i s f aça  os 

requis i tos  de nós e arcos de G = [ N,A ] mas sem usar o arco que u- 

ne os nós 3 e 4 , pois n 3  = 1 / 6  e queremos as  redes mais baratas.  

Usando-se o mesmo procedimento usado para 5i temos : (apresentare - 
mos somente a rede f i n a l  e não mais todas as  passagens): 

Figura 2.6 
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R e a J i z a n d o - s e  o "updat ing",  c o n f o r m e  f e i t o  c o m  x1 , o b t e r e m o s  ?c. 

- - a -2 

A c r e s c e n t a n d o - s e  c = 1 , t e m o s  : 
j 

A g o r a ,  c o m  x2 , t e m o s  o QUADRO 1 . 2  ' c o m p l e t o  que passará a QUADRO 

QUADRO 1 . 2  



Determinamos o  elemento pivÔ : 

pivô = min { 7/2 / 5 , 4/6, 3/2 / 5 1 = 3/10 

por tan to ,  o  elemento pivÔ do Quadro 1 . 2  é o 5  , mas o  r e f e r e n t e  a  

S5 ' 

Um f a t o  muito importante e que deve s e r  i n t e r p r e t a -  

do 6 o v a l o r  de O = 1 /2 .  I s t o  s i g n i f i c a  que o  v e t o r  5-i que na 

r e a l i d a d e  é uma rede em G , sa t i s fazendo  todos o s  r e q u i s i t o s  de 

f luxo,  pode t e r  metade ( O  = 1/2) de s e u s  r e q u i s i t o s  s a t i s f e i t o s , i s  - 
t o  é, (1/2) [ 2 ,  3, 6 ,  0 ,  2 1  = [ l ,  3/2, 3, 0, 11 6 a  quantidade de 

f luxo r e f e r e n t e  a  que passaremos na rede o r i g i n a l ,  Figura 2.3,  

por t an to ,  observando-se a  Figura 2 ,5 ,  teremos: 

Figura 2.7 

L 

E s t e  pont i lhado na Figura 2.7, do nó 2 ao 4 passando pe lo  nó 3 ,  e 

r e f e r e n t e  a  um r e q u i s i t o  de f luxo  e n t r e  o s  nós 2  e  4, r e q u i s i t o  es -  

t e  apresentado na Figura 2 . 4 ,  mas t e m  que s e r  s a t i s f e i t o  a t r a v é s  da  

rede  da Figura 2.3 . 
Realizando-se o  pivoteamento, obtemos o  QUADRO 1 .3 ' :  



QUADRO 1.3' 

O vetor ii .. = [ 0, 0, 1/10, 0, 1/5 ] , portanto quan - 
do gerarmos a rede referente  a 5; não podemos usar os arcos que - u 

nem os nós 3 e 4 e os nós 1 e 3 ,  pois n3 = 1/10 e ii5 = 1/5 e que - 
remos as  redes mais baratas. Usando-se o mesmo procedimento usado 

para x' s x' temos : -1 - 2 '  

Figura 2 . 8  



Efetuando-se o "updating" conforme realizado com x1 e x2 , obtere - 
mos 2c3 . 

Acrescentando-se c =1 , temos : 
j 

Tendo-se 5 , completamos o Quador 1.3 que passará a Quadro 1.3 . 

QUADRO 1.3 

1 S1 s2 S3 s4 S5 X3 



Determinamos o elemento pivô : 

Portanto, o elemento pivÔ referente ao Quadro 1.3 pode tanto ser o 

10, sl , como 5 , s2 pois o minimo do quociente é o mesmo tanto 

para s1 como para s2 . 

Interpretamos agora o valor de 0 = 8/10 , o que g 
almente significa um aumento em @ de 3/10 = (8/lO)- (1/2). Por - 
tanto, terá (3/10) de seus requisitos satisfeitos, isto 6 ,  

(3/10) [ 5, 0, 0, 6, 5 1  = [3/2, 0, 0, 9/5, 3/2 7 que 6 a quanti- 

dade de fluxo referente a 5; que passaremos na rede original, con - 
sequentemente, observando-se a Figura 2.6, teremos 

Figura 2.9 

Estes requisitos de fluxo da Figura 2.9 são exatamente (3/10) dos re - 
quisitos de fluxo que dão origem a , na Figura 2.6 . 

Realizando-se o pivoteamento, primeiramente com re- 

lação a sl , obteremos o Quador 1.4l.1 : 



QUADRO 1 . 4  ' .1 

1 s1 s2 3 S4 S5 S 

gerarmos a rede referente a 5; não poderemos usar os arcos que u- 

nemos nós 1 e  2 , os nós 3 e 4 e os nós 1 e  3, pois n l = l / l O ,  

5 = 1/10 e n5 = 1 / 1 0  e queremos as  redes mais baratas.  Portanto, 

com e s t e  R não ex i s t e  rede capaz de transportar  o fluxo com um cus .., - 
t o  t o t a l  menor do que 1 . Consequentemente, o valor Ótimo de O 6 

1, o = 1 e a rede o r ig ina l  é viável  para os requis i tos  de fluxo a - 
presentados. 

Agora faremos o pivoteamento com relação a s2 , e 

obteremos o Quadro 1 . 4 ' . 2  : 



QUADRO 1.4 ' .2 

1 S1 S 2 s3 "4 s5 

referente a 5; mesmo tendo-se ii2 = 1/5 e n5 = 1/5 . Mas, 

rede 

como 

ja satisfazemos a condição de O - > 1 para o conjunto de requisitos 

de fluxo ser viável na rede original, pois no nosso caso temos 0=1 

então não é necessário construirmos a rede referente a E; . Caso 

o fizêssemos, haveriam duas hipóteses: uma 6 após o "updating", x4 
entrar na base e sair algum dos si e nesse caso 2c4 teria valor 

zero; a outra hipótese z4 entrar na base e sair algum outro xi. 
Estes casos realmente não nos interessam ]?Oiça partir do instante 

em que temos O - > 1 já sabemos que os requisitos de fluxo são vi- 

ãveis para a rede toda. 

E importante notar que tanto no Quadro 1.4l.1 como 

no Quadro 1.4I.2 os valores de O e x são exatamente iguais. -3  



Fazemos agora a  i n t e r p r e t a ç ã o  do v a l o r  de 0=1, o  

que s i g n i f i c a  um acréscimo em O de 1/5 = 1 - (8/10). Por tan to  , 
x '  terá (1/5) de seus r e q u i s i t o s  s a t i s f e i t o s ,  ou seja, -3  

(1/5) [10, 5, 0 ,  6 ,  O 1 = [ 2 ,  1, 0, 6/5, O ] que 6 a q u a n t i d a d e  

de f luxo r e f e r e n t e  a  5; que passaremos na rede o r i g i n a l ;  consequec 

temente, observando-se a  Figura 2.8, teremos: 

F igura  

Es tes  r e q u i s i t o s  de f luxo da Figura 2.10 são exatamente (1/5) dos r e  - 
q u i s i t o s  de f luxo que dão origem a  5; na Figura 2.8 . 

Sobrepondo-se a s  F iguras  2.7, 2.9 e  2.10, teremos a 

Figura 2 . 1 1  . Antes faremos a s  somatÓrias dos r e q u i s i t o s  de f luxo 

nos arcos  r e spec t ivos  nas  três f i g u r a s .  



Figura 2.11 

Na Figura 2.11 está apresentado como os requisitos 

de fluxo da Figura 2.4 podem ser transportados através da Figura 2.3, 

ou seja, satisfazendo suas capacidades. 

Um fato muito importante 6 que tanto no Quadro 1.4l.1 

como no Quadro 1.4l.2 os valores de xl, x2 e x3 são os mesmos e 

respectivamente 1/2, 3/10 e 1/5 que representam os respectivos 5 

créscimos de 0 . A partir do momento que um destes si entra na 

base, já o faz com o valor que será o incremento em 0 e não mais 

modificará este valor. Uma observa~ão mais detalhada dos Quadros 

justificarã este fato. 



Quando apresentamos a parte teórica (2.3.2 Viabili - 

dade de Fluxos) salientamos a importância da ~roposiqão 1: "Qualquer 

combinação convexa linear de redes viáveis também irá satisfazer os 

requisitos de fluxo da rede originali'. No nosso exemplo é exatamen - 
te o que ocorre quando temos 0=1 , ou seja, quando 0=1 temos a 

combinação convexa linear entre xl, x2 e x3 e respectivamente 
3 

X' X' e xi 1' 2. com 1 xi = 1 e xi E[o,~] 
i=l 

Como Última observaqão sobre este exemplo, convém . 

notar o fato de quando realizamos o "updating" com os vetores x' -i 

para com o acréscimo de c =1 torná-los xi , a não ser o acrés- 
j 

cimo de c , não há alteração alguma nesta operação, isto é, xi 
j 

6 exatamente igual a x' acrescido de c . Isto ocorre devido ao -i j 

fato de que quando determinamos as redes viãveis para os requisitos 

de fluxo (5;)  o fazemos de tal forma que nos arcos onde corresponde 

um iii # O não passamos nenhum requisito de fluxo para que tenha - 
mos a rede mais barata (os iii # O correspondem 5s variáveis que 



não pertencem 5 base,  com i s t o  conseguimos redes mais b a r a t a s ) . Q u a ~  

do realizamos o "updating",  a coluna da matr iz  correspondente aos 

n i#O s e r á  mul t ip l icada  por  zero p o i s  não passamos nenhum r e q u i s i -  

t o  de f luxo pe los  a rcos  correspondentes a estes ni.  Com i s t o  f i c a  

j u s t i f i c a d o  o f a t o  da não necessidade ( e m  termos) da r e a l i z a ç ã o  do 

"updating" nes te  t i p o  de problema. 

2 . 3 . 4  - Um Exemplo ~ u m é r i c o  Completo sobre  somatória de Fluxos, In- 

troduzindo-se Custos 

Dois são  os  t i p o s  de problemas r e f e r e n t e s  a mul t ico  

modidades em redes de f luxo  com mínimo custo.  Esses d o i s  problemas 

-já foram aqui  apresentados mas s e m  ser f e i t a  r e f e r ê n c i a  a cus to  ( 2 .  

17 ) e (2.18) .  A p a r t i r  de agora introduziremos cus tos ,  ou s e j a , a s  - 
L 

sociado com todos o s  a rcos  da rede e x i s t e  um cus to  ci , O qua l  e 

r e f e r e n t e  ao cus to  de t r a n s p o r t e  de uma unidade de f luxo a t r a v é s  do 

respec t ivo  arco  i . O problema (2.17) requer  c e r t a s  unidades de 

f luxo,  sem s e  preocupar com a s  comodidades, e n t r e  a s  fon tes  e OS 

r ecep to res  com um c u s t o  t o t a l  mhimo. 

Sejam : 

bo - quantidade de f luxo requer ida  ; 

A = [ a i j  ] - matr iz  de arcos inc iden tes  ; 

x - quantidade de f luxo na cadeia  j ; 
j 

c - cus to  de t r a n s p o r t e  de uma unidade de f luxo  a t r a v é s  
i 

do a rco  i ; 



c ?  - cus to  de t r a n s p o r t e  de uma unidade de f luxo  a t r a v é s  
3 

da cadeia  j ; 

bi - capacidades do a rco  i . 

O problema é : 

min Z = c* x 
j j 

s u j e i t o  a : 

(Cada coluna de A = [ a i j  ] em (2.19) é uma cadela  l igando uma fon - 
t e  a um recep to r  de alguma comodidade) 

Se ja  a rede apresentada na Figura 2.12 r e f e r e n t e  às 

capacidades dos arcos  e assoeiamos a todos os  a rcos  d e s t a  rede um 

cus to  que e mostrado na Figura 2.13. O nosso o b j e t i v o  6 conseguir 

que a soma dos f luxos  do n6 1 ao n6 3 e do n6 2 ao n6 4 s e j a  de oi-  

t o  unidades, com um minimo custo.  

Figura 2.12 
Capacidade dos Arcos 

Figura 2.13 
Custo dos Arcos 



(No nosso, a quantidade de fluxo requerido 6 8,  bo = 8 ) 

No Quadro 2 . 1 '  que apresentaremos a seguir ,  o va - 
l o r  da função objetivo 6 zero (+=O), valor de par t ida,  a s  capaci- 

dades dos arcos da rede são expressas em função das variáveis de f d  - 

ga e o vetor b se encontra ao lado esquerdo do Quadro. No mais,é 

igual  ao simplex revisado. 

QUADRO 2 . 1 '  

1 s1 S2 S3 s4  S5 





O valor do vetor li - de partida, onde - II = (IIo,JIl) 6 

zero, portanto ií - = (0,0,0, 0, 0, 0). 

Apresentaremos agora o Quadro 2.1l.1 que é exata - 
mente o Quadro 2.1' com o vetor ií - igual a zero e o vetor coluna 

[ 4, -1, 0, 0, 0, 0, 1 ] que será posicionado sob xl 

QUADRO 2.11.1 

Determinamos o elemento pivÔ : 

pivÔ = min {5/2 / 1 1 = 5/2 

Realizamos o pivoteamento e teremos o Quadro 2.1t.2. 



QUADRO 2.1l.2 

1 S 
O s2 s3 S4 s5 

Portanto, o problema ainda continua prima1 inviável 

pois na coluna 1 ainda temos um elemento negativo (aio {O). ire- 

mos então gerar uma segunda cadeia que será posicionada sob X2 e 

esta segunda cadeia unirá os nós 1 e 3 da rede G = [ N , A ]  da Figura 

2.12. Mas, usando os arcos 1 e 4, teremos zi2 =[I, O, 0. i, O ]  . 
O custo desta cadeia 6 dez, cl + c4 = 4+6 = 10 . Com isto, o ve - 
tor coluna completo que será posicionado sob x2 no Quadro 2.1'. 2 6: 

Determinando-se o elemento pivÔ do Quadro 2.1t.2 já 

com o vetor coluna posicionada sob x2 temos : 

pivõ = min (9/2 / 1 , 4/1 ) = 4/1 = 4 . 



Por tanto ,  o elemento pivÔ do Quadro 2.1l.2 6 o 1 , mas r e f e r e n t e  

a s4 . 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2 . 1  I .  2 ,  já 

com o v e t o r  [ O , -1, 1, O ,  O , 1, O ] posicionado sob x2 teremos 

o Quadro 2.1l .3.  

QUADRO 2 . 1  ' .3 

I S 
O S1 S2 S3 5 4  

Podemos c o n s t a t a r  que o problema ainda não s e  t o r  - 
nou prima1 v i á v e l ,  p o i s  temos elemento negat ivo (aio L 0) . Va-  

mos g e r a r  uma t e r c e i r a  coluna que será posicionada sob xg , mas 

faremos com que e s t a  cadeia  una .os  nós 2 e 4 da  r ede  G = [ N,A 1 da 



Figura 3.12 , usando-se os arcos 2 e 3 então, teremos a3 = O ,l,l, 

0,O ] O custo desta cadeia 6 12 , c2 + c3 = 5+7 = 12 . O ve - 
tor coluna completo que será posicionado son x3 no Quadro 2.1t.3 

4 

e :  

O elemento pivÔ do Quadro 2.1t.3 já com o vetor co - 
L 

luna posicionado sob x3 e : 

pivÔ = min (5/2 / 1 , 3/11 = 5/2 / 1 = 5/2 

Portanto, o elemento pivÔ do Quadro 2.1t.3 é o 1, mas referente a 

S2 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.1l.3, já 

com o vetor [ 12 , - 1  O , 1, 1 , O , O posicionado sob x3 , tere- 

mos o Quadro 2.1t.4 : 

QUADRO 2.1t.4 

1 So S2 S3 s4 



Conseguimos, com a introdução deste Último vetor po - 
sicionado sob x3 ,reduzir a inviabilidade do prima1 no Quadro 2.1'. 

4 onde todos os elementos da coluna 1 são não negativos (a > 0). io- 

Determinando-se o elemento pivÕ do Quadro 2.1l.4 , 
sabendo-se que s2 entrará na base, temos: 

Portanto, o elemento pivõ do Quadro 2.1l.4 é o 1, mas referente 

a so , isto é, s sairá da base. 
O 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.1l.4 , te- 

remos o Quadro 2.2 . 

QUADRO 2.2 

1 s s1 S 
O 2 s4 S5 



- 
Devemos n o t a r  que o c u s t o  r e l a t i v o  é c* = c* - na 

J J -/jr - 
como toda  coluna é da forma [ -1, aj ] e n t ã o  c'! = c* - na = c+ + 

J J -4 J 

- (-no. - [ -11 aj ] = -" + 1 (ci-")aij . =o é o p reço  de  
i 

A p a r t i r  d e s t e  Quadro 2.2, nÕs podemos i n t e r p r e t a r  

ci - ni  como o comprimento do a r c o  e com i s t o  t e n t a r  e n c o n t r a r  a 

menor cade ia  unindo o s  nós 1 e 3 ou 2 e 4 . 
Neste Quadro 2 .2  temos : 

Cadeia unindo nós 1 e 3 usando a rcos  1 e 2 : 

c 1 - n L = 4 + o = 4  
comprimento t o t a l  da  cade ia  6 9 ; 

C 2 - n 2 = 5 + o = 5  

cade ia  unindo nós 1 e 3 usando o a r c o  5 : 

comprimento t o t a l  da  cade ia  6 12 ; 

cade ia  unindo nós 1 e 3 usando a rcos  3 e 4 : 

C 3 - n 3 = 7 + o = 7  3 comprimento t o t a l  da  cade ia  6 15 ; 

cade ia  unindo n6s 2 e 4 usando a rcos  2 e 3 : 

C 2 - r 1 2 = 5 + o = 5  1 comprimento t o t a l  da  cade ia  é 1 2  ; 

C 3 - n 3 = 7 + o = 7  

cade ia  unindo nós 2 e 4 usando a rcos  1 e 4 : 

C 1 - " = 4 + O 0 4  
comprimento t o t a l  da  cade ia  é 1 2  . 

c 4 - " 4 6 6 2 2 8  



Portanto, a menor cadeia unindo os nós 1 e 3 6 a de comprimento 9,a 

que usa os arcos 1 e 2. Com relação aos nós 2 e 4, as duas cadeias 

têm o mesmo comprimento, 12 . Consequentemente iremos acrescentar 

ao Quadro 2.2, gerando o Quadro 2.3, um vetor coluna que ser5 posi- 

cionado sob xq que nada mais é do que um vetor referente à cadeia 

mais curta, a de comprimento 9 , mas já tendo-se realizado o "updat - 
ing". Denominando-se esta cadeia de comprimento 9 de cadeia 4 en- 

tão temos : 

a = [I, 1, O, 0, O ] -4 

como todos os vetores coluna são da forma [-1, a j  ] , temos: 

- 1  1, 1, 0, o, o] 

Realizando-se o "updating" 

Como : 

- 2 
- c4 - c4 - na2 = ..._ c; - (-notol) [ -I.,$* ] = -\ o+ (ci-")ai4 = 

i=l 



Com temos o vetor coluna que será posicionado 

sob x4 completo, e 6 : 

Temos o Quadro 2.3 : 

QUADRO 2.3 

1 s~ S1 S2 "3 S 4  s5 X4 

Devemos introduzir x4 na base, por ser ancadeia" 

mais curta. Determinando-se o elemento giv6 teremos: 

Portanto, o elemento pivõ 6 1 e sl sairã da base . 
Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.3, teremos 

o Quadro 2.4 . 



QUADRO 2.4 

Determinando-se o elemento pivÔ no Quadro 2.4, sa - 
bendo-se que s4 entrará na base, temos: 

pivô = min {1/1, 2/1, 5/2 / 1) = 1/1 = 1 

Portanto, o elemento pivÔ 1 e s2 sairá da base. 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.4, teremos 

o Quadro 2.5. 
QUADRO 2.5 

1 s s 
O 1 S2 s3 S4 S5 



Interpretaremos novamente ci-Ri como o comprimento 

do arco e tentaremos encontrar a menor cadeia unindo os nós 1 e 3 ou 

2 e 4 .  

Neste Quadro 2.5, temos: 

Cadeia unindo nós 1 e 3, usando arcos 1 e 2 

cl-n1 = 4+3 = 7 
comprimento total da cadeia é 13 ; 

-R  = 5+1 = 6 
C2 2 

Cadeia unindo nós 1 e 3, usando o arco 5 : 

c5-n5 = 4+9 = 13) comprimento total da cadeia 6 13 ; 

Cadeia unindo nós 1 e 3 , usando arcos 3 e 4 : 

c3-ií3 = 7+0 = 7 
comprimento total da cadeia 6 13 ; 

c4-I14 = 6+0 = 6 

Cadeia unindo nós 2 e 4 , usando arcos 2 e 3 : 

c2-n2 = 5+1 = 6 3 comprimento total da cadeia 6 13 ; 
C -n = 7+0 = 7 3 3 

Cadeia unindo nós 2 e 4, usando arcos 1 e 4 : 

cl-" = 4+3 = 7 
comprimento total da cadeia 6 13 . 

c4-ii4 = 6+0 = 6 

Portanto, todas as cadeias unindo os nós 1 e 3 ou 2 e 4 possyem o 

mesmo comprimento 13 . 



No Quadro 2.5, temos no = 13 e consequentemente , -" + 1 (ci-")aij - > O pois todas as cadeias apresentam um compri - 
i 

mento total igual a 13 e portanto a solução atual 6 Ótima. ~onclui - 
mos que a solução 6 Ótima pelo item 2.1.4.1 (variação nos Dados do 

Simplex Revisado) quando consideramos três tipos de variações de 

dados e no terceiro temos: 

Se um novo vetor coluna $n+l com custo c n+l é acrescenta - 
do, então a solução Ótima original xb continuará a ser ótima se: 

- 
C* = C* - na* > O n+l n+l --n+l - 

- 
Como o problema 6 de minimizaqão, se c > O , e n  n+l - - 

tão a solução atual 6 Ótima e se O , a coluna devera ser 

introduzida na base. Isto foi apresentado no item 2.1.4 (~étodo 

do Simplex Revisado) . 



Por tanto ,  como todas  a s  cadeias  são  de mesmo comprimento, e todos o s  

c? são nulos,  en tão  qualquer coluna (cadeia)  que pegarmos não s e r á  
- 

posszvel  in t roduz i - l a  na base p o i s  c? é não negativo. 

~á temos a c e r t e z a  de  estarmos na solução Õtima, va- 

mos agora i n t e r p r e t a r  o Quadro 2.5 que nos forneceu e s t a  solução Õ t i  - 
ma.  

Primeiramente vamos determinar os  va lo res  das  v a r i á -  

v e i s  b&sicas, que aparecem na coluna 1. são  eles: 

Como no i tem 2.3.3 (Um Exemplo ~ u m é r i c o  Completo sobre Viabi l idade  

de Fluxos) , o v a l o r  de  xl = 5/2 s i g n i f i c a  que na cadeia  al= [ O ,  0 ,  

0 ,0 ,1]  temos passando uma quantidade de f luxo de  xl. al = 5/2 [ O ,  0 , 

0,0 ,1]  = [0,0,0,0,5/2] ,, que 6 mostrada na Figura 2 .14 . 

Figura 2.14 

x2 = 3 s i g n i f i c a  que na cadeia  a2 = [ 1 , 0 , 0 , 1  , O ] 
temos passando uma quantidade de f luxo  de x 2 * a 2  = 3 .  [l , O ,  0 ,1,  O] = 

= [3 ,0 ,0 ,3 ,0  ] que está na Figura 2.15 . 



Figura 2.15 

= 1. [ 0,1,1,0,0]=[0,1,1,0,0] , Figura 2.16 . 

Figura 2.16 

= 3/2 . [1,1,0,0,0] = [3/2, 3/2, 0,0,0] , Figura 2.17 . 

I 

1 3/2 
I 
I 

Figura 2.17 

Sobrepondo-se as Figuras 2.14, 2.15, 2.16 e 2.17 , 



temos a  F igura  2.18 : 
3/2 

Figura  2.18 

Fazendo-se a  somatõr ia  dos f luxos  nos a r c o s  respec-  

t i v o s  da F igura  2.18, teremos a  F igu ra  2.19 : 

Figura  2.19 

Conforme apresen tado  na F igura  2.19, a s  capacidades  

dos a r c o s  são  preservadas ,  i s t o  é, a quant idade d e  f l u x o  que pas sa  

e m  cada um dos a rcos  6 menor ou i g u a l  5 sua r e s p e c t i v a  capacidade.  

Determinaremos agora  o  c u s t o  t o t a l  d e s t a  r ede  da  F i  - 
gura  2.19 que nada mais é d~ que o c u s t o  de  t r a n s p o r t e  de  uma unida - 

de  d e  f l u x o  no a r c o  p e l a  quant idade  de  f luxo  r e a l  do  a rco .  (ci = cus  - 

t o  t o t a l  do a rco )  . 



Arco 1 : 

Arco 2 : 

Arco 3 : 

c; = c3.1 = 7.1 = 7 

Arco 4 : 

"4 = cq.3 = 6.3 = 18 

Arco 5 : 

c; 
= c5.5/2 = 4.5/2 = 20/2 = 10 

Custo Total: 

Observando-se novamente o Quadro 2.5 , notamos que o valor de Z 6 

exatamente 65,5 , portanto não há necessidade de calcularmos Z an - 
forme fizemos, pois o próprio Quadro nos dá seu valor. 

Somente nos resta saber se na rede da Figura 2.19 

conseguiremos satisfazer os requisitos de somatória defluxos, isto 
L 

e, a somatória dos fluxos do nó 1 ao 3 e do nó 2 as 4 ser de oito 

unidades. 



Vamos e m  p r i m e i r o  l u g a r  de te rminar  a quan t i -  

dade de  f l u x o  que está  indo  do nÓ 1 a o  3 ,  o que é dado p o r  xl.al + 
+ x4.% . Sobrepondo-se as F igu ras  2.14 e 2.17, temos a r ede  que 

r e p r e s e n t a  a quant idade  de  f l u x o  que v a i  do nÕ 1 a o  nó 3 ,  F igu ra  2. 

F igu ra  2.20 

P o r t a n t o ,  do n6 1 ao  nó 3 estão sendo t r a n s p o r t a d a s  5/2 + 3/2 = 

= 8/2 = 4 unidades  de  f l u x o  . 

Com r e l a ç ã o  aos  nós  2 e 4 ,  a  quant idade  de  f l u x o  

que os une 6 dada p o r  x2.e2 + x3.a3 - . Sobrepondo-se as F igu ras  2. 

15 e 2.16 termos a F igu ra  2.21 que r e p r e s e n t a  a r e d e  com a g u a n t i  - 
dade de f l u x o  que v a i  do  nó 2 ao  nó 4 .  

F igu ra  2.21 



Conforme apresentado na Figura 2 . 2 1 ,  do nó 2 ao n6 

4 e s t ã o  sendo t r anspor tadas  3+1 = 4 unidades de  f luxo.  Com is- 

t o  conseguimos a t i n g i r  o o b j e t i v o  do problema a que nos propuse - 
mos que e r a  a somatõria dos f luxos  e n t r e  o s  nós 1 e 3 e o s  nós 2 

e 4 ser de o i t o  unidades,  a um mínimo cus to .  Quanto à somatõria 

dos f luxos  ser o i t o  unidades f o i  acima mostrado e o que nos ga ran te  

o f a t o  da  rede s e r  a de  mfnimo cus to  é o ~ é t o d o  do Simplex Revisado. 



3.1 - ~ e f i n i ç ã o  do Problema 

Em l i n h a s  g e r a i s ,  o Problema de s í n t e s e  é aquele em 

que se n e c e s s i t a  encont rar  a s  capacidades de uma rede  a ser cons t ru  - 
Ida ,  de modo que s a t i s f a ç a  a r e q u i s i t o s  de f luxo previamente e s t abe  

l ec idos  e tenha 

(i) Uma 

N = 

A = 

um cus to  t o t a l  de  construção mhimo. 

Como dados do Problema, temos: 

rede não o r i en tada  [ N ,A e x i s t e n t e ,  onde: 

conjunto de nós = ( 1 , 2 ,  ..., n l  

conjunto dos arcos  = { ( i , j ) / i ,  j E N ;  i f j l  , e s t e s  

arcos são  numerados l t2. , . . . ,m com m - n (n-i)  2 

(ii) Um conjunto ( r i j ( t )  / i t j  E N : t = l i 2 , . . . , T )  de requi  - 
s i t o s  de f luxo simultâneos para  o per iodo de  tempo - t ,  on - 

ri (t) = rji (t) = f luxo requerido e n t r e  o s  nós i ,  j E N , 

durante  o ~ e r i o d o  - t , t = 1 , 2 ,  ..., T . 

( i i i ) U m  v e t o r  c - = (cl ,c2, .  . . ,cm) de cus tos  u n i t á r i o s  para  

incremento da capacidade, onde: 

'i = cUsto para  aumentar de uma unidade a capacidade do 

arco  i E A . 



Como objetivo do Problema, temos : 

(i) Uma rede não orientada [N,A,Y] , usando-se a rede [BY ,A] 

já existente , e Y > O . 
- - C  

(ii) A rede [N,A,Y] seja viável, isto é, satisfaqa aos requi- 

sitos de fluxo em todos os períodos. 

(iii) min c Y . 
w - 

Orientando-se a rede ,A,Y> , m. determinado fluxo 

que vai de um nÔ p E N a um nó q E N , tem o seu valor notado co- 

mo 5c e x pn é o valor do fluxo que passa no arco (i, j) E A sa- i j 

indo do nó p E N e indo ao n6 q E N . Como em todos os n6s de N 

existe a conservajão do fluxo, temos: 

Seja y ij a capacidade do arco (i,J) E A , então: 



Se r (t) 6 o requisito de fluxo entre os nós ~ E N  
Pg 

e ~ E N  no tempo t , o fato da rede ser capaz de transportar todos - 
os fluxos a qualquer ~eriodo de tempo, pode assim ser expresso: 

~ p Ô s  esta apresentação, podemos colocar o Problema 

da seguinte forma: 

min c Y - - 
sujeito a 

Esta formulação (3.1) de um Problema de ~rogramação 

Linear nos apresenta uma série de limitaqões para sua resolução,pois 

caso tenhamos uma rede [N,A,Y ] completa, ou seja, com um nÜrnero de 

arcos m = "("-') e onde hg 6 o número total de requisitos pa- 2 

ra um determinado perfodo , teriamos para cada ~ersodo de tempo t - 



um PPL com : 

n9 de restrições = n [2ht in;l)n + n(n-1) I 
o que torna praticamente imposs~vel sua resolução para redes mesmo 

com nfimeros relativarente pequenos de nós. 

Em virtude disto, vamos desenvolver uma série de fcr  - 

mulações possiveis, até conseguirmos chegar a uma formulação que nos 

permita solucionar, em termos práticos, o. problema. 

Seja o conjunto dos vetores de capacidades Nt E IRrn, 

correspondentes a todas as redes de m arcos que satisfazem aos re - - 
quisitos de fluxo num determinado perxodo - t . 

m m 
Denominaremos de iP C C o politopo formado por 

L 

t 
todos os N E IRm , Nt , 2. ... 

Podemos formular as seguintes proposições a respei- 

to deste politopo: 

m 
O politopo P C xm é convexo . 

t 

Prova : 

(Esta proposição é exatamente igual ?i ~roposiqão 1, apresen- 

tada no item 2.3.2 Viabilidade de Fluxos). 



O politopo pmc 6 i l imitado.  
t 

Prova: 

(i) Seja uma rede G = [ N , A , N ~ ] .  com m arcos. - 

(ii) gt E Xlm é a quantidade de fluxo que desejamos passar a - - 
t t t -  través da rede G , f t =  [p l r  $ 2 r * - * r P m J  e 

m 
(iii) N~ E P 6 um vetor que define a capacidade de uma rede - t 

viável.  Este vetor pertence a lFtm pois fixamos que todas as redes 

viáveis deveriam t e r  o mesmo número de arcos da rede G , portanto 

' d h t  - > I, ' temos: 

portanto, tambgrn é viável h t  > 1 . - - 
n 

Prova : 

(i) Sejauma rede G =  [ N r ~ , N t ]  com m - arcos. 

(ii) jIt E 6 a quantidade de fluxo que desejamos passar a - - 
t t t través da rede G , gt = [ p1, g2 r .  - , grn ] 



(iii) N t  E 1pm é um v e t o r  que de f ine  a capacidade de  uma re 
C t - 

m 
de v iáve l .  E s t e  ve to r  per tence  a  IR p o i s  fixamos que todas  as re - 
des v i á v e i s  deveriam t e r  o  mesmo número de arcos  da rede  G , por - 
t a n t o  m . - 

De ( i i ) e  (iii) 4 

como Y i N~ + 
w - -  

t - : L i !  

por tan to  Y - é v i á v e l  

Se ja  3jm C IRm um po l i topo  convexo qualquer ,  po - 
dendo s e r  i l i m i t a d o .  

Dado um po l i topo  convexo EImC lRm denominamos o cone 

- - - N+Xd implica y~ SI , K = {a E I R ~ / V N   EM^, V A  2 O , y - C - 
m 

como sendo o cone a s s i n t õ t i c o  de JH . 

TEOREPIA 4 : 

Se ja  o po l i topo  convexo JHm C IRm de f in ido  por 



onde A 6 uma matriz pxm , b r xP. O cone polibdrico convexo - 

= { R  E nm/ Ai? 2 0 )  - - * 

m o cone assintótico de Ei . 

Prova: 

Consideremos a DEFINIÇÃO 1 , portanto provaremos que IK =iM. 

Somando-se (3.4) e (3.5) , temos: 

AN - + BAR b + O - - -  - 

como N E H I ~  I - B t O  --t 

pela de£inição de IK --+ 

Lcl 
Seja d .-. E M , N EM"  

pela definição de EIm =+ 



Suponhamos (Ad)i > O 

(AN) i - < hi - A (Ad)  i 

Por (i) e (ii), temos : 

(ii) 

ue contradiz a suposiqão de (Ad)  i > 

Portanto, 1K 6 um cone poliédrico convexo 

n 
TEQREMA 5 : 

Seja o politopo convexo E" C IRm , que çatisf az ãs  
t 

t m PROPOSIC~ES 3 e 4 . O cone poliédrico convexoE E E  , definido por 



ILt = {Nt E 3Xrn / I N ~  > 01, onde I 6 uma matriz identidade de dirnen 
..# - - e  - 

são mxm , é o cone assintÓtico de 3P m 
t 

m seja .Zt = cone assintótico de Pt . 

Seja N~ C E zt . Tomemos E e e consideremos : 

Devemos provar que : 

Tornemos dt .-. E Zt 

Portanto 



t Suponhamos (d ) i < O 

t o que contradiz a suposição de (d )i O 

Como P: C IRm é um politopo convexo ilimitado, exis- 

te um &mero finito de pontos extremos desse politopo, que denominare - 
t mos de Ni . - 

Definamos a envo1tÓri.a convexa dos pontos extremos de 

P: C IRrn , como sendo IE que é um politopo convexo limitado . 



O politopo convexo ilimitado 

se não vazio, pode ser expresso como soma dos conjuntos : 

que é o politopo convexo limitado 

e zt que 6. o cone poliédrico convexo 

lLt = ( N ~  - cIRm / I Nt - 1 91 . 

Prova : 

15 1 

Portanto, pelas proposições, teoremas e definições a-- 

presentados neste item, podemos concluir que o conjunto dos N vi6 - - 
veis para cada t , ou seja, Plt E P: 

3 
6 apresentado da sesuinte 



maneira : 

onde , 
e = j-ésimo vetor da base can8nica 
j 

Figura 3.1 



seja yt c- E E ~ ,  onde 

t m Portanto, se N ,.. E Pt então 

Por outra lado, para que uma rede com vetor de capaci 

dades N satisfaqa aos requisitos de todos os perhdos, 6 neceãsa -- - 
m rio e suficiente que : N > W~ E Pt r V t=l,2,. . . ,T . Com isto, o 

e - 

problema (3.1) passa a ter a seguinte configuraqão : 

min c M 
e N 

sujeito a. : 

~roposição 5 : 

O vetor de capacidades Y E IRm <m é interseqão dos " 

politopos P , ou seja : 
t m 

Y satisfaz (3.1) se e somente se existe N E P ~  tal que ,- N 



Prova : 

~ondiqão necessária : provaremos que Y > N' , v t=l r 2 r .  . . rT. 
Y - - 

Sabemos sue o vetor de capacidades Y E IRm satisfaz ao conjun - - 
to de restriqões de (3.1) , Tomando-se um particular periodo de tem 

po r temos : 

Y - independente de - t , portanto : 

satisfaz a todos os perfodos de tempo t - - 

~ondição suficiente; provaremos que 1 t=1,2,. . . ,T sempre e- 

xiste N~ < Y . 
," - w 



Seja uma das m componentesde N t EIP~cIR m m . Ni j - w 

Podemos então escrever uma das restrições de ('3.1) da 

seguinte forma: 

t Como Y > N , temos : 
- - r . .  

Baseando-se na formulação de I P ~  e na ~roposição 5 

é que se justifica a transformação do poblema (3.1) no problema (3. 

sujeito a : ( 3 . 8 )  

A justificativa da transformaqão do problema (3.7) na 

problema (3.8) 6 apresentada a seguir pela ~roposiqão 6 . 



O conjunto dos vetores N que satisfazem as restri~ões - 
do problema (3.7) 8 igual ao conjunto dos vetores N que satisfazem 

as restriqões do problema (3.8) , 

I 3  
Seja: 

> O e ~f > O , entáo Como Ai - -1 - - 

Dividindo-se (i) por 6 temos : 

I-1 
k(t) t 

Para Ai = 1 ,  
i=l 

k(t) t 
1 'li = 1 satisfaz . 
i=l 

k(t) t 
Portanto, em particular satisfaz para 1 Ai > I .  

i=1 

O problema (3.8) 6 praticamente insolÚvel, pois embo- 
ra tenha (m+l).T linhas, onde cada linha representa uma restriqão , 
portanto m+l - restrições para cada período - t , possui um enorme nú- 
mero de colunas, pois para cada N: temos uma coluna e além do mais 

não conhecemos os pontos extremos. 



Das restrições d e  ( 3 . 8 ) ,  podemos t i r a r  : 

min c N - .-. 
s u j e i t o  a : 

- t S e j a  D~ um v e t o r  coluna c u j a s  componentes s ã o  A i ,  

V t = i , 2  , . . . ,  T ;V  i = 1 , 2 >  .... k < t >  

t e seja M~ uma m a t r i z  c u j a s  co lunas  s ão  o s  v e t o r e s  , -11 r 

'd t=1,2  , . . . ,  T : Y i = i , 2 r . . . r k ( t )  

~ n t ã o  o  problema se t o r n a  : 



min c N - w 

s u j e i t o  a 

Para um N > O dado, o sistema MtDt 5 [ E ,  - - ly - -11 t e  - 
rã  uma solução D~ > O se e somente se  para todo vetor n t  > 0 - - -  - - -  
t a l  que - n t  M~ - > O - implica - n t  [N, -11 2 O 

(Lema de Minkowsky-Farkas) [ 2 0 1  . 

t t  O s  rrt - - -  > O que satisfazem n [yi, -11 2 0  , - 
t i 2 . . . k t formam um cone poliédrico convexo Fm+l . 

observação: 

onde são os uni tá r ios  na direção das ares tas .  - j 
m 

se n t  - [g ,  -11 - > 0  para todo N r:pt - então 
t m nt [E:, -11 )O porque N .  E p t  . - -1 



TEOREMA 8 : 

é verdadeiro se e somen - 

Prova : 

t 
E IFm+l , j=l.2,...tr(t) então 

[ E, -11 2 O 6 verdadeiro . 

com 

nt [gt -11 2 O t 1 2 . . . r t sejam verdadeiros - j 

Temos então o seguinte problema : 

min c N - e.3 



sujeito a : 

(3.11) 

O problema (3.11) contém apenas m - colunas, onde 

cada coluna é referente a uma componente de N E IRm , mas possui um 
C* 

t grande ncmero de linhas, sendo cada linha referente a um , poy - j 
tanto, continuamos com um problema insolüvel na prática. Exktem po - 
rem, algoritmos de resolução para este tipo de problema nos guais 

não é necessário listarmos todas as restrições. Esses algoritmos 

consistem basicamente de duas partes, sendo uma a principal e outra 

auxiliar. Neles trabalhamos com quadros de tamanho (m+2)x(m+l) na 

parte principal e (m+3) x (m+5) ou (m+l) x (m+2) na parte auxiliar, 

dependendo do tipo de algoritmo empregado ser primal ou dual. 

O algoritmo primal tem a grande vantagem de que a 

qualquer momento que interrompemos a sua execução, a solução que e- 

%e nos apresenta é um solução primal viável, ou seja, uma solução 

viavel N - para o problema (3.11). Este fato se torna de grande va - 
lia em problemas de grande parte onde na maioria das vezes 6 mais 

interessante uma boa solução do que a solução Ótima, em virtude do 

enorme tempo de processamento necessário 5 obtenção da soluqão &i- 

ma. Por sua vez, o algoritmo dual tem a grande vantagem de computa - 
cionalmente ser muito mais rápido do que o primal. 

Portanto, apresentaremos a seguir duas têcnicas de 

resolução do problema (3.11) , o Algoritmo Prima1 para ~esolução e 



o Algoritmo Dual para ~esolução. 

3.3 - Algoritmo Primal Aplicado a Problemas de síntese 

O Algoritmo Primal apresentado neste item será diri - 
gido para resolução do Problema (3.11) e como o número de iterações 

para este tipo de algoritmo depende diretamente do número de restri - 
ções (linhas) ou do nÜmero de variáveis (coLunas) e em virtude de 

termos apenas - m variáveis em (3.11) e um número muito grande de 

restrições, adotaremos o Algoritmo Primal Simplex por operações Co- 

luna. Como todo Primal Simplex, necessitamos de uma base inicial e 

de uma solução primal viável (rede primal viável) que mostraremos 

como obtê-la no próximo item. O &todo Prima1 Simplex consiste dos 

seguinte passos: 

1. Escolha da coluna, ou seja, da variãvel que irá entrar na 

base. 

2. Escolha da linha, ou seja, da variãvel que ir5 sair da ha - 
se. 

3. Processo de eliminação de Gauss-Jonhan , ou seja, mudança 

da base por operações coluna. 

Os passo (1) e (3) são passos de rotina e o passo 

(2 )  não pode ser realizado como normalmente o 6 em um PPL, pelo £a - 

to de não conhecermos a priori as restrições de (3.11). Portanto, 

a dificuldade reside no passo (2) pois temos que determinar qua1,da 

enorme lista de restrições de (3.11) será primeiro violada, isto 6 ,  

quando a varigvel não bãsica escolhida for introduzida na base. 



Como necessitamos a p r i o r i  de uma solução % k i c a  p r i  - 
mal viável ,  que W - o se ja .  Realizando-se o passo (1) temos a colu - 

A 

na t , correspondente à variávelNe que i r á  en t ra r  na base. Se O 6 -e 
A 

o valor que scrã assumido por N quando introduzida na base, então t e  
e - 

remos com nova soluqão básica 

- a 

E =  ... N-O;, - 
e o novo valor da função objetivo será  

(a origem de z -c e s t á  no item 2 . 1 . 4 )  e e 

Como ze-ce < O , quanto maior fo r  o valor de O . ,  

maior se rá  o aumento no valor da função objetivo e como a nova solu - 
- 

ção N ... devera s e r  prima1 viável ,  desejamos então obter  o maior va- - 
l o r  para O ,  (Omax ) , mas mantendo-se a res t r iqão de N - s e r  prima1 

viável.  Com i s t o ,  temos que resolver para t = 1 , 2 , . . . , T  , o seguin - 
t e  PPE : 

max O 

su j e i to  a : 



que 6 equivalente a : 

max O 

sujeito a : 

t e obter Omax . Das restrições de (3.13), temos que para 

t - 
O < O < O  - - max a rede N satisfaz aos requisitos de fluxo do pe - - 
ríodo t , ou seja, a rede i 6 viável. Podemos escrever (3.13) da - +.. 

seguinte maneira: 

max z = O 

sujeito a : 

Este problema (3.14) 6 um problema limitado,pois as 

suas próprias restrições limitam o valor de O tanto superiormente, 



pois um O ilimitado superiormente nos dará uma rede viável com cus - 
to total negativo, como inferiormente onde não teria sentido usarmos 

o ínfimo de O , 0=0 . 

Como (3.14) possui apenas e linhas para cada pe - 
rfodo - t e um enorme número de colunas onde cada coluna corresponde 

a um , vamos resolvê-lo através do Prima1 Simplex Revisado por 

operações Linha, que será detalhado no final deste item. Supondo - 
t se (3.14) resolvido para um determinado t , teremos o valor de Omax. - 

Como utilizamos o Simplex Revisado, temos : 

onde Bt é a matriz Ótima. Fazendo-se no Último quadro do Simplex 

sabemos que nt 6 a solução Ótima do problema dual de (3.14) que - 
6 o seguinte: 

t min v .., .[-,-i] 

sujeito a : 



Podemos garant i r  que n t  6 solução Ótima do dual 
r. 

pelo f a t o  do primal (3.14) t e r  solução Ótima limitada. Portanto,pg 

l a s  propriedades do primal e dual,  temos: 

1. ". n t  . [ - 1  6 o valor Õtirno do dual (3.15) , consequen - 

que é o valor Ótimo do primal (3.14). temente igual  a Omax . . . (3.16) 

2.  Como n t  é uma soluçãoÓtimade (3.15), tambémo ê v i á -  

3 .  Pelo f a t o  de n L  s e r  solução Ótima de (3.15),  será  um 

ponto extremo do politopo de res t r ições .  

Resolvendo-se (3.14) e (3.15) , obteremos para cada 

perxodo - t , um e um n t  respectivamente. como para 'max - 
t - 

0 < 0 < 0  - , a nova soluqão básica viável  N ,  para o problema - max - 
(3.11), s e rá  t a l  que s a t i s f a r á  aos requis i tos  de fluxo no periado - t ,  
então obteremos: 

t *  t 
'max = min {Ornax) 

- 
e assim a rede N s a t i s f a r á  aos requis i tos  de fluxo de todos os pe ." - - 
riodos, ou s e j a ,  se rá  uma solução básica prima1 viável  de (3.11) 

se  e somente se: 



Portanto, temos: 

- t* t 
O - 'max = min{Oma,) max .t 

fi é básica viável para (3.11) O < O O 
t* - - - . max (3.20) 

Fazendo-se t=t* , as expressões (3.16) , (3.17) e 

(3.18) serão válidas também para t* a 

nt* - é um extremo do politopo de restrições de (3.15). 

Pelo fato de O - > O, de (3.22) , temos: 

Somando-se (3.25) com (3.21) , temos: 

t* . [i,-11 < 0 t* - - O -+====+li max 



Vamos agora mostrar que: 

A . Uma das restrições do problema (3.11) é : 

B . A restrição (3.26) 6 a primeira a ser violada quando a varigvel 
x que 6 correspondente 2 coluna 1, , coluna pivÔ, for introdu e - 
zida na base; 

Demonstrando-se A. e B. , a linha pivÔ serã obtida 

atualizando-se a restrição (3.26), isto 6, escrevendo-a em termos 

das variáveis não bãsicas correntes. 

t* 0 Para demonstrarmos A., provaremos que ii - e um 
t* raio vetor do cone poliêdrico convexo Fm+l , OU seja, 71 - t * é  um 

dos nt* de (3.11). 
j 

Comparando as desigualdades (3.23) e (3.24) com 

(3.10.1) , temos que: 

O fato de nt - ser um ponto extremo do politopo de restrições de 

(3.15) nos garante que H - t* também 6 um ponto extremo do poli- 

topo de restriqões do problema (3.15) referente ao período - t* . 
Como t 6 a coluna do pivÕ e pelo fato do proble- -e 

ma (3.14) ser limitado (possui solução Ótima) , conforme já mostrado 

epor (3.22) temos: 



o que nos obriga a 

consequentemente, teremos pelo menos uma componente de te positi- 

va, pois sabemos a priori que nt* > O. Com este fato de pelo me- - - - 
nos uma componente de se ser positiva, garantimos que a variável 

x (correspondente a 1,) entrará na base. 
e 

O fato de termos uma componente de te > O , impli - 
ca que dentre as m+l - restrições de (3.15) 

pelo menos - m são do tipo 

enquanto que a (m+l)-Gsima poderá ser do mesmo tipo ou então ser a 

primeira 

que será a nossa solução . 
Podemos considerar somente dois casos: 

Caso 1 : A (m+l) -6sima restrição é do tipo (3.27) , portanto teremos 

m41 restrições independentes tais que - 

o que não pode ocorrer, pois teríamos 

,It* - = O , o que contradiz (3.26.1) . - 



caso 2 : A (m+l) -êsima restrição é nt* [$,,O ] = 1 . Como temos - 
obrigatoriamente nt* 

C 
+ 2 , então Irt* 6 solução das 

C 

m - equações do tipo 

t* nt* 6 um vetor na direção das arestas de Logo, - (3.32) 

e portanto fica demonstrada a afirmativa A.. 

Demonstraremos agora a afirmativa B. 

De (3.25.1) , temos: 

4.. nt*[i, - -11 + (o-ot* max - < O (3.33) 

Para O < O < O t* - - max I fi - 6 uma solução básica viãvel 
t* - 

para (3.11) , mas para qualquer O > O max , N não mais será básica - 
viável para (3.11) . Fazendo-se O > Omax t* em (3.33), temos: 

Concluimos então que a restrição (3.26) da afirmati - 

va A. não será válida para O > O 
t* 
max , portanto será a primeira 

restrição a ser violada quando tivermos O > O t* max 

Na apresentação deste item ficou faltando mostrar - 
mos para um determinado perzodo t , como obtermos do problema (3.14) - 

t t o vetor n e O,,, . Como a Ültima restrição de (3.14) será con 
e - 

siderada sob a forma 



e conforme já dito, usaremos o Prima1 Simplex Revisado por operações 

Linha. Portanto, para obtermos IIt devemos multiplicar a Última - 
componente da parte da linha (2-c) que corresponde 5 inversa da ba- 

se por (-1) no Último quadro. 

Para termos uma base inicial devemos introduzir vari - 
áveis de folga para as m - primeiras restrições de (3.14) e uma variá - 
vel artificial para a Ültima restrição. Continuando-se com o Sim - 
plex apresenta-se um problema que 6 escolhermos a variável que ir5 

entrar na base, pois não conhecemos todos os I& , portanto mostra- 
entrar na base ou seja, a remos como determinar a variável que irá 

coluna pivõ. 

Usaremos para o Simplex, 

ra um quadro qualquer M, - façamos: 

- B -1 r -  cb 

Sendo ( z  -cj) um elemento arbitrário de 
j 

coluna correspondente 5 variável x no 
j 

to na função objetivo da variável x 
j r 

o ~étodo das Duas Fases.Pa - 

(z-c) no quadro M, t - a - j 
quadro inicial e c o cus 

j - 
temos : 

t Sabendo-se que o coeficiente de uma variável Ai 

qualquer na função objetivo original é - O (2a fase) e como na fun - 

ção objetivo da la fase só aparecem as variáveis artificiais de (3. 

34.l), temos: 



fazendo-se: 

temos : 

A variável que entrará na base é a que tiver o me - 
- - - - 

nor z -c ; suponhamos que seja z -c , e que z . -c. > O , esta 
j j j j J J -  - 

t mos na solução Ôtima. Portanto, queremos a coluna para a qual ll.N1 
t m seja m~nimo, onde Ni E Pt. Este problema % um PPL que não passa de 

um problema de shtese para satisfazer aos requisitos simultâneos & 

t e sendo y i  o vetor custo unitário. Este problema é resolvido u - 
..# 

- 
tilizando-se vii j v (i, j) E A , como comprimentos e com isto de- 
terminaremos os caminhos mfnimos para todos (i,j) E A. ~onstrufmos 

então, ao longo de cada caminho mhimo, capacidade suficiente para 

transportar o fluxo requerido entre os extremos do caminho. Super- 

pondo-se estas capacidddes constru~das, obtemos a rede final. De - 
pendendo do porte do problema devemos usar o Algoritmo de Decomposi 

~ ã o  de Hu [10] o qual economizará uma grande quantidade de operapões. 

3.3.1 - Um Exemplo ~wn&ico Completo sobre ~plicaqão do Algoritmo 

Primal. 

Seja a rede mostrada na Figura 3.3 referente ao custo 

de construção unitário de capacidade em cada arco, ou seja, o custo 

de uma unidade de capacidade em um determinado arco. Como os re - 



quisitos de fluxos consistirão de dois perlodos, apresentaremos em 

duas Figuras,3.4 e 3 . 5  . Finalmente na Figura 3 . 6  estão indicadas 

as variáveis N - do problema. 

Figura 3 . 3  Figura 3.6 

Figura 3 . 4  Figura 3 . 5  

(Requisitos de fluxo) 

C 

Em linhas gerais, o nosso objetivo neste problema e 

encontrarmos as capacidades da rede da Figura 3.6 , de modo que sa- 

tisfaça aos requisitos de fluxo das redes das Figuras 3 . 4  e 3 . 5  e 

levando-se em consideração o custo unitário da rede da Figura 3 . 3  , 

venha a ter um custo total de construção mhimo. 

sujeito a 



A primeira coisa a ser feita obtemos uma rede ?ri- 

mal viãvel que é m a  soluqão primal visvel. Isto 6 facilmente ohti- 

do se fizermos para cada arco (i, j) : 

Neste nosso exemplo, temos na Figura 3 . 5  o requisito 

r6, ligação entre os nós 2 e 4, que não possui arco correspondente 

na Figura 3 . 6  ; portanto, faremos com que r6 se converta em arcos 

existentes na Figura 3.6 . Converteremos r6 nos arcos N1 e Ng . 
Consequentemente, teremos : 

rl = 2+3 = 5 r4 = 0+3 

Como fizemos a conversão para H1 e Ng poderíamos ter feito para N, 
*> 

e N3 . 
Obteremos agora a rede primal viável : 

e. 0 0 0 0 -  

N - = [N:, N2, Ng, N4, bJ5A = [ 5,4,3,4,2 i =3 rede prima1 vi - 

ave1 de partida. 

Temos então necessidade de ohter uma base de partida, 

e para tanto introduziremos as variáveis u (i = 7, ..., 5 ),as quais i 



serão irrestritas em sinal e definidas por : 

Esta transformação nos dá o quadro inicial da parte principal, Qua- 

dro A1 , com exceção da linha do pivÓ. 

QUADRO A1 

Escolhemos u3 para entrar na base. Devemos agora re - 

solver o problema (3.14) para o primeiro periodo, mas usando-se a 

restrição 1 h: 2 1 em lugar de - 1 - < 1 . Para tal, já te- 
i i 

mos : 

N - = [5,4,3,4,2 ] e t -e = [0,0,1,0,0 ] 

pois introduziremos u3 na base . 



Portanto, introduzindo-se as  folgas si , i = 1 , . . . , 6  , 
a a variável  a r t i f i c i a l  x e usando-se [i,l] em lugar de [ 

o que acarretará  a introdução de -1 na coluna sob s6 , teremos o 

primeiro quadro da par te  aux i l i a r  praticamente completo, fal tando - a 

penas a coluna do pivõ, 

como 1 = [o ,o ,o ,o ,o ,o]  pois x1 = [ O , O , O , O , O  ] e 

1 
Ym+i = O , então qualquer N. r pm (ponto extremo) será  solu - 

-I t 

ção 6tima pois se rá  a mais "barata". 

1 Sendo (z l  - 1 = -1 1 1 
1% e (zl - C ) a = O , temos a coluna 1 2- 

pivõ completa: 

consequentemente temos o Quadro A l P 1  completo. 

ia fase 

QUADRO A1P1 
.I 

2 5  fase  



pivÔ = min f5/3, 4/4, 3/3, 4/4, 2/1, 1/11 = 1 

Realizando-se o pivoteamento no elemento indicado do 

1 Quadro AlP1 , ou seja, introduzindo-se h l  na base e tirando-se a 

a variável artificial x , obtemos o Quadro AlP2 . 

QUADRO A1P2 

15 fase 
a 2- fase 

S1 

S2 

s3 

s4 

S5 

h: 

a Neste Quadro AlP2 , x foi retirada da base e em 

1 a seu lugar entrou h l  , com isto terminamos a 1- fase,de modo que 

a nos próximos quadros somente apresentaremos a linha (z-c) da 2- fa- 

se. Introduzindo-se O na base, teremos o Quadro A1B3 praticamen - 
1 te completo, faltando somente a coluna que será posicionada sob A2. 



QUADRO A1P3 

No Quadro A1P3 temos = [O ,O, 1,0,0 ,-3 ] onde , 

= [ o , o I ~ ~ ~ I o ]  e ym+l = -3 , portanto escolheremos uma rede Xl 

que satisfaça rl , ou seja, não possua nenhum requisito de fluxo 

no arco que une os nós 3  e 4 ; assim teremos a rede mais barata . 
Existe mais de uma rede que satisfaça x1 , consequentemente mais de 
uma soluqãa ótima. Escolheremos uma: 

De ( 3 . 3  4.2), temos: 

A coluna [N:,l] para ser introduzida no Quadro AlP3 

precisa ser pré-multiplicada pela inversa da base, isto 6 ,  necessi- 



tamos de realizar o "updating" , 

1 1 e acrescentar o valor de ( z 2  - c2) = -3 . Portanto a coluna do pi- 

v6 do Quadro A1P3 será : 

pivõ = min {0/3, 3/3, 1/31 = 013 = O 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro A1P3 obteremos 

o Quadro A1P4 com exceção da Ültima coluna, a qual será posicionada 

1 sob A 3  . 
QUADRO A1P4 



No Quadro AlP4 temos = [ 0,0,1,1,0,-71 onde yl= 

= [  0,01111d e Ym+l = -7 . Como rede mais barata, temos: 
1 =[  3.4,3,4,1] --+ [ ~ ~ , l ]  = [3,4,3,4,1.1] 

De (3.34.2) temos: 

1 Realizando-se o "updating" em [N~, 1 ] temos : 
w 

Portanto, a coluna do pivÔ do Quadro A1P4 será : 

[o, o, o, o, o, o, 1 1  

Como, no Quadro A1P4 temos (2-c) > O , estarnos na so- 

lução ótima. 

Trocamos o sinal da Última componente de IIL . 
1 

Ocorreu um caso particular de termos Omax = O , pois 
com isto não precisaremos resolver o problema (3.14) para t=2 , pog 
que : 



1 = min {Omax 2 
'max ornaxI = O 

Obteremos a linha do pivÔ pela atualização da restri- 

ção (3.26) . 

Devemos expressar esta restrição em termos das variá- 

veis não básicas correntes, (-ul,..., -u5). 

Acrescentando-se uma variável de folga vl , temos: 

-u3 - u4 - v1 = o - v1 = -u3-u4 

que 6 a linha do pivÒ do Quadro A1 . 

Com isto temos o Quadro A2 que vem a ser o Quadro A 1  

mais a linha do piv6. 

(Veja Quadro A2 na próxima página) 



QUADRO A 2  

-"l -"2 3 -"4 -u -U 5 

Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

Quadro A2 , obtemos o Quadro A3 . 

QUADRO A 3  



Podemos eliminar a Gitima linha do quadro acima pois 

não mais terá utilidade. 

Escolhemos agora a variavel u2 para entrar na base 

e iremos resolver o problema (3.14) para os dois perzodos de tempo 

a fim de determinarmos a linha pivÔ do Quadro A3 . 

1 m portanto qualquer E Pt (fazendo primeiramente para t=l) será 

solução Ótima pois será a mais barata. 

L 1  sendo (zl-cl) la = -1 e 
I 1  -c ) a = O , temos a coluna pivõ com (=i 1 2- - 

pleta: 

I-1, o, 31 41 31 41 1, 1 1  

consequentemente temos o Quadro A3Pll completo. 

(Veja Quadro A3Pll na próxima página) 



QUADRO A3Pll 

1 O S s s xa 1 s1 2 3 S4 5 '6 5 1  

pivô = min (5/3, 4/4, 3/3, 4/4, 2/1, 1/11 = 1 

la fase 

22 fase 

'2 

S3 

S4 

S5 

xa 

Realizando~se o pivo-eamento no elemento indicado no 

Quadro A3Pl1, ou seja, introduzindo-se 
All i. na base e tirando-se a 

variãvel artificial xa , obtemos o Quadro A3P12 . 

QUADRO A3P12 

e 

-i. 

O 
? - 

5 

4 

3 

4 

2 

1 

t 

O O O O O O 0 1  -1 
I 

-1 O O O O O 0 1 0  O 
I 

O 1 I 
I 3 

1 1 
I 
I 4 
I 

O 1 I 3 
t 

O 1 I 
I 

4 

o 1 I 
I 

1 

O 
I 

1 1 -1 
I 

1 O SI 52 xa 1 S3 s4 s5 '6 h 
ia fase 

2 5  fase 

S1 S 2 
S 3 

S4 

s5 

o 1 I-1 1 

O 

O 

o 

o 
1 

O O O O O Q O I O  O 

-1 O O O O O 0 1 0  O - 00. -3 3 I O 
1 -4 1 4  O 

I o 1 -3 1 3  O  
I 

O  1 -4 1 4  O  

o I 
1 - 1 1 1  O 

I 



Neste Quadro A3P12, xa foi retirada da base e em seu 

1 a lugar entrou hll , com isto terminamos a 1- fase, de modo que nos 
prÓximos quadros somente apresentaremos a linha (2-c)  da 22 fase.In - 
troduzindo-se O na base, teremos o Quadro A3P13 praticamente com - 

1 pleto, faltando somente a coluna que serã posicionada sob . 

QUADRO A3P13 

No Quadro A3P13 temos : 

uma das redes mais baratas será : 



De (3.34.2), temos: 

Para introduzirmos a coluna [ P??,l] no Quadro A3P13 
necessitamos realizar o "updating" : 

1 1 e acrescentar o valor de (z2 - c2) = -4 . Portanto a coluna do pi- 

v6 do Quadro ~3P13 será : 

pivÔ = min C2/4, 1/4, 1/13 = 1/4 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro A3P13, obtere- 

mos o Quadro A3P14 , com exceção da Última coluna que será posicio- 
1 nada sob hjl . 



QUADRO A3P14 

O 
a 

X S 
6 1 

"1 S2 s3 S4 s5 X31 

No Quadro A3P14 temos : 

uma das redes mais barata será : 

De (3.34.2), temos: 



1 Para introduzirmos a coluna [ Il3 ,1] no Quadro A3P14 

necessitamos de realizar o "updating" , 

1 1 e acrescentar o valor de (z3 - c3) = -5 . Portanto a coluna do pi - 
v6 do Quadro A3P14 ser5 : 

pivÔ = min (1/5, 0/5, 0/5, 3/4 / 5/41 = O/5 = O 

Realizando-se o pivoteamento no Quadro A3P14 obtere - 
mos o Quadro A3P15, com exceção da Última coluna que será posiciona - 

1 da sob h41 . 



QUADRO A3P15 

X 
a 1 o s1 s2 s3 S 

6 1 
S4 S5 I41 

No Quadro A3P14 temos 1 =[0,1.1,0,1,-81 onde . 
11 = [ 0.1.1.0.11 e Ym+l = -8 . Como rede mais barata temos: 

De (3.34.2) , temos : 

1 Realizando-se o "updating" em [BTg , 1] temos: 



Portanto a coluna pivÔ do Quadro A3P15 será : 

Como no Quadro A3P15 temos (z-c)>O, - estamos na sola - 
ção ótima. 

1 Trocamos o sinal da Ültima componente de ii C . 

Agora passaremos a resolver o problema (3.14) para 

t=2 , segundo periodo de tempo. Re,solveremos da mesma maneira a- 

presentada para t=l. Como na nosso rede da figura 3.6 não temos o 

arco N6 , temos que desmembrar o requisito referente a N6 na Et- 

.gura 3.5 em outros quaisquer que satisfapm o referido requisito e 

os arcos da Figura 3.6 . 
Resolvendo-se este problema, obteremos: 

O 2 = 4  max 

L 

'max = min (O,,,, oL max } = 1 

Obteremos a linha do pivÔ pela atualização da restri- 

ção (3.26) : 



Devemos expressar esta restrição em temos das vari- 

áveis não bãsicas correntes (-ul, . . . . , -u5) . 

Acrescentando-se urna variável de folga v2 , temos: 

Como -ug é uma variável não básica, temos que expres - 
sá-la em função de variáveis básicas. Usando-se a linha do pivÔ do 

Quadro A1 , temos: 

- v1 - -u3 - u4 __+ -U3 = v1 + U4 

substituindo-se em v2 teremos : 

v2 = 1 - u2 + v1 + u4 - u5 
que 6 a linha do piv6 do Quadro A3 . 

Com isto temos o Quadro A4 que vem a ser o Quadro A3, 

sem a linha referente a u3 mais a linha do pivÔ. 

(Ver Quadro A4 na pr6xima página) 



QUADRO A4 

1 -"l -"2 -vl -"4 -5 

Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

Quadro A4, obtemos o Quadro AS. 

QUADRO A5 

1 -3 -v2 -vl -U4 -"5 

Repetindo-se os c$lculos auxiliares para geragão da 

linha do pivõ, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois 

perxodos de tempo, obteremos: 



N 2 + N J + N 5 - 9  - > O  

a qual atualizada nos fornecera a linha do piv6 do Quadro A6. Deve - 
mos notar que N2 e Ng são não básicas. 

QUADRO A6 

-3 -v2 -vl -"4 -"5 

Realizando-se o pivoteamento por operagões coluna no 

Quadro A 6 ,  obteremos o '~uadro A7 . 

QUADRO A7 



Repetindo-se os cálculos auxiliares para geraqão da li 

nha do piv6, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois 

periodos de tempo, obteremos: 

N1 + Ng + N5 - 10 - . O 
a qual atualizada nos fornecerá a linha do pivÔ do Quadro A8. Deve- 

mos notar que N3 & não básica. 

QUADRO A8 

Realizando-se o pivoteamento por operaqões coluna no 

Quador A$, obtemos o Quadro 8 9 .  

QUADRO A9 

1 -v4 IV2 -vl -v3 -U5 



Repetindo-se os cálculos auxiliares para geração da 

linha do pivÔ, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois 

perxodos de tempo, obteremos: 

a qual atualizada nos fornecerá a linha do pivÔ do Quadro ALO . 
Como as variáveis ui u ,  l ) são irrestritas 5 

em sinal, no Quadro A10 mudaremos -u5 para u5 ' 

QUADRO A 10 

1 -v4 -v2 -vl IV3 u 5 

Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

Quadro Alo, obtemos o Quadro All. 



QUADRO A11 

Mo Quadro A11 temos (2-c)>O - , portanto chegamos ao fji 

na1 do problema pois não existe nenhuma coluna que causará um acrês - 

cimo. Conseguentemente, temos a solução Õtima (rede ótima). 

A rede ótima está apresentada na Figura 3.7 . 

Figura 3.7 

Apresentaremos nas Figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12 



como poderemos atender aos requisitos de fluxo do primeiro perlodo, 

isto é, para t=l, entre os nós (1,2) , (l,3), (i,4), (2,3) e (3,4) 

respectivamente. 

Figura 3.8 Figura 3.9 Figura 3.10 

Figura 3.11 Figura 3.12 

AS Figuras 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 mostram como pode- 

remos atender aos requisitos de fluxo do 29 perxodo, isto é, t=2 , 

entre os nós (1,2), ( 3 ,  ( 3 , 4 )  e (2,4) respectivamente. 

Fisura 3.13 Fisura 3.14 

Figura 3.15 Figura 3.16 



3.4 - Algoritmo Dual Aplicado a Problemas de síntese 

Da mesma forma que o Algoritmo Primal, o Algoritmo Du - 
a1 tem como objetivo a resolução do problema (3.11) e pela mesma 

justificativa apresentada para o Algoritmo Prima1 iremos adotar o 

Dual Simplex por operações Coluna (m - variáveis). Como todo Dual Sim - 

plex, necessitamos de uma solução básica dual viável gualquex; por 

exemplo 

a qual será certamente viável desde que tenhamos c>O (c 6 o vetor - -  
que representa o custo de transporte de uma unidade de  fluxo),^ que 

no nosso caso sempre ocorrerá. 

O ~êtodo Dual Simplex consiste basicamente dos seguin - 
tes passos: 

1 - Escolha da linha, ou seja, da variável que irá sair da ba - 
se. 

2 - Escolha da coluna, ou seja, da variável que irá entrar na 
base. 

3 - Processo de eliminação de Gauss-Jordan, ou seja, mudanqa 
da base por operaç6es coluna. 

Os passos (2) e (3) são de rotina e o passo (1) não 

pode ser realizado como normalmente o 6 em um PPL pelo fato de não 

conhecermos a priori todas as restrições de (3.11). O nosso objeti - 
vo resume-se em a cada iteraqão do Dual Simplex determinarmos uma 

das restrições de (3.11) não satisfeita pelos valores correntes de 



Podemos inicialmente utilizar restrições do seguinte 

que são restrições necessárias e suficientes, as guais implicam as 

seguintes restrições necessárias (mas não suficientes) para que uma 

rede não orientada com capacidades yi i , j E A , satisf apa a 

um conjunto de requisitos simult~neus r i j = r  jir v (i,j) r A .  

(Estas restrições (3.34.3) são as que realmente serão utilizadas) 

A 

Tendo-se uma solução W .., dual viável., conforme já vis- 

to, para 

A 

esta mesma solução N w tambêm ser6 prima1 viável e portanto Ôtima.~e - 
mos então o seguinte problema, para cada periodo t : 

sujeito a : 



Este PPL é tipicamente um problema de análise de m a  

rede com fluxos de mais de uma comodidade. Notemos também sua seme - 

lhanqa com (3.14) e por analogia usaremos para resolvê-10 o Prima1 

Simplex Revisado por 0peraqÕes Linha. 

Suponhamos resolvido (3.35) para um determinado p e r h  - 
t do t e obtivemos a solução Ótima Omax . Fazendo-se no Último qua - 

dro do Simplex 

Sabemos que gt é a solução ótima do problema dual de (3.35) que i! 

o seguinte: 

L. 

min vt . N - C1 

sujeito a o 

Sendo ," rit soluqão Ótima, pelas propriedades do 

prima1 e dual temos: 

1. nt N é o valor Ótimo do dual (3.36), consequentemente - - 
queéovalorÓtimodoprima1 (3.35) igual a Omax 

. . . . . . . (3.37) 
2. como nt ," 

é uma soluqão Ótima de (3.36), também o é vis- 

vel; portanto 



3. pelo fato de nt ser solução Ótima de (3.36) ser& um pon 
C - 

to extremo do politopo de restriqões. (3.39) 

Podemos escrever (3.37) e (3.38) da seguinte forma: 

Analogamente ao caso do Algoritmo Primal, podemos de- 

monstrar que uma das restrições do problema (3.11) 6 : 

4 

No problema (3.35), N 6 conhecido e para iniciarmos .., 
os cálculos podemos usar qualquer rede viável para um determi- 

nado período de tempo t . Resolvendo-se (3.35) para obter O t 
max 

e nt , temos duas possibilidades: 
.-4 

> 1 , o que por (3.34.4) significa ser primal vi- '. Omax - c 

ave1 para o período t . 
L. 

> 1 , V t=1,2,. . . ,T , então N é a solupão ótima Se Omax - - 
para o problema (3.11) pois N - 6 prima1 viável para todos os perlo- 

dos t e também dual viável. 

e 1 .  De (3.40), temos: 
2* max 

t [n 4 1  [&-11 0 
4 

Portanto, N não satisfaz ã restrigão 



Consequentemente, realizando-se o "updating" na restri 

gão (3.41), ela poderá ser utilizada como linha do pivÔ. 

Finalizando, mostraremos como ~odexá ser resolvido o 

problema (3.35) . Como no problema (3.14) do Algoritmo Primal, a di - 
ficuldade reside na escolha da variável que ira entrar na base,pois 

não conhecemos todos os PJ: a priori. Usando-se (3.34.1) para o 

problema (3.35) , temos: 

Para determinarmos a variável que ira entrar na base, 

analogamente ao Algoritmo Primal , desejamos . mhimo, onde 

t 
&Ti E P: . JS foi apresentada solução para este tipo de problema. 

t Se Ni 5 1 , sabemos por (3.42) que estamos na so- 
lução ótima de (3.35). 

O 

3.4.1 - Um Exemplo Numérico Completo sobre ~plicação do Alqoritmo 
Dual 

Resolveremos o mesmo exemplo apresentado no item 3.3. 

1 (Um Exemplo ~umérico Completo sobre ~plicação do Algoritmo Primal). 

A nossa solução básica dual viável de partida será: 

NO w = [o, 0, O, 0, o] 

Com isto temos o primeiro quadro do Simplex que 6 o Quadro B1 . 



QUADRO B1 

Obteremos agora uma restrição não satisfeita pelos va - 
lores correntes de N, utilizando-se (3.34.3) e considerando-se os 

#., 

requisitos de Efuxo do 19 período que envolvem o nó 1 (verificar Fi - 
guxa 3.4) : 

a qual não 6 satisfeita pelos valores correntes de N. Adicionan - - 
do-se uma variável de folga vl , teremos : 

que 6 a linha do pivÔ do Quadro Bl, Acrescentando-se esta linha ao 

Quadro Bl, teremos o Quadro B2 . 



QUADRO B2 

~ealizando-se o pivoteamento por operaqões coluna no 

, obteremos o Quadro B3 . 

pivÔ = min (4/1, 6/l, 4/11 = 4/1 = 4 

QUADRO B3 

1 -vl -N2 1 ~ 3  -N4 1 ~ 5  



Podemos abandonar a Ultima linha do Quadro B3, pois e 

la não mais será útil. 

Considerando-se agora os requisitos de fluxo do 19 pe 

rfodo que envolvem o nó 3, por (3.34.3) temos: 

restrição esta que não é satisfeita pelos valores correntes de M . - 
Adicionando-se uma variável de folga v2 , teremos: 

que após atualizada, ou seja, realizarmos o "updating" conforme efe - 
tuado no item 3.3.1 , será a Linha do pivÕ do Quadro B3 . Acrescen - 
tando-se esta linha ao Quadro B3, teremos o Quadro B4 . 

QUADRO B4 

1 -vl -N2 -N3 1 ~ 4  -N5 



Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

Quadro'B4 , obteremos o Quadro B5. 

piv6 = min (511, 7/1, 0/1) = O 

QUADRO B5 

1 -vl -N2 -N3 -N4 -v2 

Considerando-se agora os requisitos de fluxo para o 19 

perlodo que envolvem o n6 4, por ( 3 . 3 4 . 3 )  temos: 

restrição esta que não é satisfeita pelos valores correntes de N ... . 
Adicionando-se uma variável de folga v3 , teremos : 

que atualizada, ser5 a linha do pivÔ do Quadro 95. Acrescentando-se esta linha 



ao Quadro I35 , teremos o Ouadra B6 . 
QUADRO B6 

Realizando-se o pivateamento por operaqões coluna no 

, obteremos o Quadro B7 . 

pivÔ = min (7/1, 2/11 = 2/1 = 2 

QUADRO B7 



Considerando-se agora os requisitos de fluxo para o 19 

persodo que envolvem o nó 2, por ( 3 . 3 4 . 3 ) ,  temos: 

N1+N2 - ? 3 Ç 4  = 7 

N 1 + N 2 - 7  - > O 

Acrescentando-se uma variável de folga v* , teremos : 

N 1 + N 2 -  7 - V 4  = O 

V4 = -7 + N1 + N2 

que atualizada ser5 a linha do piv6 do Quadro B7. Acrescentando-se 

esta linha ao Quadro B7, teremos o Quadro B8 . 

QUADRO J38 

Quadro B8 

Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

, obteremos o Quadro B9 . 



Neste Quadro i39 verificamos que todas as restrições do 

tipo (3.34.3) são satisfeitas para os dois períodos de tempo, pelos 

valores correntes de N . Portanto, temos que passar para a parte 
w 

auxiliar, ou seja, resolvermos (3.35), primeiramente para o 19 pe - 
rlodo, com : 

Para termos uma base inicial, devemos introduzir va - 
riáveis de folga (s1,s2, ..., S5) e com isto teremos o primeiro gua- 

dro da parte auxiliar do problema, com exce.q%ão da última coluna,co - 
luna pivô. 

Como neste quadro temos: 

.tr m portanto, qualquer rede Ni ser5 solução Õtima. Determinan- 

do-se a rede mais barata para qualquer i 9 2 , teremos um . Pa - 
ra = [ , , 1 , ,  a rede mais barata é : 



Como : 

então a coluna do pivÔ do primeiro quadro da parte auxiliar, Quadro 

B9P11 será : 

e com isto temos o Quadro B9Pll completo. 

QUADRO B9P11 

Realizando-se o pivoteamento teremos o segundo quadro 

da parte auxiliar, com exceção da coluna piv6. 

pivõ = min {7/3, O/$, 7/3, 0/4, 1/13 = O 

Como neste próximo quadro temos: 



uma das redes mais baratas, soluqgo Ótima, ser5 : 

como : 

temos : 

C - 1 ,  7, 0, 3, 4, 5 I 
que realizando-se o "updating", ou seja, pr&multiplicando-a pela 

inversa da base ser5 a coluna do piv6 do Quadro B9P12 . 

Realizando-se o pivoteamento, teremos o Quadro B9P13, 

QUADRO B9P12 

1 
1 

S2 ç3 
1 

S1 S4 S5 b1 ?2l 

faltando-lhe somente a coluna do piv6. 

pivõ = min C7/7, 7/3, 0/4, 1/51 = O 



Como nes t e  próximo quadro temos: 

1 = [o, o, o, 1 /4 ,  0 I 

uma das redes mais baratas, solução Ótima, será : 

NI = [3, 4, 7, 0, 5 1  r.3 

Como : 

1 ( z 3  - C:) = -1 

temos : 

que realizando-se o "updating", será a coluna do piv6 do Quadro B9P13 

QUADRO B9P13 

Realizando-se o pivoteamento teremos o Quadro RPP14, 



faltando-lhe somente a coluna do piva, 

piv6j = min {7/7, 0/1 , 717, 1/91 = O 

Como neste prÕximo quadm temos: 

uma das redes mais baratas, solução Ótima, será : 

Como : 

temos: 

que, realizando-se o "updating", será a coluna do piv6 do Quadro 

QUADRO 99P14 



Realizando-se o pivoteamento, teremos o Quadro B9P15, 

faltando-lhe somente a coluna do pivÔ. 

pivÔ = min (717, 7/7, 1/91 = 1/9 

Como neste próximo quadro temos: 

e a rede mais barata serã : 

Como, por (3.42) : 

temos : 

que, realizando-se o "updating", ser; a cltima coluna do Quadro 

B9P15 . 
QUADRO B9P15 



Como (z-c) P 0, estamos na solução Ótima. - 
=1/9 'max r 

n1 = [o, 1/9, O, 1/9, 1/91 
C 

< 1 , por (3.41) , uma restrição não satis Sendo Omax - 
feita pelos valores correntes de N (Quadro B9) é : 

"i 

que atualizada será a linha do pivÔ do Quadro B9. Acrescentando-se 

esta linha ao Quadro B9, teremos o Quadro B1O . 

QUADRO B10 

1 -vl -N2 -v4 -v3 -v2 



Realizando-se o pivoteamento por operações coluna no 

Quadro B10, obteremos o Quadro B11 . 

pivÔ = min (3/2 / 1 , 0/2, 5/2 / 1) = O 

QUADRO R11 

Para determinarmos uma restrição que não esteja sendo 

respeitada pelos valores de N no Quadro B11, vamos resolver (3.39, 
C 

agora considerando o 29  período com: 

Se assim o fizermos, encontraremos 

Sendo Omax 1 , uma restrição não satisfeita é : 

Acrescentando-se uma folga v6 > O e atualizando-se, - 



teremos a Última linha do Quadro B12 , 

QUADRO B12 

1 -vl -v5 -v4 -v3 -v2 

Realizando-se o pivoteamento por operaqões coluna no 

Quadro B12, obteremos o Quadro B13 . 

piv6 = min (3/2 / 1, 5/2 /1) = 3/2 

QUADRO B13 



Se resolvemos ( 3 . 3 4 )  para cada um dos dois perfodos, 

encontraremos : 

I > 1 'max - 

Portanto, como era esperado, a solução obtida pelo AI. - 
goritmo Dual é exatamente igual 5 solução obtida pelo Algoritmo Pri - 
mal. 

3.5 - ~m~liação de Redes já Existentes a ~inimo Custo 

Este problema 6 um caso particular do Problema de ~ x n  

tese. Neste caso já existe constrdda uma rede e, atravgs de uma 

anãlise verifica-se que a mesma não está atendendo aos requisitos 

de fluxo. O problema resume-se em saber de quanto deve'çer aumenta - 
da a capacidade de cada arco da rede de maneira que a rede ampliada 

satisfaça aqueles requisitos e tenha um custo total de ampliação ml - 
nimo. e interessante lembrar que na rede original podemos ter al- 

guns arcos com capacidade nula. 

Como dados do Problema, temos: 

(i) Uma rede não orientada [N,A,Y~ ] existente, onde: 
N = conjunto dos nós = (1,2, ..., n) 



A = conjunto dos arcos = {(i,j)/i,j E N ; i#j) ; estes ar 

n (n-1) cos são numerados 1 , 2 , . m  , com m 5 

ye = vetor cujas componentes são as capacidades existentes 

e e e dos arcos = (y1,y2,...,ym). 

(ii)Um conjunto Cr. . (t)/i, j E N ; t=1,2,. , . ,TI de requisitos 
1 3  

de fluxo simultâneos para o período de tempo t , onde: 
rij (t) = xji (t) = fluxo requerido entre os n6s i, j E N , 
durante o período t , t=1,2,,,.,T . 

(iii)Um vetor c - = (cl,c2,. . . ,c ) de custos unitários para in m - 
crementos da capacidade, onde: 

c = custo para aumentar de uma unidade a capacidade do ar i - 
co ~ E A .  

Como objetivo do Problema, temos: 

(i) Uma rede não orientada [N,A,Y ] tal que seja uma amplia - 
ção d-a rede existente [N,A,ye] , ou seja, deveremos ter: 

(ii)A rede [N,A,Y] seja viãvel, isto 6,  satisfaqa aos requisi - 
tos de fluxo em todos os períodos . 

(iii)c C (Y - - ye) I = min {c(H C C. - ye)/ v [N,A,H] 8 viãvel, H - - -  > ye) 

A formulação do Problema de Ampliação pode ser reali- 

zada exatamente igual- a do Problema de sfntese, fazendo-se simples- 



mente uma mudança de variáveis que indicaremos a seguir. 

No problema (3.8), o vetor N que é um vetor de capa- ,- 

cidades de uma determinada rede, para que ele satisfaça aos requisi- 

tos de todos os períodos t , 6 necessârio e suficiente que satisfa- 

ça a : 

Fazendo-se a seguinte mudanca de vari&eis : 

teremos : 

e o problema (3.38) passará a : 

sujeito a : 

Fazendo-se uma série de transformaqões no problema 

(3.43), transforma@es estas anâlogas 5s realizadas no prohlema 



(3.38), chegamos 2 formulaqão definitiva do Problema de ~mplia~ão: 

min c x 
N CI 

sujeito a : (3.44) 

- 3 V nt . [ + xe , -i] 2 O , j = ,  r ; t=1,2 ,..., T 

Como tgcnicas para resoluç~o do problema (3.44), te - 
mos os mesmos algoritmos usados para resolver o problema (3.11) , 
Problema de shtese, ou seja, Algoritmo Prima1 e Algoritmo Dual. 

Uma observaqão importante a ser notada no Problema de 

e ~rnpliação 6 o caso em que = (0,0, ..., 0). Assim sendo, o proble 

ma (3.44) passa a ter a seguinte formulaqão: 

min c x - ..o 

sujeito a : 

que nada mais é do que (3.11), ou seja, a formulação definitiva do 

Problema de shtese. 

Exemplos numêricos completos sobre Problemas de Bmpli - 

ação podem ser encontrados am [1] . 
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