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' SUMARIO

O objetivo deste trabalho foi coletar diversos tipos
de Problemas referentes a Multicomodidade em Redes Nao Orientadas e
colocd-los em uma Ginica formulagdo que fosse o mais possivel didati
ca e justificar o porqué de seus processos de resolugdo, visto que
todos os artigos referentes a esses tOpicos s3o muito pouco didati-
cos e nao apresentam justificativa nenhuma para os processos apre -

sentados.

Dos Problemas apresentados, o mais importante & o de
Sintese, no qual necessita-se encontrar as capacidades de uma rede
a ser construida, de modo que satisfaga a requisitos de fluxo previ
amente estabelecidos e tenha um custo total de construgao minimo. A
parte principal deste trabalho, onde entre toda sua originalidade ,
& referente 3 regido vidvel deste tipo de Problema, pois consegui -
mos determinar uma regido viavel bastante limitada, o que em mnuito

nos facilita a busca da solucao &tima.

Outro Problema abordado & referente 3 Viabilidade de
Fluxos, onde a quantidade de fluxo de cada uma das comodidades & co
nhecida a priori e a questdo & sabermos se todas essas quantidades
de fluxo podem ou nao ser satisfeitas simultaneamente para uma rede
dada. Em outras palavras, temos uma determinada rede e desejamos
saber se podemos passar através dela determinadas quantidades de
fluxo. Consideramos também Problemas de Somatdria de Fluxos onde

se tem como requisito determinadas quantidades de fluxo entre espe-



cificos ndés fontes e especificos nds receptores com minimo custo to
tal. A este tipo de problema podemos associar custo, associando a

cada arco da rede um determinado custo de transporte.

Como Giltimo Problema abordado, temos o de Ampliagao,on
de ji existe construida uma rede e, através de uma andlise, sabe -se
gque a mesma hao estd atendendo aos requisitos de fluxo. A questao &
conhecer de quanto deve ser aumentada a capacidade de cada arco da
rede, de maneira que a rede ampliada satisfaca dqueles requisitos e

tenha um custo total de ampliacdo minimo.

Convém lembrar que este trabalho tem finalidade didati
ca, dal a inclusao de determinados itens que funcionam como suporte

aos Problemas referidos.



ABSTRACT

The objective of this work is to collect several kinds
of Problems concerning Multicommodity in Non-Orientéd Networks and
put them in one unicque formulation which is the most didatic possible
and justify their resolution procedures, for all the publications

about these topics are not didatic and do not present any Jjustification.

The most important Problem presented is the Synthesis
Problem, where we have to determine the capacities of a network to be
constructed so that the previously established flow requirement are
satisfied at minimum total construction cost. The main part of this
work, where is all its originality, is the feasible area of this kind
of Problem, for we determine a very restrictive feasible area,which

help us to find the optimal solution.

Another presented Problem is the Feasibility of Flows,
where the flow value at each of the commodities is prescribed, and
the question is to know if all these flow values can be realized
simultaneously or not in a given network. In other words, we have a
network and we want to know if we can pass the prescribed flows
through it. We also considered the Sum of Flows Problems where we
have as a requisite a certain quantity of flow between specific
source nodes with a minimum total cost. To this kind of problem, we
can associate a cost, associating to every arc of the network a

prescribed shipping cost.

As the last Problem presented, we have the Expansion
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Problem, where we already have an existing network and, through
analysis, we find that the network is not satisfying the flow require
ments. The question is to determine how much the capacity of each
arc in the network must be expanded, so that the expanded network

can satisfy those requirements at minimum total expansion cost.

We remark that this work has a didatic finality, and
this justifies the inclusion of some topics which have the only

function to support the mentioned Problems.
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CAPITULO 1

DEFINICAO DO PROBLEMA GERAL

Quando se estuda os classicos problemas de transpor

te numa rede [N,A,Y] , encontrar o fluxo maximo que vai da fonte

NS ao receptor NS' sem violar as capacidades das restricoes xiji
< Yij (para todo i,3j), onde xij € a quantidade de fluxo que atra
vessa O arco Aij e yij e a capacidade do arco Aij' sua formu-

lacao matematica assume o transporte de somente uma Unica comodida-

de.

Resumindo-se, um problema classico de transporte &
apresentado da seguinte maneira:

Sejam Ng e Ng, dois nos distintos de N onde Ng

& a fonte e N o receptor. Um fluxo estatico de valor £(S,S')

Sl

de Ny para N em [N,A,Y] + (uma rede orientada), & uma fungao

S'
f : A= R que satisfaz as seguintes equagOes lineares e inequagdes:

£(s,8") ' x=8
) f(x,w) - ) f(w,x) = 0 , x#S,S!

wel (x) weB (x)
-f£(5,8") ’ x=8"

0 < £(x,w) < y(x,w) ;¥ xw e a.

No caso de existirem diversas fontes e varios recep



tores e se o fluxo de qualquer fonte puder ser enviado a qualquer re
ceptor entao, este problema pode ser trivialmente transformado em um
problema de uma Gnica fonte e Gnico receptor através da criacdo de
uma super fonte a gqual estaria ligadé a todas as fontes originarias

através de arcos com capacidades de transporte iguais a infinito e
também através da criacao de um super receptor o qual também estaria
ligado a todos receptores originarios através de arcos com capacida-

de infinita. Portanto, um problema deste tipo & assim apresentado :

Para maiores detalhes, suponhamos que os N nds de

uma rede .[N,A,Y:] sao divididos em trés conjuntos:

S = conjunto dos nds fontes
S' =conjunto dos nos receptores

R = conjunto dos nos intermediarios ;
e consideremos o problema de. encontrar o maximo fluxo de S para S'.

O fluxo de S para S' pode ser imaginado como u-

ma fungdo de valor real f definida em A que satisfaz :
f(x,N) - £(N,x) = 0 , VYV xer ,

0 < £(x,w) < b(x,w) 'V (x,w) e A,

o valor do fluxo torna-se

f(s,s')y = £(s,N) - £(N,S)

Transformando-se [N,A,Y] na rede [ N* , A% ,Y* ] a-
través do acréscimo de dois nos u e v e de todos os arcos (u,S) ,
(S',v) e alterando a fungao de capacidade b definida em A para

b* definida em A* por



b*¥(u,x) = o ;) X €8,
b*(x,v) = o ;y X €8' ,
b*(x,w) = b(x,w) r (xX,Ww) ¢ A .

Entao a limitagdo f de um fluxo £f* de u para
v em [N*,A*,Y*] e um fluxo de 8 para S' em [:N,A,Y] . Vice-
versa, um fluxo de S para S' em |:N,A;Y] pode ser transformado

em im fluxo f* de u para v emn [:N*,A*,Y*] » definindo-se

£f*(u,x) = £(x,N) - £(N,x) ’ X eS8 ,

f*(x,v) = £(N,x) - £(x,N) ' X e S' ,

£f*(x,w) = £(x,w) , em outros casos .
Consequentemente o problema de fluxo maximo de S

para S' em [N,A,Y:l €& equivalente ao problema de uma Unica fonte

e Unico receptor na rede transformada.

Se, em cima deste problema de transporte apresenta-
do fizermos certas restricoes tais como a obrigatoriedade de que o
fluxo de certas fontes sejam enviados a determinados receptores ou
entao gquando o problema envolve n produtos diferentes para Serem
enviados através de uma rede de transportes de capacidade limitada e
a quantidade de oferta e demanda difere significativamente de produ-
to para produto,entdo o problema torna~se mais complexo e nao mais
é possivel resolvé-lo como um problema comum de transporte ou mesmo
como uma aproximagdo. E que agora temos um problema de multicomodi-

dade de fluxos.

Sejam as fontes Ny e os receptores NS,(S=1,.....

vesesq 3 S'=1",.......,9'), onde 0 fluxo S & de N, para N

S s' -



Seja Xij o fluxo S no arco Aij e f£(S,S') o valor do fluxo S

de Ng para Neo - Um dos problemas em multicomodidade de fluxos

& encontrar

q
max ) £(8,5%)
sS=1
sujeito a : (
—~£(s,8") se j=§,
s _ =3 = . '
; oF % X3k { o se j#s,S',
£(s,8") se j=S'/
i s
DEE SO B . (Y 1,9 .

Em casos muito especiais, como quando da existéncia de
um Gnico tipo de fluxo em toda uma rede, podemos para arcos com flu-
x0s em diregoes opostas, efetuar os respectivos cancelamentos. FEsta
observacdo & de grande importancia para ressaltar o fato de que ar-
~cos com fluxos de diferentes comodidades nao podem se cancelar entre
si, no caso de terem direcoes opostas. Esta é uma das maiores difi-

culdades de problemas de multicomodidade de fluxos.

OQutro tipo de probléma de multicomodidade de fluxos
& o chamado problema de viabilidade que se resume em dados valores
inteiros nao negativos de requisitos de fluxo r(S,S') , (s=1,.....
e ;7 8" = 1", iiiineea, q') , pode existir fluxos simultaneos

com



~-£(8,8") se j=§ ,
8 8
}ox.. - ) R, o= 0 se j#s,s' ,
3 ij i jk
£(s,58") se j=S' ’
9 s
Zl ixijl <- yij ' (‘V i,3) .
S=

Existem diversos modelos de multicomodidade em re -~
des, dois dos quais simplesmente ja apresentados, mas basicamente e
xistem dois tipos de problemas, o problema de andlise e o de sinte-

se que serao apresentados a seguir.

Seja qu o valor do fluxo da fonte Np ao recep-

tor N_ , e x*? o fluxo no arco Ai. com fonte Np e receptor

q i3 3
Ny - A conservacao dos fluxos requer
~f se  J=p ,
pa
. Pd pd .
x T - X, = 0 se i#p.q (1.1)
PRy T E T P
£ se i=q .
pq J1=d
Se Y4 é a capacidade do arco Aij , entao
pa . s
LoIxll 2 vy , (Y 1,9 . (1.2)
p,g 1]

Seja r (t) o fluxo requerido de Np para N no tempo t . O
a

q
fato de que a rede € capaz de transportar todos os fluxos a gualquer

tempo & indicado por



f H = oo . .
b () 2Ty () AV pogs ¥V oe=1,......,m) (1.3)

Evidentemente, o fato da rede [N,A,Y] atender aos
requisitos de fluxo para todos os periodos acarretarid uma transfor-
magao nas equagoes (1.1), (1.2) e (1.3) transformando-as respecti-

vamente em (1.4), (1.5) e (1.6) .

~-f _(t) se Jj=p

pg
z XIJ)_% (t) - X?g (t) = 0 se J#plq (leplq e N),
k £ (t) se j=q (Vt=l, e v ,T) .
pa :
...... (1.4)
Iolx e < ¥y4 Vi en , (YVe=1,....,m0  @.5
jor1s} 1]
£, 21 ® . (Vpgem , (Vem1,...m (1.6)

No caso do Problema de Analise, vy.. e r__(t) sao

i3 Pq

dados e o problema &€ encontrar xij(t) tal que (1.4), (1.5) e (1.6)
sejam satisfeitas. Algumas vezes custos sao associados aos fluxos
nos arcos, entao passamos a ter um problema de minimizagdo do custo
total sujeito a (1.4), (1.5) e (1.6). Portanto, no problema de ana
lise, ja existe construida uma rede e a questao é verificar se de -

terminados requisitos de fluxo podem ser atendidos.



Para o Problema de Sintese, r__(t) & dado e o pro

pq
blema & encontrar Y34 tal que (1.4), (1.5) e (1.6) sejam satis -
feitas com o custo total ) cij yij minimo. Neste caso os custos

sao associados &s capacidades dos arcos que serdo construidos, ou
seja, Cj 4 € o custo de construcao de um arco de capacidade unita-
ria de Ni para Nj . Consequentemente, no problema de sintese,ne
cessita-se encontrar as capacidades de uma rede a ser construida, de

modo que satisfaga a requisitos de fluxo previamente estabelecidose

tenha um custo total de construcao minimo.

O grau de dificuldade dos problemas de analise e sin

tese depende de como © rpq(t) é dado.



cAPITULO 2

VIABILIDADE E SOMATORIO DE FLUXOS

Antes de passarmos a estudar os problemas de Viabi-
lidade e Somatdorio de Fluxos, apresentaremos dois topicos que serao
necessarios para a perfeita compreensao dos referidos problemas.Sao
eles: Método do Simplex Revisado e o Principio da Decomposicao de

Dantzig-Wolfe.

2.1 - Metodo do Simplex Revisado

2.1.1 ~ Introducgao

A forma de resolugdo do método simplex & uma manei-
ra muito conveniente para fins didaticos, mas pode ser muito simpli

ficada.

O que torna possivel esta simplificacao € o fato de
muitas informacoes calculadas em cada quadro do simplex serem per -
feitamente dispensaveis. Cada quadro, conforme serd mostrado, pode
ser determinado a partir do quadro inicial e de algumas informacgoes
do quadro anterior. Este fato tem origem no Método do Simplex Revi
sado. Para isso, necessitamos conhecer um método de inversao de ma
trizes, inversdo por particao e também a forma matricial do sim -

plex.



2.1.2 - Inversao de Matrizes por Particao

Seja M uma matriz (nxn) nao singular, vamos parti

ciona-la da seguinte forma:

M = , onde o & uma matriz (mxm), B8 & (mxs),

y 8 Yy & (sxm) e & & (sxs) ; mts=n

= : -1 .
Como M & nao singular, M existe e pode ser es

crita
_1 A B
M = onde A(mxm), B(mxs), C(sxm} e D(sxs) .
C D
~ o 8 A B Im 0
Por definicao, . = J =
Y § C D 0 IS

onde Im e IS sao matrizes identidade de ordem me s .

Ficamos entao com O sistema :

o . A+ 8 .C = Im
¢ . B+B8 .D = 0
y A+ 6 . C = 0
Yy .B+ 6 .D = Is

Resolvendo-se o sistema, encontramos:

A= (a-ps iyt
B = - Ags T
C = - s'lyA

-1 -1
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Existindo & * , O sistema & possivel.

Um caso particular importante e que nos interessara

& o da matriz M que pode ser particionada como se segue :

I Q
M= de onde tiramos :
O R
A= (I - QR’lo)“l = T
B = -IQR—l = ort
c = -R toa = 0
p=rt-rlog =r1
-1 I ~qr~t
M = _1
o) R

2.1.3 - Forma Matricial do Simplex

Considerando-se um PPL com as variaveis de folga ja

incluidas, podemos representd-lo matricialmente da seguinte forma:

maximizar Z = ¢ X - agp ., sujeito a: Ax= b, x > 0 (2.1)

~

onde ¢ & o vetor linha (CyeChrevesc) , X & um vetor coluna
[xl,xz,...,an » b & um vetor coluna [bl’bz""’bm] e A e uma

matriz (mxn) , A = [aij] .

Podemos escrever (2.1) da seguinte forma :
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a,, ©1 Cy +ee Cy -1 Z
bl ay7 8yg eee B3, X4 0
min 2
sujeito a : b2 821 322 -+ 8y * ) = 0
bm a1 qm2 ccc &un X 0
que podemos resumir em :
min 2 200 < -1 Z
sujeito a : . = (2.2)
b A x 0

Seja agora a matriz :

a c a a_.
: 00 ~ 00 o]j
A* = = (2.3)
a, -
b A io alj
ou seja, cj passa a ser escrito como aOj ’ bi passa a a, e
0 elemento nulo da primeira linha e primeira coluna passa a ser es-
crito o A matriz A* & de (m+l) 1linhas e (n+l) colunas .

A operacao de pivotagem & equivalente a multiplicar

(2.2) A& esquerda pela matriz
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E = 0 O * o 000000 (l / ars) LR 0 F r’#o e
: ) : s#0
0 0 eoveanece —(amS / ars) cee 1

Se particionarmos as colunas de A em colunas basi

cas (B) e nao basicas (N) , teremos de (2.2) :
250 % ~n -1 Z
. = (2.4)
b B N X5 0
~n

onde S, é um vetor linha de m componentes, S, é um vetor 1li -

nha de (n-m) componentes e sao correspondentes aos custos na fun

cao objetivo. Xy & um vetor coluna de m componentes, Xn é um

vetor coluna de (n-m) componentes e sao correspondentes a varid -

[} - I3 ) ~ - (]
veis basicas e nao basicas.

Fazendo-—-se X, como variaveis basicas de partida ,
e como a ordem das colunas de B e N nao & importante desde que em

X, eem x  as varidveis estejam na mesma ordem que as colunas cor

respondentes em B e em N e que seus coeficientes corresponden-

tes em c

e em c¢C
~b ~

n estejam nessa mesma ordem, o que estamos real
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mente querendo & uma matriz identidade no lugar de B . O que & e-

guivalente a multiplicarmos (2.4) & esquerda por

-1
1 gbB
o BT
denotando-se gbB_l =1 , temos :
_ -1 _ - -1
1 gbB 0 % Sn 1 1 gbB Z
*® . X = -
- ~b -
0 p~1 b B N 0 p~t 0
~n
-1 -1
aOO gbB g 9 ChH gb B N -1 Z
. = (2.5)
57l p I B 1y x 0
= b v
~n
O que & equivalente a :
_ -1 _ -1
Z = ch 9 + (c gbB N)}~cn
I P 1
Xp B Q B "Nx
Como x_ =0 , temos :
-1
Z = gbB 9
(2.6)
X, = B"lg
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Para mudarmos de base, observamos os elementos da

n

matriz (cn - gbB_lN). Seja a a coluna j da matriz N e Zj

~ J
= (c,B 1)a. . Os elementos o. da matriz (c. - ¢,B"IN) serdo da-
~b ~] J ~n <b
dos por Ej =cy - 2y . onde Ej é o custo relativo.
A base B & viavel se B-lg <0, e & 6tim@ se c.<0

para todo j . Se nao, escolhemos o maior Ej positivo. A varia-

vel j correspondente entrarad na base. Para escolhermos a variia -

vel que sairad, calculamos os quocientes by / ajy onde b, € oe

lemento i de b e a

i € o elemento i da coluna 2y - A me-

.

nor razao corresponderd 3 variadvel que saird da base.

O vetor linha 1 = (nl,...,nm) & o peso a ser mul
tiplicado por cada linha e ser subtraido da linha custo para elimi-

nar os coeficientes de custo das varidveis basicas.

2.1.4 - Método do Simplex Revisado

Todo este item 2.1.4  sera baseado no seguinte pro
blema:

maximizar Z = ¢ X , sujeito a: Ax =Db ,

13
|v
1o

No método do simplex, todos os nimeros do quadro
mudam de uma iteragao para outra. Durante o calculo, uma vez obti-
do um quadro, podemos esquecer todas as informagOes anteriores,pois

temos em cada quadro as informagoes necessirias para construir o se
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guinte.

Suponhamos que mantemos o quadro inicial e queremos
gerar um determinado quadro. Que informacoes precisamos? Digamos
que estamos interessados em todos os nimeros do 299 quadro. Preci-
samos de B! associada ao 299 quadro e dos nomes das variaveis basi
cas atuais. Todos os outros nlmeros do quadro podem ser gerados a

1

partir do quadro inicial e da matriz B~ do 299 quadro, como vere-

mos a seguir.

Observe-se que I = gb.B_l , ou seja, o I atual &
obtido multiplicando-se ¢, do quadro inicial pelo g™t atual.Con
vém lembrar que conhecendo-se as varidveis basicas atuais, conhece-
se ¢y , 5 (termos independentes do 299 quadro) & dado por B—l.g,

onde b é do quadro inicial. Qualquer coluna 'éj da matriz A &
1

dada por B~ ay , onde ay & do quadro inicial. Também o coefi-
ciente Ej , da fungdo objetivo, & dado por Ej = cy~1ay , onde ¢y

~ . . . 1 X
e aj sao do gqguadro inicial. Portanto, se tivermos B e as vari

aveis basicas, podemos gerar todo o quadro.

Suponhamos agora que temos o quadro inicial e Bfl
do 299 quadro. Que nimeros adicionais do 299 quadro devem ser gera

1

dos para que possamos obter B~ do 309 quadro? Os numeros adicio

nais sao os da coluna 3 ndao basica do 299 quadro que entrard na

base e 5 do 299 quadro. O vetor éj € candidato a entrar na base

se c. > 0 . Escolhemos um c, >0 e calculamos a =B “.a, e
-1

E =B ".b . Estes determinardo B ~ do 309 quadro.
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0 Método do Simplex Revisado consiste em conservar
o quadro inicial e em cada iteragao gerar apenas os dados neces-
sarios para tomar decisoes, ou seja, o vetor linha § , @ coluna da
varidvel que entrard na base e o vetor coluna E. Estes dados, jun
tamente com a inversa atual B T , determinario 5l 4o quadro

seguinte.

Quando temos gL , éj e § (estes formarao um qua

dro de tamanho (m+1l)x(m+2) ), podemos usar o teste da razao e deter
minar o pivo para,por pivotagem, acharmos 571 4o proximo quadro.
Entao, a cada iteragao, calculamos no maximo n-m custos relativos
c. , a coluna E e.o vetor és . Como o quadro inicial contém uma

J
matriz identidade (mxm) com todos os seus coeficientes na fungdo ob

jetivo nulos, os numeros que aparecem no lugar dessa matriz identi-
~ ) -1 :
dade em um outro quadro formarao a matriz B desse quadro, e os

que aparecem no lugar dos coeficientes da funcao objetivo formarao

I = gbB_l desse quadro. Conhecendo-se ] e B_l de um quadro,ge

ramos os Ej desse quadro por Ej = cj - I §j . Se um coeficiente

Ej for n3o positivo, nao estaremos interessados nos componentes de

a. correspondentes. Escolhendo-se qualquer Ej > 0 , podemos ge-

~

-

rar o vetor associado a cj para entrar na base. Observe-se que

- c. R . c,
1 N ] I . Byl S
B |as B~ a. a.
9 25 2y 24
e
1 -1 0 -1b ~%
0o st b 57 b
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No quadro inicial, B & igual & sua inversa e ] &

nulo, visto que I = ¢ B--l e ¢ = Q . Portanto, podemos acrescen

-

tar uma coluna [1,0,...,0] a matriz B e obtemos :

ou seja,o quadro inicial pode ser tratado como qualquer outro.

0 Método do Simplex Revisado € muito Gtil, especial
mente para processamento eletrdnico, j& gque efetua menos operagoes
que o simplex comum. Note-se que no Método do Simplex Revisado nds

nao precisamos calcular todos os cj .

Como exemplo para um problema resolvido por este mé

todo, citamos [6] .

2.1.4.1. - Variacao nos Dados do Simplex Revisado

Sabendo-se da possibilidade de em alguns problemas
de programacao linear os dados nao serem exatos, torna-se muito im-
portante saber como estes dados irdo afetar a solugao. Seja o se -

guinte problema de programagao linear:

min z = ¢ X = gy X ooy X,

sujeito a :
Bx, + Nx, = b ’ (2.6.1)
i{big ’ §n19 *
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Considerando-se X, como as variaveis basicas, po-
demos transformar (2.6.1) no seguinte problema de programagao li-

near equivalente :

min Z = ¢, B 1p + (c, - gbB"lN)gn
sujeito a:
x, +BNx, = B b (2.6.2)
X 2 0 ., %20 .
Se X & uma solugdo Otima, implica em :
i) %, = B—lg >0 , ou seja, & primal viavel
ii) ¢ - gbB—lN >0 , ou seja, & dual vidvel .

Deve-se notar que a viabilidade do primal nao depen
de do vetor custo ¢ , e que a viabilidade do dual nao depende do

vetor 9 .

Vamos agora considerar os seguintes tipos de varia-
¢oes dos dados:

a) O vetor b & alterado para bt+Ab. Como a condicao de viabilida-
de do dual nao depende de b, a solucao original X,, Ppermanece
dual viavel. A solugao original Xy, sera também primal viavel
se :

37l + 87hab > 0 (2.3.6)

Portanto, duarnte os calculos (iteragSes), devemos pegar a base

original B a qual &€ dual vidvel e usar o Método Dual Simplex
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c)
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para continuarmos 08 calculos.

O vetor custo cC €& alterado para c + A (gb, gn). . A solugao ori

ginal ¢, permanece primal viavel. Também serd dual viavel se:

-1 -1
(gn - S B "N) + (Agn - Agb B N) >0 (2.6.4)
Se Ag, =0 , a condigao (2.6.4) reduz-se a :
.~ 0 a, > - Ac, .
3 T3 = j

Este terceiro tipo de variagdo de dados & o gue mais nos interes

sara.

Se um novo vetor coluna an+l com custo c & acrescentado ’

n+l

entdo a solugdo Gtima original x,  continuard a ser otima se :

No Método do Simplex Revisado, isto & exatamente a operacao de
avaliagdo para determinarmos se um vetor coluna nao binario deve

ra ser introduzido na base.

2.2 - Principio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe

2.2.1 - Introdugao

O Principio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe [2-]

foi o que deu inicio a um extensivo trabalho em programacao matema-

tica de grande porte. Este procedimento se torna mais eficiente

quando aplicado a problemas lineares cujos coeficientes das matri-

zes tem uma estrutura angular, ou seja, um ou mais blocos indepen-
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dentes sao ligados por equagaes de acoplamentos. Este processo o-
pera através da formagao de um programa principal com apenas umas
poucas linhas a mais do que as equagoes de acoplamento do problema

original, mas éom muito mais colunas. Este programa € resolvido sem
tabularmos todas estas colunas através da geragdo delas quando o mé
todo simplex as necessita; a técnica & denominada "geracdo de colu-
nas". O resultado do algoritmo envolve iteragoes entre o conjunto

de sub-problemas independentes cujas fungOes objetivo contém paramg
tros variaveis e o problema principal. Os sub-problemas recebem um
conjunto de parametros do programa principal. Eles enviam suas so-
lugOes ao programa principal, o qual as combina com as solugdes pré
vias de uma maneira otima e computa novos pregos. Estas sao nova -
mente enviadas aos sub-programas e as iteracoes prosseguem até se -

rem aprovadas num teste de otimalidade.

2.2.2 - Um Teorema sobre Combinagoes Convexas

O desenvolvimento do Principio da Decomposigao de
Dantzig-Wolfe estd apoiado principalmente em duas nogoes. A primei
ra & a"geracdo de colunas" e a segunda € um teorema o qual afirma
que um ponto pertence a um poliedro convexo fechado e limitado se e
somente se puder ser escrito como combinagao convexa dos pontos ex-
tremos do poliedro. Esta prova requer os seguintes resultados acer-

ca de conjuntos convexos, cujas provas podem ser encontradas em[ﬁ4]:

1. Seja X wum conjunto convexo e y um elemento nao pertencente a

X . Entao existe um hiperplano o qual separa ye X.
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2. Se X & um conjunto convexo compacto, entao qualquer hiperplano
suporte (& um hiperplano tal que todo o conjunto X esteja em
um de seus lados e pelo menos um ponto de X pertence ao hiper-

plano) de X contém um ponto extremo de X .
O teorema que nos interessa € o seguinte:

TEOREMA 1 :

Seja X um conjunto compacto convexo em Rn; E(X) o conjun-—
to de seus pontos extremos e C[E(Xﬂ a envoltdoria convexa de E(X).

Entdo C[E(X)] = E(X) .

Prova:
a) Para mostrarmos que X 2 C[E(X)] , escreveremos qualquer

elemento y , de CEE(X{] como

y = Jax- , A 20, [ag=1, x eE(X (2.7
i

Portanto, desde que x ¢ X e X & convexo, y ¢ X .

b) Para mostrarmos que C[E(XX"Q X , facamos §* e X , mas
x* ¢ C[E(X)] . Entao x* pode ser separado de C[E(X)] pax um hi-
perplano, isto &, existe (c,a) tal que

c' Xk = g (2.8)

c'y <a , VX e C[E(X)] (2.9)
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o » o} .
Fagamos o = max {c¢'xXx /"X ¢ X}. O nlimero o existe, uma
- ~ o . .
vez que X & compacto. Entao (c,a”) define um hiperplano supor-

te de X , visto que
c'x < a® ’ V XxeX (2.10)
Como este deve conter um ponto extremo de X , xi, entao
ctxl = o° (2.11)

Mas isto contradiz o fato de que todos os pontos de C[E(X)]

(desse modo todos os pontos extremos de X) satisfazem (2.9), desde

O TEOREMA 1 pode ser reescrito numa forma mais usé
vel para os préximos desenvolvimentos, usando-se (2.7) e especial -

mente o caso onde X tem um nimero finito de pontos extremos.

TEOREMA 2 :

Seja X = {x/Ax= b,x > 0} nao vazio e limitado, e
seja xl(i=l,2,...,r) seus pontos extremos. Entao, qualquer ele -

mento X € X pode ser assim escrito

N~ K
o
i
}_.l

r
X = ) AX , Ay >0 , i=1,2,...,r ,

eee.(2.10.1)

A extensdo deste caso para quando X €& nao limita-
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do & como se seque.

TEOREMA 3 :

Seja X = {x/Ax = b , x > 0} nao vazio. Entao,um
ponto x ¢ X se e somente se ele puder ser escrito como combinac¢ao
convexa dos pontos extremos de X mais uma combinagao linear nao

negativa dos raios extremos (solugOes homogéneas) de X , isto e,

R N |
X = Z A X
i
onde
J a8y =1, A 20
i
e
1 ponto extremo
Gi = dependendo de X~ ser um de X.
0 L raio extremo

2.2.3 - Principio da Decomposicdo de Dantzig-Wolfe

Em cidlculo de matrizes & comum particionarmos uma
matriz grande em diversos blocos e entao efetuarmos alguns calculos
em cada um dos blocos; Este enfoque & especialmente vantajoso se
algumas das submatrizes tiverem uma estrutura especial, exemplifi -
cando, identidade ou zero . Isto também & verdade em programagao
linear quando a matriz A tem uma estrutura especial. Deve-se en-
fatizar o fato de que o Principio da Decomposigdo, que sera descri-

to a seguir, possa ser usado para qualgquer matriz A , mas O meérito
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deste enfogue & mais evidentemente revelado quando a matriz A tem

uma estrutura especial.

Consideremos O programa linear

min 2 = c X
sujeito a :
Ax = b ' X > 0 . (2.11)

Acontece frequentemente o fato da matriz A ter a
estrutura especial mostrada na Figura 2.1 , onde os coeficientes que

nao pertencam a qualquer um dos blocos sao zero .

i 2 3 P
m L, L, Ly L, b,
| o i |
my Ay | | | : by
'___-——g——___-__— e
m, A2 I | : 92
e — —— ittt .
m A | b
3 I : _____ 4 3
' i
|
! |
| |
: |
, |
m A
P P ~p

Figura 2.1



25

Um programa linear de uma grande firma pode conter
esta estrutura. Cada agéncia da firma & apresentada como um progra
ma linear de si propria, ou seja, Ai X, = Ei € a rede da fir-
ma tem uma matriz de restrigoes (equagdes de acoplamento) envolven-
do todas as suas agencias. Algumas das matrizes Ai podem ser va-
zias ; € o caso em que a firma tem uma filial onde seu pessoal é

nao produtivo s mas ele & computado na matriz de restricdes totais

da firma.

Note-se que o vetor b em (2.11) & também particio
nado em p+l vetores ?o' 91’ 92""'§p . Da mesma forma, o ve -
tor ¢ & particionado em p vetores linha Cqyr gz,...,gp . Portan

to, podemos reescrever (2.11l) da seguinte forma :

i
min Z2 = C.
j=l ~3 ~J
sujeito a :
)
L. x. = Db ’
j=1 J ~J] ~0
Aj . ?Ej = Ej ' (j=112:---:P) 7
(2.12)
X, > 0.
—..J —_—
Cada um dos subconjuntos de restrigoes Aj°§j ='§j
define um politopo convexo Sj (Sj={§j/ Aj'§j = Ej ’ §j59})' Se
jam x,. os pontos extremos do politopo convexo, entao, pelo TEORE

1]
MA 2, gualquer solugao §j pode ser escrita como sendo
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= Ay X ’ (2.13)
~J i=1 1] ""iJ
com s
j

onde assumimos ter o politopo Sj ’ Sj vértices e ser limitado. As

sumiremos agora que conhecemos todos xij (pontos extremos). Sejam

gij = Lj §ij ; C,. = C. X,. (2.14)

i3 =3 =ij

Entao, de (2.12) e (2.13), temos :

P S5
min 2 = jzl igl 54 Aij
sujeito a :
P53 N
jgl PR TIE 2T B (2.15)
com Sj
z )\.- = l 7 (j=l,2'--t’p) r
i=1
Aij > 0 ' (i=l,2,...,sj) .

Se os Aij desconhecidos de (2.15) sao determina -
dos, entao podemos determinar §j por (2.13) , supondo.~se gue to-

dos os xij sao conhecidos. O problema (2.15) pode sistematicamen

~
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te ser disposto como na Figura 2.2 .

c vee,sC c eee,C c cee,C
11’ 1Csy1 127 ’ 522 _______________ 1p’ ’ spp
/ell'. .. ,zsll 1812,- P ’£822 —————————— Jelpl- . e ,/esnp =
| i
1,1,000.,1 ! |
—-—“_———————-_-—r——————__—l
j=
1,1,..... L : i
“““““““““““““ R
|
| |
i
|
|
' |
| |
!
, i
1,1,....,1 =

Figura 2.2

A transformacdo de (2.12) para (2.15) provoca uma redugao no ni

p

mero de linhas de m + ) my para m_ + p linhas. Por outro
j=1

lado, h& um grande acréscimo do nimero de variaveis, passando de

p p
I n, para ) s, . Felizmente nds nao necessitamos traba-
j=1 j=1 |

lhar com todas as variaveis Ay e também nao precisamos conhecer
todos Xys o
oS Xy
Desde que a matriz da Figura 2.2  tenha mo+p li-
nhas , m_+p vetores serdo necessirios para formar uma s6lugao ba-

sica vidvel. Assumiremos que temos uma solugdo basica viavel de
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partida e usaremos o método do simplex revisado. Isto ird gerar pre

gos para cada uma das linhas. Seja o vetor prego (I, ﬁ) » onde I

é referente ao vetor m, e E é referente ao vetor p . Note-se
que [éij’gj] €& um tipico vetor coluna nd Figura 2.2 . De acordo

com o método do simplex, um vetor que nao estd na base deve ser co-

locado na base se seus custos relativos forem negativos, isto é,se

cij = cij - (E 7 E) [{'ij’gj] < 0 .
Seja :

ﬁ = (ﬁl]ﬁzyucnyﬁp) .
Entao :

clj = Cij -1 gij - Hj .

Dentre todos os vetores que nao estao na base, alguns estao em Sqyr

outros em 82 , € assim por diante. Se o minimo dos custos relati-

vos dos vetores em cada S. €& nao negativo, isto &, mini c

3 ij

entdo a solucao atual é Ootima. Portanto, devemos pesquisar em cada

>0,

S pelo vetor com o minimo custo relativo. Desde que em um dado

J
, I. & o mesmo para todos os vetores, nos resolvemos

min (cij - I éij) = min, (gj - ng)x

sujeito a
X, . .
~1] J

(Escolhemos o menor vértice do politopo convexo Sj)‘ Mas, este @&
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um programa linear

mi , = T L.) X.
nofey = I hy) X

sujeito a :

. . . = b .
By o %y 23 ’

1
v

0o . (2.16)

Desde que a fung¢ao objetivo em (2.16) & linear, o minimo da fungdo

objetivo serd sempre um vertice [6) , isto &, =x,. .

%34
Se
(Sj - I Lj) X3 ﬁj < 0
(onde X4 5 € a solugao Otima de (2.16) ), entdo o vetor [gij’gj]

deve ser introduzido na base através do processamento usual do sim-
plex. Uma coisa deve ser bem enfatizada, € com relacao ao fato de
que quando introduzimos o vetor [éij ’ gj] na base, nos devemos mul
tiplica-lo por Bm1 atual antes de realizarmos a operacao de pivo-
teamento. Porgue, quando (E ,E) fol obtido em (2.15), a matriz
em (2.15) havia sido multiplicada por B—l . Houvesse o vetor
[gij'gj] pertencido a (2.15), ele deveria ser multiplicado & es -
querda por B_l , O mesmo ocorrendo com os demais vetores de (2.15).
A operagao de multiplicar-~se um vetor coluna do quadro inicial pelo

atual B"1 & denominada "UPDATING".

Se depois de resolvermos todos os p programas line-
ares

min; (cy - I Ly)%gq ~ ﬁj > 0 ,  (3=1,2,...,p) ,

entdo a solugdo atual & Otima.
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Um exemplo completo de resolugao de um problema des

te tipo encontra-se em [16] .

2.2.4 - Updating

Qualquer conjunto de equacoes lineares simultaneas

tem uma representagao conveniente usando-se notagao matricial.O sis

tema

11 ¥1 aj1q %5 + ...t 1 ¥ = bl
851 %y + 3,5 X, + ... + T b2
. . . . (2.16.1)
a1 *1 + any X + e.. F amn *n = bm

pode ser aceito como :
ax = b

onde % by
a=la5] = ' BE

n by

Se A @& quadrada (m=n) e nao singular, o vetor solugdo & dado por:

x= A b

Existe um simples esquema de calculo que pode ser aplicado a qual—'

quer sistema nao singular para obtencao do vetor solucdo e/ou a ma-
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triz inversa. Este procedimento, o Método da Eliminacdo Completa
de Gauss e Jordan , tem um nimero finito de iteragdes. Em exatamen
te m (=n) iteracgoes, o procedimento multiplica o sistema (2.16.1)

1

por A"l e obtém x = A b . Se for necessirio, A"l pode ser de

senvolvido ao mesmo tempo. Ilustraremos o método com um exemplo.

Consideremos o seguinte conjunto :

x, + Xy = X3 = 2
-2xl + X, + Xy = 3 (2.16.2)
X, + X, + Xq = 6
Seja
1 1 -1
A = -2 1 1
1 1 1

a matriz dos coeficientes. Pode-se verificar que A & nao singu-

lar, |A| = 6 . Podemos reescrever (2.16.2) da seguinte forma:
1 1 -1 Xy 2
-2 11 . X, B 3
1 1 1 X3 6

1 1 -1 2
a; = -2 H a, = 1 H az = 1l e g, = 3
1 1 1 6
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podemos reescrever (2.16.2) como :

¥121 F %2y T X323 < 2

Desde que A seja nao singular, o conjunto de vetores ay1r 8y € a5

sao linearmente independentes e consequentemente formam uma base no

espaco tri-dimensional.

Para provarmos que o conjunto de vetores 8118970

cer @y de uma matriz nao singular A formam um conjunto linear -

mente independente, iremos primeiramente assumir que o conjunto é

linearmente dependente. Portanto, para algum conjunto de o5 rJ=1,.

..,n devemos ter :

+ ... * =

03 21 * 92 2 %n 2n 0

com pelo menos um %3 # 0 . Podemos entao resolver para algum ve-
tor aj , por exemplo a; o+ em funcdo dos outros vetores para ob-
termos :

él = 82 aq + ... + B

a
n ~n

onde Bj = —aj/“l . Substituimos o vetor a; Ppor esta expressao

na matriz A . Entao, adicionando-se sucessivamente a primeira co-
luna —Bj éj , para 3j=2,3,...,n , nos reduzimos a primeira coluna
ao vetor zero. Pela propriedade dos determinantes, a adigao desses
vetores nao altera o valor do determinante, e como agora uma das co
lunas € igual a zero, o valor do determinante é zero. Entretanto ,

isto contradiz a suposig@o de que A & uma matriz nao singular.Por
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tanto, nossa hipotese de dependéncia linear foi contextada e conse-

quentemente o conjunto de vetores de A & linearmente independente.

Provado que os vetores ar 3, e a sao linear -

~3
mente independentes, para resolvermos (2.16.2), nos precisamos en -
contrar a unica combinagdo linear (ou seja, os Gnicos valores Xy
x2 e x3) de 3y §2 e §3 a qualré igual ao vetor a, - Devemos
primeiramente obter o vetor solugao para (2.16.2).0 processo de elimina
‘cao completa elimina  sucessivamente a primeira, a segunda, a terceira,
etc...., varidveis de todas as equagOes com excessao da primeira,da
segunda, da terceira, etc... , respectivamente. Para (2.16.2), o)
primeiro passo & eliminarmos a primeira variavel de todas as equa -
coes, exceto da primeira. Como segundo passo, eliminaremos a segun
da variavel de todas as equagoes, com excessao da segunda e no ter-
ceiro passo eliminamos a terceira varidvel de todas as equagoes,com

excessao da terceira. Devemos também fazer com que as variaveis que

permanegcam tenham coeficiente unitéario.

Com estes trés passo, reduzimos o sistema (2.16.2)

X =3 (2.16.3)

As operagdes do procedimento de eliminagao completa transformou a

matriz dos coeficientes
1 1 -1
A = -2 1 1
1 1 1
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na matriz identidade

1 0 0
I3 = 0 1 0
0 0 1

Com . isto nds notamos que a transformacao total causada pelo proces
so de eliminacdo completa € equivalente a multiplicarmos o sistema

(2.16.1) por A_l .

Isto e frequentemente necessario, nao somente para
resolvermos um sistema de equagoes lineares simultdneas, mas também
para obtermos o inverso da matriz dos coeficientes. Isto ocorre,co
locando~-se uma matriz identidade (mxm) & direita da matriz original
dos coeficientes e aplicando-se as transformagdes de eliminagdo a
toda a matriz. A matriz inversa serd gerada no lugar da matriz iden

tidade. Se escrevermos a matriz particionada
a ]Il a)

e aplicarmos as transformagoes de eliminacdo completa, teremos:

1 1 -1

@ a2t [ ata) = @At

Ilustraremos este procedimento com o exemplo anterior. A matriz

particionada é :
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Os sucessivos passos sao:

Passo 1 :

Passo 2 :
1 0 -2/3 1/3 -1/3 0 -1/3
0 1 ~-1/3 2/3 1/3 0 7/3
0 0 2 -1 0 1 4
Passo 3
1 0 0 0 ~-1/3 1/3 1
0 1 0 1/2 1/3 1/6 3
0 0 1)-1/2 0 1/2 2

NOs entao temos:

0 -1/3 1/3
1/2 1/3 1/6

-1/2 0 1/2

A Gnica combinagdo linear dos vetores a1r 8, € a,

que & igual a as pode ser determinada como sendo
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la

ay + 3a, + 2a = a

=2 ~3 ~0

Desde que os vetores a; , a, € a formam uma base no espacgo tri-
dimensional, qualgquer outro vetor neste espago pode também ser ex -
presso como iinica combinagao linear destes trés vetores. Para qual

quer vetor ay 1 podemos determinar Yir ¥y © Y3 tal que :
Y133 * Y33 V333 T gy

ou

Ay = 3, (2.16.4)

~ ~

Resolvendo-se para y , devemos multiplicar (2.16.4) por A—l, ob -
tendo

ATAy = A—l§4

y= A" 3,

Por exemplo, seja:

4
ay = |~2
4
y & dado por
0o -1/3  1/3 4 2
y = 1/2 1/3 16| - |-2| = | 2
-1/2 0 1/2 4 0

a, expresso como combinagao linear de 8, 2, e a e tal que



37

231 + 2a

a, + 0a; = a,

Aqui  a, € igual & combinagao linear de somente dois dos tré@s veto

res basicos.

0 que denominaremos de "updating" & exatamente esta

"atualizacao" do vetor que sera expresso em fungao dos vetores da

base. No exemplo acima, o "updating"” & a multiplicacao de a™l por

a, o ou seja, expressar O a, em fungao da base a;r 8, e a; ou

entao,dando-se um outro enfoque, & a transformacdo de a, em y .

2.3 - Viabilidade e Somatorio de Fluxos

2.3.1 - Somatorio de Fluxos

Nesta segao, O problema que iremos abordarré refe -
rente a maximizar a soma de fluxos de diversas comodidades;para ca-
da uma das comodidades existem diversas cadeias unindo a fonte ao
receptor. 0 objetivo deste tipo de problema & selecionar determi
nadas cadeias para cada comodidade, de tal forma que a capacidade

dos arcos nao seja violada e que seja maxima a soma dos fluxos em

todas as cadeias selecionadas.

Fagamos a hipotese de que existem m arcos na rede

e que as capacidades dos arcos sejam bi , (i=1,...,m).

Qualquer uma das cadeias da rede pode ser represen-—

tada por um vetor de m componentes, com o valor 1 na componente
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se 0 arco for usado na cadeia e 0 na componente caso o arco nao
seja usado na cadeia . Podemos entao definir uma matriz de arcos in

cidentes A = [aij ] , da seguinte forma:

1 se o arco 1 pertence a cadeia 3j ,

14
J 0 nos demais casos.

Sendo xj a quantidade de fluxo na cadeia 3j , en-
tao o problema de maximizar os fluxos das diversas comodidades pode

assim ser expresso:

max ) X,
3 J

sujeito a :

§ a,.x., + s, = b, , (i=1,...,m) (2.17)

x, >0 ’ s, >0 .

(si sao as variaveis de folga).

E muito importante notarmos que neste tipo de for-
mulagao, a matrié A tem uma quantidade muito grande de colunas ,
pois cada cadeia possivel para cada comodidade origina uma coluna .
Felizmente, para resolvermos (2.17), necessitamos somente de uma ma
triz (m+l)x(m+l) , conforme teremos oportunidade de mostrar no de -

correr desta segao.

Outro fato relevante que deve ser notado & que o as
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pecto de multicomodidade nao aparece explicitamente em (2.17), mas
estd contido na estrutura da matriz A = [aij] . No caso de consi-
derarmos apenas cadeias de uma Gnica comodidade na matriz de arcos
incidentes A , entao (2.17) sera simplesmente convertido em um pro

blema de fluxo maximo.

Suponhamos gque conhecemos as m colunas que formam
a base de partida de (2.17); podemos resolver (2.17) e determinar o
vetor prego I = (Hl,nz,..., Hm) onde cada Hi corresponde a uma

~

linha especifica. Devemos notar que o custo relativo de todas as

colunas nao basicas a4 é dado por Ej =cy - Haj . No caso de
cy 20 a atual base é Otima e se cy > 0, entao esta coluna deve
ra ser introduzida na base. O problema de determinarmos Ej & re-

lativamente facil; se interpretarmos Hi como o comprimento dos ar
cos, entao na, & o comprimento da cadeia a qual & representada pe

la coluna §j .

Observemos gue Cj = +1 (método do simplex revisado)
para todas as colunas, e se o método simplex for usado, entao I e
nao (-I) aparecerd na linha de custo das varidveis de folga pelo fa
to de termos usado -C, € ~¢, no quadro de partida. Com isto
fica'ﬁostrado, parte do fato de usarmos somente uma matriz de tama-
nho (m+1)x(m¥1), ou seja, a parte referente a (m+l) linhas, onde
m+l - &sima linha & o vetor prego (comprimento) I . Entretanto,nds
nao necessitamos listar todas as colunas representando cadeias unin
do as diferentes fontes aos diferen tes receptores. A cada itera -

¢ao de resolugao, nds simplesmente usamos o método do simplex revi-

sado e pegamos uma matriz de tamanho»(m+l)x(m+l). A partir de en -
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tao , usamos o procedimento do método simplex revisado para as ope-
ragaes de pivoteamento, isto e, se algum Hi for negativo, entao es
colhemos a coluna referente a ele como celuna pivo. Se todos os Hi
sao nao negativos, nds os consideramos como comprimento dos arcos e
encontramos a menor cadeia ligando a fonte ao receptor de cada co-

modidade. Se a menor cadéia de todas as comodidades & de comprimen

- N

to 1 ou maior (Ej < 0), entdo a atual base & Otima.

Uma observagao muito importante & o fato de que to-
das as colunas que forem entrar na base fazerem o "updating" an-
tes de serem acrescentadas ao quadro, conforme mostrado no Princi -

pio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe (2.2.3) .

2.3.2 - Viabilidade de Fluxos

Neste tipo de problema, isto &, problema de viabili
dade de multicomodidade de fluxos, sabemos a priori o valor do flu-
xo de cada uma das comodidades e nosso objetivo & saber Se todos es
ses valores de fluxo serdo satisfeitos em uma dada rede, de tal for

ma que a capacidade de nenhum dos arcos da rede dada, seja excedido.

Usaremos a rede na qual estamos desejando saber se
todos os requisitos de fluxo serao satisfeitos sem excedermos a ca-
pacidade de seus arcos da seguinte forma: primeiramente, montaremos
esta rede com todos os seus ndOs e arcos, mas retiramos as retricoes
de capacidade. Numa segunda fase, para cada requisito de fluxo, de
terminamos uma cadeia da fonte ao receptor desta comodidade, isto

-sempre sendo feito na rede da priméira fase. Com isto, nos assegu-
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ramos a cada arco da cadeia uma capacidade igual & quantidade de flu
Xo0 requerida. Sobrepondo-se todas estas cadeias para todos os re -
quisitos de fluxo, ndOs obrigatoriamente teremos uma rede viavel,pois
fomos satisfazendo gradativamente os requisitos de fluxo de cada um
dos arcos. Portanto, existem milharés destas redes viaveis que i-
rao satisfazer aos requisitos de fluxo. Todas estas viaveis tém o
mesmo numero de arcos ligando os mesmos pares de nos da rede origi-
nal, mas todas estas redes terao as capacidades dos arcos diferen -
tes. O mesmo nimero de arcos em todas as redes ocorrerd em virtude
de mantermos na rede todos os arcos, inclusive os de capacidade ze-

ro (isto & necessirio para que possamos superpor todas as cadeias

com todos os requisitos de fluxo para determinarmos a rede viavel).

Proposicao 1:

Qualquer combinacao convexa linear destas redes vi-

aveis também irao satisfazer os requisitos de fluxo da rede origi -

nal.
Prova:

(i) Seja uma rede G = [N,A,b»] com m arcos.

(ii) g ¢ R" & a quantidade de fluxo que desejamos passar a-
través da rede G , g = [ﬂl’ ﬁz,..., ﬂm] .

(iii) Ql 3 Rm e 92 e R s3o vetores que definem as capaci

dades de duas quaisquer das inumeras redes viadveis obtidas pelo pxO
. . ' : m . .
cesso acima. Estes dois vetores pertencem a TR pois fixamos que

todas as redes viaveis deveriam ter o mesmo nimero de arcos da re-

1 1 2 2 .2
5 ¢ +eer b] . % =[BIb5,.. ..

de G , portanto m , Ql = [bi, b
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2]

De (ii) e (iii)—>

=
IA
1o’

g < 92

\/A € [0,1] temos

1

Mg <xb (a)

(1-0)g < (1-1)p? (b)

De (a) + (b)—/—>

1

g o<opt + (1-0p?

A
Descreveremos agora um meio de determinar se a rede
original contém uma rede que seja combinagc@o convexa linear destas

redes viaveis:

Seja [aij] uma matriz de m linhas onde cada 1li-
nha corresponde a um arco da rede dada. A coluna Jj da matriz re-
presenta uma rede, a qual tem alj como capacidade do primeiro ar-

co , a como capacidade do segundo arco e assim por diante. En-

2]

tao, todas as redes vidveis mencionadas anteriormente podem ser re-

presentadas por colunas da matriz. Se a rede original representada
‘ 1 ' 1 1 -

por [bl'bZ""'bm ] contém a rede [b , b2,...,bm] com b{ < by

(i=1,2,...,m) e [bi,bé,...,b&] €& uma combinagcao convexa linear

das colunas de [aij] , entd3o a rede original & widvel. Sejam os
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coeficientes da combinagio convexa da coluna j , xj ,entao o proble

ma de viabilidade pode ser formulado como

max © = ) X,
3 J

sujeito a :

(i=1,2,...,m ; j=1,2,..., ) (2.18)

o

Se o valor Otimo de © & 1 , entao a rede origi -

nal e viavel.

Felizmente nao necessitamos escrever a énorme quan-
tidade de colunas de [aij] , (mé&todo da decomposigao de Dantzig-Wél
fe). Tendo-se uma base inicial de (2.18) com m colunas, podemos
através do método do simplex determinar o vetor II. Com este vetor
I , podemos através do método do simplex revisado, ir gerando as co
lunas que nos darao aumento na fungao objetivo, gerando-se primeira

mente aquela que causar o maior acréscimo e assim por diante. Desde

que o custo relativo cj da coluna j & dado por c c., — lla,

] 3 ~<J

e cj é 1 para todas as colunas, entao o que gueremos encontrar &

o minimo de Haj. Se para o minimo de Haj tivermos cy=c

|

ent3o a solucao atual & Otima.

Com objetivo computacional, devemos pegar uma matriz
(m+1)x(m+l) e devemos interpretar Hi como o custo de construgéo

de um arco i de capacidade unitaria. Quando temos no quadro to-
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dos os I, > 0, devemos tentar introduzir na base a coluna que re -
presenta a mais barata das redes que é capaz de transportar simulta

neamente os requisitos de fluxo.

Se 0 > 1, entao o conjunto de requisitos de fluxo
é viavel.

Se 0 <1 e fTay > 1 para todo j , entao o con -
junto de requisitos de fluxos & invidvel para a rede existente.

2.3.3 - Um Exemplo Numérico Compdeto sobre Viabilidade de Fluxos

O objetivo deste exemplo & dirimir todas as duvidas
gque por ventura ainda possam existir a respeito de Viabilidade de
Fluxos; portanto, o exemplo sera apresentado de uma forma bastante

didatica, incluindo-se todas as passagens.

Seja a rede mostrada na Figura 2.3 referente as
capacidades dos arcos, ou seja, 0S nimeros sobre Os arcos Sao Suas
capacidades e na Figura 2.4 apresentamos os requisitos de fluxo de
quatro comodidades. Estes requisitos tém seus valores marcados so-
bre os arcos. O nosso objetivo &€ determinar se os requisitos de
fluxo da rede apresentada na Figura 2.4 s3o vidveis ou nao na rede

cujas capacidades sao apresentadas na Figura 2. 3.
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max 0 = ) X

sujeito a :

a,. X. + s, = b, ’ (i=l,...,m ; j=1,...,),

Figura 2.3 Figura 2.4
Capacidade dos arcos Requisitos de fluxo
aljxj + 8, = bl
aZij + S, = b2
a3j J t s, = b3
a43xj 4+ Sy = b4
aijJ + Sg = b5

-

Montatremos agora um quadro no qual o valor de 0 e
zero (0=0) e as capacidades da rede sao expressas em funcgao das va
riaveis de folga e o vetor b , encontrado do lado esquerdo, no

mais &€ igual ao simplex revisado.
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QUADRO 1.1°

1 sl S, s3 s4 55 Xl
; |
|
0 ot m om, I I, Tg .
b e ] :
i
Sq 9/2 1 :
|
s, 5/2 1 :
|
53 3 1 :
|
Sy 4 1 }
Sg 5/2 1 %
_____ 4

Neste Quadro 1.1' , o valor da fungao objetivo apa-
recerada no canto superior esquerdo. Note-se que estao faltando dois
vetores para completarmos o quadro, sao eles e xy . Como vetor
I de partida, usaremos I = [ 0,0,0,0,0] , pois assim qualquer re
de capaz de transportar os requiéitos de fluxo serd a mais barata .
Para determinarmos X, + usaremos o procedimento ja descrito no
principio do item 2.3.2 , ou seja, primeiramente montamos a rede o-
riginal G , somente com seus nds e arcos, sem suas capacidades ',

¢=[wna] .
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Agora pegaremos cada um dos requisitos de fluxo da Figura 2.4 e os
satisfaremos mas, através dos arcos da rede G = [N,A] , ou seja,da
rede da Figura 2.3 sem suas capacidades. ComE€¢aremos pelo requisi

to de fluxo entre os nds 1 e 2; como existe um arco equivalente em

G , teremos:

(1)

Pegaremos agora o requisito de fluxo entre os nds 1l e 3; como exis-

te um arco equivalente em G, teremos:

(i)

Consideremos o requisito de fluxo entre os nds 2 e 4 ; como nao e -

xiste um arco equivalente em G , usaremos o arco entre os nos 2 e 3

mais o0 arco entre os nos 3 e 4 :

(iii)

O Gltimo requisito de fluxo & entre os nds 3 e 4, e como ha um arco

equivalente em G , teremos
1 2

(iv)
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Sobrepondo-se as redes (i), (ii), (iii) e (iv), teremos uma rede ca
paz de transportar os requisitos de fluxo com a mesma configuragao

de nds e arcos da rede original,ou seja:

Figura 2.5

x, = [ 2,3,6,0,2]

Realizando-se o "updating” com gi ;, conforme mostrado no item 2.1.4,

Méetodo do Simplex Revisado (onde I = gb.B"1 e qualgquer coluna éj

4

da matriz A & dada por éj =B ay

e 2.2.3 Principio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe, e como cy = 1

sendo gj do quadro inicial)

para todas as colunas, entao temos Xy

1 2 2
1 3 3
1 . 6 =16 = a,
1 0 0
1 2 2
. Acrescentando-~se cj =1 , temos :

x, = [-1, 2, 3, 6,0, 2]
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Com o vetor Xy s temos o QUADRO 1l.l1l' completo e passard a QUADRO 1.1

QUADRO 1.1

1 2 3 4 5 1
¢] 0 0 0 0 0 0 -1
sl.9/2 1 2
s, |5/2 1 ‘ 3
O
34 4 1 Q
Sg 5/2 1 2

Realizaremos agora o pivoteamento:

pivd = min { 92 /2, 5/2 /3, 3/6 ,5/2/ 21} =23/6=1/2

Portanto,o elemento pivo do Quadro 1,1 & o 6 e esta assim carac-

terizado <::> .

E importante notar que como escolhemos a rede que
originou o vetor §i que poOr sua vez gerou o vetor Xq s poderiamos
ter escolhido qualquer outra rede, desde que satisfizesse os requi-
sitos de nds e arcos da rede G = {N,A] ;, isto devido ao fato de
todas as componentes do vetor ] serem nulas, ou seja, qualquer re

de sera a mais barata.

Realizando~se o pivoteamento, obteremos o QUADRO 1l.2':



QUADRO 1.2'

1 S s2 33 §4 _ 55 x2
o |1/2 1/6 :
[
s, |7/2 1 ~1/3 I
o
- I
s, 1 1 1l/2 |
I
!
|
4 1 |
s4 0 ;
I
Sg 3/2 -1/3 1 {
e d

Neste Quadro 1.2' o vetor I = [0,0,1/6,0,0] ; por
tanto, o wvetor §é serd gerado por qualquer rede que satisfaca os
requisitos de nds e arcos de G =[:N,A ] mas sem usar 0 arco gue u-
ne os nos 3 e 4 , pois H3 = 1/6 e queremoé as redes mais baratas.
Usando-se O mesmo prodedimento usado para §i temos : (apresentare

mos somente a rede final e nao mais todas as passagens) :

Figura 2.6
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Realizando-se o "updating", conforme feito com Xy obteremos x.,.

1 -1/3 5 5
1 -1/2 | 0 0
1/6 . 0 = 0 = a,
0 1 6 6
-1/3 1. 5 5
Acrescentando-se cj = 1 , temos
x, = [-1,5,0,0,6,5]

Agora, com X 1 temos o QUADRO 1.2' completo que passara a QUADRO

l.2 -

QUADRO 1.2

1 | sli eSZ s3 54 55 x2
€] 1/2 1/6 -1
Sy /2 1 -1/3 5
s,| 1 1 -1/2 0
X4 1/2 1/6 0
Sy 4 0 1 6
S¢ 3/2 -1/3 1 <::>
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Determinamos o elemento pivd :

pivé =min { 7/2 / 5 , 4/6, 3/2 / 5} = 3/10

portanto, o elemento pivo do Quadro 1.2 € o 5 , mas o referente a

s5 .

Um fato muito importante e que deve ser interpreta-
do € o valor de 0 = 1/2. Isto significa que o vetor §i gue na
realidade & uma rede em G , satisfazendo todos os requisitos de
fluxo, pode ter metade (0 = 1/2) de seus requisitos satisfeitos,is
to &, (1/2) [2, 3, 6, 0, 2]= [1, 3/2, 3, 0, 1] & a quantidade de
fluxo referente a gi que passaremos na rede original, Figura 2.3,

portanto, observando-se a Figura 2,5, teremos:

2.(1/2)=1 <Ei>

3.(1/2)=3/2

Figura 2.7

Este pontilhado na Figura 2.7, do nd 2 ao 4 passando pelo nd 3, &
referente a um requisito de fluxo entre os nos 2 e 4, requisito es-
te apresentado na Figura 2.4, mas tem que ser satisfeito atravées da

rede da Figura 2.3 .

Realizando-se o pivoteamento, obtemos o QUADRO 1.3':
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QUADRO 1.3'

1 sl 32 53 s4 s5 x3
““““““ |
e 8/20 1/10 1/5 I
|
{
sy 2 1 0 -1 :
|
s, 1 1 -1/2 0 |
|
|
|
xl 1/2 1/6 0 B
|
5,]11/5 2/5 1 ~6/5 i
|
- |
X, 3/10 1/15 5 i

O vetor I = [ 6, 0, 1/10, b, 1/5 ] , portanto quan
do gerarmos a rede referente a §§ nao podemos usar OS arcos que u
nem os nds 3 e 4 e os nés 1 e 3, pois H3 = 1/10 e HS = 1/5 e‘qug
remos as redes mais baratas. Usando-se o mesmo procedimento usado

para xi L5 x'2 , temos

Figura 2.8
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Efetuando-se o "updating" conforme realizado com X, e X5 obtere

mos X

<3
1 0 10 10
1 -1/2 5 5
1/6 . 0 = 0 = aj
2/5 1 6 6
-1/15 1 0 0

Acrescentando-se cj =1 , temos

x3 = [-1, 10, 5, 0, 6, 0]

Tendo-se X3 7 completamos o Quador 1.3' que passara a Quadro 1.3 .

QUADRO 1.3

S, 1 1 -1/2 0 <::>

%, 1/2 7 1/6 0 0
s, | 11/5 2/5 1 -6/5 6
x. | 3/10 ~1/15 1/5 0
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Determinamos o elemento pivd :

pivé = min {2/10, 1/5, 11./5 / 6 } = 2/10 = 1/5

Portanto, o elemento pivO referente ao Quadro 1.3 pode tanto ser o
10, sS4 » COMO 5, S, pois o minimo do quociente & o mesmo tanto

prara Sl como para 52 .

Interpretamos agora o valor de 6 = 8/10 , o que re
almente significa um aumento em © de 3/10 = (8/10)-(1/2). Por -
tanto, §é terd (3/10) de seus requisitos satisfeitos, isto &,
(3/10) [5, 0, 0, 6, 5] =1[3/2, 0, 0, 9/5, 3/2 ] que & a quanti-
dade de fluxo referente a §é que passaremos na rede original, con

sequentemente, observando-se a Figura 2.6, teremos

~\3-(3/10 zsz/;o_@
Q - (3/10)=6/10—

3.(3/10)=9/1

@ * 3, (3/10)=9/10

.

Figura 2.9

—— - —

Estes requisitos de fluxo da Figura 2.9 sao exatamente (3/10) dos re

quisitos de fluxo que dao origem a §é , na Figura 2.6 .

Realizando-se o pivoteamento, primeiramente com re-

lagao a s; , obteremos o Quador 1.4'.1 :



gerarmos a rede referente a x&

nem os nos

H3 =

com este

1/10

e
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QUADRO 1.4'.1

1 Sq s, S5 Sy Sg ’£¥
1 1/10 0 1/10 0 1/10

1/5 1/10 0 -1/10

0 ~1/2 1 -1/2 1/2 0
1/2 0 1/6 0

1 ~6/10 2/5 1 -6/10 0
3/10 0 ~-1/15

1/5

le?2

n

5

E:

= 1/10

, 0s nos 3 e 4

e os nos 1 e 3, pois

e queremos as redes mais baratas.

[1/10, 0, 1/10, 0, 1/10 ] , portanto, quando

nao poderemos usar OS arcos que u-

m, = 1/10,

Portanto,

I nao existe rede capaz de transportar o fluxo com um cus

to total menor do que 1 .

Consequentemente, o valor Ootimo de o e

e a rede original & vidvel para os requisitos de fluxo a

presentados.

obteremos o Quadro 1.4'.2

Agora faremos o pivoteamento com relagao a

Sz, e
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QUADRO 1.4'.2

1 Sy s, S3 Sy Sg
0 1 0 1/5 0 0 1/5
s 0 1 -2 1 -1
Xq 1/5 i/5 -1/10 0
X 1/2 0 1/6 0
Sy 1 -6/5 1 1 -6/5
X, 3/10 0 1/15 1/5

I = [ o, 1/5, 0, 0, 1/5 ] ;, podemos gerar uma rede
referente a g& mesmo tendo-se 1Iip = 1/5 e Ig = 1/5 . Mas, como
ja satisfazemos a condigao de © > 1 para o conjunto de fequisitos
de fluxo ser viavel na rede original, pois no nosso caso temos 0=1
entdao nao & necessario construirmos a rede referente a X, - Caso
o fizéssemos, haveriam duas hipOteses: uma e apds o "updating", Xy
entrar na base e sair algum dos S; © nesse caso X, teria valor
zero; a outra hipétese e Xy entrar na base e sair algum outro Xy
Estes casos realmente nao nos interessam polsa partir do instante
em que temos © > 1 Jja sabemos que os requisitos de fluxo sao vi-

aveis para a rede toda.

E importante notar que tanto no Quadro 1.4'.1 como

no Quadro 1.4'.2 os valores de 0 e X4 sao exatamente iguais.
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Fazemos agora a interpretacao do valor de 6=1, o
que significa um acréscimo em © de 1/5 =1 - (8/10). Portants ’
§é tera (1/5) de seus requisitos satisfeitos, ou seja,

(1/5) [ 10, 5, 0,6, 0 ] =[2, 1,0, 6/5, 0 ] que & a quantidade
de fluxo referente a §é que passaremos na rede original; consequen

temente, observando-se a Figura 2.8, teremos:

L 2.@m=2/50
3. (1/5)=3/5
D€

0 3. (1/5)=3/5 " h
a1 o *L Figura 2.10
N L /W g g .
o/l a.am=2s  © LG
3| ST
113, (1/5)=3/5 o |é

4

<

Estes requisitos de fluxo da Figura 2.10 sao exatamente (1/5) dos re

quisitos de fluxo que dao origem a X3 ha Figura 2.8 .

Sobrepondo-se as Figuras 2.7, 2.9 e 2.10, teremos a
Figura 2.11 . Antes faremos as somatorias dos requisitos de fluxo

nos arcos respectivos nas trés figuras.

1+9/10+6/10+3/5+2/5+3/5+2/5 =

Nos 1-2 45 9
= L0+9+6+6+4+6+4 = => = 2 = by
10 10
15+6+4 25 5 _ b

NGs 2-3 3/243/5+2/5 = —=22L = 22 = 3 = p,
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NOs 3-4 3/2 + 3/2 = 3 = b,
Nos 4-1 9/10+9/10+3/5+3/5 = ~2¥9%6+6 _ 30 _ 3 . 4 .}
4
10 10
. _ _10+6+9 _ 25 _ 5 _
NOs 1-5 1+6/10+9/10 = —=2E832 = 23 = > = p_

25/10=5/2=b,,

Figura 2.11

Na Figura 2.1l estd apresentado como os requisitos
de fluxo da Figura 2.4 podem ser transportados através da Figura 2.3,

ou seja, satisfazendo suas capacidades.

Um fato muito importante & que tanto no Quadro 1.4'.1
como no Quadro 1.4'.2 os valores de X7 X, @ Xg sa0 0s mesmos e
respectivamente 1/2, 3/10 e 1/5 que representam os respectivos a
créscimos de © . A partir do momento que um destes Xy entra na
base, ja o faz com o valor que serd o incremento em © e nao mais
modificari este valor. Uma observacdo mais detalhada dos Quadros

justificari este fato.
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Quando apresentamos a parte tedrica (2.3.2 Viabili
dade de Fluxos) salientamos a importdncia da Proposicao 1l: "Qualquer
combinagao convexa linear de redes vidveis também ird satisfazer os
requisitos de fluxo da rede original". No nosso exemplo & exatamen
te o que ocorre quando temos ©=1 , ou seja, quando ©6=1 temos a
combinagao convexarliniar entre X911 X, @ X5 € respectivamente

X1, X5 e xé com J x, =1 e X; € [0,1]

i=1 *t

.

(1/2) [2, 3, 6, 0, 2 ] + (3/10) [5, 0, 0, 6, 5 ] +

+ (1/5) [10, 5, 0,6, 0] =

[1, 3/2, 3, 0, 1] + [ 3/2, 0, 0, 9/5, 3/2 ] +

+[2, 1, 0, 6/5, 0 ]

i

[ 9/2, 5/2, 3, 3, 5/27] <[by,byby,bybe | =

[9/2, 5/2, 3, 4, 5/2 ]

Como Gltima observacao sobre este exemplo, convém
notar o fato de quando realizamos o "updating" com os vetores xi
para com o acréescimo de cj=l torna-los X, 1 a nao ser o acrés-

cimo de Cj ;, hao ha alteragao alguma nesta operacao, isto &, X4

€& exatamente igual a xin acrescido de cj . Isto ocorre devido ao

fato de que quando determinamos as redes vidveis para os requisitos
de fluxo (xi) o fazemos de tal forma que nos arcos onde corresponde
um T, # 0 nao passamos nenhum requisito de fluxo para que tenha -

mos a rede mais barata (os i # 0 correspondem as varilveis que
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ndo pertencem 3 base, com isto conseguimos redes mais baratas).Quan
do realizamos o "updating", a coluna da matriz correspondente aos
nifo sera multiplicada por zero pois nao passamos nenhum requisi-
to de fluxo pelos arcos correspondentes a estes Hi. Com isto fica
justificado o fato da nao necessidade (em termos) da realizagao do

"updating" neste tipo de problema.

2.3.4 - Um Exemplo Numérico Completo sobre Somatdoria de Fluxos, In-

troduzindo—~se Custos

Dois sao os tipos de problemas referentes a multico
modidades em redes de fluxo com minimo custo. Esses dois problemas
ja foram aqui apresentados mas sem ser feita referéncia a custo (2.
17 ) e (2.18). A partir de agora introduziremos custos, ou seja,as
sociado com todos os arcos da rede existe um custo c; ¢ O gual e
referente ao custo de transporte de uma unidade de fluxo através do
respectivo arco i . O problema (2.17) requer certas unidades de
fluxo, sem se preocupar com as comodidades, entre as fontes e os

receptores com um custo total minimo.

Sejam
bO - quantidade de fluxo requerida ;
A =|:aij ] - matriz de arcos incidentes ;
xj - quantidade de fluxo na cadeia j ;
c; - custo de transporte de uma unidade de fluxo através

do arco i ;
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c. - custo de transporte de uma unidade de fluxo»através

da cadeia Jj ;

b, = capacidades do arco 1 .

O problema & :

min 2 = cg X.

J
sujeito a : (2.19)
) ajq X4+ sy = by ,
X >0 ' 85 20 ’ s; 20 .

(Cada coluna de A = [aij ] em (2.19) & uma cadeia ligando uma fon

te a um receptor de alguma comodidade)

Seja a rede apresentada na Figura 2.12 referente as
capacidades dos arcos e associamos a todos os arcos desta rede um
custo que & mostrado na Figura 2.13. O nosso objetivo €& conseguir
que a soma dos fluxos do nd 1 ao nd 3 e do nd 2 ao nd 4 seja de oi-

to unidades, com um minimo custo.

Figura 2.12 Figura 2.13
Capacidade dos Arcos Custo dos Arcos
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) x5 =S, = b_
) a)y X5 + 8, = by
) 355 ¥y + s, = b,
) a3y Xy + s, = b,
’ a4 ¥y + 5, = b,
) agy Xy + sg = b,

(No nosso, a quantidade de fluxo requerido & 8, bo =8 )

No Quadro 2.1' que apresentaremos a seguir, o va -
lor da fungac objetivo & zero (-%z=0), valor de partida, as capaci-
dades dos arcos da rede sao expressas em funcao das variaveis de fdl
ga e o vetor b se encontra ao lado esquerdo do Quadro. No mais,e

igual ao simplex revisado.

QUADRO 2.1°

1 So sl‘ s2 s3 Sy s5 xl
] | T
s 4 S !
so 8 1 |
|
Sy 9/2 1 :
s, 5/2 1 :
53 3 1 :
Sy 4 1 :
s 5/2 1 |
5 __1
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E muito importante se notar que este problema nao
€ primal viadvel, pois na coluna 1 temos um elemento negativo (aioﬁO)
e para ser primal viavel teriamos que ter todos os elementos da co-

luna 1 nao negativos (ai > 0). Portanto, para podermos resolver e

o
te problema temos que primeiramente torna-lo primalrviével,e para
isto vamos introduzir arbitrariamente tantas colunas (cadeias que

satisfagcam o reQuisito de ligagao entre os nds previamente estabele
cidos, 1~-3 e 2-4) quanto for necessario para retirarmos esta invia-
bilidade. Como todas as colunas sao da forma [—l, gj] ; (1) por -
que & o coeficiente de x; na equagao - } X5 + s, = —bo , e em
(-2) temos o custo total desta coluna. Entao, a medida que vamos

vamos introduzindo estas colunas na base, vamos gradativamente eli-
minando a inviabilidade, pois vamos tornando o valor de s, na ba-

se, positivo. Quando isto ocorrer, S, 2 0 , entao paramos de ge~

rar colunas (cadeias) , pois o problema sera primal viavel.

Vamos agora gerar a primeira destas colunas, isto &,
temos que gerar cadeias que unam os nos 1 e 3 e 0s nds 2 e 4 sem
nos preocuparmos com as capacidades dos arcos destas cadeias, pois
somente estamos interessados em gerar cadeias que unam 0s nos previ
amente estabelecidos. Como primeira cadeia serd a que une os nos 1
e 3 da rede G ;[ N,A] da Figura 2.12, usando—-se apenas o arco 5 .
Portanto, termos ay = [O, 0o, 0, O, l] . O custo desta cadeia e
quatro, cg = 4 pois somente usamos o arco 5 . Com isto, podemos
montar o vetor coluna completo que seri posicionado sob Xy no Qua

dor 2.1' , que é :

[ 4, -1, 0, 0, 0, O, 1]
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0 valor do vetor 1 de partida, onde I = (mI_,I;) e

zero, portanto 1nmn = (0,0,0, O, O, 0).

~

Apresentaremos agora o Quadro 2.1'.1 dque é exata -~
mente o Quadro 2.1' com o vetor I igual a zero e o vetor coluna

[4, -1, 0, 0, 0, 0, 1 ] que serd posicionado sob x;

QUADRO 2.1'.1

o 51 52 3 S4 5 %1
-Z 0 0 0 0 0 4
Sq -8 1 -1
sy | 9/2 1 0
s, | 5/2 ' 1 0
Sq 3 1 0
Sy 4 1 0

Sg 5/2 ‘ 1 (::)

Determinamos o elemento pivd :

pivo = min {5/2 / 1} = 5/2 .

Realizamos o pivoteamento e teremos o Quadro 2.1'.2.
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QUADRO 2.1'.2

1 sO sl 52 s3 s4 55 | x2 |

|

-7 -10 -4 |

|

|

So -11/2 1 1 :

|

si| 972 1 I

|

Sq 5/2 1 :

|

|

S3 3 1l |

|

|

Sy 4 1l |

|

I

bid 5/2 1 ]
1

, _——

Portanto, o problema ainda continua primal inviavel
pois na coluna 1 ainda temos um -elemento negativo (aio f_O). Ire-
mos entao gerar uma segunda cadeia que serd posicionada sob X, e
esta segunda cadeia unira os nds 1 e 3 da rede G =[:N,A] da Figura

2.12. Mas, usando os arcos 1 e 4, teremos o =[ i, 0, 0, 1, 0] .

O custo desta cadeia e dez, cy + cy = 4+6 = 10 . Com isto, o ve

tor coluna completo que serd posicionado sob X, 1o Quadro 2.1.2 &
[10' —l, l’ro, 0, l, 0]

Determinando-se o elemento pivd do Quadro 2.1'.2 ja

com o vetor coluna posicionada.sob X temos :

pivd = min (9/2 /1 , 4/1 ) = 4/1 = 4 .
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-

Portanto, o elemento pivo do Quadro 2.1'.2 €& o 1 , mas referente

a S4.

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.1'.2, ja

com o vetor [10, -1, 1, 0, 0, 1, 0 ] posicionado sob X teremos

o Quadro 2.1'.3.

QUADRO 2.1'.3

1 Sq Sy Sy Sq S, Sg X4

~-%Z |-50 -10 -4 -
Sq -3/2 1 1 1 1

s 1/2 1 -1

s, 5/2 1l

S3 3 1

X, 4 1

X 5/2 | 1 |

Podemos constatar que o problema ainda nao se tor -

nou primal vidvel, pois temos elemento negativo (a, £ 0) . Va-

10

mos gerar uma terceira coluna que sera posicionada sob Xq mas

faremos com que esta cadeia una os nés 2 e 4 da rede G =[:N,Ai] da



68

Pigura 3.12 , usando-se os arcos 2 e 3 entao, teremos ay = [0,1,1,
0,0 ] , © custo desta cadeia & 12 , c, + €y =547 =12 . O ve -
tor coluna completo gque serd posicionado son X3 no Quadro 2.1'.3

L
e 3

[12, -1, 0, 1, 1, 0, 0 ]

0 elemento pivd do Quadro 2.1'.3 ja com o vetor co

luna posicionado sob X, e :

pivd = min {5/2 / 1 , 3/1}y =5/2 /1 = 5/2

-

Portanto, o elemento pivo do Quadro 2.1'.3 & o 1, mas referente a

Sa

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.1'.3, ja
com o vetor ['12, -1, 0,1, 1, 0, O ] posicionado sob Xy s tere-

mos o Quadro 2.1'.4

QUADRO 2.1'.4

1 S 81 S, 83 8,  Sg %3

-7 {~80 0 o =12 0o -10 -4

s,| 1 1 (::) 1 1 0
s,| 1/2 1 -1

X, 5/2 1l

s,| 1/2 -1 1 0
x2. 4 1 0
X 5/2 1
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Conseguimos, com a introdugéo deste Gltimo vetor po
sicionado sob X (reduzir a inviabilidade do primal no Quadro 2.1'.

4 onde todos os elementos da coluna 1 sao nao negativos (aioi 0).

Determinando-se o elemento pivé do Quadro 2.1'.4 ,

sabendo—-se que S, entrara na base, temos:

1

pivdé = min {1/1, 5/2 / 1} = 1/1

-

Portanto, o elemento pivo do Quadro 2.1'.4 & o 1, mas referente

a s, , isto e, Sq saira da base.

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.1'.4 , te-

remos o Quadro 2.2 .

QUADRO 2.2

1 Sq S, So Sj Sy Sg

-7 -68 12 0 0 0 2 8

s, 1 1 1 1 1
s; 1/2 1 -1

X4 3/2 -1 0 -1 -1

sS4 3/2 1 0 1 1 1
X, 4 1

X 5/2 1
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Devemos notar que o custo relativo & Eg = c§ - Haj,

como toda coluna & da forma -1, a. t30 c* = c* - Na. = c* +
[-1r 23] en 57°% 7379
= (-1, 1) [ -1, 2 ] = -I, + g (ci—ni)aij . T, & o prego de

Se -
A partir deste Quadro 2.2, nd0s podemos interpretar
cy - ni como o comprimento do arco e com isto tentar encontrar a

menor cadeia unindo os ndés 1 e 3 ou 2 e 4 .
Neste Quadro 2.2 temos :

Cadeia unindo ndos 1 e 3 usando arcos 1l e 2 :

cq - Hl = 4 4+ 0 = 4
comprimento total da cadeia & 9 ;
Cy, =M, =5+ 0=5
cadeia unindo nos 1 e 3 usando o arco 5 :
Cg ~ H5 = 4 + 8 = 12 comprimento total da cadeia & 12 ;
cadeia unindo nds 1 e 3 usando arcos 3 e 4 :
Cyg ~ M3 =7+ 0=7
comprimento total da cadeia & 15 ;
Cy ~ My =6+ 2 =28
cadeia unindo nds 2 e 4 usando arcos 2 e 3 :
Cy — @Iy =5+ 0=5 _
comprimento total da cadeia e 12 ;
cyg =Ny =7+ 0 =7
cadeia unindo nds 2 e 4 usando arcos 1 e 4
c, - Iy = 4 + 0 =4 .
comprimento total da cadeia e 12 .

-n, =6+ 2=28
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Portanto, a menor cadeia unindo os nés 1 e 3 &€ a de comprimento 9,a
gue usa os arcos 1 e 2. Com relagao aos nos 2 e 4, as duas cadeias
tém o mesmo comprimento, 12 . Consequentemente iremos acrescentar

ao Quadro 2.2, gerando o Quadro 2.3, um vetor coluna gque sera posi-
cionado sob X, que nada mais € do que um vetor referente i cadeia
mais curta, a de comprimento 9 , mas ja tendo-se realizado o "updat
ing". Denominando-se esta cadeia de comprimento 9 de cadeia 4 en-

tao temos

§4 =[lr 1, 0, OIO]
Como todos os vetores coluna sao da forma [—1,§j] , temos:

[-1, 1, 1, 0,0, 0] .

Realizando-se o "updating" =

1 o 1 o 1 1 -1 0
o 1 0o 0 -1 o0 1 1
-1 0 o0 o -1 -11].] 1]=1]n1
1 o o 1 1 1 0 -1
©o o o 0o 1 0 0 0
©o o o o o 1 0 0
Como :
2
pu = - * = * - - -— = - - =
i cy - Ia cj - (1,1 [-1,8, ] = -ng +i£l(°i Ti)asy,

= -y + [ (eg-1p) .2+ (eymy) hay, 1= ~12+ [ (4+0) 214 (540) . 1] =-3

Ql
R %
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Com cz temos o vetor coluna que serid posicionado
&

sob X4 completo, e e

[-3, 0,1,1, -1, 0, 0]

Temos 0 Quadro 2.3 :

QUADRO 2.3

1 So Sy Sy S3 Sy Sg X,
~Z -68 12 0 0 0 2 8 -3
s, ’ 1 1 1 1 1 0
Sy 1/2 1 -1 <::>
X 3/2 -1 -1 -1 1
S, 3/2 1 1 1 1 -1
X, 4 1 0
Xy 5/2 1 0

Devemos introduzir X, na base, por ser a"cadeia"

mais curta. Determinando-se o elemento pivo teremos:
pivo =min { 1/2 /1, 3/2 / 1} =1/2 / 1 = 1/2

Portanto, o elemento pivo & 1 e S1 saira da base .

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.3, teremos

O Quadro 2.4 .
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QUADRO 2.4

1 Sq Sy Sq S Sy Sg

-Z -66,5 12 3 -1 8

s, 1 1 1 (::) 1
X, 1/2 1 -1

X4 1 -1 -1 -1

S5 2 1 1 1 1
X, 4 1

Xy 5/2 1

Determinando-~se o elemento pivo no Quadro 2.4, sa -

bendo-se que Sy entrara na base, temos:

pivé = min {1/1, 2/1, 5/2 / 1} = 1/1

il

1
Portanto, o elemento pivo &€ 1 e S, saira da base.

Realizando-se o pivoteamento no Quadro 2.4, teremos

0 Quadro 2.5.
QUADRO 2.5

1 sO sl s2 s3 s4 35
-Z |-65.5 13 3 1
Sy 1 1 1l 1l
x4 3/2 1 1 1
x3 -1 -1 ~1
s3 1 1 1l 1
X, -1 -1 -1
Xy 5/2 1
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Interpretaremos novamente ci—ni como o comprimento

do arco e tentaremos encontrar a menor cadeia unindo os nos 1l e 3 ou

2 e 4 .
Neste Quadro 2.5, temos:

Cadeia unindo nds 1 e 3, usando arcos 1 e 2 :

cy -l = 443 = 7
comprimento total da cadeia & 13 ;
_H —4 =
cy—i, 5+1 6
Cadeia unindo nds 1 e 3, usando o arco 5 :
cg-ly = 449 = 13 comprimento total da cadeia €& 13 ;
Cadeia unindo nés 1 e 3 , usando arcos 3 e 4 :
Cy—llg = 740 = 7 .
comprimento total da cadeia e 13 ;
c4--II4 = 6+0 = 6
Cadeia unindo nos 2 e 4 , usando arcos 2 e 3 :
C,-I, = 541 = 6 .
comprimento total da cadeia e 13 ;
Cq=lly = 740 = 7
Cadeia unindo nos 2 e 4, usando arcos 1 e 4 :
c =My = 4+3 = 7 V _
comprimento total da cadeia e 13 .
Cy~ly = 6+0 = 6

Portanto, todas as cadeias unindo os nos 1 e 3 ou 2 e 4 possuem o

mesmo comprimento 13 .
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No Quadro 2.5, temos Ho'= 13 e consequentemente ,
-n, + g (ci—Hi)aij >0 pois todas as cadeias apresentam um compri
mento total igual a 13 e portanto a solugao atual & Stima. Concluil
mos que a solugao & Otima pelo item 2.1.4.1 (Variacado nos Dados do

Simplex Revisado) quando consideramos trés tipos de variagdes de

dados e no terceiro temos:

Se um novo vetor coluna a,41 ©com custo c & acrescenta

n+l

do, entao a solugao Otima original Xy, continuard a ser Otima se:

* * - * >
Ch+l Cher T 341 20
ou
* — — * -~ - N -
Ch+l I 2+l Ch+1 a Ho'El) [ 1, qn+l ]
= =Ig + g (ci—ni)ai,n+l 0 .
Como o problema & de minimizagdo, se c ., > 0 , en
t3o a solugdo atual & Otima e se c < 0 , a coluna devera ser

n+l
introduzida na base. Isto foi apresentado no item 2.1.4 (Método

do Simplex Revisado).

cf = -n+ [(cg=Tglagy ] = -13+[(4+9).1] = -13+13 = 0o

ck = -m_+ [(cl~Hl)a12+(c4—H4)a42] = ~13+[k4+3)-1+(6+0)-i]=
= ~13 + 13 = 0

c§ = ._HO+ [ (cz-nz)a23+ (c3--1'[3)a33 ] = -13+ [(5+l) .1+ (7+0) .l] =

= ~13 + 13 = 0
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cy = -+ [(cl—Hl)al4 - (cz—Hz)a24‘J= ~13+ [(4+3) .1 +(5+1).1]=

= -13 + 13 = 0

Portanto, como todas as cadeias sdao de mesmo comprimento, e todos oOs
Ef sao nulos, entao gqualquer coluna (cadeia) que pegarmos nio sera

possivel introduzi-la na base pois c} € nao negativo.

Ja temos a certeza de estarmos na solugdo Otima, va-
mos agora interpretar o Quadro 2.5 que nos forneceu esta solugao 6ti

ma.

Primeiramente vamos determinar os valores das varia-

veis basicas, que aparecem na coluna 1. Sao eles:

X = 5/2 ; X, = 3 Xy = 1 e X, = 3/2

Como no item 2.3.3 (Um Exemplo Numérico Completo sobre Viabilidade
de Fluxos), o valor de X, = 5/2 significa que na cadeia a1= [0,0,
0,0,l] temos passando uma guantidade de fluxo de Xy-8q = 5/2u[o,o,

0,0,1] = [0,0,0,0,5/2] ; que & mostrada na Figura 2.14 .

Y Figura 2.14

O,
=

X, = 3 significa que na cadeia a, = [1,0,0,1,0 ]
temos passando uma quantidade de fluxo de Xpt8,y = 3.[1,0,0,1,0] =

= [3,0,0,3,0 ] que estad na Figura 2.15 .
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3
——O

Figura 2.15

©,

X = l r §3 = [O’l’ 1,0,0] —> X3‘§3

3

=1.[o0,1,1,0,0]=[0,1,1,0,0] , Figura 2.16

® O,

Figura 2.16

X4
=3/2 .[1,1,0,0,0 ] = [3/2, 3/2, 0,0,0] , Figura 2.17 .
=== ===
/ 3/2 \

3/2
Figura 2.17

e
L9

© O

Sobrepondo-se as Figuras 2.14, 2.15, 2.16 e 2.17 ,
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temos a Figura 2.18 :

3/2 Figura 2.18

R —

Fazendo-se a somatdria dos fluxos nos arcos respec-

tivos da Figura 2.18, teremos a Figura 2.19

3/2+l=5/2=b2 Figura 2.19

Conforme apresentado na Figura 2.19, as capacidades
dos arcos sao preservadas, isto &, a quantidade de fluxo que passa

em cada um dos arcos & menor ou igual i sua respectiva capacidade.

Determinaremos agora o custo total desta rede da Fi
gura 2.19 que nada mais & do que o custo de transporte de uma unida
de de fluxo no arco pela quantidade de fluxo real do arco. (c; = cﬁg
to total do arco).
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Arco 1 :

ci = cl~9/2 = 4.9/2 = 36/2 = 18
Arco 2

cé = c2-5/2 = 5.5/2 = 25/2 = 12,5
Arco 3 :

1 - p— —

cy = 03.1 = 7.1 =7
Arco 4 :

c& = c4.3 = 6,3 = 18
Arco 5 :

cé = 05.5/2 = 4,5/2 = 20/2 = 10
Custo Total:

Z=cj+tcy+cltcptoeg = 18+12,5+7+18+10 = 65,5

Z = 65,5

Observando-se novamente o Quadro 2.5 , notamos que o valor de Z &
exatamente 65,5 , portanto n3o ha necessidade de calcularmos 7 om

forme fizemos, pois o proprio Quadro nos da seu valor.

Somente nos resta saber se na rede da Figura 2.19
conseguiremos satisfazer os requisitos de somatoria defluxos, isto

&, a somatdria dos fluxos do nd 1 ao 3 e do nd 2 ao 4 ser de oito

unidades.
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Vamos em primeiro lugar determinar a quanti-
dade de fluxo que estd indo do nd 1 ao 3, o que é dado por Xq.a; +
+ X408, . Sobrepondo-se as Figuras 2.14 e 2.17, temos a rede que
representa a quantidade de fluxo que vai do nd 1 ao ndé 3, Figura 2.

20 .

-/'
II

€
¢

3/2 Figura 2.20

Portanto, do nd 1 ao nd 3 estao sendo transportadas 5/2 + 3/2 =

= B/2 = 4 unidades de fluxo .

Com relagao aos nds 2 e 4, a quantidade de fluxo
que os une & dada por X5e8, + Xy+83 - Sobrepondo-se as Figuras 2.
15 e 2.16 termos a Figura 2.21 que representa a rede com a quanti

dade de fluxo que vai do nd 2 ao nd 4.

Figura 2,21
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Conforme apresentado na Figura 2.21, do nd 2 ao nd
4 estao sendo transportadas 3+1 = 4 unidades de fluxo. Com is-
to conseguimos atingir o objetivo do problema a gque nos propuse -
mos que era a somatdria dos fluxos entre os nés 1 e 3 e 0os nos 2
e 4 ser de oito unidades, a um minimo custo. Quanto 3 somatoria
dos fluxos ser oito unidades foi acima mostrado e o que nos garante

o fato da rede ser a de minimo custo & o Método do Simplex Revisado.
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capitTuro 3

SINTESTE

3.1 - Definicac do Problema

Em linhas gerais, o Problema de Sintese é aquele em
que se necessita encontrar as capacidades de uma rede a ser constru
fda, de modo que satisfaga a requisitos de fluxo previamente estabe

lecidos e tenha um custo total de construcao minimo.
Como dados do Problema, temos:

(i) Uma rede nao orientada[:N,AuJ existente, onde:
N = conjunto de nos = {1,2,...,n}

A = conjunto dos arcos = {(i,j)/i, j € N; i#j} , estes

n(n-1)

arcos sao numerados 1,2,...,m com m < 3

(ii) Um conjunto {rij(t) /i, e N ; t=1,2,...,T} de requi

sitos de fluxo simultdneos para o periodo de tempo t, on

de :
rij(t) = rji(t) = fluxo requerido entre os nés i,j e N,
durante o periodo t , t=1,2,...,T .

(1ii)Um vetor ¢ = (cl,cz,...,cm) de custos unitarios para

incremento da capacidade, onde:
c; = custo para aumentar de uma unidade a capacidade do

arco i e A .



83

Como ohjetivo do Problema, temos :

(i) Uma rede nao orientada [N,A,Y] , usando—-se a rede [N,Aj

j& existente , e Y >

0 .

(ii) A rede ﬁN,A,Y] seja viavel, isto &, satisfaca aos requi-

sitos de fluxo em todos os periodos.

(iii) min cY.

3.2 - Formulacao do Problema

Orientando-se a rede ﬁN,A,Y], um determinado fluxo

gue vai deum nd p e N aumné ge N , tem o seu valor notado co-

mo fnq e xgg & o valor do fluxo que passa no arco {(i,j) ¢ A sa-
indo dond pe N e indo ao nd g ¢ N . Como em todos os nbs de N

existe a conservacgao do fluxo, temos:

-f_(t) se IJj=p

g B
=Ty - 7 & = o se 3#p,qa ) (f3,p,a e N
jen +J keN J
pq(t) ‘se  j=q (Y t=1,2,...,m
Seja Yiy @ capacidade do arco (i,j) € A , entao:
) Iw sy o W ap en , (Ve12,00m .

p,g e N
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Se rpq(t) € o requisito de fluxo entre os nds peN
e geN no tempo t , o fato da rede ser capaz de transportar todos

os fluxos a qualquer periodo de tempo, pode assim ser expresso:

Eoq(8) 2 T g () Mp,qem, dt=1,2,...,m.

ApGs esta apresentagdo, podemos colocar o Problema

da segquinte forma:

min c X
(3.1)
sujeito a
...:E 3=
] b pq(t) se J=p
] 2% - 7 Xl =4 o se 3rp,a MV i,p,qem,
ieN 1] ken Jk V _
qu(t) se Jj=q ( t=lf2,...,T)
p .
Z lx.?(t)l f_Yij r (V(lrj) € A)r (Vt=llzl"°lT) .

P/g e N 1]

£ () >r ), (VYpgewm , (Ves1,2,...,m.
jole] P4

20

~

Esta formulagao (3.1) de um Problema de Programacao
Linear nos apresenta uma série de limitagdes para sua resolucdo,pois
caso tenhamos uma rede [N,A,Y] completa, ou seja, com um nimero de

n(n-1)

arcos m = 5 e onde ht €& o nimero total de requisitos pa-

ra um determinado perfodo t , teriamos para cada perfodo de tempo t
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um PPL com :

2
n? de variaveis = [EAEZA)] + n(n-1) :
2
~ bt (n-1)n
n? de restrigcoes = n |2 == | + n(n-1)
2

o0 que torna praticamente impossivel sua resolugao para redes = mesmo

com nﬁmeros relativamente pequenos de nos.

Em virtude disto, vamos desenvolver uma série de for
mulagoes possiveis, até conseguirmos chegar a uma formulagcdo que nos

permita solucionar, em termos praticos, o problema.

Seja o conjunto dos vetores de capacidades yt aﬂfn,
‘correspondentes a todas as redes de m arcos que satisfazem aos re
quisitos de fluxo num determinado periodo t .

m m ‘ .
Denominaremos de ]Pt C IR o politopo formado por

-t
todos os g € Igl ’ gt > 9.

Podemos formular as seguintes proposigOes a respei-

to deste politopo:

Proposicao 2 :

m -
0 politopo ZPt c R & convexo .

Prova:
(Esta proposigdo & exatamente igual & Proposicdo 1, apresen-—

tada no item 2.3.2 Viabilidade de Fluxos).
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Proposicao 3 :

m P
O politopo Ptc R" & ilimitado.

Prova:

(i) Seja uma rede G = [N,A,Nt]‘ com m arcos.
(ii) ﬂt e R & a gquantidade de fluxo que desejamos passar a
- t t t t'
través da rede G , f§ = [ﬁl, Boreeerl ] -
m -

(iii) gt € Pt e um vetor que define a capacidade de uma rede
vidvel. FEste vetor pertence a R pois fixamos que todas as redes
viaveis deveriam ter o mesmo numero de arcos da rede G , portanto
m .

De (ii) e (iii) —

_—y ,@'tiNt

-~

th > 1 . temos:

g5 <"
portanto, Atgt também & vidvel ¥ At > 1
A
Proposicao 4
Se gt e]Pi e Y e B tal que Y 3_§t >0 —
— Y P, .

Prova:
. . , ’ t
(i) Seja uma rede G = [N,A,N } com m arcos.
(ii) gt e RT & a gquantidade de fluxo que desejamos passar a

través da rede G , gt = [ ﬂfr ﬂgl-f-r ﬂ; ] -



87

(iii) gt eZP: & um vetor que define a capacidade de uma re

. - m i) s
de viavel. Este vetor pertence a IR pois fixamos que todas as re
des viaveis deveriam ter o mesmo nimero de arcos da rede G , por -~

tanto m .

De (ii)e (iii) -—

t
Como ¥ 3_§ —
— ﬂt S.Nt <y —
- ¥4

portanto Y & viavel

— Y e]P?

A
Seja e ®R® um politopo convexo qualquer, po -

dendo ser ilimitado.

DEFINICAO 1 :
Dado um politopo convexo H'c R® denominamos o cone

K=1{deR/VYNe®m™, Vx>0, y=N+d implica yeH'} ,
eee (3.2)

s mys m
como sendo o cone assintotico de T .

TEOREMA 4 :
Seja o politopo convexo H' ¢ R" definido por

H' = {N eR'/ AN < b} ,
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onde A & uma matriz pxm , b e RP. 0O cone poliédrico convexo

™M = {£ R/ AL < 0} (3.3)

- . - . m
e 0 cone assintotico de T .

Prova:
Consideremos a DEFINICAO 1 , portanto provaremos que IK =M.
[—]
Seja £ e ™

H' = { ¢ R/ AN

| A

b} (3.4)

M= {L c R/ AL

FA

0, Y8 >0} (3.5)
Somando-se (3.4) e (3.5), temos:

AN + BAL < b + 0

A + 8L) < b

Como Ijelim ’ B >0 o

——+1’\‘I+B£ e T

pela definicao de K —

e X!

!

}
=

C X

E

Seja d eX , N eH"

pela definicio de H" —
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— AN < b (i)

~

VAE_O ’ Ij+A§sHm-—>

A
top

— A(N + Ad)

AN + AAd < b

MY < b -
Sunonhamos (Ad)i > 0 (ii)

(BN); < by - A(ad),

Por (.i) e (ii), temos :

(AN), - b,
1 1 0

A

(ad)

Como X > 0

i
(ad) 4

(AN) , ~b,

o que contradiz a suposigao de (ad);, > 0

— (Ad)i < 0

— KC M

Portanto, I & um cone poliédrico convexo .

A

TEOREMA 5 :

Seja o politopo convexo IEIEC =" y que satisfaz as

PROPOSICOES 3 e 4 . O cone poliédrico convexo .t . "™, definido por
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th = {gt e BT / Igt > 0}, onde I € uma matriz identidade de dimen
sao mxm , & o cone assintStico de IP? -
. t ‘. -, m
Seja 71~ = cone assintbtico de P, .
. t t m .
Seja N~ eIL Tomemos Y e P, e consideremos :
§t=yt+9\t1§t , \/At?_o

Devemos provar que :

Zt

~

€ Pi

t

Como A >

t
Tomemos Z

a*
Portanto

Nt eZP? ’
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Suponhamos (dt)i < 0 (i)

t ~t,.t

(N )i + A7 (4 )i > 0 —
t t t

(NT), > A" [-(a )i]

Por (i) e (Nt)i > 0 temos :

t
(™ )i
t
"(d,)i
Como A~ > 0
t
(N )i

t
-(an),

t

—> A >

o que contradiz a suposicao de (d7), < 0

DEFINICAO 2 :

m m . 7 s .
Como IH:C R & um politopo convexo ilimitado, exis-

te um nimero finito de pontos extremos desse politopo, que denominare
t
mos de N,

Definamos a envoltdria convexa dos pontos extremos de

m

C R , como sendo ]Et que & um politopo convexo limitado .

m
Ty
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EL = {;\gt e]Rm/lgt = ]12“1:) G;.C_ :E , tiz)sz =1, a*i: > 0}
TEOREMA 6 :
0O politopo convexo ilimitado
P? = ot e’/ 't < ph)

se nao vazio, pode ser expresso como soma dos conjuntos :

ZEt que & o politopo convexo limitado
k(t) k(t)
et =t e s ut = ) sbwb, Y eb =1, st 0y
p ~ . i ~i . i i-
i=1 i=1
e 1.t que & o cone polié&drico convexo
Pyt e R /10t Q) .
1 1] ! L
JPI,‘C‘=33t+Lt={1gtemm/Nt=Nt snt, b em, vt ety =
k(t) k(t)
=t erh /nt = 7 eEntarat, Y st =1, stso,
~ - . i =i ~ . i
i=] i=1
3t 20
Prova
[[15 ]

Portanto, pelas proposicoes, teoremas e definigdes a-

presentados neste item, podemos concluir que o conjunto dos N via -

veis para cada t , ou seja, gt E ZPﬁ & apresentado da sequinte



maneira :

v

=

onde ,

0}
il

=
He o
W
-
=
|v
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base candnica

Figura

3.1
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Portanto, se N eZP@ entao

Nt >yt

—~

Por outro lado, para que uma rede com vetor de capaci

dades N satisfaca aos requisitos de todos os periodos, & necessa -
. . e t m .

rio e suficiente que : N z_g £ IPt ’ V t=1,2,...,7 . Com isto, o

problema (3.1) passa a ter a seguinte configuracao :

min c g
sujeito a : (3.7)
k(t)
N> ) ntut
~ -, i i
i=1
Vet =1,2,...,7; VYi=1,2,...,%(¢)
k(t)
Z nF = 1 ’ ﬂ? > 0
. i i
i=1

Proposicao 5 :

: m - . ~
0 vetor de capacidades Y ¢eIR e a intersecao dos

m

£ o ou seja

politopos P

Y satisfaz (3.1) se e somente se existe gt eiPi tal que

~
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, Ye=1,2,..., 7.

Prova :

Condicao necessiria ; provaremos que Y > gt , V t=1,2,...,T.

Sabhemos que o vetor de capacidades Y e R" satisfaz ao conjun

to de restricoes de (3,1) ., Tomando-se um particular periodo de tem
po t , temos :
= : )
- —qu(t) se J=p
Z Xp?: (t) - Z Xh.bl (t) = 0 se Jj#p,q (V j/spsa e N),
iew 1j ken Jk
£q(t) se 3=q (V t=1,2,...,m
\
jol
I ol ey o (Voam en, (Ve,2,000m
p,g e N 1]

(t) > rq(t) , (Vpgem , (¥ e=1,2,...,m

pag p

Y > 0.

Y independente de t , portanto :

Y satisfaz a todos os periodos de tempo £t —
Y e ZP?

=]

Ccndigao suficiente; provaremos que V t=1,2,...,T sempre e-

xiste Nt <

Y .
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Seja Nii:j uma das m componentes de Ijt eZIPIEc w" .

Podemos entao escrever uma das restrigoes de (3.1) da

sequinte forma:

) P96y | < NEL o, (V(L,9) eA) , (Ye=1,2,...,T).
p,g ¢ N +J +J
Como Y > gt r temos :
Z le?q:(t)l _<_ N-t;:- _<_‘ Yo- r ( V (ilj) € A) r (V t=l,2,..-,T).
p,q & N 1] 1] 1]
m
Y € ]Pt

m

Baseando—-se na formulacao de P e na Proposigao 5

(43

& que se justifica a transformagdo do problema (3.1) no problema (3.

7).
min cN
sujeito a : (3.8)
k(t)
N> ) byt
T Ti=1 Y7
( Ft=1,2,...,7 ; Vi=1,2,...,k(%)
k(&)
) Zos o , AE s oo
S R i

A justificativa da transformacao do problema (3.7) no

problema (3.8) & apresentada a seguir pela Proposicao 6 .
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Proposicdo 6 :

O conjunto dos vetores

do problema (3.7) & igual ao conjunto dos vetores

as restricoes do problema (3.8).

N que satisfazem as restricdes

N gue satisfazem

Seja:
k(t)
AL =8 (1)
i=1
Como Ag >0 e QE > 0 , entao
k(t)
t .t
N 2z .Z Ay Ny 200
i=1
Dividindo-se (i) por & temos :
k(t) £
Ai /8§ =1 —
i=1
k(t)
— N > ()} 2/ wt
-~ = . i ~i
i=1
k(t) k(t)
t t
Y} Ay /8 = 1 = ) n;
=1 = i=1
k(t) £
Para ) A, = 1 ,
. i
i=1
k(t) £
ny = 1 satisfaz .
i=1
k(t) o
Portanto, em particular satisfaz para Z Ai > 1 .
i=1

O problema (3.8) & praticamente insoliivel, pois embo-

ra tenha (m+1l).T linhas, onde cada linha representa uma restricao ,

portanto m+l

restrigoes para cada perfodo t , possui um enorme ni-

. t - .
mero de colunas, pois para cada N, temos uma coluna e alem do mais

nao conhecemos os pontos extremos.
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Das restricoes de (3.8), podemos tirar :

k(t)
) Eowt o <ow
S
—
()
—KZJ Ag < -1
i=1
k(t)
— 1oy [y, 1] <l -]
1=
Entao :
min ¢ N
sujeito a : (3.9)

k(t)
Log el <ly 1l
i=
Ve=1,2,....,7 ¥ i=1,2,...,%k(t)

>
[v
O

. t . = t
Seja D um vetor coluna cujas componentes sao Ai’

Ve=1,2,...,7 Y 1=1,2,....%x0)
e D b 2]

, . . ~ t
e seja Mt uma matriz cujas colunas sao os vetores [Ni ’ —l] '

Ve=1,2,....0 Ni=1,2,...,%(t)

Mt:’ ( I__I'\!Er "l] ’ I.—g-; 7 —l] r ”“'Lgk(t)' "‘l] )

Entao o problema se torna :



min ¢ N
(3.10)
~sujeito a
Mt-Pt h [yr "l]
t
D" >0 Vi=1,2,...,7
N2>
. t. t ’
Para um N > 0 dado, o sistema M D~ < [g, —1] te
ra uma solugao Qt > 0 se e somente se para todo vetor Et >0
t t
tal -que - -M" > 0 ‘ implica gt [g, —l] >0

(Lema de Minkowsky-Farkas) [20] .

nt. mE o it [nf o -1] 20, Vet Yis1,2,000 k0

- <>

Et >0 EtiQ (3.10.1)

Os gt > 0 que satisfazen Et g;, —l] >0 ’
Y i=1,2,...,k(t) formam um cone poliédrico convexo ZF;+1 .
Observagao:
r(t).
t t _t t .
V 2'{ €]Fm+l ¥ 4 }'S = jgl Otj ;l;[j r aj _>_ 0 1V3=l,2,...,r(t)

t ~ e LT ~
onde Hj sao os unitarios na direcao das arestas.

Se gt [ N, —l] > 0 para todo N eiP? entao

t t t m
it gi' —1] >0 porgue gi eZPt .
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TEOREMA 8 :

Vot ewl, » 1% [m -1] > o0

1=

é verdadeiro se e somen

te se

15 [n-1] >0, Vimz,. e

gt [ N, —l] >0 , V Qt eIF;+l com
g; £ Eﬁ;l ’ i=1,2,...,r(t) entao

H§ [w, -1] > 0 & verdadeiro

gj [g, —l] >0 ’ V i=1,2,...,r(t) sejam verdadeiros

r(t)

t ot t
Yoarmt , ef >0 Yi=1,2,... .08
j21 %3 =y j

of. 1 [ -1] > 0
r(t)
P RS PO

Temos entdo o seguinte problema :

min

0
1=
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sujeito a :
(3.11)

it [y, -1] >0 , Yi=1,2,...,0(6) ; Ve=1,2,...,1

O problema (3.11) contém apenas m colunas, onde
cada coluna e referente a uma componente de N e R" , mas possui um
grande nimero de linhas, sendo cada linha referente a um E§ ; por
tanto, continuamos com um problema insollivel na pratica. Exbtem po
rém, algoritmos de resolucao para este tipo de problema nos quais
nao & necessario listarmos todas as restrigoes. Esses algoritmos
consistem basicamente de duas partes, sendo uma a principal e outra
auxiliar. Neles trabalhamos com quadros de tamanho (m+2)x(m+l) na

parte principal e (m+3)x(m+5) ou (m+l)x(m+2) na parte auxiliar,

dependendo do tipo de algoritmo empregado ser primal ou dual.

0 algoritmo primal tem a grande vantagem de que a
gqualquer momento que Interrompemos a sua éxecugéo, a solugao que e-
le nos apresenta & um solucao primal viavel, ou seja, uma solugao
viavel N para o problema (3.11). Este fato se torna de grande va
lia em problemas de grande porte onde na maioria das vezes & mais
interessante uma boa solugdo do que a solugao 6tima, em virtude do
enorme tempo de processamento necessirio a obtencao da solucgao oti-
ma. Por sua vez, o algoritmo dual tem a grande vantagem de computa

cionalmente ser muito mais rapido do que o primal.

Portanto, apresentaremos a seguir duas técnicas de

resolugdo do problema (3.11) , o Algoritmo Primal para Resolucao e
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o Algoritmo Dual para Resolugdo.

O Algoritmo Primal apresentado neste item serd diri
gido para resolugao do Problema (3.11l) e como o nimero de iteragdes
para este tipo de algoritmo depende diretamente do nimero de restri
¢oes (linhas) ou do nlmero de variaveis (colunas) e em virtude de
termos apenas m varidveis em (3.11) e um nlmero muito grande de
restricoes, adotaremos o Algoritmo Primal Simplex por Operagoes Co-
luna. Como todo Primal Simplex, necessitamos de uma base inicial e
de uma solugdo primal vidvel (rede primal vidvel) que mostraremos
como obté-la no proximo item. O Método Primal Simplex consiste dos

seguinte passos:

1. Escolha da coluna, ou seja, da varidvel que irad entrar na

base.

2. Escolha da linha, ou seja, da variavel que ira sair da ba

se.

3. Processo de eliminagdo de Gauss-Jonhan , ou seja, mudanca

da base por operagOes coluna.

Os passo (1) e (3) sao passos de rotina e o passo
(2) nao pode ser realizado como normalmente o & em um PPL, pelo fa
to de nao conhecermos a priori as restricoes de (3.11). Portanto,
a dificuldade reside no passo (2) pois temos que determinar qual,da
enorme lista de restricoes de (3.11l) sera primeiro violada, isto &,

quando a variavel ndo basica escolhida for introduzida na base.
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Como necessitamos a priori de uma solugado basica pri

mal viavel, que ﬁ o seja. Realizando-se o passo (l) temos a colu

na t_, , correspondente a variévelNe que ira entrar na base. Se 0 e
o valor que serd assumido por N, quando introduzida na base, entao te

remos como nova solucao basica

N = N'"O'Ee

~ -~

e o novo valor da fungao objetivo sera

1Q
1zt

]

Q
1=

-0 (ze - ce)

(a origem de Zo"Cq estd no item 2.1.4)

Como z,~C, < 0 , quanto maior for o valor de 0,

maior serd o aumento no valor da fungdo objetivo e como a nova solu
cdo N devera ser primal viadvel, desejamos entdo obter o maior va-

lor para 0, (@max) , mas mantendo-se a restrigéo de N ser primal

vidvel. Com isto, temos que resolver para t=1,2,...,T , o seguin

te PPL :

max ©

(3.12)
sujeito a :

( t
Lodizt Yt=1,2,...,7 .
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que é équivalente a :

max ©0 (3.13)

sujeito a :

k(t)
- t .t
No-oty 2 ) AN
i=1
k(t)
) AE > 1
i=1
Vt=1,2,...,7.
AF > 0
l —
e >0
e obter e;ax . Das restrigSes de (3.13), temos que para
0 <0 < e;ax a rede ﬁ satisfaz aos requisitos de fluxo do pe -

riodo t , ou seja, a rede ﬁ @ viavel. Podemos escrever (3.13) da

seqguinte maneira:

max Z = 0

(3.14)
sujeito a :
k(t)
t Lt -

0 t, + .Z Ay Ny <N

i=1
k(t) € )
‘i_z__l oS OT Ve=1,2,....,7 .
AE >0
o >0

Este problema (3.14) & um problema limitado,pois as

suas proprias restricOes limitam o valor de © tanto superiormente,
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pois um 0 ilimitado superiormente nos dard uma rede viavel com cus
to total negativo, como inferiormente onde nao teria sentido usarmos

o Infimo de © , 0=0 .

Como (3.14) possui apenas -mtl linhas para cada pe
riodo t e um enorme nimero de colunas onde cada coluna corresponde
a um g; , vamos resolvé-lo através do Primal Simplex Revisado por

Operacgoes Linha, que serd detalhado no final deste item. Supondo -

se (3.14) resolvido para um determinado t , teremos o valor de et .

max
Como utilizamos o Simplex Revisado, temos :

£ _~1
. 1 ~gb Bt
g7l =
t -1
0 B,

onde B, € a matriz Otima. Fazendo-se no {iltimo quadro do Simplex

o . |
I = ¢, B¢

sabemos que € a solugao Otima do problema dual de (3.14) que

€ o seguinte:

min yt . [@, —lJ

(3.15)
sujeito a : :
Yt ¢ [Ee' 0] > 1
vo [k -1] s o0 Vi=1,2,...x0);V t=1,2,..
N N
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Podemos garantir que gt & solugao 6tima do dual
pelo fato do primal (3.14) ter solugao &tima limitada. Portanto,pe
las propriedades do primal e dual, temos:

1. Ht . [ﬁ, -l] € o valor Otimo do dual (3.15), consequen

~

temente igual a et gque € o valor 6timo do primal (3.14).
max
...(3.16)
t

2. Como @I~ & uma solugao 6tima de (3.15), também o & via-

vel,portanto:

I..I.t =[Ee' 0_] .>_.1

| (3.17)
it o= [nt 1] a0 LY stk V=12,
o 20

3. Pelo fato de Et ser solugao Otima de (3.15), serd um
ponto extremo do politopo de restricoes.

t  _ ot -1
M- =g By (3.18)

Resolvendo-se (3.14) e (3.15), obteremos para cada

periodo £, um @;ax e um Et respectivamente. Como para
t

0 <0 < emax

, @ nova solucao basica viavel ﬁ, para o problema
(3.11), serd tal que satisfard aos requisitos de fluxo no periodo t,
entao obteremos:

t* _ . t
Ohax = min {emax}

~

e assim a rede N satisfard aos requisitos de fluxo de todos os pe
riodos, ou seja, N serd uma solugdo bésica primal vidvel de (3.11)

se e somente se:
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Portanto, temos:

*
¢) = @t

max max

t
= m&n{emax} (3.19)

- - - *
e basica viavel para (3.1ll) === 0 < 0 < ot

S max (3.20)

1!

Fazendo-se t=t* , as expressdes (3.16), (3.17) e

(3.18) serao validas também para t* :

r® L [§, -1] = efl (3.21)

Et* : [Ee' 0]

|v
|_..l

(3.22)

‘ *

1™ L [nE -1] 20 L Vi=n2, k) Vest,2,000,1 (3.23)
. .

1™ > 9 (3.24)
t*

I € um extremo do politopo de restrigées de (3.15).

Pelo fato de © > 0, de (3.22), temos:
*
~o. 1% .[t., 0] <-o (3.25)

Somando-se (3.25) com (3.21), temos:
Et* -[[@r -1 ] _o [Ee' OJ.] < e;;x -0 P

~ nt L [§,-1] < off -0 (3.25.1)
> ~ TRt —  “max i
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Vamos agora mostrar que:

A . Uma das restrigoes do problema (3.11) & :

™ [w, -1] > o0 (3.26)

~

B . A restricao (3.26) & a primeira a ser violada quando a variavel
X, que e correspondente a coluna t, + coluna pive, for introdu

zida na base.

Demonstrando-se A. e B. , a linha pivo serd obtida
atualizando-se a restricao (3.26), isto &, escrevendo-a em termos

das variaveis nao basicas correntes.

* -
Para demonstrarmos A., provaremos que gt e um
- * » * -
raio vetor do cone poliedrico convexo Eﬁﬁl , ou seija, Igt e um
t*
dos Hj de (3.11).
Comparando. as desigualdades (3.23) e (3.24) com

(3.10.1), temos que:

t* t*
I € IFm+l

O fato de Et ser um ponto extremo do politopo de restricoes de
* - -
(3.15) nos garante que Et tambem e um ponto extremo do poli-

topo de restrigOes do problema (3.15) referente ao periodo t* .

Como t_ € a coluna do pivd e pelo fato do proble-
ma (3.14) ser limitado (possui solucao 6tima), conforme ja mostrado
e por (3.22) temos:

*
| to 0] »1

o~



O que nos obriga a

%
I # 0 (3.26.1)
consequentemente, teremos pelo menos uma componente de te positi-
. ,
va, pois sabemos a priori que gt > 0. Com este fato de pelo me-

nos uma componente de te ser positiva, garantimos que a variavel

x, (correspondente a t.) entrard na base.

O fato de termos uma componente de te > 0, impli

ca que dentre as m+l restrigoes de (3.15)

*

Et [g:, —l_] >0

pelo menos m sao do tipo
*

1 [t , -] =0 | (3.27)
enquanto que a (m+l)-ésima podera ser do mesmo tipo ou entdo ser a
primeira

* -

it [t 0]= 1 (3.28)

que serad a nossa solugao .

Podemos considerar somente dois casos:

Caso 1 : A (m+l)-&sima restricdo & do tipo (3.27), portanto teremos
m+l restrigoes independentes tais que

*
Ht

~

*
NS, 1] = o (3.29)

-~

0 que nao pode ocorrer, pois teriamos

*
1" =0 , o que contradiz (3.26.1).
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) . - *
Caso 2 : A (mt+l)-ésima restricao e gt [te’0:]= 1 . Como temos

* - * . ~
obrigatoriamente gt # 0 , entao gt e solucgao das
m equagoes do tipo
* *
1" [wp . 1] =
t* - . ~ t*
Logo, I e um vetor na diregcao das arestas de :mm+l (3.32)

e portanto fica demonstrada a afirmativa A..

Demonstraremos agora a afirmativa B.

De (3.25.1), temos:

A N

¥ [ 8§, -1] + (e-0f") <0 (3.33)
P i I N, Omax) < .

* -~ - ~ - . -
Para 0 < © i-e;ax » N e uma solugao basica viavel
* -~ ~ - -
para (3.11l), mas para qualquer 0 > e;ax + N nao mais sera basica

t

- *
viavel para (3.l1ll1). Fazendo-se 0 > @max em (3.33), temos:

= [ %, -1] <o (3.34)

Concluimos entao que a restrigado (3.26) da afirmati

~ o e t* - .
va A. nao sera valida para ©0 > emax . portanto sera a primeira
.~ \ , t*
restrigao a ser violada quando tivermos o > ®nax °

Na apresentacao deste item ficou faltando mostrar -

mos para um determinado periodo t , como obtermos do problema (3.14)

o vetor Et e egax . Como a Ultima restrigao de (3.14) serada con

siderada sob a forma
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k(t)
) ;\E > 1 , V t=1,2,...,T
i=1

e conforme ja dito, usaremos o Primal Simplex Revisado por Operacdes
Linha. Portanto, para obtermos gt devemos multiplicar a dltima

componente da parte da linha (z-c) que corresponde & inversa da ba-

se por (-1) no ultimo quadro.

Para termos uma base inicial devemos introduzir vari
aveis de folga para as m primeiras restrigdes de (3.14).e uma varia
vel artificial para a Gltima restricao. Continuando—se-cdm o Sim -
plex apresenta-se um problema que & escolhermos a varidvel que ira
entrar na base, pois nao conhecemos todos os g; r portanto mostra-
remos como determinar a varidvel que irad entrar na base ou seja, a

coluna pivo.

Usaremos para o Simplex, o Método das Duas Fases.Pa

ra um quadro qualquer M, facamos:

d . ~C.
Sendo (zj cj)

coluna correspondente & variavel Xj no quadro inicial e cj O cus

um elemento arbitrario de (z-c) no quadro M, Ej a

to na fungao objetivo da variavel X5 . temos:
Z, = CL. = I t- - C. (3.34-1)

R . t
Sabendo~se que o coeficiente de uma variavel Ai

qualquer na fungao objetivo original & 0 (22 fase) e como na fun -
c3o objetivo da 12 fase s6 aparecem as varifiveis artificiais de (3.

34.1), temos:

t
(zi

il
i
=

- ct)
i’ 18
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(25 = ) 2 = y [35 . 1]

fazendo-se:

Y= [ 7 Yme1 ]

temos:
t t — t
(zi ci)2§ Yy » gi + Yot 1. (3.34.2)
A varifdvel que entrarld na base & a que tiver o me -
nor zy=¢y suponhamos que seja Ej_aj , © que Ej-aj > 0 , esta
mos na solugdao Otima. Portanto, queremos a coluna para a qual-yl.Nf
seja minimo, onde g; eiP?. Este problema & um PPL que nao passa de

um problema de sintese para satisfazer aos requisitos simultdneos de
t e sendo y; o vetor custo unitario. Este problema & resolvido u
tilizando-se Y145 ¢ V (i,3) € A , gomo comprimentos e com isto de-
terminaremos os caminhos minimos para todos (i,j) ¢ A. Construimos
entdo, ao longo de cada caminho minimo, capacidade suficiente para
transportar o fluxo requerido entre os extremos do caminho. Super-
pondo-se estas capacidddes construidas, obtemos a rede final. De -
pendendo do porte do problema devemos usar o Algoritmo de Decomposi

cao de Hu [10] o qual economizard uma grande quantidade de operacdes .

3.3.1 - Um Exemplo Numérico Completo sobre Aplicagao do Algoritmo

Primal.

Seja a rede mostrada na Figura 3.3 referente ao custo
de construgéo unitirio de capacidade em cada arco, ou seja, o custo

de uma unidade de capacidade em um determinado arco. Como Os re -
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quisitos de fluxos consistirdo de dois periodos, apresentaremos em
duas Figuras,3.4 e 3.5 . Finalmente na Figura 3.6 estao indicadas

as variadveis N do problema.

Figura 3.4 Figura 3.5

(Requisitos de fluxo)

Em linhas gerais, o nosso objetivo neste problema é
encontrarmos as capacidades da rede da Figura 3.6 , de modo que sa-
tisfaca aos requisitos de fluxo das redes das Figuras 3.4 e 3.5 e
levando-se em consideragdo o custo unitario da rede da Figura 3.3 ,
venha a ter um custo total de construgado minimo.

min ¢ N
sujeito a

g; [g, —1] >0 ’ V j=l,2,...;r(t) 7 V t=1,2,...,T.
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N2 0

~

A primeira coisa a ser feita & obtermos uma rede pri-
mal vidvel que & uma solugao primal vidvel. Isto & facilmente obhti-
do se fizermos para cada arco (i,j) :

Nij = maxt rij(t)

Neste nosso exemplo, temos na Figura 3.5 o requisito
Tes ligagao entre os ndés 2 e 4, que nao possui arco correspondente
na Figura 3.6 ; portanto, faremos com gque re Se converta em arcos
nos arcos N

existentes na Figura 3.6 . Converteremos r 1 © N, .

6

Consequentemente, teremos :

ry = 2+3 = 5 ry = 0+3

Como fizemos a conversao para Nl e N4 poderiamos ter feito para N,

e N3 .
Obteremos agora a rede primal vidvel :
N] = max {3,5} =5
Ny = max {0,4) = 4
Ng = max {3,3} = 3
NZ = max {4,3} = 4
Ng = max {1,2} = 2
ﬁ = [Ni, Ng, Ng, NZ, N?] = [5,4,3,4,2 ] = rede primal vi

avel de partida.

Temos entao necessidade de obter uma base de partida,

e para tanto introduziremos as varilveis u,; (i =1,...,5),as quais
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serao. irrestritas em sinal e definidas por :

o _ _ o _ _ o _ _
Nl = 5 - u, ’ N2 4 u, ’ N3 3 u,
o = - O = -~
N4 4 U, ’ N5 2 ug

Esta transformagdo nos dad o quadro inicial da parte principal, Qua-

dro Al , com excegao da linha do pivé.

QUADRO Al
1 -u,y -u, —u, ~u, ~ug
-7 -93 -4 -5 -7 -6 -4
N1 5 1
N2 4 1
N3 3 1
N4 4 1l
N5 2 1l
Escolhemos u, para entrar na base. Devemos agora re
solver o problema (3.14) para o primeiro periodo, mas usando-se a
restricao ) Ag > 1 em lugar de - ) AE < =1 . Para tal, ja te-
i i

mos:

§ =[5,4,3,4,2] e ¢t =[0,0,2,0,0]

pois introduziremos u; na base .



116

Portanto, introduzindo-se as folgas Sy v i=1,...,6,

a varifivel artificial x° e usando-se [ﬁ,l] em lugar de [ﬁ,—l]
O que acarretard a introdugao de -1 na coluna sob S + teremos o
primeiro quadro da parte auxiliar praticamente completo, faltando a

penas a coluna do pivd.

como y = [0,0,0,0,0,0] pois y; =[0,0,0,0,0] e

1 m

=0 , entao qualquer Ni € IPt (ponto extremo) serd solu -

Ym+1

cdo Otima pois serd a mais "barata".

Ny =[3,4,3,4,1] —[n7,1] =

= [3,4,3,4,1,1]

Sendo (zi - ci)lg = =1 e (z1 - ci)zi =0 , temos a coluna

pivd completa:
[-1, 0, 3, 4, 3, 4,1, 1]
consequentemente temos o Quadro AlPl completo.

QUADRO AlP1

1 o sy sy s3 s; sg xq sg ;A%
1— fase | -1 0 0 0 0 0 c
-1 0 0 0 0 0

o

2— fase

o

nw n u

0
H N AW s o

U o W

"
]

O O O =B O O
et
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pivo = min {5/3, 4/4, 3/3, 4/4, 271, 1/1} = 1

Realizando-se o pivoteamento no elemento indicado do
Quadro AlPl , ou seja, introduzindo-se Ai na base e tirando-se a

varidvel artificial x> , obtemos o Quadro AlP2 .

QUADRO AlP2

a 1
1 o) sl s2 s3 54 SS X S6 Al
12 fase ol o o 0 0 0 0 0 0 0
22 fase 0l-1 o0 0 0 0 0 0 0 0
s, 0] o 1 -4 4 0

0
w
<
ot
1
[#F)
w
(=4

Sy 0 0 1 -4 4 0
Sg 1 0 1 -1 1 0
1 .
A 1 0 1 1 1
Neste Quadro AlP2 , x? foi retirada da base e em

, . a
seu lugar entrou Ai r com isto terminamos a 1— fase,de modo que
-, ' . a
nos proximos quadros somente apresentaremos a linha (z-c) da 2= fa-

se., Introduzindo-se © na base, teremos o Quadro AlP3 praticamen

1

te completo, faltando somente a coluna que sera posicionada sob Az.
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QUADRO AlP3

. a L1

1 0 Sy S, s3 Sy s5 X ' S¢ Az
i

ot o] o 1 -31 3 -3
3 |

Sq 2 0 1 0 3| 3 0

s, [ 0] 0 10 ~4) 4 0
!

¢} 0 1 1l -3 : 3 -3

s, {0]o0 0o 1 -4 4 @

[

S¢ 1 0 0 1 =11 1 3
|

a1 o 0 11 -1 1
2 1

No Quadro AlP3 temos Yy = [0,0,1,0,0,—3] onde ,
Y1 =[ 0,0,1,0,0] e Ym+] = -3 , portanto escolheremos uma rede

que satisfaca Y7 s ou seja, nao possua nenhum requisito de fluxo
no arco que une os nos 3 e 4 ; assim teremos a rede mais barata .
Existe mais de uma rede que satisfaca Y1 ¢ consequentemente mais de

uma solucao Otima. Escolheremos uma:

ny =[3,4,0,7,4] [ n3,1] =[3,4,0,7,4,1]

A coluna [g%,l] para ser introduzida no Quadro AlP3

precisa ser pré-multiplicada pela inversa da base, isto &, necessi-



1 0 0 0 0 -3 3 0
0 1 0 0 0 -4 0
0 0 1 0 0 -3 0 -3
0 0 0 1 0 -4 7 3
0 0 0 0 1 -1 4 3
0 0 0 0 0 1 1 1
e acrescentar o valor de (z% - c%) = -3 ., Portanto a coluna do pi-

vdo do Quadro AlP3 sera :

["31 o, 0, -3, 31 31 l]

pive = min {0/3, 3/3, 1/3} = 0/3

1
)

Realizando-se o pivoteamento no Quadro AlP3 obteremos

o Quadro AlP4 com excecdo da dltima coluna, a qual serd posicionada

sob A% .
QUADRO AlP4
a 1
1 © Sy 8, Sz S, 85 X Sg A3
ol [0 [ o 1 1 -71 7 0
1
s 2 0 1 0 -3 3 0
1 |
s 0 0 1 0 —41 4 0
2 |
0 0 1 1 1 -7 7 0
x| 0| o 1/3 ~4/3l 43 0
|
— | =
Sg 1 0 1 1 3 : 3 0
xi 1 0 -1/3 7/3{~7/3 1
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=

No Quadro AlP4 temos vy =[ 0,0,1,1,0,-7] onde Y1

=['0,o,1,1,o] e = ~7 ., Como rede mais barata, temos:

Ym+l

vy =[3,4,3,4,0] — [n3,1] [3,4,3,4,1,1] .

n

De (3.34.2) temos:
1 1 _
(23 c3) = 0

Realizando-se o "updating" em [g%,l] temos :

1 o o o0 o0 -3 3 0
o 1 o 0 0 -4 4 0
o o 1 1 0o =7 3| _ |0
o o 0 1/3 0 -4/3 | 4 0
o o o0 -1 1 3 1 0
o o o -1/3 o 773 |1 1

Portanto, a coluna do pivd do Quadro AlP4 sera

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]

Como, no Quadro AlP4 temos (z—c) > 0 , estamos na so-

lucao otima.

1 1
O e =0 1~ = [0,0,1,1,0,7]
Trocamos o sinal da Ultima componente de gl
Ocorreu um caso particular de termos el = 0 , pois

max
com isto nao precisaremos resolver o problema (3.14) para t=2 , por

que:
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R 2.

Omax = ™1 {0 % 7 Opax! =0
*

' = 1t = [o,0,1,1,0,7]

Obteremos a linha do pivd pela atualizacao da restri-
cao (3.26).

. [, -1] 20

Devemos expressar esta restricao em termos das varia-

veis nao basicas correntes, (—ul,..., ~u5).

=2
1

4 > ~—> 3 -u, +4-u, -7 > 0

Acrescentando-se uma variavel de folga Vy s temos:
Uy - u, - vy = 0 > VvV = -uj-u,

que & a linha do pivd do Quadro Al .

Com isto temos o Quadro A2 que vem a ser o Quadro Al
mais a linha do pivo.

(Veja Quadro A2 na proxima pagina)
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QUADRO A2
oy ey ;uy tu, g

-7 -93 -4 -5 -7 -6 -4

N, | 5 1

N, | 4 1

Ny | 3 1

N, | 4 1

N | 2 1

vl 0 0 0 <::> 1 0

Realizando-se o pivoteamento por operacoes coluna no

Quadro A2 , obtemos o Quadro A3 .

QUADRO A3

1 -y T4, ~vy “u, ~Ug
-2 -93 -4 -5 7 1 -4
Ny 5 1
N, 4 1
N 3 -1 -1
N4 4 1
N 2 1
u, 0 0 0 -1 0 0
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Podemos eliminar a Gltima linha do quadro acima pois

nao mais tera utilidade.

Escolhemos agora a variavel u, para entrar na base
e iremos resolver o problema (3.14) para os dois periodos de tempo
a fim de determinarmos a linha pivd do Quadro A3
Y, = [0,0,0,0,0 ]

y=[0,0,0,0,0,0] —

Y+l = 0

portanto qualquer gi € ZP$ (fazendo primeiramente para t=l) sera

o~ - . N - s
solugao Otima pois sera a mais barata.

Ny =[3,4,3,4,1]— [n7,1] =[3,4,3,4,1,1]

1_ 1 11 N
sendo (zl—cl)la = -1 e (21—01)22 =0 , temos a coluna pivo com

pleta:
[-1, 0, 3, 4, 3, 4, 1, 1]

consequentemente temos o Quadro A3Pll completo.

(Veja Quadro A3Pll na proxima pagina)
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QUADRC A3P11

a 1l
1 6] sl 52 s3 s4 s5 X 56 All
t
12 fase | -1 0 0 0 0 0 0 0 { 1 -1
: . |
22 fase 0 | -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
i
sy 5 0 1 , 3
|
S, 4 1 1 i 4
|
53 3 0 1 : 3
I
Sy 4 0 1 I 4
|
35 2 0 1 | | ;
i )
x4 1 0 1 -1 <i;>

pivé = min {5/3, 4/4, 3/3, 4/4, 2/1, 1/1} =1

Realizando~se o pivo*-eamento no elemento

1
A1

varidvel artificial x°2 s Obtemos o Quadro A3P12

Quadro A3Pll, ou seja, introduzindo-se na base e

QUADRO A3P12

indicado no

tirando-se a

a 1
N 1 Sy s2 s3 s4 s5 X 56 All
1= fase 0 0 0 0 0 [ 0 0
22fase | 0 |-1 0o 0o 0o 0o 0 0o !0 o
— |
s4 2 1 3 ! 3 0
S, 0 1 -4 | 4 0
i
S5 0 0 1 -3 ;| 3 0
i
S, .| O 0 1 -4 ; 4 0
Sg 1 0 1 -1 , 1 o0
t
1
A 1 0 1 -1 1
-1 '




Neste Quadro A3P12, %2 foli retirada da base e em seu
lugar entrou Ail , com isto terminamos a 12 fase, de modo que nos
proximos quadros somente apresentaremos a linha (z-c) da 22 fase.In

troduzindo-se © na base, teremos ¢ Quadro A3P13 praticamente com

1

pleto, faltando somente a coluna que serd posicionada sob A21 .

- QUADRO A3P13

a 1
1l 6 sl s2 Sj 54 s5 b4 s6 A21
1 ' ~
0 0 0 1 -4 : 4 -4
1
- (
Sy 2 0 3 | 3 4
|
0 0 1l -4 | 4 -4
{
- i
S, 0 0 3 ' 3 0
| A
Sy 0 0 -4 : 4 0
|
Sg 1 0 -1 ; 1 <::>
1 b
A21 1 0 7 1l [ 1l 1
No Quadro A3P1l3 temos
y =[ 0,1,0,0,0]
I = [0, 1' 0, 0’ 0, "4] —

Y_m+l = -4

uma das redes mais baratas sera :

w3 =[7,0,3,4,5] — [n3,1] =[7,0,3,4,5,1]
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De (3.34,2), temos:

1 1, _ _
(22 - c2) = -4

Para introduzirmos a coluna.[ﬁ%,l] no Quadro A3P13

necessitamos realizar o "updating" :

1 0 0 0 0 -3 7 4
0 1 0 0 0 -4 0 -4
0 0 1 0 0 -3 3 0
o o o 1 o -4l |al | o
0 0 0 0 1 -1 5 4
0 0 0 0 0 1 1 1
e acrescentar o valor de (z% - c%) = -4 , Portanto a coluna do pi-

v6 do Quadro A3Pl3 sera :

["41 4, -4, 0, O, 4, l:l

pivé = min {2/4, 1/4, 1/1} = 1/4

Realizando-se o pivoteamento no Quadro A3P1l3, obtere-

mos o Quadro A3P14 , com excegdao da Gltima coluna que sera posicio-

1
nada sob A31 .
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QUADRO A3P14

a 6 1
1 ) s1 52 s3 s4 s5 X S A31
f
1 f
0 1 0 1 1 -5 1 5 -5
]
s, 1 0 1 -1 -2 1 2 5
0 1 1 1 1 -5 1 5 -5
| -
|
S, 0 0 1 0 -3 i 3 <::>
- I
5, 0 0 1 0 4! 4 5
ST V7Y 174  -1/4, 1/4 -1/4
|
i
Ay | 34| o | -1/4  5/4,-5/4  5/4
[}
NQ Quadro A3Pl4 temos :
| y; =L0,1,0,0,1]
y= [0, 1,0,0,1, -5] — {
Ymel = 7O
uma das redes mais barata sera :
1 1 r
4+4+1=9 Ny =[ 7,0,8,9,0] — [n3,1] =[7,0,8,9,0,1]

4+3+1=8

De (3.34.2), temos:

1 1, _
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Para introduzirmos a coluna [N%,l] no Quadro A3P14

necessitamos de realizar o "updating” ,

1 0 0 0 0 -2 7 5
0 1 0 0 0 ~5 0 -5
0 0 1 0 0 -3 8 5
o o o0 1 o0 -4 o| | s
o 0 0 o0 1 -1/4 0 -1/4
0 0 0 0 0 5/4 -1 5/4
e acrescentar o valor de (z% - c%) = -5 . Portanto a coluna do pi

vo do Quadro A3Pl4 serd :

[-5, 5, =5, 5, 5, ~1/4, 5/4 |

n
o

pivdé = min {1/5, 0/5, 0/5, 3/4 /5/4} = 0/5

Realizando-se o pivoteamento no Quadro A3Pl4 obtere

mos o Quadro A3Pl5, com excecdo da fltima coluna que serd posiciona

1

da sob A41 .
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QUADRO A3P15

a 6 1
1 0 $q Sq 53 Sy Sg X ] 41
1|0 11 1 -8 8
— ~ f
1 0 1 -1 -1 1 ; -1
i
1 |1 1 1 1 -8 8
I
0 0 1/5 0 —3/5: 3/5
i
0 0 -1 1l 0 -1 : 1
|
I
174 0 1/20 1/4 -2/5, 2/5
|
. i
3/4| 0 ~-1/4 -1/4 8/4)-8/4
]

No Quadro A3P1l4

[0,1,1,0,1]

vb= [3,4,3,4,1] — [w;1]= [3,4,3,4,1,1]

e

Ym+l

De (3.34.2), temos :

1
(z4

1, _
- c4) =

0

- —8 .

temos y = [0,1,1,0,1,—8]

onde ,

Como rede mais barata temos:

Realizando-se o "updating" em [gé,l] temos:

O O O O O -
o O O O - O

-1

1
1/5

-1
1/20
-1/4

0o -1
0

0

1

0 1/4
0 -1/4

1 3 0
-8 4 0
~3/5| |3 |_|o
1 || 4 0
~2/5| |1 0

/4] |1 1
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Portanto a coluna pivdo do Quadro A3P1l5 serd :
[0, 0, 0, 0, 0,0, 1]

Como no Quadro A3Pl5 temos (z-c)>0, estamos na solu

¢ao Otima.

1 1
ol =1 ; 1t=[0,1,1,0,1,8]

Trocamos o sinal da Ultima componente de nl .

Agora passaremos a resolver o problema (3.14) para
t=2 , segundo periodo de tempo. Resolveremos da mesma maneira a-

presentada para t=1l. Como na nosso rede da Figufa 3.6 nao temos o
arco N6 , temos que desmembrar o requisito referente a N6 na H-
gura 3.5 em outros quaisquer que satisfagam o referido requisito e

os arcos da Figura 3.6 .

Resolvendo-se este problema, obteremos:

2 2

of =4 ; ¢ = [ 1,1,0,0,0,5]_
s 1 2 _

Onax = min {Gmax’ emax} -

1t* = 1= [o0,1,1,0,1,8]

Obteremos a linha do pivd pela atualizagao da restri-

cao (3.26):

™ [3,-1] 2 0

+ N. ~8 > 0

N 5 >

+ N

2 3
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Devemos expressar

esta restrigdo em termos das vari-
&veis nao bisicas correntes (~uy,0000,m0g) .
N2 = 4 - u, ’ N3 =3 - U,y ’ N5 =2 - ug
N

ot N+ N -8 > 0 >  4-u,+3-ust2-ug-8 > 0

l-u,-u3~u, 20

Acrescentando-se uma variivel de folga vV, '+ temos:

Vy = 1 - U, = Uy -~ ug

Como -u, é uma variavel nao basica, temos que expres

sd-la em fungdo de varidveis béasicas.

Usando~se a linha do pivd do
Quadro Al

, temos:

v1=-u3-—u4 —F —u3=vl+u4

teremos :

substituindo-se em Vo

Vo = ] - u2 + vl + u4 - u5

que & a linha do pivd do Quadro A3 .

Com isto temos o Quadro A4 que vem a ser o Quadro A3,

sem a linha referente a u, mais a linha do pivo.

(Ver Quadro A4 na prdxima pagina)
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QUADRO A4

1 —ul ~u, --v1 ~u, ~u5
-7 ~-93. -4 -5 7 1 -4
N1 5 1
Nz 4 1
N3 3 -1 -1
N4 4 1
Ng 2 1
Vo 1 0 (i:> -1 -1 1l

Realizando-se o pivoteamento por operagdes coluna no

Quadro A4, obtemos o Quadro AS5.

QUADRO A5

1 -ul —v2 ~Vy ~U, —us
-7 |-88 -4 5 2 -4 1
Nl 5 1
N2 3 -1 1 1 -1
N3 3 -1 -1
N4 4 1
NS 2 1
v2 0 0 -1 0 0 0

Repetindo-se os cilculos auxiliares para geracio da
linha do pivd, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois

periodos de tempo, obteremos:



a qual atualizada nos fornecerd a linha do pivd do Quadro A6.

mos notar que N2

2 2 =2 =

=
w TN W N

4
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e N3 sao nao basicas.

QUADRO A6

1 ~Uy ~V, ~vy ~u, ~Ug
-88 -4 5 2 -4 1
5 1

3 -1 1 1 -1

3 -1 -1

4 1

2 1

0 -1 1 (}Z)

Quadro A6, obteremos o'Quadro A7 .

Z2 2 =2

<
w U s W

QUADRO A7

1 —uy =V, ~vy ~V3 ~Ug
-88 -4 3 4 2 1
5 1

3 ~1/2 1/2 -1/2 -1

3 ~-1/2 -1/2 1/2

4 172 -1/2 ~1/2

2 1

0 0 0 0 -1 0

Dave

Realizando-se o pivoteamento por operagoes coluna no
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Repetindo-se os cdlculos auxiliares para geragdo da 1i
nha do piv3, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois

periodos de tempo, obteremos:

N) + Ny +# Ng - 10 >0

a qual atualizada nos fornecerd a linha do pivdo do Quadro A8. Deve-

mos notar que N, & nao basica.

QUADRO A8
1 --ul —v2 ' ~vl —v3 —u5
-7 [~-88 [ -4 3 4 2 1
Ny 5 1
N, 3 -1/2 /2 =1/2 -1
Ny | 3 -1/2  -1/2 172
N, 4 /2 =172 -=1/2
Ng 2 | 1
vy 0 (;E) 1/2 =1/2 1/2 1

Realizando~se o pivoteamento por operagoes coluna no

Quador A8, obtemos o Quadro A9.

QUADRO A9

l —v4 --V2 —vl --V3 —u5
-7 ~-88 4 1 2 4 5°
Ny 5 -1 1/2 1/2 -1/2 -1
N, 3 ~-1/2 1/2  -1/2 -1
N, 3 ~1/2 =1/2 1/2
N, 4 172 =172 -1/2
v, 0 -1 0 0 0 0
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Repetindo-se os cl@lculos auxiliares para geracdo da
linha do pivS, ou seja, resolvendo-se o problema (3.14) para os dois

periodos de tempo, obteremos:

N, + N, - 7 > 0

a qual atualizada nos fornecerd a linha do pivd do Quadro Al0 .

Como as varidveis U, (ul,....,us) sdo irrestritas

em sinal, no Quadro Al0 mudaremos “ug para ug .

QUADRO A 10

1 ~V, =V, ~vy ~V3 u;
-z |-88 | 4 1 2 4 -5
M| 5 | -1 /2 172 =172 1
N, | 3 -1/2 12 -1/2 1
N, | 3 -1/2  -1/2  1/2
N, | 4 /2 -1/2  =1/2
Ng | 2 -1
ve | 1 -1 0 1 -1 (::)

Realizando-se o pivoteamento por opera¢dées coluna no

Quadro Al0, obtemos o Quadro All.
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QUADRO All

1 ~Vy =V, ~Vy ~Va ~Vg
-7 -85.5 3/2 1 9/2 3/2 5/2
Ny 9/2 | -1/2 1/2 0 0 ~1/2
N, 5/2 1/2 -1/2 0 0 -1/2
N, 3 0 ~1/2 -1/2 1/2 0
N, 4 0 1/2 ~1/2 -1/2 0
Ng 5/2 | ~1/2 0 1/2 1/2 1/2
Ve 0 0 0 0 0 -1

No Quadro All temos (z-c)>0 , portanto chegamos ao fi
nal do problema pois nao existe nenhuma coluna que causard um acrés

cimo. Consequentemente, temos a solugdo otima (rede otima).

N*

[9/2, 5/2, 3, 4, 5/2 ]

2% = 85.5

A rede Otima estd apresentada na Fiqura 3.7

Figura 3.7

Apresentaremos nas Figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12
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como poderemos atender aos requisitos de fluxo do primeiro periodo,

isto &, para t=1, entre os nbés (1,2) , (1,3), (1,4), (2,3) e (3,4)

respectivamente.
O——® ONNO @
4 .
Figura 3.8 Figura 3.9 Figura 3.10
CO—— OO
/2
©®
Figura 3.1l1 Figura 3.12

As Figuras 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 mostram como pode-
remos atender aos requisitos de fluxo do 29 periodo, isto &, t=2 ,

entre os nés (1,2), (1,3), (3,4) e (2,4) respectivamente.

O O @

Figura 3.13 WFigura 3.14

(O—C

Figura 3.15 : Figura 3.16
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3.4 - Algoritmo Dual Aplicado a Problemas de Sintese

Da mesma forma que o Algoritmo Primal, o Algoritmo Du
al tem como objetivo a resolugao do problema (3.11) e pela mesma
justificativa apresentada para o Algoritmo Primal iremos adotar o
Dual Simplex por Operagbes Coluna (m varifveis). Como todo Dual Sim
plex, necessitamos de uma solugao basica dual viavel qualquer; por

exemplo

N= 0= [0,0,...,0]

a qual serd certamente vidvel desde que tenhamos ¢>0 (c & o vetor
que representa o custo de transporte de uma unidade de fluxo),o0 que

no nosso Ccaso sempre ocorrera.

O Método Dual Simplex consiste basicamente dos seguin

tes passos:

1 - Escolha da linha, ou seja, da variavel que ird sair da ba

se.

2 - Escolha da coluna, ou seja, da varidvel que ira entrar na

base.
3 - Processo de eliminacao de Gauss-Jordan, ou seja, mudanca

da base por operacoes coluna.

Os passos (2) e (3) sao de rotina e o passo (1) nao
pode ser realizado como normalmente o & em um PPL pelo fato de nao
conhecermos a priori todas as restricgoes de (3.11). O nossé objeti
vo resume-se em a cada iteracdo do Dual Simplex determinarmos uma
das restrigdes de (3.11) nao satisfeita pelos valores correntes de

N .

e



Podemos inicialmente utilizar restrigoes do seguinte
tipo:

Yy ) , (V,9) e , (Ye=1,2,...,7)

L]

> Yoo
~ "ij

que sdo restricoes necessfrias e suficientes, as quais implicam as

seguintes restrig¢Oes necesslrias (mas nao suficientes) para que uma

rede nao orientada com capacidades Yij ,V (i,3) ¢ A , satisfaca a

um conjunto de requisitos simultaneos Tig = Ty V (i,3) « A .
Tyee> T T, ¥V i=1,2,...,m ; Vi=1,2,...,n (3.34.3)
IR B

(Estas restricdes (3.34.3) s3o as que realmente serao utilizadas)

Tendo—~se uma solucdo N dual viavel, conforme ja vis-

to, para
-~ k(t)
N> J AP Nt
R T3 A
Ve=1,2,...,0 ; V1 (3.34.4)
k(t)
YAy > 1
i=1
A, > 0
l —

esta mesma solucdo N também serd primal viavel e portanto otima.Te

mos entdo o segquinte problema, para cada periodo t
k(t)

max @ = ) xg
i=1
sujeito a : (3.35)

-~ k(t)
N> ) x§ Nt
~ = A ~1

i=1
Wt o Ves1,2,...m 01

i =
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Este PPL & tipicamente um problema de andlise de uma
rede com fluxos de mais de uma comodidade. Notemos também sua seme
lhanga com (3.14) e por analogia usaremos para resolvé-lo o Primal
Simplex Revisado por Operagoes Linha.

Suponhamos resolvido (3.35) para um determinado perio

do t e obtivemos a solugdo G6tima e;ax . Fazendo-se ne dltime qua

dro do Simplex

t t -1
~b 7t

Sabemos que I- & a solugdo 6tima do problema dual de (3.35) que &

o0 seguinte:

nmin Yt . @
sujeito a : (3.36)
t . N? > 1
~ ~i -
Vi=1,2,...,xt) ; Ve=1,2,...,7
A
Sendo gt solucdo otima, pelas propriedades do

primal e dual temos:

1. Et « N & o valor 6timo do dual (3.36), consegquentemente
igual a e;ax que & o valor 6timo do primal (3.35)

ceeeesa(3.37)

2. Como Et é uma solucdo 6tima de (3.36), também o & via-

vel; portanto

AR L
- o 3.3
& ( 8)

1= >0
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3. Pelo fato de Et ser solugdo 6tima de (3.36) seri um pon

to extremo do politopo de restrigdes. (3.39)

Podemos escrever (3.37) e (3.38) da seguinte forma:

[1%,1] ‘[1,\“.7,"1] = O;flax -1 (3.40)

[1*, 1lwg,2] 20

[1%, 1] >0

~

Analogamente ao caso do Algoritmo Primal, podemos de-

-

monstrar que uma das restri¢oes do problema (3.11) & :

[1% ., 1][w,-1] 20

No problema (3.35), N & conhecido e para iniciarmos
os calculos podemos usar qualquer rede viavel QE para um determi-

nado periodo de tempo t . Resolvendo~se (3.35) para obter Ot
max
e Et , temos duas possibilidades:

1. o;ax > 1 , o que por (3.34.4) significa ser @ primal vi-

avel para o periodo t .

Se elgax ->_ 1 ’ V t=l’2""lT ’ entao Ig é a solugéio 6tima

para o problema (3.11l) pois ﬁ é primal vidvel para todos os perio-

dos t e também dual viavel.

t
2. O nax < 1 . De (3.40), temos:

[Etrl] [ ;‘:I,—l] <0

Portanto, N ndo satisfaz & restrigao



142

[Et r 1][ N, -1] >.0 (3.41)

Consequentemente, realizando-se o "updating" na restri

cao (3.41), ela poderd ser utilizada como linha do pivéd.

Finalizando, mostraremos como poderd ser resolvido o
problema (3.35). Como no problema (3.14) do Algoritmo Primal, a ai
ficuldade reside na escolha da variivel que ir3 entrar na base,pois

nao conhecemos todos os NE a priori. Usando-se (3.34.1) para o

~

problema (3.35), temos:

£t _ £ o
(zi - Ci) = y.N -1 (3.42)

Para determinarmos a varidvel que ira entrar na base,
analogamente ao Algoritmo Primal, desejamos X'§§ minimo, onde
g: e:pﬁ . Ji foi apresentada solucado para este tipo de problema.

Se Y Nt

N, < 1 , sabemos por (3.42) que estamos na so-

lugao otima de (3.35).

A\

3.4.1 - Um Exemplo Numérico Completo sobre Aplicagao do Algoritmo

Dual

Resolveremos o mesmo exemplo apresentado no item 3.3.

1 (Um Exemplo Numérico Completo sobre Aplicacdo do Algoritmo Primal).

A nossa solugado basica dual vidvel de partida sera:

Com isto temos o primeiro quadro do Simplex gque & o Quadro Bl .
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QUADRO Bl

1 --Nl —N2 ~N3 —N4 -N5
-Z 0 4 5 7 6 4
Nl 0 -1
N2 0 -1
N3 0 -1
N4 0 -1
NS 0 -1

Obteremos agora uma restricao nao satisfeita pelos va
lores correntes de N, utilizando-se (3.34.3) e considerando-se os
requisitos de fluxo do 19 periodo que envolvem o nd 1 (Verificar Fi

gura 3.4):

N + Ny + N, > 3+4+1 = 8

1 5

N, + N, + Ng - 8 >0

a qual ndo é satisfeita pelos valores correntes de N. Adicionan -

do-se uma variavel de folga vy , teremos :

v, = -8+ Ny + N, +N

1 1 5

gue & a linha do piv3 do Quadro Bl. Acrescentando-se esta linha ao

Quadro'Bl, teremos o Quadro B2 .
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QUADRO B2

1 !Nl —Nz —N3 —N4 —N5
~Z 0 4 5 7 6 4
Nl 0 -1
N2 0 -1
N3 0 -1
N4 0 -1
N5 0 -1
v, |—8 (::) 0 0 -1 -1

Realizando~se o pivoteamento por opera¢oes coluna no

Quadro B2 , obteremos o Quadro B3 .

pivé = min {4/1, 6/1, 4/1} = 4/1 = 4
QUADRO B3
1 ~vy -N2 ~N3 —N4 —N5
et -32 4 5 7 2 0
Nl 8 -1 1 1
N2 0 -1
N3 0 -1

N5 0 -1
vy 0 -1 0 0 0 0
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Podemos abandonar a Gltima linha do Quadro B3, pois e

la nao mais serd Gtil.

Considerando-se agora os requisitos de fluxo do 19 pe

riodo que envolvem o ndé 3, por (3.34.3) temos:

N, + Ny + No. > 4+3+1 = 8

2 3 5

2

restricdo esta que nao & satisfeita pelos valores correntes de N .

Adicionando-se uma varidvel de folga Vo o4 teremos:

,N + N, + N5 -8 - Vs =

2 3

v, = -8 + N, + Ny + N

que apbs atualizada, ou seja, realizarmos o "updating" conforme efe
tuado no item 3.3.1 , serd a linha do pivé do Quadro B3 . Acrescen

tando~se esta linha ao Quadro B3, teremos o Quadro B4 .

QUADRO B4
1 ~Vi “Nz —NB —N4 *NS
~Z -32 4 5 7 2 0
Ny 8 -1 1 1
N, 0 -1
N, 0 -1
Vs -8 0 -1 -1 0




146

Realizando-se o pivoteamento por operagoes coluna no

Quadro B4 , obteremos o Quadro BS5.

pivdé = min {5/1, 7/1, 0/1} = O
QUADRO : B5
-7 -32 4 5 7 2 0
Nl 0 -1 -1 -1 1 1l
NZ 0 -1
N3 0 -1
N5 8 -1
vy 0 0 0 0 0 -1

Considerando-se agora os requisitos de fluxo para o 19

periodo que envolvem o nd 4, por (3.34.3) temos:

N, +N, >3+ 4 = 7

3 4

Ny + N, - 7 > 0

restricao esta que nao & satisfeita pelos valores correntes de N .

Adicionando-se uma variavel de folga Vy s teremos :

N, + N

3t Ny -T7-v3 =0

que atualizada, serd a linha do pivd do Quadro B5. Acrescentando-se esta linha
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ao Quadro B5 , teremos o Quadro B6 ,

QUADRO B6

1 —Vl —Nz -N3 —N4 ~Vy
-7 -32 4 5 7 2 0
Nl 0 -1 -1 -1 1 1
N2 0 -1
N3 0 -1
N4 0 -1
N5 8 1 1 -1
Vaq -7 0 0 -1 <§€> 0

Realizando—-se o pivoteamento por opefagaes coluna no

Quad.ro B6 , obteremos o Quadro B7 .

pivo = min {7/1, 2/1} = 2/1 = 2
QUADRO B7
1 ~vy —N2 —N3 ~Vjy ~V,
-Z -46 4 5 5 2 0
Nl -7 -1 -1 -2 1l 1
NZ 0 -1
N3 0 -1
N4 7 1 -1
N5 8 1 1 -1
Vs 0 0 0 0 -1 0
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Considerando-se agora os requisitos de fluxo para o 19

periodo que envolvem o né 2, por (3,34.3), temos:

i)

N, + N, -7 > O

Acrescentando-se uma variavel de folga Vy s teremos :

N, + N

1 5 7 - Vya = 0

v, = -7 +N; + N,

que atualizad@ serd a linha do pivé do Quadro B7. Acrescentando-se

esta linha ao Quadro B7, teremos o Quadro B8 .

QUADRO B8

1 vy —N2 —N3 ~Vj ~V,
-7 |-46 4 5 5 2 0
Nl -7 -1 -1 -2 1 1
N2 0 -1
N3 0 -1
N4 7 1 -1
_N5 8 1 1 -1
Vy ~14 -1 -2 <::> 1 1

Realizando-se o pivoteamento por operacdoes coluna no

Quadro B8 , obteremos o Quadro B9 .

pivdé = min {4/1, 5/2, 5/2} = 5/2
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QUADRO B9

1 ~vy -Nz =V, ~V, ~v,
~7 -81 3/2 0 5/2 9/2 5/2
Nl 7 1 -1
N2 0 -1
N3 7 1/2 1 ~1/2 ~1/2 -1/2
N4 0 -1/2 -1 1/2 -1/2 1/2
N5 1 ~1/2 1/2 1/2 -1/2
V4 0 0 0 -1 0 0

Neste Quadro B9 verificamos que todas as restrigdes do
tipo (3.34.3) sao satisfeitas para os dois periodos de tempo, pelos
valofes correntes de N . Portanto, temos que passar para a parte
auxiliar, ou seja, resolvermos (3.35), primeiramente para o 19 pe -

rIodo, com :

N= [7,0,7,0 1]

Para termos uma base inicial, devemos introduzir va -
riaveis de folga (sl,sz,...,SS) e com isto teremos o primeiro qua-
dro da parte auxiliar do problema, com exce ¢ao da Gltima coluna,co

luna pivo.
Como neste quadro temos:

y=1[0, 0, 0,0, 0]

portanto, qualquer rede Ng sIPﬁ serd solucao otima. Determinan-
do-se a rede mais barata para qualquer # 0 , teremos um gz . Pa

Y
é

ra vy =[ l,l,l,l,l] a rede mais barata
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vy =[3,4,3,4,1]

Como:

entao a coluna do pivé do primeiro quadro da parte auxiliar, Quadro

B9P1l sera :

[-1, 3, 4, 3, 4, 1]

e com isto temos o Quadro B9P1ll completo.

QUADRO BOP11l

1 s, S, S; S, S I
ot o | o 0 0 0 0 -1
5, 7 | 1 3
s, 0 1 @
5, 7 1 3
Sy 0 1 4
S, 1 1 1

Realizando—-se o pivoteamento teremos o segundo quadro

da parte auxiliar, com excegao da coluna pivd.
pivd = min {7/3, 0/4, 7/3, 0/4, 1/1} =0

Como neste proximo quadro temos:

y=1[0, 174, 0, 0, 0]
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uma das redes mais baratas, solugdo Stima, ser§ :

[7, 0,3, 4, 5 ]

12

como:

Il
H
—

1l 1
(Zz - cz)

temos :

(-1, 7, 0,3, 4, 5]

que realizando-se o "updating", ou seja, pré-multiplicando-a pela

inversa da base serad a coluna do pivo do Quadro B9P12 .

QUADRO B9P12

1 1
1 Sy S, S3 S4 Sg ‘11 Ao
of | o 0 1/4 0 0 0 0 -1
s, | 7 1 -3/4 0 7
l R
| o 1/4 1 0
54 | 7 -3/4 1 0 3

s, | 0 -1 1 0 (II'
sg | 1 ~1/4 1 0 5

Realizando-se o pivoteamento, teremos o Quadro B9P13,
faltando-lhe somente a coluna do pivo.

pivd = min {(7/7, 7/3, 0/4, 1/5} = O
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Como neste proximo quadro temos:

y =[0, 0,0, 1/4, 0]

uma das redes mais baratas, solugao 6tima, sera :

W =

=[3, 4, 7, 0, 5]

UZ

Como:

temos:

[-1, 3, 4,7, 0,5]

que realizando-se o "updating", sera a coluna do pivd do Quadro B9P13

QUADRO B9P13

1 1
1 8, S, 83 5 S5 A1z M3
ol o | o 0 o 1/4 0 0 -1
s, |7 |1 1 ~7/4 0 7
Ao 1/4 0 (::)
11
Sy | 7 1 -3/4 0 7
1 -1/4 -
\p| O / 1/4 1 1
s¢ | 1] -5/4 1 0 9

Realizando~se o pivoteamento teremos o Quadro B9P14,
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faltando-lhe somente a coluna do pivd,
pivé = min (7/7, 0/Y , 7/7, 1/9} =0
Como neste proximo quadro temos:

Y = [OI 1/4, 0, 1/4, 0]

uma das redes mais baratas, solugdo Otima, sera :

[7, 0, 7,0, 9]

=
i

temos:

[-1, 7, 0, 7, 0, 9]

que, realizando-se o "updating", serd a coluna do pivd do Quadro

BOP14 .
QUADRO B9P14
1 1
1 Sy Sy S5 Sq Sg A13 14
ol [ o 0 1/4 0 1/4 0 0 -1
s, | 7 1 ~3/4 ~7/4 0 7
a1 0 1/4 1 0
13
Sq | 7 -7/4 1 ~3/4 0 7
vl oo 1/4 0 0
12
sg | 1 ~5/4 -5/4 1 0 (1;>




Realizando—se o pivoteamento, teremos o Quadro
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faltando-lhe somente a coluna do pivé.

pivd

min {7/7, 7/7, 1/9} = 1/9

Como neste prbéximo quadro temos:

y =10, 19, 0, 179, 1/9]

e a rede mais barata sera :

Como, por (3.42):

15% =3, 4, 3, 4, 1]

temos :

BOP15,

que, realizando—-se o "updating", sera a Ultima coluna do Quadro

BI9P15 .

QUADRO BO9P15

L S2 S3 84 Sg A M
1/9 1/9 0 1/9 1/9 0 0
56/9 2/9 -7/9  =1/9 0 0

0 1/4 0 1
56/9 ~7/9 1 2/9  =1/9 0 0

0 1/4 0 1
1/9 ~5/36 ~5/36  1/9 1
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Como (z-c) > 0, estamos na solugdo Otima.

1 1
Omax = 1/9 4 o = [O’Al/gl 0, 1/9, 1/9 ]

1

Sendo o _ . <1l , por (3.41), uma restricdo nao satis

X

feita pelos valores correntes de N (Quadro B9) é 3

[1t 1] .[n 1] 20

(1/9)N, + (1/9)N, + (1/9)Ng = 1 > O

Acrescentando-se uma varidvel de folga Ve o teremos
(1/9)N2 + (1/9)1\14 + (1/9)1\15 -1 - Vs = 0
= -1 + (1/9)N, + (1/9)N, + (1/9)Ng

Vg

que atualizada serd a linha do pivo do Quadro B9. Acrescentando-se

esta linha ao Quadro B9, teremos o Quadro B1l0O .

QUADRO B10

1 —vl —N2 -v4 —v3 --v2
-2 -81 | 3/2 0 5/2 9/2 5/2 |
Nl 7 1 -1
N3 7 1/2 1 -1/2 ~-1/2 . ~-1/2
N4 0 -1/2 -1 1/2 =1/2 1/2
N5 1 ~1/2 1/2 1/2 -1/2
v5_ -8 -1 <;;> 1 0 0
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Realizando-se o pivoteamento por opera¢oes coluna no

Quadro Bl0, obteremos o Quadro Bll .

pivd = min {3/2 /1, 0/2, 5/2 / 1} = O
QUADRO Bll
1 —vl —v5 ~Vg ~Vjy ~V,
7 | -81 3/2 0 5/2 9/2 5/2
N, | 3 ~1/2 1/2 ~1/2
N, | 4 ~1/2 -1/2 -1/2
Ny | 3 1/2 -1/2  -~1/2
N4 4 -1/2 ~1/2 1/2
Ng | 1 -1/2 1/2 1/2 ~1/2
v5 | 0 0 -1 0 0 0

Para determinarmos uma restrigao que nao esteja sendo
respeitada pelos valores de N no Quadro Bll, vamos resolver (3.35),

agora considerando o 29 periodo com:
8 =[3, 4,3, 4, 1]

Se assim o fizermos, encontraremos

02 = 7/10 , n% =[1/10, 0, 1/10, 0, 1/10 ]
max p _
Sendo eiax <1l , uma restrigao nao satisfeita & :

(1/10)N; + (1/10)N4 + (L/10)N; -1 > O

Acrescentando-se uma folga Ve 2 0 e atualizando-se,
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teremos a Gltima linha do Quadro B12 ,

QUADRO B12

| 1 —vl -v5 —v4 --v3 —vz

-z |-81 3/2 0 5/2 9/2 5/2
N, | 3 ~1/2 1/2 ~1/2
N, | 4 1/2 -1/2 - -1/2

N, | 3 1/2 -1/2 -1/2

N, | 4 -1/2 ~1/2 1/2

Ng| 1 ~1/2 1/2 1/2 -1/2

ve |-3 (::) 1 0 0 -1

Realizando~se o pivoteamento por operacoes coluna no

Quadro Bl2, obteremos o Quadro B1l3

pivé = min {3/2 / 1, 5/2 /1} = 3/2

QUADRO B13

1 fvs —v5 -v4 ; —v3 —vz
-2 | -85.5 3/2 3/2 5/2 9/2 5/2
N, | 9/2 ~1/2 ~1/2 1/2
N, | 5/2 1/2 -1/2 -1/2
N, 3 1/2 -1/2 -1/2
N, 4 ~1/2 -1/2 1/2
Ng | 5/2  -1/2 -1/2 1/2 1/2
Ve 0 1 0 0 0 0
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Se resolvermos (3,34) para cada um dos dois periodos,
com |

¥ =[9/2, 5/2, 3, 4, 5/2]
encontraremos :

> >
max - max -—

Portanto, como era esperado, a solugao obtida pelo Al
goritmo Dual & exatamente igual 3 solugao obtida pelo Algoritmo Pri

mal.

3.5 - Ampliacao de Redes j& Existentes a MInimo Custo

Este problema & um caso particular do Problema de Sin
tese. Neste caso ja existe construida uma rede e, através de uma
analise verifica-se que a mesma nao estd atendendo aos requisitos
de fluxo. O problema resume-se em saber de quanto deve’ ser aumenta
da a capacidade de cada arco da rede de maneira que a rede ampliada
satisfaga aqueles requisitos e tenha um custo total de ampliagao mi
nimo. £ interessante lembrar que na rede original podemos ter al-

guns arcos com capacidade nula.
Como dados do Problema, temos:

(i) Uma rede nao orientada [N,A,Ye“] existente, onde:

N = conjunto dos nés = {1,2,...,n}
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A = conjunto dos arcos = {(i,3j)/i,j ¢ N ; i#j} ; estes ar

cos sdo numerados 1,2,...,m , com m < n(g—l)

e . ~ . .
Y~ = vetor cujas componentes sao as capacidades existentes

dos arcos = (yi,yg,...,y;).

(ii)Um conjunto {rij(t)/i,j e N ; t=1,2,...,T} de requisitos
de fluxo simultdneos para o periodo de tempo t , onde:
rij(t) = rji(t) = fluxo requerido entre os nds i,j ¢ N ,

durante o periodo t , t=1,2,...,T .

(iii)Um vetor c¢ = (cl,cz,...,cm) de custos unitarios para in
crementos da capacidade, onde:
cy; = custo para aumentar de uma unidade a capacidade do ar
co 1e A.

Como objetivo do Problema, temos:

(i) Uma rede nao orientada.[N,A,Yj] tal que seja uma amplia -
cao da rede existenteI:N,A,Ye] , ou seja, deveremos ter:

Y > Ye .

e

(ii)A rede [N,A,Y] seja vidvel, isto &, satisfaca aos requisi

tos de fluxo em todos os periodos .

(1ii)e (¥ - ¥®) = min {c( - ¥*)/ [N,a,0] & vidvel, ® > ¥%)

A formulac3o do Problema de Ampliagao pode ser reali-

zada exatamente igual a do Problema de SIntese, fazendo-se simples-
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mente uma mudanca de varidveis que indicaremos a seguir.

No problema (3.8), o vetor N que & um vetor de capa-
cidades de uma determinada rede, para que ele satisfaga aos requisi-

tos de todos os periodos t , @ necessirio e suficiente que satisfa-

¢ca a :
wenter? , Ve=1,2,...r.
Fazendo—-se a seguinte mudanca de variaveis
N= x+y°
teremos :

x=y -

e o problema (3.38) passard a :

min ¢ x
sujeito a : (3.43)
k(t)
x + ye > Z AF N:
R i=1  t -
k(t)
Fooat -1, ats o Yt =1,2,...,T
. i - i-
i=1
x>0

Fazendo-se uma série de transformacoes no problema

(3.43), transformacoes estas andlogas &s realizadas no problema
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(3.38), chegamos 3 formulagdo definitiva do Problema de Ampliacio:

min ¢ x

sujeito a : (3.44)
13;.: Jxr+y®,-1] 20, Vi=1,2,...,x00) Ne=1,2,...,1
x>0

Como técnicas para resolugdao do problema (3.44), te -

mos os mesmos algoritmos usados para resolver o problema (3.11) ,

Problema de Sintese, ou seja, Algoritmo Primal e Algoritmo Dual.

Uma observacao importante a ser notada no Problema de

Ampliac3o & o caso em que ze = (0,0,...,0). Assim sendo, o proble

ma (3.44)

min

sujeito

X
v

a

passa a ter a sequinte formulagao:

dx-11 20, Vi=r2,...xw) 5 Vesl,2,.00,0

1O

que nada mais & do que (3.11), ou seja, a formulagao definitiva do

Problema de Sintese.

Exemplos numéricos completos sobre Problemas de Ampli

acao podem ser encontrados em [1].
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