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RESUMO

A satisfagcdo do mercado por um sistema de geragao hi
drotérmico faz-se por meio de energia hidroelétrica de baixo custo e
por energia termoelétrica de alto custo. Para obter estratégias oti
mas de operacao do sistema integrado deve-se decidir a cada instante
qual a distribuicao entre os dois tipos de geragao. Esta distribui-
¢ao deve ser tal que além de satisfazer a demanda, minimiza o custo
total em um perfodo dado, respeitando restricoes devidas ao tamanho

dos reservatorios e a fatores meteorologicos.

Este trabalho aborda o problema considerando o siste
ma composto, isto €, com apenas um reservatorio. Obtem-se condigoes
necessarias de otimalidade para a operacao do sistema, considerando
afluéncias deterministicas, custos descontados e hipoteses realistas

sobre os custos de geracao termoelétrica.



ABSTRACT

Market's satisfaction by a hydrothermal generation
system is achieved by means of low cost hydroelectric energy, and
by expensive thermoelectric energy. To obtain optimal strategies
for the integrated system's operation, we must decide at each instant
what shall be the distribution between these two kinds of generation.
This distribution must be so that besides satisfying the demand, it
minimizes the total cost over a given time period, constrained by

restrictions due to the size of reservoirs and to meteorologic factors.

This study treats the problem considering composite
system, that is, with only one reservoir. We obtain necessary
optimality conditions for the system's operation, considering
deterministics inflows, discounted costs and realistic hypotheses

about the thermoelectric generation costs.
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CAPITULO;hl

INTRODUCADO

Um sistema de geracao hidrotérmico € constituido por
usinas de geracao hidroelétricas e termoelétricas. 0 mercado consu-
midor numa certa regiao requer a producao de determinada quantidade
de energia que deverd: ser obtida por geracao nessas usinas. As usi
nas hidroelétricas utilizam agua na geracao de energia e possuem ge-
ralmente reservatorios para armazenamento dessa agua. As termoele -
tricas fazem uso de combustivel como O0leo e gas e apresentam um alto

custo de operagao em relacao ao custo nas hidroelétricas.

Em vista disso, se queremos operar o sistema a mini-
mo custo devemos evitar sempre que possivel a utilizacao da geracao
térmica para o atendimento da demanda. Este fato, aliado a limita -
¢ao existente nos recursos hidricos de um sistema dessa natureza, le
va a necessidade de um planejamento cuidadoso na operacao de um sis-
tema hidrotérmico. A solucao deste problema de planejamento deve es
pecificar qual a quantidade de energia a ser gerada em cada usina(hl
draulica ou térmica) para todo instante do periodo de planejamento .
O0s niveis de geracao obtidos fornecem uma estratégia de operacao do
sistema. Observa-se ainda que o problema de planejamento de um sis
tema hidrotérmico deve encontrar uma estratégia que além de apresen-
tar o menor custo operacional, atenda as restricoes fisicas do siste

ma e a condicao de satisfacao do mercado consumidor.



0 objetivo deste trabalho € estudar esse problema a
fim de chegar a conclusoes basicas em relacao a uma estratégia 6ti-
ma de operacao do sistema., Sao feitas varias simplificagcoes no sis
tema abordado para que seja possivel a formulacdo de um problema de

solugao razoavelmente simples,como serd visto a seguir,

Inicialmente faz-se um estudo detalhado de cada com
ponente do sistema, onde se pode verificar a complexidade envolvida
na sua modelagem. Em seguida, propoem-se certas simplificacoes que
tornarao a abordagem mais simples e poderao levar a resultados ain-
da significativos. De um modo geral, o sistema aqui modelado apre-

senta as sequintes caracteristicas

- Possui somente um reservatorio e estacao geradora
hidroelétrica cuja capacidade e caracteristicas sao equivalentes, a
proximadamente, as do conjunto de reservatorios e estagoes do siste
ma original. Esta substituigao é proposta no chamado modelo compos
to desenvolvido inicialmente por Little em |1| . A adocao deste mo
delo leva a necessidade de resolucao de um outro problema de plane-
jamento. Explica-se: como solugao, utilizando o modelo composto,ob
tem-se a quantidade total de energia a ser obtida nas usinas hidro-
elétricas em cada instante do perfodo de planejamento. Precisa- se
agora, distribuir este total para cada uma das usinas de acordo com
suas capacidades e caracteristicas. Aqui trataremos somente do pri
meiro problema, trabalhando com o modelo composto. O segundo pro -
blema ainda nao foi bastante estudado, existindo atualmente somente

solucoes heuristicas.



- A afluéncia 3o reservatdrio é considerada determi
nistica. Na realidade, este fator é aleatério, ja que depende de

ocorréncias meteoroldgicas.

- 0 custo decorrente da adogao de uma estratégia pa
ra o sistema ter3 desconto no decorrer do perfodo obtido pela taxa
de juros aplicada ao capital no infcio do'planejamento. A funcao
custo da geracao termoelétrica (11.18) sera considerada crescente,

convexa, mas nao estritamente convexa.

- Consideraremos que a geragao maxima capaz de ser
obtida das usinas termoelétricas € ilimitada. Para tal, supoe- se
conhecido um custo especial chamado custo do deficit que estima os

prejufzos causados no mercado se ocorrer um certo deficit no forne-

cimento de energia.

Todas essas suposi¢oes sao vistas mais detalhadamen
te no Capitulo Il . Em seguida, o problema simplificado é modela
do matematicamente, onde definimos todas as variaveis que entram
em jogo no sistema. E ainda no Capftulo Ill, veremos uma rapida a-
nalise das principais abordagens encontradas na literatura. Maio -
res detalhes sobre estes estudos podem ser facilmente encontrados

nas referéncias |1|, 2], [3], |&|, |5] e |8].

As conclusces a respeito da operacao o6tima do siste
ma s3o feitas no Capitulo IV . Aqui,veremos algumas condicoes ne -
cessarias de otimalidade de uma estratégia que respeita as restri -

cdes impostas ao sistema (estratégia admissivel). lInicialmente sao



apresentados e demonstrados 3 lemas especificando caracteristicas

da operagao 6tima do sistema nos casos de armazenagem critica. Em
sequida. apresenta-se um teorema que estabelece uma condicao neces-
saria de otimalidade para uma estratégia admissivel de operacao. Es
te teorema € o primeiro resultado encontrado na literatura onde o
sistema é tratado com a consideragao dos descontos do custo opera -

cional (3 ) .

Vejamos agora uma particularidade da notagcao adota-

da a seguir .

Seja ut(.) : R — R

Entao, chamaremos u(th) a0 sequinte limite :

= lim u(t+T)
>0
50



CAPITULO 11

0 S 1 STEMA

Este capitulo tem por finalidade apresentar o sistema
a ser estudado e propor certas simplificacoes e suposicoes em tor
no do sistema e sua operagao, de modo a que seja possivel uma abor-

dagem posterior do problema, mais simplificada.

Inicialmente sera feita uma descrigao fisica de um sis
tema de geracao hidrotérmico, considerando seus componentes e as
principais particularidades destes. Em seguida, tendo em vista o
objetivo do estudo e a complexidade do sistema, serao tomadas medi-
das simplificadoras, como a adaptacao do sistema ao chamado modelo
composto |1| . FE feita ainda, uma analise do comportamento dos
custos decorrentes de diferentes esquemas de operacao do sistema
Concluimos entao, que a variacao de custo obtida € devida principal
mente a geracao térmica requerida e propomos uma composigdo das usi
nas térmicas do sistema, em um outro sistema equivalente e mais sim

ples.

SECAO 1 : SISTEMA DE GERACAO HIDROTERMICO

Um sistema de geracao hidrotérmico tem por finalidade
gerar energia elétrica para atendimento satisfatério de um mercado
consumidor utilizando usinas de geracao hidroeletricas e térmicas:,

ligadas a area de consumo por redes de transmissao. Vejamos separa



damente como se comporta cada tipo de usina,inicialmente sem grandes
simplificacoes. Hipoteses para a modelagem do sistema constarao da

Secao 2 .

Uma usina hidroelétrica se compoe basicamente de um re
servatorio para armazenamento de agua e de uma estacao geradora con-
tendo turbinas e geradores eléetricos. Da queda de agua passando a- -
través das turbinas resulta a geracao de energia. Podem existir, no
entanto, usinas sem reservatorio para armazenamento de agua, ou ain-
da, usinas com virios reservatorios ligados a uma so0 estacao gerado-

ra: esses casos nao serao estudados neste trabalho.

As principais variaveis atuantes num sistema hidroelé-

trico sao as seguintes:

Volume de Agua no reservatorio :

E uma indicagao do estado em que o reservatorio se en-

contra. Ou seja, indica o potencial gerador da usina, ja que mostra

a disponibilidade atual de agua utilizavel pela usina. Indica ainda

o potencial gerador da estacao, ja que dando a informacao da altura

de queda da agua possibilita a obtengao da relacao de transformacgao

agua-energia.

Fluxo afluente ao sistema :

£ constituido basicamente da afluencia natural ao sis-
tema, influenciado pelo regime hidrologico da bacia em que se encon-
tra o reservatdorio: e pela descarga permitida no reservatdrio imedi-

atamente a montante, se existir, A afluencia natural e uma variavel



aleatoria dependendo exclusivamente de ocorréncias metereolégicas .
De forma que, a afluéncia a um reservatério constitui um fator que
torna a modelagem e analise de um sistema hidroelétrico bastante com
plexa. As afluencias futuras sao estimadas, entao, através de uma
distribuicao de probabilidade obtida com base nos dados historicos

de afluéncias armazenados.

Fluxo energético efluente da usina :

E controlado pela quantidade de agua que se permite e
fluir do sistema através das turbinas e pela altura de queda dessa
dgua. Durante um certo periodo de tempo a quantidade de energia re
tiravel de uma usina hidroelétrica é limitada principalmente pelos

seguintes fatores:

- Disponibilidade de recursos hidricos que depende da afluén
cia a usina, assim como da capacidade armazenadora do re-
servatorio. Logicamente, ha um limite fisico de capacida-
de maxima, e pode haver ainda um limite minimo, quando ou-
tras utilidades sao exigidas do reservatério como irriga -

¢ao, navegagao ou turismo.

- Vazao maxima permitida pelas turbinas, que limita a quanti
dade de energia que pode ser obtida da usina num certo ins

tante de operacao.

Uma usina térmica gera energia eletrica por consumo de
combustivel, podendo ser de varios tipos tais como a 6leo, a gas,nu
clear, etc. Poucos sao os fatores atuantes numa usina térmica, po-

dendo-se citar basicamente os seguintes:
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Capacidade geradora :

E limitada e € uma caracteristica de instalacao da usi

na.

Custo de operacao :

Varia de usina a usina de acordo com seu tipo e estru-
tura e sofre modificacoes no decorrer do tempo, em certos casos ale-

atorias.

Com base no que foi exposto acima, podemos agora estu-
dar as principais variaveis envolvidas num sistema de geracao hidro-

térmico, de um modo geral.

Afluencia :

O0s reservatorios das usinas hidroeletricas de um siste
ma hidrotérmico estao situados em redes fluviais dependentes ou nao,
ou seja, varios regimes hidrologicos podem ser encontrados no siste-
ma. Consequentemente, a afluéncia a um sistema de hidroelétricas &
analisada e prevista com base em varias distribuigoes de probabilida

de caracteristicas de cada regime hidrolégico presente.

Demanda :

E um fator aleatorio, embora possa ser previsto com
margem de erro razoavel, dada a existéncia de elaborados estudos es-
tatisticos no assunto. Além disso, & uma varidvel que sofre varia -

coes locais dentro da area atendida pelo sistema. Logo, consideran-
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do o custo e perdas por transmissao de energia e a limitacdao na quan
tidade de energia que pode ser transmitida pelas linhas, vemos
que a localizagéo da demanda num certo instante influencia o esquema

de operacao a ser adotado pelo sistema naquele instante.

Eficiencia e perdas :

A operacdo das usinas de um sistema hidrotérmico € mo-
dificada ainda pelo rendimento apresentado pelas maquinas geradoras
e pelas perdas de energia que ocorrem no sistema. O rendimento nu-
ma usina hidroelétrica &€ uma funcao da altura de queda da agua e da
vazao mantida através das turbinas. As perdas que mais comumente o-
correm num sistema sao devidas.3 evaporacao da agua armazenada, atri
to no fluxo pelas turbinas e nos condutos e perdas por transmissao do
centro gerador aos consumidores. A influéncia desses fatores no po-
tencial gerador de um sistema hidrotérmico € bastante significativa,
sendo portanto muito importante o seu computo na modelagem do siste-

ma.

Da rapida analise de um sistema de geracao hidrotermi-
co feita acima, podemos concluir que uma modelagem precisa levaria a
formulagao de um problema de solugao muito dificil, quando nao impos
sfvel. Assim sendo, vemos a necessidade de simplificar o modelo, de
modo a conseguir um problema de mais facil resolugao e que, mantendo
as principais caracteristicas do sistema permita-nos tirar conclusoes
significativas. Foi proposta por Little |1]| a adaptacao do sistema
em um modelo bem mais simples chamado modelo composto, como veremos

a seguir,
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SEGAO 2 : MODELO COMPOSTO E SIMPLIFICACDES

0 objetivo do presente estudo € o de conseguir algumas
informacoes basicas a respeito da operacdo 6tima a longo prazo de um
sistema hidrotérmico. Um planejamento a longo prazo, por sua vez,tem
por finalidade obter uma indicacao da tendéncia evolutiva do sistema
para uma orientacao mais segura do planejamento a curto prazo. Por
outro lado, o estudo pretende somente apresentar uma abordagem inicl
al do problema, sendo necessario um trabalho mais aprofundado para u
tilizacoes praticas posteriores das conclusoes aqui conseguidas. De
forma que, nos sentimos a vontade de fazer algumas simplificagoes e
suposicoes que sabemos fugir a realidade, mas que levam 3 obtencao de
resultados de possivel utilizacao num estudo mais completo. Sao as

sequintes as consideracoes mais importantes

Utilizacao do modelo composto

0 modelo composto se caracteriza por substituir o con-
junto de usinas hidroelétricas de um sistema hidrotérmico por uma
so usina hidroelétrica de capacidade e caracteristicas equivalentes,
dentro de certas aproximacgoes, as do sistema real. Obviamente, a va
lidade do modelo exige uma uniformizacao de caracteristicas das hi -
droelétricas para que a usina substituta possa ser realmente repre-
sentativa do conjunto. As principais hipoteses de homogeneidade exi
gidas pelo modelo sao : R
- Dos regimes hidrolégicos presentes, para que se pos-

sa obter uma distribuicao probabilistica da afluéncia ao reservato -

rio, coerente com O sistema real.
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- Da distribuigao na area de consumo da demanda total,

para que os efeitos de sua localizagao possam ser desprezados,

- Dos niveis dos reservatorios quando operados indivi-
dualmente. Assim, o alcance de um ponto critico de armazenagem (ple
na ou minima) no sistema equivalente pode significar o mesmo no sis-

tema real.

A equivaléncia de capacidade das hidroelétricas pode

ser obtida de duas maneiras :

- Por equivaléncia em volume de agua armazenada,e nes-
se caso a relacao de transformagao agua-energia deve envolver todas

as caracterf{sticas proprias de cada usina hidroelétrica.

- Por equivaléncia do potencial gerador, onde a trans-
formacao agua-energia € feita na afluéncia, armazenagem e vazao de
cada reservatorio separadamente, O somatério de todos os reservaté-
rios das variaveis transformadas é que fornece os dados que caracte-

rizam o sistema equivalente . [6]|

No nosso estudo, o primeiro processo sera adotado a -
crescido de uma suposicao, qual seja a consideracao da relagao de
transformacao agua-energia como sendo independente da altura de
queda da agua turbina e do rendimento das turbinas e geradores. Es
ta 6 uma simplificacao bastante forte, mas que sera adotada ja que

facilita sobremaneira a modelagem do problema.
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Afluéncia deterninistica

A afluéncia ao reservatorio sera considerada determing
vel a partir dos dados estatisticos anteriormente coletados. 0s re-
sultados obtidos com esta suposicao parecem ser bastante significati
vos, como mostra Little !Tl através de estudos comparativos realiza
dos num certo sistema considerando afluéncias deterministicas e alea
térias, Além disso, estes resultados sao necessarios como ponto de

partida para um estudo considerando a aleatoriedade desse fator.

Demanda

A demanda global num certo instante sera a soma dos re
quisitos energéticos de cada regiao da area consumidora, determinada
por previsao estatfstica. As perdas, anteriormente citadas, serao
computadas como uma percentagem da demanda global, de forma que a

demanda considerada no problema sera a demanda global acrescida das

perdas.

Vazao e armazenagem

A vazao maxima nas turbinas sera considerada ilimitada,
o que é irrelevante nos casos onde a demanda em todo instante € menor
que a vazao maxima. Os limites inferiores para armazenagem e vazao

serao nulos, ou seja, suporemos que nenhuma outra obrigacao é exigi-

da do reservatorio. O limite superior de armazenagem sera constante.



16

17

18

14

-~

As deficiéncias no suprimento de energia serao devidas
somente & falta dos recursos hidricos. Para isso, estamos supondo
que ha abunddncia de combustivel para geracao térmica e ainda que as

falhas nos equipamentos hao podem ocorrer .

Disponibilidade

A disponibilidade das usinas térmicas sera considerada
conhecida em qualquer instante do perfodo de planejamento. Em siste

mas com elevado nimero de usinas térmicas, essa disponibilidade é a-

leatoria.

Custo de operacao de um sistema hidrotérmico

Antes de apresentarmos as suposicoes relativas a esse
custo, se faz necessario um estudo um pouco mais detalhado do seu com

portamento.

A operacao de um sistema hidrotérmico envolve _ varias
despesas referentes a pessoal e estrutura, compra de combustivel e
manutencao dos equipamentos. Os gastos com pessoal e estrutura man-
tém-se os mesmos qualquer que seja a operacao do sistema. O me smo
nao ge verifica nos outros gastos, sendo que a despesa na manutencao
€ muito pequena quando comparada a de combustivel. Em vista disso,
e ja que estamos interessados somente na comparacao de custos opera-
cionais, o custo de operacao de um sistema hidrotérmico pode ser me-

dido através da geracao térmica desenvolvida pelo sistema,

.. -

Vejamos inicialmente como se comporta o custo desta ge
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racao num certo instante de operacao do sistema. Sabemos que o cus-
to de geracao de potencia para uma usina térmica varia com o nfvel de

geragao do seguinte modo :

e(s)]
)
]
/ 1
¢ e :
et '
1 Y l 5
gi S
onde:
. -
s = nivel de geragao
- - - . ~ - . .
sy - nivel maximo de geracao da termica |
c(s) -custo da geracao s
¥, - custo marginal aproximado da térmica i
Tomemos como aproximacao do custo marginal de uma usina térmica, o

coeficiente angular da reta que une a origem ao ponto de maxima gera
-~ - - - . ~ . -

cao (si,c(si)). £ razoavel que se tome esta aproximacao, ja que na

operacao do sistema podemos sempre manter as usinas térmicas operan-

do no seu maximo (maximo rendimento), sendo o nivel médio de geracao
térmica requisitado num certo perfodo controlado pelo tempo de opera

cao dessas usinas.

Como ja foi visto anteriormente, as usinas teérmicas tem
seu custo de geracao variando de acordo com seu tipo e estrufura e
consequentemente terao seu custo marginal assim definido também vari
ando. De modo que, podemos ordenar as usinas na ordem crescente de
seus custos marginais. E entao, € possfvel substituir o conjunto de

usinas térmicas por uma s6 usina se supomos que as usinas mais bara
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serao utilizadas preferencialmente quando um certo nivel de gera
cao for requerido, Logo, considerando os custos marginais das térmi
cas assim definidos, o custo de geracao dessa usina equivalente va -

. [ 4 -~ . .
ria com o nivel de geragao do seguinte modo:

¢ (s)

e

- |

-7 i

!

1

1

s

onde

s - —capacidade maxima de geracao térmica do sistema

E a variacao do custo marginal corresponde a derivada 3 esquerda do

custo de geragao de potencia para todo nfvel 0 < s < s

A
Vis)

o—

| 1

§

onde
y(s) = custo marginal associado ao nivel de geracao s
W(S) = aC(S)

9s”
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Como se pode verificar, a curva VY(s) assim definida
- ~ R ] -
e uma curva crescente nao estritamente e continua a esquerda ,

ou seja :
(a) sy >s, ==> V¥(s;) 2 ¥(s,)

(b) w(sy) = 1¥(s;)

Vejamos agora que consideracoes serao feitas em torno

das curvas (20) e (21) :

- Suporemos que nao hi limite maximo de geracao térmi-
ca e acrescentaremos a curva (20), um custo especial associado ao
excesso de energia requerido das usinas térmicas. Este custo espe -
cial esta relacionado com os prejuizos sociais e economicos decorren
tes de um déficit de energia no mercado consumidor equivalente ao ex

cesso requisitado das térmicas e &€ chamado custo do déficit.

- As modificacoes sofridas pelo custo serao conhecidas

para todo instante envolvido no planejamento de operacao do sistema.

- Sera considerado desconto no custo de operacgao obti-

v
i

do pela taxa de juros decorrente da aplicacao do capital no infciodo

planejamento.
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CAPTTULO 11|

0 PROBLEMA

Depois de analisado o sistema em estudo, podemos ten -
tar agora exprimi-lo matematicamente, de modo que possamos enunciar
formalmente o problema de planejamento que advém da operacao do sis-
tema. S$6 entao, temos condicoes de apreender as técnicas e proposi-
coes de solucionamento desse problema. E o que sera feito a seguir.
Em primeiro lugar, teremos a definigao de todas as variaveis existen
tes no problema, considerando as simplificagoes anteriormente sugeri
das. Em seguida, serao apresentadas as principais abordagens do pro

blema, desenvolvidas com maiores detalhes nas referéncias |1], |2/,

SEGAO0 1 : DEFINICAO DAS VARIAVEIS E ENUNCIADO DO PROBLEMA

As variaveis envolvidas no problema devem ser defini -
das em cada instante do perfodo de planejamento. A determinacao do
horizonte desse periodo € um problema a parte, dependendo principal-
mente do ciclo de esvaziamento e enchimento dos reservatorios do
sistema e dos intervalos de tempo em que sao fornecidos os dados de
modificagoes na estrutura do sistema. Suponhamos conhecido esse ho-
rizonte. Uma observacao a ser feita € quanto a equivaléncia Aagua -

energia resultante da suposigdo (11.12 ) que nos permitira comparar
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adiante, termos em unidades elétricas com termos em unidades de vo-

Jume de Agua. N3o serd exigido diferenciabilidade das funcoes a se

rem definidas, sendo necessario somente que elas sejam continuas a

direita.
Seja :
T - intervalo de tempo onde se quer fazer o planejamento
W - volume maximo de armazenagem do reservatorio
Wr- volume exigido do reservatorio no fim do perfodo de planejamen-
to

As principais variaveis que caracterizam o sistema sao

as seguintes:

Estado - w € R
Volume do reservatorio. Um estado we€lIR € viavel se
respeita os limites de armazenagem do reservatorio, ou seja

0 < w < W

Demanda - D(.) : [0,T) — rRY

Onde, para t ¢ [0,T) , D(t) € a quantidade de ener-

gia requisitada pelo mercado no instante t

Afludneia - x(.) : [0,T) — RY

Onde, para te€[0,T) , x(t) é o fluxo de agua que

chega ao reservatorio no instante t
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Contro]e - _ueR

Nivel de poténcia termoelétrica utilizada na produgao
total de energia. Um controle ue R & dito viadvel no instante

te [0,T) se

0 < u < D(t)

Vertimento - qf(.) : [0,T) — r*

Onde,para te€[0,T) , q(t) & a vazdo efluente do sis
tema nao utilizada para geracao de energia no instante t . Um ver-

timento num instante t € [0,T), q(t) , é dito admissfvel quando:

q(t) > 0 ===> w(t) = W
+
q(t’) = q(t)
Ou seja, so € permitido fluxo de agua efluente sem ge-

racao de poténcia quando o reservatorio esta cheio, e o vertimento &

contfnuo a direita.

Estratégia - wu(.) : [0,T) — mY

Fungcao que associa a cada instante t do perfodo de

planejamento um controle u(t)

Equacao de transicao de estado

Dados um instante to € [0,T) e o estado do sistema
nesse instante (w(to) = Wo) , 0 estado do sistema em qualquer ins-
tante t & [to,TJ € dado pelo balanco de fluxo afluente e efluente

do reservatorio para cada instante entre t, e t. Qu seja :



10

11

21

t
wit) = w + J [x(r) + u(t) - p(t) - q(T)JdT

to

Trajetéria - wu(.) : [0,T] — R

Chama-se de trajetoria gerada por uma estratégia u(.)
e um vertimento q(.) a partir de um estado inicial w(0) = W a
funcao que associa a cada instante t & [0,T] , o estado wu(t) do

sistema obtido pela equacao de transicao acima estabelecida (8).Uma

trajetoria wu(.) é viavel se

(¥t ¢ [0,T)) , 0 < wu(t) < W

Estratégia admissivel

Uma estratégia u(.) ¢é admissivel a partir de um esta

do w em t=0 se
o

(a) u(.) € continua a direita, ou seja

¥ te [0,7) , ul(t) = u(th)

(b) 0s controles.sdo vidveis,ou seja: ¥ te [0,7), o<u(t)<D(t)

(¢) Existe q(.) : [0,T) — rR* , admissivel (Ver 6) e tal que a
trajetoria gerada por (u(.),q(.)) a partir de W € viavel,
(d) O estado final alcangado e tal que :

w(T) > W

Instante caracteristico - t, € lo,T]

Unm instante ti € chamado instante caracterfstico nu

ma dada trajetoria w(.) se algum limite de armazenagem & atingido
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no instante t, , ou ainda , se t. € um instante inicial ou final

do planejamento (Ver 13). lIsto e, t, € um instante caracteristi-

co se uma das seguintes condigoes é satisfeita:

(a) t, =0
(b) t, =T
(c) w(tf) = 0 e (36 > 0) tal que :

(#t ¢ [ti -6, t)) , w(t) >0

(d) w(ti) =W e (368 >0) tal que

(y_té[ti-a’ti)) ’ W(t)(W

. +
Intervalos caracteristicos =~ At € R

Se o nimero de instantes caracteristicos de uma traje
toria for finito, {to’t1""’tp} , define-se intervalo caracteris-
tico como um intervalo de tempo limitado por dois instantes caracte

risticos consecutivos. Ou seja

bepoo= eyt

»

Vejamos agora graficamente em que consistem estas de-

finicoes para uma melhor visualizacao do que elas significam :

Seja dada uma trajetoria w(.)
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- .
Instantes caracteristicos {to’ti’tZ’t3’th’t5}

Intervalos caracteristicos {AtO,At1 ,Atz,At3,Ath}

Custo de um controle - c(u) : rRY = R

Custo instantaneo associado ao nivel de geracao térmi-

ca (poténcia termoelétrica) especificado pelo controle wuc¢ R . Ver
(11.20).
Custo incremental de um controle - v¥(u) : RY — R

Custo incremental instantaneo associado ao nivel de ge

~ - + ~ -
racao térmica u € R° , E uma funcao nao decrescente e que se man-
tém contfnua 3 esquerda como ja foi visto em (11.21),
Taxa de desconto - B > 0

E a taxa de juros aplicada ao capital a ser gasto na )
peracao do sistema, entre o instante inicial e o instante de sua a -

plicacao. |Impoe-se que ha sempre desconto, ou seja, B > 0

Custo de um estrategia =~ C(u(.))

Custo total decorrente da adocao de uma estratégia de

operacao u(.) pelo sistema, considerando os descontos (16 ) .

]
Clul.)) = jo clulr)) e BT dq

Podemos agora, formular o enunciado do problema de pla

nejamento a longo prazo do sistema assim modelado, do seguinte modo:
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Problgma

Conhecidas a demanda (3), a afluéncia (4), um estado
final WT e um estado inicial Wy s encontrar uma estratégia de o-

peracao admissivel @(.) de custo minimo entre tais estratégias . lsto & ,

c(a(.)) = min {C(u(.)) | u(.) é admissfvel a partir do esta-

do inicial w }
o .

Uma estratégia que satisfaca estas condigoes € chama-

da estratégia otima de operacao do sistema.

SECA0 2 : METODOS DE RESOLUCAO

Um numero razoavel de artigos €& encontrado na litera-
tura analisando o problema composto sob variados enfoques. Diferem
entre si principalmente na consideragao do tempo como variavel con-
tfnua ou discreta, da afluencia como deterministica ou aleatoria e
na variavel de decisao adotada. Basicamente, no entanto, esses es-
tudos podem ser enquadrados em dois grupos compreendendo os meto -
dos diretos e os indiretos. Vejamos mais detalhadamente em que con

sistem estes metodos.

Métodos Diretos

Esses métodos determinam diretamente a poténcia termi

ca ou hidraulica a ser gerada a cada instante do perfodo. Englobam
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estudos que consideram o interyalo de planejamento discretizado |1|

ou contfnuo |4] e |5

.

0 estudo desenvolvido na referéncia |1]| consiste basi-
camente na adaptacao do problema hidroelétrico composto, em um pro -
blema classico de estoque. Considera a afluéncia como variavel ale-
atoria distribufda segundo cadeia simples de Markov e caracteriza o
estado do sistema num estagio K pelo volume do reservatorio naque-
le estégio e a afluencia ao reservatorio no estagio anterior. A de-
cisao € a quantidade de agua a ser desestocada do sistema. 0 objeti
vo da otimizacao € minimizar o custo total esperado da energia nao
hidraulica utilizada para satisfacao do mercado consumidor. 0 pro -
blema é resolvido através de técnicas de programacao dinamica esto -
castica por utilizacao de uma equacao de recorrencia usual: relacio-
na-se o custo total esperado de operacao desde um estagio K ate
o final do planejamento, com o estado e decisao tomada naquele esta-
gio. Com base nisso, sao construfidas tabelas para cada estagio do
perfiodo de planejamento, fornecendo a decisao a ser tomada para va-

rios estados do sistema naquele estagio. De posse destas tabelas, a

operacao otima do sistema & facilmente localizada.

0s enfoques continuos apresentam como resultado uma de
terminacao grafica de uma trajetoria otima do problema composto no
perfodo de planejamento. A trajetoria e obtida por partes referen -
tes aos intervalos caracteristicos (12), sendo cada intervalo cons -
trufdo de modo a satisfazer certos principios de otimalidade. Sao su
postos nulos os descontos obtidos por aplicagao do capital (16) e su

poe-se ainda que a curva de custo de geracao térmica é estritamente
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convexa. Mais adiante, veremos algumas condicGes necessdrias de oti
malidade para o problema, onde estas duas suposigcGes sao evitadas .
Nao se faz necessaria uma andlise mais detalhada desse método de tra
jetorias, ja que o estudo posterior a que nos referimos acima sera

desenvolvido de modo semelhante.

Metodos Indiretos

A decisao € tomada com base em tabelas previamente cal
culadas do valor marginal da agua mantida em estoque. Este valor po
de ser definido para um certo estado de um determinado instante,como
a economia obtida no custo total de operacao do sistema se o volume
do reservatorio naquele instante fosse acrescido de uma unidade. 0
problema € tratado discretamente e obtem-se varias tabelas fornecen-
do o valor marginal da agua para varios estados de cada um dos esta-
gios em que se acha dividido o periodo de planejamento. De posse das
tabelas, a operégéo do sistema é obtida, fazendo-se acionar, num cer
to estdgio, as usinas térmicas cujos custos marginais de geragao (11.21) sdo
menores ou iguais ao valor da agua associado ao estado do sistema na

quele estagio.

0 método & bastante difundido, ja sendo inclusive apli
cado em varios sistemas de geragao de poténcia, podendo-se citar co-
mo exemplo a Suécia |2] e 3] , a Noruega 19|, a Franca |5| e os Es-

tados Unidos |7] e |10,

A determinacao dos valores marginais da agua é feita

com base na teoria desenvolvida por P, Massé (Les Réserves et la
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Regulation de 1'Avenir - 1945) que permite estabelecer um critério

de otimalidade para uma decisao de operacao. Segundo Massée, a deci
s3o 6tima a ser tomada num certo estado de um estagio K & tal que

)

o valor marginal esperado da agua naquele estagio permanece o mesmo
nos estagios seguintes. Para obtencao das tabelas de valor margi-
nal da agua em um perfiodo de planejamento € necessario que se tenha
(ou se estime) uma aproximagao inicial dos valores relativos a tabe
la do Gltimo estagio do planejamento. A partir daf,consegue-se por
recursao e utilizando o critério de otimalidade acima definido, che
gar as outras tabelas referentes aos estagios anteriores. 0 carater
arbitrario da aproximagao inicial € desprezivel, se os calculos pa
ra cada estagio sao efetuados até que se tenha conseguido uma certa

estabilizacao dos valores encontrados.

Vale salientar que a teoria desenvolvida por Massé
nao leva em conta a existencia de restrigcoes no sistema. De modo
que quando um dos limites de armazenagem do sistema é atingido, o

valor marginal da agua neste estado é indeterminado. O problema e
contornado assumindo-se valores empiricos previamente estipulados pa
ra esses casos limites. Observa-se ainda que a determinacao do nf-
vel de geracao térmica a ser obtido do sistema supoe uma curva de

custo marginal de geracao termica estritamente crescente.

Estas sao as principais abordagens do problema compos
to encontradas na literatura. Nao foi apresentado um estudo mais
exaustivo dessas técnicas, ja que as referéncias que contém o assun

to podem ser facilmente localizadas.
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CAPITULO 1V

‘CONDICOES NECESSARIAS DE OTIMALIDADE

A analise dos estudos enhcontrados na literatura suge
re a necessidade de uma revisao matematica um pouco mais rigorosa dos
princlipios em que se baseiam os métodos ja existentes. Em vista dis
so, apresentaremos a seguir a formulacao matematica de alguns aspec-
tos caracterfsticos da operacao do sistema quando efetuada otimamen

te.

0 trabalho sera desenvolvido com base nos estudos re
alizados por Koopmans |[4]| e Guillaumin |5 . E introduzida no en-
tanto, uma importante modificacao no modelo analisado, qual seja a
consideracao da taxa de descontos (111.16) como positiva. Nos estu-
dos anteriormente referidos, assim como em quase todas as outras a -

bordagens da literatura, essa taxa € considerada nula.

A formulagao sera feita por demonstracao inicial de
alguns lemas fundamentais. Os lemas relacionam vertimento e nfivel
de poténcia termoelétrica em casos de armazenagem critica ou numa
operacao otima do sistema. Em seguida serd apresentado um teorema
especificando uma condicao necessaria de otimalidade para a operacao

do sistema.
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SEGRO 1 : DEFINIGOES E LEWAS

Antes de apresentarmos um teorema final enfocando uma
condic3do necessaria de otimalidade de uma estratégia, formularemos
alguns lemas que facilitarao a demonstracao do referido teorema. E
conveniente ainda, introduzir algumas suposicoes e definigcoes para o

desenvolvimento a seguir,

Estratégia gerada automaticamente por uma curva p(.)

A definicdo abaixo tem um papel central no desenvolvi-
mento de condicoes de otimalidade para o problema de operacao. A par
tir de uma curva p(.) gera-se uma estratégia up(.) com a seguinte
caracteristica: em cada instante a geragao termoelétrica up(t) as-
sumira o maior valor possivel (compativel com os vinculos), a custo
marginal nao superior a p(t) . O teorema principal mostrara que u-
ma estratégia otima é gerada automaticamente por uma curva p(.) com
caracteristicas bem definidas. Deve-se ainda observar que nas abor-
dagens indiretas comentadas em (111.21) gera-se uma estratégia o6tima
a partir de uma curva de ''valor da agua', cuja utilizacao é idéntica
a3 aqui definida: a curva de valor da agua sera um caso particular de

curva geradora de um estratégia.

Definicao
. +
seja p(.) : [0,T) — R

e considere-se a funcao Gp(.) definida por
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(¥t ¢ (o,T)) ,
@ (t) = max { u | v(ue Pt < plt), u < Dd(t)}

Entao, uma estratégia Uy w (.) €& gerada automaticamente-.por p(.)se
’

numa dada trajetoria w(.)

min { Gp(t), max {0,D(t) - x(t)}} se w(t)= W
up’w(t)= Gp(t) se 0 < w(t) < W
max {Gp(t) , D(t) - x(t)} se w(t) wi{t)= 0

Observa-se que a trajetoria w(.) n3o é necessariamente gerada por

u (.).

psw

Suposicoes

Em todo o desenvolvimento a seguir exige-se a continuida

de a direita das funcoes x(.) e D(.) , ou seja

(¥ t e [0,T)) , x(tT)

D(t+)

x(t)

D(t)

]

Passemos agora a apresentacio dos lemas. 0 lema 1 rela-
ciona o vertimento q(.) e a geragao u(.) em uma estratégia, mos
trando que a especificacao de u(.) é suficiente para definir perfel
tamente o vertimento q(.). O lema 2 estuda o comportamento de q(.)
em uma estratégia 6tima. E o lema 3 isola propriedades de uma estra

tégia otima ao serem atingidos os limites do reservatério.

LEMA 1
Suponhamos conhecido o estado w(0)=‘wo no inicio do

planejamento e as fungoes q(.) e wu(.) tais que
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- a trajetdria gerada por (u(.), q(.)) & viavel

31

- a funcao u(.) & continua 3 direita,

e dada por

(¥t e

q(t) =

DEMONSTRACAOQ

12 PARTE :

(a) Se t €

(9) que

(b) Se t ¢

que a h

Caso 1

Nesse caso, a curva q(.) e admissivel se e somente se

[0,T)) ,

0 se w(t) < W

max{0,x(t) + u(t) - D(t)} se w(t) =W

Seja q(.) uma curva admissfvel.

[0,T) € tal que w(t) < W , decorre imediatamente de

0

q(t)

[0,T) €& tal que w(t) = W , suponhamos,

ipotese (8) nao e verdadeira, entao

g(t) # max{0,x(t) + u(t) - D(t)}

g(t) > max{0,x(t) + u(t) - p(t)}

Ou seja,
q(t) > 0

g(t) > x(t) + u(t) - D(t)

]

por absurdo ,

Entao, pela continuidade a direita das funcoes

q(.) (9) , u(.) (7) , x(.) e D(.) (k)

zer que

(36 >0) tal que (¥ t e [t, t+8)) ,

» podemos di
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q(t) > x(t) + u(t) - D(t)
q(t) > 0
Ou seja :

t
w(t) = W + f [x(t) + u(r) - D(x) - q(v)]
t

E entao, ¥ Tte[f,f+6), vem :

q(t) > 0

w(t) < W , o que por (9) é um absurdo.

Caso 2 : q(t) < max{0,x(t) + u(t) - D(t)}
Qu seja :

q(t) < x(t) + u(t) - p(t)

ja que q(t) > 0 por definigao.
Entao, por (9), (7) e (4) podemos dizer q

(36 >0) tal que (¥te [t,t+s)) ,

q(t) < x(t) + ult) - D(%)

_ t
w(® = wa [T+ (o) - (o) - alo)
o que por (6) se constitui um absurdo.
Logo, de (14) e (16), vem que :

w(t) =W — q(t) = max{0,x(t) + u(t)

E de (10) e (17), podemos concluir que se

missivel, entao é dado por (8)

dt < W

ue

1 dt >

4

- D(t)}

q(.)

W

e ad-
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22 PARTE :  Seja q(.) dado por : (¥ tel0,T)) ,

0 se w(t) < W

q(t) =
max{0,x(t) + u(t) - D(t)) se w((t) = W

Nesse caso, vemos diretamente da definicao que

q(t) > 0 —~ w(t) = W

E mais que gq(.) & uma funcao contfnua a direita, ja
que as fungoes envolvidas na sua definicao tambem o

sao.

Logo, podemos concluir que q(.) €& admissivel.

O0BSERVACAOQ

Do lema 1 vemos que o vertimento q(.) admissivel e

totalmente definido pela politica de operacao u(.) aplicada ao
¢

sistema a partir de um estado inicial wg . De modo que, daqui por
diante falaremos em estratégia gerada por wu(.) ao invés de

(u(.),q(.)) e chamaremos de vertimento associado a uma estratégia

u(.), & funcao definida em (8)

LEMA 2 :

Seja wu(.) wuma estratégia 6tima (111.18) aplicada ao
sistema a partir de um estado inicial w(0) = wy , e q(.) o ver-

timento associado a esta estratégia.
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Entdo, ( ¥ t ¢ [0,T)), temos

q(t) > 0 — uf(t) =0

DEMONSTRACAOQ

Suponhamos por absurdo que a afirmacao (21) € falsa, entao

(I t' e [0,T)) tal que

u(t') > 0

q(t') > 0

E pela continuidade a direita das fungoes u(.) e q(.), pode
mos afirmar que

(36 > 0) tal que (¥t e [t',t'+8)) ;

u(t) > 0

q(t) > 0

E entao, pelo lema 1 vemos que
w(t) = W

Logo, (¥t e [t',t'+8)) temos que

x(t) + u(t) - p(t) - q(t) =0

Definamos uma nova estrategia u'(.) do seguinte modo

(o) fu(t) , (¥t & [t',t'+8))
i t:
- 1max {o,ult) - q(t)} , (¥te [t',t'+8))

E seja um vertimento q'(.) dado por
qlt) , (¥t& [t,t+6))
q'(t) = '
x{(t) - D(t) + u'(t) , (¥ telt',t'+s))
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Deve~se mostrar que q'(,) € admissfvel ;
Na estratégia w'(.,) gerada por (u'(.),q'(.)) , o integrando
da equagao de transicao de estado se anula em todo te [t',t'+s)

como se pode verificar de (24)., Ou seja
(¥t e [t',t'+8)) , x(t) + u'(t) - D(t) - q'(t) =0
Portanto, podemos concluir que
(#t € [t',t'+6)) , w'(t) = w(t) = W

E entao, pelo lema 1, o vertimento associado a u'(.) neste in

tervalo e dado por :
qg'(t) = max {0,x(t) - D(t) + u'(t)}
Mas, de (22) e (23) vemos que

x(t) - D(t) + max {0,u(t) - q(t)}

x(t) - bD(t) + u'(t)

x(t) - p(t) + u(t) - q(t)

|V

0

| v

E portanto

q'(t) = max {0, x(t) - D(t) + u'(t))= x(t) - D(t) + u'(t)

0 que coincide com o vertimento construido em (24) e mostra que
q'(.) € admissfivel.

Podemos verificar ainda que a estrategia u'(.) e admissfvel
ja que por definigao é continua a direita, gera uma trajetdria idén
tica a gerada por uma politica 6tima e admite um vertimento q'(.)
admissfivel,

Fagcamos agora uma comparacao entre os custos das politicas

u'(.) e wu(.)
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(t'+6

Clu(.)) = €(u'(.)) + [c(u(x)) - clu'(x))]e BF dr

"t'
Sabemos que
(¥t e [t',t'+8)) , wu(t) >0

q(t) > 0

u'(t) = max {0,u(t) - q(t)}
Donde se conclui que nesse intervalo
u' (t) < ult)

E pelo carater crescente da curva de custo de geracao descrita

em (11.20)

(¥t e [t',t'+8)) , cl(u'(t)) < clu(t))

E portanto

C{u'(.)) < C(u(.)) o que € um absurdo, ja que u(.) por hipo

tese € uma estratégia otima.

Logo, a afirmacao (21) é verdadeira.

LEMA 3 :

Seja w(.) a trajetoria gerada por uma estratégia otima wu(.)

a partir de um estado inicial Wy o Entao

(a)  wi(t)
(b)  w(t)

il

W — qf(t)

max {0, x(t) - D(t)}

0 — u(t) > 0(t) - x(t)
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DEMONSTRACAQ

(a) w(t) = W
- Se uf(t) =0, entao pelo lema 1 temos

q(t) = max {0, x(t) - D(t) + u(t)} = max {0, x(t) - D(t)}

- Se wu(t) > 0, entao, pelo lema 2 , temos
q(t) =0
e consequentemente
x(t) < D(t)
ja que se assim ndo fosse, terfamos t = t + &, &>0
tal que

t
w(t) = W + J [x(t) - b(t) + u(r)] dr > W o que nao pode a-
t

contecer sendo w(.) viavel

(b) w(t) =0
por absurdo, supondo ser falsa a afirmacao (26)

(31 ¢t e [0,T)) tal que

w(t) =0

u(t) + x(t) - dD(t) < O

Mas pela continuidade a direita de wu(.) , D(.) e x(.) , po-

demos afirmar que
(3 6>0) tal que (¥t e [t,t+s8)) , temos

w(t) < VW

u(t) + x(t) = D(t) < 0



38

e entao:

=
—~~
t
~—
]

t
J_ [X(T) + u(t) - D(T)}dT <0 o que & um absur
t
do.

Logo, a afirmacao (26) & verdadeira.

SECA0 2 : CONDICAO NECESSARIA DE OTIMALIDADE - 0 TEOREMA

Passemos agora a apresentacao do teorema final, ante-
riormente citado, relacionando uma condicao necessaria de otimalida-
de para uma estrategia de operagao. A demonstracao sera feita por

etapas, considerando as diversas situacoes que podem ser defrontadas.

TEOREMA:

pR—

Se u(.) € uma estratégia otima aplicada ao sistema a
partir de um estado inicial w_ e w(.) e a trajetoria por ela ge

rada, entao
(3 p(.) : [O,T) + RY )Y tad que
- u(.) = up,w(')

- p(.) e constante nos intervalos caracteristicos.

DEMONSTRACAO

Seja

At; = um intervalo caracteristico qualquer da trajetoria w(.)

gerada por u(.)
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q(.) = o vertimento associado 3 estratégia u(.)
T = {t e &t | w(t) > 0}

Definamos
sup ¥ (u(t)) o Bt se T # ¢
pi‘={

0 se T = ¢

[O’T)) ’ P(t) = p

s
o
Na”
[}
-+
[\
0
o~
o
r—
<
r+
[}

Queremos mostrar que

u_ (t)

(‘VteAti) , uf(t) o

Inicialmente vejamos o queocorre se T

]
5-

Entao
pi=0

(’V‘téAti) , w(t) = 0

Logo, o integrando da equagao de transicao de estado é nulo no inter

valo At assim como, pelo lema 1, o vertimento associado a uf(.).

Qu seja
(-VteAti) , q(t) = 0

x(t) = D(t) + u(t) =0
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E portanto :

u(t) D(t) - x(t)

max {0, D(t) - x(t)} , pois wu(t) > 0O

u, (t)
Logo, (¥ t e Ati)

u(t)

up;(t) onde p, =0

Basta, portanto, considerar o caso Tt # ¢

A demonstracdo serd feita por absurdo. Cada possibi-
lidade de absurdo € inicialmente tratada de modo a serem eliminados
casos criticos e a se conseguir chegar a hipoteses mais simples. A
segunda hipotese de absurdo analisada (33) & contrariada por constru
cao de uma estratégia de operacao baseada na estratégia o6tima e que
sendo viavel, apresenta um custo operacional inferior ao custo desta

estratéegia 6tima.

Suponhamos entao,que ( 3 t) € Ati) tal que

U(t]) #u o (t))

Pi

Se U(tl) > u -(tl)’ entao, considerando que pela de-

Pi
finicao de P (28)

(¥te 1) , vlu(t))e Bt <P

podemos concluir que somente um dos seguintes casos pode acontecer:
(a) Se w(t]) = W tem-se

u(t]) > upt(t]) = u(t]) > max {0, D(t]) - x(t])}



41

Ou seja

u(,t‘) > D(,t]) - x(t])l =3 u(,t') - D(t]) + x(,tl) > 0

Pelo lema 1, vemos que o vertimento associado a wu(.) no ins

tante t, é dado por

q(t]) max {0, x(t]) - D(t]) + u(t')}

8

x(t]) - D(t') + u(t]) > 0

Mas, pelo lema 2

u(t]) > 0 = q(t])=0

o que € uma contradicao e entao a hipotese inicial € falsa, ou
seja

ulty)) < u (t)

(b) Se w(t]) =0 , tem-se
u(t,) > upi(t]) = ulty) > 0(t,) - x(t,)

u(t‘) > max{ u | y(u)e BEI < pyl

E entao, devido a continuidade a direita das fungoes envolvi-

das

(3 6] > 0) tal que ('V t ¢ [t" t'+6l)) ’
x(t) - p(t) + u(t) > 0

q(t) =0

E mais, dada a continuidade a esquerda de V¥(.) (11.23) e a

direita de wu(.)

(3 8, > 0) tal que (¥ te [t],, t,+6,))

2
v(u(e))e ™t > p,
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Logo,
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De fato : ¥(.) continua 3 esquerda e W(u(t,)e'6t1 > py im-
plica em :
(13 ey > 0) tal que u > u(tl) " oey

W(u)e-Btl > p;

(3 €y > 0) tal que u > u(t]) " €19

v(u)e Bt » P

, (¥ telt), ti+e,])

Da continuidade a direita de u(.)

(3 ey > 0) tal que u(t) > u(t,) €172
(¥ t e [t), ty+e;))
Logo, se &, = min {e,, 83}

(¥ t ¢ [t], tl+62)) , v(u(t)e Pt > P,

Fazendo-se § = min{él,Gz} , tem-se de (30) e (31) que

(JVL t € (t]; t]+5)) ’

t

w(t) = J [x(x) - p(1) + u(x) - q(x) ] dr > 0
t

v(u(t))e Pt > p,

o que contraria a definicao de P;

por (a) e (b) vemos que u(t‘) < u (t1)

Portanto, basta verificar o que ocorre, se supomos:

u(t]) < upi(t‘)
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Esta hipdtese implica pela definigao de wu_  (t) em ;

h(tl) < upi(t])
De fato : Se w(t') =0 , tem-se

u(t]) < maX{api(t]), D(t]) - X(t])}

E, pelo lema 3

u(t,) > p(ty) - x(t,)

Logo :

ult,) < Gpi(tl)

Se W(tl) # 0 , entao up‘(t]) < Gpi(ti)
Portanto, podemos dizer que

ult,) < D(t,)

>

u(ty) <u max{u | ¥(u)e B%1 < p;}

W(G)e-Btl

IA

Pi

Devido a continuidade & direita das funcoes envolvidas
(3t} >t , t; ¢ [0,T)) tal que :
u(t;) < D(t;)
u(t;) < u

E obtem-se, dado que § > 0 e t; >t

v(i)e™H < w@e 1< p,
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Observacao : Eliminagao do caso w(t]) = ¥

Se w(t‘) = W , entao a hipotese (33) implica em :
u(t,) < o(ty) - x(t,)

u(t‘)r< u

Usando a continuidade 3 direita das fungoes, vemos que
(13 t; >ty t; < T) tal que

u(t) < p(t) - x(t) , ftre Q[t],tl']
u(t') <a & max fu | v(ue PH <Pt 2 u'
onde

- - ]

o' 8 max {u | ¥(u)e Bty < byl

Segue que

w(ty) [x(x) - D(7) + ulx) - q(1) ] dr

it

=

+
—
T t

A
=

w(ti)

De (34) e (35), depreende-se que € suficiente considerar o ca-

so w(tl) < W , fazendo t, = t{

Finalmente, a hipotese inicial de absurdo (33) reduz-se ao seguinte

caso:

(3

t, € Ati) (3 u > 0) tal que

u(t]) < D(tl)
u(tl) < u
T(G)e-Btl < Py

w(t]) < W
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Seja € dado por

2¢e =p; - W(G)e-st‘ R e » 0 devido a (38)

Pela definicao de supremo, tem-se :

(3 tye 1) tal que

¥P(u(t2))e-Stz > p; - €

Observe-se que de (38) e (41) temos :

?(U(t,))e_st' < w(u(tz)e'BtZ

e portanto , t, £ t,

Passa-se agora 3 construcdo de uma estratégia admis-
sfvel correspondente a u(.) perturbada: aumenta-se a geracao nhuma
vizinhanca de t] , @ custo marginal inferior a Py — & reduz- se
o controle perto de t, , a custo marginal superior a Py + € . Mos =~
tra-se que a estratégia perturbada conduz a um custo total inferior

ao de u(.) estabelecendo a contradigao

Obviamente, a perturbacao esta sujeita a limitacoes
para que se mantenha a viabilidade dos controles =na nova estratégia

construida e ainda a viabilidade na trajetoria por ela gerada.

Vejamos inicialmente,que variacoes podem sofrer os

controles proximos a ty e t,
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Acréscimos permissiveis perto de £
Seja Y, tal que

2y, = min {D(t‘) - u(tl) , u - u(t])}

Pela continuidade a direita das fungoes, tem-se

42 (3 6, >0) tal que (¥ te [t), t,+8,)), (¥ v <)

u(t) + vy < p(t)

43 (3 §, > 0) tal que (¥ te [tl’ t]+62)), (¥vy < yl)

u(t) + v < u

Decréscimos permissiveis perto de t,

Seja Yy > 0 tal que

by ¥(u(ty) - 2v,)e Pf2 > po -

Entao ,

(3 85 > 0) tal que (¥ t ¢ [tz, t2+63)) (¥ v < Y,)

Lsg u(t) - v > 0
Bt
L6 Y(ult) - v Je 2p; "€
Garante-se a existéncia de Y, e 63 pela conti -

nuidade 3 esquerda de Yu(.) e a direita de u(.) . Ver (32)
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Construcao da fungao perturbadora
Seja § tal que
47 0 <8 <min {8,8,,8, [tz—t]I,[ti+]-t]l,|ti+l-t2|}

Define-se Au_ (.) : [0,T] — R por

Y se t e [t], t]+6)
AuY (t) =< -y se t € [tz, t2+6)
0 se t ¢ [t,, t,+s) U [t,, t,+8)

As conclusoes em (42), (45) e (47) garantem que

- A funcao perturbadora estd bem definida (os intervalos sao

disjuntos e estao em Ati)

48 - A estrategia perturbada, u(.) + Auy(;), mantém os controles

viaveis para todo y tal que

A [3
y 2 v = minly;,v,}

Graficamente, a perturbacao da estratégia u(.) e
consequente modificacdo na trajetoria gerada, pode ser vista do se-

guinte modo

(Ver figura na préoxima folha)
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Y

A |

i+ L

‘4

Basta verificarmos, portanto, os limites impostos a

Y para que a trajetoria perturbada seja vidvel. Observa-se ainda

que se tivéssemos considerado t, > t, , a modi ficagao na trajeto -

t e

ria seria contraria, ou seja, a curva seria decrescida entre 2

t, De modo que a diversificacao do efeito leva a necessidade de

considerarmos separadamente os dois casos, o que sera feito a sequir.

(a) Se t, < t, , temos

(¥teAti ,t>tl) , wit) < W

Ja que w(.) € continua, temos :

>

w = max{w(t) | te [t], t2+6]} < W
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(b)
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A trajetdria gerada por u(.) + AuY(,) , considerando o mesmo

vertimento anterior, é dada por ;

wit) se t € [O,t]]
t
Wi (E) = 1 ow(e) + Jt bu (x) 4t se te (&), tyrs]
1
w(t) se t € (t2+5,TJ

Mas, por construcao, tem-se

(t
0 < J AUY(T) dt < &y , ¥t € [t], t2+6]
t
1

. . - W
Portanto, se fizermos y < min {y, 3} , temos
wi(t) < w(t) + v

w'(t) > w(t)

Ou seja, a estratégia perturbada gera uma trajetoria viavel.

Se t] > t temos :

2 b4
(¥ te At , > tz) , w(t) > 0
ja que w(tz) >0 , tye T

Portanto ,

w £ min {w(t) | t e [tz, t‘+6]} > 0

A trajetdoria gerada por wu(.) + AuY(.) , considerando o mes-
mo vertimento anterior, € dada por :
w(t) se t & [O,tz]

t
w'(t) = W w(t) + j AUY(T) dr se te (t,, t]+6]

2
[ wt) se te (t,+s, T]

t
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Mas, por construcao, tem-se ;

t
0 > J Cbu (t) dt > -8y , ¥ t€ [tz, t]+6]

t Y ‘

2
: - ¥

E agora, se fizermos y < min {y, —1}, temos :
w'(t) > w(t) - w

w'(t) < w(t)

Logo, w'(.) €& viavel ,

Se observarmos ainda que o vertimento associado a
u(.) + AuY(.) se mantém o mesmo que o de u(.) , podemos garan-
tir que wu(.) + A uY(.) € uma estratégia admissivel., De fato, es
ta condicdo é satisfeita ja que a modificacao sofrida pela traje-
toria € tal que os limites de armazenagem nao sao atingidos. (Ver

lema 1).

Passemos agora a comparacao entre os custos das es-
tratégias.

Sabe-se que:
t]+
Clu(.) + au_(.)) = €lu(.)) = J
Y t‘

§
[e(ult)+y) - clulx))]e BTdr +

t.+6

N J 2" e (uln) -y) - clult)) e BTdx
t

2

E ainda que, dado o cariter crescente de Wu(.)
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54 cluty) s c(u) + ¥luty) .y

c(u-vy) < c(u) - v(u-y).vy

Substituindo-se (54) em (53), tem-se :

t]+5 -8
55 Cu) + au () - Clu() < j v (ule)y)e BTdr -
t
1
t,+9d
- I 2 Y.W(U(T)'Y)G-BTdT
t
2
Verifica-se que :
(a) (¥ te [t,, t;#8)) , ult) + vy < u (por (43))
Logo :
v(u(t)+y)e Pt < w(e Pt < w(we ™t = p; - 2¢

(b) (¥ t e [t,, t,+8)) ,

vlu(t)-v)e Pt > wlu(e) - v)e ™t > 5 - e
Logo, concluimos de (56) e (57) que ;

(#t' e [t,, t;+6)) e (¥ t"e [t,, t,+8))
-Btll

Y(u(t')+v)egst' < ¥(u(t')-y)e

E ent3o, aplicando este resultado em (55), vemos que :

Clu(.) + Auy(.)) - C(u(.)) < o
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Portanto, a estratégia perturbada é admissivel, e tem
um custo de operacao inferior a u(.) (estratégia 6tima), o que esta

belece a contradicao e encerra a demonstracao .
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cAPITULO_V

coNcLUSTES

Como resultado do estudo desenvolvido anteriormente,
sobre a operacao de um sistema de geragao hidrotérmico, chegou - se
a formulagao de condigoes necessarias de otimalidade para uma estra-
tégia de operacao do sistema. A verificagao dos conceitos envolvi -
dos pode ser feita graficamente com relativa facilidade, a partir de

uma estratégia conhecida.

Os resultados obtido nao sao imediatamente aplica -
veis a construcao de estratégias o6timas, ja que nenhuma condicao su-

ficiente de otimalidade foi estabelecida.

A cohstrugao de estratégias por computador exige a
discretizacao do tempo e, consequentemente, a introdugao de novas
simplificacoes. Por outro lado, é mais facil considerar afluencias
aleatérias no problema discretizado. A extensao dos resultados aqui
obtidos a esse caso constitui um prolongamento necessario a este tra

balho.

Além disso, € necessaria uma revisao do estudo para
aplicac3o a um caso real, onde se abandonem certas simplificacoes a-

qui consideradas.

Finalmente, € preciso ainda que se consiga resolver

o segundo problema, descrito no Capitulo |, qual seja a distribuicao
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do total a ser gerado hidraulicamente em cada uma das usinas hidroe-

létricas do sistema,.

As conclusoes obtidas abrem o caminho para a obten -
¢ao de resultados utilizaveis em problemas reais, sem muitas das sim
plificacoes heurfsticas presentes atualmente nos varios métodos de )
timizagcao existentes na literatura. Prepara-se também o terreno pa-
ra o estudo do ''valor da agua'', que deixa de ser necessariamente cons
tante sobre uma estratégia otima, quando se considera descontos e cus
tos realistas para a geracao térmica. Pode-se prever que o valor da
agua sobre uma estratégia esta estreitamente ligado as fungoes p(.)

estudadas nesta tese,
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