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RESUMO 

Neste trabalho estudamos dois problemas distintos. O pri 

meiro 6 calcular os coeficientes Walsh para funções continuas, com 

maior precisão. O segundo uma aproximação melhor para funções 

contínuas conhecendo seus coeficientes Walsh, aplicada 5 compres- 

são de dados. 

Damos, também, tabelas exemplificando os problemas. 



ABSTRACT 

In this work we studied two different problems. The first 

was an accurate method o£ calculating the walsh coefficients of a 

function 'from its samples. The second was calculating the function 

given its walsh coefficients. An application was given to 

compression o£ data. Numerical examples have been included. 
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O sistema de funções Walsh surgiu em 1900 com J.A.Barret 

[l] e foi introduzido em matemática em 1923 por J.L.Walsh [2]. 

Este sistema é ortonormal e completo como mostraremos nos 

itens 2.29 e 2.37 do capitulo 11. As funções Walsh assumem sem- 

pre os valores +1; mudam de sinal somente quando a variável 6 um 

múltiplo de uma potência de 1/2 (ver item 2.13) e uma função c05 

thua f (t) , t E [O ,T I , pode ser desenvolvida em série Walsh como 

veremos mais tarde. 

~á poucos anos atrás foram sugeridas muitas aplicações 

das funções Walsh em lugar das funções seno e coseno [33. Dentre 

elas a principal é em computação eletrônica. 

Nosso objetivo neste trabalho é resolver dois problemas 

distintos. O primeiro consiste em desenvolver em série Walsh uma 

função contínua da qual conhecemos apenas alguns valores, mas de2 

conhecemos a descrição analítica. Isto porque, conhecendo-se a 

expressão analítica da função, esse desenvolvimento é muito sim- 

ples de ser obtido (ver 55, capitulo 11) . 
Resolvemos este problema usando uma interpelação da fun- 

ção por um "spline" cúbico (51 - capitulo III), e depois calcu- 

lando os coeficientes do desenvolvimento em série Walsh deste 

"spline" cúbico. 

Usamos o "spline" cúbico porque tem boas propriedades , 



tais como: dá uma boa aproximação da função [ 4 ]  e, consequentemen - 
te, dos coeficientes Walsh e sua derivada primeira é de cálculo 

simples. 

Este método será exemplificado através de duas funções no 

capitulo 111. 

O segundo problema consiste em determinar uma função con - 
tinua, conhecendo um número finito de seus coeficientes Walsh. 

A aplicação direta da fórmula do desenvolvimento em sé- 

rie Walsh não dá uma boa aproximação da função, pois dá origem a 

uma função descontinua, devido 5s caracter~sticas das funções bá- 

sicas da série. 

Para uma convergência melhor calculamos, apenas, um nfme - 
ro finito de valores pelo processo acima e os interpolamos por um 

"spline" cúbico para determinar completamente a função. 

Aplicamos este problema à compressão de dados, isto é , 
mostramos que fazendo os coeficientes Walsh da função que estão 

mais próximos de zero assumir o valor zero, temos, ainda, uma boa 

aproximação da função. 

Damos exemplos de compressão de dados para três funções 

distintas no capitulo 111. 

A definição de função Walsh usada neste trabalho, foi a 

dada por Paley [ 6 ] .  Paley redefiniu essas funções ordenando-as de 

maneira diferente da de Walsh, como exemplificamos no Item 2.25 , 
onde damos as duas definições. 



Escolhemos e s t a  de f in ição  por dar  uma convergência melhor 

da  transformada Walsh d e f i n i d a  no 5 3  do c a p i t u l o  I11 [5]. 

Apresentamos um algori tmo para r e so lve r  os d o i s  problemas. 



C A P Í T U L O  II 

~efinições e propriedades de funções Walsh 

1'- ~unçÓes Rademacher 

2.1 - ~efinição de Paley 151 

Para k = 1,2,.., e t E [0,1), define-se a k-ésima fun - 
ção Rademacher por : 

onde t = (0.tlt2.. .tk.. . )  2 ' tk = 0,l I 

tk obtido por: 

2.4 - ~efinição de Walsh [O] 
Define-se função Rademacher por; 

R (o )  = sign ~sen(2" n o ) ]  
n 

onde n = 1,2,... e 0 E [0,1) 



2.6 - observação: 

Para melhor compreensão da construção do gráfico da fun- 

1 ção Rademacher, observe que se t E [O, --) então tl=t2=. . .=t,=O. 
2 

Para verificar esta afirmativa supor: 

2.8 -  rãf fico das três primeiras funções Rademacher: 



2 - • unções Walsh 

2,9 - Definição de Paley 151 

Define-se função Paley (ou função Flalsh) por: 

onde tk é obtido como em (2.3) e ik é dado por 

2.12 - Exemplo: 

Se considerarmos i = 5 na definição 2.1, temos: 



-3 -2 Logo n = 3 e t = t 3 . 2  + t 2 . 2  . i t l . 2  -1 

Como 
tk 

= O ou tk = 1, vem: 

1 t = 0 . 0 0 1  = 1 ~ 2 ~ ~  + o X z m 2  + 0 ~ 2 - l  = - 
8 

-3 2  t = 0 .010  = 0 x 2  + 1 x 2 ~ ~  + 0x2-1 = - 
8 

t = 0.011 = 1 x 2 - 3  + 1x2-2 + 0x2-l = 3 8 

4 t = 0 . 1 0 0  = 0 ~ 2 - ~  + 0x2-2 + 1x2-1= - 
8 

5  t = 0.101 = 1 , < 2 - ~  + 0x2-2 + 1x2-1 = 

6 t = O . U O  = 0 d 3  + + 1 ~ 2 - 1  = - 
8 

-3 7 t = 0 . 1 1 1  = 1 x 2  + 1 x Y 2  + 1 x 2 - L  - 
8 

Usando a definição de P a l e y ,  temos: 

pal (5 ,O)  = 1 

1 1 pa1 ( 5 , 8 )  = (-1)  . (-1) . (-1) = -1 

o p a 1 ( 5 , $ )  = (-1)' . ( - 1 ) '  . (-1) = 1 

o p 5  = - 1  . (-1)  O . (-1) = -1 

4 1 p a 1 ( ~ , ~ )  = (-1) . - 1  O . (-1) = -1 

5 p a l ( 5 , g )  = ( -1)  . ( -1)  . ( - 1  = 1 

6 O 1 p a 1 ( 5 , 8 )  = (-1) . (-1) O . (-1)  = -1 

7 1 p a 1 ( 5 , ~ ) =  ( - l l l .  ( - 1 ) ' .  ( -1)  = 1 



2.13 - observação: 

k k+l Seja t E [O (1) . ~ n t ã o  se  t E [x -) a£ irmamos que: 

Prova : 

Seja t =  2mktr r O r < zrn , entáo 2n+m 

k ilkn i2kn-l i k  pa l  (i ,-I = (-1) 
9n (-1) . I )  2-1)ink1 (2.15) 



Como as expressões (2.15) e (2.16) são iguais, então 

2.17 - ~ráfico das oito primeiras funções Paley, 

Usando os parágrafos 2.12 e 2.13 podemos traçar o gráfico 

da função gal(5,t) e, de maneira análoga, o gráfico das funções 

pal(i,t) , i = 011,2,3,41617. 
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2.18 - ~efinição de Walsh [O] 

Define-se função. Walsh por: 

m ii 
wal (n,tl = I I  Ri (t) 

i=l 

onde m e ai são dados por 

i com bi = 2 -1 e a = 0.1 e onde (n) e (b.) são as  represe^ i 2 

taçÓes binárias de n e bi respectivamente e o srmbolo 8 repre- 

senta a adição módulo 2. 

2.21 - Exemplos: 

2.22 - Se considerarmos n=l na definição 2.4, temos: 

1 
wal(1, t) = Rl (t) = R~ (t) 

2.23 - Considerando n=6 na definição 2.4, vem: 



2.24 - comparação entre funções Paley e funções Walsh 

Pelos exemplos 2.12 e 2.23, podemos verificar que 

2.25 - comparação entre as oito primeiras funções Paley e fug 
ções Walsh, 

Usando as definições 2.9 e 2.18 estabelecemos a seguinte 

relação: 

pal(0,t) = wal(0,t) 

pal(1,t) = wal(1,t) 

pal(2,t) = wal(3,t) 

pal(3,t) = wal(2,t) 

pal(4,t) = wal(7,t) 

pal(5,t) = wal(6,t) 

pal(6,t) = wal(4,t) 

pal(7, t) = wal(5, t) 

2.27 - Propriedades das funções Walsh 
n 2.28 - Um conjunto com 2 , n = 1,2,.. . , funções Walsh com a 

operação 



onde 6 6 a soma mÕdulo 2, forma um grupo abeliano [O]. 

2.29 - O sistema de funqões Walsh 6 ortonormal: 

Prova : 

pal(i,t) pal(j,t)dt = 

Logo : 

então b asta provar 

se i#j vamos mostrar que ]oPal(klt)dt = O 

k 6 um número fixo, diferente de zero, que é represen - 

tado na forma binária por 

n kiti 
pal (k,t) 9 n (-1) 

i=l 

onde t = (O.tlt 2...) , ti = 0,l 
2 



Sabemos que a função pallk,t) 6 constante em cada inter- 

i+l valo [L , assumindo sempre os valores +1 ou -1. Como k é 
2" 2 

diferente de zero, podemos afirmar que existe um número m de ki 

que assumem o valor um, m menor ou igual a n, e um número n-m de 

ki que assumem o valor zero. 

A função pal (k, t'] vai assumir o valor -1 quando 

e isto significa que temos um número impar de parcelas k.t. iguais 
1 1  

a 1. 

Logo a função pal (k , t) vai assumir o valor -1. 

vezes, com p = i n l  se m for par 

se m for ímpar 

Como 2n-m 1 3 n-1 (Cm + C, + ... + C:) = 2 (2.36) 

vemos que a função pal(k,t) assume 2n-l vezes o valor -1 e, 

consequentemente, 2"-l vezes o valor +1. 

~ntão a expressão (2.32) 6 verdadeira e o sistema de fun- 

ções Walsh é ortonormal, 



ci 
a
 

h
 

c, 
V

 

rci 

r
l 
-
 



Logo para calcular fo,fl, .... f , basta resolver um 
2n-l 

n sistema homogêneo com 2" equações e 2 incÕgnitas, cujo determinan - 
te principal é de ordem 2", o que Implica em 

k k+l Supondo que f (t) não muda de sinal no intervalo , 
n Vk = 0,1,...,2 -1 , podemos afirmar que 

Como, por hipótese, 

e por definição de pal(i,t) se i -+ m então 2" + a afirmamos que 

existe um n tal que f(t) não muda de sinal em cada intervalo 

~onclu~mos, então, que f(t) = O V t E (0,l). 

3 - Transformada Walsh 

Como sabemos, quase todas as funções de tempo, f(t) defi- 

nidas no intervalo (O,T), podem ser aproximadas pela série de 

Fourier [3] 

2¶t 2mt 4mt + f (t) = F + f i ~ ~  s e n ~  + f i ~ ~  c o s ~  + f i ~ ~  s e n ~  O ... (2.37) 



onde Fo =,$ 1 f(t)dt 
o 
T 

28t dt 
F. = - I f ( t )  sen - 

~efinição: 

Como o sistema de funções Walsh é ortonormal e completo , 
podemos desenvolver uma função f (t) em série Walsh [3] 

Fazendo uma mudança de variável 

temos : 

O número ai 

transformada Walsh da 

definido em (2.40) 6 chamado de i-ésima 

função £ (t) . 



4 - Matriz Walsh 

Define-se matriz Walsh, WNt por 

onde 

2.44 - Exemplo: 

Seja n = 3 



2.45 - ~ e f i n i ~ ã o  

Dizemos que a matriz AN é ortogonal se 

onde N é a ordem da matriz A e I é a matriz identidade NxN. 

2.46 - Propriedades das matrizes W a l s h  

2.47 - As entradas das matrizes W a l s h  assumem sempre os vale- 

res f l  e -1. 

Prova : 

Por definição de matriz Walsh 

2.48 - As matrizes Walsh são simétricas, isto 6 ;  w = w ik ki 

Prova : 

Temos que provar que 



k pai (i ,n) = (-1) iikn . . . (-1) inkl 

2.52 - As matrizes Walsh são ortogonais. 

Esta propriedade é uma conseqfiência direta da propriedade 

(2.29) . 

2.53 - Se a matriz Walsh W 6 de ordem N, sua matriz inversa 

W -' é dada por 

Esta propriedade decorre das propriedades (2.48) e (2.52) . 

5 - ~elação entre as transformadas Walsh de uma função e a matriz 

Walsh. 

Na prática, ao desenvolvermos uma função em série, usamos 

um número finito de parcelas e no caso da série Walsh este número 

será do tipo 2n, onde n = 1,2,.. . 



então z E [ o t l ]  e Seja x = - 
T f  

Sabemos que as funções Walsh sso constantes em cada in- 

~ n t ã o ,  para obtermos as 2" transformadas Walsh da fun - 
FãO f (t) , t E [o,T], basta multiplicar a matriz Walsh W pg 

2 x 2  
la matriz 

A2" Onde 



onde 



Problemas 

1 - Primeiro problema. 

Conhecemos um número finito de valores {f (tO),f (ti),.. . , f (tm)) 
da função f(t) mas não sabemos a expressão analltica da função e que 

remos desenvolvê-la em série Walsh. 

solução : 

pois não 

g(t-1 que 

lar A' 
2n 

A 

Neste caso não podemos determinar a matriz A (2.55) 
2n 

conhecemos f(t). Vamos, então, calcular um spline cúbico 

vai interpolar f (t) nos pontos ti , i = O , 1, . . m e calcu - 

, uma aproximação para 
r Onde 

x = t  
T t E [oIT) 

Usaremos o spline cúbico porque tem boas propriedades de 

convergencia já que a convergência é de quarta ordem 661, 

Um spline cúbico g(t) é uma função que em cada intervalo 

Iti ] é um polinômio cúbico gi(t) diferente, é contínua e suas 

derivadas, primeira e segunda, são continuas. 

- Para calcular g(t) 6 suficiente determinar Dg(ti) que e, 

por definição, igual a Ai [ 4 ] ,  onde Ai é dado por: 



Vamos representar os polinÔmios gi (t) , por: 

onde i = 0,l ,...,m-1 

onde A i  é calculado fãcilmente aplicando operações elementares as 

linhas do produto de matrizes acima. 

Basta, agora, determinar a e bi. i 

Sejam h = ti+l-ti e yi = f(ti) 



Logo : 

Resolvendo o sistema ( 3 . 4 ) ,  temos: 

I - 2 
'i 'i-i = 3 a i h  + 2 b i h  



Xih - 'i-i h - 6yi + 4Xi-Lh + 6yiW1 + 2hih 
a = i 1 

h 

Conhecidos os coeficientes do polinómio gi(t) o "spline" 

cúbico fica determinado, Basta, agora, aplicar o resultado (2.55) 

ã g ( t )  e em seguida a equação (2.56) o que determina a aproxima- 

ção que desejamos para a transformada Walsh de f(t) 



3.7 - Exemplo: 

vamo 

Seja m =  3, isto 6 ,  conhecemos: 

f (to) ,f (tl) t f  (t2) ,f (t3) 

, apenas, lembrar a maneira de calcular A .  

2 (y1-Y0) + Y2 -y0)/2 

3(y2 - y0) 

3(y3 - YL) 

2 (y3 - y2) + (y3-y1)/ 

Para simplificar os cálculos façamos: 



Realizando operações elementares sobre a s  l i n h a s  do pro- 

duto acima, v e m :  





Logo ; 

2 - Segundo problema. 

Determinar os valores f (to) ,f (tl), . . . ,f (t,) de uma fun- 

ção f (t) , conhecendo um conjunto finito de transformadas ~alsh , 
Iaora l,...,a I ,  da função. 

2n-l 

solução : 

Uma solução rápida seria multiplicar a matriz inversa da 

matriz Walsh de ordem 2" pela matriz coluna cujas entradas são 

as transformadas Walsh conhecidas. obteriamos, então, os valores 



n 
A i = O 2 -1 definidos na equação (2.55) e definiriamos 

O processo acima não dá uma boa aproximação para a fun- 

ção f (t). Faremos então a seguinte aproximação: após determi- 

n narmos i = 0,1,...,2 -1, definimos 

onde 

Interpolando os valores g(xi) por um spline cúbico g(t). 

vem : 

'I, 

f (to) = g(tO) 



3 - Exemplos 

Daremos aqui exemplos dos problemas 1 e 2. Usamos para 

esses exemplos duas funções cujas expressões analiticas são conhe- 

cidas, as funções exp(-t) e sen 2¶t, para fazermos uma comparação 

entre os resultados obtidos pelos processos indicados nos proble- 

mas e os resultados obtidos através do cálculo direto, já que as 

funções são conhecidas. 

Daremos também um exemplo para compressão de dados, isto 
L 

e, conhecidas as transformadas Walsh de uma função f(t) vamos sub- 

tituir seus menores valores por zero e ainda assim, usando spline 

cúbico, chegaremos a uma boa aproximação da função f(t). 

Para exemplo de compressão de dados vamos usar as funções 

exp(-t), sen 2¶t e valores de um eletrocardiograma. 

Usaremos aqui a seguintes definição para o erro relativo 

L Ci A 4 

S e  X = (x1,x2,. . . ,xN) é um vetor e X = (x1,x,. . . x ) e N 

uma aproximação deste vetor então 



3.17 - Consideremos a função expf-t) restrita ao intervalo 

[0,1], Calculando dezesseis transformadas Walsh desta função va- 

mos obter o vetor Ao abaixo. 

Dividindo o intervalo [0,1] em subintervalos [xi,xicl 1 
i = O,l,. ..,m , onde faremos m igual a 16, 10 e 5 respectiva - 
mente e onde I X ~ + ~ - X . (  é constante, e calculando £(ri) para cada 

1 

i = O,l,. ..,m , determinamos, pelo processo do problema um, dezeg 
seis transformadas Walsh da função exp(-t) que notam& respectiva - 
mente por AI, A2 e A , fazendo uma comparação entre esses veto- 3 

res e A denotando os erros por E1, E2 e E respectivamente. o ' 3 
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3.18 - Exemplo análogo a o  3,17 p a r a  a  função s e n  2 ¶ t  r e s t r i t a  

i n t e r v a l o  



3.19 - Exemplo do segundo problema: 

Calculamos o valor da função exp(-t) nos pontos x E [0,1], i 

i = 0,1,2, ..., 16 , onde [X~+~-X.] 6 constante, a partir de suas de- 
1 

zesseis primeiras transformadas Walsh. 

Usamos os dois métodos descritos no problema 2, notando 

por Y1 o vetor dos valores obtidos pelo primeiro processo, por Y2 

o vetor cujas componentes são os valores da função obtidos através 

de splines cÜbicos e por Y os valores de exp(xi), i = Ot1,. .=,16. 

Denotaremos os erros por E 1 e E2 respectivamente. 



3.20 - Exemplo a n á l o g o  a o  3.19 para a função  sen 2 ¶ t  r es t r i ta  

a o  intervalo [O, 11 . 



3.21 - compressão de dados: 

Usando as dezesseis primeiras transformadas Walsh das f u n  

ções exp (-t) e sen 2¶t construimos a tabela seguine mostrando o er- 

ro no cálculo dos valores das funções. 

Chamamos de TW o número de transformadas Wa1sh que assu- 

rqem o valor zero, 



11 O .  0392457 0 .0065868  1 
3.22 - Exemplo análogo ao 3.21 obtido para cento e cinquenta 

valores de um eletrocardiograma e suas duzentos e cinquenta e seis 

primeiras transformadas Walsh. 

Notamos por TW o número de transformadas Walsh que assu- 

mem o valor zero. 



Para dar uma idêia  melhor da aproximação dos valores de 

um eletrocardiograma quando fazemos algumas de suas transformadas 

Walsh assumirem o valor zero,daremos a seguir o gráfico da função, 

e gráficos obtidos quando fazemos 56,116,  176 ,206  e 236 transfor- 

madas Walsh iguais a zero, respectivamente. 

Usamos para o traçado dos gráficos, quinze dos cento e 

cinquenta valores usados no cálculo. 





As tabelas dadas no capitulo anterior, nos mostram que um 

número finito de valores de uma função pode nos dar uma boa aprox& 

mação da transformada Walsh da função, e que o problema inversotaín 

bém tem uma solução melhor com "splines" que da maneira usual. 

Verificamos, através dos exemplos 3.17 e 3.18 que, ao cop 

siderarmos apenas seis valores da função exp(-t) obtivemos um erro 

menor que ao considerarmos o mesmo número de valores da função 

sen 2mt. ~tribuimos isto ao fato de a primeira função ser suave e 

segunda oscilante. 

Este aspecto do problema precisa, ainda, ser analisado. 

Deixamos, também, uma pergunta: este processo de obter a 

transformada Walsh de uma função é economicamente vantajoso para 

funções oscilantes? 

As observações anteriores também são válidas para o segun - 
do problema. 

No exemplo do problema de compressão de dados, vemos que, 

mesmo que façamos onze das dezesseis transformadas Walsh das fun- 

ções exp(-t) e sen 2¶t assumirem o valor zero, chegamos a um valor 

muito próximo do obtido quando conhecemos as dezesseis transforma- 

das Walsh. 

~onclu~mos, então, que não precisamos conhecer muitos coe 



f i c i e n t e s  da s é r i e  Walsh para  obtermos uma boa aproximação da fun- 

ção, e que, para  a função sen 2 ¶ t  e s t e  r e su l t ado  & ainda melhor , 
p o i s  em sua maioria ,  seus c o e f i c i e n t e s  Walsh já e s t ã o  muito prÕx3 

mos de  zero,  como vemos no exemplo 3.18. 

O problema de  compressão de dados pode também s e r  r e s o l -  

vido em têrmos de  série de  Four ier .  Um campo para s e r  pesquisado 

é qual  das  duas,  a s é r i e  de  Four ier  ou de  Walsh, é a que dá melho- 

res resu l t ados .  
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1 - Programa para resolução dos problemas 1 e 2 do capltulo 111. 

Chamamos de F a matriz cujas entradas são os coeficientes 

Walsh de uma função f(t), de A a matriz cujas entradas Ai , 
i = 0,1,2,. . . ,2n-1 , são dadas por 

e chamamos de W a matriz Walsh 2"x2". Pela equação 2.56 sabemos 

que 

1.1 - Subroutine AREA e subroutine FJALSH. 

Sejam to, tlt 0 - 1  tm pertencentes ao domhio de f (t) . 
A) Conhecemos f (ti) , i = O, 1,. . . ,m. 

Se fizermos NI = O a "subroutine área" calcula a matriz 

A e a "subroutine Walshti calcula a matriz F. 

B) Conhecemos a matriz E'. 

Se fizermos NI = 1 a "subroutine Walsh" calcula a matriz 

A e a "subroutine área" calcula f(ti), i = O,1,2, ..., m. 



1.2 - Subroutine MIN. 

Esta "subroutine" faz os menores coeficientes Walsh da fun - 
ção iguais a zero. 

IL determina o número de coeficientes Walsh que queremos 

que assuma o valor zero. 





F ( J )  = o  
9 CUNT IlQLIE. 

HETUHN 
FND 




