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RESUMO 

Es ta  t e s e  t r a t a  do s i g n i f i c a d o  do comportamento com- 

p e t i  t i v o  em Economia. A f im de a c e n t u a r  os p r i n c i p a i s  a s p e c t o s  des  - 

t e  i m p o r t a n t e  c o n c e i t o  i n t r o d u z - s e  a  g e n e r a l i z a ç ã o  dada por  Debreu 

e  S c a r f  pa ra  o  problema,  o r i g i n a l m e n t e  a p r e s e n t a d o  por  Edgeworth em 

s e u  Mathemati c a l  Psychi  c s  , que s u r g e  quando a g e n t e s  econÕmi cos  , p o s  

s u i n d o  q u a n t i d a d e s  p o s i t i v a s  de de terminbdos  b e n s ,  comparecem ao  

mercado e  procuram n e g o c i a r  s u a s  d o t a ç õ e s  i n i c i a i s .  8 r e s u l t a d o  da 

t r o c a  é uma r e a l o c a ç ã o  d e s t e s  r e c u r s o s  i n i c i a l m e n t e  possu?dos .  Con - 
c e n t r o  minha d i s c u s s ã o  s o b r e  o  problema da e x i s t ê n c i a  de a l o c a ç õ e s  

c o m p e t i t i v a s ,  i . e ,  a q u e l a s  que possuem um s i s t e m a  de p reços  a s s o c i -  

ado s a t i s f a z e n d o  cond ições  de comportamento Õtimo. 



A B S T R A C T  

T h i s  work i s  concerned  w i t h  t h e  meaning of  c o m p e t i t i v e  

b e h a v i o u r  i n  Economics. In o r d e r  t o  u n d e r l i n e  t h e  main f e a t u r e s  o f  

t h i s  i m p o r t a n t  c o n c e p t  I  i n t r o d u c e  t h e  g e n e r a l i  z a t i o n  g iven  by Debreu 

and S c a r f .  The problem,  o r i g i n a l l y  p r e s e n t e d  by Edgeworth i n  h i s  

Mathemat ica l  P s y c h i c s ,  a r i s e s  when many t r a d e r s ,  owning pos i  t i v e  

amounts of  some goods ,  meet i n  t h e  market  and t r y  t o  n e g o c i a t e  t h e i r  

i n i t i a l  endowments. The exchanges  r e s u l t  i n  a  r e a l l o c a t i o n  o f  t h o s e  

r e s o u r c e s  i n i t i a l l y  owned. I  c o n c e n t r a t e  my d i s c u s s i o n  o n  t h e  

problem of t h e  e x i s t e n c e  o f  competi  t i v e  r e - a l l o c a t i o n s  ; i  . e ,  t h o s e  

t h a t  have a  p r i c e  sys tem a s s o c i a t e d  w i t h  them s a t i s f y i n g  some 

c o n d i t i o n s  of  optimum b e h a v i o u r .  
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I N T R Q D U Ç Ã O  

O es tudo  das t r o c a s  que surgem e n t r e  ind iv iduos  que 

afluem ao mercado com c e r t a s  quant idades  de bens f o i  primeiramente 

apresentado por Edgeworth em seu Mathematical Psychics (1881) .  E s  - 

t e  es tudo  apresen ta  a  pr imeira  formulação p rec i sa  do comportamento 

compet i t ivo.  Apesar de sua impor tânc ia ,  somente na dgcada de 50 

f o i  a t r i b u i d o  r e a l  v a l o r  ao t r a b a l h o  de Edgeworth, quando se  d e t e r  - 

minou conexões e n t r e  as  economias do t i p o  por e l e  estudado com jo- 

gos de n-pessoas.  

Edgeworth considerou a  p r i n c i p i o  uma economia com - 
posta  de 2 ind iv iduos  e  2 bens,  cada um dos ind iv iduos  possuindo 

determinadas quant idades  i n i c i a i s  d e s t e s  bens. Estes  agentes  com- 

parecem ao mercado para negociar  e s t a s  quant idades  possuidas .  O 

r e s u l t a d o  do comgrcio & uma r e - d i s t r i b u i c ã o  d a  quant idade t o t a l  des - 

t e s  recursos  i n i c i a i s .  Numa anã1 i s e  de s i  tuações a  p r i o r i  , Edge - 
worth considerou o  conjunto dos r e s u l t a d o s  que poderiam a d v i r  das 

negociações n o  mercado e concentrou sua a tenção naqueles r e s u l t a  - 
dos que eram bons para ambos os i nd iv iduos ,  no s e n t i d o  de que a  s i  - 

tuação dos agentes  não pode s e r  melhorada simultaneamente por meio 

de comêrcio ad i c iona l  ( e s t e s  r e su l t ados  são denominados Pare to  Õti - 

mos) e  que eram p r e f e r r v e i s  às  dotações i n i c i a i s .  A e s t e  conjun- 

t o  Edgeworth deu o  nome de C u r v a  de Contra to .  Considerando os r e -  

s u l t a d o s  aos qua is  e r a  poss ive l  a s s o c i a r  preços s a t i s f a z e n d o  c e r  - 
t a s  condições ( t a i s  condições s e rão  e s p e c i f i c a d a s  mais t a r d e ) ,  i . e ,  ' 

r e su l t ados  competi t i  vos,  Edgeworth observou que e s t a s  p a r t i c u l a r e s  



d i s t r i h u i c õ e s  d o s  r e c u r s o s  e r a m  e l e m e n t o s  d a  C u r v a  d e  C o n t r a t o .  Com 

o  i n t u i t o  d e  i s o l ã - l a s ,  E d g e w o r t h  i n t r o d u z i u  uma e c o n o m i a  e x p a n d i d a  

com 2n i n d i v i d u o s .  D e m o n s t r o u  e n t ã o  q u e  à m e d i d a  q u e  n  t o r n a -  s e  

m a i o r  e m a i o r ,  m a i s  e m a i s  d i s t r i b u i ç õ e s  d o s  r e c u r s o s  s ã o  e l i m i n a  - 
d a s  d a  C u r v a  d e  C o n t r a t o  o b t e n d o - s e  como " l i m i t e "  d e s t e  c o n j u n t o  o s  

r e s u l t a d o s  c o m p e t i t i v o s .  O a r t i f f c i o  u t i l i z a d o  n e s t a  d e m o n s t r a ç ã o  

f o i  o  q u e  E d g e w o r t h  d e n o m i n o u  r e c o n t r a t o .  U m  g r u p o  q u a l q u e r  d e  i n -  

d i v T d u o s  r e c o n t r a t a  um r e s u l t a d o  d o  c o m é r c i o  ( a  p r i o r i )  p a r a  o  c o n -  

j u n t o  t o t a l  d e  a g e n t e s  s e  I h e s  é p o s s i v e l  r e d i s t r i b u i r  e n t r e  s i  s u -  

a s  d o t a ç õ e s  de t a l  modo q u e  p e l o  menos um d o s  p a r t i c i p a n t e s  d o  g r u -  

a n t e r i o r  po  e s t a  m a i s  s a t i s f e i t o  com o  novo  

e nenhum o u t r o  o  d e s e j e  m e n o s .  

A T e o r i a  d o s  J o g o s  

r e s u l t a d o  d o  q u e  com o  

chamou n ú c l e o  a  C u r v a  d  e C o n t r a t o  

d e  E d g e w o r t h .  Com e s t e  novo  nome a p a r e c e r a m  a s  g e n e r a l i z a ç õ e s .  A 

p r i m e i r a  d e l a s  f o i  a p r e s e n t a d a  p o r  G e r a r d  D e b r e u  * ( 1 9 6 0 )  q u e  e s t u  - 
d o u  o  n ú c l e o  d e  uma e c o n o m i a  com m t i p o s  d e  a g e n t e s  e L b e n s  . 
R e c e n t e m e n t e  o u t r a s  s u r g i r a m  p a r a  e c o n o m i a s  com um número  i n f i n i t o  

n ã o  e n u m e r ã v e l  d e  a g e n t e s  e o  p o n t o  d e  v i s t a  d a  T e o r i a  d a  M e d i d a  

f o i  i n t r o d u z i d o  n o  e s t u d o  d o  n ú c l e o .  

O o b j e t i v o  d e s t a s  n o t a s  é a p r e s e n t a r  um m o d e l o ,  d e -  

r i v a d o  d o  t r a b a l h o  d e  D e b r e u * ,  q u e  n ã o  s o m e n t e  p e r m i t a  a  o b t e n ç ã o  

d o s  r e s u l t a d o s  d e  E d g e w o r t h  como também a  d e m o n s t r a ç ã o  d a  e x i s t ê n -  

c i a  d e  uma a l o c a ç ã o  c o m p e t i t i v a .  O f a t o  c r u c i a l  p a r a  a  v a l i d a d e  

d e s t e  r e s u l t a d o  é a  c o n t i n u i d a d e  d a  d e m a n d a ,  q u e  permite ,  c o n s i d e -  

r a n d o - s e  o  s i m p l e x o  d e  p r e ç o s ,  a  a p l i c a ç ã o  d o  T e o r e m a  d e  B r o w e r .  



O t r aba lho  é d iv id ido  em 4 p a r t e s .  Na pr imeira  apre  - 
sen ta -se  alguns r e su l t ados  matemáticos. Não s e  pretende nada além 

de f i x a r  a notação com e s t a  p a r t e .  A segunda t r a t a  de um breve r e -  

sumo dos conce i tos  econÔmicos em torno  dos quais  g i r a  a  a n á l i s e  e ,  

f i na lmen te ,  as  p a r t e s  I 1 1  e  IV estudam o  núcleo de economias não 

produt ivas  e  produt ivas  , respect ivamente .  

* Gerard Debreu - H.  Scarf 



A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  um resumo da m a i o r i a  dos r e s u l -  

t a d o s  e  c o n c e i t o s  matemát icos  que s e r ã o  u t i l i z a d o s .  A no tação  em- 

pregada no  r e s t o  do t r a b a l h o  a  que 5 aqui  a p r e s e n t a d a  e  conse  - 
quentemente e s t e  C a p r t u l o  I s e r v e  como um gu ia  de r e f e r ê n c i a s  da 

1  i nguagem u t i  1  i zada.  

1  : Conjuntos  

Se S é um c o n j u n t o  e  x um e lemento  ( p o n t o )  de S ,  

escrevemos x c S  . Se x não é e lemento  de S  , e s c r e v e - s e  x 4 S.  

Como exemplos de c o n j u n t o s  apresentamos:  

1N: c o n j u n t o  dos números n a t u r a i s ,  i . e ,  o  c o n j u n t o  formado 

p e l o s  números l , 2 , 3 ,  ... 
a: c o n j u n t o  dos nümeros r e a i s .  

Em g e r a l ,  dados o b j e t o s  a , b , c ,  ... i n d i c a - s e  por  

l a , b , c ,  ... 1 o c o n j u n t o  que formado p o r  e s s e s  o b j e t o s .  Com e s t a  

convenção,  por  exemplo, 1t4 -={ I  , 2 , 3 , .  . . I  . 

Se S é um c o n j u n t o ,  s e j a  P uma p r o p r i e d a d e  r e l a -  

t i v a  a  um e lemento  g e n é r i c o  de S  . E s t a  p r o p r i e d a d e  P d e f i n e  

um novo c o n j u n t o  denominado p a r t e  ou suhcon jun to  de S . Es te  

subcon jun to  c o n s i s t e  dos e lementos  de S  que gozam da p r o p r i e d a -  

de P . Formalmente: P d e f i n e  o  s u b c o n j u n t o  I x e S ;  x tem a  p r o  - 
p r i e d a d e  P ) .  Quando nenhum elemento  de S tem a  p r o p r i e d a d e  P 



d i z - s e  que P d e f i n e  o  s u b c o n j u n t o  v a z i o ,  d e n o t a d o  p o r  fl . 

Dados d o i s  c o n j u n t o s  S  e  Y , d i r e m o s  que  S  e s t á  

c o n t i d o  em Y e  e s c r e v e r e m o s  S C Y , quando t o d o  e l e m e n t o  de S 

6 tembém um e l e m e n t o  de Y . D i r e m o s  q u e  S - Y  quando S c Y e  

Y C S  . 

Se S é um s u b c o n j u n t o  de Y , o s  e l e m e n t o s  de Y que 

não  p e r t e n c e m  a  S  d e t e r m i n a m  um s u b c o n j u n t o  de Y denominado  com - 

p l e m e n t a r  de  S em Y e  r e p r e s e n t a d o  p o r  CyS . 

Se S  e  Y são c o n j u n t o s ,  a  u n i ã o ,  S U Y , de S e  

Y é o  c o n j u n t o  dos e l e m e n t o s  que  p e r t e n c e m  a S o u  a  Y ( o u  a  

ambos).  A i n t e r s e ç ã o ,  S n  Y ,  de  S e  Y , é o  c o n j u n t o  dos  e l e  - 
m e n t o s  que  p e r t e n c e m  s i m u l t a n e a m e n t e  a  S e a  Y . 

Se S é um c o n j u n t o  , P ( s )  r e p r e s e n t a  o  c o n j u n t o  

de t o d o s  os  s u b c o n j u n t o s  de S . 

2: Funções  

Se jam S e  Y d o i s  c o n j u n t o s  não  v a z i o s .  Se a  cada 

e l e m e n t o  x de S e s t á  a s s o c i a d o  um Ü n i c o  e l e m e n t o  y de Y , 

d i z - s e  que  e s t á  d e f i n i d a  a  f u n ç ã o  f de S em Y . Usaremos tam- 

bem o  v o c á b u l o  a p l i c a ç ã o  d e s i g n a n d o  uma f u n ç ã o  f . R e p r e s e n t a r e -  

mos uma f u n ç ã o  f de S em Y a t r a v e s  da n o t a ç ã o  f : S - + Y  , on - 
x+f ( x )  

de p a r a  cada x em S , f ( x )  r e p r e s e n t a  o  e l e m e n t o  d e  Y a s s o c i -  

ado a  x v i a  f . Os c o n j u n t o s  S e  Y são  chamados, r e s p e c t i -  



vamente, domTnio e  contradomrnio de f . 

A s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o  i5 uma reprodução da r e f e -  

r ênc i a  ( 1 )  . 

"Seja  L um conjunto  não vazio cu jos  elementos 

chamaremos i n d i c e s  e  representaremos por h . Dado u m  conjunto  não 

vazio  X , uma famTi i a  de elementos de X com i n d i c e s  em L é uma 

ap l i cação  x : L -+ X . 

Dada uma f a m i l i a  x , indicaremos o  v a l o r  de x 

no elemento h de L por x h  , ao invés  da notação usual x ( h )  . 
A f a m í l i a  x é ind icada  também pelo  simbolo ( x ~ ) ~ ~  L . "  

Se L = I H  a fam7l ia  denomina-se sequência  de 

elementos de X . 

Se S é um conjunto  e  ( A h ) h  L é uma fami - 

l i a  de elementos de ? ( s ) ,  a união d e s t a  f a m i l i a ,  r ep re sen t ada  por 

U A h  é o conjunto  dos elementos de S que pertencem a pelo  me - 
A &  L 

nos um dos A h  . A i n t e r s e ç ã o  d a  f a m i l i a  A X  , é o conjunto  
xc L 

dos elementos de S que pertencem a  todos os A h  . Formalmente: 

U A h  = { x e S ;  e x i s t e  L com x t P h l  
X E  L 

fl A h  = f x C S  ; x C A h .  para t o d o  h E L 1  
xe L 

m 
Se L = f 1 ,  . . , I  e s c r eve - se  também (.I A i  

i = l  
e  f i  A representando a  união e  a  i n t e r s e ç ã o ,  respec t ivamente .  

i = l  i 



Se S  é um c o n j u n t o  não v a z i o  e  ( S h ) h t  L , 

L = l . . .  1 é uma f a m í l i a  de e l ementos  não v a z i o s  de 113(5) de - 

f i n e - s e  o  p rodu to  c a r t e s i a n o  S lx  ... xSm da f a m i l i a  ( S h ) h E  L como 

o  c o n j u n t o  de t o d a s  a s  a p l i c a ç õ e s  f  : 1 . .  1 Ç h  t a i s  
A G  L 

que f ( h ) C  Sh p a r a  todo h=l  , . . . ,m . Os elementos  ,de S , x .  .xSm 

s ã o  r e p r e s e n t a d o s  p e l a s  m-uplas ( s  , . . . s )  onde s h  E Sh para  

todo h=l  . . .  m . Os s h  s ã o  denominados componentes ou coordena - 
das  da m-upla. 

Se pa ra  todo h = l . .  . m ,  Sh=B , re 'presentaremos  

o  p rodu to  S l x . .  . xSm por  B~ . Como exemplo ap resen tamos :  

IRm = ( ( x l  . , X m )  ;x i  G um numero r e a l )  , o  espaço e u c l i d i a n o  a  

m dimensões . 

S e j a  S  um c o n j u n t o  não v a z i o .  Uma r e l a ç ã o  

b i n á r i a  R em S  é um s u b c o n j u n t o  do p rodu to  SxS . Se o  p a r  
- 

( X Y Y )  e  <:um e lemento  de R , e s c r e v e - s e  xRy . 
S e j a  R uma r e l a ç ã o  b i n á r i a  em S  . Diremos 

que R é : 

i )  r e f l e x i v a :  s e  pa ra  todo x c  S  xRx 

i i )  s i m é t r i c a :  s e  a  cond ição  xRy a c a r r e t a  yRx 

i i i )  a n t i - s i m g t r i c a :  s e  a s  cond ições  xRy e  yRx a c a r r e t a m  x=y 

i v )  t r a n s i t i v a :  s e  a s  cond ições  xRy e  yRz a c a r r e t a m  xRz 



v )  comple ta :  s e  pa ra  todo  p a r  x ,y  de e l emen tos  de S , xRy, yRx, 

ou ambas a s  r e l a ç õ e s  s e  v e r i f i c a m .  

Uma pré-ordem p a r c i a l  em S 5 uma r e l a ç ã o  b i -  

n ã r i a  R em S r e f l e x i v a  e  t r a n s i t i v a .  Uma ordem p a r c i a l  em S 

é uma pré-ordem p a r c i a l  a n t i s i m ê t r i c a .  O s?'mbolo & s e r á  usado(em 

l u g a r  de R )  p a r a  r e p r e s e n t a r  uma prê-ordem p a r c i a l .  Uma pre-ordem 

( respec t ivamente - . ,o rdem)  é uma pré-ordem p a r c i a l  completa  ( r e s p e c -  

t i v a m e n t e ,  ordem p a r c i a l  c o m p l e t a ) .  

S e j a  & prê-ordem p a r c i a l  em S  . Se X , Y  

s ã o  e l emen tos  de S  t a i s  que x &  y e  y 6 x  esc reve remos  x-y. 

Se x b y  e  não y &  x , esc reve remos  x 4 y  . 

Dada 4 prê-ordem p a r c i a l  em S , s e  y é um 

e l emen to  de S t a l  que p a r a  todo  x em S , x & y  ( r e s p e c t i v a  - 

mente y  5 X )  d i z - s e  que y um ma io r  e lemento  ( r e s p e c t i v a m e n t e ,  

menor e l e m e n t o )  de S . 

A n o t a ç ã o  - s e r á  usada  pa ra  r e p r e s e n t a r  a o r  - 
dem usual  de  IR . 

I< 

Se a , b  c IR com a < b ,  d e f i n e - s e  o s  con jun-  

t o s  : 



Se x = ( x ,  ,..., x n )  e  y = ( y ,  , . . . , y n )  s ã o  e l emen tos  

de ( v e t o r e s ) ,  sua  soma x+y é por  d e f i n i ç ã o  o  v e t o r  ( x l + y l  ,. . . , 
x n + y n )  O e lemento  n e u t r o  d e s t a  ope ração  é o  v e t o r  c u j a s  componen- 

t e s  s ã o  t o d a s  n u l a s  que s e r á  r e p r e s e n t a d o  por  O . O s i m é t r i c o  de 
- 

x ,  -x , é o  v e t o r  ( - x l  ,... , - x n )  Se A é um número r e a l  A X  e  o  

v e t o r  ( h x ,  .. .. .hx , ) .  A d i f e r e n g a  e n t r e  x e Y , x-y , é o  v e t o r  

X C ( - y ) .  

1  Se x ,. . . , x m  s ã o  e l emen tos  de IRn , sua  soma 
1  m 

x  +. . .+xm ( d e f i n i d a  i n d u t i v a m e n t e )  s e r á  r e p r e s e n t a d a  por  1 x  j 
j = 1  

Escreveremos x  L y  com o  s e n t i d o  de que pa ra  

todo  i = l  . . . n x i  5 y i  . Escreveremos x 5 y  com o  s e n t i d o  - de 

que p a r a  todo  i - 1  . . . n x i  5 yi  e  x d i s t i n t o  de y . Finalmen- 

t e  x  < < y  s i g n i f i c a  x i  y i  p a r a  todo  i = l  . . . n . 

Se a ,  , b l  , . . . ,a, , b n  s ã o  nümeros r e a i s  com a i < h i  - 
p a r a  todo  i = l  . . .  n , o  p r o d u t o  c a r t e s i a n o  b l : h l ]  x ... x  [an:bn] C 

n C denomina-se h i p e r p a r a l e l e p i p e d o  de IR . 

Diz-se  que u m  s u b c o n j u n t o  A de G l i m i t a -  

do s e  e s t á  c o n t i d o  em algum h i p e r p a r a l e l e p i p e d o .  

n 
Consideraremos IR p r o v i  do da norma e u c l  i d i  ana 

I 1  1 1  , i . e , d a a p l i c a ç ã o  I !  :dn------+~~ 



x n Uma sequência  (x ) X t  ,N de elementos de I R  e 

convergente a  x o t  I$ s e  para cada número r e a l  E > O  e x i s t i r  x ~ c \ N  

com a propr iedade:  h t  lU , h > - h, , en tão  l x - x O /  E . Escre-  
A veremos x 0  = l im x . 

X 

h Dada a  sequência  ( x  ) XE ,N de elementos de 

s e j a  cp : 1N - ii\I uma ap1 icação  com a  propr iedade:  

cp(x)  = cp(y) impl ica  em x=y ( i  . e ,  cp é i n j e t i v a ) . '  A ' sequencia  

( x m i k )  X 
) k ~  IN denomina-se subsequência de ( x  

X Diremos que uma sequencia ( x  )Xt , f l  de elemen- 

t o s  de I K ~  6 l i m i t a d a  quando seu conjunto  de va lores  {x" ;h( iN 1 

o f o r .  Para sequências  l i m i t a d a s  va l e  o s e g u i n t e  
X Teorema: Se ( x  ) X E  IN 6 1 imi t ada ,  admite subsequênci a  convergen -- 

t e .  

Se A é u m  subconjunto de  IR^ diremos que 
h A é fechado s e  para cada sequência  ( x  )AE,N de elementos de A ,  

convergente ,  l im ' x' 6 u m  elemento de A . 
X 

U m  subconjunto  B de I$ é compacto s e  é f e -  

chado e l i m i t a d o .  Para compactos va l e  o  s e g u i n t e  

Teorema: Se ( B X ) X  c L e uma f a m í l i a  de conjuntos  compactos n ã o  
n 

vazios  de IR com a  propr iedade que para toda p a r t e  @ # I C L ,  f i  - 

n i t a *  , f? B # , e n t ã o  fl B ~ # @ .  
Y G E  

Y X G L  

* Diz-se que I 6 f i n i t o  com j elementos s e  6 poss íve l  determi-  
nar  $ : I  .+ I1  ,. . . ,j) t a l  que para  todo k f  (1  ,. . . ,j) e x i s t e  um Único 
x C I com + ( x )  = k . 



n 
S e j a  A um subcon jun to  na"o vaz io  de e  

f : A -  ,a 
uma a p l i c a ç ã o .  Diremos que f  é con - 

x --h f ( x )  

X t i n u a  em x o E  A , s e  pa ra  toda  s e q u ê n c i a  ( x  )Ae,N de e lementos  de 
X A convergindo a  x 0  a  s e q u ê n c i a  ( f ( x  converge a f ( x O )  . 

Diremos que f  é con t rnua  em A s e  f  é c o n t i n u a  em todo elemen- 

t o  de A . 
n 

Se x e  y s ã o  e lementos  de IR o  segmento de 
n 

r e t a  com ex t remidades  x e  .y 6 o c o n j u n t o  [ x : ~ ]  = I z t  \R: z = t y + ( l -  

- t ) x  com t t [0:1] 1 . 
n 

U m  subcon jun to  S de IR é d i t o  convexo s e  t o d a  

vez que x ,y  6 S ,  [x:y] C S . E i m e d i a t o  que i n t e r s e ç õ e s  q u a i s q u e r  

de c o n j u n t o s  convexos s ã o  convexas .  

A e n v o l t õ r i a  convexa de S C  Rn é o  menor s u b -  
n 

c p n j u n t o  convexo de IR , no qua l  S e s t á  c o n t i d o ,  i .  e ,  a  envol  t ó -  

r i a  convexa de S  a i n t e r s e ç ã o  de todos  os subcon jun tos  convexos 

que contém S  . A e n v o l t õ r i a  convexa de S  c o i n c i d e  com o  subcon- 

j u n t o  de R n  formado tomando-se t o d a s  a s  combinações convexas f i -  

n i t a s  de e lementos  de S , i  . e ,  o  c o n j u n t o  de todos  os e l ementos  
1  i  z = a l x  + . . . + u x P  onde x E S pa ra  todo i = l  . . . p ,  a i ~ O  i = l  . . . p  

P 
e  f a i = l .  

i = I  

S e j a  c  um número r e a l  e  p um v e t o r  não nulo  de 

(gn . O h i p e r p l a n o  com normal p e  c o n s t a n t e  c  é o  c o n j u n t o  
n 

{ x  C I@!! ; p . x  = c }  onde p . x  = 1 p i . x i  s e  p = ( p l  ,. . . , p , )  e  
i = l  



x  = (x, , . , . ,xn)  . D i z - s e  que  o  h i p e r p l  ano com n o r m a l  p  e  c o n s  - 
t a n t e  c  é l i m i t e  p a r a  um s u b c o n j u n t o  S C  \IZn se  S  e s t á  c o n t i  - 
do em um dos s e m i - e s p a ç o s  

Os d o i s  t e o r e m a s  que  seguem s ã o  c r u c i a i s  n e s t a s  

n o t a s .  

n  
Teorema: S e j a  S um s u b c o n j u n t o  c o n v e x o  de IR e  z um p o n t o  

n  
d e  . E x i s t e  um h i p e r p l a n o  com n o r m a l  p e c o n s t a n  - 
t e  c , t a l  que  p . z  = c  , l i m i t e  p a r a  S , quando  e  ape - 
n a s  quando  z não  é p o n t o  i n t e r i o r  de  S , i .e ,  quando  

n 
n ã o  e x i s t e  E > O t a l  que { x i \ R  ; I l x - z l l < ~ >  C S . 

Teorema: P o n t o  F i x o  de B r o w e r  

S e j a  S  um s u b c o n j u n t o  de i~~ n ã o  v a z i o ,  c o m p a c t o  e  

c o n v e x o .  S e j a  f : S - IR uma f u n ~ ã o  c o n t í  - 
x  - f ( x )  

nua t a l  que f ( S )  = ( f  ( x )  ;x e S I  C S  . E n t ã o  e x i s t e  

o  p 0  E s t a l  que  f ( p O )  = p  . 



P r o c u r a - s e  d e f i n i r  a q u i  os  c o n c e i  t o s  econõmi  cos  

b á s i c o s  em t o r n o  dos q u a i s  n o s s a  a n a l i s e  s e r á  e f e t u a d a .  P r e ç o s ,  

bens  e  a g e n t e s  s ã o  e s t e s  c o n c e i t o s .  Os bens são  i n t r o d u z i d o s  p o r  

m e i o  de e x e m p l o s :  pão ,  c a f é ,  c a m i n h ã o ,  t r a b a l h o  ... e t c  s ã o  c o n s i  - 

d e r a d o s  bens  e c o n ô m i c o s ,  cada  um dos q u a i s  m e d i d o s  de f o r m a  c o n v e  - 

n i e n t e .  Assumiremos que  a  q u a n t i d a d e  de cada bem é um número r e -  

a l  não  n e g a t i v o  ( e s t a  h i p õ t e s e  nada r e a l y s t i c a  de p e r f e i t a  d i v i s i  - 

b i  l i d a d e ,  como a c e n t u a  D e b r e u  n o  s e u  V a l u e  T h e o r y ,  é i m p o s t a  p e l o  

a t u a l  e s t á g i o  de d e s e n v o l v i m e n t o  da E c o n o m i a ) .  0s a g e n t e s  da a t i  - 

v i d a d e  e c o n ô m i c a  são  os  i n d i v í d u o s ,  g r u p o s  de i n d i v í d u o s  o u  o r g a -  

n i s m o s  que c o n s t i t u e m  as  u n i d a d e s  e l e m e n t a r e s  d e s s a  a t i v i d a d e .  A 

cada  a g e n t e  c o r r e s p o n d e  um c e r t o  c o n j u n t o  de d e c i s õ e s  d i s p o n í v e i s  

a  e  1  e .  Faremos d i s ' t i  ncões en t re  dois t i p o s  de a g e n t e s : ~ r o d u t o r e s  e tons u m i  

d o r e s .  Os p r o d u t o r e s  s ã o  os  que  t r a n s f o r m a m  c e r t o s  bens em o u -  

t r o s  bens e  os c o n s u m i d o r e s  são  os  que  usam d e t e r m i n a d o s  bens  p a -  

r a  s a t i s f a z e r  s u a s  p r õ p r i a s  n e c e s s i d a d e s .  A s e g u i r  d á - s e  uma i - 
d e i a  do  p a p e l  de cada um na  a t i v i d a d e  e c o n ô m i c a :  

P r o d u t o r e s  : O p a p e l  do p r o d u t o r  é e s c o l h e r  um p l a n o  c o m p l e t o  de 

a ç ã o  ( t a l  p l a n o  é c a r a c t e r i z a d o  p o r  uma l i s t a g e m  c o m p l e t a  d e  s e u s  

i n p u t s  e  o u t p u t s ) .  O p r o d u t o r  é c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  l i m i t a ç õ e s  de 

s u a  e s c o l h a  e p e l o  s e u  c r i t é r i o  de  e s c o l h a .  Suas i n t e n c ô e s  de 

p r o d u ç ã o  ( s u a s  p o s s í v e i s  e s c o l h a s )  e s t ã o  r e s t r i t a s  a p e r t e n c e r e m  

a  um c e r t o  c o n j u n t o  r e p r e s e n t d n d o  s e u  c o n h e c i m e n t o  t e c n o l ó g i c o .  



Consumidores : Tal como os  p r o d u t o r e s ,  o  consumidor e s c o l h e  um 

p l a n o  completo de ação e  também é c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  l i m i t a ç õ e s  9 

b r e  s u a s  e s c o l h a s  e  p e l o  seu  c r i t é r i o  de e s c o l h a .  Suas l i m i t a ç õ e s  

s ã o  de n a t u r e z a  o r ç a m e n t á r i a  e  f i s i o l ó g i c a  e  seu  c r i t é r i o  de  e s c o -  

l h a  Z c a r a c t e r i z a d o  por  s u a s  p r e f e r ê n c i a s  num c e r t o  c o n j u n t o  r e p r e  - 
sen tando  s u a s  a1 t e r n a t i v a s  de consumo. 

A a t i v i d a d e  economi ca (admi t o  e s t a  e x p r e s s ã o  co- 

mo i n t u i t i v a )  e s t u d a d a  n e s t e  t r a b a l h o  6 a  a t i v i d a d e  de um dado i n s  - 
t a n t e ,  denominado o  i n s t a n t e  p r e s e n t e .  Supõe-se também que a  a t i -  

v idade  econômica é l evada  a cabo sem a  a j u d a  de um bem s e r v i n d o  co - 

mo meio de t r o c a .  

Entende-se por  preço  de um bem um número r e a l  não 

n e g a t i v o  a s s o c i a d o  a  e s t e  bem. O papel  dos p recos  é o  que s e  s e  - 
gue: Quando um a g e n t e  econômico " a d q u i r e "  uma c e r t a  q u a n t i d a d e  

d e s s e  bem, o  p rodu to  d e s s a  q u a n t i d a d e  pe lo  p reço  é um número r e a l  

não n e g a t i v o  e s c r i t o  no l a d o  dos d é b i t o s  de sua  c o n t a b i l i d a d e .  Es - 
t e  número r e p r e s e n t a  a  q u a n t i d a d e  "paga" p e l o  a g e n t e .  Se o  a g e n t e  

" f o r n e c e "  e s s a   quantidade,^ produ to  acima r e f e r i d o  e s c r e v e - s e  no 

l a d o  dos c r é d i t o s  de sua  c o n t a b i l i d a d e  e  r e p r e s e n t a  a  q u a n t i d a d e r e  - 

c e b i d a  p e l o  a g e n t e .  

E m  nossa  a n á l i s e  não s e  supõe a  e x i s t ê n c i a  a  

p r i o r i  de p r e ç o s .  

Se a  a t i v i d a d e  econõmi ca é composta de R b e n s ,  

um s i s t e m a  de p reços  a s s o c i a d o  a  e s s e  c o n j u n t o  de bens 6 um v e t o r  
L com componentes não n e g a t i v a s  de IR . A componente i é o  p r e -  

ço do bem i  . 



1 :  Economias  

No que segue ,  l i d a r e m o s  com uma e c o n o m i a  c o n s i s -  

t i n d o  de m c o n s u m i d o r e s  e  R bens .  Cada c o n s u m i d o r  p o s s u i  i n i -  

c i a l m e n t e  c e r t a s  q u a n t i d a d e s  de cada  bem, suas  d o t a ç õ e s ,  r e p r e s e n -  
R 

t a d a s  p o r  p o n t o s  de IR . A s  d e c i s õ e s  de consumo d e s s e s  i n d i v i d u -  

os  são  r e p r e s e n t a d a s  p o r  e l e m e n t o s  de n , o  c o n j u n t o  dos  p o n t o s  
1 

de IR com componen tes  não n e g a t i v a s .  O c r i t é r i o  de e s c o l h a  de c a  - 

da c o n s u m i d o r  e s t ã  d e t e r m i n a d o  p o r  uma p r ê - o r d e m  em n denominada  

p r e f e r ê n c i a  d e s s e  c o n s u m i d o r  em n . F o r m a l m e n t e :  

D e f i n i ç ã o  1  : Uma economia  E com m c o n s u m i d o r e s  e  R b e n s  e  

i c a r a c t e r i z a d a  p o r  um p a r  ( ( n  , 6 ) ( W  )i I ) onde I = { l ,  ..., m); 
R i - 

n = { (x,  . . . '$1 )E IR ; x  > O p a r a  t o d o  1 .  1 ; (i.! )i I e  
j - 

uma f a m i l i a  de  e l e m e n t o s  de n com componentes  e s t r i t a m e n t e  p o s i -  

t i v a s  e  p a r a  cada  i I , 4 é uma p r é - o r d e m  
* s a t i s f a z e n d o :  

i 

i )  Se x , y c  n com y f x  e n t ã o  y x -  não  s a c i e d a d e  

ii) Se x,y são  d o i s  p o n t o s  d i s t i n t o s  de Q , s a t i s f a z e n d o  

x  &i y . e n t ã o  p a r a  t o d o  número r e a l  a t ( 0 : l )  

x  di cxx + ( 1 - a ) y  - c o n v e x i d a d e  

iii ) P a r a  t o d o  x k  n os  c o n j u n t o s  (yt: n; x  S i y }  , 

X )  , são  f e c h a d o s  - c o n t i n u i d a d e  {y  C n: y 

* Supõe-se e s t a s  p r é - o r d e n s  d i s t i n t a s  . 



Diremos que y p re fe r7ve l  a  x , segundo o  con - 
sumidor i  , s e  x d  y . Diremos que y 5 i n d i f e r e n t e  a x , s e  - 

i  
gundo o consumidor i  , s e  x N  y . 

i  

A condição i i )  admite uma genera l ização  impor - 
t a n t e :  

Lema 1  : Seja  E uma economia , iG I ; para o na tu ra l  s  > - 2 s e -  

1  jam x ,. . . , x S  elementos de n não todos i g u a i s  t a i s  que x ~ & ~  xq 

para q = 1  .. . s  . Se u l ,  a são  números r e a i s  p o s i t i v o s  com 
S 

Demonstração: P a r a  s=2  o Lema é um dos axiomas da d e f i n i ç ã o  de 

E . Demonstraremos por i n d u ~ ã o  sobre  s  . Para i s t o  suponha o  l e -  

ma verdadeiro  para s - 1 ,  s > 2 .  Temos: 

1  1 , segue que x S  C x '  . Se x ,. . . , x  s-1 Se x = ... = x não i  
são todos i g u a i s ,  podemos supor ,  sem perda de genera l idade  , 

x + x q  para todo q = l  . . . s-1 ( é completa) .  A hipõ- 
i  i 

t e s e  de indução assegura  que x S - I  c x '  . Segue en tão  que 
i  

x s  -4 x . Em qualquer  caso o  lema a p l i c a - s e  ( s = 2 )  ao pa r  
i  

( x '  , x S ) .  Por tan to  



2 :  - Alocações 

A economia E , como j á  a c e n t u a d o ,  compõe-se de 

m i n d i v f d u o s  que af luem ao mercado pa ra  n e g o c i a r  s u a s  d o t a ç õ e s .  - U 

ma a l o c a ç ã o  pa ra  E é um r e s u l t a d o  p o s s f v e l  d e s s e  c o m ~ r c i ' o .  For-  

malmente: 

~ e f i n i ç ã o  2 : Dada a  economia E , uma a l o c a ç ã o  p a r a  E é uma m - u  - 
1  m p l  a  (x  , . . . ,x ) 6 nm ; x i  deno ta  o  v e t o r  de bens ( r e s u l t a d o  pos-  

s i v e l  do comérc io)  a s s o c i a d o  a o  i - é s imo  consumidor.  

1  m D e f i n i ç ã o  3 : Uma a l o c a ç ã o  ( x  ,. . . , x  ) para  a  economia E é d i t a  
m 

p r o v á v e l ,  s e  o  v e t o r  de bens 1 xi a s s o c i a d o  ao c o n j u n t o  de t o d o s  os 
i = l  m 

a g e n t e s  i g u a l a  o  v e t o r  d i s p o n i b i l i d a d e  t o t a l  ( o f e r t a )  wi  . 
i = l  

3 :  Bloqueamento por  Coleção de Agentes 

Dentro do e s p y t i t o  da demonstração de Edgeworth 

i n t r o d u z - s e  agora  o  e q u i v a l e n t e  a t u a l  da noção de r e c o n t r a t o .  Da- 

da uma a locação  q u a l q u e r ,  uma c o l e ç ã o  de a g e n t e s ,  r e p r e s e n t a d a  por  

um subcon jun to  de I , b l o q u e i a  e s t a  a l o c a ç ã o  s e  6 p o s s i v e l  p a r a  

s e u s  i n t e g r a n t e s  r e d i s t r i b u i r  t o t a l m e n t e  s u a s  d o t a ç õ e s  de modo que 

p e l o  menos um d e l e s  e s t e j a  mais s a t i s f e i t o  com a  nova d i s t r i b u i ç ã o  

do que com a  a n t i g a  e  nenhum o u t r o  a  d e s e j e  menos. Formalmente: 

1  
D e f i n i ç ã o  4 : Dada a 'economia  E , a  a l o c a ç ã o  ( x  ,. . . , x m )  e  a co - 



l e ção  J de consumidores (f l  2: J C I )  diremos que J b loque ia  

1  ( x  , . . x )  s e  para cada j t J e x i s t e  x - ' é  SI de t a l  modo que 

i i )  xJ  5 x 
j 

- para t o d o  j t J e  e x i s t e  jo& J t a l  que 

Definimos en tão  o  núcleo de E como o  con jun to  

das a l o c a ~ õ e s  admis s ive i s ,  i . e ,  o  conjunto  das a locações  prováveis  

que não podem s e r  bloqueadas por nenhuma coleção de agen te s .  Con- 

s iderando-se  a coleção dos m ind iv iduos  segue que a s  a l o c a ~ õ e s  do 

núcleo são Pare to  Ótimas e  p o r  cons ideração  de co leções  formadas 

por um Único indiv7duo segue que são p r e f e r i v e i s  as  dotações  i n i  - 
c i a i s .  

4 :  Alocações Competi t ivas 

Não 6 de nenhum modo ev iden te  que e x i s t e  uma a l o  - 
cação no núcleo de E . Com o  i n t u i t o  de demonstrar  e s t e  f a t o  e  

de i s o l a r  o t i p o  rea lmente  impor tan te  de a locação do núc leo ,  i n t r o  - 

duz-se a  noção de comportamento compet i t ivo .  Diremos que os' agen- 

t e s  de E s e  comportam competi t ivamente s e  sua "demanda t o t a l "  i -  

gual sua " o f e r t a  t o t a l '  e  s e  é poss ive l  de te rminar  um s i s tema de 

preços p de modo t a l  que a s  e sco lhas  de consumo do i-ésimo consu - 

midor são l i m i t a d a s  pe lo  va lo r  de sua dotação i n i c i a l .  Formalmen- 

t e :  



D e f i n i ç ã o  5 :  

nomia E s e  : 

1  A a l o c a ç ã o  (x  ,. . . , x m )  ê c o m p e t i t i v a  p a r a  a  e c o -  

1  i )  ( x  ,. . . , x m )  ê p r o v ã v e l  . 
i - i i )  E x i s t e  p z O  em 0 t a l  que  p a r a  t o d o  i é 1  , x e  o  - 

i m a i o r  e l e m e n t o ,  s e g u n d o 4  i , do c o n j u n t o  I x é  n ; p . x j _ p . w  1 

Demonstraremos a g o r a  a e x i s t ê n c i a  d e  uma a l o c a  - 
1  m m m 

ç ã o  c o m p e t i t i v a .  P a r a  i s t o  s e j a  A = I ( x  ,..., x  ) e n  ; 1 x i - < 
i  = l  m 

1 v i  } , i e  A é o  c o n j u n t o  da s  a l o c a ç õ e s  de  E c u j o  v e t o r  - 
i = I  m 

t o t a l  (demanda)  1 xi não e x c e d e  a  o f e r t a  da  economia .  P a r a  c a -  
i = l  .. 

da i I s e j a  Bi o  c o n j u n t o  dos  p o n t o s  X 6  n p a r a  o s  q u a i s  e  - 
1  i - 1  x i s t e m  m-1 v e t o r e s  x  ,. .. , x  i + l  

9 x  , ..., xm em B t a i s  

1  i -1 que  ( x  . , , X ,  x i + l  ,..., x m )  E A . 
- 

A i d é i a  i m p o r t a n t e  p o r  t r á s  da c o n s t r u ç ã o  dos  n i  

6 a  s u b s t i t u i ç ã o  de  n p o r  novos c o n j u n t o s  de  d e c i s õ e s  de  c o n s u -  

mo, a g o r a  1  i m i t a d o s .  E s t e s  novos c o n j u n t o s  p e r m i t i r ã o  d e f i n i  r a  

demanda dos  consumido re s  p a r a  t o d o  p (  n ; f a t o  de  v i  t a l  i m p o r t â n -  

c i a  na d e m o n s t r a ç ã o  da e x i s t ê n c i a  de  p r e c o s  compet i  t i v o s .  

- 
P r o p o s i ç ã o  1  : P a r a  cada  i 6 I , n i  e não v a z i o ,  l i m i t a d o  e con-  

vexo .  

Demons t racão :  P a r a  cada  i I 6. v e t o r  n u l o  e  w i  s ã o  e l e m e n t o s  
- - 

de " o  que  m o s t r a  que  ni é não v a z i o .  

1  i -1 i +l m Se xan i  e x i s t e m  x , . . . , x  Y X  
1  . . . , x  t a i s  que  ( x  , . . . , 



i - 1  i t l  m m m 
x  ,x,x . x  E A .  ~ o m o x  - x j  t x  - < w j  s e g u e  

j = I  j = 1  
,i#i 

- 
que  ni 6' l i m i t a d o .  Se y é o u t r o  e l e m e n t o  de ni s e j a m  

1  i - 1  i+l 
Y , . - . , Y  ,y , . . . ,ym seus  c o r r e s p o n d e n t e s  em R t a i s  q  ue 

1 i - 1  i +l m 
(y  , . . y ,y,y , . . . , ) A . Dado a t [0:1] c o n s i d e r e  o s  

1  v e t o r e s  axl + ( I  - a ) y  , . . . ,ax i - 1  i - 1  i t l  + ( 1 - a ) y  ,ax i +l + ( 1 - a ) y  3 . .  

m . , a x  + ( ~ - a ) ~ ~  . Tem-se x j  t x )  + ( 1 - a )  ( 1 y j  + y )  5 
j # i  

m m m 
< a  W ' + ( I - U >  W' = I W' - . E c l a r o  que a x  + ( 1  - a ) y C  ni. 

j = l  j = I  j = l  

Segue d e s t a  p r o p o s i q ã o  que  e x i s t e  h  = ( h l . .  . , 
he)  n t a l  q u e  s e  x  é ?ii , x  h , p a r a  t o d o  i e I . S e j a  

e n t ã o  H = [ ~ : h ~ ] x  . . .  x  k : h d  . H é compac to ,  c o n v e x o .  

5 :  A Demanda do C o n s u m i d o r  

A p r o p o s i ç ã o  s e g u i n t e  m o s t r a  a  e x i s t ê n c i a  de 

p o n t o s  ó t i m o s  de consumo a  p a r t i r  dos  q u a i s  a  demanda é c o n s t r u l d a .  

P r o p o s i ç ã o  2 : P a r a  cada  p e  n e  p a r a  cada i e  I e x i s t e  um Ü n i  - 
c o  x O e  H t a l  q u e :  

i) x0 é o  m a i o r  e l e m e n t o ,  segundo  6 i , do c o n j u n t o  

i 
Bi ,P 

= C X ~  H;  p s x  - < p - w  } 

i i )  p * x O  = p * w  i 



D e m o n s t r a ç ã o  : 

M o s t r a r e m o s  p r i m e i r a m e n t e  q u e  s e  x0  e x i s t e ,  d e  - 
i v e  s a t i s f a z e r  p . x O  = p - w  . S e  p=O n a d a  h ã  q u e  d e m o n s t r a r .  Po - 

demos e n t ã o  s u p o r  p fO .  O b s e r v e m o s  q u e  n e s t a s  c o n d i ç õ e s  x O # h .  De 
i f a t o  p * h  > p - w i  ( d a  c o n s t r u ç ã o  d e  H , s e g u e  h > >  w ) e p o r t a n -  

t o  h # B i  , p  . E c l a r o  e n t ã o  q u e  x0 5 - h  . S u p o n h a  e n t ã o  p .  x0 

i 
P * W  S e j a  s e q u ê n c i a  d e  p o n t o s  em ( 0 : l )  c o n v e r g e n -  

t e  a  'I . P a r a  t o d o  n  t lN o  o  o o a n x  + ( 1 - a n ) h  a , ~  + ( 1 - a n ) x  = X  . 
A f i r m a m o s  q u e  e x i s t e  no t IN t a l  q u e  p a r a  t o d o  n  lN  .l n  > - no , 

i a n p - x O  + ( 1 - a n ) p e h  psw . De f a t o ,  s e j a  E > O t a l  q u e  $ . x O  + 
i o  + E < p 0 w  . A s e q u ê n c i a  ( a n p 0 x  + ( l - ~ ~ ~ ) p * h ) , , ~ , ~  c o n v e r g e  p a r a  

p . x 0  ; p o r t a n t o  e x i s t e  um n a t u r a l  n o  t a l  q u e  p a r a  t o d o  n a t u r a l  n  

m a i o r  ou  i g u a l  q u e  n o ,  a n p o x O  t ( 1 - a n ) p a h  < p - x 0  t E < p - w i .  S e  - 
g u e  d a  c o n v e x i d a d e  d e  H e d a  n ã o  s a c i e d a d e ,  q u e  o s  p o n t o s  d a  f o r  - 

o  ma x  + ( 1 - a n ) h  com n  > - no s ã o  p o n t o s  d e  B i  ,? com n 
x O ~ i  a, x0 t ( I - a n ) h  , uma c o n t r a d i ç ã o .  

P a r a  d e m o n s t r a r  a  e x i s t ê n c i a  o b s e r v e  p r i m e i r a m e n  - 
t e  q u e  B i  , p  é um c o n j u n t o  c o m p a c t o  c o n v e x o  ( n ã o  v a z i o ) .  S e j a  

e n t ã o  p a r a  c a d a  x t  B i  , p  

I = { Y  c B i  , p  : ~d~ Y I  = IYE Q ;  X C ; ~  YI 0 E + ~ ~  S e g u e  
X 

d o s  a x i o m a s  i i )  e  i i i )  d a  ~ e f i n i ç ã o  1  q u e  ( I x ) x c  B i  , p  é uma f a  - 

m i l i a  d e  c o m p a c t o s  c o n v e x o s  n ã o  v a z i o s  ( x  1, .  p a r a  t o d o  xE B i  , p ) .  

A f a m í l i a  B~ , p  tem a  p r o p r i e d a d e  d a  i n t e r s e ç ã o  f i n i t a  ( i s -  

t o  s e g u e  i m e d i a t a m e n t e  d o  f a t o  d e  6 i s e r  c o m p l e t a ) .  P o r t a n t o  



fl I x  # . S e j a  x 0  u m  ponto  d e s t a  i n t e r s e ç ã o .  c l a r o  

B i , p  
e n t ã o  que p a r a  todo  X E  R i  , p  , x  Si x 0  e o o r t a n t o  x 0  é um maior  

e l emen to  de R i  , p  . Suponha que e x i s t a  y  # x0 em B i  ,P t a l  que 

x 0  "j;. y  . Pe lo  axioma i i )  da D e f i n i ç ã o  1 ,  x O d i  hy + ( l - ~ ) x O  , 

s e  h & ( O : l ) .  Como B i Y p  é convexo t e r r amos  ~ . ~ + ( l - h ) x ~ ~  R i  , p  

c o n t r a r i a n d o  a  d e f i n i ç ã o  de x0  . 

P o r t a n t o  a  cada p  n podemos a s s o c i a r  u m  e l e -  

mento x 0  (Ün ico)  maior  e l emen to ,  segundo a  pré-ordem d i , no con - 
j u n t o  B i  , P  

. Es ta  c o r r e s p o n d ê n c i a  é denominada demanda do consu-  

midor i . Formalmente: 

D e f i n i ç ã o  6 : Para  cada i 6  I , a a p l i c a ç ã o  d i  : n - n 
i  p 4 d ( p ) = x  o  

onde x 0  e o  maior  e1 emento de i x  t H ;  p -  x - < p - w i  1 é denominada 

demanda do consumidor i  . 

Teorema 1  : A a p l i c a ç ã o  d i  6 c o n t í n u a  em p 0  , s e  p 0  # O ,  p a r a  

cada i € I  . 

Demonstração: S e j a  ( ~ ~ 1 ~ E 1 f . l  s e q u ê n c i a  de pontos  em i? conver  - 
g e n t e  a p0  . Mostraremos que ( d i  ( p n ) ) n b  ,N converge  a  d i  ( p O )  . 

n i  n S e j a  p a r a  n é li4 , x = d ( p n )  ). A s e q u è n c i a  (x  ) n E  IN é l i m i t a d a  

( x n  H pa ra  todo  n ) S e j a  e n t ã o  W o  c o n j u n t o  dos p o n t o s  l i  - 

m i t e s  das  s u b s e q u ê n c i a s  c o n v e r g e n t e s  de ( x ~ ) ) , ~ , ~  . Afirmamos que 
- 

s e  U = i;) e n t ã o  ( x ~ ) ~ ~ ~ ~  converge  a  x . Caso c o n t r á r i o  e x i s  - 

t i r i a  E > O com a p r o p r i e d a d e  d e  que  p a r a  t o d o  n o é  \H e x i s t e  



n t  . n  > no , d e  modo q u e  1 x n -  > - C . S e r i a  e n t ã o  p o s s T v e l  
n  

d e t e r m i n a r  ( x  k ) k E  ifl s u b s e q u ê n c i a  d e  ( x n ) , &  id s a t i s f a z e n d o  

I i x  " k  - i 5 ,  
k p a r a  t o d o  ke iN . ( x  )kt,N é p o r  s e u  t u r n o  s e -  

q u ê n c i  a  1 i m i t a d a  e a d m i t i  ri a  s u b s e q u ê n c i  a  c o n v e r g e n t e  o a r a  um 
- 

p o n t o  d i s t i n t o  d e  x  . I s t o  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  W = 1 x 1  . Bas -  

t a  e n t ã o  m o s t r a r  q u e  W = I x q ,  o n d e  x 0  = d i  ( p O ) .  S e j a  e n t ã o  xr W .  

nk k n  S e g u e  q u e  X *  = lim x , ( x  ) k e i N  s u b s e q u ê n c i a  d e  ( x  ) n c , d  . co  
k 

- 
mo H é f e c h a d o ,  é c l a r o  q u e  x* C H .  P a r a  t o d o  k 6  itd , s e g u e  d a  

p r o p o s i ç ã o  2 q u e  p n k . x n k  = p n k . w i  . P o r  p a s s a g e m  a o  l i m i t e ,  o b -  

O tém-se p  - x *  = pO*wi . Como x0  é m a i o r  e l e m e n t o  em B j  , P O  9 Se  - 

g u e  q u e  x* &i x 0  . S e j a  a g o r a  ("'vc-iri 
s e q u ê n c i a  d e  p o n t o s  em 

o  
(0 :  1 ) c o n v e r g e n t e  a  z e r o .  A s e q u ê n c i  a  ( p n k g  ( 1  - h y ) x  ) C- iN c o n v e r -  

g e  p a r a  ( 1  ) p O - x 0  , p a r a  c a d a  y  C- iN , f i x o .  P o r  o u t r o  l a d o  
Y 

p O - w i  > O . S e j a  e n t ã o  E =-* . Existe  k 0 t N  t a l  

q u e  p a r a  t o d o  k é N Y  k - > k 0  

P o r  o u t r o  l a d o ,  d a  c o n v e r g ê n c i a  d e  ( p  n k . x n k  
) k t  \N 

a  pO.wi . s e g u e  q u e  e x i s t e  k l Q  Ibi t a l  q u e  p a r a  t o d o  n a t u r a l  
n  n  i p k . w i  = p n k . ,  k > p o e w  - E 



Tome-se então k como o  maior dos d o i s  nümeros 

k o ,  k l  . Para k t l d  . k  L / ;  . tem-se: 

n i  i  
p k - w  > p O g W  - E  > p n k  * ( l - h y ) ~ O  . 

Como x n k  k o maior elemento de R .  n k  segue 
1 ,P 

que para  todo y e  todo k > - i; . ( l - ~ ~ ) x O  & i x n k  . Como 
O { y  é n; (1-h )xO &i y }  é fechado,  segue que ( I - h  ) x  & i  x *  . Por 

Y Y - 
o  C t a n t o  ( (1-Ay)x I y e d  e  sequência convergente no fechado fxe n ; ~ t $ ~ x * }  

o e  necessar iamente  x Q i  x* . Segue en t ão  que x* também é maior 

elemento em Bi  , p o  e  po r t an to  x* = x0  . 

Estamos pra t icamente  com os ins t rumentos  necessã-  

r i o s  para a demonstração da e x i s t ê n c i a  de uma a locação compe t i t i va .  

A proposição s e g u i n t e  d ã  o toque f i n a l  re lacionando t a i s  a locações  

com as  demandas dos consumidores. 

m 
Proposição 3 : i  Se ja  p t n  t a l q u e  d i ( p ) = E  w . 

i  = l  i = l  

Então : 

i )  p >> O 

i i )  ( ( ) , . . , d m ( ) )  é compet i t iva  

Demonstracão: 

Mostremos i n i c i a l m e n t e  que p >> O .  Suponha que 

p tenha alguma componente nu l a ,  digamos a  j -és ima,  i  . e ,  pJ  = O . P a  - 
i i  m m 

r a  cada i t  I s e j a  x = d ( p ) .  A condição x i  = 1 w i  i m  - 
i = l  i = l  



i p l i c a  em q u e  x  Q ni p a r a  cada  i e  p o r t a n t o  x' c <  h p a r a  t o d o  

i . S e j a  si o  v e t o r  o b t i d o  de xi p e l a  s u b s t i t u i ç ã o  de s u a  j - é  - 

s i m a  componen te  p o r  h j .  E n t ã o  xi 5 ii e p e l a  não  s a c i e d a d e  - 
i x  -ci X' . E c l a r o  q u e  i i C  H e  P * X ~ = P * X ~ = P * W  i .Obtém-se d e s t e  mo - 

do uma c o n t r a d i ç ã o .  

Mos t remos  a g o r a  que  xi 6 o  m a i o r  e l e m e n t o ,  s e -  

gundo di do c o n j u n t o  I x E  n; p * x  - < p * w i l .  Admi tamos que e x i s t a  

um e l e m e n t o  w em c Q ~  s a t i s f a z e n d o  a  r e s t r i ç ã o  p - x  - j . 1 0 ~ ~  e 

t a l  que  xi A w  . S e j a  ( c x ~ ) , , ~ , ~  i s e q u ê n c i a  em ( 0 : l )  c o n v e r g e n t e  a  

i 1  . E x i s t e  e n t ã o  n o E  IN t a l  q u e  n  t i N  , n  > - no , a c a r r e t a  x  k i a n w .  

Caso c o n t r á r i o  e x i s t i r i a  s u b s e q u ê n c i a  ( a n k )  k c , ~  a w xi e  
nk 

L. 1 i s t o  i m p l i c a r i a ,  p o r  i i i )  da  D e f i n i ç ã o  1 ,  vi  +i x . S e j a  e n t ã o  

n  > - n o  e  f a g a  x  = a - w  . E c l a r o  q u e  x  E [ o : v ~  ( s e g m e n t o  de n  

r e t a  com e x t r e m i d a d e s  0,w) e  x  
i 

- 
S e j a  e n t ã o  A E ( 0 : l )  t a l  que  A X  h . Como xi <<  h segue  

z = A X  t ( I -h )x i  < c  h . P o r t a n t o  z E H e  p o r  i i )  da ~ e f i n i ~ ' ã o  

1 ,  
i i i i xi 4. z  e  p - z  = ~ p - x + ( i - ~ ) ~ * x ~  h p - x  + ( i - ~ 1 p . x  =p .x  =p.w . 

1 

i Mas e s t e s  f a t o s  e s t ã o  em c o n t r a d i ç ã o  com a  d e f i n i ç ã o  de x  . 
t 

S e j a  a g o r a  S = I p e n  1 p j  = 11 S & com - 
j = 1  

p a c t o  e  c o n v e x o .  P a r a  p  S d e f i n i m o s  o  e x c e s s o  d e  demanda 

m i 
e ( p )  = 1 d i ( p )  - w . E v i d e n t e m e n t e  e ( p )  uma f u n ç ã o  

i = l  i = l  

c o n t i n u a  em S com a  p r o p r i e d a d e  d e  q u e  p - e ( p )  = O p a r a  t o d o  

p  em S  . Nosso o b j e t i v o  é d e m o n s t r a r  que p a r a  a l g u m  p G  S ,e (p)=O.  
1  

N e s t a s  c o n d i  qões,  a  p r o p o s i ç ã o  a n t e r i o r  m o s t r a  que  ( d  ( p )  , . . . , 
d m ( p ) )  é uma a l o c a ç ã o  c o m p e t i t i v a .  A n t e s  de a p r e s e n t a r  o  t e o r e m a  



r e f e r e n t e  à e x i s t ê n c i a  de u m  p n e s t a s  condições  f a z - s e  m i s t e r  a  

a p r e s e n t a c ã o  de uma motivação pa ra  a  i n t r o d u ç ã o  de S em nossa  a -  

n á l i s e .  Observemos pr imeiramente  que d i  ( h p )  = d i ( p )  pa ra  todo 

x > O e  todo p e o. P o r t a n t o  s e  p r 0 é um s i s t e m a  de preços  - 
a s s o c i a d o  aos nossos  bens o  v e t o r  ~p , com A = 

I 
R' também 

n 

f u n c i o n a  como t a l .  c l a r o  que x p  E S . 

A f im de t e r  uma i d e i a  do funcionamento dos p r e -  

ços e  consequentemente uma v i s ã o  econômica do argumento acima con- 

s i d e r e  o  s e g u i n t e  procedimento:  f i x e  u m  dos bens sob a n á l i s e ,  como 

padrão  de medida, e  de te rmine  a  pronorção  em que e s t e  bem é t r o c a -  

do por  todos  os o u t r o s .  E s t a s  proporções  determinam o  s i s t e m a  de 

p r e ç o s .  O bem f i x a d o  é denominado numerário e  seu  p r e ç o  é c o n s i d e  - 
rado 1  . Es ta  t ê c n i c a  de de te rminação  do s i s t e m a  de p reços  tem 

o  i n c o n v e n i e n t e  de que o  p r e j o  do bem e s c o l h i d o  não pode s e r  nulo .  

Para  e v i t a r  e s t e  i n c o n v e n i e n t e ,  os  economis tas  consideram um pa- 

d r ã o  de medida b a s t a n t e  s u t i l .  O numerar io  6 s u b s t i t u i d o  por  uma 

c e s t a  v = ( 1 . . 1 )  formada de uma unidade cada bem . O s i s t e -  

ma de p reços  ê e n t ã o  e s c o l h i d o  de t a l  modo que p - v  = 1 ,  i . e ,  

R 
I p i  = 1  . Neste s i s t e m a ,  q u a l q u e r  p reço  pode s e r  nu lo  ( mas 

i =l  

não t o d o s ) .  

Teorema 2 : E x i s t e  uma a i o c a c ã o  c o m p e t i t i v a  p a r a  a  economia E .  

Demons t r a ~ ã o :  S e j a  



onde max é a  no tação  pa ra  máximo e  e j ( p )  é a  j-ésirna componen- 

t e  de e ( p )  . Como r é c o n t i n u a ,  segue  do Teorema de Brower que 

e x i s t e  p t S t a l  que r ( p )  = p . Se p = ( p ,  ,. . . .pL)  . para  

j = l  ... R 

P .+max(O¶ej  ( p ) )  - J 
L 

j 
- 

L . Faça A = 1 m a x ( O , e j ( p ) ) .  
1 + 1 m a x ( O y e j ( p ) )  j = l  

j = l  

Segue que h p j  = m a x ( O , e j ( p ) )  . M u l t i p l i c a n d o  ambos os membros des - 
t a  equação p o r  e ( p )  obtemos: 

2 
' p j e j ( ? )  = e j ( p ) m a x ( O , e j ( p ) )  = [ m a x ( 0 , e j ( p ) J  

L 2 
~ o r t a n t o ,  1 [max(O,ej(p))] = O e e n t ã o  e j ( p )  cO para  

j = l  

todo j = l  ... R . Então - e j ( p )  5 O p a r a  todo j e como 

p-(-e(p)) = O segue  que p j ( - e j ( p ) )  = O pa ra  t o d o  j . P o r t a n -  

t o ,  s e  p >> O , e j ( p )  = O pa ra  todo j . Para m o s t r a r  q ue 

p >> O c o n s i d e r e  di ( p )  . Como d i  ( p )  c si ( e ( p )  5 O i m p l i c a  
m m 

em 1 di ( p )  - 1 wi ) o  argumento u t i l i z a d o  na demonstração 
i = l  i = l  



da p r o p o s i ç ã o  a n t e r i o r  pode s e r  r e p e t i d o .  

Estamos agora  em cond ições  de demons t ra r  que o  

n ú c l e o  de E é não v a z i o .  

P ropos icão  4 : 
1 m Se (x , . . x ) 6 c o m p e t i t i v a ,  e s t a  no núc leo  de 

Demonstração: i Como x e o maior  e lemento  do c o n j u n t o  

{ x  L n, psx - < p * w i }  , com i e i , s e  x i  Li x 1  , n e c e s s a r i a m e n t e  

i  d p * w i  p - x '  . E e v i d e n t e  também que s e  x ,i i x 1  e n t ã o  p - w  - < p - x l .  

Suponha e n t ã o  que e x i s t a  uma c o l e ç ã o  S de consumidores bloquean- 

do e s t a  a l o c a ç ã o .  S e j a ,  p a r a  cada i  t S , ii o r e s u l t a d o  da no- 

va d i s t r i b u i ç ã o  dos r e c u r s o s  dos e lementos  de S . Temos: 

i x 4 i x i  pa ra  t o d o  i  S e  p a r a  algum i. S 

i , i  i x 0  4 x o  . S e g u e e n t ã o q u e  p X i > p - x  pa ra  i C S  , 
i 0  - 

- i o  i o  i 
i # i e  p - x  > p " x  . P o r t a n t o  1 p . X i  > p - w  , gima con - 

i r S  ié: S  

6 :  A Igua ldade  A s s i n t Ó t i c a  e n t r e  o  Núcleo e  o  Conjunto das  Aloca- 

ções  Competi t i  vas - 
Ainda d e n t r o  do e s p y r i t o  das  c o n s i d e r a ç õ e s  de 



Edgeworth, consideraremos agora as  expansães de E ( E r ) ,  i  . e  ,consi  - 
deraremos economias o b t i d a s  de E pe la  i nc lu são  de mais consumido - 
r e s .  

Diremos que do i s  consumidores são do mesmo t i p o  

s e  suas  p r e f e r ê n c i a s  são r ep re sen t adas  pe la  mesma pré-ordem e  s e  

possuem o mesmo v e t o r  de r ecu r sos  i n i c i a i s  (evidentemente  tambem 

possuem o mesmo conjunto  de esco lhas  de consumo). Neste con tex to ,  

a  d e f i n i ç ã o  que segue r e p r e s e n t a  uma economia com rn t i p o s  de con - 

sumidores e  r consumidores de cada t i p o .  

Def inição 6 : A economia E' , r t li4 .1 6 c a r a c t e r i z a d a  por 

onde 

1 = i , . . .  , J = 1 .  r e  para cada i  I as  pre-ordens  

$ 6 * oC 
( i , l ) y " * '  ( i , r )  são i d ê n t i c a s  (definem a mesma r e l a ç ã o )  a 

( i  9 1 )  

e os ve to re s  w ( i  31) ,..., w ( i  são todos i g u a i s  a w ( i  $ 1 )  O S  

ve to re s  w ( i  e  a s  pré-ordens  i  I , sa. t isfazem os axi - 6- 
( i  J ) '  

omas da Def inicão 1 . 

Com o i n t u i t o  de s u a v i z a r  a  notação,  r e p r e s e n t a -  

remos a  pré-ordem & simplesmente por i e  o  v e t o r  w ( i  , I )  ( i  91) 
r p o r  w i  . Ressa l to  tambêrn que na d e f i n i ç ã o  de E , o par  ( i  ,q)  

é t a l  que i i nd i ca  o t i p o  de consumidor e q o ind iv íduo  do t i -  

po determinado por i  . Deste modo o  c a r d i n a l  de I x J  (mr) d e t e r  - 

mina o  número de agen tes  de . Para r-1 e s t e  c o n c e i t o  co inc i  - 

de com o de E . 



D e f i n i ç ã o  7 : Uma a l o c a q ã o  provável  pa ra  a  economia E' 5 uma 

mr-upla 
11 l r  x 2 l , . . . , x  2 r  

( X  , * . * , x  , m 1  . . . x , . x r  de n m r  t a l  que 

0s c o n c e i t o s  de c o l e ç ã o  de a g e n t e s  bloqueando a -  

l o c a ç õ e s ,  de núcleo  e de a l o c a ç õ e s  c o m p e t i t i v a s  são  d e f i n i d o s  de 

modo i n t e i r a m e n t e  anã logo  pa ra  , a  p a r t i r  da D e f i n i c ã o  7 . 

Mostraremos agora  que a s  a l o c a ç õ e s  do nÜcleo de 

E' assoc iam as  mesmas e s c o l h a s  d e  consumo para  consumidores do 

mesmo t i p o .  I s t o  pe rmi te  e n t ã o  i d e n t i f i c a r  o  núc leo  de E' com 

um s u b c o n j u n t o  de nm . 

Propos ição  4 : 
9 1  2 r  m l  s e  ( x  ,. . . , x ' ~ , X ~ ' ,  . . . , x  ,.. . , x  ,. . . , x m r i  e s  - 

t á  n o  núc leo  de E' e n t ã o  pa ra  cada i E I , x i q  = x p a r a  q = l . .  

i Demonstração : Para cada i = l  . . . m s e j a  x um menor elemen - 
t o ,  segundo 6 i , do c o n j u n t o  X , = I  r . Suponha que pa ra  

algum i ' E 1 .  m e x i s t a m  d o i s  e lementos  da forma x i q  d i s  - 
t i n t o s .  P e l o  Lema 1  segue  pa ra  i '  

i ' q  x . Por convexi dade ,  s e  i  # i  ' 



m m 
wi - 1 wi = O . S e j a  e n t ã o  S a  c o l e ç ã o  dos i n d i v r  - 

i = l  i = I  

duos a  que o s  xi e s t ã o  a s s o c i a d o s .  P a r a  cada i E S  a s s o c i e  o  

n o v o  "consumo"  xiq . Segue o  a r g u m e n t o  a c i m a  q u e  s b l o  - 
r (1'1 

q u e i a ,  uma c o n t r a d i ç ã o  . 

1 P o r t a n t o ,  uma a l o c a ç ã o  ( x  ,..., 2 x1 ,x2,. .. yx 9 . .  

r r 
m  . . , x  . . . x )  do n ú c l e o  de E' pode s e r  ' i d e n t i f i c a d a '  com o  

r 

1  m m e f e m e n t o  ( x  , . . . x  ) . F les te  c o n t e x t o  v a l e  a  s e g u i n t e  

P r o p o s i ç ã o  5 : P a r a  t o d o  r t- lhl , s e  o  n ú c l e o  de , e n  

t ã o  C C, . 

Demons t ração :  1  m 1  S e j a  ( x  , . x ) € Cr+l . Suponha que  ( x  ,. . . , 
xm) 4 Cr  . E n t ã o  e x i s t e  uma c o l e ç ã o  S de  a g e n t e s  b l o q u e a n d o  

1  m  ( x  , . . x  ) em E' . n a s  i s t o  é c o n t r a d i t ó r i o ,  p o i s  e s t a  mesma 

1  m c o l e c ã o  b l o q u e i a  ( x  x  ) em E  r + 1  

Se c o n s i d e r a r m o s  uma a l o c a ç ã o  c o m p e t i t i v a  da e -  

conomia  E e r e p e t i r m o s  e s t a  a l o c a ç ã o  quando  expand imos  E , a  



a l o c a ç ã o  r e s u l t a n t e  c o m p e t i t i v a  p a r a  a  e c o n o m i a  e x p a n d i d a .  Des- 

t e  modo C r  é n ã o  v a z i o  p a r a  t o d o  r . Como c o n s e q u ê n c i a ,  também 

IK C n 
r6 IN 'r , o n d e  \K e o  c o n j u n t o  d a s  a l o c a j õ e s  c o m p e t i t i v a s  

p a r a  E . N o s s o  o b j e t i v o  f i n a l ,  n e s t a  p a r t e  111, é d e m o n s t r a r  a  

i n c l u s ã o  no  o u t r o  s e n t i d o .  P a r a  i s t o  n e c e s s i t a m o s  do  s e g u i n t e  

Lema 2  : S e j a m  A l  e A 2  s u b c o n j u n t o s  c o n v e x o s  n ã o  v a z i o s  d e   IR^ 
e H a  e n v o l  t ó r i a  c o n v e x a  d e  A I  U A p  . S e j a  B = { z : z = a  z +a  z  1 1  2 2  

com z l  6 A l  , z 2 E A 2  , a > O i = l , 2  a l  + a 2  i - = 1 )  , e n t ã o  H=B. 

D e m o n s t r a ç ã o :  E c l a r o  q u e  BC H . M o s t r e m o s  e n t ã o  q u e  Hc B . 
1  S e j a  e n t ã o  x  H ; x  p o d e  s e r  e s c r i  t o  s o b  a  f o r m a  x  = a , ~  +. . .+ 

E 
I 

m + a m x  + am+lx  + . + a x , p a r a  a l g u m  p e P  
.,=I 

i = l  
i 

a1 L O ; x  E A I  U A 2  , i = ] .  . . P  .Podemos supor  que x ' ,  ..., xm são  elementos de 

m 
A, e  xmt!...,xP 0 são  de A2.Se 1 a i  = O e n t ã o  & a i = l  e p o r t a n t o  

i = l  i =m+l 
X = a  m+l xm+'  + . . . t a x P  é um e l e m e n t o  d e  A p  (A2 c o n v e x o ) .  S e  

P 
r) 

z é um e l e m e n t o  q u a l q u e r  d e  A l  , x = O o z  + 1 . x  E B . Se a i=O,  
i =m+l 

x -1 .x  + 0 . 2  E B  , o n d e  a g o r a  z é u m  e l e m e n t o  q u a l q u e r  d e  A 2  . 
m 

Se a l + O  e a1 P 0 ,  t e m o s :  
i = l  i =m+l 

S e j a m  : 



Segue q u e  e, E A, , e 2  A 2  . A l é m  d . i s s o  fi1+B2 = 1 ,  B,>O , 

6 2  > o . A g o r a ,  x  = Blel + B2e2 é R .  

1 m Teo rema  3 : Se ( x  ,. . . ,x ) C Cr p a r a  t o d o  r e n t ã o  

1  ( x  ,..., x m ) e  IK 

L i D e m o n s t r a ç ã o :  P a r a  c a d a  = I ,  , s e j a  Ti = { z é  li? :z+w e n e 

i xi * z+w 1 : Ti # p o i s  p e l a  n ã o  s a c i o d a d e  e x i s t e  um v e t o r  x '  i 

i t a l  q u e  xi 4 x '  e p o r t a n t o  x '  - i., Ti -T i  é também c o n v e x o  i 

p o i s  s e  z , z ' t  Ti , com z  # z '  e  z ' t w  i z t w i  (sem p e r d a  de  i 

g e n e r a l i d a d e ,  p o i s  di é c o m p l e t a )  s e g u e  de  i i )  da D e f i n i ç ã o  1 

q u e  s e  a &  ( 0 , l )  , 

x i A  z 1  t w i i i a i a ( z l t w i )  + ( ~ - a ) ( z + w  1 = 

= Ctz' + ( 1 - a ) z + w  i e e n t ã o  a z '  + ( 1 - a ) z  6 Ti . 
m  

S e j a  e n t ã o  T a  e n v o l t ó r i a  c o n v e x a  d e  U Ti. 
$51  



P e l o  Lema 2 ,  x é um e lemento  de T s e  e  somente s e  e x i s t e m  a1 ,. . 
m 

., a números r e a i s  não n e g a t i v o s  com a i  = 1  e  e l ementos  m i  -1 
i  1  m z  c T i  , i = l  ... m , t a i s  que x = çilz t . . . t a m z  . 

O argumento b á s i c o  d a  demonstracão 6 m o s t r a r  que 

0 4 T e  a  p a r t i r  d a i  u s a r  um teorema de s e p a r a s ã o  pa ra  c o n j u n t o s  

convexos e  p o n t o s ,  pa ra  o b t e r  um s i s t e m a  de p reços  c o m p e t i t i v o  a s -  
1  m s o c i a d o  à a l o c a c ã o  ( x  ¶ . . . ,  x ) .  

Suponhamos e n t ã o  que x=O. Para cada i = l  . . .  m 

e  pa ra  cada k IN s e j a  a r  o  menor e lemento  do c o n j u n t o  

I n G  IN : n > k * a i } .  Para i no c o n j u n t o  Y = I i  I j , . .  . , m l ;  a i > Q l  de - 

f i n a  z r  = k a i  k i ( k E i N  ) . Tem-se: 
a i 

i 2 1  + w i  C [wi : zi+wi] e  p o r t a n t o  z; t w i  E n para  

todo k E IN . 
i i] s e  e  somente s e  e x i s  De f a t o ,  e €  [ w i : w  + z  - 

i i i i i  t e  a ( [0:1] t a l  que e=aw + ( l - a ) ( z  t w  ) = ( 1 - a ) z  + W  . Com 

k a i  
1  - a =  segue  i )  ( o b s e r v e  que pa ra  i é Y, a: > O 

k 
a: 

1 

k k a i  
k 6  lN e a i  > - k * a i  donde O < - < I  ) .  

k 
a i 

De f a t o ,  s e  k e l M  



S e  k a i  
k é n a t u r a l ,  e n t ã o  a i  = k u i  ; c a s o  c o n t r á r i o ,  

k O < a  - l < k a i  k a i  k 
- i - . Em q u a l q u e r  c a s o  a i  - kai 1  e  

a: 2 kai . S e g u e  e n t ã o  q u e  : 

e p o r t a n t o  i i )  . 

i i i )  P a r a  c a d a  i € Y e x i s t e  k o i  iN t a l  q u e  k iN , 

k > - koi  , a c a r r e t a  : 

k 
C a s o  c o n t r á r i o ,  s e r i a  p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  s u b s e q u ê n c i a  ( x  n ) n E  

k k i 
d e  ( x ) ~ ~ , ~  , c o m  x n t { x a  n; x Q i  x  1 , p a r a  t o d o  n G i N  . 

Como e s t e  c o n j u n t o  é f e c h a d o  ( D e f i n i ç ã o  1 )  s e g u i r i a  d e  i i )  q u e  

i &  x z i t w  % % i  i , o  q u e  é c o n t r a d i t ó r i o .  

S e j a  e n t ã o  ko = max { k o i ,  i Y l ,  k > k o  e 

k r = max { a i  , i E Y }  . Na e c o n o m i a  E' s e j a  S a c o l e ç ã o  de a  - 
g e n t e s  f o r m a d a  p o r  a: e l e m e n t o s  d o  g r u p o  i , p a r a  c a d a  i E . 

i i L zk+  
A s s o c i e  a  c a d a  um d e s t e s  i n d i v i d u o s  z r  t w . P o r  i i i )  x i , 
t w i p a r a  t o d o  i t Y e  

k k i  k  i a i ( z i + w  ) = 1 a \  z i  + a:wi = a i w  , p o i s  
i eul ie Y ijur ieul 



1  m S e g u e  p o r t a n t o  q u e  S b l o q u e i a  ( x  , . . x  ) em 

, uma c o n t r a d i ç ã o .  Logo O $ T . Como T é c o n v e x o ,  e x i s t e  um 

h i p e r p l a n o  p a s s a n d o  p e l a  o r i g e m  com norma1 p # O , l i m i t e  p a r a  T .  

Deste modo podemos  s u p o r  p - z  > - O p a r a  t o d o  z E T .  A n ã o  s a c i e d a -  

d e  i m ~ l i c a  em p 2 O . De f a t o ,  s u p o n h a  q u e  p a r a  a l g u m  j G i 1  ,. . . ,4.13 - 

Pj  
< O .  S e j a m  

AI = j 1 .  p j  < O ; A 2  = C A ,  9 

{ I ,  ..., 11 
i i e n 1 , n 2  n ü m e r o s  n a t u r a i s  t a i s  q u e  n, > x  , n p  > x .  , p a r a  t o -  
j .J 

d o  j (x; : j - G s i m a  c o m p o n e n t e  d e  x i  ) e  

- n 2  j6Al C P j  ' n 1  1 P j  ( d e f i n a  p j  = O  s e  
& A2 jcA2 

S e j a  y o  v e t o r  f o r m a d o  p e l a  s u b s t i t u i ~ ã o  d a s  

i c o m p o n e n t e s  x  p o r  n p  , s e  j C  A I  e n ,  
j 

se  j C A 2  . P e l a  n ã o  

s a c i e d a d e  y e  Ti , mas 

P w Y  ' n 2 2  P j  J 9 1 P j  < O c o n t r a d i z e n d o  p a r  2 O . 
5 A I  3 A 2  

i Y o s t r a r e m o s  a g o r a  q u e  o s  x s a t i s f a z e m  a  c o n d i  - 

ç ã o  "de Õ t i m o "  e x i g i d a  p a r a  a l o c a ç õ e s  c o m p e t i t i v a s .  

S e j a  e n t ã o  x ' E n  t a l  q u e  x i ~ i  x ' ,  

i 1 , .  1 e ,N s e q u ê n c i a  d e  p o n t o s  d e  ( 0 : l )  c o n  - 



i 
v e r g i n d o  a  z e r o .  S e j a  x n  = a x x '  + ( 1 - a n ) x  , p a r a  c a d a  n b l N  . E n  

c l a r o  q u e  x i  xn  ( i i ) ,  D e f i n i c ã o  1 )  p a r a  t o d o  n a  W ; 

I i m  x n  = x  i e x n - w  i Ti  . P o r t a n t o  x n  - wie T  e e n t ã o  
n  

p -  ( x n - w i )  > - O , p a r a  t o d o  n a t u r a l  n  . P o r  p a s s a g e m  a o  l i m i t e  - o  ~ - 
i i m 

b t e m - s e  p * x i  > - p * w  . Como 1 x  - 1 w i  = O o b t e m - s e  p * x i =  
i = l  i = l  

i i = p * w  p a r a  t o d o  1 , .  , . R e s t a  p r o v a r  q u e  x  é o  m a i o r  e -  
i 

l e m e n t o  s e g u n d o  & i  d o  c o n j u n t o  { x €  n; p . x  5 p D w  1. S u p o n h a  e n  - 
i ,  t ã o  q u e  e x i s t a  x n e s t e  c o n j u n t o  t a l  q u e  x  i x  . N e s t a s  c o n d i  - 

i i i ç õ e s ,  como x-w 6 Ti , s e g u e  q u e  p - x  > - p ~ w  e p o r t a n t o  p * x = p " r  . 
S e j a  e n t ã o  ( a n ) n e  ,N s e q u ê n c i a  d e  p o n t o s  em ( 0 : l )  c o n v e r g e n t e  a  

1 .  O mesmo a r g u m e n t o  d e  i i i )  m o s t r a  q u e  e x i s t e  n o b N  t a l  q u e  

p a r a  t o d o  n a t u r a l  n  > - n  o  ' x i  * a x  e p . a  x = u p - x  = i n n  n, 
i = ol p'w < p - w  i i 

n  ( p * w i  > O ) ,  c o n t r a r i a n d o  o  f a t o  q u e  anx -w  E T 
i ( e  p o r t a n t o  p 0 a n x  > - p s w  ) . 



1 :  E c o n o m i a s  

- 0s  resul  t a d o s  a p r e s e n t a d o s  n o  Cap i ' t u l  o  I  I I ,  como 

bem a c e n t u a  G e r a r d  D e b r e u  em s e u  p a p e r ,  a d m i t e m ,  em s u a  m a i o r i a ,  u-  

ma e x t e n s ã o  d i r e t a  p a r a  e c o n o m i a s  p r o d u t i v a s .  No e n t a n t o ,  a s  h i p 6 -  

t e s e s  n e c e s s á r i a s  p a r a  t a i s  e x t e n s õ e s  n ã o  m a i s  p e r m i t e m  a  d e m o n s t r a  - 

ç ã o  d a  e x i s t ê n c i a  d e  a l o c a ç õ e s  c o m p e t i t i v a s .  Com o  o b j e t i v o  d e  d e -  
- 

m o n s t r a r  a  v a l i d a d e  d o  Teorema  3 em e c o n o m i a s  em q u e  a p r o d u c ã o  e 

p o s s i v e l ,  i n t r o d u z i r e m o s  a  e c o n o m i a  E f o r m a d a  p o r  m i n d i v t d u o s  . 
S u p õ e - s e  que e s t e s  i n d i v í d u o s  p e r f o r m a m  um d u p l o  p a p e l .  Atuam como 

t o n s u m i d o r e s ,  com p r e f e r ê n c i a s  em n , seu c o n j u n t o  de consumo  e a -  

t uam como p r o d u t o r e s ,  com a c e s s o  a o  c o n j u n t o  d e  p l a n o s  d e  p r o d u  - 
c ã o  Y C L , o n d e  Y , como já o b s e r v a d o ,  r e p r e s e n t a  a s  a 1  t e r  - 
n a t i v a s  d e  p r o d u ç ã o  d i s p o n í v e i s  em f a c e  d o  c o n h e c i m e n t o  t é c n i c o  d e s  - 
s e s  i n d i  v í d u o s .  

D e f i n i ç ã o  1  : Uma e c o n o m i a  p r o d u t i v a  E é c a r a c t e r i z a d a  p o r  u m 

i i 
t e r n o  ( ( ~ ~ 5 ~ ) ~ ~ ~  , ( ) ,  o n d e  1 = { 1 , * * * , m l ; ( ~ , $ ) ~ ~ ~ e  ( w I i e I  

s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  d a  D e f i n i c ã o  1 ,  C a p í t u l o  111; Y C IR' tem 

a s  s e g u i  n tes  p r o p r i  e d a d e s  : 

i )  O c y  - p o s s i b i l i d a d e  d e  n ã o  p r o d u ç ã o  

i i  ) P a r a  t o d o  x e Y , xx E Y , p a r a  t o d o  A E \I? , A > O  

i i i )  Y e c o n v e x o  



As t r ê s  Últimas condiqões da Definição 1 s e  r e -  

sumem dizendo-se que Y 5 um cone convexo com v ê r t i c e  n a  origem. 

Dado u m  ponto y E Y ,  as coordenadas nega t iva s  de 

y são i n t e r p r e t a d a s  como quant idades  dos bens neces sá r io s  para a  

produção ( i n p u t s )  de suas  coordenadas p o s i t i v a s  ( o u t p u t s ) ,  i . e ,  as  

coordenadas p o s i t i v a s  representam as quant idades  dos bens r e s u l t a n -  

t e s  da ap l i cação  dos i n p u t s  ao processo produt ivo .  

2 :  Alocacões 

Na mesma ordem de i d é i a s  d á  CapTtulo 111, apre  - 
sen tamos : 

1 m m Definic;ão 2 : Uma alocação para E 6 u m  m-upla - (x  ,.. . , x  ) e Q . 

1  Definição 3: Uma alocação ( x  ,. . . , x m )  para E 5 provável s e  a 

i  i é u m  elemento de Y , i  . e ,  s e  e x i s t e  um d i f e r e n ~ a  1 x - 1 'I 
i = l  i  = l  

plano de produção s a t i s f a z e n d o  a  igua ldade  e n t r e  o f e r t a  e  demanda . 

3 :  Bloqueamento por Coleções de Agentes em Economias Produt ivas  

- 
Definição 4 : Se ja  S uma colecão de agentes  de E , i . e ,  S e 

p a r t e  não vazia de I . Diremos que S b loqueia  uma a locação 

1 m ( x  , . x ) para E s e  para cada i  E S , e x i s t e  ii s a t i s f a z e n -  

do: 



i 
i i )  x  +& i li p a r a  c a d a  i C S e e x i s t e  i S t a l  

As a l o c a ç õ e s  a d m i s s ? v e i s  s ã o  d e f i n i d a s  de modo - a  

n ã i o g o  5s c o r r e s p o n d e n t e s  do  C a p r t u l o  111 e  novamente  o  n ú c l e o  de E ê 

o  c o n j u n t o  de t a i s  a l o c a ç õ e s .  

4 :  A l o c a ç õ e s  C o m p e t i t i v a s  e  L u c r o  N u l o  

- 
A noção  de c o m p o r t a m e n t o  c o m p e t i t i v o  p a r a  E e 

a  que  segue :  

1  m 
B e f i  n i  ç ã o  5 : A a i  O C ~ Ç ~ O  p r o v á v e l  ( x  , . . . ,x ) E n rn 6 c o m p e t i t i v a  

s e  e x i s t e  p  L O de modo q u e :  - 

i) A a p l i c a ç ã o  f : Y ---+ Il? 

tem máximo; 

i i ) P a r a  c a d a  i , xi 6 o  m a i o r  e l e m e n t o ,  segundo &i , do c o n  - 

j u n t o  < x  E n; p w x  - p*w i )  . 

Com a  convengão  de s i n a l  i m p o s t a  s o b r e  o s  e lemen-  

t o s  d e  Y ,  f ( y )  r e p r e s e n t a  o  l u c r o  d e c o r r e n t e  da  e x e c u ç ã o  do p l a n o  

de p r o d u ç ã o  y e Y . 
O b s e r v e  que s e  a  c o n d i c ã o  i i )  da  D e f i n i c ã o  5 e  

s a t i s f e i t a ,  n e c e s s a r i a m e n t e  o  máximo de f 5 z e r o .  De f a t o ,  s u p o -  

nha que  e x i s t a  y (  Y ,  com f ( y )  > O . P a r a  t o d o  n a t u r a l  n ,  n y  € Y 

e  f ( n y )  = p e n y  i n  p * y  = n f ( y )  . P o r t a n t o  f não t e r i a  máximo . 



J u n t a m e n t e  com a  h i p õ t e s e  0 E  Y , s e g u e  a  a f i r m a ç ã o .  

1  P r o p o s i g ã o  1  : S e  a  a l o c a ç ã o  ( x  ,. . . , x m )  6 c o m p e t i t i v a ,  e s t ã  no  

n ü c l e o  d e  E . 
D e m o n s t r a ~ ã o :  S u p o n h a  o c o n t r á r i o .  E n t ã o  e x i s t e  Se I ,  n ã o  v a z i o  

e p a r a  c a d a  i E S ,  ii t a l  q u e  

x i  A i  k i  p a r a  t o d o  i E  S e e x i s t e  i,€ S t a l  q u e  

i ,  
x x . O mesmo a r g u m e n t o  d a  P r o p o s i ç ã o  4 ,  C a p r t u l o  

i o 

1 1 1 ,  m o s t r a  q u e  : 

1 p a i '  > pr 
i 

e p o r t a n t o  
i& S i c S  

i 
P *  ( 1 Z i  - 1 w ) = ' p * y  = f ( y )  > O , c o n t r a r i a n d o  o  f a t o  

i S i S 

d e  q u e  f tem máximo.  

Como a n t e s ,  c o n s i d e r e  a  e c o n o m i a  e x p a n d i d a  , 

o b t i d a  c o n s i d e r a n d o - s e  r cons .umidores-produtores  d e  c a d a  um d e  m 

t i p o s .  

D e f i n i ç ã o  6 :  A e c o n o m i a  c a r a c t e r i z a d a  p e l o  t e r n o  

1 ( (  ' ( i ,q )  ( i , q ) & ~ x ~  , ( k ~  
( i  Y q ) )  

( i  ,Q) € I x J  , Y )  o n d e  Y s a t i s f a z  

d a s  mesmas c o n d i ç õ e s  d a  D e f i n i c ã ' o  1  e a s  f a m i l i a s  ( n ,  (i ,ql)( i  , q l G I x J ,  



( W  < i  4 )  ) ( i , q )  E I X J  tem o s  s i g n i f i c a d o s  d a  ~ a p 7 t u l o  1 1 1  , 

D e f i n i ç ã o  7 : Uma a l o c a ç ã o  p r o v á v e l  p a r a  E' é umamr-upla  

1 1  I r  .21 2 r  m l  ( X  , . - - , X  , ,, ..., x , . . .  , X  ,..., xmr)  d e  nmr t a l  q u e  

0 s  c o n c e i t o s  d e  n ú c l e o  e a l o c a ç ã o  c o m p e t i t i v a  

s ã o  d e f i n i d o s  d e  modo a n á l o g o  a o  ~ a p l t u l o  I 1 1  a  p a r t i r  d a  D e f i n i ç ã o  

7 .  

P r o p o s i c ã o  2 : 1 1  1  r m l  S e  ( x  , . . . x , . . . x , . . . , xmr)  e s t á  no  n ú c l e o  

d e  E' , e n t ã o ,  p a r a  c a d a  i é { l  ,. . . , m )  , x i q  = x  p a r a  t o  do 

q = l . . . r  . 

D e m o n s t r a ç ã o  : S e j a  x i  um m e n o r  e l e m e n t o  d o  c o n j u n t o  

A { x i q  , q - 1 . .  . r ]  ; s e g u n d o  . S u p o n h a  que d o i s  e l e m e n t o s  d a  

f o r m a  x i  I q ,  p a r a  a l g u m  i '  , s e j a m  d i s t i n t o s .  C o n s i d e r a n d o  a  c o -  

l e ç ã o  S  d o s  i n d i v í d u o s  p o s s u i d o r e s  d o s  x i  e  a s s o c i a n d o  a c a d a  

1 um - x i q  , t e r i a m o s :  
r q = l  



Como y E Y 1  e  Y é um cone convexo com v é r t i c e  z e r o ,  F.y  4 Y e  

p o r t a n t o  o  Lema 1  do C a p t t u l o  I11  , mostra  que a  c o l e ç ã o  S b loque i  
1  m a  ( x  ,..., x ) ,  uma c o n t r a d i ç ã o .  

5 :  A Igua ldade  ~ s s i n t õ t i c a  e n t r e  o  ~ Ú c l e o  e o Conjunto das Aloca - 
ç õ e s  Competi t i  vas 

S e j a  C r  o núc leo  de . No c o n t e x t o  dos co- 

m e n t á r i o s  do C a p i t u l o  111,  ( C r ) r s  lN é uma s e q u ê n c i a  não c r e s c e n -  

t e  e  o  c o n j u n t o  das  a l o c a ç õ e s  c o m p e t i t i v a s  de E e s t ã  c o n t i d o  

em C, p a r a  todo r . 

Finalmente  a  i g u a l d a d e  a s s i n t Õ t i c a  e n t r e  o  n Ü  - 
c l e o  e  o  c o n j u n t o  das a l o c a ç õ e s  c o m p e t i t i v a s  é a p r e s e n t a d a  no s e  - 
gu inde  

1  m Teorema 1 : Se ( x  ,..., x ) E C r  p a r a  todo r , 6 c o m p e t i t i v a .  

Demonstração: Sejam T i  , i = l . .  .m e  T os  mesmos c o n j u n t o s  de-  

f i n i d o s  no teorema c o r r e s p o n d e n t e  do C a p r t u l o  111. Afirmamos que 

T fl Y = fl . Caso c o n t r á r i o  e x i s t i r i a m  a , ,  . . . um não n e g a t i v o s  , 
m i  

com 1 a i  = 1  e  z G  T i  , i = l . . . m ,  t a i s q u e  
i  = l  

1  k y = a l z  + . . . + umzm E Y . Sejam a  , Y e  z i  os mesmos - e 

lementos  do Teorema 3 do C a p r t u l o  111. Para cada i E  W ,  e x i s t e  

k o i  IN i ' 4  t a l  que kc IN, k > k o  , a c a r r e t a  x i z! + wi ( os 
i  

argumentos i )  e  i i )  da demonstração do Teorema 3 também s e  a p l i  - 
cam). Tome-se e n t á o  k o ,  k e  r nas condições  do Teorema 3 ,  Ca- 



p í t u l o  I11 e  s e j a  S a  coleção de agen te s  formada p o r  a: elemen - 
t o s  d o  grupo i ,  para cada i é Y A cada um desses  agen tes  asso-  

c i e  z: + w i  , Como 

k k i  i 1 a i ( z i + w  ) = k a i z  = ky c Y 
i€ Y I ~ Y  

segue que S b lo  - 

1 m que i a  ( x  ,. . . , x  ) ,  uma con t r ad i ção .  Ex i s t e  en tão  um h iperp lano  can 

normal p#O l i m i t e  * para T e  Y ,  i . e ,  t a l  que p - z  L O para  t o  - 
do zeY e p - x  2 0  para todo x b T  . 
A não sac iedade  impl ica  então que p 1 O e  o  mesmo argumento a n t e  - - 

1  r i o r  r epe t e - se  para mos t ra r  que ( x  ,. .. , x m )  é compet i t iva  ( a  

condição de f  t e r  máximo segue de p a z  - O p a r a  todo z E  Y ) .  

* Considere 

T - Y = ( z  ; Z = X - y  , com x T e y Y 1 

i )  T-Y é convexo : 

Se z , z l  T - Y ,  z=x-y e  a E [0:1 
z 1 = x 1  - Y 1  

tem-se: a z  t ( 1 - a ) z l  = ax + ( 1 - u ) x l  - [ a y t ( l - a ) y l ] ,  como T e  

Y são  convexos, segue que az  t ( 1 - a ) z l C  T-Y . 

i i )  O f! T-Y po i s  T f l Y  = fl . 

Segue de i )  e  i i )  e  d o  teorema de separacão e  - 
nunciado n o  c a p i t u l o  I ,  que e x i s t e  h iperplano(norma1 p # ~ )  t a l  qte 

p - z  > - O p a r a  todo z e T - Y  , Por t an to  p * ( x - y )  > - O para todo x6T 



e  t o d o  y e Y  . Como OE Y s e g u e  q u e  p * x  > O p a r a  t o d o  X E  T . - 

y o  u m  e l e m e n t o  q u a l q u e r  d e  Y . Como p a r a  t o d o  A > O ,  AY,E Y ; 

t e m - s e  : 

p a r a  t o d o  h > O e p o r t a n t o  p * y o  5 O . 



A c o n t r i b u i ç ã o  realmente e f e t i v a  des t a  t e s e  para  o 

problema da t r o c a  e n t r e  indiv7duos é, em últ ima a n á l i s e ,  a  da apre -  

s en t ação  do modelo completo. Com a  adaptação de determinadas t écn i  - 

tas , em sua mai o r i  a camufladas em complexos teoremas d a  Teori a do E - 
q u i l i b r i o  Gera l ,  aos problemas de e x i s t ê n c i a  e  con t inu idade  da de - 
manda e  d a  e x i s t ê n c i a  de preços compe t i t i vos ,  conseguiuse ,  com uma 

matemática extremamente s imp le s ,  a p r e s e n t a r  um modelo de E q u i l i b r i o  

Geral que completa o  apresentado por Debreu e  S c a r f ,  no s e n t i d o  de 

que s e  ex ib iu  uma alocação compet i t iva  para o núcleo da economia E .  

Os r e s u l t a d o s  mais r e c e n t e s  sobre  Economias de Trocas 

pertencem ao vas to  campo das a p l i c a ç õ e s  da Teoria d a  Medida. Consi - 
C 

derando-se o  conjunto  dos consumidores com a  c a r d i n a l i d a d e  de , e  

poss ive l  , u t i  1  izando-se  os concei toi e  r e s u l t a d o s  d a  r e f e r i d a  t e o r i  - 
a ,  ex t ende r  a  quase t o t a l  idade dos ' teoremas aqui expos tos .  A impor - 

t â n c i a  d e s t e  modelo mais ge ra l  e s t á  não somente no f a t o  de que dá 

uma melhor concei tuação ao comportamento compet i t ivo como também res - 
s a l t a  a importância  do método matemático nas reso1uçÕes de p rob le  - 
mas econõmicos. Sob e s t e  ponto de v i s t a ,  o  a u t o r  cons idera  i n t e r e s  - 
s a n t e  a  r e a l i z a ç ã o  de pesqu i sa ,  semelhante a aqui levada a  e f e i t o  , 

n e s t e  novo contex to .  
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