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"There are today heaven knows how many schools of
political economy... For my part, I recognize only
two: the school of those who do not demonstrate,
and the school, which I hope to see founded, of

those who do demonstrate their conclusions”

(Citacao de Walras, extraida da introducao

da Referencia (3) )
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RESUMO

Esta tese trata do significado do comportamento com-
petitivo em Economia. A fim de acentuar os principais aspectos des
te importante conceito introduz-se a generalizacao dada por Debreu
e Scarf para o problema, originalmente apresentado por Edgeworth em
seu Mathematical Psychics, que surge quando agentes economicos, pos
suindo quantidades positivas de determinddos bens, comparecem ao
mercado e procuram negociar suas dotagoes iniciais. 0 resultado da
troca & uma realocacao deéstes recursos inicialmente possuidos. Con
centro minha discussao sobre o problema da existencia de alocacgoes
competitivas, i.e, aquelas que possuem um sistema de precos associ-

ado satisfazendo condicoes de comportamento otimo.



ABSTRACT

This work is concerned with the meaning of competitive
behaviour in Economics. In order to underline the main features of
this important concept I introduce the generalization given by Debreu
and Scarf. The problem, originally presented by Edgeworth in his
Mathematical Psychics, arises when many traders, owning positive
amounts of some goods, meet in the market and try to negociate their
initial endowments. The exchanges result in a reallocation of those
resources initially owned. I concentrate my discussion on the
problem of the existence of competitive re-allocations; i.e, those
that have a price system associated with them satisfying some

conditions of optimum hehaviour.
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INTRODUCAO

0 estudo das trocas que surgem entre individuos que
afluem ao mercado com certas quantidades de bens foi primeiramente
apresentado por Edgeworth em seu Mathematical Psychics (1881). Es
te estudo apresenta a primeira formulacao precisa do comportamento
competitivo. Apesar de sua importancia, somente na década de 50
foi atribuido real valor ao trabalho de Edgeworth, quando se deter
minou conexbes entre as economias do tipo por ele estudado com jo-

gos de n-pessoas.

Edgeworth considerou a principio uma economia com -
posta de 2 individuos e 2 bens, cada um dos individuos possuindo
determinadas quantidades iniciais destes bens. FEstes agentes com-
parecem ao mercado para negociar estas quantidades possuidas. 0
resultado do comércio & uma re-distribuicao da quantidade total des
tes recursos iniciais. Numa analise de situacoes a priori, Edge -
worth considerou o conjunto dos resultados que poderiam advir das
negociagoes no mercado e concentrou sua atengao naqueles resulta -
dos que eram bons para ambos os individuos, no sentido de'que a si
tuagcao dos agentes nao pode ser melhorada simultaneamente por meio
de comércio adicional (estes resultados sao denominados Pareto oti
mos) e que eram preferiveis as dotacdes iniciais. A este conjun-
to Edgeworth deu o nome de Curva de Contrato. Considerando os re-
sultados aos quais era possivel associar precos satisfazendo cer -
tas condicoes (tais condicOes serao especificadas mais tarde), i.e, ’

resultados competitivos, Edgeworth observou que estas particulares



distribuicoes dos recursos eram elementos da Curva de Contrato. Com
o intuito de isola-las, Edgeworth introduziu uma economia expandida
com 2n individuos. Demonstrou entdao que a medida que n torna- se
maior e maior, mais e mais distribuicoes dos recursos sao elimina -
das da Curva de Contrato obtendo-se como "limite" deste conjunto os
resultados competitivos. O artificio utilizado nesta demonstracao

foi o que Edgeworth denominou recontrato. Um grupo qualquer de in-
dividuos recontrata um resultado do comércio (a priori) para o con-
junto total de agentes se lhes & possivel redistribuir entre si su-
as dotacoes de tal modo que pelo menos um dos participantes do gru-
po esta mais satisfeito com o novo resultado do que com o anterior

e nenhum outro o deseje menos.

A Teoria dos Jogos chamou nucleo a Curva de Contrato
de Edgeworth. Com este novo nome apareceram as generalizacoes. A
primeira delas foi apresentada por Gerard Debreu *(1960) que estu -
dou o nicleo de uma economia com m tipos de agentes e 2 bens .
Recentemente outras surgiram para economias com um numero infinito
nao enumeravel de agentes e o ponto de vista da Teoria da Medida

foi introduzido no estudo do nucleo.

0 objetivo destas notas e apresentar um modelo, de-
rivado do trabalho de Debreu*, que nao somente permita a obtencao
dos resultados de Edgeworth como tambem a demonstracao da existen-
cia de uma alocacao competitiva. 0 fato crucial para a validade
deste resultado @ a continuidade da demanda, que permite, conside-

rando-se o simplexo de precos, a aplicacao do Teorema de Brower.



0 trabalho e dividido em 4 partes. Na primeira apre
senta-se alguns resultados matematicos. Nao se pretende nada alem
de fixar a notacdo com esta parte. A segunda trata de um breve re-
sumo dos conceitos economicos em torno dos quais gira a analise e,
finalmente, as partes III e IV estudam o niucleo de economias nao

produtivas e produtivas, respectivamente.

* Gerard Debreu - H. Scarf



CAPTTULO I

Apresenta-se a seguir um resumo da maioria dos resul-
tados e conceitos matematicos que serao utilizados. A notacdo em-
pregada no resto do trabalho € a que e aqui apresentada e conse -
quentemente este Capitulo I serve como um guia de referencias da

linguagem utilizada.

1: €onjuntos

Se S @ um conjunto e x um elemento (ponto) de S,
escrevemos X €S . Se x nao e elemento de S , escreve-se X ¢ S.

Como exemplos de conjuntos apresentamos:

IN : conjunto dos numeros naturais, i.e, 0o conjunto formado

pelos numeros 1,2,3,...

7R: conjunto dos numeros reais.

Em geral, dados objetos a,b,c,... indica-se por
{a,b,c,...} o conjunto que & formado por esses objetos. Com esta

convencao, por exemplo, IN ={1,2,3,...}

Se S @& um conjunto, seja P uma propriedade rela-
tiva a um elemento generico de S . Esta propriedade P define
um novo conjunto denominado parte ou subconjunto de S . Este
subconjunto consiste dos elementos de S que gozam da proprieda-
de P . Formalmente: P define o subconjunto {x €S; x tem a pro

priedade P}. Quando nenhum elemento de S tem a propriedade P



diz-se que P define o subconjunto vazio, denotado por @

Dados dois conjuntos S e Y , diremos que S esta
contido em Y e escreveremos S C Y , quando todo elemento de S
& tembém um elemento de Y . Diremos que S=Y quando Sc Y e

Ycs

Se § & um subconjunto de Y , os elementos de Y que
nao pertencem a S determinam um subconjunto de Y denominado com

plementar de S em Y e representado por CYS

Se S e Y sao conjuntos, a uniao, SUY , de S e
Y & o conjunto dos elementos que pertencema S ou a Y (ou a
ambos). A intersecao, S NY,de S e Y , & o conjunto dos ele -

mentos que pertencem simultaneamente a S e a Y

Se S e um conjunto , ﬁD(S) representa o conjunto

de todos os subconjuntos de S

2: Funcoes

Sejam S e Y dois conjuntos nao vazios. Se a cada
elemento x de S esta associado um Unico elemento y de Y .
diz-se que esta definida a fungao f de S em Y . Usaremos tam-
bem o vocabulo aplicacao designando uma funcdo f . Representare-

mos uma funcao f de S em Y atravées da notacao f:S—Y , on
x—f(x)

de para cada x em S , f(x) representa o eleménto de Y associ-

ado a x via f . Os conjuntos S e Y sao chamados, respecti-



vamente, dominio e contradominio de f

A seguinte definicao e uma reproducao da refe-

rencia (1)

“Seja L um conjunto nao vazio cujos elementos
chamaremos Tndices e representaremos por x . Dado um conjunto nao
vazio X , uma fam7lia de elementos de X «com Tndices em L e um

aplicacao x : L — X

Dada uma familia x , indicaremos o valor de x
no elemento A de L por x, , ao inves da notagao usual x(1)

A familia x @& indicada tambem pelo simbolo (XK)AG L

Se L =IN a famTlia denomina-se sequéncia de

elementos de X

Se S e um conjunto e (A e uma fami

A)Ae L
lia de elementos de ﬁ>(5), a uniao desta familia, representada por

U = € o conjunto dos elementos de S que pertencem a pelo me

A
AE L
nos um dos A, . A intersecdo da familia N A, » & o conjunto
AE L
dos elementos de S que pertencem a todos os Ax . Formalmente:
U AA = {x€S ; existe A€ L com X EAA}
re L
\ A, = {x€S ; xeA, para todo Ar€L}
e L
_ m
Se L ={1,...,m} escreve-se tamhem J A
m i=1
e (\Ai representando a unido e a intersecao, respectivamente.



Se S e um conjunto nao vazio e (S}\)Aé T

L = {1,...,m} & uma famTlia de elementos nao vazios de IP(S), de

fine-se o produto cartesiano Slx...xSm da familia (SA) como

re L

o conjunto de todas as aplicagoes f : {1,...,m} — U S tais
AE L

que f(\)€ SA para todo Ar=1,...,m . Os elementos .de ‘S1x...xSm

sao representados pelas m-uplas (51""’Sm) onde Sy € SA para

todo A=1...m . Os S, sao denominados componentes ou coordena -

das da m-upla.

Se para todo a=1...m, SA=B , representaremos

o produto Sqyx...xS por B™ . cComo exemplo apresentamos:
1

m - T Y *
IR = {(Xqsww.,X,)3x; € um numero real} , o espago euclidiano a

m dimensoes

3: Pre-ordens

Seja S um conjunto nao vazio. Uma relagao
binaria R em S @& um subconjunto do produto SxS . Se o par

(x,y) € cum elemento de R , escreve-se xRy

Seja R uma relagdao binaria em S . Diremos
que R @
i) reflexiva: se para todo xe S xRx
ii) simétrica: se a condicao xRy acarreta yRx
iii) anti-simétrica: se as condicoes xRy e yRx acarretam x=y

jv) transitiva: se as condicoes xRy e yRz acarretam xRz



v) completa: se para todo par x,y de elementos de S , xRy, yRx,

ou ambas as relacoes se verificam.

Uma pre-ordem parcial em S & uma relacdo bi-
naria R em S reflexiva e transitiva. Uma ordem parcial em S
e uma pre-ordem parcial antisimetrica. 0 sTmbolo < sera usado(em
Tugar de R) para representar uma preé-ordem parcial. Uma pré-ordem
(respectivamente- ,ordem) e uma pre-ordem parcial completa (respec-

tivamente, ordem parcial completa).

Seja ¢ pré-ordem parcial em S . Se X,y
sao elementos de S tais que xgy e Y4 X escreveremos Xx-~y.

Se X%y e nao y«£ X , escreveremos X «£ Y

Dada % pre-ordem parcial em S , se y & um
elemento de S tal que para todo x em S , xe y (respectiva -
mente y & x) diz-se que y @& um maior elemento (respectivamente,

N

menor elemento) de S

A notacao g_serﬁ usada para representar a or -

dem usual de IR

&

Se a,be IR com a<b, define-se os conjun-
tos:
[a:lﬂ = {x € IR ; as<x<b}
(a:b)= {x € {R : a<x<b}



4: 0 WR"

Se x=(x1,...,xn) e y=(y],...,yn) sao elementos
de ‘p? (vetores), sua soma x+y & por definigdo o vetor (x1+y1,...,
xn+yn). 0 elemento neutro desta operacao & o vetor cujas componen-
tes sao todas nulas que sera representado por 0 . 0 simetrico de
X, =X , € 0 vetor (-Xq5...5=X,). Se A @& um numero real ix & o

vetor (Ax1,...,xxn). A diferenca entre x e Y , x-y , @8 0 vetor

x+(-y).

Se x],...,xm sdo elementos de |R" , sua soma

xJ

| e~13

X 4., axT (definida indutivamente) sera representada por

J=1

Escreveremos x <y com o sentido de que para

todo i=1 ... n X; £ ¥; - Escreveremos x <y com o sentido de

que para todo i=1 ... n x, <y, e x distinto de y . Finalmen-

te x <<y significa X; < ¥; para todo i=1 ... n

Se ajy,by,...,a,,b. sao numeros reais com a;<h,
para todo i=1 ... n , o produto cartesiano [ﬁ]:ba X vo.X [an:bé]CZ

n
C IR denomina-se hiperparalelepipedo de IR"

Diz-se que um subconjunto A de IR" & limita-

do se esta contido em algum hiperparalelepipedo.

. n . s g
Consideraremos IR provido da norma euclidiana

Il |l ,i.e, da aplicacio ] |] : W —— IR

K= (xpseenxg) =l1x1] =

1
={ X?] 2
iz1 !

He~—1=s
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-

-~ A n
U S
ma sequencia (X )XE\N de elementos de IR e

n - - -
convergente a xoe IR se para cada numero real >0 existir Aoe\N
com a propriedade: 2reWN , A > A, , entao 1x-x°]] < e . Escre-
A

veremos x% = lim x
A

Dada a sequencia de elementos de WR",

A
(") re
seja ¢ : IN —————IN uma aplicagao com a propriedade:

k ——— ¢(k) = A,

$(x) = ¢(y) implica em x=y (i.e, ¢ & injetiva). A sequéncia

(X¢(k))keib\ denomina-se subsequéncia de (XA)A&JN

Diremos que uma Sequencia (Xk)xexN de elemen-

n - .
tos de IR e limitada quando seu conjunto de valores {XA 3 A€W}

o for. Para sequencias limitadas vale o seguinte

Teorema: Se (XA)AE N e limitada, admite subsequéncia convergen
te.
- n
Se A e um subconjunto de R diremos que
A @& fechado se para cada sequencia (XA)Ae\hx de elementos de A,

A

convergente, 1im X" & um elemento de A

A
Um subconjunté B de (Rn e compacto se e fe-
chado e limitado. Para compactos vale o sequinte
Teorema: Se (BA)A € L g uma familia de conjuntos compactos nao
vazios de IR? com a propriedade que para toda parte 0 # I C L, fi

nita* , [\ B #0 , entio () B, # 0
vyel Y re b

* Diz-se que I & finito com j elementos se & possivel determi-
nar ¢:I - {1,...,3} tal que para todo k€ {1,...,j} existe um iUnico
X €1l com ¢(x) =k .
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~ n
Seja A um subconjunto nao vazio de IR e
n
f:A——m—— IR

uma aplicacdo. Diremos que f e con
X —— f(x)

A) de elementos de

- (o] oy s
tinua em x e A , se para toda sequencia (x A€ IN
A convergindo a x° a sequéncia (f(xx))AQ‘N converge a f(xo)
Diremos que f € continua em A se f & continua em todo elemen-

to de A

~ n
Se x ey sao elementos de IR o segmento de
_ _ n
reta com extremidades X ey e o conjunto [x:y] = {z¢ R z=ty+(1-

-t)x com te [0:7] )

n_
Um subconjunto S de IR e dito convexo se toda
vez que X,y e S, [x:{lC: S . E imediato que intersecdes quaisquer

de conjuntos convexos Sao convexas.

A envoltoria convexa de SC R" € 0o menor sub-
conjunto convexo de lQn , no qual S estada contido, i.e, a envolto-
ria convexa de S & a intersecao de todos os subconjuntos convexos
que contem S . A envoltoria convexa de S coincide com o subcon-
junto de “Zn formado tomando-se todas as combinacoes convexas fi-
nitas de elementos de S , i.e, o conjunto de todos os elementos

z = agX o+ ... 4 apxp onde x' € S para todo i=1...p, aiip i=1...
e E ai=]

Seja ¢ um numero real e p um vetor nao nulo de
iR . 0 hiperplano com normal p e constante ¢ & o conjunto

n n
{x€ R ; p.x =c} onde p.x =) pi.X; se P=(Pqse.-sPy) e
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X = (xl,...,x Diz-se que o hiperplano com normal p e cons -

n)
- . . 3 n - )
tante ¢ & limite para um subconjunto SC R se S esta conti

do em um dos semi-espacos

n n
{xe WR ; p.x < ¢} {xe IR ; p.x> ¢}

0s dois teoremas que seguem sao cruciais nestas

notas.

Teorema: Seja S um subconjunto convexo de IR e z um ponto
de Nln . Existe um hiperplano com normal p e constan
te ¢ , tal que p.z = c , limite para S , quando e ape
nas quando =z ndo & ponto interior de S , i.e, quando

n
nao existe e > 0 tal que {xe W 3 ||x-z||<e} € S

Teorema: Ponto Fixo de Brower

. n ~ .
Seja S um subconjunto de R nao vazio, compacto e

n
convexo. Seja f : § —— IR uma funcao conti -
X ————— f(x)

nua tal que f(S) = {f(x);xe€ S} C S . Entao existe

po € S tal que f(po) = p°
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CAPTTULO 11

Procura-se definir aqui os conceitos economicos
basicos em torno dos quais nossa analise sera efetuada. Precos,
bens e agentes sao estes conceitos. 0Ns bens sao introduzidos por
meio de exemplos: pao, café, caminhdo, trabalho... etc sao consi
derados bens economicos, cada um dos quais medidos de forma conve
niente. Assumiremos que a quantidade de cada bem & um niimero re-
al nao negativo (esta hipotese nada realistica de perfeita divisi
bilidade, como acentua Debreu no seu Value Theory, e imposta pelo
atual estagio de desenvolvimento da Economia). O0s agentes da ati
vidade economica sdo os individuos, grupos de individuos ou orga-
nismos que constituem as unidades elementares dessa atividade. A
cada agente corresponde um certo conjunto de decisdes disponiveis
a ele.Faremos distincoes entre dois tipos de agentes:produtores e consumi
dores. Os produtores sao os que transformam certos bens em ou-
tros bens e os consumidores sao os que usam determinados bens pa-
ra satisfazer suas proprias necessidades. A seguir da-se uma i -

déia do papel de cada um na atividade economica:

Produtores: 0 papel do produtor @ escolher um plano completo de

acao (tal plano e caracterizado por uma listagem completa de seus
inputs e outputs). 0 produtor e caracterizado pelas limitacoes de
sua escolha e pelo seu criterio de escolha. Suas intencoes de
producdo (suas possiveis escolhas) estao restritas a pertencerem

a um certo conjunto representdndo seu conhecimento tecnologico.
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Consumidores : Tal como os produtores, o consumidor escolhe um

plano completo de acdo e também & caracterizado pelas limitacoes ©
bre suas escolhas e pelo seu critério de escolha. Suas limitacoes
sao de natureza orcamentaria e fisiologica e seu critério de esco-
Tha & caracterizado por suas preferencias num certo conjunto repre

sentando suas alternativas de consumo.

A atividade economica (admito esta expressao co-
mo intuitiva) estudada neste trabalho & a atividade de um dado ins
tante, denominado o instante presente. Supbe-se também que a ati-
vidade economica & levada a cabo sem a ajuda de um bem servindo co

mo meio de troca.

Entende-se por preco de um bem um nimero real nao
negativo associado a este bem. 0 papel dos precos & o que se Se -
gue: Quando um agente economico ‘“"adquire" uma certa quantidade
desse bem, o produto dessa quantidade pelo preco & um niUmero real
nao negativo escrito no lado dos debitos de sua contabilidade. Es
te numero representa a quantidade "paga" pelo agente. Se o0 agente
"fornece" essa quantidade,o produto acima referido escreve-se no
lado dos creditos de sua contabilidade e representa a quantidade re

cebida pelo agente.

Em nossa analise ndo se supoe a existencia a

priori de precos.

Se a atividade economica & composta de £ bens,
um sistema de precos associado a esse conjunto de bens & um vetor
com componentes nao negativas de JR& . A componente i & o pre-

¢o do bem i .
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CAPTTULD ITI

1: Economias

No que segue, lidaremos com uma economia consis-
tindo de m consumidores e £ bens. Cada consumidor possui ini-
cialmente certas quantidades de cada bem, suas dotacoes, represen-
tadas por pontos de ‘R@'. As decisoes de consumo desses individu-
0os sao representadas por elementos de © , o conjunto dos pontos
de le com componentes n3ao negativas. 0 crit@rio de escolha de ca
da consumidor estad determinado por uma pre-ordem em 0 denominada

preferencia desse consumidor em © . Formalmente:

Definicao 1 : Uma economia E com m consumidores e £ bens e

caracterizada por um par((e , 51)16.1 s (w1)ie I) onde I={1,...,m4

e

E .
Q = {(x1,...,§)e IR s X3 > 0 para todo j=1...2} ; (w1)

iel
uma familia de elementos de Q com componentes estritamente posi-

tivas e para cada i€ I , % & uma pré-ordem * satisfazendo:
j

i) Se x,y € @ com y < X , entdo y Kﬁ X - nio saciedade

ii) Se x,y sao dois pontos distintos de ¢ , satisfazendo
xﬁ9i y , entao para todo nimero real o & (0:1)
x <5 ax + (1-a)y - convexidade

iii) Para todo xé&qo os conjuntos {y€ a; x<; ¥y} ,

{(ye€ q; vy éﬁ X} , sao fechados - continuidade

* Sypoe-se estas pre-ordens distintas
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Diremos que y & preferivel a x , segundo o coﬂ

sumidor i , se x*% y . Diremos que y & indiferente a x , se -

gundo o consumidor i , se X'? y

A condicao 1ii) admite uma generalizacao impor -

tante:

Lema 1 : Seja E wuma economia , i€ I ; para o natural s > 2 se-

jam x],...,xs elementos de @ nao todos iguais tais que xséi x 9

para q = 1...s . Se Gyseessd sao numeros reais positivos com

It &~10
Q
>
o]

% s
a. =1 , entao x°«&L ;
:] q 1q

Demonstracao: Para s=2 o Lema & um dos axiomas da definigao de

E . Demonstraremos por inducao sobre s . Para isto suponha o le-

ma verdadeiro para s-1, s>2. Temos:

s s-1 s-1
oo xd = aSXS + () o )x' , onde x' = S E— Y oo x9
q=1 ¢ q=1 s=1 q=1 @
Y o
q=1
se x! = ... = x5 , Segue que xstéi x' . Se x],...,xs'] nao
sao todos iguais, podemos supor, sem perda de generalidade - s

x5 45i x¥  para todo q=1 ... s-1 (& . & completa). A hipo-
1

tese de inducao assegura que xs'] ® x' . Segue ent3o que
i

%> ‘} x' . Em qualquer caso o lema aplica-se (s=2) ao par

(x',x%). Portanto
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2: Alocagoes

A economia E , como ja acentuado, compoe-se de
m individuos que afluem ao mercado para negociar suas dotagoes. U
ma alocacdo para E @& um resultado possivel desse comércio. For-

malmente:

Definicdo 2 : Dada a economia E , uma alocagao para E & uma m-u

pla (x‘,...,xm) € o™ 5 x' denota o vetor de bens (resultado pos-

sTvel do comercio) associado ao i-ésimo consumidor.

Definicdo 3 : Uma alocacao (xl,...,xm) para a economia F @& dita
m

provavel, se o vetor de bens ] X; associado ao conjunto de todos os
i=1

mo
agentes iguala o vetor disponibilidade total (oferta) J w'
i=1

3: Bloqueamento por Colecao de Agentes

Dentro do espT#ito da demonstracao de Edgeworth
introduz-se agora o equivalente atual da nogao de recontrato. Da-
da uma alocacao qualquer, uma colecao de agentes, representada por
um subconjunto de I , bloqueia esta alocacdo se & possivel para
seus integrantes redistribuir totalmente suas dotacoes de modo que
pelo menos um deles esteja mais satisfeito com a nova distribuicao
do que com a antiga e nenhum outro a deseje menos. Formalmente:
")

. . ~ . L -~ ]
Definicdo 4 : Dada a economia E , a alocacao (x ,...,X e a co
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lecao J de consumidores (§ # J< I) diremos que J bloqueia

(x ,...,xm) se para cada Jj&J existe x Je o de tal modo que

i) ) -J J
L X = W
jed e
ii) x9 é-j xJ para todo je&€ J e existe joe J tal que
j . 3
XO A XJO
Jo

Definimos entao o nucleo de E como o conjunto
das alocacdes admissTveis, i.e, o conjunto das alocacdes provaveis
que nao podem ser bloqueadas por nenhuma colecao de agentes. Con-
siderando-se a colecao dos m individuos segue que as alocacdes do
nucleo sao Pareto otimas e por consideracdo de colecoes formadas
por um uUnico individuo segue que sao preferiveis as dotacoes ini -

ciais.

4: Alocacoes Competitivas

Nao e de nenhum modo evidente que existe uma alo
cacao no niicleo de E . Com o intuito de demonstrar este fato e
de isolar o tipo realmente importante de alocacao do nicleo, intro
duz-se a nocao de comportamento competitivo. Diremos que os agen-
tes de E se comportam competitivamente se sua "demanda total" i-
gqual sua “"oferta total" e se & possivel determinar um sistema de
precos p de modo tal que as escolhas de consumo do i-ésimo consu

midor sao limitadas pelo valor de sua dotacao inicial. Formalmen-
te:



Definicao 5: A alocacao (x‘,...,xm) e competitiva para a eco-

nomia E se :

i) (x],...,xm) e provavel.

ii) Existe p >0 em @ tal que para todo iel , x' & o

maior elemento, segundoesi , do conjunto {xe& Q;p-xip-w1}

Demonstraremos agora a existencia de uma aloca -
~ - . . 1 m m, ¢ i
cao competitiva. Para isto seja A ={(x ,...,x )€ Q0 ; ] x <

m i=1

) w' } , i.e, A @ o conjunto das alocacdes de E cujo vetor
i1
total (demanda)

i =~ - .
X' nao excede a oferta da economia. Para ca-

ne~-1=3

1

3
da i€ 1 seja 0; o conjunto dos pontos xe¢ Qo para os quais e -
. i- i+ m P
xistem m-1 vetores x],...,x ! ) X 1 s eeey X em Q tais

1

. -
que (X o X 1, X, X' 1 se s xm) € A .

A ideia importante por tras da construcao dos o
€ a substituicao de & por novos conjuntos de decisoes de consu-
mo, agora limitados. Estes novos conjuntos permitirao definir a
demanda dos consumidores para todo pe e ; fato de vital importan-

cia na demonstracao da existencia de precos competitivos.

Proposicao 1: Para cada i€l , @ € nao vazio, limitado e con-

i
vexo.

Demonstracao: Para cada i€ I o vetor nulo e w' sdo elementos

de Q. o0 que mostra que Q. @& ndo vazio.

i i
= . i- i+ . 1
Se xeé g; existem x1,...,x ! , X 1 se ey x"  tais que (X »...,
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, . R mo.
x1"1,x,x1+],...,xm) € A. Comox< J x3+x< J w seque
j=1 j=1
J#i
que 51 @ 1imitado. Se y @& outro elemento de 51 sejam
y1,,..,y1_],y1+],...,ym seus correspondentes em @ tais que
(y],...,y1-1,y,y1+],...,ym) € A . Dado a €& [O:ﬂ considere os
vetores ax' + (T-a)y',..o,ax 14 (1-a)y T x4 (1-ayy T,

m

.. oX + (l-u)ym

Tem-se «a (°§' xd 4 x) + (1-a) (] yj + y) <
J#1 JET

X,

mo . .
<a J ow o+ (1-a) wl . E claro que ax + (1-a)y€ Qs

j=1 J

o~
=
Cae
1]
ne~13

1 j=1

Seque desta proposicao que existe h = (h1,...,
hy) € @ tal que se xg€ éi , X << h , para todo ie I . Seja

entido H = [O:hﬂ X...X P:hf] . H & compacto, convexo.

5: A Demanda do Consumidor

A proposicao seguinte mostra a existencia de

pontos otimos de consumo a partir dos quais a demanda € construida.

Proposicao 2 : Para cada pe e para cada ie I existe um Uni

co x%¢ H tal que:
i) x° & o maior elemento, segundo 4 3 , do conjunto

B (xe H; p-x < p-u')

i,p
ii) p.x® = pew’
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Demonstracao

Mostraremos primeiramente que se x° existe, de
ve satisfazer p-x0 = p-w1 . Se p=0 nada ha que demonstrar. Po
demos ent3o supor p#0. Observemos que nestas condicoes xo#h. De

fato p-h > p-w1 (da construcao de H , seque h >> w’) e portan-

to h ¢ Bi b - E claro entao que x° < h . Suponha entao p.x° <

ne | Seauencia de pontos em (0:1) convergen-
0

te a1 . Para todo negiN a X"+ (l—an)h 2 unxo + (l-an)xO =X

Afirmamos que existe Ny € IN tal que para todo ne€iN , n>n

<p.w' . Seja (an)

unp-xo + (1-an)p-h < p-wT . De fato, seja e > 0 tal que p-x° +
+ e < p~w1 . A sequencia (anp-xo + (1"“n)p'h)r\etN converge para

p-x0 : portanto existe um natural No tal que para todo natural n

maior ou igual que Ng» anp-xO + (1—an)p-h < p-xo + e < p-w’. Se -
gue da convexidade de H e da nao saciedade, que os pontos da for

sao pontos de B, com

0
ma o x  + (l-ay )h com n > n i,p

n

xodii % x0 + (1-an)h , uma contradicao.

0

Para demonstrar a existencia observe primeiramen

te que B ¢ um conjunto compacto convexo (nao vazio). Seja

i,p

entao para cada xe B, D

Ix= {ve Bi x&: Yy} = {ye 9-,’ xéi vy N B1.

" . : Seque

b -

dos axiomas i) e iii) da Definigao 1 que e uma fa

(Ix)xe Bi
).

p
milia de compactos convexos nao vazios (x & I.. para todo x& B, D
A familia (I,) tem a propriedade da intersecao finita (is-
x'x€& B, D .

to segue imediatamente do fato de £ ser completa). Portanto

i
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f\ IX £ 0 . Seja x® um ponto desta intersecdao. FE claro
Xe& B,
1,p
entao que para todo xe Bi o X éﬁ x% e portanto x® & um major
elemento de Bi p Suponha que exista y # x®  em Bi D tal que
x° %ﬁ y . Pelo axioma 1ii) da Definigao 1, x°0<i Ay + (1—A)x° s
se A€ (0:1). Como Bs D g€ convexo teriamos Ay+(1—x)x°é; 81 b
0

contrariando a definigao de x

Portanto a cada p Q@ podemos associar um ele-

mento x° (lnico) maior elemento, segundo a pré-ordem % ; , no con

junto Bi b Fsta correspondencia @ denominada demanda do consu-
3

midor 1 . Formalmente:

Definicao 6 : Para cada i&1I , a aplicacgao d' g —— @

p — d' (p)=x°
onde x° & o maior elemento de {Xx€H; p.-x < p'w'}) & denominada
demanda do consumidor i

Teorema 1 : A aplicacdo d' & contTnua em p° , se p° # 0, para
cada 1€ 1

Demonstracao: Seja (pn)n,&'N sequencia de pontos em @ conver

gente a po . Mostraremos que (d1(pn))néiN converge a d1(p°)

Seja para neiN , x" = di(pn). A sequencia (xn)ne\hl e limitada
UU]e H para todo n ). Seja entao W o conjunto dos pontos 1i
mites das subsequencias convergentes de (xn)nem . Afirmamos que
se W = {x} entdo (Xn)neiN converge a x . Caso contrario exis

tiria > 0 com 3 propriedade de que para todo noé\H existe
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, n>n, , de modo que | 1x"-x1] > ¢ . Seria entao possivel

. n . n .
determinar (x k)ke\N subsequencia de (x )ne\N satisfazendo

x"k
[
quenci

ponto

- n -
- x|| > ¢ para todo keIN. (x k)k&W! e por seu turno se-

a limitada e admitiria subsequencia convergente para um

distinto de X . Isto contradiz a hipotese W {x} . Bas-

0

ta entao mostrar que W = {xﬂ, onde x = d1(p°). Seja entEo»XE:w.

Seque

mo H

proposicao 2 que p

*

que x* = Tim xnk

) N
& fechado, & claro que x*€ H. Para todo ke IN, segue da

n -
» (X k) subsequencia de (x")ne N - Co

n n n ]
ko' k = p k! Por passagem ao limite, ob-

tém-se p%-x* = p®w' . Como x° & maior elemento em Bi,po » SE
* 4L 0 s ~ s
gue que X" &, X . Seja agora (AY)Yem sequencia de pontos em
. aned k.(1- Y - -
(0:1) convergente a zero. A sequencia (p (1 AY)x )k&_‘N conver
ge para (1-Ay)p°-x° , para cada ye&¢iN , fixo. Por outro lado
. _ }\,O,i
po-w1 > 0 . Seja entao ¢ = Y (g W) Existe k0 € IN tal
que para todo ke€iN, k > k
o i
n A (p~ew’)
p K o(1-a )x% < p%-(1-a)x° + X =
Y Y 2
o,.,1i
A (p=ew’)
= p%.x% - A p%.x0 4+ X
Y 2
o i
A (7w
= p%w! - A pQew! 4 X
Y 2

n n
aned K.y Kk
Por outro lado, da convergencia de (b X )k W

-wi , Segue que existe k]é\N tal que para todo natural k1k1,

n n i
=pk-Xk>po'W1"‘€
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Tome-se entao k «como o maior dos dois numeros

kgs ky - Para keiN .k > k , tem-se:

n : : n
k ow! > p%w’ - ¢ > pk -(]—AY)XO
Ny . )
Como x e o maior elemento de Bi s M Segue
que para todo y e todo k > k , (1-AY)x° %ri xnk . Como
{ye 9 (1—Ay)x°€$i y} @& fechado, segue que (T—Ay)x°£$i x* . Por

0 - ~ .
- sequencia co h =~ QXKL X*
tanto ((1 AY)x )Ye(N e seque convergente no fechado {xe 23X X%}

e hecessariamente x°4;1 x* . Seque entdao que x* tambem & maior

elemento em B e portanto x* = x°

i,p0

Estamos praticamente com 0s instrumentos necessa-
rios para a demonstracao da existencia de uma alocacao competitiva.
A proposicao seguinte da o toque final relacionando tais alocacoes
com as demandas dos consumidores.

m

. mo .
Proposicdo 3 : Seja p€a tal que J d'(p) =7 w' .
i=1 i=1

Entao:

i) po> 0

ii) (di(p),...,dm(p)) e competitiva

Demonstracgao:

Mostremos inicialmente que p >> 0. Suponha que
p tenha alguma componente nula, digamos a j-esima, i.e pJ = 0.Pa
. . m .
ra cada i€1 seja x' = dI(p). A condic3o } x| =
i=1 i

w im -

BE~13
-

1
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plica em que x!e 2; para cada 1 e portanto X' << h para todo

i . Seja x1 o vetor obtido de x' pela substituicao de sua j-e
sima componente por hY. Entdo x| < xi e pela nao saciedade
x‘v(i x1 . F claro que xTeH e p-xi=p-x'=p-wlObtém-se deste mo

do uma contradicao.

Mostremos agora que x' & o maior elemento, se-
A

gundo o do conjunto {Xx€ Q; p-x < p-w1}. Admitamos que exista

. .~ i
um elemento w em CQH satisfazendo a restricao p-:x < p'w e

tal que x' A} w . Seja (a N sequencia em (0:1) convergente a

n)nél

1 . Existe entao n,€IN tal que nemN , n> n, , acarreta x1‘<1anw.

0

- » . . o - . . .i
Caso contrario existiria subsequencia (cznk)ke‘N ankw %:i X e
isto implicaria, por 1iii) da Definicio 1, w éﬁ x' . Seja entdo
n>n, e faca x =oa -w. Eclaro que x € [0:w] (segmento de

reta com extremidades 0,w) e x g w.Por outro lado p-X<p-w< pex'
Seja entio A € (0:1) tal que AX << h . Como x' << h seque
Z = AX + (1->\)x1 << h . Portanto z & H e por ii) da Definicdo

1, xiv(i z e p-z = Ap-x+(1-1)p-x' < Ap-xi+(1-x)p-xi=p.xi=p.w1.

Mas estes fatos estio em contradiciao com a definicio de x'

L
Seja agora S = {pe - qa ! ) Py = 1} « S & com
j=1
pacto e convexo. Para p & S definimos o excesso de demanda
m . m ;
e(p) =3 d'(p) - w' . Evidentemente e(p) e uma funcao
i=1 i=1

contTnua em S com a propriedade de que p-e(p) = 0 para todo
p em S . Nosso objetivo & demonstrar que para algum pe& S,e(p)=0.
Nestas condicoes, a proposicao anterior mostra que (d1(p),...,

dm(p)) e uma alocagcao competitiva. Antes de apresentar o teorema
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referente a existencia de um p nestas condicoes faz-se mister a
apresentacao de uma motivacao para a introducao de S em nossa a-
nalise. Observemos primeiramente que di(Ap) = di(p) para todo
A> 0 e todo pe 9. Portanto se p 2. 0 e um sistema de precos

associado aos nossos bens o vetor Ap , com A = -—7;~—-, tambem

: Y oDps
i=1 !

funciona como tal. FE claro que aAp € S .

A fim de ter uma idéia do funcionamento dos pre-
cos e consequentemente uma vis3o economica do argumento acima con-
sidere o sequinte procedimento: fixe um dos bens sob analise, como
padrao de medida, e determine a proporcado em que este bem & troca-
do por todos os outros. Estas proporcoes determinam o sistema de
precos. 0O bem fixado & denominado numerSrio e seu preco e conside
rado 1 . Esta técnica de determinacao do sistemg de precos tem
o inconveniente de que o preco do bem escolhido nao pode ser nulo.
Para evitar este inconveniente, os economistas consideram um pa-
drao de medida bastante sutil. O numerario @ substituido por uma
cesta v = (1,...,1) formada de uma unidade cada bem . 0 siste-

ma de precos € entao escolhido de tal modo que p.v =1, i.e,

L
) p; =1 . Neste sistema, qualquer preco pode ser nulo ( mas

nao todos).

Teorema 2 : Existe uma alocacao competitiva para a economia E.

Demonstracao: Seja
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~ (pqtmax(0,ey(p))
p=(p1,...,p£)——*—~—-+l‘(p)= 5 seee

2
1 0,e.
+j§1max( eJ(p))

pp*max(0,e,(p)) )

L
1 +j§1max(0,ej(p))

onde max & a notacdo para maximo e ej(p) & a j-esima componen-

te de e(p) . Como T & continua, segue do Teorema de Brower que

existe pesS tal que Tr(p) =p . Se p = (p1,...,p£), para
j=1 ... 2
p.+max(0,ej(p)) 2
Py = J 7 Faga A = ] max(O,ej(p)).
1+ 5 max(0,e,(p)) =1
121 J
J
Seqgue que Apj = max(O,ej(p)) . Multiplicando ambos os membros des
ta equacao por e(p) obtemos:
2
wses(p) = ey(pImax(0,e;(p)) = [max(0,es(p))| = .

2

u
o

L
Portanto, y [max(o,e.(p)ﬂ e entao e.(p) < N para
j=1 J J -

todo j=1 ... 2 . Entao —ei(p)

lV

0 para todo Jj e como
p-(-e(p)) = 0 segue que pj(—ej(p)) = 0 para todo j . Portan-

to, se p > 0 , ej(p) = 0 para todo J . Para mostrar que

p>> 0 considere di(p) . cComo di(p)e 51 (e{(p) < 0 implica

m

. m .
em J d'(p) < J w'') o argumento utilizado na demonstracdo
i=1 121
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da proposicao anterior pode ser repetido.

Estamos agora em condicoes de demonstrar que 0

nucleo de E & nao vazio.

o~ m - .« 4 . - -
Proposicao 4 : Se (x1,...,x ) e competitiva, esta no nucleo de

E

~ i = . R
Demonstracao: Como X e o maior elemento do conjunto

{x € 2, px < p~w1} , com ie Il , se X 4} X' , necessariamente

‘w' < p-x' . E evidente também que se x' £. x' entdio p-w'<p-x'.
P ; <p

Suponha entao que exista uma colecao S de consumidores bloquean-
do esta alocacao. Seja, para cada i & S , x1 o resultado da no-

va distribuicao dos recursos dos elementos de S . Temos:

x'¢t. %' para todo i S e para algum i_ S

i 0
o & 3 . - i .
X j x 0 . Segue entao que px' > p-x para 1€S ,
0
. . -1 i - i .
i#i, e px©%>p-x0%. Portanto ] p x> ] p-w' , uma con
ieS i€ S

tradicao.

6: A Igualdade Assintotica entre o Nucleo e o Conjunto das Aloca-

coes Competitivas

Ainda dentro do espirito das consideragoes de
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Edgeworth, consideraremos agora as expansdes de E (Er), i.e,consi
deraremos economias obtidas de E pela inclusio de mais consumido

res.

Diremos que dois consumidores sao do mesmo tipo
se suas preferencias sao representadas pela mesma prée-ordem e  se
possuem o mesmo vetor de recursos iniciais (evidentemente tambem
possuem o mesmo conjunto de escolhas de consumo). Neste contexto,
a definicao que segue representa uma economia com m tipos de con

sumidores & r consumidores de cada tipo.

Definicao 6 : A economia E' , re N , & caracterizada por
% (i.9)

um par ({(@, (1,9) )(i,q) e Ixd ° (w )(1,q)é IXJ) onde

I = {1,...,m}¥, J = {1,...,r} e para cada i€ I as pre-ordens

= % ao identi defi laca &

(i,1)° 72 (i,r) sao identicas (definem a mesma relacao) a (i,1)

e 0os vetores w(i’]),...,w(i’r) sao todos iquais a w(i’1). 0s

i,1)

= & : : ;
vetores wl e as pre-ordens (i,1)° iel , satisfazem os axi

s

omas da Definicao 1 .

Com o intuito de suavizar a notacao, representa-

- °r$ . a( (i,-‘)

remos a pre-ordem (i,1) simplesmente por 2 ; @ 0 vetor w 4
por w' . Ressalto também que na definicao de "L o par (i,q)

& tal que i indica o tipo de consumidor e q o individuo do ti-

po determinado por i . Deste modo o cardinal de IxJ (mr) deter

mina o nimero de agentes de E" . Para r=1 este conceito coinci

de com o de E .
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Definicdo 7 : Uma alocac3o provavel para a economia E' & uma
mr-upla
T xB kT  ™ xX™Y de @™ tal que
m ro. m
Yo} N = ) W'
i=1 q:] i=]

0s conceitos de colecao de agentes bloqueando a-
locacoes, de nucleo e de alocagoes competitivas sao definidos de

modo inteiramente analogo para e’ , a partir da Definicao 7

Mostraremos agora que as alocacoes do nucleo de

E' associam as mesmas escolhas de consumo para consumidores do
mesmo tipo. 1Isto permite entao identificar o niicleo de eV com
m

um subconjunto de @

Proposicao 4 : Se (x11,...,x]r,x21,...,xzr,...,xm],...,xmr) es
t3 no niicleo de E' ent3o para cada i€ I , x'0 = x11 para q=1.
r
Demonstracao : Para cada i=1 ... m seja X' um menor elemen -
to, segundo é’i , do conjunto {x1q,q=1...r} . Suponha que para
algum i'€ {1,...,m} existam dois elementos da forma x'9 dis -
tintos. Pelo Lema 1 segue para i'
it 1 & i'g : .
X i ow L. X . Por convexidade, se i# i

g=1
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ig 1 ¢ g J
S X] X . Por outro lado,
Q=
m r m r m
1 iq i 1 iq
AN N ILI BRSBTS A
i=1 ' g=1 F 21 q=1 i=1
mo mo
) w - J w =0 . Sejaentdo S a colegcdo dos indivi
i=1 i=1 -

duos a que 0s X estao associados. Para cada 1 & S associe o

x'9 Seque o argumento acima que S blo

~1-%

novo "consumo" ¥
q=1

queia, uma contradicao

Portanto, uma alocagao (x1,...,x],x2,...,x2,..
r r
m m - r s ‘o "
s X seaesX ) do nucleo de E pode ser "identificada" com 0
Y\
‘ 1 m m .
etemento (X ,...,x )& 2 . MNeste contexto vale a seguinte
Proposigdo 5 : Para todo r e IN , se C, & o niicleo de E' , en
tao Cp. 4 C C.
Demonstracao: Sejé (x],...,x"U € Cr+1 . Suponha que (x1,...,

xm) ¢ C. - Entao existe uma colecao S de agentes bloqueando

My em E" . Mas isto & contraditorio, pois esta mesma

Er+1

(x1,...,x

1 m)

colecao bloqueia (x ,...,X em

Se considerarmos uma alocacao competitiva da e-

conomia E e repetirmos esta alocacao quando expandimos E , a
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alocacao resultante & competitiva para a economia expandida. Des-

te modo C, &€ nao vazio para todo r . Como consequencia, tambem

Ko n ¢

reiN r
para E . Nosso objetivo final, nesta parte III, & demonstrar a

, onde 'K & o conjunto das alocacoes competitivas

inclusao no outro sentido. Para isto necessitamos do seguinte

Lema 2 : Sejam A] e A2 subconjuntos convexos nao vazios de \Rn
e H a envoltoria convexa de A]L) A2 . Seja B = {Z:Z=a1z1+u222

com zy € Ay, z,€Ry 5 oy 2 0 i=1,2 aq + 0y =1}, entao H=B.

Demonstracao: E claro que BT H . Mostremos entao que HC B

1
"U]X"' +

Seja entao x€H ; x pode ser escrito sob a forma

X
m m+1 p E

+ + ceo *
a X e X + apx , para algum p e )
m

ay > 03 x'€ AU A, , i=1...p .Podemos supor que x],...,x sdo elementos de

m
A e Xm+] xP o sdo de A,.Se ya; =0 entao E oz_i='l e portanto
! i=1 i=m+1
X = o NULLI + o xP & um elemento de A, (A, convexo). Se
m+1 tte p 2 2 . S
z e um elemento qualquer de A1 , Xx=0.z + 1-x € B . Se a1=0,

i=m+1
x=1+x 4 0-z €B , onde agora =z e um elemento qualquer de A2

m
Se } ayp #0 e E ay # 0, temos:

i=1 i=m+]
m ; m m o j
1‘21 "itT (121 o ) (121 m )
=1 = ) "
i=1
o,
(11)(1 = g a ) (E ! x! )

i=m+] i=m+] i=m+1 o

j=m+l

Sejam
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m o, p O .
i i i i
6, = ] X sy 8, = ) X
L I 2" iimsr D
z % Z &3
i=1 i=m+1
) )
B = o N B = O«
1 j=] ! 2 i=m+l
Segue que 8, € A; , 6,¢e A, . Alem disso By+By = 1, 84>0 ,

Bo > 0 . Agora, x = B18y * Byb, € B

Teorema 3 : Se (x],...,xm) € Cr para todo r entao
1 m.K
(x',...,x)e |
Demonstracao: Para cada i=1,...,m seja Ti = {zetkﬁ:z+w1e Q e

X 43 Z4w'} 3 T, £ 0 pois pela nao saciedade existe um vetor x'

T. @ tambem convexo

tal que x1ﬂ<i X' & portanto x' - w € T ;

i
pois se z,z'& Ti , com z #z' e z'+w féi z4u " (sem perda de

generalidade, pois éi e completa) seque de i) da Definicao 1
que se o & (0,1) ,

xi Ai z' + wi “% a(z'+wi) + (1—a)(z+wi) =

az' + (1-a)z+w1 e entao oaz' + (1-a)z € Ty

m
Seja entao T a envoltoria convexa de U T
i=]
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Pelo Lema 2, x e um elemento de T se e somente se existem Opse e

gy =1 e elementos
i
i=]
Z1+...+u Zm

no~3s

- numeros reais nao negativos com

2! 61} » i=1 ...m , tais que x = a4

0 argumento basico da demonstracao e mostrar que
0 ¢ T e a partir dai usar um teorema de separacao para conjuntos
convexos e pontos, para obter um sistema de pre¢os competitivo as-
sociado a alocacao (x1,...,xm).

Suponhamos entao que x=0, Para cada i=T7... m
e para cada k € IN seja a? o menor elemento do conjunto
{n€IN ; nxk-a;}. Para 1 no conjunto v ={i {J,...,m}; a;>0} de

fina z% = ~»5—%iw~ 2! (kewN ) . Tem-se:
a
i
i) z% + wi S [w1:21+w11 e portanto z§ + wi € 0 para
todo k € IN
i, 1,1 .
De fato, 6¢& [w W o+Z ] se e somente se exis
te o € [b:ﬂ tal que e=aw1+(1-a)(zj+w1) = (1~a)z1+w1. Com
k aj . \ k
1 -a = ———— segue i) (observe que para i€V, a; > 0
ak
3
k k o,
k€ IN e ay > kray , donde 0 < ! <1 )
k
2

i1} lim ——Ei— = 1

De fato, se k & IN

,

a. - ko,

=S ) e
ak a,

i i
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- -« k - 3
Se k“i e natural, entao a; = k“i : caso contrario,

0 < af -1 < kay < a? . Em qualquer caso a? - kay <1 e
a§ > Ko Seque entao que
a§ - kay 1
< —— e portanto 1)
ak ka_i

iii) Para cada 1 €& ¥ existe koie-\N tal que k €N,

k > k.. , acarreta
= "oi
ka
A
X ; ! 2\ w = xk
ak

- - k
Caso contrario, seria possivel determinar subsequencia (x M
ne W

k knv . A i .
de (x )kEiN , com x T € {xe 23 X%, X } , para tpdo ne N

Como este conjunto & fechado (Definicao 1) sequiria de ii) que

21+ ! é‘i ' , 0 que & contraditorio.
Seja entao k0 = max {koi’ i€ vy, k>k0 e
r = max {a§ , 1€ v} . Na economia v seja S a colecao de a -
k

gentes formada por a; elementos do grupo i , para cada i& V¥

Associe a cada um destes individuos z? +w . Por iii) x| 4} z§+

+ wi para todo i€ v e
) a?(zk+w‘) = ) ak 2K 4 ) a?w = ) asw . pois

iy 1 igy icy icv



36

D) ak 2% - k ) o 2 = 0
iey ie v
Seque portanto que S bloqueia (x1,...,x
Er , uma contradigcao. Logo O ¢ T . Como T e convexo, existe um
hiperplano passando pela origem com normal p # 0 , Timite para T.
Deste modo podemos supor p-z > 0 para todo z€T. A nao sacieda-
de implica em »p ;.O . De fato, suponha que para algum Jje{l,...,£2},

pj < 0 . Sejam

A‘l ={jé{]9"'s£}s pj<0} :7 A2= CA] ;
{1,...,2}
i

e ny.n, numeros naturais tais que Ny > X5 5 My > x; » para to-

do j (x}: j-8sima componente de x') e

n, ) b

ien, ny Y P (defina | p. =10 se

j >
JEA,

Seja y o vetor formado pela substituicao das
componentes x} por n, , se je A1 e ny se Jje A2 . Pela nao
saciedade vyeg Ti, mas

Py ="2,X pj + 0, ) pj < 0 contradizendo p-:y > 0

i . .
Mostraremos agora que os x satisfazem a condi

cao "de otimo" exigida para alocagoes competitivas.

Seja entao x'é€ o tal que x1v41 X',

T€(l,....m} e (ap)pen sequencia de pontos de (0:1) con -
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vergindo a zero. Seja x" = a X' o+ (1-an)x1, para cada ne N . E

claro que X1J‘i x" ( ii), Definicao 1) para todo ne N ;

Tim x" = x! e xM -y T; . Portanto x" - w'eT e entdo
n
p-(xn—w1) > 0 , para todo natural n . Por passagem ao limite o
. . m . m . .
btem-se p-x' > prw' . Como ) x' - ¥ w' =0 obtem-se p-x's
i=1 i=1

= p'wi para todo i=1,...,m . Resta provar que xi e o maior e-
lemento segundo é’i do conjunto {xe€ Q; p:-x < p'wi}. Suponha en -
tao que exista X neste conjunto tal que xiv(i X . Nestas condi
coes, como x-wié Ti , Segue que p-x 1_p-wi e portanto p'x=p-wi.
Seja entdo (an)nelN sequencia de pontos em (0:1) convergente a
1. O mesmo argumento de 1iii) mostra que existe n, & IN  tal que
para todo natural n > n_ , x] A ax e pragX = a prx o=

1 (p'w1 > 0), contrariando o fato que o_x-w €T

.i
= . < .
oW pw 0

(e portanto Pra X > p'wl)
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CAPTTULO TV

1: Economias

"0s resultados apresentados no Capitulo III, como
bem acentua Gerard Debreu em seu paper, admitem, em sua maioria, u-
ma extensao direta para economias produtivas. No entanto, as hipo-
teses necessarias para tais extensoes nao mais permitem a demonstra
cdo da existencia de alocagOes competitivas. Com o objetivo de de-
monstrar a validade do Teorema 3 em economias em que a producao e
possivel, introduziremos a economia E formada por m individuos
Supoe-se que estes individuos performam um duplo papel. Atuam como
consumidores, com preferencias em @ , seu conjunto de consumo e a-
tuam como produtores, com acesso ao conjunto de planos de produ -
cao Y C IR £ , onde Y , como ja observado, representa as alter
nativas de producao disponiveis em face do conhecimento técnico des

ses individuos.

Definicdo 1 : Uma economia produtiva E & caracterizada por um

< i _ . , i
terno  ((2,S)s¢1 » (W )i oY) onde I = {]""’m}’(ﬂ’ﬁ)iele ou)iel

satisfazem as condicoes da Definicao 1, CapTtulo III; YC le tem
as seguintes propriedades

i) 0eY - possibilidade de n3do producao

ii) Para todo x e Y , Ax€Y , para todo re R , >0

iii) Y @& convexo
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As tres 0Ultimas condicoes da Definicao 1 se re-

sumem dizendo-se que Y @& um cone convexo com vértice na origem.

Dado um ponto yeY, as coordenadas negativas de
y sao interpretadas como quantidades dos bens necessarios para a
producao (inputs) de suas coordenadas positivas (outputs), i.e, as
coordenadas positivas representam as quantidades dos bens resultan-

tes da aplicacao dos inputs ao processo produtivo.

2: Alocacoes

Na mesma ordem de ideias do Capitulo III, apre -

sentamos:

R = - 4o My , oM
Definicao 2 : Uma alocagao para E e um m-upla (X ,...,Xx )& Q@ .
Definicao 3: Uma alocacao (x‘,...,xm) para E & provavel se a

mo mooL
diferengca § x - )} w g um elemento de Y , i.e, se existe um
i=1 i=1

plano de producao satisfazendo a igualdade entre oferta e demanda

3: Bloqueamento por Colecoes de Agentes em Economias Produtivas

Definicao 4 : Seja S uma colecao de agentes de E , i.e, S e

parte n3o vazia de I . Diremos que S bloqueia uma alocacgao

") T satisfazen-

(x1,...,x para E se para cada 1€ S , existe x

do:
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ii) x 4% ; x1  para cada i€ S e existe i€ s tal

As alocagOes admissiveis s3ao definidas de modo a
nalogo as correspondentes do Capitulo 111 e novamente o nlicleo de E &

o conjunto de tais alocagoes.

4: Alocacoes Competitivas e Lucro Nulo

D1

A nocao de comportamento competitivo para E

a que segue:

Definicdo 5 : A alocacdo provavel (x1,...,xm) € o™ & competitiva

se existe p > 0 de modo que:

i) A aplicacao f : Y ———— IR
y ———— f(y) = p-y
tem maximo;

ii) Para cada i, x' & o maior elemento, segundo ¢$i , do con

junto {x € @Q; prx < R

Com a convencao de sinal imposta sobre os elemen-
tos de Y, f(y) representa o lucro decorrente da execugao do plano

de produgao y & Y

Observe que se a condicao ii) da Definigcao 5 &
satisfeita, necessariamente o maximo de f & zero. De fato, supo-
nha que exista ye&Y, com f(y) > 0 . Para todo natural n, ny &Y

e f(ny) = peny = n p+y = nfly) . Portanto f nao teria maximo
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Juntamente com a hipdotese O0€Y , segue a afirmacao.

Proposicdo 1 : Se a alocacgao (x1,...,xm) e competitiva, esta no
nucleo de E
Demonstracao: Suponha o contrario. FEnt3o existe SCI, nao vazio
e para cada 1€S, X1 tal que
y=7 xi - 7 w' € .y e
i S i§
i e -4 . . .
X ~ x1 para todo i€ S e existe 106 S tal que
o A o .~ -
X i X . 0 mesmo argumento da Proposicao 4, Capitulo
0
IT1, mostra que
p-xi > 7 pew e portanto
ie$S ie$S
pe (J X1 - 7 w') =p-y = f(y)> 0, contrariando o fato
i S i S

de que f tem maximo.

Como antes, considere a economia expandida e’ s
obtida considerando-se r consumidores-produtores de cada um de m

tipos.

s e~ . r o - .
Definicao 6: A economia E e caracterizada pelo terno

(w(i’q)) Y) onde Y satisfaz

2 )
(1.a)) (4 ,0)eIxd?

&
(s 5 ) (1,9) € 1x3° (i,9)€ IxJ°®

as mesmas condicoes da Definicao 1 e as familias (@,
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(w(isQ))

tem os significados de CapTtulo III .

(i,q) & Ixd
Definicao 7 : Uma alocacao provavel para E' & umamr-upla
(x11,...,x1r,x21,...,xzr,...,xm],...,xmr) de o™ tal que
m roo. .
(Y T - oy ey
i=1 q=1

0s conceitos de nucleo e alocacao competitiva
sao definidos de modo analogo ao Capitulo III a partir da Definicio

7

Proposicao 2 : Se (x]],...,x1r,...,xm1,...,xmr) esta no nucleo
de E" , entio, para cada i€ {1,...,m} , x19 = x1] para todo
q=1l...r.

Demonstracao : Seja x'  um menor elemento do conjunto

{x'9 » q=1...r} ; segundo &, . Suponha que dois elementos da

1

LI |
forma x| q, para algum 1i' , sejam distintos. Considerando a co-

~ N . i .
lecao S dos individuos possuidores dos x e associando a cada

roo
um % § x'%, terTamos:
q=1
m r . m r m
A DA AN A
i=1 g=1 i=1 g=1 i=1
m r . . m r . .
= % Yoo X't . Seja oy = ) (] x'T-ru').
i=1 qg=1 i=1 q=1
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Como yeV e Y € um cone convexo com vertice zero, % vyvevy e
portanto o Lema 1 do CapTtulo III , mostra que a colecdo S bloquei

1 m)

a (x ,...,x), uma contradicgao,

5: A Igualdade Assintotica entre o Nicleo e o Conjunto das Aloca -

coes Competitivas

Seja C. o nicleo de E" . No contexto dos co-

mentarios do Capitulo III, (c.) € uma sequencia nao crescen-

re iN
te e 0o conjunto das alocacoes competitivas de E esta contido

em Cr para todo r

Finalmente a igualdade assintotica entre o nu -

cleo e o conjunto das alocacoes competitivas & apresentada no se -

guinte
Teorema 1 : Se (x1,...,xm) € Cr para todo r , e competitiva.
Demonstracao: Sejam Ti , i=s1...m e T os mesmos conjuntos de-

finidos no teorema correspondente do Capitulo III. Afirmamos que

TAY =@ . Caso contrario existiriam Gy seeeslp nao negativos ,
U i
com J o, =1 e z & T,, i=l...m, tais que
i=1
1 m . k k
Yy o= ooqz 4 ... 402 € Y . Sejam a; » ¥ e z; 0S mesmos e

lementos do Teorema 3 do Capitulo III. Para cada i€ ¥, existe

i ig Jk i
koi € IN tal que kelN, kikoi , acarreta x 4 z; +w (oS
argumentos i) e ii) da demonstracao do Teorema 3 tambéem se apli

cam). Tome-se entdo Ky k e r nas condigcoes do Teorema 3, Ca-
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pTtulo III e seja S a colecao de agentes formada por a? elemen

tos do grupo i, para cada i€ ¥. A cada um desses agentes asso-

cie z% + w1 ., Como

) ag(z§+w1) =k 7 aiz1 =ky € Y segue que S blo -
iey iey

queia (x1,...,xm), uma contradicao. Existe entao um hiperplano com

normal p#0 1limite * para T e Y, i.e, tal que p-z < 0 para to
do zegV e p-x >0 para todo x&T .

A n3ao saciedade implica entao que »p >0 e o mesmo argumento ante
rior repete-se para mostrar que (x1,...,xm) e competitiva ( a

condi¢do de f ter maximo segue de p-z < 0 para todo z€Y ).

* (Considere

T-Y={z3; z=x-y , com x T e y Y}

i) T-Y & convexo

Se z,z' T-Y , z=X-y e a € B):ﬂ
Z'=X"‘_y'
tem-se: az + (1-a)z' = ax + (1-a)x' - [ay+(1-a)y'], como T e

Y sao convexos, segue que oz + (l-a)z'é& T-Y
ii) og T-Y pois TAY =0
Seque de i) e ii) e do teorema de separacao e -

nunciado no Capitulo I, que existe hiperplano { normal p#0) tal que

p.z > 0 para todo zeT-Y . Portanto p-(x-y) > 0 para todo xeT
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e todko yeY . Como O€Y segue que p-x > 0 para todo xeT

Seja agora x €T . Para todo Y € Y, py 2prx, . Seja entdo
Yo um elemento qualquer de Y . Como para todo A > 0, AV, € Y 3
tem-se
p.Xo
PAY, S PUX, H Py, 2 N

para todo A > 0 e portanto Py, < 0
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CONCLUSOES

A contribuicao realmente efetiva desta tese para 0
problema da troca entre individuos €, em ultima analise, a da apre-
sentacao do modelo completo. Com a adaptacao de determinadas tecni

cas, em sua maioria camufladas em complexos teoremas da Teoria do E

quilibrio Geral, aos problemas de existencia e continuidade da de
manda e da existencia de precos competitivos, conseguivse, com uma
matematica extremamente simples, apresentar um modelo de Equilibrio
Geral que completa o apresentado por Debreu e Scarf, no sentido de

que se exibiu uma alocagao competitiva para o niicleo da economia E.

0s resultados mais recentes sobre Economias de Trocas
pertencem ao vasto campo das aplicagoes da Teoria da Medida. Consi
derando-se o conjunto dos consumidores com a cardinalidade de , €
possTvel, utilizando-se os conceitos e resultados da referida teori
a, extender a quase totalidade dos teoremas aqui expostos. A impor
tincia deste modelo mais geral estd n3o somente no fato de que da
uma melhor conceituacao ao comportamento competitivo como tambem res
salta a importancia do metodo matematico nas resolucOes de proble -
mas economicos. Sob este ponto de vista, o autor considera interes
sante a realizacao de pesquisa, semelhante a aqui levada a efeito ,

neste novo contexto.
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