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Prof. André Luiz Pires Guedes, D.Sc.

Prof. Carlos Alberto de Jesus Martinhon, D.Sc.

Prof. Jayme Luiz Szwarcfiter, Ph.D.

RIO DE JANEIRO, RJ – BRASIL

SETEMBRO DE 2013



Silva, Hebert Coelho da

Coloração Orientada: Uma Abordagem Estrutural e de

Complexidade/Hebert Coelho da Silva. – Rio de Janeiro:

UFRJ/COPPE, 2013.

XIII, 83 p.: il.; 29, 7cm.

Orientadores: Sulamita Klein

Luerbio Faria

Tese (doutorado) – UFRJ/COPPE/Programa de

Engenharia de Sistemas e Computação, 2013.

Referências Bibliográficas: p. 80 – 83.
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

COLORAÇÃO ORIENTADA: UMA ABORDAGEM ESTRUTURAL E DE

COMPLEXIDADE

Hebert Coelho da Silva

Setembro/2013

Orientadores: Sulamita Klein

Luerbio Faria

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Esta tese apresenta um estudo sobre coloração orientada e sua complexidade,

descrevendo seus principais conceitos, propriedades, resultados existentes na litera-

tura, e resultados obtidos.

Definimos o número clique cromático orientado de um grafo combinando os pro-

blemas de clique coloração e coloração orientada.

Estudamos os limites para o problema da coloração orientada de grafos planares.

No limite superior oferecemos uma demonstração simples de que Florestas têm uma

coloração orientada com no máximo 3 cores. Para o limite inferior, apresentamos

um refinamento para grafo orientado planar conhecido com maior número cromático

orientado. Ainda no limite inferior apresentamos uma lacuna, que encontramos na

determinação de que o número cromático orientado é maior ou igual a 16, apresen-

tada por Sopena. Também exibimos um torneio com 5 vértices que é subgrafo de

todo grafo de cor para a classe dos grafos planares. Caracterizamos a classe dos

grafos cujo número cromático orientado é menor ou igual a 3, e conseguimos esta-

belecer limites para o número cromático orientado de algumas uniões disjuntas de

grafos.

Demonstramos que é NP-completo determinar se um grafo orientado conexo,

aćıclico, planar, bipartido e com grau no máximo 3 tem uma 4-coloração orientada.

Desenvolvemos um algoritmo de tempo linear para atribuir uma 8-coloração para

grafos orientados aćıclicos com grau máximo 3. Por último, apresentamos um estudo

computacional sobre a conjectura de Sopena de que os grafos conexos orientados com

grau máximo 3 admitem uma 7-coloração orientada.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ORIENTED COLORING: A STRUCTURAL AND COMPLEXITY APPROACH

Hebert Coelho da Silva

September/2013

Advisors: Sulamita Klein

Luerbio Faria

Department: Systems Engineering and Computer Science

This thesis presents a study of oriented coloring and its complexity, describing

its key concepts, properties, results in the literature, and our results.

We define the oriented chromatic clique number of a graph assembling the prob-

lems of clique coloring and oriented coloring. We study the bounds for the oriented

coloring problem on planar graphs. For the upper bound we offer a simple proof

that Forests have an oriented coloring with at most 3 colors. For the lower bound,

we present a refinement for the known oriented graph with the largest oriented

chromatic number, and we also show a gap, found in the proof of Sopena that the

oriented chromatic number of planar class is greater than or equal to 16. We also

exhibit a tournament with 5 vertices that is a subgraph of every color graph to the

oriented chromatic number of planar class. We characterize the class of oriented

graphs whose oriented chromatic number is less than or equal to 3, and we have also

established bounds or values for some disjoint union of graphs.

We prove that it is NP-complete to determine whether a connected, planar,

bipartite and acyclic oriented graph with degree at most 3 has an oriented 4-coloring.

We devise a linear time algorithm to assign an oriented 8-coloring to an acyclic

oriented graph with maximum degree 3. Finally, we present a computational study

on the Sopena’s conjecture that connected oriented graphs with maximum degree 3

admit an oriented 7-coloring.
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3.4 Ciclo direcionado com 3 vértices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.5 Grafos ~Gi, i = 1, . . . , 5, com χo( ~Gi) = |V ( ~Gi)| = 2i − 1. . . . . . . . . 24

3.6 Grafo planar orientado B∗
75 com χo = 15, |V | = 75 e |E| = 216. . . . . 26

3.7 Relação entre as cores de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para B15. . . . . . . . . . . . 27

3.8 Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 1. . . . . . . . . . . 27

3.9 Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 2. . . . . . . . . . . 27

3.10 Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 3. . . . . . . . . . . 28

3.11 Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 4. . . . . . . . . . . 28

x



3.12 Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 5. . . . . . . . . . . 29

3.13 A estrutura do grafo orientado ~U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.14 A estrutura corrente do grafo ~U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.15 A estrutura corrente do grafo ~U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.16 ~KU
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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6.1 Torneio de Paley com 7 vértices ~QR7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.2 (a)~T4, (b) ~G com ∆( ~G) ≤ 3 e (c) Uma árvore F . . . . . . . . . . . . 63
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d
i , p

d
i , q

d
i do grafo Ti, i ≥ 2. . . . . . . . . . 56

5.2 Avaliação de cores para os vértices (c1j , c
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Caṕıtulo 1

Introdução

O problema da “coloração orientada” foi introduzido em 1994 independente-

mente por Courcelle [17], e Raspaud e Sopena [37]. Nas duas últimas décadas, diver-

sos autores produziram uma ampla literatura sobre o assunto [18–23, 28, 34, 41, 44].

Uma coloração orientada para um grafo orientado ~G é uma função φ : V → N

que atribui cores aos vértices de ~G, tal que para todo arco xy ∈ A( ~G) temos que

φ(x) 6= φ(y) e além disso, para dois arcos xy, zt ∈ A( ~G) se φ(x) = φ(t) então

φ(y) 6= φ(z). Em outras palavras, se Vi e Vj são duas classes de cores distintas em

uma coloração orientada, então os arcos de ~G sempre vão em um único sentido, isto

é, se existe um arco uv com u ∈ Vi e v ∈ Vj, então não existe um arco xy com

x ∈ Vj e y ∈ Vi. Uma k-coloração orientada é uma coloração orientada φ : V ( ~G)→

{1, 2, 3, . . . k}. O número cromático orientado de ~G, denotado por χo( ~G), é o menor

k tal que ~G admite uma k-coloração orientada.

O problema de decisão número cromático orientado é formalmente

definido por:

número cromático orientado (ocnk)

instância: Grafo orientado ~G = (V,A) e um inteiro positivo k.

pergunta: ~G tem uma k-coloração orientada?

Limites para o número cromático orientado de determinadas classes de grafos

[30, 33, 37], e a complexidade computacional do problema ocnk [18, 28], são assuntos

recorrentes na literatura. Nesta tese, apresentamos nossa abordagem estrutural e

de complexidade para o problema da coloração orientada.

No ińıcio deste doutorado, quando procuravamos um assunto para trabalhar,

alguns problemas foram estudados. Dois problemas em particular chamaram nossa

atenção, a clique coloração [2, 24] e a coloração orientada. Dado um grafo G =

(V,E), uma k-clique coloração de G é uma função c : V (G) → {1, 2, . . . , k} tal

que, para toda clique maximal K de G, existe u, v ∈ K com c(u) 6= c(v), isto

1



é, nenhuma clique é monocromática. Resolvemos combinar estes dois problemas.

Este estudo culminou na definição do número clique cromático orientado de um

grafo G, denotado por ~κ(G). Em particular mostramos que se toda aresta de G é

uma clique maximal, então ~κ(G) = χo(G). Nosso intuito inicial, além de estudar o

número clique cromático orientado para algumas classes de grafos, era conseguir uma

maneira mais simples de limitar o número cromático orientado a partir do número

clique cromático orientado. Porém, quando consideramos grafos onde cada aresta é

uma clique maximal, ambos os problemas são idênticos. Apesar de nosso interesse

no problema do número clique cromático orientado, decidimos voltar nossa atenção

para o primeiro tema, que para nós se demonstrou, mais frut́ıfero, o problema da

coloração orientada.

Dentre as classes nas quais já foram determinados limites para o número

cromático orientado estão os grafos periplanares [36, 40], os grafos planares [30, 33,

37, 42], as grades 2-dimensionais [22], os grafos com grau menor ou igual 3 [40, 45].

Alguns limites também foram estabelecidos para operações sobre grafos, por exemplo

para produtos de grafos [1, 43].

Neste contexto, estudamos o limite superior e inferior para o número cromático

orientado de grafos planares. No limite superior oferecemos uma demonstração

simples de que Florestas têm uma coloração orientada com no máximo 3 cores. Para

o limite inferior, apresentamos um refinamento para o grafo orientado conhecido com

o maior número cromático até o momento. Ainda no limite inferior apresentamos

uma lacuna, que encontramos na determinação do número cromático maior ou igual

a 16, apresentada por Sopena [42]. Caracterizamos a classe dos grafos com número

cromático orientado menor ou igual a 3 [13]. Também obtivemos alguns limites ou

valores para o número cromático orientado de algumas uniões disjuntas de grafos

orientados [13, 14].

Conforme já dissemos, outro assunto de grande interesse é a complexidade do pro-

blema ocnk, que tem sido estudada exaustivamente. O primeiro trabalho e uma das

referências mais importantes é o artigo de Bang-Jensen, Hell and MacGillivray [3].

Eles provaram que se ~T é um torneio com pelo menos dois ciclos, então decidir se

um digrafo ~G tem um homomorfismo para ~T é NP-completo. Klostermeyer e Mac-

Gillivray [28] em 2004 estabeleceram uma dicotomia P versus NP-completo com

respeito ao número de cores: ocnk é polinomial se k ≤ 3 e NP-completo se k > 3.

Em [18], Culus e Demange demonstraram que ocn4 é NP-completo mesmo restrito

a grafos orientados bipartidos com grau máximo ∆ = max(p+ 3; 7), e também que

ocn4 é NP-completo mesmo restrito a grafos orientados aćıclicos com grau máximo

∆ = max(p+ 3; 6).

Neste contexto, demonstramos que ocnk é NP-completo mesmo quando restrito

a grafos orientados aćıclicos, planares, bipartidos, conexos e com grau no máximo
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3 [12]. Para grafos orientados aćıclicos com grau máximo 3, apresentamos um algo-

ritmo de tempo linear para atribuir uma 8-coloração orientada [15, 16]. Observamos

que este algoritmo é uma 2-aproximação para ocnk em grafos aćıclicos com grau

máximo ∆ ≤ 3, pois ocn3 é um problema polinomial. Também apresentamos um

estudo sobre a conjectura de Sopena [40] de que o número cromático orientado de

grafos conexos orientados com grau máximo 3 é menor ou igual a 7. Este estudo

conduziu à um experimento computacional que mostrou o resultado que: se existe

um grafo cúbico contrariando a conjectura de Sopena, então ele necessariamente

tem pelo menos 20 vértices.

Nosso texto está distribúıdo em 8 caṕıtulos. No presente caṕıtulo além da in-

trodução propriamente dita, apresentamos as principais definições e notações que

serão utilizadas ao longo desse texto. No Caṕıtulo 2, definimos o número clique

cromático orientado de um grafo G, denotado por ~κ(G). No Caṕıtulo 3, mostra-

mos os resultados existentes na literatura sobre o número cromático orientado de

grafos planares, exibimos um grafo planar com número cromático orientado 15 e

muitas arestas no grafo de cor, apresentamos uma lacuna na demonstração de So-

pena [42] e apresentamos um resultado topológico sobre a coloração orientada dos

grafos planares. No Caṕıtulo 4, caracterizamos a classe dos grafos com número

cromático orientado menor ou igual a 3, também obtemos alguns limites ou valo-

res para o número cromático orientado de algumas uniões disjuntas de grafos. No

Caṕıtulo 5, apresentamos nossos resultados sobre a complexidade do problema ocnk.

No Caṕıtulo 6 exibimos um algoritmo para atribuir uma 8-coloração orientada para

grafos orientados aćıclicos com grau máximo 3. No Caṕıtulo 7, discutimos os nossos

resultados computacionais com respeito aos argumentos relacionados à conjectura

de Sopena. E no Caṕıtulo 8 descrevemos as conclusões de nosso trabalho.

1.1 Definições e notações

Nesta seção introduzimos algumas definições e notações em grafos, como coloração

de vértices, grafos orientados e coloração orientada que serão utilizadas ao longo do

texto. Para escrever este caṕıtulo utilizamos os livros de West [46] e de Bondy e

Murty [4], além de alguns artigos sobre coloração orientada [17, 30, 37, 42] e [44].

1.1.1 Grafos

Um grafo simples é um par ordenado G = (V,E), onde V é um conjunto finito e não

vazio de vértices, e E é um conjunto de pares não ordenados de vértices distintos,

chamados de arestas. Quando houver ambiguidade denotamos V por V (G) e E por

E(G). A ordem deG é a cardinalidade, |V | = n, do conjunto de vértices. Denotamos
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por m a cardinalidade do conjunto de arestas, isto é |E| = m. Utilizamos o termo

grafo para denotar grafos simples.

Usamos a notação e = uv para denotar uma aresta e ∈ E ligando os vértices u

e v. Neste caso u e v são denominados extremidades da aresta e, dizemos que e é

incidente aos vértices u e v, e que u e v são adjacentes . Um vértice v é isolado se

nenhuma aresta for incidente a v. Duas arestas que possuem um vértice em comum

são chamadas adjacentes .

Uma representação de um grafo pode ser obtida por um desenho no plano, onde

a cada vértice do grafo associamos um ponto no plano e a cada aresta e = uv

associamos um segmento de reta ou de curva ligando os vértices u e v. Na Figura 1.1

um grafo com ordem cinco é representado.

a

b

c

d e

Figura 1.1: Grafo G com |V (G)| = 5 e |E(G)| = 7.

O grau, dG(v), de um vértice v ∈ V (G) é o número de arestas de E(G) que

incidem em v. O grau mı́nimo de G é o valor δ(G) = min{dG(v) : v ∈ V (G)} e o

grau máximo é o valor ∆(G) = max{dG(v) : v ∈ V (G)}. A vizinhança de um vértice

v ∈ V (G), denotado por NG(v), é o conjunto de todos os vértices adjacentes a v.

Por exemplo, na Figura 1.1 dG(a) = 4, NG(a) = {b, c, d, e}, δ(G) = 2 e ∆(G) = 4.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G). Um

subgrafo H de G é próprio quando V (H)  V (G) e E(H)  E(G). Seja X ⊆ V (G)

um conjunto de vértices não vazio, o subgrafo induzido G[X] de G por X é tal que

V (G[X]) = X e E(G[X]) = {xy ∈ E(G) : x ∈ X e y ∈ X}. Para um subconjunto

S ⊆ V (G), G− S denota o subgrafo induzido G[V (G) \ S].

Um passeio em um grafo G é uma sequência de vértices P = (v0, v1, . . . , vk) onde

vivi+1 ∈ E(G), para todo i = 0, . . . , k−1, o vértice v0 é chamado de vértice inicial e

vk é o vértice final de P . O comprimento l de um passeio P é o número de arestas de

P . Um passeio fechado é um passeio P = (v0, v1, . . . , vk) onde v0 = vk. Um caminho

(trilha) é um passeio onde os vértices (as arestas) são todos distintos. Denotamos

por Pk um caminho com k vértices, seu comprimento é k − 1. Dizemos que existe

um caminho P de u para w em um grafo G, u, v ∈ V (G), se v0 = u e vk = w.

Um ciclo é um passeio fechado com 3 ou mais vértices onde todos os vértices são

distintos, com exceção de v0 e vk. Um ciclo com k vértices é denotado por Ck. Se

G contém um ciclo como subgrafo então G é um grafo ćıclico, caso contrário, G é
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um grafo aćıclico. Em um grafo G que tem pelo menos um ciclo, o comprimento do

menor ciclo é denominado de cintura e denotamos por g(G).

Um grafo G é conexo se para cada par de vértices v e w, existe um caminho de

v para w no grafo G, caso contrário, G é desconexo. Se um subgrafo conexo H de

um grafo G não é subgrafo próprio de nenhum subgrafo conexo de G, então H é

um subgrafo conexo maximal de G. Uma componente conexa de um grafo G é um

subgrafo conexo maximal de G. A união disjunta de dois grafos G e H é o grafo

G∪H com conjunto com vértice V (G)∪V (H) e conjunto de arestas E(G)∪E(H).

Seja G um grafo e S ⊆ V (G), se G[S] não têm arestas então S é um conjunto

independente, se os vértices de G[S] são dois a dois adjacentes então S é uma clique.

Um grafo trivial é um grafo com um único vértice. Um grafo completo é um

grafo onde os vértices são dois a dois adjacentes. O grafo completo com n vértices

é denotado por Kn.

Um conjunto bipartido é um subconjunto B ⊆ V (G), que pode ser particionado

em B = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅, onde V1, V2 são conjuntos independentes não vazios.

Se para todo vi ∈ V1 e vj ∈ V2, vivj ∈ E(G), então B é um conjunto bipartido

completo. Uma biclique é um conjunto bipartido completo maximal. Um grafo

bipartido (completo) é um grafo induzido por um conjunto bipartido (completo).

Um grafo bipartido completo é denotado por Kn,m, onde n = |V1| e m = |V2|.

Um grafo é planar se existir uma representação geométrica do grafo no plano de

tal forma que suas arestas se interceptem apenas nas suas extremidades.

Uma árvore T é um grafo conexo e aćıclico. Toda árvore é um grafo bipartido

e planar com exatamente n − 1 arestas. Uma folha é um vértice de uma árvore T

com grau 1. Toda árvore com n > 1 vértices possui pelo menos uma folha. Uma

floresta F é um grafo aćıclico.

Um grafo G é regular se todos os vértices têm o mesmo grau. Se todos os

vértices de G possuem o mesmo grau k, então G é k-regular . Um grafo 0-regular

é um conjunto independente. Um grafo 1-regular é um emparelhamento. Um grafo

2-regular e conexo é chamado de ciclo. Um grafo 3-regular é chamado de cúbico.

Os grafos G e H são isomorfos se existir uma função bijetora f : V (G)→ V (H)

com a propriedade que a e b são adjacentes em V (G) se e somente se f(a) e f(b)

forem adjacentes em V (H), para todo a e b em V (G). Tal função é chamada de

isomorfismo. Um automorfismo é um isomorfismo f : V (G) → V (G). Um grafo

vértice transitivo é um grafo G tal que, dados quaisquer dois vértices v1 e v2 de G,

existe algum automorfismo f : V (G)→ V (G) tal que f(v1) = v2.

Uma coloração de um grafo G é uma atribuição de cores aos vértices de G tal que

vértices adjacentes não tenham a mesma cor. Em uma coloração de G os vértices

coloridos com cores iguais formam um conjunto independente. Uma k-coloração é

uma partição de V (G) em k conjuntos independentes. O número cromático χ(G) de

5



G é o menor k tal que G admite uma k-coloração. Se χ(G) = k então G é chamado

de k-cromático. Por exemplo, um grafo bipartido com bipartição (V1, V2) pode ser

colorido com apenas duas cores, uma cor para V1 e outra para V2. Na Figura 1.2(a)

temos uma 2-coloração para o ciclo C6. Observe que, ciclos com número par de

vértices são grafos bipartidos.

Dados dois grafos G e H, um homomorfismo de G para H é uma função de

V (G) em V (H) que preserva as arestas, isto é, uma função f : V (G) → V (H) tal

que se xy ∈ E(G), então f(x)f(y) ∈ E(H). Um grafo G tem número cromático

χ(G) = k se, e somente se, existe um homomorfismo de G para Kk mas não existe

um homomorfismo de G para Kk−1. Observamos que existe um homomorfismo de

C2k para K2.

Seja G um grafo, uma coloração aćıclica de G é uma atribuição de cores aos

vértices de G tal que os vértices adjacentes tenham cores diferentes e o subgrafo

induzido pelos vértices de duas classes de cores distintas não forma um ciclo. Uma

coloração aćıclica com k cores é denominada de k-coloração aćıclica. O número

cromático aćıclico χa(G) é o menor inteiro k, tal que G admite uma k-coloração

aćıclica. Note que em uma coloração aćıclica, um ciclo deve ter pelo menos três

cores. Na Figura 1.2(b) temos uma 3-coloração aćıclica para o ciclo C6. Observamos

que χa(C2k) = 3. Assim, χ(C2k) = 2 e χ(C2k+1) = χa(C2k) = χa(C2k+1) = 3.

1
1

1

2

22

(a) C6

1
1

1

2

23

(b) C6

Figura 1.2: (a) uma 2-coloração para C6 e (b) uma 3-coloração aćıclica para C6.

1.1.2 Grafos orientados

Dado um grafo G, uma orientação de uma aresta e = uv ∈ E(G) é um dos dois

posśıveis pares ordenados (u, v) ou (v, u) chamados de arcos . Denotamos um arco

(u, v) apenas por uv e dizemos que u domina v. Um grafo orientado ~G = (V,A)

é obtido de G pela orientação de cada aresta de E(G). Dizemos que ~G é uma

orientação de G, e G é o grafo subjacente de ~G. Se G é conexo, dizemos que ~G é

conexo (o mesmo para planares, e bipartidos). Outras terminologias e notações não

abordadas neste texto sobre grafos orientados são similares as usadas em grafos.

Dado um grafo orientado ~G e v ∈ V ( ~G), o grau de sáıda de v é d+~G(v) = |{vu ∈

A( ~G); ∀u ∈ V ( ~G)}|, o grau de entrada é d−~G(v) = |{uv ∈ A( ~G); ∀u ∈ V ( ~G)}|. Dize-

mos que v é uma fonte quando d−~G(v) = 0 e d+~G(v) ≥ 1, e v é um sumidouro quando
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d+~G(v) = 0 e d−~G(v) ≥ 1. Os graus mı́nimo e máximo de entrada de ~G são respectiva-

mente, δ−( ~G) = min{d−~G(v) : v ∈ V ( ~G)} e ∆−( ~G) = max{d−~G(v) : v ∈ V ( ~G)}.

Analogamente, os graus mı́nimo e máximo de sáıda de ~G são respectivamente,

δ+( ~G) = min{d+~G(v) : v ∈ V ( ~G)} e ∆+( ~G) = max{d+~G(v) : v ∈ V ( ~G)}. Con-

sideramos também δ( ~G) = δ(G) = δ e ∆( ~G) = ∆(G) = ∆, onde G é o grafo

subjacente de ~G.

O caminho direcionado ~Pn ou ciclo direcionado ~Cn é uma orientação de um

caminho Pn ou ciclo Cn, onde existe uma sequência dos vértices em que cada vértice

domina seu sucessor na sequência. Um caminho direcionado possui apenas uma fonte

e um sumidouro, e um ciclo direcionado não possui nem fontes nem sumidouros.

Um torneio ~Kn com n vértices é uma orientação de um grafo completo Kn. Um

número q é chamado um reśıduo quadrático módulo p se existe um número inteiro

x, tal que x2 ≡ q(mod p). Seja p uma potência de primo tal que p ≡ 3(mod 4). O

Torneio de Paley ~QRp é um grafo orientado com conjunto de vértices V ( ~QRp) =

{0, 1, . . . , p− 1} tal que xy ∈ A( ~QRp) se e somente se y−x é um reśıduo quadrático

diferente de p. Por exemplo, o torneio de paley com 7 vértices ~QR7 tem conjunto

de vértices V ( ~QR7) = {0, 1, . . . , 6}, e xy ∈ A( ~QR7) se e somente se y − x ≡ 1, 2 ou

4 (mod 7). Na Figura 6.1 apresentamos o Torneio de Paley ~QR7.

1

2

34

5

6

0

Figura 1.3: Torneio de Paley com 7 vértices ~QR7.

Um arco uv é um laço se u = v e arcos múltiplos são arcos que possuem o mesmo

par de vértices como extremidades. Um digrafo é um grafo orientado que admite

laços e arcos múltiplos. Na Figura 1.4(a) apresentamos um digrafo que não é um

grafo orientado e na Figura 1.4(b) um torneio ~K5 com cinco vértices.

Em geral, uma classe de grafos orientados é obtida considerando todas as ori-

entações posśıveis para os grafos de uma determinada classe de grafos. Por exemplo,

a classe ~F das florestas orientadas consiste dos grafos orientados cujos grafos sub-

jacentes são florestas. O mesmo ocorre para a classe dos grafos planares orientados

que denotamos por ~P .

Um circuito orientado é uma orientação de um ciclo tal que, para todo vértice

v, o número de arcos que entram em v é igual ao número de arcos que saem de v.
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(a) ~D (b) ~K5

Figura 1.4: (a) Digrafo ~D e (b) um torneio ~K5.

Grafos orientados livres de circuito consistem dos grafos orientados que não contêm

um circuito orientado como subgrafo. Portanto, grafos orientados livres de circuito

são uma exceção, porque não são obtidos a partir de uma determinada classe de

grafos.

Seja C uma classe de grafos simples e G um grafo em C, como toda aresta

e ∈ E(G) pode ter duas orientações posśıveis, então cada grafo G da origem a

2|E(G)| grafos orientados na classe ~C obtida de C.

Número cromático orientado de grafos orientados

Seja ~G um grafo orientado, xy, zt ∈ A( ~G) e C = {1, 2, . . . , k} um conjunto de cores.

Uma k-coloração orientada de ~G é uma funçao φ : V ( ~G)→ C, tal que

i) φ(x) 6= φ(y);

ii) Se φ(x) = φ(t), então φ(y) 6= φ(z).

O número cromático orientado, denotado por χo( ~G), é o menor k tal que ~G admite

uma k-coloração orientada.

Observe que se Vi e Vj são duas classes de cores distintas em uma k-coloração

orientada de ~G, e se existe um arco xy ∈ A( ~G) onde x ∈ Vi e y ∈ Vj, então

∀t ∈ Vi e ∀z ∈ Vj zt /∈ A( ~G). Isto implica que dois vértices ligados por um caminho

direcionado de tamanho 1 ou 2 devem ter cores distintas.

A Figura 1.5(a) ilustra um caminho com três vértices G = P3, a Figura 1.5(b)

um grafo orientado ~G obtido de G, e na Figura 1.5(c) uma coloração orientada de
~G com 3 cores e atingindo χo( ~G) = 3.

(a) G (b) ~G

1 2 3

(c) ~G

Figura 1.5: (a) G = P3, (b) grafo orientado ~G e (c) coloração orientada de ~G.
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Número cromático orientado de grafos não orientados

Podemos estender a definição de coloração orientada a grafos não orientados. Dado

um grafo G, o número cromático orientado de G, denotado por χo(G), é o máximo

de χo( ~G) para qualquer orientação ~G de G. Apresentamos nas Figuras 1.6(b), 1.6(c)

e 1.6(d) todos os grafos orientados livres de isomorfismo obtidos do caminho P3

da Figura 1.6(a). Também representamos uma coloração orientada com o mı́nimo

de cores para cada orientação, sendo χo( ~G1) = 3, χo( ~G2) = χo( ~G3) = 2, assim

χo(P3) = 3.

(a) G

1 2 3

(b) ~G1

11 2

(c) ~G2

1 22

(d) ~G3

Figura 1.6: (a) Grafo G = P3 e uma coloração orientada para as três posśıveis
orientações de G = P3 em (b), (c) e (d).

Agora, vamos definir o homomorfismo entre grafos orientados e relacioná-lo com

o número cromático orientado. Sejam ~G1 e ~G2 grafos orientados, um homomorfismo

ϕ de ~G1 em ~G2 é uma função ϕ : V ( ~G1) → V ( ~G2), tal que se xy ∈ A( ~G1) então

ϕ(x)ϕ(y) ∈ A( ~G2). Um homomorfismo ϕ de ~G1 em ~G2 corresponde a uma k-

coloração orientada de ~G1 se ~G2 tem k vértices. Neste caso, dizemos que ~G1 é
~G2-coloŕıvel e os vértices de ~G2 são as cores atribúıdas aos vértices de ~G1. Se existe

um homomorfismo ϕ de ~G1 em ~G2, então ~G2 é chamado de grafo de cor ou palheta

para ~G1. O menor número de vértices k de ~G2 tal que ~G1 admite um homomorfismo

para ~G2 é o número cromático orientado de ~G1, isto é, χo( ~G1) = min |V ( ~G2)|.

Esta definição é uma generalização mais natural do número cromático no caso não

direcionado.

Número cromático orientado de classes de grafos

Considere ~C uma classe de grafos orientados, χo(~C) é o máximo do número cromático

orientado para todos os grafos em ~C. Observamos que, para determinar o número

cromático orientado de uma classe de grafos devemos considerar todas orientações

posśıveis, assim, por exemplo, usamos indistintamente grafos planares ou grafos

planares orientados. Um grafo orientado ~G é um limite homomórfico para ~C se

existe um homomorfismo de cada grafo orientado em ~C para ~G, neste caso ~G é um
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~C-limite. Na literatura, também é utilizado o termo ~C-Universal para denotar ~C-

limite. Quando ~G é um ~C-limite e nenhum subgrafo próprio de ~G é um ~C-limite

então ~G é um ~C-limite minimal.

O número cromático orientado uniforme de uma classe ~C, denotado por χu(~C),

é a menor ordem de um ~C-limite. Se não existe um ~C-limite então χu(~C) =∞. Uma

classe ~C é uma classe de grafos completa se para quaisquer dois grafos orientados
~C1, ~C2 ∈ ~C, existe um terceiro ~C3 ∈ ~C com ~C1 subgrafo de ~C3 e ~C2 subgrafo de ~C3.

Observamos que χo(~C) ≤ χu(~C) e a igualdade é válida quando ~C é uma classe de

grafos completa [40]. Apresentamos nas Figuras 1.7(a) e 1.7(b) a classe ~K3 de todos

os grafos orientados livres de isomorfismo obtidos do grafo completo K3. A classe
~K3 tem χo(~K3) = 3 e χu(~K3) = 4, na Figura 1.7(c) temos um ~K3-limite minimal.

(a) ~G1 (b) ~G2 (c) ~G3

Figura 1.7: Dois torneios orientados com três vértices: o circular (a) e o transitivo

(b), e um ~K3-limite minimal (c).

O estudo de coloração orientada para uma classe de grafos ~C é interessante

quando algum grafo completo ~Kn não pertence a nenhum elemento de ~C, para n

suficientemente grande. Por exemplo, o grafo K5 não pertence a nenhum elemento

da classe Planar ~P .

Os limites inferior e superior do número cromático orientado para ~P têm sido

bastante estudados, isto ocorre devido a dois fatos importantes. O primeiro é que

a estrutura dos grafos planares não permite grafos completos com mais de quatro

vértices como subgrafo induzido. O segundo é obtido da Proposição 1.1 em [42].

Proposição 1.1 (Sopena [42]) Para todo k ∈ N, k > 0, se χo( ~P) ≤ k então

existe ~P-limite membro de ~P, com k vértices.

A demonstração é feita por contradição e utiliza o fato de que um grafo ge-

rado pela identificação de um vértice de dois grafos planares também é planar, veja

Figura 1.8, mostrando que ~P é uma classe completa.

Para uma classe ~C de grafos orientados com χo(~C) ≤ k não existe necessariamente

um ~C-limite com k vértices. A classe dos grafos orientados ~Kk contendo todos os

torneios com k vértices têm χu(~Kk) > k. Um exemplo com ~K3 está representado na

Figura 1.7. Pela Proposição 1.1, a classe ~P admite um ~P-limite com k vértices, e

assim χo( ~P) = χu( ~P).
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v

(a)

v

(b)

v

(c)

Figura 1.8: (a) Grafo orientado ~P1, (b) Grafo orientado ~P2 e (c) grafo planar ~P3

obtido da identificação do vértice v de ~P1 e ~P2.
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Caṕıtulo 2

Número Clique Cromático

Orientado

Neste caṕıtulo, definimos o número clique cromático orientado combinando dois pro-

blemas conhecidos: clique coloração e coloração orientada. Iniciamos com algumas

definições a respeito da clique coloração.

Dado um grafo G = (V,E), uma k-clique coloração de G é uma função c :

V (G)→ {1, 2, . . . , k} tal que, para toda clique maximalK de G, existe u, v ∈ K com

c(u) 6= c(v), isto é, nenhuma clique é monocromática. O número clique cromático

κ(G) é o menor k tal que G tem uma k-clique coloração. Para a conveniência do

leitor nós oferecemos na Figura 2.1 um par de grafos com κ(G) = 2.

a) b) 1

1

1

1
2

2

2

2
2

Figura 2.1: Grafos G e H ambos com uma 2-clique coloração.

Um hipergrafo é um par ordenado H = (V (H), E(H)), onde V (H) = {v1, . . . , vn}

é um conjunto não vazio de vértices e E(H) = {E1, . . . , Em} é uma coleção de

hiperarestas Ei ⊆ V (H), para i = 1, . . . ,m. Uma k-coloração de H é uma função

c : V (H) → {1, 2, . . . , k} tal que para todo E ∈ E(H) existe u, v ∈ E com c(u) 6=

c(v), isto é, nenhuma hiperaresta é monocromática. O número cromático χ(H) de

H é o menor k tal que H tem uma k-coloração.

Seja G = (V,E) um grafo, o clique-hipergrafo H(G) = (V, E) de G é o hipergrafo,

onde E = {K ⊆ V : K é uma clique maximal de G}. Uma k-coloração de H(G)

define uma k-clique coloração de G, e o número cromático deH(G) é o número clique

cromático de G. Usamos a notação κ(G) = χ(H(G)). Na Figura 2.2 apresentamos

um grafo G e o clique-hipergrafo H(G).
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(a) G (b) H(G)

Figura 2.2: (a) Grafo G e (b) clique-hipergrafo H(G).

Agora, apresentamos alguns conceitos relacionados a hipergrafos direcionados.

Tais conceitos podem ser encontrados na tese de doutorado de Guedes [26], nos

baseamos fortemente neste trabalho para a escrita das próximas definições.

Um hipergrafo direcionado é um par ordenado ~H = (V ( ~H), E( ~H)), onde V ( ~H) =

{v1, . . . , vn} é o conjunto não vazio de vértices e E( ~H) = { ~E1, . . . , ~Em} é uma coleção

de hiperarcos ~Ei, para i = 1, . . . ,m. Um hiperarco ~Ei ∈ E( ~H) é um par orde-

nado (X, Y ), onde X e Y são subconjuntos disjuntos não vazios de V ( ~H) deno-

minados respectivamente por origem e destino, e denotados por X = ORG( ~Ei) e

Y = DEST ( ~Ei). A notação origem e destino também é usada para conjuntos de hi-

perarcos. Assim, se A é uma coleção de hiperarcos então ORG(A) =
⋃

~E∈A ORG( ~E)

e DEST (A) =
⋃

~E∈A DEST ( ~E).

Na Figura 2.3 damos exemplos de representações de hiperarcos direcionados,
~E1 = ({v1}, {v2}), ~E2 = ({v3}, {v4, v5, v6}), ~E3 = ({v7, v8}, {v9}) e ~E4 = ({v10, v11,

v12}, {v13, v14}).

(a) ~E1 (b) ~E2 (c) ~E3 (d) ~E4

Figura 2.3: Hiperarcos direcionados.

Dado um hipergrafo direcionado ~H e s, t ∈ V ( ~H). Um hipercaminho de com-

primento k de s a t é uma sequência de hiperarcos P = ( ~Ei1 , ~Ei2 , . . . , ~Eik), onde

s ∈ ORG( ~Ei1) e t ∈ DEST ( ~Eik), e para cada hiperarco ~Eip ∈ P , p = 1, 2, . . . , k,

temos que:

i) ORG( ~Eip) ∩ (DEST ({ ~Ei1 , ~Ei2 , . . . , ~Eip−1
}) ∪ {s}) 6= ∅;

ii) DEST ( ~Eip) ∩ (ORG({ ~Eip+1
, ~Eip+2

, . . . , ~Eik}) ∪ {t}) 6= ∅.

Seja P = ( ~Ei1 , . . . , ~Eik) um hipercaminho, usamos ORG(P ) denotando ORG( ~Ei1)

e DEST (P ) denotando DEST ( ~Eik). Um hiperciclo em um hipergrafo direcionado
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~H é um hipercaminho P de ~H onde ORG(P ) ∩ DEST (P ) 6= ∅. No hipergrafo

representado na Figura 2.4, os hipercaminhos posśıveis de v1 a v5 são ( ~E1, ~E2),

( ~E1, ~E3, ~E5), ( ~E1, ~E4, ~E6, ~E5). Um hipercaminho P é minimal em um hipergrafo

direcionado ~H, se não existe outro hipercaminho em ~H que esteja propriamente

contido em P .

Figura 2.4: Hipergrafo direcionado.

Um hipergrafo orientado ~H é um hipergrafo direcionado no qual todos os hiper-

ciclos minimais têm comprimento maior que 2. Uma k-coloração orientada de um

hipergrafo orientado ~H é uma função c : V ( ~H)→ {1, 2, . . . , k} tal que:

i) ∀ ~E ∈ E( ~H), ∃x ∈ ORG( ~E) e ∃y ∈ DEST ( ~E) com c(x) 6= c(y);

ii) Sejam (X, Y ), (Z, T ) ∈ E( ~H) dois hiperarcos distintos. Se ∃x ∈ X e ∃t ∈ T

tal que c(x) = c(t), então ∀y ∈ Y e ∀z ∈ T , c(y) 6= c(z).

O número cromático orientado χo( ~H) de um hipergrafo orientado ~H é o menor

inteiro k, tal que ~H admita uma k-coloração orientada. Exibimos exemplos de

colorações orientadas para hipergrafos orientados nas Figuras 2.7(c), 2.8(b), 2.9(b)

e 2.10(b).

Dado um hipergrafo H e Ei ∈ E(H). Uma orientação de H é um hipergrafo

direcionado ~H, onde cada hiperarco ~Ei ∈ E( ~H) é o par (Xi, Yi), com Xi, Yi 6= ∅, Xi∩

Yi = ∅ e Xi∪Yi = V (Ei). Uma orientação ~H de H é chamada orientação válida se ~H

é um hipergrafo orientado, caso contrário, ~H é uma orientação inválida. Lembramos

que um hipergrafo orientado não tem ciclos de tamanho 2. O número cromático

orientado χo(H) de um hipergrafo H é o max{χo( ~H)}, para toda orientação válida
~H de H. Um clique-hipergrafo orientado de um grafo G é uma orientação válida

para o clique-hipergrafo H(G). Uma questão natural que surge é a complexidade

de dado um hipergrafo direcionado ~H, determinar se ~H é uma hipergrafo orientado.

Apresentamos o Algoritmo 2.1 que permite determinar em tempo O(mn) se um

hipergrafo direcionado é também um hipergrafo orientado.

Nas Figuras 2.5(a) e 2.5(b) mostramos dois exemplos de orientações inválidas
~H1(G) e ~H2(G) para o hipergrafo H(G) da Figura 2.2(b). Não podemos atribuir
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Algoritmo 2.1: Algoritmo Hipergrafo Orientado ~H; Tempo de Execução
O(nm).

Entrada: Hipergrafo direcionado ~H.
Sáıda: Se ~H é um Hipergrafo orientado ou um certificado para a resposta

NÃO - um ciclo de comprimento 2.
1 ińıcio
2 para cada vértice v ∈ V faça
3 buscar todos vértices a distância 2 de v e colocar no conjunto A;
4 se v ∈ A então
5 retorna o ciclo C com v;
6 fim

7 fim
8 retorna SIM;

9 fim

uma coloração orientada aos hipergrafos direcionados da Figura 2.5. Para isso,

vamos verificar para ~H1(G). Sejam ~E1 = (X, Y ) = ({v3}, {v1, v2}), ~E2 = (Z, T ) =

({v2, v4}, {v3}) ∈ V ( ~H1(G)) da Figura 2.5(a). O vértice v3 ∈ X a origem de ~E1 e

v3 ∈ T o destino de ~E2. Pela segunda regra da coloração orientada, cada par (y, z)

onde y ∈ Y, z ∈ Z satisfaz c(y) 6= c(z) mas Y ∩ Z = {v2}, isto é uma contradição

pois c(v2) = c(v2). Assim, ~H1(G) é um hipergrafo direcionado com um ciclo minimal

de comprimento 2.

(a) ~H1(G) (b) ~H2(G)

Figura 2.5: Dois hipergrafos direcionados ~H1(G) e ~H2(G).

Apresentamos na Figura 2.6 duas orientações válidas ~H1(G) e ~H2(G) para o

grafo G da Figura 2.2. Veja que v2 é um sumidouro em ambos ~H1(G) e ~H2(G).

(a) ~H3(G) (b) ~H4(G)

Figura 2.6: Dois hipergrafos orientados ~H3(G) e ~H4(G).
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2.1 Clique coloração orientada de um grafo G

Seja G um grafo e ~H(G) uma orientação válida de H(G), c : V ( ~H(G)) →

{1, 2, . . . , k} uma k-coloração orientada de ~H(G), dizemos que c é uma k-clique

coloração orientada de G. O número clique cromático orientado de G denotado por

~κ := ~κ(G) := χo( ~H(G)) é o menor k tal que ~H(G) admite uma k-clique coloração

orientada, dentre todas as orientações válidas ~H(G) de G. Apresentamos nas Figu-

ras 2.7(a), 2.7(b) e 2.7(c) respectivamente, um grafo G, o clique hipergrafo H(G) e

uma 2-clique coloração orientada de ~H(G).

(a) G (b) H(G) (c) ~H(G)

Figura 2.7: (a) G, (b) H(G), (c) 2-clique coloração orientada para ~H(G).

Teorema 2.1 Seja G um grafo

i) Se G é um grafo completo, então ~κ(G) = 2;

ii) Se todo hipergrafo orientado ~H(G) é um grafo orientado, então ~κ(G) = χo(G);

Demonstração. i) Seja Kn um grafo completo com n vértices. Por definição, qual-

quer hipergrafo orientado obtido do grafo completo Kn tem apenas um hiperarco,

que é uma orientação válida do clique hipergrafo H(Kn). Pela definição de clique

coloração orientada duas cores são suficientes.

ii) Seja G um grafo no qual toda clique maximal de G tem tamanho 2. Por

definição, cada aresta de G é uma clique maximal, então cada hiperaresta do clique

hipergrafo H(G) também é uma aresta. Assim, como G é um grafo simples, toda

orientação de H(G) não tem hiperciclos de tamanho 2 e é uma orientação válida.

Qualquer orientação ~H(G) do clique hipergrafo H(G) é um grafo orientado.

Pela primeira regra da coloração orientada para hipergrafos orientados, cada

hiperarco de ~H(G) tem pelo menos duas cores. Como cada hiperarco ~Ei = (Xi, Yi)

de ~H(G) tem dois vértices, |Xi| = |Yi| = 1. Neste caso, a segunda regra da

coloração orientada para um hipergrafo orientado é igual a segunda regra da

coloração orientada para grafos orientados. Portanto, uma k-coloração orientada de

G, corresponde biunivocamente a uma k-clique coloração orientada de ~H(G). Logo

~κ(G) = χo(G). �
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Corolário 2.2 Se G = Cn, então ~κ(G) =

{

χo(G), se n ≥ 4, e

2 se n = 3.

Demonstração. Se n = 3, pelo Teorema 2.1 item i) ~κ(G) = 2. Se n ≥ 4, então todas

as cliques de G são arestas. Então ~H(G) é um grafo orientado. Pelo Teorema 2.1

item ii) χo(Cn) = ~κ(G). �

Exemplificamos o item i) do Teorema 2.1 na Figura 2.8, onde atribúımos uma

2-coloração orientada para o hipergrafo orientado ~H(K5) na Figura 2.8(b) obtido de

K5 na Figura 2.8(a).

(a) K5 (b)
~H(K5)

Figura 2.8: (a) Grafo completo K5 e (b) ~H(K5).

Apresentamos dois exemplos para o item ii) do Teorema 2.1 nas Figuras 2.9 e

2.10, a Figura 2.9 também é um exemplo para o Corolário 2.2.

(a) C5 (b) ~H(C5)

Figura 2.9: (a) Ciclo C5 e (b) ~H(C5).

(a) G (b) ~H(G)

Figura 2.10: (a) G e (b) ~H(G).

Nosso objetivo, introduzindo o conceito de clique coloração orientada e número

clique cromático orientado de um grafo G, era o de estender vários resultados de

clique coloração existentes na literatura, para grafos considerando agora orientações.

Além disso, conseguir uma maneira mais simples de limitar o número cromático ori-

entado a partir do número clique cromático orientado. Porém, quando consideramos

17



grafos onde cada aresta é uma clique maximal (Teorema 2.1 ii), ambos problemas

são idênticos. Embora não tenhamos nos aprofundado mais nesse tema, optamos

por apresentá-lo, porque foi um tópico que estudamos e que aponta um caminho

promissor de pesquisa, e que pretendemos explorar no futuro. Por fim, deixamos

uma conjectura sobre número clique cromático orientado.

Conjectura 2.3 Seja G um grafo, então κ(G) ≤ ~κ(G) ≤ χo(G).
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Caṕıtulo 3

Limites para o número cromático

orientado de grafos planares

A classe ~P dos grafos planares tem sido bastante estudada no contexto de coloração

orientada [30, 33, 37, 41, 42]. Sabemos que 18 ≤ χo( ~P) ≤ 80 [29, 37]. Neste

caṕıtulo descrevemos várias ferramentas propostas e tentativas para encolher este

intervalo. Primeiro na prova que χo( ~P) ≤ 80 é usado uma 4-coloração orientada para

uma floresta orientada. Nós demonstramos que existe uma 3-coloração para uma

floresta orientada. Isto poderia melhorar o limite χo( ~P) ≤ 80, mas infelizmente

nós não conseguimos introduzir na prova [37] este argumento. Pelo propósito de

acreditarmos nessa possibilidade de uso do resultado e esclarecer ao leitor onde é

usado o argumento da floresta colorida nós reproduzimos na primeira seção a prova

original [37], bem como nossa demonstração. É um resultado da literatura que

existe um grafo planar orientado com número cromático orientado 18, porém nunca

foi exibido um grafo orientado com χo( ~G) ≥ 16. Na segunda seção, nós propomos

uma técnica para tentar encontrar um grafo planar orientado ~G com χo( ~G) ≥ 16.

O artigo [29] que prova que 18 ≤ χo( ~P), ainda não foi publicado. No artigo [42]

que contém a demonstração para 16 ≤ χo( ~P) nós encontramos uma lacuna, e com o

propósito de registro mostramos na terceira seção. E para que o texto ficasse auto-

contido, reproduzimos também a demonstração de Sopena nesta seção. Na quarta

seção, mostramos nosso resultado topológico que: o limite homomórfico da classe

dos grafos planares cúbicos contém um torneio espećıfico ~KU
5 como subgrafo.

Muitos trabalhos relacionaram o número cromático orientado de grafos planares
~P com a cintura do grafo subjacente, obtendo limites mais restritos. Os resultados

apresentados na Tabela 3.1 podem ser encontrados em [44] e sumarizam a relação

do χo( ~G) com a cintura g(G) do grafo subjacente G, quando G é planar.
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Tabela 3.1: χo( ~P)× Cintura

g(G) χo( ~G) Referência/Comentário

≥ 12 χo = 5 [9], [35] (justo)
≥ 11 5 ≤ χo ≤ 6 [35], [34]
≥ 7 5 ≤ χo ≤ 7 [35], [6]
≥ 6 5 ≤ χo ≤ 11 [35], [8]
≥ 5 5 ≤ χo ≤ 16 [35], [32]
≥ 4 11 ≤ χo ≤ 47 [33], [7]
≥ 3 18 ≤ χo ≤ 80 [30], [37]

3.1 Limite superior para grafos planares

Um problema em aberto é determinar se 80 cores é um limite justo para coloração

orientada de grafos planares. Na demonstração de que χo( ~P) ≤ 80 são usados dois

resultados importantes que enunciamos a seguir. O primeiro resultado afirma que o

número cromático aćıclico para grafos planares é igual a 5.

Teorema 3.1 (Borodin [5]) Se G é um grafo planar então χa(G) ≤ 5.

Observamos que o limite de Borodin é justo. De fato, seja K5 o grafo completo

com cinco vértices e e ∈ E(K5). Veja na Figura 3.1(a) que K5\{e} tem uma 4-

coloração aćıclica, e K5\{e} não tem uma 3-coloração aćıclica pois χ(K5\{e}) = 4.

Assim, χa(K5\{e}) = 4. Como qualquer grafo planarG com 5 vértices é um subgrafo

de K5\{e}, temos que χa(G) ≤ 4 Na Figura 3.1(b) temos um grafo planar G com

χa(G) = 5 e o menor número de vértices posśıvel |V (G)| = 6.

1 2

2

3

4

(a) K5\{e}

1 2

2

3

4 5

(b) G

Figura 3.1: Uma coloração aćıclica para (a) K5\{e}, e (b) grafo G com χa(G) = 5.

O segundo resultado assegura que existe uma 4-coloração orientada para uma

floresta orientada ~F gerada a partir de uma 2-coloração aćıclica para uma floresta

F .

Lema 3.2 (Raspaud e Sopena [37]) Seja F uma floresta, c uma 2-coloração de

F usando as cores i e j, (i < j), e ~F qualquer orientação de F . Então existe uma
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4-coloração orientada f de ~F usando as cores (f 1(x), f 2(x)) ∈ {i, j}×{0, 1} tal que

para qualquer vértice x em ~F , f 1(x) = c(x).

Na demonstração do Lema 3.2 a coloração orientada f pode ser obtida da 2-

coloração c usando uma regra simples. Seja xy ∈ E(~F ) então f(x) = (c(x), α),

f(y) = (c(y), β), com α = β, se e somente se c(x) < c(y), onde α, β ∈ {0, 1}. Assim,

toda floresta orientada tem um homomorfismo no grafo orientado apresentado na

Figura 3.2, onde i < j.

(i, 0) (j, 0) (i, 1) (j, 1)

Figura 3.2: Grafo de cor para florestas apresentado no Lema 3.2.

Na Figura 3.3 oferecemos um exemplo para a regra criada na demonstração do

Lema 3.2. Na Figura 3.3(a) temos uma 2-coloração (aćıclica) c para a floresta F , e

na Figura 3.3(b) temos uma 4-coloração orientada para a floresta orientada ~F obtida

de c.

(a) F (b) ~F

Figura 3.3: (a) 2-coloração para a Floresta F e (b) 4-coloração orientada para ~F .

O Teorema 3.3 estabelece o limite superior atual para o número cromático orien-

tado de grafos planares. Outros limites superiores mais baixos foram estabelecidos

quando considerado a cintura dos grafos planares, veja Tabela 3.1.

Teorema 3.3 (Raspaud e Sopena [37]) Se ~G = (V,A) é um grafo orientado

cujo grafo subjacente G = (V,E) tem uma k-coloração aćıclica, então ~G tem uma

coloração orientada usando no máximo k × 2k−1 cores.

Demonstração. Seja G = (V,E) um grafo, V1, . . . , Vk as k classes de cores de V em

uma coloração aćıclica, e seja ~G uma orientação de G. Por hipótese, Fi,j = ~G[Vi∪Vj]

é uma floresta, para i, j ∈ {1, 2, . . . , k} e i 6= j (o subgrafo orientado induzido por

Vi∪Vj). Como Fi,j e Fj,i denotam a mesma floresta, o número de florestas diferentes

é k(k − 1)/2. Note que cada vértice colorido com a cor i pertence a exatamente
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k − 1 florestas Fi,j distintas. Pelo Lema 3.2, segue que Fi,j tem uma 4-coloração

orientada fi,j = fj,i, satisfazendo que para qualquer x ∈ Vi (resp. Vj), f
1
i,j(x) = i

(resp. j). Para cada x ∈ V existe i ∈ {1, 2, . . . , k} tal que x ∈ Vi e x pertence a

(k − 1) florestas Fi,j, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j.

A coloração orientada φ de ~G é dada por

φ(x) = (i, f 2
i,i1

(x), . . . , f 2
i,ik−1

(x)), (3.1)

onde {i1, . . . , ik−1} é o conjunto {1, . . . , k}\{i}, com i1 < i2 < . . . < ik−1 e onde

f 2
i,j(x) ∈ {0, 1} denota a segunda componente de fi,j(x). Desde que f é uma co-

loração aćıclica, os vértices adjacentes recebem cores diferentes e a primeira condição

da coloração orientada é satisfeita.

Falta demonstrar a segunda condição. Por contradição, suponha que existem

quatro vértices x, y, z, t ∈ V ( ~G) tal que xy, zt ∈ A( ~G) com φ(x) = φ(t) e φ(y) =

φ(z). Pela definição de φ temos que x, t (resp. y, z) estão na mesma classe de cor

Vi (resp. Vj). Consequentemente,

φ(x) = φ(t) = (i, f 2
i,i1

(x), . . . , f 2
i,ik−1

(x))

e

φ(y) = φ(z) = (i, f 2
j,j1

(y), . . . , f 2
j,jk−1

(y)).

Além disso, xy e zt pertencem a mesma floresta Fi,j . Mas pelo Lema 3.2 fi,j é uma

coloração orientada, uma contradição.

Portanto o número de cores de φ é no máximo k × 2k−1. �

Assim, o limite superior χo( ~P) ≤ 80 para o número cromático orientado de grafos

planares é definido pelos Teoremas 3.1 e 3.3. O enunciado da Proposição 3.4 pode

ser encontrada em [18] e em [44], embora não haja uma demonstração para a mesma

nos artigos. Portanto, apresentamos a seguir uma prova para a proposição.

Proposição 3.4 Toda Floresta orientada ~F admite um homomorfismo h no ciclo

direcionado ~C3, assim χo(~F ) ≤ 3.

Demonstração. Se cada componente conexa de um dado grafo orientado ~G1 tem ho-

momorfismo em um único grafo orientado ~G2, então ~G1 também tem homomorfismo

em ~G2. Assim, basta demonstrar que toda árvore ~T admite um homomorfismo h no

ciclo direcionado ~C3 da Figura 3.4.

A demonstração pode ser feita por indução no número de vértices n da árvore.

Para n = 1 e v ∈ V (~T ), podemos mapear v em qualquer vértice 1, 2, 3 do ciclo
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direcionado ~C3. Para n = 2 e uv ∈ A(~T ), faça h(u) = 1 e h(v) = 2, ou h(u) = 2 e

h(v) = 3, ou h(u) = 3 e h(v) = 1.

Quando n > 2, suponha que ~T admite um homomorfismo no ciclo direcionado
~C3. Seja v é uma folha de ~T . A árvore ~T − v tem n− 1 vértices, então por hipótese
~T − v admite um homomorfismo h no ciclo direcionado ~C3. Retorne v em ~T − v,

seja u o vizinho de v, h(u) ∈ {1, 2, 3} e v pode ser mapeado em um vértice de ~C3.

�

O grafo de cor para uma 3-coloração orientada de uma floresta orientada é o

ciclo direcionado com 3 vértices apresentado na Figura 3.4.

Figura 3.4: Ciclo direcionado com 3 vértices.

Pela Proposição 3.4 sabemos que uma floresta admite uma 3-coloração orientada.

Na demonstração do Teorema 3.3, de que χo( ~P) ≤ 80, é usado uma 4-coloração

orientada para florestas. Assim uma pergunta natural que nós não respondemos é:

Pergunta 3.5 Utilizando uma 3-coloração orientada para florestas é posśıvel me-

lhorar este limite?

3.2 Limite inferior para grafos planares

Uma maneira de estabelecer um limite inferior para o número cromático orientado

de uma classe ~C, consiste em identificar um grafo orientado ~G pertencente a ~C, tal

que χo( ~G) = k e assim χo(~C) ≥ k.

Seja ~G = (V,A) um grafo orientado e x, y ∈ V ( ~G). Se existe um caminho

direcionado de comprimento máximo 2 entre x e y, então x e y tem cores distintas

em uma coloração orientada. Utilizando este fato, Sopena [39] descreve um primeiro

limite inferior para os grafos planares. A seguir apresentamos a construção necessária

para obtenção desse limite.

3.2.1 Borboletas

Considere ~G1 um grafo orientado com um único vértice (grafo trivial), e ~Gi, 2 ≤ i, o

grafo orientado obtido de duas cópias disjuntas de ~Gi−1 mais um vértice adicional xi

tal que xi é incidente a todo vértice da segunda cópia e é incidido por todo vértice

23



da primeira cópia, note que |V ( ~Gi)| = 2i − 1. Denotamos ~Gi por B2i−1 a borboleta

de ordem 2i − 1. Na Figura 3.5 apresentamos as borboletas B2i−1, i = 1, . . . , 5.

Por construção, existe um caminho direcionado de comprimento máximo 2 entre

quaisquer dois vértices x, y ∈ B2i−1. Logo, por definição, χo(B2i−1) = |V (B2i−1)| =

2i − 1.

(a) ~G1 = B1 (b) ~G2 = B3

(c) ~G3 = B7 (d) ~G4 = B15

v1v1

v1
v2

v3v4
v5v6

v7

v9v10
v12

v13v14v15

v16

v17
v18
v19v20

v21
v22

v23v24

v25v26v27v28
v29v30v31x5

(e) ~G5 = B31

Figura 3.5: Grafos ~Gi, i = 1, . . . , 5, com χo( ~Gi) = |V ( ~Gi)| = 2i − 1.

Note, pela Figura 3.5, que para i ∈ {1, 2, 3, 4} os grafos ~Gi pertencem a ~P . Como

χo( ~G4) = 15, temos um primeiro limite inferior para a classe dos grafos planares,

χo( ~P) ≥ 15. Sopena [42], em 2002, demonstrou que χo( ~P) ≥ 16 e Marshall [30],

em 2007, melhorou este resultado obtendo que χo( ~P) ≥ 17. Ambos resultados

usam o fato de que χo( ~P) = χu( ~P), obtido pela Proposição 1.1, e estabelecem tais

limites a partir de restrições no ~P-limite. Ainda pela Proposição 1.1 e o artigo de

Marshall [30], sabemos que existe um grafo planar ~G tal que χo( ~G) = 17, porém

este grafo nunca foi exibido pois a demonstração não é construtiva.

Nosso interesse é investigar tais limites, tentando exibir um grafo planar que

alcance 16 ou 17 cores, e também contribuir para a demonstração de Sopena [42] de
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que χo( ~P) ≥ 16. Primeiro refinamos a estrutura do grafo B15 obtendo um ~P-limite

com maior número de arcos, porém ainda com 15 cores. Depois mostramos um

pequeno eqúıvoco cometido em [42] para estabelecer que χo( ~P) ≥ 16. Na busca do

estabelecimento desta afirmação, Sopena [42] usou o Teorema 3.8 onde substituindo

o valor de n por 1, temos que: Não existe um torneio com 15 vértices tal que o

conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, o conjunto dos

sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum e o conjunto

dos sucessores de cada três vértices tem pelo menos 1 vértices em comum. Sopena

demonstrou que se ~U é um ~P-limite minimal com 15 vértices, então ~U é um torneio

onde o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices e o conjunto

dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum. Assim,

para concluir que não existe ~U com 15 vértices, faltava verificar que o conjunto dos

sucessores de cada três vértices tem pelo menos 1 vértices em comum, neste ponto

ocorre uma lacuna na demonstração do Lema 3.13 que não conseguimos corrigir.

Refinamento do Grafo B15

Sopena [42] e Marshall [30] estabeleceram, respectivamente, os limites inferiores

χo( ~P) ≥ 16 e χo( ~P) ≥ 17, porém ambos não apresentaram um grafo planar orientado
~G alcançando estes limites. Na tentativa de encontrar um grafo planar orientado ~G

com χo( ~G) > 15, constrúımos a partir de B15 o grafo planar orientado B∗
75 = (V,A)

mais robusto com relação ao número de vértices e arcos. Nosso grafo B∗
75 tem um

conjunto com 75 vértices:

V =
6
⋃

i=1

{vi,1, vi,2, vi,3, vi,4, vi,5, vi,6, vi,7} ∪ {v8} ∪
14
⋃

i=9

{vi,1, vi,2, vi,3, vi,4, vi,5, vi,6, vi,7}.

Onde os vértices vi+1,1 e vi,7 representam o mesmo vértice. O conjunto de arcos é

definido por:

A =
6
⋃

i=1

{{vi,jvi,j+1, vi,1vi,4, vi,2vi,4, vi,4vi,6, vi,4vi,7 : j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}∪

{vi,7vi,1, vi,6vi,7} ∪ {vi,jv8, v8vk,ℓ : i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, l ∈ {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}}∪

14
⋃

i=9

{{vi,jvi,j+1, vi,1vi,4, vi,2vi,4, vi,4vi,6, vi,4vi,7, : j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}∪

{vi,7vi,1, vi,6vi,7}} .
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Seja U = {v1,1, . . . , v7,1, v8, v9,1, . . . , v15,1} um subconjunto de V (B∗
75) então o

subgrafo induzido B∗
75[U ] é isomorfo ao grafo B15. Apresentamos nosso grafo na

Figura 3.6.

v1,1

v2,1

v3,1

v4,1

v5,1

v6,1

v7,1

v8

v9,1

v10,1

v11,1

v12,1

v13,1

v14,1

v15,1

Figura 3.6: Grafo planar orientado B∗
75 com χo = 15, |V | = 75 e |E| = 216.

Teorema 3.6 B∗
75 tem uma 15-coloração orientada e o grafo de cor ~C para B∗

75 tem

22 arcos a mais que o grafo de cor para B15. Além disso, sejam os conjuntos de

vértices C1 = {1, 2, . . . , 8} and C2 = {8, 9, . . . , 15}, os subgrafos induzidos ~C[C1] e
~C[C2] são torneios.

Demonstração. Da construção de Sopena sabemos que B15 tem uma 15-coloração

orientada c, assumimos que c(vi,1) = i e c(v8) = 8, vi,1, v8 ∈ V (B∗
75), i = 1, . . . , 7,

9, . . . , 15. Mostramos como essa coloração deve ser estendida a fim de colorir B∗
75.
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Procedemos analisando a extensão das cores para cada conjunto {vi,1, vi,2, vi,3, vi,4,

vi,5, vi,6, vi,7 } de vértices, i = 1, . . . , 6. Na demonstração, usamos N1 → N2,

N1, N2 ∈ N, para denotar que existe um arco N1N2 entre as cores N1 e N2 no grafo

de cor de B∗
75.

Item 1 Sabemos que c(v4,4) 6= 6 e c(v4,6) 6= 6, desde que 5→ 6 e c(v4,7) = c(v5,1) =

5, e v4,4v4,7, v4,6v4,7 ∈ A. Além disso, c(v4,2) 6= 1 e c(v4,4) 6= 1, c(v4,2) 6= 2

e c(v4,4) 6= 2, e c(v4,2) 6= 3 e c(v4,4) 6= 3, desde que 1 → 4, 2 → 4, 3 → 4,

c(v4,1) = 4, e v4,1v4,4, v4,1v4,2 ∈ A. Consequentemente, c(v4,4) = 7.

Como v4,4v4,5, v4,4v4,6 ∈ A e 1→ 7, c(v4,5) 6= 1 6= c(v4,6). Portanto, c(v4,3) = 1.

Como 2→ 3, temos que c(v4,5) = 2, e c(v4,6) = 3. Finalmente, c(v4,2) = 6.

Note que, o homomorfismo original de B15 define somente a relação mostrada

na Figura 3.7 sobre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.7: Relação entre as cores de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para B15.

Apresentamos na Figura 3.8 a relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para o

grafo de cor de B∗
75, obtemos essa relação após a análise do Item 1.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.8: Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 1.

Item 2 Como v3,4v3,7, v3,6v3,7 ∈ A, c(v3,7) = 4, 4 → 5, 4 → 6 e 4 → 7, então

c(v3,4) 6= 5 e c(v3,6) 6= 5, c(v3,4) 6= 6 e c(v3,6) 6= 6, e c(v3,4) 6= 7 e c(v3,6) 6= 7.

Como 2 → 3, c(v3,1) = 3, e v3,1v3,4 ∈ A temos que c(v3,4) 6= 2, e então

c(v3,4) = 1. Desde que v3,2v3,4, v3,3v3,4 ∈ A, 1 → 7 e c(v3,4) = 1, temos que

c(v3,3) 6= 7 e c(v3,2) 6= 7. Como 5 → 6 temos que c(v3,2) = 5, c(v3,3) = 6, e

c(v3,5) = 7. Finalmente, c(v3,6) = 2.

Apresentamos na Figura 3.9 a relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para o

grafo de cor de B∗
75, obtemos essa relação após a análise do Item 2.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.9: Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 2.
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Item 3 Como v1,4v1,7, v1,6v1,7 ∈ A, c(v1,7) = 2, 2→ 3, 2→ 4, então 3 6= c(v1,4) 6= 4

e 3 6= c(v1,6) 6= 4. Como 5 → 1 e 6 → 1, v1,1v1,4, v1,1v1,2 ∈ A, então c(v1,2) 6=

5 6= c(v1,4) e c(v1,2) 6= 6 6= c(v1,4). Consequentemente, c(v1,4) = 7. Desde que

v1,4v1,5, v1,4v1,6 ∈ A, 4 → 7 e 6 → 7, então 4 6= c(v1,5) 6= 6 e 4 6= c(v1,6) 6= 6.

Como 5 → 6, temos que c(v1,2) = 4 e c(v1,3) = 6. Como 3 → 5, c(v1,5) = 3 e

c(v1,6) = 5.

Apresentamos na Figura 3.10 a relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para o

grafo de cor de B∗
75, obtemos essa relação após a análise do Item 3.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.10: Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 3.

Item 4 Desde que v6,4v6,7, v6,6v6,7 ∈ A, c(v6,7) = 7, 7 → 2, 7 → 3, então 2 6=

c(v6,4) 6= 3 e 2 6= c(v6,6) 6= 3. Como 4→ 6 e 5→ 6, v6,1v6,4, v6,1v6,2 ∈ A, então

c(v6,2) 6= 4 6= c(v6,4) e c(v6,2) 6= 5 6= c(v6,4). Assim, c(v6,4) = 1. Desde que

v6,4v6,5, v6,4v6,6 ∈ A, c(v6,4) = 1, 3 → 1 e 5 → 1, então c(v6,5) 6= 3 6= c(v6,6)

e c(v6,5) 6= 5 6= c(v6,6). Como 3 → 5 e 2 → 4, então c(v6,2) = 3, c(v6,3) = 5,

c(v6,5) = 2 e c(v6,6) = 4.

Apresentamos na Figura 3.11 a relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para o

grafo de cor de B∗
75, obtemos essa relação após a análise do Item 4.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.11: Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 4.

Item 5 Como v5,4v5,7, v5,6v5,7 ∈ A, c(v5,7) = 6, 6→ 1, 6→ 7, então 1 6= c(v5,4) 6= 7

e 1 6= c(v6,6) 6= 7. Como 3 → 5 e 4 → 5, v5,1v5,4, v5,1v5,2 ∈ A, então c(v5,2) 6=

3 6= c(v5,4) e c(v5,2) 6= 4 6= c(v5,4). Consequentemente, c(v5,4) = 2. Desde que

v5,4v5,5, v5,4v5,6 ∈ A, c(v5,4) = 2, 1 → 2 e 7 → 2, então c(v5,5) 6= 1 6= c(v5,6)

e c(v5,5) 6= 7 6= c(v5,6). Como 1 → 7 e 3 → 4, então c(v5,2) = 1, c(v5,3) = 7,

c(v5,5) = 3 e c(v5,6) = 4.

Apresentamos na Figura 3.12 a relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 para o

grafo de cor de B∗
75, obtemos essa relação após a análise do Item 5.

Fazendo as mesmas considerações para os vértices v8∪
⋃14

i=9{vi,1, vi,2, vi,3, vi,4, vi,5,

vi,6, vi,7}, obtemos o resultado desejado. �
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1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.12: Relação entre as cores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 após o Item 5.

Do resultado anterior, obtemos um grafo de cor com 15 vértices para os grafos

planares, no qual conhecemos todas as restrições entre as cores de 1 a 8 e entre

as cores de 8 a 15. Usando a construção definida na demonstração do Lema 3.11,

podemos criar as restrições entre os conjuntos de cores A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} e

B = {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}. Até o momento não conseguimos fixar tais restrições

e apresentar o torneio de cor com 15 vértices para os grafos planares.

Pergunta 3.7 A exploração da construção de tal torneio pode facilitar a obtenção

de um grafo orientado planar ~G com χo( ~G) ≥ 16?

3.2.2 Uma lacuna na determinação de χo( ~P) ≥ 16 por Sopena

Na busca para estabelecer χo( ~P) ≥ 16, Sopena [42] usou o Teorema 3.8 onde substi-

tuindo o valor de n por 1, temos que: Não existe um torneio com 15 vértices tal que

o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, o conjunto dos

sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum e o conjunto

dos sucessores de cada três vértices tem pelo menos 1 vértices em comum. Como

χo(B15) = 15 (veja B15 na Figura 3.5 (d)), então um ~P-limite tem pelo menos 15

vértices. No restante desta seção vamos usar ~U para denotar o ~P-limite minimal.

Sopena demonstrou que se ~U tem 15 vértices, então ~U é um torneio, pelo Lema 3.11 o

conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, e pelo Lema 3.12

o conjunto dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em co-

mum. Assim, para concluir que não existe ~U com 15 vértices, faltava verificar que o

conjunto dos sucessores de cada três vértices tem pelo menos 1 vértices em comum,

neste ponto ocorre uma lacuna na demonstração do Lema 3.13.

Teorema 3.8 (Brown e Reid [11]) Não existe um torneio com 8n + 7 vértices

tal que o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 4n + 3 vértices,

o conjunto dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 2n + 1 vértices em

comum e o conjunto dos sucessores de cada três vértices tem pelo menos n vértices

em comum.

Vamos analizar a lacuna na demonstração do Lema 3.13 de Sopena. Primeiro,

vamos transcrever alguns resultados preliminares do artigo [42].

Teorema 3.9 (Sopena [42]) χo( ~P) ≥ 16.
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A demonstração do Teorema 3.9 será feita ao longo desta seção. Seja ~G um grafo

orientado e x ∈ V ( ~G), denotamos o subgrafo de ~G induzido pelos sucessores de x

por Γ+
~G
(x), e o subgrafo de ~G induzido pelos predecessores de x por Γ−

~G
(x).

Lema 3.10 (Sopena [42]) Existe um grafo planar orientado ~P ∗ tal que para todo

homomorfismo ϕ : ~P ∗ → ~U e todo arco uv ∈ E(~U) existe um arco xy ∈ E(~P ∗) tal

que ϕ(x) = u e ϕ(y) = v.

Esquema da demonstração. Como ~U é minimal, existe um grafo planar orientado
~Puv tal que todo homomorfismo de ~Puv para ~U usa uv ∈ E(~U). ~P ∗ é obtido pegando

uma cópia de ~Puv para cada uv ∈ E(~U) e identificando um vértice de cada um

deles em um único vértice. Veja um exemplo na Figure 1.8. ~P ∗ é planar e cada

homomorfismo de ~P ∗ em ~U tem que utilizar todos os arcos de ~U . �

Lema 3.11 (Sopena [42]) Para todo vértice u ∈ V (~U), |V (Γ+
~U
(u))| ≥ 7 e

|V (Γ−
~U
(u))| ≥ 7.

Esquema da demonstração. Seja ~P ∗ o grafo orientado obtido do Lema 3.10 e B7 a

borboleta de ordem 7. Obtemos um grafo planar orientado ~P de ~P ∗ pela adição

de duas cópias de B7 para cada vértice x ∈ V (P ∗) com arcos de x para cada

vértice da primeira cópia e arcos de cada vértice da segunda cópia para x. Cada

homomorfismo de ~P em ~U tem que usar cada vértice de ~U e como χo(B7) = 7, isto

finaliza a demonstração. �

Como consequência do Lema 3.11, em particular, se ~U é um grafo orientado com

15 vértices então ~U é um torneiro e cada vértice u ∈ V (~U) tem 7 predecessores e 7

sucessores.

Lema 3.12 (Sopena [42]) Se ~U é um torneio com 15 vértices, então para cada

arco uv ∈ A(~U), e para cada X ∈ {Γ+
~U
(u),Γ−

~U
(u)}, Y ∈ {Γ+

~U
(v),Γ−

~U
(v)}, |V (X ∩

Y )| ≥ 3. Além disso, se |V (X∩Y )| = 3 então o subgrafo X∩Y é o ciclo direcionado

com 3 vértices.

Pelo Lema 3.12, se ~U é um torneio com 15 vértices então para quaisquer dois

vértices u, v ∈ V (~U), um dos quatro subgrafos Γ+
~U
(u)∩Γ+

~U
(v), Γ+

~U
(u)∩Γ−

~U
(v), Γ−

~U
(u)∩

Γ+
~U
(v) e Γ−

~U
(u)∩Γ−

~U
(v) tem exatamente 4 vértices, enquanto cada um dos outros três

subgrafos é um ciclo direcionado com três vértices.

A seguir, transcrevemos e discutimos a lacuna na demonstração do Lema 3.13.

Lema 3.13 (Sopena [42]) Se ~U é um torneio com 15 vértices então quaisquer 3

vértices u, v, w ∈ V (~U) tem um sucessor em comum.
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Demonstração. São dois casos a considerar dependendo se u, v, w induzem um tor-

neio transitivo ou um ciclo direcionado.

Caso 1: u, v, w induzem um torneio transitivo. Sem perda de generalidade,

assuma que uv, uw, vw ∈ A(~U). Se Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v) é o ciclo direcionado com 3

vértices, Lema 3.12, como w ∈ V (Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v)) então o sucessor de w neste ciclo

é um sucessor de u e v. Suponha agora que Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v) tem 4 vértices. Se w

tem um sucessor em Γ+
~U
(u)∩ Γ+

~U
(v) então este sucessor é novamente um sucessor de

u e v. Se w não tem sucessor em Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v), vamos contar os predecessores de

w em ~U . Sabemos que w tem 3 predecessores em Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v), 3 predecessores

em Γ−
~U
(u) ∩ Γ−

~U
(w), e incluindo u e v, dão 8 predecessores. Uma contradição com o

Lema 3.11.

Caso 2: u, v, w induzem um ciclo direcionado. Assuma por contradição que

u, v, w não tem sucessor comum em ~U . Na Figura 3.13 representamos a estru-

tura do grafo ~U , esta estrutura será utilizada para mostrar uma contradição com o

Lema 3.11.

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

t1 t2 t3

~Uuv

~Uwu
~Uvw

u v

w

Figura 3.13: A estrutura do grafo orientado ~U .

Os conjuntos V (Γ+
~U
(u) ∩ Γ+

~U
(v)), V (Γ+

~U
(v) ∩ Γ+

~U
(w)) e V (Γ+

~U
(w) ∩ Γ+

~U
(u))) serão

denotados, respectivamente, por ~Uuv, ~Uvw e ~Uwu. Estes 3 conjuntos são disjuntos,

senão os vértices entre u, v, w teriam um sucessor em comum. Pelo Lema 3.12 os

conjuntos ~Uuv, ~Uvw, ~Uwu contém no mı́nimo 3 vértices e, por hipótese, w é um

sucessor de ~Uuv, u é um sucessor de ~Uvw e v é um sucessor de ~Uwu.

Pela estrutura do grafo ~U , os sucessores do vértice u são os vértices dos conjuntos
~Uuv e ~Uwu, bem como o vértice v. Desta forma, ~Uuv e ~Uwu contém exatamente 3

vértices cada, senão haveria uma contradição com o Lema 3.11. Seguindo o mesmo
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caminho, mas usando os sucessores de v ou de w, o terceiro conjunto ~Uvw também

contém exatamente 3 vértices. Pelo Lema 3.12, cada um destes 3 conjuntos induz

um ciclo direcionado com 3 vértices. Seja então ~Uuv o ciclo direcionado a1a2a3, ~Uvw

o ciclo direcionado b1b2b3 e ~Uwu o ciclo direcionado c1c2c3. Os 3 vértices restantes

no grafo ~U serão denotados por t1, t2 e t3. Desde que u, v e w já têm 7 sucessores,

os vértices t1, t2 e t3 são necessariamente predecessores de u, v e w, caso contrário

haveria uma contradição com o Lema 3.11.

Finalmente, pelo Lema 3.12, deve existir no mı́nimo 3 sucessores comuns entre

u e qualquer ai, 1 ≤ i ≤ 3. Um deles é ai+1( mod 3) e há pelo menos dois outros

necessariamente ao longo de ~Uwu. A lacuna ocorre neste ponto, quando Sopena

conta os sucessores comuns de u e qualquer ci, 1 ≤ i ≤ 3, considerando que cada ci

tem pelo menos dois sucessores em ~Uuv. Então o número de arcos entre ~Uuv e ~Uwu

é pelo menos 12, chegando a uma contradição desde que cada um destes conjuntos

têm somente 3 vértices. �

A lacuna na demonstração anterior está no fato de que u e qualquer ci podem ter

apenas um sucessor em ~Uuv. Pelo Lema 3.12, devem existir no mı́nimo 3 sucessores

comuns entre u e qualquer ci, 1 ≤ i ≤ 3. Um deles é ci+1( mod 3), outro é o

vértice v que não foi contado na demonstração anterior, e necessariamente existe

pelo menos outro vértice no conjunto ~Uuv. Assim o número de arcos entre ~Uuv e
~Uwu deve ser 9. Agora vamos continuar com a construção do grafo ~U .

Vamos considerar a demonstração anterior até o último paragrafo. Vamos adici-

onar mais algumas arestas para o grafo ~U a partir das propriedades já conhecidas.

Pelo Lema 3.12, existem pelo menos 3 sucessores comuns entre cada dois vértices

em V (~U).

Considerando os sucessores comuns de u e qualquer ai, 1 ≤ i ≤ 3, um deles

é ai+1( mod 3) e os outros dois estão necessariamente em ~Uwu. Considerando os

sucessores comuns entre u e qualquer ci, 1 ≤ i ≤ 3, um deles é ci+1( mod 3), outro

é o vértice v e existe um último vértice em ~Uuv.

Considerando os sucessores comuns de w e qualquer ci, 1 ≤ i ≤ 3, um deles

é ci+1( mod 3) e os outros dois estão necessariamente em ~Uvw. Considerando os

sucessores comuns entre w e qualquer bi, 1 ≤ i ≤ 3, um deles é bi+1( mod 3), outro

é o vértice u e existe um último vértice em Uwu.

Agora considerando os sucessores comuns de v e qualquer ai, 1 ≤ i ≤ 3, um

deles é ai+1( mod 3), outro é o vértice w e existe um último vértice em ~Uvw. Agora

considerando os sucessores comuns de v e qualquer bi, 1 ≤ i ≤ 3, um deles é

bi+1( mod 3) e os outros dois estão necessariamente em ~Uuv. Apresentamos o grafo
~U acrescentado dos arcos descritos na Figura 3.14. Note que, cada um arco que
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começa em um conjunto (conjunto de sáıda) e fim em outro conjunto (conjunto de

entrada), representa que todos os vértices do conjunto de sáıda têm um arco para

algum vértice do conjunto de entrada.

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

t1 t2 t3

~Uuv

~Uwu
~Uvw

u v

w

Figura 3.14: A estrutura corrente do grafo ~U .

Denominamos por T o conjunto dos vértices t1, t2, t3. Note que, não pode ser

adicionado mais arcos entre os vértices u, v, w, ai, bi e ci, 1 ≤ i ≤ 3.

Como cada vértice ai, bi e ci, 1 ≤ i ≤ 3, tem somente cinco sucessores e pelo

Lema 3.11 deve ter sete, então existem mais dois sucessores em T para cada ai, bi e

ci. Assim os predecessores de cada ti, 1 ≤ i ≤ 3, estão completos.

Como cada ti, 1 ≤ i ≤ 3, já tem quatro sucessores (u, v, w e ti+1) e pelo

Lema 3.11 deve ter sete sucessores, ainda faltam três sucessores. Cada vértice ti,

1 ≤ i ≤ 3, tem um sucessor em comum com o vértice u (resp. v e w), que é v (resp.

w e u). Como cada vértice ti, 1 ≤ i ≤ 3, deve ter mais dois sucessores comuns com

cada um dos vértices u, v e w, então cada ti tem um sucessor em Uuv, um em Uwu

e um em Uvw. Assim, os sucessores de cada ti, 1 ≤ i ≤ 3, estão completos e além

disso ti tem três sucessores em comum com cada um dos vértices u, v e w.

Os predecessores comuns de u e v são t1, t2 e t3, portanto pelo Lema 3.12 o

subgrafo induzido ~U [T ] é o ciclo direcionado com três vértices. Assim, conclúımos

a construção do grafo ~U com respeito aos Lemas 3.11 e 3.12. Apresentamos a

estrutura corrente do grafo ~U acrescentado dos arcos descritos na Figura 3.15.

Assim nós não conseguimos chegar a uma contradição e o resultado de Sopena não

esta corretamente demonstrado.
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Figura 3.15: A estrutura corrente do grafo ~U .

Apesar dessa lacuna, Marshall [30] em 2007 demonstrou que cada ~P-limite tem

grau máximo pelo menos 16, assim χo( ~P) ≥ 17. O resultado de Marshall [30]

continua válido, pois não usa χo( ~P) ≥ 16 de Sopena [42]. Além disso, a idéia de

Sopena [42] de limitar o número cromático orientado de grafos planares pelo seu
~P-limite, veja Proposição 1.1, foi amplamente utilizada em outros artigos incluindo

o resultado de Marshall [30].

3.3 Uma caracteŕıstica para o limite homomórfico

de grafos planares e de grafos cúbicos

Nesta seção apresentamos o torneio ~KU
5 (Figura 3.16), o único torneio com 5 vértices

que contém como subgrafo todos os torneios com 4 vértices. O torneio ~KU
5 deve ser

subgrafo de todo limite homomórfico para os grafos planares e para os grafos cúbicos,

veja Teorema 3.15. Relembramos que ~P é a classe dos grafos planares orientados,

e vamos denotar ~C a classe dos grafos cúbicos orientados. Primeiro demonstramos

que todo torneio com 4 vértices tem homomorfismo em ~KU
5 .

Lema 3.14 Todo torneio com 4 vértices tem pelo menos um homomorfismo f em
~KU
5 da Figura 3.16.

Demonstração. Existem apenas 4 torneios com 4 vértices livres de isomorfismo [4],

apresentamos estes torneios na Figura 3.17. A Tabela 3.2 contém um homomorfismo
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Figura 3.16: ~KU
5 .

f : V ( ~Ki
4) → V ( ~KU

5 ), i = 1, 2, 3, 4, entre os vértices de cada grafo da Figura 3.17 e

os vértices de ~KU
5 da Figura 3.16. Assim, conclúımos que todos os torneios com 4

Tabela 3.2: Resultado da função f(vj), onde vj ∈ V ( ~Ki
4), para j = 1, 2, 3, 4.

~K1
4

~K2
4

~K3
4

~K4
4

f(v1) = 1 5 3 2
f(v2) = 4 1 4 5
f(v3) = 5 2 2 1
f(v4) = 3 4 5 3

vértices têm pelo menos um homomorfismo em ~KU
5 . �

v1v1v1v1

v2v2v2v2

v3v3v3v3

v4v4v4v4

~K1
4

~K2
4

~K3
4

~K4
4

Figura 3.17: Todos os torneio com 4 vértices livres de isomorfismo.

Sabemos do Lema 3.14 que todo torneio com 4 vértices tem uma ~KU
5 -coloração

orientada. Assim, todo grafo que tem uma 4-coloração orientada também tem uma
~KU
5 -coloração orientada. Observamos que as funções de homomórfismo contidas na

Tabela 3.2 também representam que os torneios com 4 vértices são subgrafos de ~KU
5 .

Agora, demonstramos que ~KU
5 é o único torneio com 5 vértices que contém todos os

torneios com 4 vértices como subgrafo.

Teorema 3.15 Todo ~P-limite e todo ~C-limite possui o torneio ~KU
5 como subgrafo.

Demonstração. Segue do Lema 3.14 que ~KU
5 contém todos os torneios com 4

vértices como subgrafo. Basta verificarmos que os outros torneios com 5 vértices
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não contém algum torneio com 4 vértices como subgrafo. Apresentamos na

Figura 3.18 todos os torneios com 5 vértices livres de isomorfismo, o número de

torneios com 5 vértices livres de isomorfismo pode ser encontrado nos Livros de

Gross e Yellen [25] e de Harary e Palmer [27]. Para cada torneio ~Ki
5, i = 1, . . . , 12,

Figura 3.18, apresentamos um torneio com 4 vértices que não é subgrafo de ~Ki
5.

Para i ∈ {1, 2, 4, 8} os torneios ~Ki
5 da Figura 3.18 não contém como subgrafo o

torneio ~K4
4 da Figura 3.17. Para i ∈ {3, 5, 9} os torneios ~Ki

5 da Figura 3.18 não

contém como subgrafo o torneio ~K3
4 da Figura 3.17. O torneio ~K6

5 da Figura 3.18(f)

não contém como subgrafo o torneio ~K2
4 da Figura 3.17. Para i ∈ {10, 11, 12} os

torneios ~Ki
5 da Figura 3.18 não contém como subgrafo o torneio ~K1

4 da Figura 3.17.

O torneio ~K7
5 da Figura 3.18(g) é o grafo ~KU

5 . �
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(a) ~K1
5 (b) ~K2

5 (c) ~K3
5

(d) ~K4
5 (e) ~K5

5 (f) ~K6
5

(g) ~K7
5 = KU

5 (h) ~K8
5 (i) ~K9

5

(j) ~K10
5 (k) ~K11

5 (l) ~K12
5

Figura 3.18: Todos os torneios com 5 vértices livres de isomorfismo.
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Caṕıtulo 4

Limites para o número cromático

orientado da união disjunta de

grafos

Neste caṕıtulo, estudamos alguns limites para o número cromático orientado da

união disjunta de algumas classes de grafos. Na primeira seção apresentamos a

classe dos grafos cujo número cromático orientado é menor ou igual a 3 [13]. Por

último, abordamos alguns de nossos resultados obtidos sobre a união disjunta de

algumas classes de grafos [13, 14].

4.1 A classe CN3

Dado um inteiro positivo k, denotamos por CNk a classe dos grafosG tal que χo(G) ≤

k. Podemos decidir em tempo polinomial se um grafo pertence a CN3 [28], enquanto

é NP-completo decidir se um grafo pertence a CNk para todo k ≥ 4 [18, 23, 28].

Em [12] nós demonstramos que decidir se um grafo pertence a CN4 é NP-completo

mesmo quando restrito a grafos orientados aćıclicos, planares, bipartidos com grau

no máximo 3. Porém uma caracterização para os grafos em CN3 não era conhecida.

Nesta seção, apresentamos uma caracterização para a classe CN3 = {G;χo(G) ≤ 3}

[13, 14]. Um grafo G ∈ CN3 se e somente se:

• Quando G for conexo, G é um K3 ou uma árvore;

• Quando G for desconexo, G é uma floresta ou K3 ∪ S, onde S é uma floresta

de estrelas.

Primeiro, consideramos o caso onde o grafo G é conexo.

Lema 4.1 ([40]) Se C5 é o ciclo com 5 vértices, então χo(C5) = 5.
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Demonstração. Seja ~C5 o ciclo direcionado obtido de C5, em outras palavras,

A( ~C5) = {v0v1, v1v2, v2v3, v3v4, v4v0} (Figura 4.2 (a)). Para quaisquer dois vértices

vi, vj ∈ V ( ~C5), existe um caminho de tamanho no máximo 2 iniciando em vi e ter-

minando em vj ou iniciando em vj e terminando em vi, vi 6= vj. Pela definição

de k-coloração orientada, a cor de vi é diferente da cor de vj, ∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Assim, χo(C5) ≥ χo( ~C5) = 5.

Reciprocamente, C5 tem somente cinco vértices, então χo(C5) ≤ 5. �

Sopena [40] provou que se G é um grafo com grau máximo 2, então χo(G) ≤ 5 e

apresentou o torneio de Paley com 5 vértices (Figura 4.1) como grafo de cor.

Figura 4.1: Torneio de Paley com 5 vértices.

Este fato não implica que todo ciclo precisa de 5 cores em uma coloração

orientada, apresentamos a seguir algumas configurações para os ciclos que próıbem

estes de pertencerem a CN3.

111

v3k v3k+1 v3k+2

(a) ~C5 (b) ~Ck (c) ~Ck+1 (d) ~Ck+2

Figura 4.2: (a) ~C5 direcionado. (b), (c) e (d) respectivamente os casos 1, 2 e 3 do
Lema 4.2.

Lema 4.2 Seja G um grafo conexo |V | ≥ 4. Se G contém Ck como subgrafo, com

k ≥ 3, então χo(G) ≥ 4. Em particular, se G contém C5 como subgrafo, então

χo(G) ≥ 5.

Demonstração.

Seja G um grafo conexo que contém Ck como subgrafo, k ≥ 3. Se G contém C5

como subgrafo, então pelo Lema 4.1, χo(G) ≥ χo(C5) = 5.
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Suponha que G contém C3 como subgrafo nós vértices u, v, w ∈ V (G). Como

G é conexo, existe um vértice t /∈ {u, v, w} em V tal que t é adjacente a pelo

menos um vértice em {u, v, w}. Assuma que tu ∈ E(G). Considere uma orientação
~G = (V,A) de G onde uv, vw, uw, tu ∈ A( ~G), veja Figura 4.3. Precisamos de 3

cores diferentes para os vértices u, v, w desde que u, v, w pertencem a C3. Como

existe um caminho de tamanho no máximo 2 de t para cada vértice em {u, v, w}

pela definição da k-coloração orientada, uma quarta cor adicional é necessária para

t. Assim, χo(G) ≥ 4.

Suponha que G não contém C3 ou C5 como subgrafo e suponha por absurdo que

χo(G) ≤ 3. Vamos dividir o restante da demonstração em 3 casos:

Caso 1 : G contém C3k como subgrafo, k > 1.

Seja V (C3k) = {v1, v2, . . . , v3k}. Considere uma orientação ~G para G onde

A( ~C3k) = {v1v2, v2v3, . . . , v3k−1v3k, v1v3k}. Seja c uma 3-coloração orientada para
~G e assuma que c(v1) = 1, c(v2) = 2 e c(v3) = 3 (lembramos que devido as arestas

v1v2, v2v3, a cor de qualquer par em {v1, v2, v3} deve ser distinta).

Afirmação 1: Afirmamos que se c(vi) = 1, c(vi+1) = 2 e c(vi+2) = 3 com i = 3q+1,

q ≥ 0, e χo( ~G) ≤ 3, então c(vi+3) = 1, c(vi+4) = 2 e c(vi+5) = 3 para todo

q ∈ {1, . . . , k − 1}.

De fato, suponha que c(vi) = 1, c(vi+1) = 2 e c(vi+2) = 3. Como existem as

arestas vivi+1 e vi+1vi+2, então c(vi+3) = 1. Novamente, devido as arestas vi+1vi+2 e

vi+2vi+3, temos que c(vi+4) = 2. Finalmente vi+2vi+3 e vi+3vi+4 implica que c(vi+5) =

3. Pela Afirmação 1, temos que para todo q ∈ {1, . . . , k− 1}, c(vi) = 1, c(vi+1) = 2,

e c(vi+2) = 3. No entanto, quando q = k− 1 isto implica que c(v3k) = 3. Desde que

c(v1) = 1 e v1v3k ∈ A( ~G) temos uma contradição porque a cor 3 do vértice v3 incide

na cor 1 do vértice v4.

Caso 2 : G contém C3k+1 como subgrafo, k ≥ 1.

Seja V (C3k+1) = {v1, v2, . . . , v3k, v3k+1}. Considere uma orientação ~G para G

onde A( ~C3k+1) = {v1v2, v2v3, . . . , v3kv3k+1, v3k+1v1}. Pela afirmação 1 temos uma

contradição porque a cor 1 do vértice v3k+1 incide na cor 1 do vértice v1.

Caso 3 : G contém C3k+2 como subgrafo, k ≥ 1.

Seja V (C3k+2) = {v1, v2, . . . , v3k, v3k+2}. Considere uma orientação ~G para

G onde A( ~C3k+1) = {v1v2, v2v3, . . . , v3k+1v3k+2, v3k+2v1}. Usando novamente a

afirmação 1 temos uma contradição porque a cor 2 do vértice v3k+2 incide na cor 1

do vértice v1 e a cor 1 do vértice v1 incide na cor 2 do vértice v2.

�

Teorema 4.3 Seja G um grafo conexo. G ∈ CN3 se e somente se, G ou é um K3

ou uma árvore.
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t
u

v

w

Figura 4.3: Grafo ~G usado no Lema 4.2, onde χo(G) ≥ 4.

Demonstração. Seja G ∈ CN3 um grafo conexo. Se G é aćıclico então G é uma

árvore. Se G não é aćıclico, então pelo Lema 4.2 G não pode ter 4 vértices, segue

que G = K3. Conclúımos que G ou é K3 ou uma árvore. Suponha que G é K3 ou

G é uma árvore. Reciprocamente, se G é um K3 então χo(G) = 3. Se G é uma

árvore, então χo(G) = 3 pela Proposição 3.4. Portanto G ∈ CN3. �

Agora vamos considerar o caso onde G é um grafo desconexo.

Lema 4.4 Seja G um grafo com q componentes conexas X1, X2, . . . , Xq, q ≥ 2,

tal que para algum i, Xi contém K3 como subgrafo, i ∈ {1, . . . , q}. Se existe uma

componente Xj, i 6= j, j ∈ {1, . . . , q}, que contém K3 ou P4 como subgrafo, então

χo(G) ≥ 4.

Demonstração. Considere um grafo G com q componentes conexas X1, X2, . . . , Xq,

q ≥ 2. Suponha que exista uma componente Xi, i ∈ {1, 2, . . . , q} tal que Xi tem

K3 como subgrafo. Se existe uma componente Xj, i 6= j, j ∈ {1, . . . , q}, tal que

Xj contém K3 como subgrafo, obtemos um grafo orientado ~G de G com χo( ~G) ≥ 4

da seguinte maneira: faça o subgrafo K3 da componente Xi um torneio direcionado

e o subgrafo K3 da componente Xj um torneio transitivo. Seja φ uma coloração

orientada para ~G. Os vértices do subgrafo K3 da componente Xi, têm 3 cores,

suponha as cores {1, 2, 3} com a propriedade de que nenhuma cor domina as outras

duas. Então os vértices do K3 da componente Xj , têm que ser coloridos com uma

4a cor visto que uma cor domina as outras duas, portanto χo(G) ≥ 4.

Agora, suponha que existe uma componente Xj que contém P4 como subgrafo.

No grafo orientado ~G obtido de G, escolhemos a orientação transitiva ~K3 para o

subgrafo K3 da componente Xi e o caminho direcionado ~P4 para o subgrafo P4 da

componente Xj. Em uma coloração qualquer de ~G assumimos que as cores 1, 2

e 3 são atribúıdas aos vértices de ~K3 da componente Xi. Escolhemos a coloração

orientada de ~K3 tal que o vértice com a cor 1 é a fonte e o vértice com a cor 2 é o

sumidouro. Vamos demonstrar que, uma 4a cor é requerida para colorir o subgrafo
~P4 da componente Xj. Ao leitor sugerimos que siga a Figura 4.4.

Nós consideramos três casos:
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Caso 1 : (Atribuir a cor 1 para a fonte de ~P4) Como o vértice com a cor 1 é

predecessor do vértice com a cor 2 na coloração orientada de ~K3, podemos atribuir

a cor 2 ao sucessor da fonte em ~P4. O vértice com cor 2 em ~K3 é o sumidouro, assim

não podemos atribuir qualquer uma das cores 1, 2 ou 3 ao sucessor do vértice com a

cor 2 em ~P4. Uma quarta cor é necessária na componente Xj. Se a cor 3 é atribúıda

ao sucessor da fonte em ~P4. Podemos atribuir a cor 2 ao sucessor do vértice com a

cor 3 em ~P4, mas novamente a cor 2 é atribúıda ao vértice que não é sumidouro em
~P4 e uma quarta cor é requerida na componente Xj.

Caso 2 : (Atribuir a cor 2 a fonte de ~P4) O vértice com a cor 2 na coloração

orientada de ~K3 é um sumidouro, assim nenhuma das cores 1, 2 ou 3 pode ser

atribúıda ao sucessor da fonte em ~P4. Uma quarta cor é requerida na componente

Xj.

Caso 3 : (Atribuir a cor 3 a fonte de ~P4) Respeitando a restrição na coloração

de ~K3, podemos atribuir a cor 2 ao sucessor da fonte em ~P4. Novamente, o sucessor

do vértice com a cor 2 em ~P4 não pode ser colorido com qualquer cor usada em ~K3.

Uma quarta cor é requerida na componente Xj.

Conclúımos que χo(G) ≥ 4. �

Segue do Lema 4.4, por exemplo, que os grafos K3 ∪K3 /∈ CN3 e K3 ∪P4 /∈ CN3

(Figura 4.4).

a

b

c
d e f g

Figura 4.4: Grafo ~K3 ∪ ~P4.

Lema 4.5 Seja F uma floresta com o conjunto {T1, T2, . . . , Tq} de q árvores dis-

juntas, então χo(F ) = max{χo(Ti); i = 1, 2, . . . , q}.

Demonstração. Segue da demonstração da Proposição 3.4 que toda árvore tem

homomorfismo no ciclo direcionado com 3 vértices ~C3. Assim todas as componentes

de uma floresta têm homomorfismo em ~C3 e obtemos o resultado. �

Teorema 4.6 Seja G um grafo. G ∈ CN3, se e somente se, G é uma floresta ou

um K3 ∪ S, onde S é uma floresta de estrelas.

Demonstração. Suponha que G ∈ CN3. Se G tem um ciclo, então existe pelo

menos uma componente conexa Xi de G que tem um ciclo como subgrafo, e pelos

Lemas 4.2 e 4.4 temos que Xi = K3. Ainda pelo Lema 4.4 as componentes restantes
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têm diâmetro inferior a 3, portanto G é a união disjunta de K3 e uma floresta de

estrelas S. Se G ∈ CN3 e G é aćıclico, então G é uma floresta. Reciprocamente,

suponha que G é uma floresta. Pelo Lema 4.5 conclúımos que χo(G) ≤ 3 e

portanto G ∈ CN3. Agora suponha que G = K3 ∪ S. A componente conexa K3

pode ser orientada de duas formas diferentes, com orientação circular ou com

orientação transitiva. Se a componente K3 tem orientação circular ~K3, sabemos

pela Proposição 3.4 que existe um homomorfismo de ~S em ~K3 e χo(G) ≤ 3, portanto

G ∈ CN3. Agora, considere a componente K3 com uma orientação transitiva ~K ′
3.

Escolhemos a coloração orientada de ~K ′
3 com as cores 1, 2 e 3, onde o vértice com a

cor 1 é a fonte e o vértice com a cor 2 é o sumidouro. Definimos um homomorfismo

da floresta de estrelas ~S em ~K ′
3 onde toda fonte em ~S é mapeada no vértice com a

cor 1 em ~K ′
3, todo sumidouro em ~S é mapeado no vértice com a cor 2 em ~K ′

3, se o

vértice não é nem fonte nem sumidouro em ~S, então é mapeado no vértice com a

cor 3 em ~K ′
3. Este homomorfismo é fácil de ser verificado, desde que somente um

vértice com mais de um vizinho em ~S pode ser mapeado no vértice com a cor 3 em
~K ′
3. �

4.2 Número cromático orientado da união dis-

junta de grafos

O estudo da classe CN3 nos motivou a estudar o número cromático orientado de

grafos desconexos, pois observamos que muitos grafos desconexos não pertencem a

esta classe, apesar de suas componentes pertencerem. Na Figura 4.4, temos um

exemplo onde o número cromático orientado do grafo G = K3 ∪ P4 é maior do que

o número cromático orientado de cada uma das suas componentes.

Na Figura 4.5, onde G = K4 ∪P5, considere a orientação ~G de G em que ~K4 é o

torneio transitivo e ~P5 é o caminho direcionado. Usando as restrições da 4-coloração

orientada de ~K4 na componente ~P5, sabemos que ~P5 não pode ser colorido somente

com quatro cores e uma quinta cor é requerida, assim o grafo G = K4 ∪ P5 /∈ CN4.

Portanto, temos outro exemplo onde χo(G) > max{χo(K4);χo(P5)}, onde K4 e P5

são componentes de G.

1 12 23 34 4 5

Figura 4.5: Grafo ~K4 ∪ ~P5.

Agora, vamos obter o número cromático orientado da união disjunta entre o
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grafo completo e outros grafos como estrelas, árvores, florestas e o próprio completo.

Também utilizamos o torneio ~KU
5 (Figura 3.16) para obter o número cromático ori-

entado da união disjunta entre o ciclo e outros grafos que pertencem a CN4. A seguir,

apresentamos alguns teoremas estruturais que serão usados no estabelecimento do

número cromático orientado das classes estudadas.

Teorema 4.7 Se G é um grafo com duas componentes conexas G1 e G2, onde G1

é o grafo completo Kp, p ≥ 3, e G2 é o grafo tal que todos grafos orientados ~G2 têm

um homomorfismo f para o caminho direcionado ~P3, então χo(G) = p.

Demonstração. Como G é supergrafo de Kp, χo(G) ≥ p. Para mostrar que

χo(G) ≤ p, é suficiente exibir uma p-coloração orientada para qualquer ori-

entação ~G de G. Dada uma orientação ~G de G. Colorimos ~Kp com p cores:

{1, 2, 3, . . . , p}. Como p ≥ 3, existe um ~K3 transitivo ou um ~K3 circular subgrafo

de ~Kp. Em qualquer dos dois existe um caminho direcionado ~P3. Portanto, existe

um caminho direcionado ~P3 subgrafo de ~Kp que assumimos ser nas cores 1, 2, 3.

Colorimos ~G2 com as cores apropriadas usando o homomorfismo f : V ( ~G2)→ ~P3. �

Corolário 4.8 Se G = Kp ∪ S, onde S é uma floresta de estrelas, e Kp o grafo

completo em p vértices, p ≥ 3, então χo(G) = p.

Demonstração. Pelo Teorema 4.7, é suficiente demonstrarmos que toda orientação
~S de S, tem um homomorfismo para o caminho direcionado ~P3. Consideramos

A(~P3) = {v1v2, v2v3}.

Para toda orientação ~S de S, podemos dividir o conjunto de vértices em três

conjuntos distintos. O conjunto com um único vértice s, onde s é vizinho de todos

os outros vértices. Então vamos dividir os vizinhos de s em dois conjuntos disjuntos,

o conjunto de sucessores de s denotado por Suc(s) e o conjunto de predecessores de

s denotado por Pred(v).

Seja f : V (~S)→ V (~P3) tal que

f(v) =



















v2, se v = s,

v1, se v = r ∀ r ∈ Pred(s),

v3, se v = t ∀ t ∈ Suc(s).

Para cada fonte r ∈ V (~S), rs ∈ A(~S) e f(r)f(s) = v1v2 ∈ A(~P3). Para cada

sumidouro t ∈ V (~S), st ∈ A(~S) e f(s)f(t) = v2v3 ∈ A(~P3). Assim, se xy ∈ A(~S)

então f(x)f(y) ∈ A(~P3). �
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Teorema 4.9 Se G é um grafo com duas componentes conexas G1 e G2, onde G1

é um grafo completo Kp, p ≥ 3, e toda orientação ~G2 de G2 tem um homomorfismo

no torneio circular ~K3, tal que G2 tem diâmetro maior que p, então χo(G) = p+ 1.

Demonstração. Vamos provar que χo(G) ≥ p + 1. Considere ~G, onde ~G1 é

transitivo, G2 tem diâmetro maior que p e ~G2 contém uma geodésica direcionada.

Neste caso, o grafo de cor de ~G2 é ~K3 circular. Como em qualquer coloração de ~G

o grafo induzido por 3 vértices de ~G1 satisfaz que uma cor domina as outras duas,

uma cor adinonal às p cores que colorem ~G1, é necessária para colorir ~G2. Vamos

demonstrar que χo(G) ≤ p+ 1. Dada uma orientação ~G, colorimos ~Kp com p cores.

Tomamos 2 destas p cores e com uma adicional colorimos apropriadamente ~K3

circular. Através do homomorfismo f : V ( ~G2) → ~K3 circular colorimos ~G2 com 3

cores. Logo χo(G) ≤ p+ 1. �

Corolário 4.10 Sejam P , T , F respectivamente um caminho, uma árvore e uma

floresta, onde P , T e F têm diâmetro maior que p. Sejam também C3 o ciclo com

3 vértices e Kp o grafo completo com p vértices, p ≥ 3. Se G é um dos grafos,

G = Kp ∪ P ou G = Kp ∪ T ou G = Kp ∪ F ou G = Kp ∪C3, então χo(G) = p+ 1.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 4.9 e da Proposição 3.4. �

Seja G = K4 ∪ P4, observamos que para toda orientação ~K4 de K4 existe um

caminho direcionado ~P4 como subgrafo, veja Figura 3.17. Todas as orientações ~P4 de

P4 têm homomorfismo no ciclo direcionado ~C3, porém o diâmetro de P4 é igual a p.

Assim, o grafo G não satisfaz as condições do Teorema 4.9. De fato χo(G) = p = 4.

Teorema 4.11 Dado um grafo G. Se G ∈ CN4 e C um ciclo, então χo(G∪Cn) ≤ 5

em particular χo(G ∪ C5) = 5.

Demonstração. A partir de um resultado, afirmado por Sopena [44], nós sabemos

que se ~Cn não é o ciclo direcionado em 5 vértices, então χo(Cn) ≤ 4, e que se ~Cn é

o ciclo direcionado em 5 vértices, então χo( ~Cn) = 5.

Considere ~G∪ ~Cn, e que ~Cn não é o ciclo direcionado em 5 vértices. Então ambos

G e Cn pertencem a CN4. Assim, existe um homomorfismo a partir de G para um

torneio em 4 vértices e existe um homomorfismo a partir de Cn para um torneio em

4 vértices. A partir do Lema 3.14 existe um homomorfismo a partir de G∪Cn para

KU
5 , então χo(G ∪ C) ≤ 5.

Considere G ∪ ~C5, onde ~C5 é o ciclo direcionado em 5 vértices. Pelo Lema 4.1,

χo( ~C5) = 5. Pelo Lema 3.14 todo G ∈ CN4 tem um homomorfismo em ~KU
5

(Figura 3.16). Como ~KU
5 tem o ciclo direcionado 1, 2, 3, 4, 5, 1 como subgrafo, o
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ciclo direcionado ~C5 também tem homomorfismo em ~KU
5 . Portanto, χo(G∪C5) = 5

possui ~KU
5 como grafo de cor. �

Corolário 4.12 Se G = C ∪ C ou G = C ∪ P ou G = C ∪ T ou G = C ∪ K4,

então χo(G) ≤ 5, onde C,P, T,K4 são respectivamente um ciclo, um caminho, uma

árvore e o grafo completo com 4 vértices.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 4.11, porque todas orientações de

C,P, T e K4 têm pelo menos um homomorfismo em ~KU
5 . �

Lema 4.13 Seja φ uma coloração orientada de ~Kp ∪ ~Kq. Se ~G1 e ~G2 são subgrafos

induzidos de ~Kp e ~Kq respectivamente, tal que ∃ u ∈ V ( ~G1) se e somente se ∃ a ∈

V ( ~G2) com φ(u) = φ(a), então ~G1 e ~G2 são isomorfos.

Demonstração. Como ~G1 e ~G2 são subgrafos induzidos pelos vértices de torneios,

então ~G1 e ~G2 também são torneios. Na coloração orientada φ de ~Kp ∪ ~Kq não

existem cores idênticas entre os vértices de ~G1, bem como entre os vértices de ~G2.

Por hipótese sabemos que as mesmas cores atribúıdas por φ para ~G1, também são

atribúıdas para ~G2, assim |V ( ~G1)| = |V ( ~G2)|.

Para quaisquer u, v ∈ V ( ~G1) e quaisquer a, b ∈ V ( ~G2) tal que φ(u) = φ(a) e

φ(v) = φ(b). Definimos o isomorfismo f : V ( ~G1)→ V ( ~G2) tal que uv ∈ A( ~G1) se e

somente se f(u)f(v) ∈ A( ~G2), onde f(u) 7→ a e f(v) 7→ b. �

Dado G = Kp ∪Kq e ~G uma orientação de G. O núcleo de ~G é o maior inteiro x

tal que ∃~T1 = ~Kx subgrafo de ~Kp e ∃~T2 = ~Kx subgrafo de ~Kq tal que ~T1 é isomorfo

a ~T2. A alma gêmea Ag(p, q) = r é o núcleo mı́nimo entre todas as orientações
~G de G = Kp ∪ Kq. Note que alternativamente, sejam Kp e Kq grafos completos,

e ~K o conjunto de todos os torneios. Considere as coleções P e Q consistindo de

todas as orientações de Kp e Kq respectivamente. Definimos o conjunto L = { ~K l ∈
~K; |V ( ~K l)| = max{|V ( ~Kj)|; ~Kj ⊆ ~K ′

p,
~Kj ⊆ ~K ′

q}, ∀ ~K
′
p ∈ P e ∀ ~K ′

q ∈ Q}. Seja

r = Ag(p, q) = min{|V ( ~K l)|; ∀ ~K l ∈ L}.

Teorema 4.14 Se G = Kp ∪Kq, então χo(G) = p+ q − r.

Demonstração. Seja ~Kr um torneio com r vértices, onde r = min{|V ( ~K l)|; ∀ ~K l ∈

L}. Denotamos por ~Kp
r um subgrafo ~Kr de ~Kp e ~Kq

r um subgrafo ~Kr de ~Kq. Desde

que ~Kp
r e ~Kq

r são isomorfos, podemos atribuir r cores idênticas para os vértice de

ambos grafos. Como r ≤ q ≤ p restam p+ q − 2r vértices para ser coloridos. Então

χo(Kp ∪Kq) ≤ p+ q − 2r + r = p+ q − r.
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Pelo Lema 4.13, o número máximo de cores em comum usadas em ambos
~Kp e ~Kq é r, caso contrário contradizemos a cardinalidade de ~Kr. Portanto

χo(Kp ∪Kq) = p+ q − r. �

Tabela 4.1: Valores de Ag(p, q) com p := 1, 2, 3, 4, 5 e q := 1, 2, 3, 4, 5.

Ag(p, q) 1 2 3 4 5 . . .
1 1 1 1 1 1 . . .
2 1 2 2 2 2 . . .
3 1 2 2 2 2 . . .
4 1 2 2 3 3 . . .
5 1 2 2 3 3 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

O valor de Ag(p, q) com p := 1, 2, 3, 4, 5 e q := 1, 2, 3, 4, 5 pode ser visto pela

análise das orientações nas Figuras 3.17 e 3.18. Para ver que Ag(4, 3) = Ag(4, 4) = 3,

veja que todas as orientações de K4 na Figura 3.17 têm um ~K3 transitivo, e que

nenhum par de torneios na Figura 3.17 são isomorfos. Assim, se min{p, q} = 3,

então Ag(p, q) ≥ 3. Em particular o valor de Ag(5, 5) pode ser visto observando

as Figuras 3.18(a) e 3.18(l). Pois, os grafos orientados ~K1
5 e ~K12

5 da Figura 3.18

são vértice-transitivos, e ~K1
5 − {v} e ~K12

5 − {v} são isomorfos, respectivamente, aos

grafos orientados K1
4 e K4

4 da Figura 3.17. Porém, K1
4 e K4

4 não são isomorfos.

Figura 4.6: χo(K5 ∪K5) = 7 – Uma 7 coloração orientada ótima de ~K1
5 ∪ ~K12

5 .

Em geral podeŕıamos perguntar:

Pergunta 4.15 Dados p e q inteiros positivos, qual a complexidade de determinar

Ag(p, q)?

Ainda não sabemos classificar este problema, mas mais especificamente, consi-

deramos, a seguir, dois problemas de decisão relacionados as definições de núcleo
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Tabela 4.2: Valores para o χo(Kp ∪Kq)

χo(Kp ∪Kq) 1 2 3 4 5 . . .
1 1 2 3 4 5 . . .
2 2 2 3 4 5 . . .
3 3 3 4 5 6 . . .
4 4 4 5 5 6 . . .
5 5 5 6 6 7 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

de dois torneios e alma gêmea.

núcleo de dois torneios

instância: Torneios ~Kp e ~Kq, e inteiro positivo r.

pergunta: Existem conjuntos de vértices S1 ⊂ ~Kp e S2 ⊂ ~Kq com |S1| = |S2| ≥ r,

tal que ~Kp[S1] é isomorfo a ~Kq[S2]?

alma gêmea

instância: Inteiros positivos p, q e r.

pergunta: Existem dois torneios ~Kp e ~Kq, tal que existem dois conjuntos de vértices

S1 ⊂ ~Kp e S2 ⊂ ~Kq com |S1| = |S2| ≤ r, tal que ~Kp[S1] é isomorfo a ~Kq[S2]?

Que também não sabemos classificar. Na Tabela 4.3 apresentamos os nossos

resultados sobre limites para o número cromático orientado da união disjunta entre

alguns grafos.

Tabela 4.3: χo(G1 ∪G2) da união disjunta

diâmetro > 3 e diâmetro > 3 e
⋃

Kp, p ≥ 3 P3 K3 homomorfismo p/ homomorfismo p/ Cn

~P3 direcionado ~K3 direcionado

Kq ,

q ≥ 3
p+ q −Ag(p, q) q q+1 q q + 1

se q ≤ 4,≤ 5
se q ≥ 5,≤
q + 4

Floresta

de Sn’s

p 3 3 3 3 ≤ 5

CN4

se p ≤ 4,≤ 5
se p ≥ 5,≤
p+ 4−Ag(p, 4)

4 ≤ 5 4 5 ≤ 5
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Caṕıtulo 5

Sobre a complexidade do

problema da coloração orientada

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns resultados presentes na literatura sobre a com-

plexidade do problema da coloração orientada e demonstramos que ocnk é NP-

completo mesmo quando restrito a grafos conexos orientados aćıclicos, planares,

bipartidos com grau no máximo 3.

Lembramos que se G é conexo, dizemos que ~G é conexo (o mesmo para planares,

e bipartidos). O grau máximo de G é denotado por ∆(G) e definimos ∆( ~G) =

∆(G) = ∆.

Ao final dedicamos uma seção aos nossos resultados apresentados no VII Latin-

American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS 2013) [12].

5.1 Introdução e Resultados prévios

O número cromático orientado (ocnk) foi introduzido por Klostermeyer e

MacGillivray [28].

número cromático orientado (ocnk)

instância: Grafo orientado ~G = (V,A) e um inteiro positivo k.

pergunta: ~G tem uma k-coloração orientada?

Um grafo orientado ~G admite uma k-coloração orientada se e somente se existe

um torneio ~T com k vértices, tal que ~G tem um homomorfismo para ~T . Uma das

referências mais importantes para o estabelecimento da complexidade de ocnk é o

artigo de Bang-Jensen, Hell e MacGillivray [3] de 1988. Eles provaram que se ~T

é um torneio com pelo menos dois ciclos, então decidir se um digrafo ~G tem um

homomorfismo para ~T é NP-completo. Klostermeyer e MacGillivray [28] provaram
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em 2004 usando [3], que ocn4 é NP-completo. Eles estabeleceram uma dicotomia P

versus NP-completo com respeito ao número de cores: ocnk é polinomial se k ≤ 3

e NP-completo se k > 3.

Teorema 5.1 (Klostermeyer and MacGillivray [28]) Seja k um inteiro posi-

tivo. Se k ≤ 3, então ocnk pode ser decidido em tempo polinomial. Se k ≥ 4,

então ocnk é NP-completo, mesmo quando a entrada é restrita a grafos orientados

conexos.

Pelo grande interesse, a complexidade do problema ocnk tem sido estu-

dada exaustivamente. Dois artigos recentes apresentaram provas para NP-

completude [18, 23], ambos usando o problema NP-completo 3-sat e cada um

adicionando algumas melhorias nos resultados preliminares.

3-Satisfabilidade (3-sat)

instância: Conjunto U de variáveis e coleção C de cláusulas sobre U , |U | = n e

|C| = m, tal que cada cláusula c ∈ C tem |c| = 3;

pergunta: Existe uma atribuição de verdade para U satisfazendo cada cláusula de

C?

Em 2006, Culus e Demange [18] apresentaram 2 resultados.

Teorema 5.2 (Culus e Demange [18])

(i) ocn4 é NP-completo mesmo se a entrada é restrita a grafos orientados biparti-

dos com ∆ = max(p+ 3; 7).

(ii) ocn4 é NP-completo mesmo se a entrada é restrita a grafos orientados aćıclicos

com ∆ = max(p+ 3; 6).

Onde p denota o número máximo de ocorrências de um literal. Recentemente,

em 2010, Ganian and Hliněný [23] melhoraram o resultado de Culus e Demange

demonstrando que

Teorema 5.3 (Ganian and Hliněný [23]) ocn4 é NP-completo para grafos co-

nexos orientados aćıclicos com ∆ = max(p+ 2; 4).

Observamos que não era conhecido se ocnk é NP-completo para grafos aćıclicos e

bipartidos com ∆ = 3.

Para estender o resultado de NP-completude para grafos orientados bipartidos e

grafos orientados aćıclicos, Culus e Demange [18] usaram a técnica de construção por

componentes com três grafos diferentes. Culus e Demange [18] reduziram 3-sat para

ocnk. O grafo orientado ~G obtido nesta redução para a instância de ocnk, pode ser
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bipartido ou livre de circuito, dependendo do grafo ~Ti associado com cada variável

da instância de 3-sat. Apesar de não ter sido feito, se Culus e Demange tivessem

usado p3-sat3 ao invés de 3-sat eles teriam obtido uma prova que o resultado que

CN4 é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aḉıclicos, planares com

grau máximo limitado.

5.2 NP-completude de grafos orientados aćıclicos,

planares, bipartidos com grau máximo 3

Uma pergunta natural quando estudamos a complexidade de um problema de

decisão em teoria dos grafos é determinar para quais classes de grafos e para

quais limites sobre os graus dos vértices o problema permanece NP-completo.

Isso pode ser muito útil no conhecimento e na investigação da verdadeira difi-

culdade de um problema combinatório. Nesta seção, demonstramos que ocnk

é NP-completo mesmo quando restrito a grafos orientados aćıclicos, planares,

bipartidos com grau no máximo 3. Nosso resultado também estabelece uma

dicotomia P versus NP-completo com respeito ao grau máximo ∆ de uma instância
~G, pois se ∆ ≤ 2 sabemos que ocnk é um problema polinomial [40], isto é:

ocn4 é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aćıclicos, planares,

bipartidos, com ∆(G) = 3. Este resultado é obtido usando o problema NP-completo:

planar 3-sat com no máximo 3 ocorrências por variável (p3-sat3)

instância: I = (U,C), onde U é um conjunto de variáveis booleanas e C uma

coleção de cláusulas sobre U , |U | = n e |C| = m, tal que: (i) cada cláusula c ∈ C

satisfaz |c| = 3 ou |c| = 2; (ii) cada variável tem 3 ou 2 ocorrências e cada literal

negativo ocorre uma única vez em C; (iii) O grafo bipartido G = (V,E) é planar,

onde V = U
⋃

C e E contém o par (u, c) se e somente se u ou ū pertence a cláusula

c.

pergunta: Existe uma atribuição de verdade para U satisfazendo cada cláusula de

C?

A seguir constrúımos a instância ~G = (V,A) e k = 4 para o problema ocnk

definido a partir da intância I = (U,C) de p3-sat3.

5.2.1 A instância especial ~G = (V,A) e k de ocnk

Seja ~G = (V,A) um grafo orientado e φ uma coloração orientada de ~G. Denotamos

os vértices de ~G por letras minúsculas e as cores da coloração orientada φ por letras

maiúsculas. Quando houver mais de uma possibilidade de cor para um vértice,
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listamos as cores separadas por uma barra “|” para representar a lista de cores

permitidas para o vértice.

Usamos a técnica de construção por componentes. Para este propósito, a par-

tir da instância I = (U,C) de p3-sat3, constrúımos para cada variável ui de U

uma componente Truth Setting ~Ti e para cada cláusula cj de C uma componente

Satisfaction Testing ~Sj.

O Truth Setting ~Ti é constrúıdo de algumas cópias do grafo orientado que deno-

minamos por água-viva ~Jd
i , i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, d ∈ {1, 2, 3}, descrita pelo conjunto

de vértices V ( ~Jd
i ) = {i

d
i , j

d
i , k

d
i , ℓ

d
i , m

d
i , n

d
i , o

d
i , p

d
i , q

d
i , r

d
i , s

d
i , t

d
i , u

d
i , v

d
i , x

d
i } e pelo

conjunto de arestas A( ~Jd
i ) = {i

d
i k

d
i , j

d
i i

d
i , k

d
i n

d
i , j

d
i ℓ

d
i , m

d
i ℓ

d
i , n

d
im

d
i , ℓ

d
i o

d
i , m

d
i p

d
i , n

d
i q

d
i ,

odi p
d
i , q

d
i p

d
i , r

d
i o

d
i , q

d
i r

d
i , r

d
i s

d
i , s

d
i t

d
i , t

d
iu

d
i , u

d
i v

d
i , v

d
i x

d
i }. Veja Figura 5.1 (a).

replacemen

(a) ~Jd
i (b) ~H

idi

jdi

kd
i

ldi

md
i

nd
i

pdi

odi

qdi

rdi sdi tdi ud
i

vdi xd
i T F

AB

Figura 5.1: (a) Água-viva ~Jd
i e (b) grafo de cor ~H para ~Jd

i .

Lema 5.4 Se ~G = (V,A) contém ~Jd
i como subgrafo, χo( ~G) ≤ 4 e as cores A, T,B, F

(não necessariamente distintas) são respectivamente atribúıdas aos vértices odi , p
d
i ,

qdi , r
d
i , então:

1. χo( ~G) ≥ 4 e as cores atribúıdas aos vértices odi , p
d
i , q

d
i , r

d
i devem ser distintas.

2. O grafo de cor de ~G é o torneio ~H com 4 vértices com a seguinte relação entre

as seis cores A( ~H) = {AB,AT,BT,BF, TF, FA} (Figura 5.1 (b)).

3. As cores permitidas para os vértices idi , j
d
i , k

d
i , l

d
i , m

d
i , n

d
i , o

d
i , p

d
i , q

d
i , r

d
i , s

d
i , t

d
i ,

ud
i , v

d
i , x

d
i de ~Jd

i são respectivamente T, B, F, F, B, A, A, T, B, F, A, B|T,

T |F, F |A, A|B|T .

Demonstração. Para provar (1) observe que para cada par de vértices em {odi , p
d
i ,

qdi , r
d
i } existe um caminho de tamanho 2 ou 1 conectando os vértices no par.

Para provar (2) note que por hipótese χo( ~G) ≤ 4, assim ao vértice nd
i é atribúıda a

cor A. Como qdi p
d
i , q

d
i r

d
i ∈ A( ~G), a cor de qdi é B, e as cores de pdi e rdi são T e F .

Como χo( ~G) ≤ 4, ℓdi o
d
i , o

d
i p

d
i , n

d
i q

d
i ∈ A( ~G), cor de odi e de nd

i é A, e as cores de pdi e

qdi são T e B, temos que a cor de ℓdi tem que ser F . Como md
i é incidente a 3 cores

diferentes: A,F e T , e χo( ~G) ≤ 4, a cor de md
i tem que ser B. Assim kd

i n
d
i ∈ A( ~G),
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e a única cor em {A,B, F, T} que incide na cor A é F , a cor de kd
i tem que ser F .

Note que a cor dos vértices ℓdi e kd
i é F , e como a cor F é incidente na cor A, então

aos vértices jdi e idi têm que ser atribúıdas, respectivamente, as cores B e T . Como

a cor B é incidente a cor T e jdi i
d
i ∈ A( ~G), finalmente atribúımos a cor B para o

vértice jdi e a cor T ao vértice idi . As cores atribúıdas definem o grafo de cor com 4

vértices e as arestas AB,AT,BT,BF, TF, FA na Figura 5.1(b).

Para provar (3) é suficiente seguir o grafo de cor da Figura 5.1(b) para obter as

cores apresentadas na Figura 5.1(a). �

a)~T1 b)~Sj

c1j

c2j

c3j

c4j

c5j

c6j
c7j

c8j

c9j
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1

y1
1z1

1

p2
1

o2
1

q2
1

r2
1

s2
1

t2
1

ū2

1

v2
1

x2
1

y3
1

p3
1

o3
1 q3

1

r3
1

s3
1

t3
1

u3

1

v3
1

x3
1

Figura 5.2: (a) Componente Truth Setting ~T1 para a variável u1, (b) componente

Satisfaction Testing ~Sj.

Agora definimos a componente Truth Setting ~Ti (Figura 5.2(a)): V (~T1) = V ( ~J1
1 )∪

V ( ~J2
1 ) ∪ V ( ~J3

1 ) ∪ {y
1
1, y

3
1, z

1
1} \

⋃3
d=2{i

d
i , j

d
i , k

d
i , ℓ

d
i ,m

d
i , n

d
i }, para i ≥ 2, definimos

V (~Ti) = V ( ~J1
i ) ∪ V ( ~J2

i ) ∪ V ( ~J3
i )∪ {y

1
i , y

3
i , z

1
i } \

⋃3
d=1{i

d
i , j

d
i , k

d
i , ℓ

d
i ,m

d
i , n

d
i }, A(~Ti) =

A( ~J1
i )∪A( ~J

2
i ) ∪A( ~J

3
i )∪{y

3
i x

3
i , x

2
i y

3
i , z

1
i y

3
i , y

1
i z

1
i , x

1
i y

1
i }. A construção de ~Ti é conclúıda

renomeando o vértice u2
i como u2

i .

Para cada cláusula cj ∈ C, existe uma componente Satisfaction Testing ~Sj (Fi-

gura 5.2(b)), onde V (~Sj) = {c
k
j : k := 1, 2, . . . , 18}, e A(~Sj) = {c

2
jc

1
j , c

3
jc

2
j , c

4
jc

3
j , c

4
jc

5
j ,

c5jc
6
j , c

6
jc

7
j , c

7
jc

8
j , c

8
jc

9
j , c

9
jc

10
j , c10j c11j , c11j c17j , c15j c16j , c18j c15j , c16j c17j , c18j c17j , c14j c13j , c13j c12j ,

c12j c4j}.

A única parte da construção de ~G que depende de quais literais ocorrem em quais

clásulas, é o conjunto Aj descrito a seguir. Se cj = (λi1 , λi2) ∈ C então Aj = {c
11
j λd1

i1
,

c1jc
15
j , λd2

i2
c14j }, se cj = (λi1 , λi2 , λi3) ∈ C então Aj = {c11j λd1

i1
, c1jλ

d2
i2
, λd3

i3
c14j }, onde

λd1
i1
∈ {ud1

i1
, ūd1

i1
} de ~Ti1 , λ

d2
i2
∈ {ud2

i2
, ūd2

i2
} de ~Ti2 , λ

d3
i3
∈ {ud3

i3
, ūd3

i3
} de ~Ti3 . Assim,

V ( ~G) =
⋃n

i=1

(

V (~Ti)
)

∪
⋃m

j=1

(

V (~Sj)
)

e A( ~G) =
⋃n

i=1

(

A(~Ti)
)

∪
⋃m

j=1

(

A(~Sj) ∪ Aj

)

.

Agora, consideramos o grafo bipartido planar ((U,C), A(U ∪ C)), e obtemos um
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5.2.2 Propriedades estruturais do grafo ~G

Por favor siga a Figura5.4.
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Figura 5.4: As duas atribuições de cores posśıveis para u2
1, u

3
1 e u

1
1. Figura 5.4(a): a

atribuição (u2
1, u

3
1, u

1
1) = (T, F, F ) e Figura 5.4(b): (u2

1, u
3
1, u

1
1) = (F, T, T ).
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Lema 5.5 Se ~G = (V,A) contém ~T1 e ~Ti como subgrafo, i ≥ 2, χo( ~G) ≤ 4 e as

cores A, T,B, F são respectivamente atribúıdas aos vértices o11, p
1
1, q

1
1, r

1
1, então para

cada i ∈ {1, 2, . . . , n} as cores T, F, F são, respectivamente, atribúıdas aos vértices

u2
i , u

3
i e u1

i , ou as cores F, T, T são, respectivamente, atribúıdas aos vértices u2
i , u

3
i

e u1
i .

Demonstração. Primeiro note que ~Jd
1 é um subgrafo de ~T1. Consequentemente, pelo

Lema 5.4(3) a cor F é atribúıda para o vértice r11. Por hipótese χo( ~G) ≤ 4, e pelo

Lema 5.4(2) checamos na Tabela 5.1 que as cores A, T , B, F são, respectivamente,

atribúıdas para os vértices odi , p
d
i , q

d
i , r

d
i . Na Tabela 5.1 fixamos as cores para rdi

e então checamos as cores admisśıveis para os vértices restantes odi , p
d
i e qdi nesta

ordem.

Tabela 5.1: Cores para os vértices rdi , o
d
i , p

d
i , q

d
i do grafo Ti, i ≥ 2.

Cor de rdi Cor admisśıvel p/ odi Cor admisśıvel p/ pdi Cor admisśıvel p/ qdi
F A T B
A B|T T |F Nenhuma
B T |F F |A Nenhuma
T F A Nenhuma

Como rdi s
d
i , s

d
i t

d
i e tdiu

d
i ∈ A( ~G), temos que a cor A é atribúıda para o vértice sdi ,

e a cor B ou T é atribúıda para o vértice tji , portanto para o vértice ud
i é atribúıda

a cor T ou F . Agora, consideramos dois casos de acordo com a cor T ou a cor F

ser atribúıda para o vértice u1
i . Usamos recorrentemente o Lema 5.4.

1. Suponha que a cor T é atribúıda para o vértice u1
i , por favor acompanhe na

Figura 5.4(b). Assim a cor F é atribúıda ao vértice v1i e a cor A é atribúıda ao

vértice x1
i . Consequentemente, uma das cores B|T é atribúıda ao vértice y1i ,

uma das cores T |F é atribúıda ao vértice z1i , e uma das cores F |A é atribúıda

ao vértice y3i . Pelo Lema 5.4, sabemos que o vértice x2
i recebe uma cor em

A|B|T . Se por absurdo a cor A é atribúıda ao vértice y3i , então não existe

cor para ser atribúıda ao vértice x2
i . Assim, a cor F é atribúıda ao vértice

y3i . Então, a cor T é atribúıda ao vértice z1i e a cor B ao vértice y1i . Como a

cor F é atribúıda ao vértice y3i , a cor A é atribúıda ao vértice x3
i . A cor F é

atribúıda ao vértice v3i . Como somente as cores T ou F podem ser atribúıdas

ao vértice u3
i , então para o vértice v3i é atribúıda a cor F . Como u3

i v
3
i ∈ A( ~G),

então a cor T tem que ser atribúıda ao vértice u3
i . Como a cor F é atribúıda

ao vértice y3i , uma das cores B|T é atribúıda a x2
i . Segue que uma das cores

A|B é atribúıda a v2i . Por absurdo, se a cor B é atribúıda a v2i , então a cor A
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é atribúıda a u2
i , uma contradição. Portanto, a cor A é atribúıda a v2i , e a cor

F é atribúıda a u2
i .

2. Suponha que a cor F é atribúıda ao vértice u1
i , por favor acompanhe a Fi-

gura 5.4(a). Similarmente ao primeiro caso, provamos que a cor F é atribúıda

ao vértice v2i e a cor T é atribúıda ao vértice u2
i .

�

Lema 5.6 Se cj = (λi1 , λi2 , λi3) [cj = (λi1 , λi2)] ∈ C, então existe uma 4-coloração

orientada φ para ~G, usando o grafo de cor ~H descrito no Lemma 5.4(2), se e somente

se (φ(λd1
i1
), φ(λd2

i2
), φ(λd3

i3
)) 6= (F, F, F ) [(λi1 , λi2) 6= (F, F )], onde λd1

i1
, λd2

i2
, λd3

i3
são os

vértices de ~Ti1 , ~Ti2 , ~Ti3 adjacente aos vértices de ~Sj.

Demonstração. Fazemos esta demonstração por exaustão. Primeiro na Tabela 5.2

avaliamos todas as cores que podem ser atribúıdas à sequência de vértices (c1j , c
2
j , . . . ,

c14j ) quando as cores T, F são atribúıdas a λd1
i1
, λd2

i2
, λd3

i3
, excluindo apenas o caso

F, F, F .

Tabela 5.2: Avaliação de cores para os vértices (c1j , c
2
j , . . . , c

14
j ).

(λd1
i1
, λd2

i2
, λd3

i3
) (c1j , c

2
j , . . . , c

14
j )

T, T, T B,A, F, T, F,A,B, T, F,A,B,B,A, F

T, T, F A, F,B|T,A,B|T, F |T,A|F,A|B|T,B|F |T,A|F,A|B,F,B|T,A
T, F, T B|T,A, F, T, F,A,B, T, F,A,B,B,A, F

T, F, F T,B,A, F,A,B, F,A,B|T,A|F,A|B, T,B,A

F, T, T B,A, F, T, F,A,B, T, F,A,B,B,A, F

F, T, F A, F,B|T,A,B|T, F,A,B|T, F,A,B, F,B|T,A
F, F, T B|T,A, F, T, F,A,B, T, F,A,B,B,A, F

Pelo mesmo argumento usado no Lema 5.5 para colorir odi , p
d
i , q

d
i , r

d
i , a sequência

de vértices (c15j , c16j , c17j , c18j ) sempre têm a sequência de cores (F,A, T,B), por isso

omitimos estes vértices na Tabela 5.2 na segunda coluna. Por conveniência, ofere-

cemos na Figura 5.5 todas as atribuições posśıveis de cores.

Suponha que (F, F, F ) é atribúıdo à sequência de vértices (λd1
i1
, λd2

i2
, λd3

i3
), por

favor siga a Figura 5.5(i). Assim, c11j λd1
i1
, c11j c17j ∈ A( ~G), φ(λd1

i1
) = F e φ(c17j ) = T ,

então a cor B é atribúıda ao vértice c11j . Avaliando a sequência (c14j , c13j , c12j ) obte-

mos que as cores posśıveis são (A,B|T, T |F ), e pela avaliação da sequência (c1j , c
2
j , c

3
j)

obtemos que as cores posśıveis são (T |B,B|A,A|F ). Como c4jc
3
j ∈ A( ~G) então po-

demos atribuir o conjunto de cores {B,F, T} para c4j , por outro lado c12j c4j ∈ A( ~G) e

podemos atribuir o conjunto de cores {F,A} para c4j , assim a cor F é atribúıda a c4j , e
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Figura 5.5: componente Satisfaction Testing Sj obtido da cláusula cj = (λi1 , λi2 , λi3)
mais os três vértices λd1

i1
, λd2

i2
, λd3

i3
das três correspondentes Componentes Truth

Setting (a). Coloração orientada de Sj quando as cores T e F são atribúıdas aos
vértices λd1

i1
, λd2

i2
, λd3

i3
(b), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (i). Conflito no vértice c11j quando

consideramos as cores F, F, F atribúıdas aos vértices λd1
i1
, λd2

i2
, λd3

i3
(i).

temos uma nova avaliação (T,B,A,A,B, T ) para a sequência (c1j , c
2
j , c

3
j , c

14
j , c13j , c12j ).

Novamente, pela avaliação da sequência (c5j , c
6
j , c

7
j , c

8
j , c

9
j , c

10
j ) obtemos que as cores

posśıveis são (A,B|T, F |T,A|F,A|B|T,B|F |T ). Como as cores B,F, T podem ser

atribúıdas para c10j , temos uma contradição com nossa suposição de que a cor B é

atribúıda ao vértice c11j , assim c10j c11j ∈ A( ~G).
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�

Teorema 5.7 ocn4 é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aćıclicos,

planares, bipartidos, com ∆(G) = 3.

Demonstração. Sabemos que ocn4 esta em NP, pois podemos checar em tempo

polinomial no tamanho da entrada, que entre cada par de cores em classes de cores

diferentes, se as arestas têm a mesma direção.

Agora, demonstramos que a instância I = (U,C) de planar 3-sat3 é satisfat́ıvel

se e somente se o grafo ~G tem uma 4-coloração orientada.

Considere I = (U,C) uma instância de p3-sat3, e ~G = (V,A) obtido como

descrito. Por construção, o grafo subjacente G = (V,E) é planar, bipartido e com

grau máximo 3. Oferecemos na Figura 5.3 uma instância ~G = (V,A).

Suponha que existe uma atribuição de verdade η para U satisfazendo cada

cláusula de C. Definimos uma coloração orientada para ~G definindo uma orientação

de Ti onde as cores T, T, F são, respectivamente, atribúıdas aos vértices u1
i , u

3
i , u

2
i

se e somente se ui = T em η, para cada cláusula satisfeita definimos uma orientação

adequada de Sj ilustrada na Figura 5.5. Suponha que existe uma 4-coloração

orientada para ~G. Definimos uma atribuição de verdade η para U satisfazendo cada

cláusula de C, onde ui é definido como verdadeiro se e somente se as cores T, T, F

são, respectivamente, atribúıdas para os vértices u1
i , u3

i , u2
i . Para verificar que

esta é uma atribuição de verdade é suficiente observar que a atribuição da tripla

F, F, F para os vértices literais de uma mesma cláusula gera o conflito definido na

Figura 5.5(i). �

Oferecemos na Figura 5.6 um exemplo de atribuição de uma 4-coloração para

instância ~G = (V,A) obtido da satisfat́ıvel p3-sat3 I = (U,C) = ({u1, u2, u3},

{(u1, u2, u3), (u1, u2, u3), (u1, u2)}) pela atribuição de verdade u1 = u2 = u3 = T .

Atualmente, o estado da arte do problema ocnk, k ≥ 4 pode ser visto na Ta-

bela 5.3.

Para a conveniência do leitor, oferecemos na Figura 5.3 um exemplo de atribúıção

de uma 4-coloração para o grafo ~G = (V,A) obtido a partir da instância I = (U,C)

de p3-sat3. No Corolário 5.8 provamos que ocn4 é NP-completo mesmo para grafos

cúbicos planares.

Corolário 5.8 ocn4 é NP-completo mesmo para grafos cúbicos conexos orientados

planares.

Demonstração. Agora constrúımos outra instância cúbica planar ~G′ a partir de ~G, tal

que ~G′ tem uma 4-coloração orientada se e somente se ~G tem uma 4-coloração orien-

tada. Para isso, observe que o grafo orientado especial ~G tem vértices somente com os
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Tabela 5.3: Estado da arte para NP-Completude do problema ocnk.

[3] Decidir se um digrafo tem homomorfismo para um torneio ~T

com pelo menos dois ćıclos direcionados, é NP-completo.

[28] ocn4 é NP-completo.

[18] ocn4 é NP-completo para grafos orientados aćıclicos com ∆ =max(p+3,6).

ocn4 é NP-completo para grafos orientados bipartidos com ∆ =max(p+3,7).

[23] ocn4 é NP-completo para grafos orientados aćıclicos com ∆ =max(p+2,4).

[12] ocn4 é NP-completo para grafos orientados aćıclicos, planares, bipartidos

com ∆ = 3.
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Figura 5.7: Grafo orientado para o Corolário 5.8.
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Caṕıtulo 6

Limites para o número cromático

orientado de grafos orientados

aćıclicos com grau máximo 3

Neste caṕıtulo apresentamos o limite superior 8 e um algoritmo linear para deter-

minar uma 8-coloração orientada de grafos orientados aćıclicos com ∆ ≤ 3 [15].

Observamos que este algoritmo é uma 2-aproximação para ocnk em grafos aćıclicos

com ∆ ≤ 3, pois ocn3 é um problema polinomial.

Em 1997 Sopena [40] provou que se ~G é um grafo orientado com ∆ ≤ 3, então

χo( ~G) ≤ 16. Sopena e Vignal [45], provaram que se ~G é um grafo orientado com

∆ ≤ 3, então χo( ~G) ≤ 11. Em 1997 Sopena [40] conjecturou:

Conjectura 6.1 Se ~G é um grafo orientado tal que ∆ ≤ 3 e o grafo subjacente G

é conexo, então χo( ~G) ≤ 7.

Demonstramos que: Se ~G é aćıclico com ∆ ≤ 3, então χo( ~G) ≤ 8. De fato,

provamos que existe um torneio ~R com 8 vértices tal que ~G é ~R-coloŕıvel. Escrevemos

também um algoritmo de tempo linear para computar uma ~R-coloração para ~G.

6.1 O grafo de cor ~R

Seja ~G um grafo orientado aćıclico com ∆ ≤ 3. Nesta seção, apresentamos um

grafo orientado ~R com 8 vértices tal que ~G admite uma ~R-coloração. Para descrever

o grafo orientado ~R, primeiro vamos considerar a definição do torneio de Paley. O

torneio de Paley é utilizado em muitos artigos sobre limites para o número cromático

orientado, veja por exemplo [40], [45], [33], [21]. Seja p uma potência de primo tal

que p ≡ 3(mod 4). O Torneio de Paley ~QRp é um grafo orientado com conjunto de

vértices V ( ~QRp) = {0, 1, . . . , p−1} tal que xy ∈ A( ~QRp) se e somente se y−x é um

reśıduo quadrático diferente de p. Aqui estamos interessados apenas em ~QR7, que é
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o torneio com conjunto de vértices V ( ~QR7) = {0, 1, . . . , 6} tal que xy ∈ A( ~QR7) se

e somente se y − x ≡ 1, 2 ou 4 (mod 7). Na Figura 6.1 apresentamos o Torneio de

Paley ~QR7 .

1

2

34

5

6

0

Figura 6.1: Torneio de Paley com 7 vértices ~QR7.

Existe uma infinidade de grafos aćıclicos orientados com ∆ ≤ 3 que não são
~QR7-coloŕıveis. Observe que o torneio transitivo ~T4, na Figura 6.2(a), é um grafo

orientado aćıclico com ∆(~T4) = 3, que não é ~QR7-coloŕıvel. Note que cada vértice

v ∈ V ( ~QR7) tem 3 sucessores, que sempre formam entre si um ciclo direcionado.

O mesmo ocorre com os predecessores de v. Assim, não existe homomorfismo de
~T4 em ~QR7 pois os 3 sucessores do vértice v1 ∈ V (~T4) definem um grafo aćıclico,

veja Figura 6.2(a). Na Figura 6.2(b) apresentamos um grafo orientado aćıclico ~G

com ∆( ~G) ≤ 3 que não é ~QR7-coloŕıvel. Com o grafo ~G e uma árvore F podemos

construir uma famı́lia infinita de grafos com ∆ ≤ 3 que não são ~QR7-coloŕıveis.

Por exemplo, no grafo da Figura 6.2(c) basta definir qualquer orientação ~F para F

e identificar um vértice de grau 1 em ~F com o vértice v5 de uma cópia do grafo

orientado ~G da Figura 6.2(b).

(a)~T4 (b) ~G (c)F

v1v1

v2v2

v3v3

v4v4 v5

Figura 6.2: (a)Torneio transitivo ~T4, (b) Grafo orientado ~G com ∆( ~G) ≤ 3. (c) Uma

árvore F onde identificamos algum vértice de grau 1 com v5 ∈ V ( ~G).

Por fim, constrúımos o grafo ~R a partir de ~QR7 pela adição do vértice s, e o

conjunto de arcos ~S = {sv : v ∈ V ( ~QR7)}. Consideramos as cores {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

atribúıdas para os vértices de ~QR7 e a cor 7 atribúıda para o vértice s. Na Figura 6.3
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ilustramos o grafo orientado ~R com 8 vértices, que tem um vértice fonte s a mais

que o grafo ~QR7.

0

1

2

34

5

6

s
7

~QR7

Figura 6.3: Grafo orientado ~R com 8 vértices.

6.2 ~R-coloração de um grafo orientado aćıclico ~G

com ∆(~G) = 3

Nesta seção apresentamos uma demonstração de que um grafo orientado aćıclico ~G

com ∆( ~G) = 3 é ~R-coloŕıvel utilizando indução no número de vértices. Adicional-

mente obtemos um algoritmo de tempo linear para atribuir uma ~R-coloração para
~G.

Lema 6.2 (Sopena [40]) Se ~QR7 é o torneio de Paley com 7 vértices, então para

cada arco xy ∈ A( ~QR7) existem a, b, c, d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} tal que ax, ay, xb, by,

cx, yc, xd, yd ∈ A( ~QR7).

Foi demonstrado em [40] que ~QR7 é o menor grafo orientado que satisfaz a

propriedade do Lema 6.2.

Seja ~G um grafo orientado, u, v, w ∈ V ( ~G), e φ uma ~R-coloração para ~G \ {w},

onde u e v recebem as cores φ(u), φ(v) em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. A função triple (w,

φ(u), φ(v)) = k é a menor cor k em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, tal que k tem a mesma

relação de adjacência com φ(u) e φ(v) em ~QR7, que w tem com u e v em ~G. Vamos

acompanhar um exemplo utilizando a Figura 6.1. Se wu, vw ∈ A( ~G), φ(u) = 0 e

φ(v) = 1, então triple (w, φ(u), φ(v)) = 3. Note que as cores incidentes em 0 são

3, 5, 6, enquanto as cores em que 1 incide são 2, 3 e 5.

Lema 6.3 Seja φ uma ~R-coloração de um grafo aćıclico orientado ~G com ∆ ≤ 3.

Se existe um vértice x ∈ V ( ~G), tal que deg+~G(x) = 3 e φ(x) ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

então uma nova ~R-coloração φ′ pode ser definida a partir de φ pela substituição da

cor φ(x) pela cor φ′(x) = 7.
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Demonstração. Veja que o vértice s é predecessor de todos os vértices de V (~R)\s

que são os vértices de ~QR7. Como deg+~G(x) = 3, não existe conflito se substituirmos

φ(x) pela cor φ′(x) = 7. �

Lema 6.4 Seja φ uma ~R-coloração de uma grafo orientado aćıclico ~G com ∆ ≤ 3.

Se existe um vértice x ∈ V ( ~G), tal que degG(x) ≤ 2 e φ(x) = 7, então uma nova
~R-coloração φ′(x) = triple(x, φ(y), φ(z)), onde {y, z} = NG(x), pode ser definida a

partir de φ substituindo a cor φ(x) pela cor φ′(x) em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Demonstração. Se φ(x) = 7 e degG(x) ≤ 2, então x é uma fonte. Se degG(x) = 0,

então qualquer cor em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} pode ser atribúıda para x. Suponha que

1 ≤ degG(x) ≤ 2. Seja NG(x) = {u1, udegG(x)}. Pelo Lema 6.2, a cor:

triple
(

x, φ(u1), φ(udegG(x))
)

em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} pode ser atribúıda para x. �

Teorema 6.5 Se ~G é um grafo aćıclico orientado, ∆ ≤ 3, então existe uma ~R-

coloração para ~G.

Demonstração. Por indução no número de vértices n = |V ( ~G)|. Por hipótese ~G é

aćıclico, então existe pelo menos uma fonte s ∈ V ( ~G). Se n = 1, então atribúımos

qualquer cor de ~QR7 para este vértice. Suponha que para qualquer n ≤ p, p ≥ 1, a

afirmação é verdadeira. Seja ~G um grafo orientado aćıclico com ∆( ~G) = 3 e n = p+1

vértices. Dividimos a demonstração em três casos de acordo com deg+~G(s) para uma

fonte s em ~G:

1. deg+~G(s) = 3, onde sa, sb, sc ∈ A( ~G), Figura 6.4 (a).

Constrúımos ~H a partir de ~G pela remoção do vértice s de ~G. Note que
~H é aćıclico desde que não inserimos um novo arco em ~G. Por hipótese de

indução atribúımos uma ~R-coloração φ ~H para ~H. Pelo Lema 6.4, podemos

obter uma nova ~R-coloração φ′
~H
para ~H onde todo vértice de grau 2 recebe

uma cor em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Agora usamos φ′
~H
para definir uma coloração

orientada φ ~G para ~G. Como os vértices a, b, c têm grau 2 em ~H, a cor 7

pode ser considerada não ter sido atribúıda a nenhum dos vértices a, b, c em

φ′
~H
. Obtemos ~G de ~H retornando o vértice s e os seus respectivos arcos.

Finalmente, fazemos φ ~G(s) = 7, e obtemos uma ~R-coloração válida para ~G

pois no grafo ~R o vértice 7 aponta para qualquer cor em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2. d+G(s) = 2, onde sa, sb ∈ A( ~G), Figura 6.4 (b).

Constrúımos ~H a partir de ~G pela remoção do vértice s de ~G. Note que ~H é

aćıclico desde que não inserimos um novo arco em ~G. Por hipótese de indução
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Figura 6.4: (a) Caso para d+G(s) = 3, (b) Caso para d+G(s) = 2, (c) Caso para
d+G(s) = 1.

atribúımos uma ~R-coloração φ ~H para ~H. Agora usamos φ ~H para definir uma

coloração orientada φ ~G para ~G. Se φ(a) = 7 ou φ(b) = 7, então pelo Lema 6.4

podemos trocar a cor de a ou a cor de b por uma cor de {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Obtemos ~G de ~H retornando o vértice s e os arcos sa e sb, pelos Lemas 6.2 e

6.4 podemos atribuir pelo menos uma cor em ~QR7 para s.

3. d+G(s) = 1, Figura 6.4 (c).

Suponha que sa ∈ A( ~G). Nós constrúımos ~H a partir de ~G pela remoção

do vértice s de ~G. Note que ~H é aćıclico desde que não inserimos um novo

arco em ~G. Por hipótese de indução atribúımos uma ~R-coloração φ ~H para
~H. Agora usamos φ ~H para definir uma coloração orientada φ ~G para ~G. Se

φ(a) = 7, então pelo Lema 6.4 alteramos a cor do vértice a para uma cor em

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Obtemos ~G de ~H retornando o vértice s e o arco sa, pelos

Lemas 6.2 e 6.4 podemos atribuir pelo menos uma cor em {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

para s.

�

A demonstração do Teorema 6.5 fornece um algoritmo de tempo linear para

colorir um grafo aćıclico orientado com ∆ ≤ 3.
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6.3 Um algoritmo para uma ~R-coloração de um

grafo orientado aćıclico ~G com ∆(~G) = 3

Nosso procedimento segue diretamente da demonstração do Teorema 6.5. Agora des-

crevemos o algoritmo ~R-coloração que gera uma 8-coloração de um grafo orientado

aćıclico ~G = (V,A) com ∆ ≤ 3 e n = |V | vértices.

Algoritmo 6.1: ~R-coloração. Tempo de execução O(n)

Entrada: Um grafo orientado aćıclico ~G com ∆ ≤ 3
Sáıda: Uma ~R-coloração orientada para ~G.

1 Procedimento Color(Gi).
2 ińıcio
3 Extraia fonte(si);

4 se (|V ( ~Gi)| > 1) então

5 se fonte si em ~Gi tal que (deg ~Gi
(si) = 3) então

6 color( ~Gi−1 = ~Gi \ si);
7 φ(si)← 7;

8 fim

9 se fonte si em ~Gi tal que (deg ~Gi
(si) = 2) então

10 color( ~Gi−1 = ~Gi \ si);
11 %Seja N ~Gi

(si) = {ai, bi};

12 φ(si)← triple (s(i), φ(ai), φ(bi));

13 fim

14 se fonte si em ~Gi tal que (deg ~Gi
(si) = 1) então

15 color( ~Gi−1 = ~Gi \ si);
16 %Seja N ~Gi

(si) = {ai};

17 φ(si)← triple (s(i), φ(ai), φ(ai));

18 fim

19 fim
20 senão
21 φ(v)← 0;
22 fim

23 fim
24 ińıcio
25 Rode uma Ordenação Topológica em G;
26 Color(Gn = G);

27 fim

Lembramos que a Ordenação Topológica toma O(m) passos e que em um grafo

com ∆ = 3, m = O(n). Dada uma instância ~Gn com n vértices, o algoritmo

color( ~Gn) seleciona uma fonte s ∈ V ( ~Gn) que é fornecida em sequência pela Or-

denação Topológica e remove esta fonte de ~Gn, este processo se repete até que o

grafo tenha apenas um vértice. Em seguida, o algoritmo retorna as fontes na ordem
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inversa da remoção com uma cor já atribúıda. A complexidade em cada passo é de

O(1). Lembramos que o valor de n é decrementado em cada passo e que precisamos

de n− 1 passos, assim a complexidade do algoritmo é O(n).

Na Figura 6.5 ilustramos a execução passo a passo do procedimento color( ~Gn)

onde ~Gn é a orientação do grafo de Petersen exibido na Figura 6.5(a). Para auxiliar o

leitor, listamos as fontes si, i = 1, 2, . . . , 10, que são removidas em cada passo do al-

goritmo, que compreendem as Figuras de 6.5(a) até 6.5(i). Em (b) o vértice s10 = v3.

Em (b) o vértice s9 = v10. Em (c) o vértice s8 = v9. Em (d) o vértice s7 = v8. Em

(e) o vértice s6 = v2. Em (f) o vértice s5 = v1. Em (g) o vértice s4 = v7. Em (h)

o vértice s3 = v6. Em (i) o vértice s2 = v5. Em (j) temos o grafo ~G1. Listamos

também as cores que são atribúıdas aos vértices, que compreendem as Figuras de

6.5(k) até 6.5(t). Em (k) φ(v4) ← 0. Em (ℓ) φ(v5) ← triple(v5, φ(v4), φ(v4)) =

3. Em (m) φ(v6) ← triple(v6, φ(v5), φ(v5)) = 1. Em (n) φ(v7) ←

triple(v7, φ(v6), φ(v6)) = 0. Em (o) φ(v1) ← triple(v1, φ(v5), φ(v5)) = 1. Em (p)

φ(v2) ← triple(v2, φ(v1), φ(v1)) = 0. Em (q) φ(v8) ← triple(v8, φ(v1), φ(v7)) = 6.

Em (r) φ(v9)← triple(v9, φ(v4),φ(v8))= 5. Em (s) φ(v10)← 7. Em (t) φ(v3)← 7.

v1

v1v1v1v1v1

v2v2v2v2v2

v3

v4v4v4

v4v4v4v4

v4v4
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Figura 6.5: Passos da execução do procedimento colour( ~G10) onde ~G10 é a orientação
do grafo de Petersen da Figura (a).

Depois que demonstramos que todo grafo aćıclico com ∆ ≤ 3 tem uma 8 co-
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loração orientada, nosso objetivo passou a ser o de encontrar um grafo ~G com ∆ ≤ 3

e χo( ~G) = 8 para refutar de vez a conjectura de Sopena [40], ou talvez provar a con-

jectura. Decidimos no ińıcio do ano de 2013 que seria interessante começar pelos

grafos cúbicos, porque já t́ınhamos bancos de dados na literatura e cobririam uma

vasta quantidade do universo dos grafos com ∆ ≤ 3.
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Caṕıtulo 7

Argumentos a favor e contra a

conjectura de Sopena

Nesta seção apresentamos nossas análises realizadas na tentativa de estabelecer o

número cromático orientado para grafos com ∆ ≤ 3. Primeiro apresentamos resul-

tados computacionais que comprovam que todos os grafos cúbicos até 18 vértices

podem ser coloridos por um único grafo de cor com 7 vértices. Por fim, apresentamos

alguns torneios com 7 vértices que não são grafos de cor para os grafos com ∆ ≤ 3.

Os arquivos fontes dos programas e também arquivos dos resultados computacionais

estarão dispońıveis para consulta em <http://www.inf.ufg.br/ hebert/>.

7.1 Resultados computacionais e o torneio mágico

Usando o Algoritmo 7.1 de força bruta, verificamos até o momento que χo( ~G) ≤ 7,

onde ~G é um grafo cúbico qualquer com |V ( ~G)| ≤ 18. Nosso resultado computacional

é uma evidência positiva para suportar a conjectura de Sopena [40] de que: Se ~G é

conexo com ∆ ≤ 3, então χo( ~G) ≤ 7.

Nosso algoritmo gera todas as i = 2m orientações ~Gi posśıveis para um grafo

cúbico G, e então verifica se existe um homomorfismo de cada ~Gi em pelo me-

nos um torneio ~T7 com 7 vértices. O número de torneios livres de isomorfismo

com 7 vértices é igual a 456 [25, 27]. Estes torneios podem ser encontrados no

site <http://cs.anu.edu.au/∼ bdm/data/digraphs.html> [31], e nós indexamos de

0, 1, 2, . . . , 455.

Implementamos o Algoritmo 7.1 em linguagem C, e utilizamos matrizes de ad-

jacência como nossa estrutura de dados para armazenar os grafos orientados. Fa-

zemos uso de duas bases de dados disponibilizadas na internet por autores com

diversos artigos na área de geração de grafos. Na primeira base de dados [10],

<http://hog.grinvin.org/Cubic>, obtemos os grafos cúbicos com número de vértices
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Algoritmo 7.1: OCN7

Entrada: Um grafo cúbico G com n vértices e m arestas
Sáıda: Uma 7 coloração orientada para toda orientação ~Gi de G, ou um

grafo orientado ~Gi com 8 cores.
1 ińıcio
2 para i = 0 até 2m − 1 faça
3 flag ← 0;

4 Gerar orientação ~Gi de G;
5 para j = 0 até 455 faça

6 se existe homomorfismo de ~Gi para ~T j
7 então

7 Armazene ~T j
7 ;

8 flag ← j;
9 j ← 455 + 1;

10 fim

11 fim
12 se flag = 0 então

13 retorna ~Gi;
14 fim

15 fim

16 fim

entre 4 e 24 com cintura 3, o número destes grafos foram também determinados

teoricamente por Robinson and Wormald [38]. Na segunda base de dados [31],

<http://cs.anu.edu.au/∼ bdm/data/digraphs.html>, obtemos todos os 456 tor-

neios livres de isomorfismo com 7 vértices.

Utilizando os computadores da grade computacional do grupo de inte-

ligência artificial do Programa de engenharia de sistemas e computação GRID-

IA/PESC/UFRJ, veja <http://grid-ia.cos.ufrj.br:32593/index.php/Main Page>,

resolvemos o proble-ma para grafos com até 18 vértices. Apresentamos na Tabela 7.1

alguns dados relativos aos grafos cúbicos e o tempo médio por instância que a nossa

implementação do Algoritmo 7.1 gastou para ser executado em máquinas com diver-

sas configurações, incluindo máquinas do Laboratório de Algoritmos e Combinatória

do PESC/UFRJ e máquinas do GRID-IA/PESC/UFRJ.

Quando rodávamos o algoritmo para grafos cúbicos de 16 vértices, observamos

que todos os grafos cúbicos podiam ser coloridos por um torneio especial - ~T 114
7 , o

qual passou a ser, desde então, nosso melhor candidato para ser a “palheta” que

provaria a conjectura. Denominamos então este torneio de ~TM
7 = ~T 114

7 - o torneio

mágico com 7 vértices exibido na Figura 7.1.

Verificamos que ~TM
7 é o grafo de cor para todos os grafos cúbico com até 18

vértices. O torneio ~TM
7 satisfaz a condição estabelecida no Teorema 3.15, ou seja, o

torneio KU
5 da Figura 3.16 é seu subgrafo. A função f : V (KU

5 ) → V (~TM
7 ) tal que
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Figura 7.1: Torneio mágico com 7 vértices ~TM
7 , no qual todo grafo cúbico orientado

~Gi
n tem homomorfismo para ~TM

7 , onde n ≤ 18.

Tabela 7.1: Tempo por instância para uma implementação do Algoritmo 7.1 †.

(NV ) no de vértices (NC) no de cúbicos * no de orientações ⋆ Tempo médio ‡

4 1 64 0,000
6 2 1024 0,000
8 5 20480 0,130
10 19 622592 1,995
12 85 2, 23× 107 11,694
14 509 1, 07× 109 29,859
16 4060 6, 81× 1010 453,181
18 41301 5, 54× 1012 3800,955
20 510489 5, 48× 1014 ?

Observações:

† O algoritmo foi implementado em linguagem C;

* Número de grafos cúbicos livres de isomorfismo, as instâncias foram obtidas em [10];

⋆ Nossa implementação gera todas as orientações, não removendo os isomorfismos. Fórmula = NC × 2
NV ∗3

2 ;

‡ Tempo médio em segundos por grafo cúbico não orientado, fixando j = 114.

f(1) = 6, f(2) = 5, f(3) = 2, f(4) = 1, f(5) = 4, estabelece um homomorfismo de

KU
5 em ~TM

7 , como ambos grafos são torneios, a função também estabelece que KU
5

é um subgrafo de ~TM
7 .

Apresentamos na Figura 7.2 dois grafos cúbicos orientados com 8 vértices e com

número cromático orientado igual a 7, os números na figura representam uma ~TM
7 -

coloração geradas pelo computador utilizando o algoritmo 7.1 OCN7.

Atualmente, ainda rodamos o Algoritmo 7.1 OCN7 no GRID-IA/PESC/UFRJ.

Prosseguimos, no momento de escrita desta Tese com a verificação dos cúbicos com

20 vértices. Resolvemos até então poucos grafos, todos coloridos por ~TM
7 .
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Figura 7.2: Dois grafos cúbicos orientados com ~TM
7 -coloração.

7.2 Análise sobre torneios proibidos

Nesta seção, fazemos uma breve análise sobre alguns torneios com 7 vértices que

não são palhetas para a classe dos grafos com ∆ ≤ 3. Primeiro analisamos alguns

grafos orientados com ∆ ≤ 3 que próıbem determinados torneios como palhetas. No

Caṕıtulo 6 apresentamos uma famı́lia de grafos com ∆ ≤ 3 que restringe o Torneio de

Paley com 7 vértices
−→
QR7 como palheta. Pelo Teorema 3.15 do Caṕıtulo 3, sabemos

também que toda palheta para os grafos cúbicos deve possuir o torneio ~KU
5 como

subgrafo. Assim, os torneios com 7 vértices que não possuem ~KU
5 como subgrafo,

também não são palhetas para os grafos com ∆ ≤ 3.

Apresentamos na Figura 7.3 um grafo orientado ~G1 com ∆ ≤ 3 que próıbe

alguns torneios com 7 vértices com palheta. Como para quaisquer dois vértices

x, y ∈ V ( ~G1) existe um caminho direcionado de comprimento máximo 2, então o

χo( ~G1) = 7. Como todo vértice de ~G1 tem grau de sáıda pelo menos 1 e grau de

entrada pelo menos 1, todo vértice de uma palheta com 7 vértices para ~G1 também

deve ter a mesma configuração. Assim, os torneios com 7 vértices com algum vértice

que tem grau de sáıda igual a 6 ou grau de entrada igual a 6 não são palhetas para
~G1. De fato, a palheta com 7 vértices para a classe dos grafos com ∆ ≤ 3 deve ter
~G1 como subgrafo.

1

2
3

4

5

6

v

7

Figura 7.3: ~G1 com ∆ ≤ 3 e χo( ~G) = 7.

Observamos que o vértice v ∈ V ( ~G1) tem grau 2, e podemos construir uma

73



famı́lia de grafos orientados com ∆ ≤ 3 que tem as mesmas caracteŕısticas apre-

sentadas do grafo ~G1. Na Figura 7.4 usamos cinco cópias de ~G1 para construir um

grafo orientado ~G2 com χo( ~G2) = 7. Além disso, em ~G2 existem pelo menos 4 cores

distintas com grau de entrada 2 (vértices v6, v7, v8, v9) e pelo menos 5 cores distintas

com grau de sáıda 2 (vértices v1, v2, v3, v4, v5). Assim uma palheta para ~G2 deve

ter pelo menos 4 vértices distintos com grau de entrada 2, e pelo menos 5 vértices

distintos com grau de sáıda 2.

v1

v2

v3

v4v5

v6

v7

v8

v9

Figura 7.4: ~G2 com ∆ ≤ 3 e χo( ~G) = 7.

Gostaŕıamos de encontrar outros grafos orientados com ∆ ≤ 3 que adicionam

mais restrições estruturais a uma palheta, como restrições ao grau de sáıda ou ao

de entrada dos vértices. Porém, esta tarefa não parece ser simples. Conforme apre-

sentamos na seção anterior, o torneio ~TM
7 pode colorir todos grafos cúbicos com até

18 vértices. O torneio ~TM
7 também respeita todas as restrições apresentadas nesta

seção. Assim, para determinar alguns torneios proibidos sem conhecer restrições

estruturais sobre eles, resolvemos usar outro algoritmo de força bruta (similar ao

Algoritmo 7.1) para verificar com ajuda computacional, quais dos 456 [25, 27] tor-

neios livres de isomorfismo com 7 vértices são proibidos. Apresentamos na Tabela 7.2

todos os torneios proibidos para os grafos cúbicos com até 10 vértices, também apre-

sentamos os torneios proibidos para os grafos cúbicos com 12 e 14 vértices que foram
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determinados até o momento da escrita da tese. O número total de torneios proibi-

dos é de 275, restando ainda 181 torneios que não foram determinados ou que não

são proibidos.

Pergunta 7.1 Existe alguma caracteŕıstica estrutural comum aos 181 torneios res-

tantes com 7 vértices?
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Tabela 7.2: Torneios proibidos com 7 vértices para cúbicos

No de
vértices

Torneios proibidos

4 0, 1, 2, 3, 5, 6, 8, 11, 15, 24, 27, 33, 34, 49, 52, 75, 100, 119, 147, 158, 202, 227, 248,
252, 258, 262, 266, 283, 284, 286, 315, 402, 418, 424, 437, 454, 455

6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52,
53, 54, 60, 66, 67, 68, 70, 73, 75, 76, 77, 78, 79, 88, 91, 98, 99, 100, 102, 106, 107,
108, 111, 113, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 132, 134, 135, 137, 138, 143, 144, 145,
146, 147, 148, 149, 150, 155, 158, 159, 167, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178, 179,
182, 191, 197, 202, 203, 204, 205, 206, 208, 209, 216, 217, 227, 230, 240, 242, 248,
249, 250, 252, 253, 254, 256, 257, 258, 259, 261, 262, 263, 264, 266, 267, 268, 269,
270, 271, 273, 274, 275, 277, 278, 279, 280, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290,
291, 292, 293, 295, 296, 297, 302, 303, 304, 305, 312, 314, 315, 316, 317, 318, 320,
328, 331, 336, 337, 338, 339, 340, 341, 342, 343, 344, 345, 346, 347, 349, 358, 364,
368, 379, 380, 383, 384, 386, 402, 403, 405, 407, 408, 409, 411, 412, 413, 414, 415,
416, 418, 424, 425, 427, 430, 431, 433, 437, 439, 441, 448, 449, 452, 453, 454, 455

8 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 59, 60, 63, 66, 67, 68, 69, 70, 73, 74, 75, 76, 77, 78,
80, 82, 84, 88, 91, 97, 98, 100, 101, 102, 106, 107, 108, 111, 117, 119, 120, 132, 134,
137, 140, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 158, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178,
179, 182, 185, 186, 195, 200, 202, 206, 209, 216, 221, 227, 248, 249, 250, 252, 253,
256, 257, 258, 259, 261, 262, 266, 267, 268, 269, 270, 272, 273, 277, 278, 279, 283,
284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292, 293, 295, 299, 300, 304, 306, 310, 315,
316, 317, 318, 320, 321, 325, 331, 337, 338, 339, 340, 342, 343, 346, 349, 375, 383,
384, 400, 402, 408, 411, 412, 418, 424, 430, 431, 437, 448, 455

10 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 60, 67, 68, 70, 75, 76, 77, 98, 100, 102, 106, 107, 108,
111, 120, 134, 135, 137, 140, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 158, 172, 173, 174,
176, 179, 185, 191, 196, 197, 200, 202, 204, 206, 207, 208, 209, 221, 248, 249, 250,
252, 253, 256, 257, 258, 259, 261, 262, 266, 267, 268, 269, 270, 273, 275, 277, 278,
279, 280, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292, 293, 295, 303, 304, 310,
315, 316, 317, 318, 320, 325, 331, 337, 338, 339, 342, 343, 346, 375, 384, 386, 400,
402, 405, 407, 408, 411, 412, 413, 424, 430, 431, 437, 448, 455

12 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 60, 67, 68, 75, 76, 77, 100, 106, 107, 108, 120,
134, 137, 140, 143, 144, 145, 146, 147, 151, 158, 172, 173, 174, 176, 177, 178, 179,
185, 202, 209, 251, 255, 260, 265, 276, 281, 301, 307,

14 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 74, 75,
76, 77, 96, 98, 100, 106, 107, 108, 120, 128, 129, 133, 134, 137, 140, 141, 143, 144,
145, 146, 147, 148, 149, 158, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178, 179, 185, 191, 194,
196, 200, 202, 203, 204, 206, 207, 209, 221, 248, 249, 250, 252, 253, 254, 255, 256,
257, 258, 259, 260, 261, 262, 266, 267, 268, 269, 270, 272, 273, 274, 275, 276, 277,
278, 279, 280, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292, 293, 295, 297, 302,
304, 310, 311, 315, 316, 317, 318, 320, 321, 325, 331, 337, 338, 339, 340, 341, 342,
343, 346, 375, 386, 402, 408, 411, 412, 413, 424, 431, 437, 444, 448, 455
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Nesta tese, trabalhamos com o problema da coloração orientada para grafos e grafos

orientados. Apresentamos na Figura 8.1 uma estrutura do trabalho desenvolvido

nesta tese, neste diagrama os temas que continuam em desenvolvimento são repre-

sentados pelas setas que não apontam para nenhum assunto.

Coloração Orientada

Número 

Clique 

Cromático 

Orientado

Limites 

para 

Planares

União 

Disjunta
NP−C

Clique Coloração

Limite 

Inferior

Limite 

Superior

Algoritmo

p/ DAG

Resultados

Computacionais

[13, 14] [12]

[15, 16]

∆ ≤ 3

Figura 8.1: Diagrama do trabalho desenvolvido nesta tese.

Definimos o número clique cromático orientado ~κ(G) de um grafo G combinando

os problemas de clique coloração e coloração orientada. Demonstramos dois resul-

tados que seguem da definição apresentada, ~κ(K) = 2 e ~κ(C) = χo(C), onde K é

um grafo completo e C é um ciclo. Observamos que esses conceitos não existiam na

literatura. Acreditamos que esse tema tem muito a ser explorado. Por exemplo, um

problema interessante é estudar a clique coloração orientada para classes especiais

de grafos. Esse tema faz parte dos nossos trabalhos futuros.
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Estudamos os limites para o problema da coloração orientada sobre grafos plana-

res orientados ~P . Nós propomos uma técnica para tentar encontrar um grafo planar

orientado ~G com χo( ~G) ≥ 16. Encontramos uma lacuna na demonstração apresen-

tada por Sopena [42] para determinar que χo( ~P) ≥ 16. Também apresentamos um

torneio com 5 vértices KU
5 que é subgrafo de todo grafo de cor para ~P , lembramos

que KU
5 também é subgrafo de todo grafo de cor para os grafos cúbicos.

Podemos decidir em tempo polinomial se ~G tem uma 3-coloração orientada

[28], porém uma caracterização para estes grafos não era conhecida. Seja CNk =

{G;χo(G) ≤ k}, nós apresentamos uma caracterização onde um grafo G ∈ CN3 se e

somente se:

• Quando G for conexo, G é um K3 ou uma árvore;

• Quando G for desconexo, G é uma floresta ou K3 ∪ S, onde S é uma floresta

de estrelas.

O estudo da classe CN3 nos motivou a estudar o número cromático orientado da

união disjunta de grafos. Demonstramos que χo(Kp ∪ S) = p, χo(Kp ∪ F ) = p + 1

e χo(Kp ∪ C3) = p+ 1, p ≥ 3, onde Kp é o grafo completo com p vértices, S é uma

floresta de estrelas, F é uma floresta com diâmetro maior que p e C3 é o ciclo com

3 vértices. Uma pergunta natural que surge é:

Pergunta 8.1 Quais grafos pertencem a classe CN4?

Dado G = Kp ∪Kq e ~G uma orientação de G. O núcleo de ~G é o maior inteiro x tal

que ∃~T1 = ~Kx subgrafo de ~Kp e ∃~T2 = ~Kx subgrafo de ~Kq tal que ~T1 é isomorfo a
~T2. A alma gêmea Ag(p, q) = r é o núcleo mı́nimo entre todas as orientações ~G de

G = Kp ∪Kq. Demonstramos que χo(Kp ∪Kq) = p+ q − r.

Pergunta 8.2 Qual a complexidade para determinar Ag(p, q) = r?

Dados um grafo orientado ~G = (V,A) e um inteiro positivo k, a pergunta do

problema de decisão do número cromático orientado (ocnk) é: ~G tem uma

k-coloração orientada? Demonstramos que é NP-completo decidir se ~G tem uma

4-coloração orientada, mesmo quando ~G é aćıclico, planar, bipartido e com grau no

máximo 3. Nosso resultado, estabelece uma dicotomia P versus NP-completo com

respeito ao grau máximo ∆ de uma instância ~G, pois se ∆( ~G) ≤ 2 sabemos que

ocnk é um problema polinomial [40].

Seja ~G∆≤3 um grafo orientado, tal que o grafo subjacente G∆≤3 tem grau máximo

3. Estudamos o limite do número cromático orientado para ~G∆≤3, motivados pela

conjectura de Sopena [40] que diz: Se G∆≤3 é conexo, então χo( ~G∆≤3) ≤ 7. Neste

sentido, demonstramos que o número cromático orientado de grafos orientados

aćıclicos ~G∆≤3 é no máximo 8. Apresentamos o torneio ~R com 8 vértices que pode
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colorir ~G∆≤3 aćıclico. Como consequência da demonstração, exibimos um algoritmo

linear para atribuir uma ~R-coloração para ~G∆≤3 aćıclico.

Pergunta 8.3 Qual o menor k tal que ocnk é polinomial e ocnk−1 é NP-Completo,

quando restrito a grafos com ∆ = 3.

Por último, motivados a encontrar um grafo orientado ~G∆≤3 conexo onde

χo( ~G∆≤3) ≥ 8, usamos um algoritmo de força bruta para colorir pequenas instâncias

de grafos cúbicos. Não encontramos o contra-exemplo exemplo desejado, porém

apresentamos ~TM
7 o torneio mágico com 7 vértices que é o grafo de cor para todos

grafos cúbicos orientados com até 18 vértices. Este resultado computacional é uma

evidência positiva para suportar a conjectura de Sopena [40]. Também conjectura-

mos o seguinte resultado:

Conjectura 8.4 Existe um único torneio ~T7 com 7 vértices, tal que todo ~G∆≤3 tem

homomorfismo para ~T7.

Se esta conjectura for verdadeira, isto implicaria que mesmo se ~G∆≤3 for desco-

nexo, então χo( ~G∆≤3) = 7.

No momento da conclusão da escrita da versão para a Banca de Candidatura

de Doutorado, tinham sido coloridos aproximadamente 6, 149× 1012 grafos conexos

cúbicos orientados: são 1 × 26 de 4 vértices, 2 × 2
6×3

2 de 6 vértices, 5 × 2
8×3

2 de

8 vértices, 19 × 2
10×3

2 de 10 vértices, 85 × 2
12×3

2 de 12 vértices, 509 × 2
14×3

2 de 14

vértices, 4060 × 2
16×3

2 de 16 vértices, 41301 × 2
18×3

2 de 18 vértices, que totalizaram

todos os grafos conexos cúbicos com menos de 18 vértices. Adicionalmente, foram

coloridos aproximadamente 500 grafos conexos cúbicos com 20 vértices em um total

de 500× 2
20×3

2 grafos conexos cúbicos orientados com 20 vértices.

Até o momento, todos estes grafos orientados foram coloridos com TM
7 como

palheta, e continuamos colorindo. Observe que o fato de todos estes grafos co-

nexos cúbicos terem sido coloridos com a mesma palheta, implica que todos os

grafos cúbicos, conexos ou não, orientados com menos de 18 vértices são co-

loridos com TM
7 como palheta. Os arquivos fontes dos programas e também

arquivos dos resultados computacionais estarão dispońıveis para consulta em

<http://www.inf.ufg.br/ hebert/>.
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