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Um grafo cubico é dito Tipo 1 se este possui uma coloragao total com 4 cores,
e Tipo 2 caso contrario; neste caso, sabemos que este possui uma coloragao total
com 5 cores. Uma coloragao total é equilibrada se as cardinalidades de quaisquer
duas classes de cor diferem em no maximo 1. Similarmente, sabe-se que todo grafo
cubico possui uma coloragao total equilibrada usando no maximo 5 cores.

O estudo de coloragao total de grafos ciibicos abordado nesta tese foi motivado
pela rica literatura existente e principalmente pela questao proposta por Cavicchioli
et al. em 2003 de encontrar, caso exista, o menor snark (grafo cibico ndo 3-aresta-
colorivel com propriedades adicionais de conectividade) com cintura pelo menos 5
que seja Tipo 2. De um modo geral, o principal objetivo desta tese é confirmar a
dificuldade desta questao, através de resultados tedricos e computacionais que su-
gerem respostas positivas e negativas para a existéncia de tal grafo, e através da
formulagao de duas outras questoes relacionadas. As duas novas questoes abor-
dam a nao 4-total-colorabilidade dos grafos ctibicos com cintura pelo menos 5, uma
considerando a coloracao total e a outra considerando a coloragao total equilibrada.

Contribuimos com as trés questoes acima, exibindo familias de grafos ctibicos que
indicam que as questoes devem possuir resposta negativa. Por outro lado, apresenta-
mos familias de grafos ciibicos nao 4-total-coloriveis, como pistas de que as questoes
devem possuir resposta positiva. Além disso, provamos a NP-completude do pro-
blema de determinar se um grafo cibico bipartido possui uma 4-coloragao-total
equilibrada e analisamos propriedades gerais de coloracao total, incluindo caracte-

rizacoes de grafos cibicos Tipo 1 e alguns exemplos pertinentes.

vil



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ON TOTAL COLORING OF CUBIC GRAPHS

Diana Sasaki de Souza Pereira

October/2013

Advisors: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo
Simone Dantas de Souza

Myriam Preissmann

Department: Systems Engineering and Computer Science

A cubic graph is Type 1 if it has a total coloring with 4 colors, and Type 2
otherwise; in this case, it is known that it has a total coloring with 5 colors. A total
coloring is equitable if the cardinalities of any two color classes differ by at most 1.
Similarly, it is known that every cubic graph has an equitable total coloring with at
most 5 colors.

The study of total coloring of cubic graphs considered in this thesis was motivated
by the rich existing literature, especially by the question proposed by Cavicchioli
et al. in 2003 of finding, if one exists, the smallest snark (a cubic, non 3-edge-
colorable graph with additional connectivity properties) of girth at least 5 that
is Type 2. In general, the main goal of this thesis is to confirm the difficulty of
this question, through theoretical and computational results suggesting positive and
negative answers to the question of whether such a graph exists, and through the
formulation of two other related questions. These two new questions concern the
non-4-total-colorability of cubic graphs with girth at least 5, one considering the
total coloring and the other considering the equitable total coloring.

We contribute to the three questions above, exhibiting families of cubic graphs
that indicate that the questions may have a negative answer. On the other hand, we
present families of cubic graphs that are not 4-total-colorable, suggesting that the
questions may have a positive answer. Moreover, we prove that the problem of de-
termining if a cubic bipartite graph has an equitable 4-total-coloring is NP-complete
and we analyze general properties of total coloring, including characterizations of

Type 1 cubic graphs and some relevant examples.
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Capitulo 1
Introducao

Em 1852, o matematico Francis Guthrie propos a famosa Conjectura das Quatro Co-
res, afirmando que todo mapa geografico podia ser colorido com no maximo 4 cores.
Mais tarde, na busca de uma prova ou de um contraexemplo para esta conjectura,
os grafos cubicos, foco deste trabalho, desempenharam um papel importante.

Em 1880, Tait [62] provou que a Conjectura das Quatro Cores era equivalente
a afirmacao de que todo grafo ctibico planar sem ponte possui indice cromatico 3
(o leitor encontrard as principais definigdes e notagoes desta tese na Secao . A
procura por um contraexemplo para a conjectura motivou o estudo dos grafos ciibicos
sem ponte com indice cromatico 4, que foram mais tarde batizados de Snarks. Este
nome foi proposto por Gardner [24] baseado no poema “The Hunting of the Snark”
de Lewis Carroll, no qual snarks eram animais dificeis de serem encontrados. A
Figura [1.1] apresenta uma ilustragao do poema.

A importancia dos snarks se deve ao fato de que certas conjecturas teriam snarks
como contraexemplos minimais, como por exemplo a Conjectura da dupla cobertura
ciclica [57, [60], a Conjectura de Berge-Fulkerson [23, B2] e a Conjectura dos 5-
fluxos de Tutte [63]. Além disso, oito conjecturas publicadas na literatura foram
recentemente refutadas com a utilizagdo dos snarks [6].

Apo6s muitos anos, mais precisamente em 1976, a Conjectura das Quatro Cores
foi provada por Appel e Haken com o uso do computador [I]. O famoso Teorema
das Quatro Cores é referéncia na area de Teoria dos Grafos.

Até hoje, o problema de coloracao de grafos é bastante estudado por pesquisado-
res da area. Este problema é desafiador e modela problemas reais de conflito. Nesta
tese, abordaremos o problema de coloragao total de grafos cibicos.

De uma forma simplificada, um grafo consiste em um conjunto de vértices alguns
dos quais ligados por arestas. Um grafo cibico é aquele em que todos os vértices
possuem trés arestas incidentes e neste caso, todos os vértices possuem grau 3. Uma
coloracao total de um grafo é uma atribuicao de cores aos vértices e as arestas do

grafo de forma que elementos adjacentes e incidentes possuam cores diferentes. Veja



Figura 1.1: Uma ilustracao do poema “The Hunting of the Snark”.

um exemplo de um grafo ctibico com uma coloragao total na Figura (1.2

Figura 1.2: Grafo de Petersen com uma coloragao total com 4 cores.

Dado um inteiro k, decidir se G possui uma coloracao total com k cores é NP-
completo (mais detalhes sobre os problemas NP-completos podem ser vistos em [61])
mesmo para grafos cibicos bipartidos [49]. Assim, geralmente estudamos este pro-
blema para classes de grafos especificas. Para este problema na classe de grafos
cubicos, sabe-se que o menor niimero de cores, chamado de niumero cromadtico total,
¢ 4 ou 5 [48]. Grafos ciibicos com nimero cromatico total igual a 4 sdo chamados
de Tipo 1 e grafos clibicos com nimero cromatico total igual a 5 sao chamados de
Tipo 2.

E facil ver que o numero cromatico total de um grafo cibico é pelo menos 4,
pois precisamos de trés cores diferentes para cada aresta incidente a um vértice v e
mais uma cor para v. Para mostrar que um grafo ctibico é Tipo 1, basta exibir uma
coloracao total com 4 cores. Porém, para mostrar que um grafo cibico é Tipo 2,
precisamos mostrar que este nao possui nenhuma coloracao total com apenas 4 cores.
Sendo assim, encontrar grafos ctibicos Tipo 2 é um pouco mais complicado.

Motivados pela Questao (1] proposta por Cavicchioli et al. [I5] em 2003 de en-

contrar, caso exista, o menor snark que seja Tipo 2, comecamos um estudo sobre a



coloracao total dos snarks. Existem diversas defini¢oes de snark na literatura. Para
Cavicchioli et al., snarks sao grafos cibicos ciclicamente 4-aresta-conexos com indice
cromdtico 4 e com cintura pelo menos 5. Em [58], snarks sao simplesmente grafos
cubicos com indice cromatico 4. Estas diversas definicoes se devem ao fato de que
alguns autores incluem os snarks “triviais” e outros nao. Sem entrar em detalhes,
um snark é dito trivial se conseguimos construi-lo a partir de um snark menor. Na
Secao apresentamos as construgoes de snarks triviais definidas por Isaacs [31].
Nesta tese, snarks sao grafos ciibicos com indice cromatico 4 e ciclicamente 4-aresta-

conexos, e portanto com cintura pelo menos 4.
Questao 1. (Cavicchioli et al. [15]) Existe snark Tipo 2 com cintura pelo menos 5¢

Neste primeiro capitulo apresentamos as defini¢oes essenciais para esta tese, bem
como os resultados mais importantes sobre o tema encontrados na literatura e algu-
mas notagoes. Ainda neste capitulo, comecamos a apresentar os resultados originais
desta tese, vendo algumas familias de snarks Tipo 1 que sugerem uma resposta nega-
tiva para a Questao [1I]e também o que contribuimos sobre coloracao total de grafos
cubicos quando permitimos indice cromatico 3 e 4, e conectividade ciclica de aresta
1, 2 e 3. Assim, quando relaxamos as condigoes de ser ciclicamente 4-aresta-conexo
e possuir indice cromatico 4, conseguimos obter grafos cibicos Tipo 1 e Tipo 2. Isto
esclarece a definigao de snark abordada nesta tese.

No Capitulo [2] apresentamos os inéditos snarks Tipo 2, o que responde parci-
almente a questao de Cavicchioli et al. ja que os snarks que construimos possuem
cintura igual a 4. No Capitulo [3, ampliamos o estudo dos grafos ctibicos tanto para
Tipo 2 com cintura pequena, quanto para Tipo 1 com cintura pelo menos 5. Acredi-
tamos que a dificuldade de responder a questao de Cavicchioli et al. esta relacionada
com a cintura do grafo. Mais precisamente, entendemos melhor qual a relacao entre
o numero cromatico total e a cintura de um grafo, e propomos uma questao que
generaliza a Questao [, No Capitulo [4 iniciamos o estudo de uma coloragao total
mais restrita, a coloracao total equilibrada. Considerando a cintura do grafo, fa-
zemos uma analise andloga a feita com a coloragao total, propomos outra questao
relacionada com a Questao|[I} e apresentamos resultados que sugerem respostas posi-
tivas e negativas. O Capitulo [5|é dedicado a um breve estudo sobre outra conjectura
famosa envolvendo grafos cibicos, a Conjectura de Berge-Fulkerson, apresentando
uma evidéncia positiva para esta conjectura. O Capitulo [6] apresenta as conclusoes
finais e os trabalhos futuros. Por fim, encerramos esta tese com o Apéndice [A]
que apresenta uma discussao sobre os métodos computacionais utilizados para a
obtengao de alguns resultados que serao apresentados.

A Questao (1| foi proposta por Cavicchioli et al. com base em resultados compu-

tacionais. O principal objetivo desta tese é confirmar a dificuldade da Questao [T,



através de resultados tedricos que sugerem respostas positivas e negativas para tal
questao, da formulagao de duas outras questoes relacionadas, e de resultados com-
putacionais que estendem os de Cavicchioli et al.

Esta tese incorpora os resultados desenvolvidos com as orientadoras brasi-
leiras professora Celina Miraglia Herrera de Figueiredo (professora titular da
COPPE/UFRJ, Universidade Federal do Rio de Janeiro) e professora Simone Dan-
tas de Souza (professora adjunta da UFF, Universidade Federal Fluminense), com a
orientadora estrangeira professora Myriam Preissmann (professora e diretora de pes-
quisa do CNRS no Laboratério G-SCOP em Grenoble na Franca), com os pesquisa-
dores estrangeiros professor Gunnar Brinkmann (professor da Universidade de Gante
na Bélgica) e Giuseppe Mazzuoccolo (pés-doutorando no Laboratério G-SCOP em
Grenoble na Franca), e também com os pesquisadores brasileiros professor Vinicius
Fernandes dos Santos (professor adjunto da UERJ, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro) e Kaio Karam (mestrando na Unicamp, Universidade Estadual de Cam-
pinas).

Este doutorado teve inicio em Marco de 2010 sob orientagao das professoras
Celina Miraglia Herrera de Figueiredo e Simone Dantas de Souza, com periodo
de doutorado sanduiche em Grenoble com duragao de um ano sob orientacao da
professora Myriam Preissmann.

Os resultados do Capitulo |1} foram publicados na “Discrete Applied Mathema-
tics” em Maio de 2013 [53], e parte deles foram apresentados no LAGOS’11 com
resumo estendido publicado no “Electronic Notes of Discrete Mathematics” [51]
e no LawCliques 2010 com resumo estendido publicado na Matematica Contem-
poranea [52]. O Capitulo [2| engloba os resultados que foram submetidos para a
“Discrete Applied Mathematics” em Marco de 2013 [10] e apresentados no CTW
2012, e também os resultados que foram apresentados no LawCliques 2012 com
resumo estendido aceito em Agosto de 2013 para publicacao na Matematica Con-
temporanea [54]. Os Capitulos3|e4|incluem resultados que foram submetidos para a
“Discrete Applied Mathematics” em Setembro de 2013 [55] e apresentados no CTW
2013. E finalmente, o Capitulo [5|inclui um resultado apresentado em outro trabalho
no CTW 2013 [35].

Apos esta introducgao sobre o tema abordado, a partir de agora apresentamos o

que fizemos nesta “caga aos snarks no mundo da coloracao total”.

1.1 Definicoes e notacoes

Esta secao é dedicada as defini¢cGes e notacOes principais desta tese. Ao longo do
texto, apresentaremos mais algumas defini¢oes, notacoes e conceitos que serao uti-

lizados a partir de um determinado ponto da tese ou somente em um capitulo ou



secao. As defini¢oes foram extraidas das principais referéncias sobre coloracao total,
snarks e grafos ciibicos, e também do livro [4].

Um semigrafo é uma tripla G = (V(G), E(G), S(G)), onde V(G) é o conjunto
de vértices de G, E(G) é o conjunto de arestas possuindo dois vértices extremos em
V(G), e S(G) é o conjunto de semiarestas possuindo um vértice extremo em V (G).
Em alguns momentos da tese, S(G) incluird também semiarestas isoladas, aquelas
que nao possuem vértices extremos. Quando nao houver ambiguidade, escreveremos

simplesmente V', E ou S. A Figura[l.3] apresenta um semigrafo.

Figura 1.3: Exemplo de um semigrafo com 4 vértices.

Escrevemos arestas que possuem extremos v e w como vw e semiarestas com um
extremo v como v-. Quando um vértice v é um extremo de e € E U S, dizemos que
v e e sao incidentes. Dois elementos de £ U S incidentes ao mesmo vértice, bem
como dois vértices incidentes a uma mesma aresta, sao chamados de adjacentes. A
juncao de duas semiarestas a- e b- é a aresta ab.

Um grafo G é um semigrafo sem semiarestas. Neste caso, denotamos como
G = (V, E). Dado um semigrafo G = (V, E, S), chamamos o grafo (V, E) de grafo
subjacente de G. A Figura [1.4] apresenta um semigrafo e seu grafo subjacente, que

é neste caso, o grafo consistindo em um ciclo sem corda de tamanho 4.

Figura 1.4: Exemplo de um semigrafo e seu grafo subjacente.

A partir de agora, todas as defini¢gdes para semigrafos que nao exigem a existéncia
de semiarestas, também valem para grafos.

Seja G = (V, E, S) um semigrafo. O grau d(v) de um vértice v de G é o ntimero
de elementos de F U S que sao incidentes a v. Dizemos que G é d-regqular se o
grau de todos os vértices é igual a d. Nesta tese, estamos interessados em grafos
e semigrafos 3-regulares, também chamados respectivamente de grafos cubicos e

semigrafos cubicos. Dado um grafo G de grau maximo 3 (usaremos essencialmente
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grafos com grau minimo 2), o semigrafo obtido a partir de G pela adi¢ao de 3 —d(v)
semiarestas com vértice extremo v, para cada vértice v de G, é dito o semigrafo
cibico gerado a partir de G.

Para k € N, uma k-coloracio de vértices de G é uma funcdo CV: V —
{1,2,....,k}, tal que CV(z) # CY(y) quando = e y sdo dois vértices adjacentes.
O nidmero cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor k tal que G possui uma
k-coloracao de vértices.

Similarmente, uma k-colora¢ao de arestas de G é uma fungao C: EFU S —
{1,2,...,k}, tal que C(e) # C(f) quando e e f sao elementos adjacentes de E U S.
O indice cromdtico de G, denotado por x'(G), é o menor k tal que G possui uma
k-coloragao de arestas. Pelo Teorema de Vizing [65], temos que x'(G) ¢ igual a
A(G) ou A(G) + 1, onde A(G) é o grau maximo de G. Se x'(G) = A(G), entao G
é dito Classe 1, caso contrario G é dito Classe 2. Note que o Teorema de Vizing foi
originalmente enunciado para grafos bem como a classificagao acima, porém é facil
observar que estes também valem para semigrafos.

Uma k-coloracio-total de G é uma fungao CT: VUEUS — {1,2,....k}, tal que

e (a) CT|y ¢ uma coloragao de vértices,

e (b)CT|gus é uma coloracao de arestas,

e (c) CT(e) # CT(v) quando e € EUS, v € V, e e é incidente a v.

O nidmero cromdtico total de G, denotado por x”(G), é o menor k tal que G possui
uma k-coloragao-total. Claramente x”(G) > A(G) + 1. A Conjectura da Coloracao
Total (TCC) [2, 65] afirma que x"(G) < A + 2. Um grafo é dito Tipo 1 ou Tipo 2
se 0 seu numero cromatico total é A + 1 ou A + 2, respectivamente. A TCC foi
provada para os grafos cubicos [48, [64] e uma recente prova sucinta pode ser vista
em [20]. Assim, um grafo ctibico é Tipo 1 ou Tipo 2 se o seu niimero cromatico total
é 4 ou 5, respectivamente. Assim como para coloragao de arestas, é facil observar
que o resultado e a classificacao acima também valem para semigrafos.

O problema de decidir se um grafo é Tipo 1 foi provado ser NP-completo mesmo
para grafos ciibicos bipartidos [42] [49]. Acreditamos que o problema de determinar
se um snark é Tipo 1 é NP-completo. Existem poucas classes de grafos para as
quais o numero cromético total foi determinado. Exemplos incluem os ciclos [70],
os grafos completos [70], os grafos bipartidos completos [70], e algumas grades (em
inglés “grids”) [13].

Um triagngulo é um grafo consistindo em um ciclo de tamanho 3 (ou o grafo
completo com trés vértices), um quadrado é um grafo consistindo em um ciclo sem

corda de tamanho 4 e um s-quadrado é um semigrafo cibico gerado a partir de um



quadrado (Figura . O Ky é o grafo completo com 4 vértices e o K33 ¢ o grafo
cubico bipartido completo com 6 vértices.

Nos Capitulos [3] e [d] apresentamos resultados de coloracao total dos grafos de
Petersen generalizados, uma classe de grafos ciibicos bastante conhecida, introdu-
zida por Watkins em [68]. Seguindo a notagdo de Watkins, o grafo de Petersen
generalizado G(n, k), n >3 e 1 <k <n—1, é o grafo com conjunto de vértices
{ug, w1, ..., Up_1,v0,01,...,0,—1} € conjunto de arestas {w;u; 1, uv;,V;vipg : 0 <
i < n — 1}, com indices tomados médulo n. Claramente, o grafo G(n, k) e o grafo
G(n,n — k) sao isomorfos, assim os grafos de Petersen generalizados sdo usualmente
definidos para k < [%5%]. O grafo G(5,2) é o conhecido grafo de Petersen que ¢
Tipo 1 e é o tunico grafo Classe 2 desta classe de grafos ciibicos [14]. Grafos G(n,1)

sao Tipo 1 com excecao do grafo G(5,1) [13] [18].

O seguinte resultado é bem conhecido e usado na literatura sobre coloracao de

arestas de grafos ctbicos.

Lema 1 (Lema de Paridade - Blanusa, 1946 [3] e Descartes, 1948 [19]). Seja G
um semigrafo ciubico contendo eratamente k semiarestas, seja C uma 3-colora¢ao
de arestas de G, e sejam ki, ko, ks as quantidades de semiarestas de G coloridas

respectivamente com cores 1,2,3 por C'. Temos que
ki=ky=ks=k (mod 2),

ou seja, k,kq, ks, ks possuem a mesma paridade.

No resto da segao, assumimos que G = (V, E) é um grafo.

Um emparelhamento de um grafo G é um conjunto de arestas, duas a duas nao
adjacentes. Um emparelhamento é perfeito se todo vértice de G é incidente a uma
aresta do emparelhamento. Dizemos que um emparelhamento é mazimal se este nao
pode ser estendido para um emparelhamento maior (todo emparelhamento perfeito
¢ maximal). Um conjunto independente de G é um conjunto de vértices, dois a dois
nao adjacentes. Sabemos que um emparelhamento é maximal se e somente se o
conjunto de vértices nao cobertos por este emparelhamento constitui um conjunto
independente.

A cintura de G é o tamanho do menor ciclo contido em G, ou se G nao possui
ciclos, a cintura é infinita. Um subgrafo de G é qualquer grafo G’ = (V' E’) tal que
V' C Ve FE CE. Un subgrafo induzido de G é qualquer subgrafo G' = (V', E’) tal
que E’ é igual ao conjunto de arestas de G com os dois extremos em V', denotamos
este por G[V']. Dado um grafo H, o grafo G é dito ser livre de H se nenhum dos

seus subgrafos induzidos é isomorfo a H.



Seja A um subconjunto préprio de V. Denotamos por wg(A), o conjunto de
arestas de G com um extremo em A e o outro em V' \ A. Um subconjunto F' de
arestas de G é um corte de arestas se existe um subconjunto proprio nao vazio A
de V tal que F' = wg(A) e dizemos que F' € induzido por A. Se G possui um corte
de arestas de tamanho 1, dizemos que G possui uma ponte. Se cada um dos G[A] e
G[V \ A] possui pelo menos um ciclo, entao wg(A) é um c-corte. Sabe-se que todo
corte de arestas de tamanho 1 ou 2, ou ainda de tamanho 3, a menos do caso trivial,
em um grafo cibico é um c-corte [46]. Dizemos que G ¢ ciclicamente k-aresta-conexo
se este nao possui um c-corte de cardinalidade menor que k. Se G possui pelo menos
um c-corte, a conectividade ciclica de aresta de G é a cardinalidade do menor c-corte
de G. A Figura|l.5| apresenta um exemplo de grafo ciclicamente 2 aresta-conexo e

com conectividade ciclica de aresta 2. A seguinte observacao é relevante.

Observacgao 2. Um grafo cubico é ciclicamente 4-aresta-conexo se e somente se
cada um dos seus cortes de arestas de cardinalidade menor que 4 € induzido por um

vértice.

Demonstracao. Por definicao, um grafo ctibico é ciclicamente 4-aresta-conexo se este
nao possui c-corte de cardinalidade menor que 4. Assim, este nao possui c-corte de
tamanho 1 nem 2. Além disso, sabe-se que dentre os cortes de arestas de tamanho
3, 0 unico que nao é c-corte é aquele induzido por um vértice [46]. A volta é

imediata. O

Figura 1.5: Grafo cibico ciclicamente 2-aresta conexo e com conectividade ciclica
de aresta 2.

Agora estamos preparados para apresentar a definicao de snark que abordaremos
nesta tese. Um snark é um grafo cibico ciclicamente 4-aresta-conexo Classe 2. Al-
guns autores utilizam outras definigdes: em [58], snarks s@o grafos cibicos Classe 2,
em [71] é adicionada a esta ultima, também a condi¢ao de ndo possuir ponte. Porém,
o mais comum ¢ definir os snarks como grafos ciibicos ciclicamente 4-aresta-conexos
Classe 2, com a propriedade adicional de serem livres de quadrado (note que para
um grafo cibico, ser ciclicamente 4-aresta-conexo implica ser livre de triangulo).

Esta tltima é a defini¢ao utilizada por Cavicchioli et al. [15].



Sem entrar em detalhes, um snark é dito trivial se conseguimos construi-lo a
partir de um snark menor. Geralmente, um snark ¢é trivial se este possui conectivi-
dade ciclica de aresta 2 ou 3. Como todo grafo cibico com ponte é Classe 2, estes
também sao considerados triviais de serem encontrados. Além disso, para alguns
autores, os snarks que possuem quadrado também sao triviais. Porém, a trivialidade
dos c-cortes e do quadrado nao é a mesma (veja [45] e [46] para mais detalhes). Na
verdade, enquanto os snarks com conectividade ciclica de aresta 2 ou 3 podem ser
obtidos a partir de snarks menores através de construgoes apresentadas em [31], os
snarks com quadrados também podem ser construidos a partir de snarks menores,
porém sem construcao associada. Por isso, Isaacs e Gardner sugeriram que a ideia
de proibir quadrados era opcional.

A nocao de trivialidade dos snarks foi definida no contexto de coloragao de ares-
tas. Da mesma forma, podemos nos perguntar se esta nogao pode ser considerada,
também, no contexto de coloragao total. Nao é possivel a partir de um snark tri-
vial que possua uma 4-coloracao-total, construir um snark menor preservando a
4-coloracao-total do grafo original ou vice-versa [50]. No contexto de coloragao to-
tal, nem snarks com quadrados nem com conectividade ciclica de aresta pequena
parecem ser triviais. Na proxima se¢ao, analisamos as construgoes dos snarks trivi-
ais com respeito a coloragao total: dentre os grafos ciibicos com c-corte menor que 4,
existem grafos Tipo 1 e Tipo 2, sendo estes Classe 1 ou Classe 2. Porém, quando
consideramos grafos cibicos ciclicamente 4-aresta-conexos Classe 2 (snarks) mesmo

contendo quadrados, nao conseguimos construir exemplos facilmente.

1.2 Primeiros resultados

No primeiro momento do doutorado, aprimoramos um resultado obtido no mes-
trado [B50]. Comegamos esta se¢ao provando que todos os membros das familias
Loupekine e Goldberg sao Tipo 1. Estes resultados nos sugerem que a Questao
possui resposta negativa.

Porém, mesmo com todas as pistas, ainda sabemos muito pouco sobre o ntiimero
cromatico total destes grafos. Precisamos investigar qual é a verdadeira dificuldade
de se encontrar o snark Tipo 2. Assim, na segunda parte desta se¢ao, relaxamos
as condicoes de conectividade ciclica de aresta e indice cromatico para ver o que

acontece. Neste caso, conseguimos exibir grafos ctibicos Tipo 2.

1.2.1 As familias Loupekine e Goldberg

A seguir, apresentamos a construcao das familias Loupekine e Goldberg, e determi-

namos que o numero cromatico total de todos os seus membros é 4.



A LG-construcao Dados 2k + 1 grafos cibicos Gy, G, ...,Gor1 (K > 1) e um
semigrafo Z com (2k + 1) semiarestas, denotamos por LG(G1,Ga, ..., Goy1,Z) 0
conjunto de grafos cibicos obtido da seguinte forma (Figura :

e Em cada G; (1 <i < 2k+1), escolha um caminho sem corda com 3 vértices zyz
(este caminho sempre existe em um snark, pois estes nao possuem triangulos).
Denotamos por G} o semigrafo obtido a partir de G; pela remogao deste ca-
minho. Em G}, as duas semiarestas incidentes aos vizinhos (em G;) de z,
respectivamente z, sao chamadas de pares, e a semiaresta incidente ao vizinho

(em G;) de y é chamada de solitdria.

e Insira os G’s formando um “ciclo” através da jungao de um par de G com
! : X / /
um par de G_; e da jungao do outro par de G; com um par de G, (onde
I Y / e
Gy = Gopyy € Gopyn = GY).

e Faca a jungao das (2k + 1) semiarestas solitdrias deste novo semigrafo com as
(2k + 1) semiarestas de Z.

pares

solitaria

Figura 1.6: Uma representagao da L£G-construgao (exemplo com k = 1).

O teorema a seguir é bem conhecido na literatura dos snarks.

Teorema 3. Se G1, Gy, ..., Gopy1 (k > 1) sao grafos cubicos Classe 2, para qualquer
semigrafo Z com (2k + 1) semiarestas, todos os grafos em LG(G1,Gs, ..., Gopi1, Z)
sao Classe 2.

Além disso, se Gy,Ga,...,Goky1 Ssao snarks e Z ¢é tal que, para todo W C
V(Z), se ZIW] contém um ciclo entdo existem pelo menos 4 arestas ou se-
miarestas de Z com exatamente um extremo em W, entao todos os grafos em
LG(G1,G, ..., Gops1,Z) sao snarks.

Demonstra¢ao. Assuma que um grafo G em LG(G1, G, ..., Got1, Z) seja Classe 1
e seja ¢ uma 3-coloracao de arestas de GG. Entao ¢ induz uma 3-coloracao de arestas

de cada semigrafo G com 5 semiarestas, usado na construgao de G. Pelo Lema de
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Paridade, esta coloracao é tal que uma cor aparece trés vezes e as outras duas cores
aparecem somente uma vez nas semiarestas de G'. E facil verificar que, se GG; nao é
3-aresta colorivel, um par de semiarestas de G, deve ser unicolorido por ¢ e o outro
nao. Entao no “ciclo” de G, as cores das duas arestas entre dois G}’s consecutivos
devem ser alternadamente iguais e diferentes. Porém o “ciclo” é impar e isto nao é
possivel, contradi¢ao. Assim, conclui-se que G nao possui 3-coloracao de arestas.
Para provar a segunda afirmagao, note que se todos os G;’s sao ciclicamente 4-
aresta-conexos, pela configuracao dos G%’s na construcao apresentada, a tinica forma

de existir um c-corte menor do que 4 em G ¢é se este c-corte estiver completamente

contido em Z. Porém por hipdtese, isto nao é possivel. O

Duas familias de snarks bem conhecidas sao obtidas pela construcao apresentada
no Teorema [3] Para ambos os casos, todos os G;’s sdo cépias do grafo de Petersen
P. Devido a forte simetria de P, existe exatamente uma forma de escolher um
caminho com 3 vértices neste grafo, e entao temos que o semigrafo P’, obtido a
partir de P pela remocao do caminho, é tinico. Além disso, como as duas formas de
se fazer jungao dos pares de duas cépias de P’ sdo isomorfas, existem exatamente dois
possiveis “ciclos” de 2k + 1 cépias de P’ (veja Figuras e . Os semigrafos com
(2k 4+ 1) semiarestas usados para completar, deixando o grafo ciibico, sao especificos

para cada familia de snarks.

Figura 1.7: As duas maneiras de fazer juncao dos pares de duas copias de P’ s@o
isomorfas.

Para o caso dos snarks de Loupekine, o semigrafo Z com (2k + 1) semiarestas é
constituido por somente um vértice v incidente a trés semiarestas e k — 1 semiarestas
isoladas. Qualquer juncao das semiarestas incidentes a v e semiarestas isoladas de Z
com as semiarestas solitdrias das copias de P’, gera o chamado snark de Loupekine
(Figura[L.g).

Para o caso dos snarks de Goldberg, o semigrafo Z com (2k + 1) semiarestas é

constituido por um ciclo sem corda vy, v, ..., v9rr1 onde cada v; é o vértice extremo
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de uma semiaresta v;-. Assim, a juncao de cada v; com a semiaresta solitaria da
i-ésima cépia de P’, gera o chamado snark de Goldberg. Note que, para k = 1, a
condicao em Z no Teorema |3l nao é respeitada, pois este possui um triangulo, logo
os grafos obtidos pela construgao nao sao snarks. Na verdade, para k = 1, os snarks
de Goldberg sao iguais aos snarks de Loupekine quando o vértice de Z é substituido

por um triangulo.

Figura 1.8: Os dois snarks de Loupekine para k£ = 1.

Teorema 4. Sejam Py, Py, ..., Poyy1 (kK > 1) copias do grafo de Petersen e seja
Z um semigrafo com (2k + 1) semiarestas. Se Z possui uma 4-coloragdao-total tal
que mo maximo trés cores sao usadas para os vértices extremos de suas semiarestas,

entao qualquer grafo em LG(Py, Ps, ..., Pori1, Z) possui uma 4-coloragao-total.

Demonstrag¢ao. Mostraremos como podemos estender a 4-coloragao-total de Z para
uma 4-coloracao-total do grafo G em LG(Py, Ps, ..., Poxi1,Z), usando as cores de
P’ definidas abaixo.

Na Figura temos representadas cinco 4-coloragoes-totais diferentes para P’
Todas possuem a propriedade de que semiarestas que estao em um par possuem a
cor 1, os vértices extremos dos pares do lado esquerdo possuem cor 2 e os vértices
extremos dos pares do lado direito possuem cores 3 e/ou 4. Entao, qualquer “ciclo”
de copias de P’ usando estas coloracoes é uma 4-coloracao-total. Todas as coloracoes
de P’ representadas na Figura diferem na semiaresta solitaria e seu vértice ex-
tremo. Chamamos de ¢(i,j) a coloracao de P’ possuindo as propriedades acima e
tal que a semiaresta solitaria possui a cor ¢ e seu vértice extremo possui cor j. A
Figura (1.9 apresenta as coloragoes do tipo ¢(1,2),¢(2,4),¢(3,2),¢(2,3), c(4, 2).

Agora, considere uma 4-coloracao-total ¢ de Z com cores 1,2, 3, 4 tal que nenhum
vértice extremo de uma semiaresta receba a cor 2 (por hipdtese existe uma). Além
disso, podemos escolher ¢ tal que todas as semiarestas isoladas possuam a cor 2,
caso existam.

Estendemos ¢ para todo o grafo LG(Py, Ps, ..., Pay1, Z) da seguinte forma:
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Figura 1.9: As 4-coloragbes-totais de P’ do tipo ¢(1,2),¢(2,4),¢(3,2),¢(2,3),c(4,2).

e Para cada semiaresta s de Z que faca jungao com a semiaresta solitaria de P/,
se ¢ colore s com 1,3 ou 4, utilize respectivamente ¢(1,2), ¢(3,2) ou c¢(4,2)

para P/, ou se ¢ colore s com 2, utilize ¢(2,3) ou ¢(2,4) para P; dependendo

1

da cor do vértice extremo de s.

e Para cada semiaresta isolada de Z que faca juncao com a semiaresta solitaria
de P/ e Pj, utilize ¢(2,3) para P; e c(2,4) para P}, O

Corolario 5. Todos os snarks de Loupekine e Goldberg sao Tipo 1.

Demonstragao. Pelo Teorema [d] é suficiente mostrar que os semigrafos usados pela
LG-construcao para obter os snarks das familias Loupekine e Goldberg, possuem
uma 4-coloragao-total tal que uma das cores nao aparece nos vértices que sao extre-
mos de uma semiaresta.

No caso da familia Loupekine, para qualquer valor de £ > 1, o semigrafo Z
possui exatamente um vértice. Entao este é 4-total-colorivel e somente uma cor é
usada para este vértice. Podemos entao aplicar o Teorema []

No caso da familia Goldberg, para cada valor de k > 2, o semigrafo Z é um ciclo

sem corda vy, Vg, ..., Vskr1, onde v; é 0 vértice extremo de uma semiaresta v;-, para
t=1,2,...,2k+ 1. Definimos a coloracao c a seguir dos elementos deste semigrafo:
o c(v1v2) = c(v3vy) = ... = c(vop_1v9x) = 1, c(Vogs1,v1) = 3,
o c(vgu3) = c(v4vs) = ... = c(Vogvaps1) = 2,
o c(vy) =c(vg) = ... =cvag_1) =4, c(vopy1) = 1,
o c(vg) =c(vy) =...=c(veg) =3,
o c(vg) =c(vg) =...=c(vog:) = 4 = c(vogs1+),

13



o c(v;) =2¢ec(vg) =c(vs) =...=c(vog-1) = 3.

Esta é uma 4-coloracao-total de Z nao utilizando a cor 2 para os vértices. Assim,

pelo Teorema [4] os snarks de Goldberg sao Tipo 1. O

A Figura [1.10)(a) (resp. (b)) apresenta uma 4-coloragao-total para o primeiro
snark de Loupekine (resp. Goldberg).

(a) Uma 4-coloragao-total para o (b) Uma 4-coloragao-total para o menor snark
menor snark de Loupekine. de Goldberg.

Figura 1.10: Duas 4-coloracoes-totais obtidas pelo Corolario

1.2.2 Relaxando um pouco

Na secao anterior, apresentamos resultados que sugerem que todos os snarks sao
Tipo 1, ou seja, de que a Questao (1| possui resposta negativa. No entanto, se rela-
xarmos as condicoes de conectividade ciclica de aresta e indice cromatico, podemos
exibir grafos cubicos Tipo 2.

Para construir tais grafos, utilizamos alguns grafos Tipo 2 com o grau maximo 3.
Os menores sao o K4 e o grafo bipartido completo K33 menos uma aresta, que
denotamos por K33 — e [29]. A lista apresentada em [27] de grafos Tipo 2 criticos
com grau maximo 3 também foi bem 1til. Os grafos desta lista que usaremos estao

apresentados na Figura [1.11| e sao nomeados Hy, Hy, Hs, Hy.

Observacao 6. Um grafo G contendo um subgrafo Tipo 2 com grau mdzimo A(G)
é Tipo 2.

Uma forma féacil de se obter um grafo cubico Tipo 2 é completar um grafo

com grau maximo 3 que seja Tipo 2, até se obter um grafo ctibico. Com isso,
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obviamente podemos construir infinitos grafos ctibicos, porém estes nao possuem
estruturas interessantes.

Utilizamos a Observagao [0}, grafos Tipo 2 com grau méximo 3, e duas construgoes
propostas por Isaacs [31] para mostrar que, para conectividade ciclica de aresta

menor que 4, existem grafos ctbicos de cada Classe e Tipo.

(a) K33 —e (b) Hy
(e) Hy

Figura 1.11: Grafos Tipo 2 com grau méaximo 3.

Grafos ctiibicos com conectividade ciclica de aresta 1 Sabe-se que todo grafo
ctibico com ponte é Classe 2. A Figura[l.12] (a) (resp. (b)) apresenta um exemplo

de grafo cibico Tipo 1 (resp. Tipo 2) com conectividade ciclica de aresta 1.

P04

4

=

(a) Classe 2, Tipo 1

P O—~X

(b) Classe 2, Tipo 2

Figura 1.12: Exemplos de grafos ctibicos de cada Tipo com conectividade ciclica de
aresta 1.

E verdade que se R e H sao dois grafos Tipo 1 com um vértice de grau 2 e todos
os outros de grau 3, entao o grafo ciibico GG obtido pela insercao de uma aresta

conectando os vértices de grau 2, também é Tipo 1. Assim, qualquer grafo ctbico
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Tipo 2 que contém ponte pode ser obtido da forma reversa, onde pelo menos um
dos R e H é Tipo 2.

Esta forma de construir grafos cibicos Tipo 2 a partir de grafo Tipo 2 menor
deixa de valer para grafos ciibicos com conectividade ciclica de aresta de cardinali-
dade maior que 1. Em outras palavras, existe exemplo de grafo ciibico Tipo 2 com
conectividade ciclica de aresta pelo menos 2 tal que as componentes R e H obtidas

na remocao deste corte sejam ambas Tipo 1 (veja Figura |1.13]).

Figura 1.13: Grafo ctbico Tipo 2 com conectividade ciclica de aresta 2 tal que R e
H sao Tipo 1.

Grafos ciibicos com conectividade ciclica de aresta 2 A 2-construcdao: dado
um grafo ctibico G e uma aresta e de GG, o semigrafo com duas semiarestas gerado
a partir de GG pela remocao de e, é denotado por G¢. Dados dois grafos cibicos G e
H, um grafo cibico obtido a partir de G¢ e Hf para arestas e de G e f de H, pela
juncao das semiarestas de G¢ com as semiarestas de H/ é dito ser obtido por uma

2-construgao de G e H [31] e é denotado por G2H (veja Flgura 1. 14

GO GO GE

Uma 2-construcao de G e H

(3)
Figura 1.14: Uma ilustracao dos elementos relevantes da 2-construcao.

Propriedade 7. (Isaacs, 1975 [31]) Um grafo obtido por uma 2-construgio de

grafos cubicos G e H € Classe 1 se e somente se G e H sao Classe 1.

Propriedade 8. Seja H um grafo cubico e G um grafo cibico contendo aresta e tal
que o semigrafo cubico G¢ € Tipo 2. Um grafo obtido pela 2-construcao, baseada em

e de G e no grafo H, é Tipo 2.
Demonstragao. Consequéncia direta da Observagao [6] O

Teorema 9. Sejam G e H dois grafos cubicos Tipo 1. Um grafo cibico G2H gerado

a partir destes grafos pela 2-construgao € Tipo 1.
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Demonstracao. Sejam e = ab e f = cd arestas de G e H, resp., utilizadas na 2-
construcao de G2H, e sejam ac e bd as duas arestas resultantes desta construcao.
Grafos GG e H sao Tipo 1, entao cada grafo possui pelo menos uma 4-coloragao-
total com cores 1,2,3,4. Suponha que 7wg e 7wy sao 4-coloragoes-totais de G e
H, respectivamente. Possivelmente permutando as cores, podemos assumir que
a(e) = mu(f) = 1, mgla) = mu(d) = 2, e mg(b) = wy(c) = 3. Entado, a 4-
coloracao-total de m de G2H é obtida mantendo as cores dadas por mg e my e
fixando m(ac) = w(bd) = 1. O

Portanto, se um grafo cibico G Tipo 2 possui conectividade ciclica de aresta 2,
sabemos construir um grafo ctibico Tipo 2 menor que G da seguinte forma: sejam
R e H as duas componentes obtidas na remogao do corte. Adicione uma aresta em
cada componente de forma a se obter dois grafos ctibicos R e H'. Pelo Teorema [}
pelo menos um destes grafos cubicos é Tipo 2. Porém, nao sabemos construir um
grafo cibico Tipo 2 a partir de um grafo Tipo 2 menor fazendo a operagao reversa
(veja na Figura [L.15] (a) um grafo ctibico Tipo 1 obtido de dois duas cpias do Ky
que é Tipo 2).

Como consequéncia do Teorema [J] e Propriedades[7] e [§] existem grafos cibicos

Classe i e Tipo j com conectividade ciclica de aresta 2, para todo i,j € {1,2}.

e (Classe 1 - Tipo 1: qualquer 2-construgao de dois grafos ctibicos Classe 1 e
Tipo 1. Porém também, por exemplo, a 2-construcao de duas copias do Ky,
que ¢ Tipo 2 (veja a Figura[L.15] (a)).

e (Classe 1 - Tipo 2: qualquer 2-construcao de dois grafos cibicos Classe 1 tal
que pelo menos um deles contenha uma aresta cuja remocao resulte em um
grafo Tipo 2, por exemplo uma 2-construcao de K33 e Ky, ja que K33 —e é
Tipo 2. Veja a Figura[L.15] (b).

e (Classe 2 - Tipo 1: qualquer 2-construcao de dois grafos cubicos Tipo 1 tal

que pelo menos um destes seja Classe 2, por exemplo P e o grafo G(3,1)
(Figura[1.19] (a)), como mostra a Figura[L.16] (a).

e (Classe 2 - Tipo 2: qualquer 2-construcao de um grafo cubico Classe 2 com um
grafo cibico contendo uma aresta cuja remocao resulte em um grafo Tipo 2,
por exemplo P e K33 como na Figura [1.16] (b).

Grafos ctibicos com conectividade ciclica de aresta 3 A 3-construcdo: dados
um grafo cibico G e um vértice x de GG, o semigrafo com trés semiarestas obtido a
partir de GG pela remocao de z, é denotado por G™*. Dados dois grafos ciibicos G

e H, qualquer grafo cubico obtido a partir de G e H™Y para alguns vértices x de
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(a) Classe 1, Tipo 1

P X

(b) Classe 1, Tipo 2

Figura 1.15: Exemplos de grafos ctibicos de cada Tipo com conectividade ciclica de
aresta 2 que sao Classe 1.

(a) Classe 2, Tipo 1

(b) Classe 2, Tipo 2

Figura 1.16: Exemplos de grafos ctibicos de cada Tipo com conectividade ciclica de
aresta 2 que sao Classe 2.

G e y de H, pela juncao das semiarestas de G~ com as semiarestas de H~Y é dito
obtido pela 3-construgao a partir de G e H [31] (veja Figura|1.17)).

Propriedade 10. (Isaacs, 1975 [31]) Um grafo obtido pela 3-construcao de grafos

cubicos G e H ¢ Classe 1 se e somente se G e H sao Classe 1.

Propriedade 11. Seja G um grafo cibico contendo um vértice x tal que o semigrafo
cubico G seja Tipo 2, e H um grafo cubico. Um grafo obtido pela 3-construcao,

baseada em x de G e no grafo H é Tipo 2.
Demonstragao. Consequéncia direta da Observagao [6] O

Figura apresenta um exemplo interessante de um grafo cibico Tipo 2 (Hj,
Figura m (d)) obtido pela 3-construcao de duas cépias do grafo G(3,1) que é
Tipo 1 (veja uma 4-coloracao-total na Figura [1.19] (a)). Isto indica que para esta

construgao nao hé resultado andlogo ao Teorema [9
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H-v Uma 3- constru(;ao de Ge H

Figura 1.17: Ilustracao dos elementos relevantes da 3-construcao.

1 Y1
x 3< '1‘ Y ' Y3
G H
€1 1
T3 Y3
T2 Yo

Uma 3-construcao de G e H

Figura 1.18: Exemplo do grafo ciibico Tipo 2 obtido pela 3-construcao de duas
copias do grafo G(3,1) que é Tipo 1.

Encontramos grafos ctbicos Classe ¢ e Tipo j com conectividade ciclica de

aresta 3, para todo i,j € {1, 2}:

e Classe 1 - Tipo 1: o grafo G(3,1) (veja Figura[L.19] (a)) é um exemplo (note
que o grafo G(3,1) é obtido pela 3-construgao de dois K,’s);

e Classe 1 - Tipo 2: o grafo H, apresentado na Figura [L.11] (c¢) (veja também

Figura [1.19 (b));

e (Classe 2 - Tipo 1: como apresentado na Figura (a), a 3-construcao de
dois grafos de Petersen é Tipo 1. Pela Propriedade [I0] sabemos que este é
Classe 2;

e Classe 2 - Tipo 2: qualquer 3-construgao de um grafo ctibico Classe 2 com um
grafo ciibico contendo um vértice tal que a remocao resulta em um grafo Tipo 2
(Propriedade . Por exemplo uma 3-construcao de P e de um grafo ctbico
obtido a partir do grafo H; (Figura[L.11] (b)) pela adi¢ao de um vértice a cada
vértice de grau 2 (veja este produto na Figura[L.20] (b)). Pela Propriedade[L0]

sabemos que este é Classe 2.
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4 3

(b) Classe 1, Tipo 2

Figura 1.19: Exemplos de grafos ctbicos de cada Tipo com conectividade ciclica de
aresta 3 que sao Classe 1.

2 T 3 1 3 v

(a) Classe 2, Tipo 1

(b) Classe 2, Tipo 2

Figura 1.20: Exemplos de grafos ctibicos de cada Tipo com conectividade ciclica de
aresta 3 que sao Classe 2.

Consideragao sobre o produto interno O produto interno: Dados um grafo
cubico G e duas arestas nao-adjacentes e e f de (G, o semigrafo obtido a partir
de G pela remocao das arestas e e f, é denotado por G¢/. As duas semiarestas
correspondendo & aresta e, resp. f, sao chamadas de par de G¢/.

Dados um grafo cibico H e uma aresta xy de H, o semigrafo obtido a partir
de H pela remocao dos vértices = e y, é denotado por H~*Y. As duas semiarestas
correspondendo as arestas incidentes a x, resp. y, sao chamadas de par de H~"Y.

O produto interno de dois grafos ciibicos H e G é qualquer grafo cibico obtido
a partir de H=*¥ e G/ (para algumas arestas zy de H e e, f de G), pela juncao dos
pares de H~*¥ com os pares de G (veja Figura .

Esta construgao foi introduzida por Isaacs [31] e no mesmo trabalho ele mostrou

que o produto interno de dois grafos ciibicos Classe 2 é Classe 2. Além disso, o
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Ge/f H—*Y Um produto interno de G e H

Figura 1.21: Ilustracao dos elementos relevantes do produto interno.

produto interno de dois snarks é um snark.
Muitos grafos ctibicos obtidos pelo produto interno sao Tipo 1, por exemplo todos
os membros das duas familias Blanusa [53]. Porém, apresentamos um exemplo de

grafo ciibico Tipo 2, obtido pelo produto interno de dois grafos ctibicos Tipo 1.

Observacao 12. O produto interno de dois grafos cubicos Tipo 1 pode ser um grafo

cubico Tipo 2.

Demonstragcao. O grafo cibico Hy é um elemento da lista de grafos Tipo 2 na Fi-

gura|l.11] Como este grafo pode ser obtido pelo produto interno de duas cépias do

grafo G(3,1), temos o resultado (Figura |1.22]). O
............................. ..
e Y. Y e f - v
G H
To 1 s s
Y2 1 * U

Um produto interno de G e H

Figura 1.22: Exemplo de grafo ctibico Tipo 2 obtido pelo produto interno de duas
copias do grafo G(3,1) que é Tipo 1.

Até entao, percebemos que o numero cromatico total nao tem relacao com o
indice cromatico de um grafo cibico com conectividade ciclica de aresta menor
que 4. Além disso, observamos que todos os exemplos de grafos cibicos Tipo 2 que
apresentamos possuem quadrados ou triangulos.

Vimos que o produto interno de duas cépias do grafo G(3,1) que é Tipo 1
(Figura ¢ um grafo cubico Tipo 2 com conectividade ciclica de aresta 4 e
Classe 1. Entao, ainda nao encontramos um grafo cibico Tipo 2 com conectividade
ciclica de aresta 4 que seja Classe 2, mesmo possuindo quadrados. Abordaremos

este assunto no préximo capitulo.
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conectividade ciclica de aresta 1
Classe 1 Classe 2

Tipo 1

Tipo 2

conectividade ciclica de aresta 3
Classe 1 Classe 2

Tipo 1

Tipo 2

0

v

0

v

v

v

v

v

conectividade ciclica de aresta 2
Classe 1 Classe 2

Tipo 1

Tipo 2

v

v

v

v

conectividade ciclica de aresta 4
Classe 1 Classe 2

Tipo 1

Tipo 2

v

v

v

8

™ Snark Tipo 2

Figura 1.23: Temos exemplos de grafos cibicos com conectividade ciclica de aresta
1, 2 e 3 de cada Classe e Tipo, e todos possuem triangulos ou quadrados. Vamos
tentar completar esta tabela no préximo capitulo, apresentando exemplos de grafos
cubicos com conectividade ciclica de aresta 4 que sejam Classe 2 e Tipo 2, ou seja,
snarks Tipo 2.

A Tabela resume os exemplos que apresentamos neste capitulo de grafos

cubicos com conectividade ciclica de aresta pequena.
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Capitulo 2
Os primeiros snarks Tipo 2

A questao proposta por Cavicchioli et al. [I5] requer duas condigoes para os grafos
cubicos Tipo 2, porém nenhum grafo cubico que satisfaca pelo menos uma das
condicgoes é conhecido. Assim, esta questao pode ser dividida em duas partes, com
o objetivo de investigar qual é a real dificuldade que deixa esta questao tao dificil
de ser respondida: ser snark ou possuir cintura pelo menos 5.

Para relembrar:

Questao 1. (Cavicchioli et al. [15]) Existe snark Tipo 2 com cintura pelo menos 5%

v Existe snark Tipo 27

e Existe grafo cibico Tipo 2 com cintura pelo menos 57

Neste capitulo respondemos positivamente ao primeiro item e a construgao des-
tes grafos fornece familias infinitas de snarks Tipo 2. O segundo item continua
em aberto, porém os resultados computacionais obtidos em [10] mostram que um

candidato para esta pergunta deve possuir pelo menos 34 vertices.

2.1 Investigando familias de grafos ctibicos com

membros Tipo 2

Em um primeiro momento, para conhecer um pouco mais os grafos cibicos Tipo 2,
estudamos duas familias que julgamos interessantes por possuirem grafos deste Tipo.
Assim, a determinagao do niimero cromatico total dos demais membros das familias
tornou-se indispensavel. Nesta segao, apresentamos o nimero cromatico total de
todos os membros das familias extensao da 5-escada e extensao da 4-escada de
Mobius.

A familia extensao da 5-escada é construida a partir do grafo 5-escada (grafo de
Petersen generalizado G(5,1)), que chamamos de FEj, adicionando-se sequéncia de

quadrados como mostra a Figura [2.1}
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Figura 2.1: Os trés primeiros membros da familia extensao da 5-escada. Membros
E; e E5 sao Tipo 2 [27] e membro E3 é Tipo 1.

Teorema 13. Com excecao dos dois primeiros membros Fy e Ey da familia extensao

da 5-escada, todos os demais membros sao Tipo 1.

Demonstrac¢ao. Os dois primeiros membros desta familia estao na lista de grafos
Tipo 2 apresentada em [27]. Para cada i > 1, a partir de cada grafo Ey;, Eyi1,
Eyi10 e Eyv3, ou seja, com sequencia de quadrados de tamanho 47, 4i + 1, 47 4 2
e 41 + 3, construimos a coloragao do membro seguinte, repetindo consecutivamente
a 4-coloracao-total do conjunto de trés quadrados, indicados pelos retangulos na
Figura . E simples ver como cada 4-coloragao-total se comporta e que nao ha

conflito entre os elementos incidentes ou adjacentes. O

Similarmente, a familia extensao da 4-escada de Mobius é construida a partir

do grafo 4-escada de Mobius adicionando-se sequéncia de quadrados como mostra a

Figura[2.2]

Figura 2.2: Os trés primeiros membros da familia extensao da 4-escada de Mobius
que sao Tipo 2 [27].

Teorema 14. Com exce¢cao dos trés primeiros membros da familia extensdo da

4-escada de Mobius, todos os demais membros sao Tipo 1. [

A prova deste resultado é similar a prova anterior. Veja o esquema das 4-

coloragoes-totais na Figura [2.4]
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1>1

4i 4 1,

Li> 1

43 + 2

1>1

4i + 3,

Figura 2.3: Esquema da 4-coloracao-total para os grafos da familia extensao da

5-escada Fyi, Fyiv1, Fiiyo € Bz, 102> 1
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di4+1,i>1

4i42,i>1

Figura 2.4: Esquema da 4-coloragao-total para os grafos da familia extensao da
4-escada de Mobius.
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2.2 Ferramenta importante: Coloracao de arestas

forte

A partir de agora, comecamos a busca pelos snarks Tipo 2 e, para tanto, iremos
utilizar uma ferramenta importante. Mostramos que (k + 1)-coloragoes-totais de
semigrafos k-regulares sdo caracterizadas por (k + 1)-coloragoes de arestas mais
restritas. Isto ira facitar o nosso trabalho, pois nao precisamos nos preocupar com

a coloracao de vértices.

Definigao 1. Uma (k + 1)-coloracao de arestas de um semigrafo k-regular G =
(V, E,S) é dita uma (k + 1)-coloragio de arestas forte se para cada aresta vw € E,
todas as k + 1 cores aparecem no conjunto de arestas ou semiarestas incidentes a v

ou w.

Equivalentemente, uma (k + 1)-coloracao de arestas forte de um semigrafo k-
regular é uma (k + 1)-coloracao de arestas tal que para cada aresta vw, a cor nao
usada para os elementos de E U S incidentes a v deve ser usada para um elemento
incidente a w. Uma (k 4 1)-coloragao de arestas forte possui a propriedade de que
nao ¢ possivel obter uma outra (k + 1)-coloracao de arestas, trocando-se a cor de

uma unica aresta.

Lema 15. Seja G = (V, E,S) um semigrafo k-reqular. Cada (k + 1)-coloragao de
arestas forte C' de G pode ser estendida para uma (k + 1)-coloragdo-total CT com
CTlgus = C e, para cada (k + 1)-coloragao-total CT de G, CT|pus é uma (k +1)-
coloragao de arestas forte.

Isto implica que existe uma (k + 1)-coloragao-total CT de G se e somente se

existe uma (k + 1)-coloragdo de arestas forte C de G.

Demonstracao. Seja C uma (k 4 1)-coloragao de arestas forte de G. Como G é
k-regular, para cada vértice v de G ha exatamente uma cor ¢, que nao aparece nas
arestas ou semiarestas incidentes a v. Afirmamos que para cada par de vértices
adjacentes u e v, temos ¢, # ¢,. De fato, suponha que u e v sejam adjacentes e tais
que ¢, = ¢,. Logo ¢, nao aparece no conjunto de arestas ou semiarestas incidentes
a u ou v, o que contraria o fato de que C' é uma (k + 1)-coloragao de arestas forte.

Portanto, podemos definir uma (k + 1)-coloragao-total C7 de G da seguinte
forma: atribuimos a cor C(e) parae € FU S e a cor ¢, parav € V.

Por outro lado, seja CT uma (k + 1)-coloragao-total de G, e seja vw € E.
Nesta coloragao temos exatamente k cores usadas para as arestas ou semiarestas
incidentes a v, a tunica nao utilizada é C7(v). Pelo mesmo raciocinio, a tnica cor
nao utilizada nas arestas ou semiarestas incidentes a w ¢ CT(w). Logo, como por
definicao CT (v) # CT(w), temos que todas as cores aparecem no conjunto de arestas

ou semiarestas de v ou w. O
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Portanto, uma 4-coloracao de arestas forte de um grafo cubico GG possui a pro-
priedade de que se atribuimos a cada vértice v de GG a cor ¢ que nao é usada nas
trés arestas incidentes a v, produzimos uma 4-coloracao-total de G. Assim, dizemos
que ¢ é a cor induzida em v pela 4-coloracao de arestas forte.

Pelo Lema um semigrafo cibico G é Tipo 1 se e somente se existe uma 4-
coloracao de arestas forte de G. Isto sera utilizado a partir de agora para mostrar que
alguns grafos e semigrafos sao Tipo 1. Vale ressaltar que esta propriedade também
foi utilizada em programa de computador, para determinar o Tipo de alguns grafos

cubicos.

2.3 O principio da construgao: os tijolos

A ideia da construgao de snarks Tipo 2 é baseada no seguinte fato (utilizado também

no capitulo anterior):

Observagao 16. Um grafo G contendo um subgrafo Classe 2 (resp. Tipo 2) com
grau mazimo A(G), é Classe 2 (resp. Tipo 2).

Entao, uma forma de obter um snark Tipo 2 é, por exemplo, construir um grafo
cubico ciclicamente 4-aresta-conexo a partir de um grafo com grau maximo 3 que seja
Classe 2 e um grafo com grau maximo 3 que seja Tipo 2. Para tanto, apresentamos

a seguir as defini¢oes principais deste capitulo.

Definicao 2. Um tijolo é um semigrafo cibico B = (V| E,S) com exatamente
quatro semiarestas nao adjacentes duas a duas e tal que o grafo subjacente (V, E) é
um subgrafo de um grafo cibico ciclicamente 4-aresta-conexo.

Dados dois tijolos disjuntos B = (V,E,S) e B = (V', E',S"), qualquer grafo
G= VUV EUE UE") com E” um conjunto de quatro arestas disjuntas xy com
x- € Sey €8 édito uma juncio de B e B'.

Lembrando, um quadrado é um ciclo sem corda com 4 vértices e um s-quadrado

é um semigrafo cibico gerado a partir de um quadrado.

As seguintes propriedades dos tijolos sao tuteis e uma prova parecida é apresen-
tada em [40].

Lema 17. (a) O grafo subjacente de um tijolo nao possui ponte.
(b) Qualquer juncao de dois tijolos é um grafo ciclicamente 4-aresta-conezo.

(c) Um s-quadrado é um tijolo e nenhum tijolo possui menos que 4 vértices.

Isto implica que um semigrafo cibico B = (V, E,S) com exatamente 4 semia-
restas nao adjacentes duas a duas é um tijolo se e somente se qualquer junc¢ao

de B e um s-quadrado € ciclicamente 4-aresta-conezo.
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Demonstracao. (a) Seja Gg o grafo subjacente de um tijolo B. Entao, G possui
4 vértices de grau 2 e todos os outros de grau 3. Como B é um tijolo, G é um
subgrafo de algum grafo ctibico H ciclicamente 4-aresta-conexo.

Se G possuisse ponte, o fato de que G possui grau minimo 2 implicaria que
depois da remocao da ponte, as duas componentes possuiriam um ciclo. Pelo menos
uma das componentes possuiria no maximo dois vértices de grau 2, mas em H esta
componente seria conectada ao restante do grafo por no maximo 3 arestas. Assim,
H teria um c-corte de arestas de tamanho no maximo 3. Contradicao.

(b) Sejam B = (V,E,S) e B' = (V', E’,5") dois tijolos disjuntos e G um grafo
obtido pela juncao de B e B’. Se GG contivesse um c-corte de tamanho no maximo 3,
entao um de B, B’ conteria pelo menos 2 arestas deste c-corte, caso contrario, por (a),
ambos B e B’ seriam conexos apds a remocao das arestas e também conectados um
ao outro por pelo menos 1 aresta.

Entao assuma que B contém pelo menos duas arestas do c-corte, implicando que
B’ contém no maximo uma. Mas assim, como B’ continua conexo por (a), ele estd
contido em somente uma componente. Portanto, uma das componentes com ciclo,
apds a remocao do c-corte, deve estar toda em B. Assim, esta componente pode ser
separada pela remogao de no maximo 3 arestas em qualquer grafo ctibico contendo
o grafo subjacente de B, contradicao.

(c) A prova é imediata, pois existem grafos ciibicos ciclicamente 4-aresta-conexos
que possuem quadrados como subgrafos, como por exemplo o K4 ouo G(4,1). Além

disso, por definicao um tijolo deve conter pelo menos 4 vértices. O

Teorema 18. Um grafo obtido pela juncao de um tijolo Classe 2 e um tijolo Tipo 2

¢ um snark Tipo 2.
Demonstracdo. E imediato pelo Lema |17 e pela Observagao . O]

Agora estamos preparados para encontrar um tijolo Classe 2 e um tijolo Tipo 2.

2.4 Encontrando tijolos Classe 2

Nesta se¢ao, mostramos como obter tijolos Classe 2 e provamos que o menor deles

possui 18 vértices.

Definicao 3. Seja G um grafo cibico ciclicamente 4-aresta-conexo. Removendo
duas arestas nao adjacentes de G, obtemos um grafo que gera um semigrafo cibico B
com exatamente quatro semiarestas nao adjacentes duas a duas, que é por defini¢ao
um tijolo. Este tijolo é chamado tijolo-direto de GG. Dois vértices nao adjacentes
de um tijolo-direto B de G que sao adjacentes em G sao chamados de par de B

(em relagao a G). Duas semiarestas incidentes aos vértices do mesmo par de B sao
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também chamadas de par. Por definicao, um tijolo-direto de G contém dois pares
de semiarestas.

Removendo dois vértices adjacentes de G e todas arestas incidentes, se G' possui
pelo menos seis vértices, podemos obter um grafo que gera um semigrafo cibico B
com exatamente quatro pares de semiarestas nao adjacentes duas a duas, que é por
defini¢cao um tijolo. Este tijolo é chamado tijolo-aresta de G. Dois vértices de B
que em G sao adjacentes ao mesmo vértice que nao estd em B sao chamados de par
de B (em relagdo a G). Duas semiarestas incidentes aos vértices do mesmo par de
B sao também chamadas de par. Por definicao, um tijolo-aresta de G contém dois

pares de semiarestas.

Note que existem tijolos que nao sao tijolos-diretos. Um exemplo pode ser visto
na Figura e também pode ser buscado na base de dados HoG [§] procurando
pela palavra-chave Not_direct_brick. Observe que qualquer juncao de pares das

semiarestas produz um grafo ciibico que nao é ciclicamente 4-aresta-conexo.

Figura 2.5: Tijolo que nao ¢ tijolo-direto.

Por outro lado, é possivel mostrar que qualquer tijolo é um tijolo-aresta de um
grafo ciibico ciclicamente 4-aresta-conexo [9].

Mostraremos que tijolos Classe 2 podem ser obtidos a partir do produto interno
de snarks. Antes disto, listaremos algumas propriedades importantes apontadas por

Isaacs.

Lema 19. (Isaacs, 1975 [31)]) Seja G um snark e seja B um tijolo-direto de G. Em
toda 3-coloracdo de arestas de B, pelo menos duas semiarestas que formam um par

em relacao a G, devem possuir cores diferentes.

Demonstragao. E imediato pelo fato de que G ¢é Classe 2 e pelo Lema de Paridade.
O

Lema 20. (Isaacs, 1975 [31]) Seja G um snark e seja B um tijolo-aresta de G.
Em toda 3-coloracao de arestas de B, pelo menos as semiarestas que sao um par em

relacao a G, devem possuir a mesma cor.

Demonstrac¢ao. Novamente, pelo fato de que G é Classe 2 e pelo Lema de Paridade.

]
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Definigao 4. Sejam Sy, Sy dois snarks, seja By = (V, £y, S1) um tijolo-direto de S
com pares de vértices 11,79 € S, Sy € seja By = (Va, By, S9) um tijolo-aresta de Sy
com pares de vértices xy,xs € Y1, Yo.

Entao D = (V4 U Va, By U Ey U {121,129, 141, Seye }) € dito produto interno de
S, Ss.

Assim, o produto interno é uma juncao par-a-par de um tijolo-direto com um
tijolo-aresta, ambos tijolos obtidos de snarks. O produto interno é ilustrado na

Figura2.6l Lembremos que o produto interno ja foi apresentado no capitulo anterior.
Teorema 21. (Isaacs, 1975 [31)]) O produto interno de dois snarks é um snark.

Demonstragao. Seja S o grafo resultante do produto interno de dois snarks. Por
defini¢ao, S ¢ a jungao de Bj, um tijolo-direto de um snark S;, e By, um tijolo-
aresta de um snark S;. Entao, pelo Lema [I7] S é ciclicamente 4-aresta-conexo.
Qualquer 3-coloragao de arestas de S ird induzir 3-coloragoes de arestas de B; e
By que coincidem nas semiarestas que formam uma aresta em S. Como S é uma
juncao par-a-par de By e Bs, Lemas e fornecem resultados contraditérios —

dependendo das cores examinadas serem de B; ou By. Entao, S é Classe 2. O

B By Um produto interno de Sy e Sy

Figura 2.6: Uma ilustracao do produto interno de Sy e Ss.

Definicao 5. Sejam Si, Sy dois snarks, seja B; um tijolo-direto de S; com pares de
vértices 1,75 € Sq, 89, € seja By um tijolo-aresta de S, com pares de vértices x, o
e Y1, y2. Além disso, seja D = (V, E) o produto interno de Sy, S com arestas
{r1x1, r9x9, $1Y1, SoY2} € 2z um vizinho de ry em D.

Entao Z = (V, E',S") com E' = E\ {rix1,rez} e 8" = {ry-, 21,79, 2} é dito um

semi-produto interno de S, Ss.
Lema 22. Um semi-produto interno Z de dois snarks é um tijolo Classe 2.

Demonstracao. Por definicao, Z é um tijolo-direto de um produto interno de dois

snarks. Precisamos mostrar que este é Classe 2. Utilizamos a notagao como na

Definic¢ao
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Se z = x5 o resultado segue exatamente como na prova do Teorema 21| ja que
a contradicao naquela prova segue das conexoes entre um dos dois conjuntos de
vértices pareados.

Entao, assuma que z # x5 e que C' é uma 3-coloracao de arestas de Z. C' induz
uma 3-coloragao de arestas de By, e pelo Lema[20} C(raxs) = C(z1-) é, sem perda de
generalidade, igual a 1. Assim, podemos fixar C(ry-) = 2 e pelo Lema de Paridade
e Lema [19 aplicado & Z, temos que C(ry-) =2 e C(z-) = 1.

Mas entdao C” definido como C' = C' em E(Bj) \ {r2z}, C'(rez) = 1, C'(s1+) =
C'(sy)) = C(s1y1) e C'(r1-) = C'(rg-) = 2 é uma 3-coloragao de arestas de By,

contradizendo o Lema 19l O
Teorema 23. O menor tijolo Classe 2 possui 18 vértices e existem 5 deles.

Demonstracao. O grafo de Petersen é o menor snark, entao os menores tijolos
Classe 2 que podem ser obtidos pelo semi-produto interno sao gerados a partir de um
tijolo-aresta e um tijolo-direto de um grafo de Petersen e possuem 18 vértices. Pela
forte simetria do grafo de Petersen, existem somente dois tijolos-diretos e um tijolo-
aresta gerados a partir deste grafo. Assim, temos 5 tijolos Classe 2 nao isomorfos
de ordem 18, obtidos por este semi-produto interno.

Usando o computador e enumerando todos os semigrafos ciibicos de exatamente 4
semiarestas nao adjacentes duas a duas até 18 vértices e filtrando os tijolos Classe 2,
foi mostrado que estes sao os menores tijolos Classe 2 e que todos possuem 18

vértices. Figura apresenta um destes grafos. O

Figura 2.7: Um dos menores tijolos Classe 2.

Um exemplo de tijolo-direto Classe 2 construido a partir de um snark de Loupe-

kine [30], é o grafo com 22 vértices e grau maximo 3 construido por Goldberg [25].

Experimentando tijolos Com o objetivo de construir snarks usando tijolos, de-
finimos uma familia infinita de snarks com quadrados. Considere o tijolo-direto BL,
que é um semi-produto interno de dois grafos de Petersen, obtido pela remocao das
arestas r1xy, roxs (veja Figura do snark de Blanusa. Vimos que este tijolo pos-

sui 18 vértices e é o menor. Existem exatamente dois snarks obtidos pelo produto

32



interno de dois grafos de Petersen [44]. Assim, construimos duas familias de snarks:
uma a partir do tijolo-direto BL; e outra a partir do tijolo-direto BLs.

Construimos o grafo BLiS,f;, 1=1,2e 7,k >0, da seguinte forma:

e Pela juncao do tijolo BL; com o tijolo gerado a partir de uma sequéncia de j

quadrados, dando origem ao grafo ciibico BL;S7, i = 1,2 ¢ j > 0;

e Em seguida, pela juncao do tijolo obtido pela remocao das arestas siyi, So¥s
(veja Figura de BL;S?, com o tijolo gerado a partir de uma sequéncia de
k quadrados, dando origem ao grafo ctibico BLiSi, 1=1,2¢e 5,k >0.

O grafo BLiSi, 1 =1,2¢e 75,k >0, é um snark. A Figura apresenta um
exemplo Tipo 1 de cada familia. Utilizando as 4-coloragoes-totais para as sequéncias
de quadrados do Teorema [13| e as 4-coloracoes-totais dos semigrafos da Figura [2.9]
é facil ver que todo snark BLiSi, 1=1,2ej,k>4,¢éTipo 1.

Tijolos-diretos Tijolo-aresta

Figura 2.9: Os dois tijolos-diretos e o tijolo-aresta obtidos a partir do grafo de
Petersen e usados na construgao dos snarks BL;S}’s, com uma 4-coloragao-total
cada.
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2.5 Encontrando tijolos Tipo 2

Tijolos Tipo 2 nao foram féceis de serem encontrados. Pela lista apresentada em [27],
sabemos que um tijolo Tipo 2 deve possuir pelo menos 18 vértices. Com o auxilio
de computador, foi determinado que o menor tijolo Tipo 2 possui 22 vértices. Este
é apresentado na Figura [2.10| e é denotado por B*. A seguir, mostramos que este

grafo é um tijolo Tipo 2.

Figura 2.10: O tijolo Tipo 2 B*.

Lema 24. Em toda 4-coloracao total de um s-quadrado, semiarestas incidentes aos

vértices adjacentes possuem cores diferentes.

Demonstracao. Considere um s-quadrado S com arestas ab, be, cd, da (Figura.
Assuma que o lema nao é verdadeiro. Neste caso, existe uma 4-coloracao-total C7 de
S tal que a- e b- possuem mesma cor. Pelo Lema [15]| aplicado a aresta ab, podemos
assumir sem perda de generalidade que CT(a) = 1, CT(b-) = 1, CT(ab) = 2,
CT(ad) = 3, e CT(bc) = 4. Além disso, aplicando o Lema [15] as arestas ad e bc,
temos que C7(d-) = 4 e CT(c:) = 3, mas entdo a aresta cd nao satifaz o Lema [15]

contradicao. |

Figura 2.11: Figura auxiliar para encontrar uma 4-coloracao de arestas forte de .S.

Chamamos o grafo consistindo em dois quadrados compartilhando uma aresta, de
um domind, e o semigrafo cibico gerado a partir de um dominé, de um s-domino.
Dois vértices com distancia méaxima em um s-domind sao chamados de vértices

opostos. Um s-domind contém dois pares de vértices opostos.

Lema 25. Toda 4-coloracao-total CT de um s-domind é tal que para um par de

vértices opostos x ey, o sequinte fato acontece: CT(x) = CT(y) e CT(x-) # CT(y").

Demonstracao. Considere um s-domind D com arestas x1xs, ToZ3, T3y, T4Ts, T5Xg,
T6T1, ToTs, € seja CT uma 4-coloragao-total de D (Figura [2.12)).
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Por simetria, pelo Lema [I5] para a aresta xqx;, e pelo Lema [24] assumimos sem
perda de generalidade que C7 (zo15) = 1, CT(212) = CT(2524) = 2, CT (2913) = 3,
e OT(z5m6) = 4.

SeEmE®

Figura 2.12: Uma 4-coloracao de arestas forte aplicada a aresta zox5 de D.

Pelo Lema para a aresta x179, e pelo fato de que C7T(z516) = 4, temos
que CT(z;-) = 4; similarmente, temos que CT(x4-) = 3. Lema 15| para a aresta
r1x¢ implica que a aresta x;x¢ e a semiaresta (z4-) devem possuir cores 1 e 3 (nédo
necessariamente nesta ordem). Similarmente, Lema |15 para a aresta zzz4 implica
que a aresta xzzy e a semiaresta (z3-) devem possuir cores 1 e 4.

Em qualquer caso, xg e w3 recebem cor 2. Assim, estes vértices satisfazem a
propriedade desejada, exceto no caso em que C7(zg-) = CT(x3-) = 1. Porém neste
caso temos que CT(z3w4) = 4 ¢ CT(z176) = 3, e os vértices z; e x4 satisfazem a

propriedade desejada. O
Teorema 26. O semigrafo B* da Figura[2.10 é um tijolo Tipo 2.

Demonstracao. Considere o semigrafo B* na Figura|2.10} este é um semigrafo ciibico
com exatamente 4 pares de semiarestas nao adjacentes e, adicionando, por exemplo,
as arestas nao adjacentes a1dy e bicy, obtemos um grafo ciibico ciclicamente 4-aresta-
conexo. Entao, B* é um tijolo-(direto). Agora, mostraremos que este é Tipo 2.

Observe que os vértices x1, x9, T3, T4, T5, € Tg de B* induzem um dominé em B*.
Além disso, os pares opostos deste dominé estao ligados de forma similar ao mesmo
grafo, pois B*[ay, by, c1,dy, as, by, co, ds] é isomorfo a B*|ag, bs, c3, d3, ayg, by, ¢4, dy).

Assuma que existe uma 4-coloracao-total CT de B*. Entdo, pelo Lema e
pela simetria de B*, podemos assumir, sem perda de generalidade, que CT(x;) =
CT(zy) =1, CT(x1dy) = 2, e CT(x4by) = 3.

Agora, pelo Lema [24] aplicado ao s-quadrado gerado por as, by, co, ds, arestas
dyay e cico ndo podem ser coloridas com cores 2 ou 3 em C?. Por outro lado, pelo
Lema aplicado ao s-quadrado gerado a partir do quadrado aq, by, ¢, d;, arestas
dyay e cicy nao podem ser coloridas com a mesma cor em C7.

Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que CT(dyas) = 1 e
CT(Clcg) =4.

Observe que, como os vértices x; e x4 sao coloridos com cor 1, nao existe aresta
incidente a eles colorida com a cor 1. Entao, pelo Lema aplicado as arestas

x1dy € x4by, e pelo fato de que a aresta dias é colorida com cor 1, temos que
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CT(dycy) = CT(bycy) = 1, 0 que é impossivel. Temos uma contradigao e assim

nao existe nenhuma 4-coloracao total de B*. O]

Claro que qualquer tijolo que possua o grafo subjacente de B* como um subgrafo,
¢ Tipo 2. Uma busca computacional verificou que até 26 vértices, esta é a tnica

forma de se obter tijolos Tipo 2 maiores:

Observacgao 27. Eziste somente um tijolo Tipo 2 com 22 vértices e € o tijolo B*
apresentado na Figura [2.10 Existem dois tijolos Tipo 2 com 24 vértices e existem
dez tijolos Tipo 2 com 26 vértices. Todos estes contém o grafo subjacente de B*

como subgrafo.

O tijolo Tipo 2 com 22 vértices pode ser encontrado através da base de dados

HoG [8] buscando pela palavra chave Type2_brick_22.

2.6 Os snarks Tipo 2

Agora estamos preparados para apresentar o principal resultado deste capitulo.
Como a juncao de um tijolo Classe 2 e um tijolo Tipo 2 gera um snark Tipo 2,

podemos construir snarks Tipo 2.
Teorema 28. FExistem snarks Tipo 2 para cada ordem par n > 40.

Demonstracao. Qualquer jungao do tijolo Tipo 2 de ordem 22 da Figura com
um tijolo Classe 2 de ordem 18 que descrevemos na Secao (Figura é um
snark Tipo 2 de ordem 40. Usando o computador para gerar todas as possiveis
combinacgoes, foram encontrados, a menos de isomorfismo, 11 snarks Tipo 2 de
ordem 40. A Figura [2.13] apresenta um destes grafos. Todos os grafos podem ser
obtidos na base de dados HoG [§] buscando pela palavra chave Type2_Class2_40.

A partir de qualquer tijolo Classe 2 ou Tipo 2 B é facil obter um novo com
mais dois vértices v e w: remova duas semiarestas x-, y- e adicione arestas xv, vw,
wy e semiarestas v-, w-. Além disso, o semigrafo obtido é um tijolo-aresta de um
grafo ciclicamente 4-aresta-conexo obtido pela juncao de B e um s-quadrado; e este
contém o grafo subjacente de B como subgrafo. Entao, existem snarks Tipo 2 para

toda ordem par a partir de 40. O

Neste contexto, encerramos este capitulo com a seguinte pergunta: Existe um
snark Tipo 2 de ordem menor que 407

Uma busca computacional listou todos os snarks com até 34 vértices e todos sao
Tipo 1. Assim, as tnicas possiveis ordens ainda desconhecidas sao 36 e 38. Mais
detalhes sobre a parte computacional deste capitulo podem ser vistos no Apéndice[A]

No préximo capitulo daremos continuidade a busca pelo snark Tipo 2 sem qua-

drados.
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Figura 2.13: Um dos 11 menores snarks Tipo 2 obtidos pela juncao de tijolos das

Figuras 2.7 e [2.10]
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Capitulo 3
E a busca continua

Até o presente momento, todo snark Tipo 2 que conhecemos possui quadrados e todo
grafo cibico Tipo 2 conhecido na literatura, qualquer que seja o indice cromatico ou
conectividade ciclica de aresta, possui quadrados ou triangulos (familias de grafos
cibicos Tipo 2 sao conhecidas desde 1988 [I§]). Entao, poderiamos pensar que nao
existem grafos ctibicos Tipo 2 com cintura pelo menos 5. Neste contexto, investiga-

mos a Questao [2, brevemente abordada como um item no inicio do Capitulo [2|
Questao 2. Eziste grafo cubico Tipo 2 com cintura pelo menos 5%

Esta questdo é mais geral que a questao proposta por Cavicchioli et al. [15], j&
que esta tltima se refere somente aos snarks.

Buscando responder positivamente a Questao 2] apresentamos uma condi¢ao
suficiente para grafos cubicos serem Tipo 2, que nos permitiu mostrar que alguns
grafos sao Tipo 2 sem o uso do computador. Por outro lado, analisamos outras
familias de snarks e também a classe de grafos ctibicos bastante conhecida dos grafos
de Petersen generalizados, contribuindo com as evidéncias de que a Questao [2] possui

resposta negativa.

3.1 Grafos cubicos Tipo 2

Foram apresentados nos capitulos anteriores, diversos exemplos de grafos ciibicos
Tipo 2, porém todos contendo quadrados ou triangulos.

Chetwynd e Hilton [I8] provaram que todos os membros da familia escada de
Mobius sao Tipo 2 (um grafo cibico escada de Mobius, em inglés “Mobius ladder
graph”, consiste em um ciclo par tal que os vértices das diagonais opostas sao conec-
tados por uma aresta). Utilizando o computador, Hamilton e Hilton [27] listaram
todos os grafos com grau maximo 3 que sao Tipo 2 e criticos até ordem 16, con-
tinuando a lista obtida por Chetwynd [I7] de grafos até ordem 10. Dentre estes

165 grafos, somente um nao possui quadrado: é o grafo ctibico K34 de ordem 12
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obtido a partir do K33 na substituicao de cada um dos trés vértices de uma parte
da biparti¢do por um triangulo (Figura . Além disso, também com uma busca
computacional, foi verificado que dentre os grafos ctibicos sem quadrado com cintura
pequena, somente mais um é Tipo 2: o grafo de Petersen generalizado G(9,3) [10]
(veja Figura . Portanto, até entao nao conhecemos nenhum outro grafo cibico
sem quadrado que seja Tipo 2 e os dois grafos K33 e G (9,3) possuem triangulos.
Além disso, nao temos ideia de como explicar porque um grafo ctibico Tipo 2 “pre-
cisa” de ciclos pequenos.

De qualquer forma, a cintura parece desempenhar um papel relevante na co-
loragao total. Uma coloragao total fraciondria é uma atribuicao de valores no inter-
valo [0, 1] a cada conjunto independente de elementos de um grafo, ou seja, conjuntos
de vértices e arestas dois a dois nao incidentes nem adjacentes, de forma que a soma
dos valores atribuidos a todos os conjuntos independentes nos quais cada elemento
do grafo estd contido, deve ser pelo menos 1. O tamanho de uma coloragao total
fracionaria é a soma dos valores atribuidos a todos os conjuntos independentes do
grafo. O mimero cromdtico de coloragao total fraciondria de G, denotado por X%,
¢ o menor tamanho de uma coloragio total fracionaria de G (veja [56] para mais
detalhes sobre coloragoes fraciondrias). Sabe-se que 4 < x} < x” < 5 para grafos
cibicos [56]. Reed [47] conjecturou que para todo € > 0 e todo inteiro A, existe
g tal que o nimero cromatico de coloragao total fracionaria de qualquer grafo com
grau maximo A e cintura pelo menos g é no maximo A + 1 + €. Esta conjectura foi
provada em [33] para A = 3 e A par, e em [36] para os demais casos. Em particular,

o resultado seguinte é provado para o caso ctibico em [33].

Teorema 29 ([33]). O nimero cromdtico de coloragdo total fraciondria de qualquer

grafo com grau mdzrimo 3 e cintura pelo menos 15840 € 4.

Caso nao existam grafos ctbicos com cintura pelo menos 5 que sejam Tipo 2,
poderemos entao substituir 15840 por 5 no Teorema [29] porque a partir de uma
coloracao total sempre conseguimos construir uma coloracao total fracionaria de
mesmo tamanho.

Como o problema de decidir se um grafo ciibico é Tipo 1 é N P-completo [42],
nao ¢é facil encontrar uma caracterizacao para os grafos Tipo 2 e, em geral, para
mostrar que um grafo cibico é Tipo 2, nao conhecemos outra estratégia, além de
tentar colorir o grafo com quatro cores até encontrar uma impossibilidade.

Porém, apresentamos uma condicao suficiente que garante que um grafo ciibico é
Tipo 2. Esta condicao nos permite provar que alguns grafos ciibicos sao Tipo 2 apre-
sentando uma prova tedrica, sem utilizar o computador. Esta condicao é baseada
na seguinte observacao.

Dada uma 4-coloragao-total de um grafo cibico G Tipo 1, seja M; o conjunto de
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arestas com a cor ¢. Pela definigao de uma coloragao total, M; é um emparelhamento.
Além disso, como temos uma 4-coloracao-total de um grafo cibico, todo vértice
que nao ¢ incidente a uma aresta deste emparelhamento deve ser colorido com a
cor 7. Assim, estes vértices formam um conjunto independente e nenhuma outra
aresta pode ser adicionada ao emparelhamento, ou seja, M; é um emparelhamento
maximal. Isto nos dé, juntamente com o Lema |15 mais uma caracterizacao dos

grafos ctibicos Tipo 1.

Propriedade 30. Um grafo cibico € Tipo 1 se e somente se seu conjunto de arestas

pode ser particionado em quatro emparelhamentos maximais.

Demonstrag¢ao. Ja mostramos que esta condi¢ao é necessaria. Assuma que um grafo
cubico G possui uma particao de suas arestas em quatro emparelhamentos maximais
My, My, M3, M. Seja S; o conjunto de vértices nao cobertos por M;, i € {1,2,3,4}.
Como M; é maximal, cada S; é um conjunto independente. Além disso, como G é
cibico, para todo vértice v de G existe uma tnica cor i € {1,2, 3,4} tal que nenhuma
aresta incidente a v em G estd em M;. Assim, Si,55,53,54 ¢ uma particao dos
vértices de G em conjuntos independentes (podemos ter algum S; vazio) e a fungao
que atribui cor ¢ a um elemento de M; U S; (i € {1,2,3,4}) é uma 4-coloragao-total
de G. m

Logo, se um grafo ctibico G nao pode ser particionado em quatro emparelha-
mentos maximais, entao o grafo é Tipo 2. Uma forma de um grafo ctbico nao
poder ser particionado em quatro emparelhamentos maximais ¢ se este nao possuir

emparelhamento maximal de tamanho pelo menos % (todos os emparelhamentos

maximais teriam tamanho menor que IT‘ e, neste caso, a soma do tamanho de qua-

tro emparelhamentos seria menor que |E|). Porém, sabemos que todo grafo cibico

sem ponte admite um emparelhamento perfeito [43], ou seja, de tamanho %, que ¢é
72—
2=
emparelhamento maximal “grande”.

sempre maior que 3?”. Assim, os grafos ciibicos sem ponte sempre possuem um
A partir de uma outra forma de um grafo cibico nao poder ser particionado em
quatro emparelhamentos maximais, derivamos a seguinte condicao suficiente para

um grafo cuibico precisar de cinco cores em qualquer coloragao total:

Propriedade 31. Se um grafo cubico G nao possui emparelhamento maximal de

;. E ~ , .
tamanho no mdzrimo %, entio G ¢ Tipo 2.

Ou seja, todos os emparelhamentos maximais teriam tamanho maior que % e,
neste caso, a soma do tamanho de quatro emparelhamentos seria maior que |E|.

Como veremos mais tarde, esta condi¢ao nao é necessaria para ser Tipo 2, porém
pode ser usada ainda com sucesso. Denotamos por MMM (G) o emparelhamento

maximal de tamanho minimo de um grafo G. Em [69], foi mostrado que o problema
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de computar o M M M (G) é NP-dificil mesmo para grafos bipartidos de grau maximo

3 ou grafos planares de grau maximo 3. Observe que a Proposicao pode ser

generalizada como: se um grafo G k-regular nao possui emparelhamento maximal
|E|

de tamanho no maximo ; =, entao G nao possui uma (k+1)-coloragao-total (k > 1).

Corolario 32. Grafos K4, K33, G(5,1) e G(9,3) sao Tipo 2.

Demonstrag¢ao. Como o K, é um grafo completo, todo emparelhamento maximal é
um emparelhamento perfeito e a condicao da Proposicao [31] é satisfeita.

No caso do K33 0 mesmo acontece, ou seja, todos os emparelhamentos maximais
sao perfeitos e entao K33 também satisfaz a condicao da Proposicao .

Agora, suponha que o grafo de Petersen generalizado G(5,1) (veja Figura (3.1))
possui um emparelhamento maximal M de tamanho no maximo 3 = Llffj Este
deixa um conjunto independente S de vértices nao cobertos por M tal que |S| > 4.
Assim, S contém precisamente dois vértices do ciclo ugujususuy e dois vértices do
ciclo vov1vusvy (pela estrutura do grafo). Assumindo, sem perda de generalidade,
que u, e usz estao em S, temos que usvy estd em M, e dessa forma, somente mais um
vértice (vq ou 1) pode estar em S, contradi¢ao com o fato de que S contém pelo
menos 4 vértices.

Considere agora o grafo G(9,3) (veja Figura[3.1)). Este grafo possui 18 vértices e
27 arestas. Suponha que G(9, 3) possui emparelhamento maximal M de tamanho no
méximo 6 = | 4], e seja S o conjunto de vértices nio cobertos por M, entdo |S| > 6.
Por defini¢ao, G(9, 3) consiste em um ciclo externo C' de 9 vértices e trés triangulos
conectados a C' por trés arestas incidentes aos vértices que estao mutuamente a
distancia 3 em C'.

Afirmacao 1: Os trés vizinhos em C' dos vértices de um triangulo nao podem
estar todos em S.

Prova da Afirmagao 1: Assuma que os vértices de um triangulo sao adjacentes
a trés vértices de S. Assim, os trés vértices do triangulo deveriam ser dois a dois
emparelhados pelas arestas de M. Isto é impossivel.

Afirmagao 2: Se uma das arestas que conectam um triangulo a C' estd em M,
e um dos vizinhos em C' de um vértice deste mesmo triangulo estd em S, entao o
triangulo nao possui vértices em S.

Prova da Afirmacdo 2: Denote por ti,ts,t3 os vértices do triangulo, por tic a
aresta em M e por toc a aresta tal que ¢ € C'N S. De fato, o vértice t5 nao pode
estar em S, e a unica maneira deste vértice ser coberto é se a aresta tot3 estiver em
M. Assim, nenhum vértice do triangulo esta em S.

Como um triangulo possui no maximo um vértice em S, pelo menos trés vértices
de S estao em C'. Pela Afirmacao 1, dois vértices com distancia 2 em C' deverao

estar em S. Assuma, sem perda de generalidade, que estes vértices sao u; e us.
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Portanto, usve deve estar em M.

Assuma que o triangulo vovsvg contém um vértice em S, por simetria, podemos
assumir que vs € S. Assim, wvgug esta em M e ug deve ser coberto pela aresta
upvy em M. Agora, C' contém no maximo mais um vértice em S (ug ou uy), e pela
Afirmagao 2, o triangulo v3vgvy nao contém nenhum vértice em S. Contradigdo com
o fato de que S contém pelo menos 6 vértices.

Assuma que vovu5vg nao contém vértices em S. Entao, C' deve conter mais do que
3 vértices e um deles deve ser us ou ug. Por simetria, podemos assumir que ug € S.
Assim, novamente ugvy deve estar em M e pela Afirmacao 2, o triangulo v3vgvg nao
contém vértices de S. Como C' contém no méximo 4 vértices de S, chegamos a uma
contradicao com o fato de que S contém pelo menos 6 vértices. Isto completa a

prova. ]

Uo

Uy Ul

us U2 us Uy
G(5,1) G(9,3)

Figura 3.1: Grafos de Petersen generalizados que sao Tipo 2: G(5,1) e G(9, 3).

Por [13] 18], sabemos que dentre os grafos de Petersen generalizados G(n, 1) com
n > 3, 0 Gnico que nao possui emparelhamento maximal de tamanho no maximo
Bl ¢ o grafo G(5,1) que é Tipo 2. Na Secao pelo Teorema e resultados
1 , : .
computacionais, mostramos que dentre todos os grafos de Petersen generalizados
G(n,3) com n > 7, o Gnico que nao possui emparelhamento maximal de tamanho
no maximo % é o grafo G(9,3) que é Tipo 2.

A condicao suficiente nao é necessaria. Por exemplo, nao podemos utilizar a
condigdo para provar que o grafo K3, (Figura |3.2) é Tipo 2. No K3, existe um
emparelhamento maximal de tamanho 4, que é menor ou igual a % = L%j. Veja a

seguir uma prova de que o grafo K. ?’373 é Tipo 2.
Propriedade 33. O grafo K3 ¢ Tipo 2.

Demonstracao. Denotamos por A, B,C,aq,as,as,by,bs, b, c1,co,c3 0s vértices do

Kj 5, onde a;,b;,c; sao os trés vértices dos triangulos, A é adjacente a todos os
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a;’s, B a todos os b;’s e C' a todos os ¢;’s (1 < i < 3). Nao existe emparelhamento
maximal de tamanho menor que 4, pois nao existe nenhum conjunto independente
de cardinalidade 6 no Kj 3.

Afirmagao 1: Para qualquer emparelhamento maximal M do K3 5 de tamanho 4,
o conjunto independente S de quatro vértices nao cobertos contém exatamente dois
vértices dos A, B, C.

Prova da Afirmacdo 1: O conjunto S contém pelo menos um vértice dos A, B, C,
pois existem quatro vértices em S e cada triangulo contém no maximo um vértice
em S. Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o vértice A estd
em S. Entao, ai,as, a3 devem ser cobertos por trés arestas distintas de M que
estdo nos triangulos. Portanto, como |M| = 4 existe precisamente uma aresta de
M conectando um dos triangulos aos vértices B e C, e precisamente um dos dois
vértices B e C' continuam nao cobertos por M.

A Afirmacao 1 prova que quaisquer dois emparelhamentos maximais de tama-
nho 4 nao possuem conjuntos de vértices nao cobertos que sao disjuntos, e pela Pro-
priedade , a partigao das arestas de K34 em quatro emparelhamentos maximais
nao pode conter mais do que um emparelhamento maximal de tamanho 4. Dessa
forma, K33 nao admite uma partigao das 18 arestas em quatro emparelhamentos

maximalis. O

a) as

b, Cc3
C h}

ai

c by

Figura 3.2: Grafo K3 .

3.2 Grafos de Petersen generalizados Tipo 1

Na Segao[3.1] provamos que os grafos G(5, 1) e G(9, 3) sao Tipo 2 e, até onde sabemos,
estes sao os unicos exemplos de grafos de Petersen generalizados Tipo 2. Além disso,

por [I8] sabemos que todos os grafos de Petersen generalizados G(n,1), também
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conhecidos como prismas ou “ladders” sdao Tipo 1, com exce¢ao de G(5,1). Os
resultados que apresentamos nesta secao indicam que dificilmente encontraremos
mais grafos Tipo 2 nesta classe de grafos cuibicos.

Evidenciamos isto provando que, para cada inteiro positivo k£ > 2, existe no
méaximo uma quantidade finita de grafos de Petersen generalizados G(n, k) que sao
Tipo 2.

Para provar o préximo teorema, definimos o seguinte semigrafo Fj;, para [ >
2k — 1:

e Os vértices de [}y, sao

U, U2y - -+, UL, V1, V2, - - - U,y

o As arestas de Fjj, sao
w;uiq para 1 <1 </,
u;v; para 1 <1 </,
vivik para 1 <@ <[ —k,

e As semiarestas de Fj; sao divididas em duas classes: semiarestas da esquerda
e semiarestas da direita. Cada classe contém k + 1 semiarestas numeradas de
0ak:

A 0-ésima semiaresta da esquerda é uy-,
A i-ésima semiaresta da esquerda é v;-, para 1 < i <k,
A 0-ésima semiaresta da direita é -,

A (i — 4 k)-ésima semiaresta da direita é v;+, paral —k+1 <i <.

Todo semigrafo isomorfo a £, é chamado de k-bordado de tamanho .

Definimos a mistura de um k-bordado F' de tamanho [ e um k-bordado F' de
tamanho I’, como o k-bordado FF’ de tamanho [ + I’ obtido pela juncao da i-
ésima semiaresta da direita de F' com a i-ésima semiaresta da esquerda de F’ para
0 <i < k. As semiarestas da esquerda de FI’ sdo de I e as semiarestas da direita
sao de F'.

Definimos o fechamento de um k-bordado F' como o grafo obtido pela juncao,
para cada 0 < ¢ < k, da i-ésima semiaresta da esquerda de F' com a i-ésima
semiaresta da direita do mesmo F. E simples verificar que o fechamento de um
k-bordado de tamanho [ > 2k é um grafo de Petersen generalizado G(I, k). Veja na
Figura o grafo G(11,3) obtido a partir dos 3-bordados Fs3 e Fg 3.

Dadas duas 4-coloragoes de arestas forte ¢ e ¢’ dos k-bordados F' = Fj; e
F' = Fy, respectivamente, dizemos que ¢ é compativel com ¢’ se para cada i
de 0 a k:

e a cor dada por ¢ para a i-ésima semiaresta da direita de F' é igual a cor dada

por ¢ para a i-ésima semiaresta da esquerda de F’;
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e a cor induzida por ¢ no vértice extremo da i-ésima semiaresta da direita de F’
é diferente da cor induzida por ¢’ no vértice extremo da i-ésima semiaresta da

esquerda de F".

Assim, ¢ e ¢ geram uma 4-coloracao de arestas forte para a mistura de F' e F’.
As 4-coloragoes de arestas forte de uma familia F de k-bordados, para um dado
k, sao chamadas de mutuamente compativeis se, para quaisquer duas coloracgoes ¢ e
¢ (ndo necessariamente distintas), temos que ¢ é compativel com ¢’. Note que 4-
coloragoes de arestas forte da familia F de k-bordados sao mutuamente compativeis

se e somente se para cada ¢ de 0 a k:

e todas as i-ésimas semiarestas possuem mesma cor;

e a cor induzida no vértice extremo de qualquer i-ésima semiaresta da direita é
diferente da cor induzida no vértice extremo de qualquer i-ésima semiaresta

da esquerda.

Assim, qualquer sequéncia de misturas em F e também de seus fechamentos

possuem uma 4-coloragao de arestas forte.

Teorema 34. O grafo de Petersen generalizado G(n,k) € Tipo 1 para k > 2 en tal
que n = 2k + (2k — 1)u para inteiros nao-negativos X e fi.

Demonstracao. A prova segue da seguinte forma: para todo k& > 2, definimos duas
4-coloragoes de arestas forte, uma para o k-bordado Fj ;, e outra para o k-bordado
Fo,—1 i, que sao mutuamente compativeis.

Como podemos obter G(n, k) pela mistura de A k-bordados de tamanho 2k e i
k-bordados de tamanho 2k — 1, a afirmacao esta provada.

Temos que separar em dois casos de acordo com a paridade de k.

e Caso k par:

Definimos uma 4-coloracao de arestas forte ®,, com cores 1,2,3,4 para um k-
bordado de tamanho 2k. A Figura [3.3] apresenta a coloragao.

O conjunto )

se 1 < k,1 par,

se 1 < k,7 impar,

1
2
3 seti >k, par,
4

DPop(Uittiy1) =
\ se 1 > k,1 impar.

(

1 sek <1< 2k,1 par,

2 se k <1< 2k,i impar,

‘I)2k(uz'vz‘) =

3 set <k, par, oui=2k,

\4 se 1 < k,i impar.
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3 sei<k,iimpar,
Doy (vivitr) = , ,
4 sei1 <k,ipar.

. 1 sed impar, ou i =0,
oy, (i-ésima semiaresta) =

2 se1 par.

k k

(1 2 1 2 L [3 4 3 4] 1
4 3 4 4}/1L[2 i 2 2 /31\
aNaIaN aN AC A A A\

(1 32 41 3 1 3)2 43 14 23 1 3 1]4 2

k k-1

(1,2 1 2 | [3 4 4 .3 ]

(4 3 4 47 4 O 2 2l ] 4
AANA A AAA AL AN

(1 32 41 3 1 3]2 13 24 1 4 1]3 2

Figura 3.3: As 4-coloracgoes de arestas forte ®o; € Por_1 para o caso k par. As cores
das semiarestas estao em negrito.

Agora, definimos uma 4-coloracao de arestas forte ®,5_; para um k-bordado de
tamanho 2k — 1. A Figura apresenta a coloracao.

O conjunto
(

1 sei <k, par,

2 set < k,iimpar,
Dop—1 (UiUir1) =
3 set >k, par,
4

se ¢ > k,1 impar.

\

se k <1 < 2k,t impar,

se k <1 < 2k, par,
q)2k—1(uivi) =
se 1 < k,i par,

I S

se © < k,i impar, ou ¢ = k, 2k — 1,

3 se i impar,
‘%kq(%’vwk) = )
4 se i par.

_ 1 se impar, ou i = 0,
oy (i-ésima semiaresta) =

2 se i par.
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e Caso k impar:
Definimos uma 4-coloracao de arestas forte o com cores 1,2,3,4 para um k-

bordado de tamanho 2k. A Figura |3.4] apresenta a coloragao.

O conjunto
.
1 sei<k,ipar,ous=2k—1,
2 set < k,i impar,
SOQk(Uz'UiH) =
3 sei >k, par,
\4 se k <1< 2k —1,i impar.
1 sek<i<2k—1,7 impar,
2 sek<i1<2k,ipar,oui=2k—1,
802k(uivi>:<
3 set <k, par,oui=Kk,
\4 se 1 < k,i impar, ou i = 2k.
1 sei<k,iimpar,ous=Fk—1,
9021<:(Uwi+k) =
2 set<k—1 par.
2 se1=k,
o (i-ésima semiaresta) = ¢ 3 se i < k,i fmpar, ou i = 0,
4 seiparei##0.
k-1 k-1
3 [2 1 2 1] [4 3 3] .1 3
4 @ 4 ) /3L[2 I 2 /21\/4L
AT A AKX A
3 14 23 1 3 14 12 10 32 4 1 31 41 2
k-1 k=2
3 _[2 1 2 1] (3 4 3], 1 .3
T AT A4
AA A\
3 1@ 23 1 3 14 12 3(1 42 3 2 31 41 2

Figura 3.4: As 4-coloracoes de arestas forte ¢or € por_1 para o caso k impar. As
cores das semiarestas estao em negrito.

Definimos uma 4-coloracao de arestas forte @951 para um k-bordado de tamanho

2k — 1. A Figura|3.4] apresenta a coloragao.
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O conjunto

se 1 < k,1 par, ou i = 2k — 2,

se 1 < k,7 impar,
§02k—1(Uz‘Uz‘+1) = . .
se 1 > k,1 impar,

=~ W N =

se k <1< 2k—2,i par.

se k <1< 2k — 1,7 impar,

se k <1< 2k—1,1i par,
SDZkfl(uivi) =
se 1 < k,i par,

. S

se 1 < k,i impar, ou i = 2k — 1.

1 sei<k,iimpar,ous==Fk—1,
902k—1(UiUi+k) =
2 se1<k—1 par.

2 sei1=k,
©or—1(i-ésima semiaresta) = ¢ 3 se i < k,i fmpar, ou i =0,
4 se 1 par.

Fazendo uma andlise, veremos que as 4-coloracgoes de arestas forte @9 € Pop_q,

assim como oy € Yor_1, S0 Mutuamente compativeis. Isto completa a prova. ]

A Figura [3.5] apresenta um exemplo.

e para o 3-bordado de tamanho 6

. N . N . N N , N
, N N N N N
. ~-_ ~ < ~ N Y N
, , ~ it - N N
7 , 2z N N N
. . . N N\ N

Figura 3.5: Aplicagao do Teorema [34] para obter uma 4-coloracao de arestas forte
do grafo G(11,3).

Corolario 35. Paran > (2k —1)(2k —2), o grafo de Petersen generalizado G(n, k)
¢ Tipo 1.
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Demonstracao. Foi provado por Sylvester [59] que cada inteiro n > (2k —1)(2k — 2)
pode ser obtido pela combinacao adequada dos nimeros 2k e 2k — 1. Assim, a

afirmacao acima é consequéncia direta do Teorema (34! m

Teorema 36. Se G(n, k) € Tipo 1, entao G(n', k') € Tipo 1, para todo n’ =0 mod n
e todo k' = k mod n.

Demonstra¢ao. Sejam n > 3 e k dois inteiros tais que G(n, k) é Tipo 1. Assim,
existe uma 4-coloracao de arestas forte ¢ do k-bordado F' = F},, satisfazendo as
propriedades indicadas anteriormente, para a prova do Teorema[34] que garante que
qualquer sequéncia de misturas de copias de F' e também seus fechamentos, possuem
uma 4-coloracao de arestas forte.

Entao, para qualquer n’ que é um p-ésimo multiplo de n, obtemos uma 4-
coloragao de arestas forte ¢ de G(n/,k) fazendo a mistura de p cépias de F' e
esta coloracao possui a propriedade de que para cada 1 < i < ne0 < p <p
as arestas v;u;, VU4 € VU;_ possuem mesma cor respectivamente de vy Uitpn,
VitpnVitpnik € VitpnVitpn—k (Qualquer j maior que n' é considerado como j —n’).

Como consequéncia, se k' — k é um g-ésimo multiplo de n (1 < ¢ < p), subs-
tituindo cada aresta v;v;1, por uma aresta v;V;x4qn de mesma cor, obtemos uma
4-coloragao de arestas forte de G(n/, k). Veja um exemplo na Figura [3.6] O

G(12,5)

Figura 3.6: Aplicagao do Teorema [36| para obter uma 4-coloracao de arestas forte
do G(12,5) a partir de uma 4-coloracao de arestas forte do G(4,1). O grafo G(12,5)
nao é coberto pelo Teorema [34]

Além dos resultados tedricos que apresentamos nesta secao, também foi feita uma
busca computacional para tentar encontrar outros grafos de Petersen generalizados
que fossem Tipo 2. Com esta busca, verificamos que todos os grafos de Petersen
generalizados de ordem até 70 sao Tipo 1 com apenas duas excecoes que ja conhe-

cemos: G(5,1) e G(9,3). Para valores pequenos de k, a combinacao do Teorema [34]
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Teorema |36/ e a busca computacional deixou em aberto alguns casos. Por exemplo,
para k = 4, o unico caso em aberto é do grafo G(41,4). Para k = 5, também nao
conseguimos cobrir os casos G(41,5), G(43,5), G(53,5), G(61,5) e G(71,5) com os
argumentos anteriores. Finalmente, para k = 6, oito casos nao foram cobertos e
o maior deles é o G(109,6), grafo com mais de 200 vértices. Portanto, uma nova
busca computacional somente destes casos especificos nos permitiu provar o seguinte

teorema.

Teorema 37. Todos os grafos de Petersen generalizados G(n, k), k <6, sio Tipo 1
com exce¢ao dos G(5,1) e G(9,3). O

Mais detalhes sobre a parte computacional deste capitulo podem ser vistos no
Apéndice [A]

3.3 Snarks Tipo 1

Nesta secao, estabelecemos que todos os membros de duas familias infinitas de snarks
Semi blowup e Blowup, recentemente definidas por Hagglund [26], sdo Tipo 1. Além
disso, estabelecemos que todos os membros de uma familia infinita de snarks, obtida
pela superposicao definida por Kochol [37] em 1996, também sao Tipo 1. Vale

relembrar que todos estes snarks possuem cintura maior que 4.

Snarks SemiBlowup e Blowup FEm [20], Hiagglund definiu duas construgoes de
snarks que possuem como parametros um grafo G e um subgrafo 2-regular D de G.
Consideramos os snarks obtidos quando G é o grafo de Petersen generalizado G(n, 1)
e D é o ciclo de tamanho n de G(n, 1) gerado por ug, u1, ..., u,_1. Definimos estas
familias diretamente.

Cada construcao utiliza um semigrafo ctibico com seis semiarestas: S no caso
SemiBlowup e B no caso Blowup, como indica a Figura 3.7 Para um dado n,

denotamos por:

e n-SemiBlowup, o grafo constituido por um “ciclo” de n cépias de S tal que

duas copias consecutivas sao conectadas como mostra a Figura (a).

e n-Blowup, o grafo constituido por um “ciclo” de n copias de B tal que duas

copias consecutivas sao conectadas como mostra a Figura (b).

Por [26], sabemos que os grafos n-SemiBlowup e n-Blowup sao snarks; e para

todo n > 5, estes possuem cintura igual a 5.

Teorema 38. Para todo n > 5, os snarks n-SemiBlowup e n-Blowup sao Tipo 1.
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S B

Figura 3.7: Os dois semigrafos S e B usados na construcao.

Demonstracao. Definimos 4-coloragoes-totais dos snarks n-SemiBlowup e n-Blowup
usando coloracoes parciais que podem ser combinadas de forma a nao haver conflito.

Nas Figuras (a) e (c), ¢1 é uma 4-coloragdo de arestas forte do semigrafo
gerado por duas copias consecutivas de S no n-SemiBlowup e ¢; é uma 4-coloracao de
arestas forte do semigrafo gerado por trés cépias consecutivas de S no n-SemiBlowup.
E fécil observar que estas coloragoes sdo mutuamente compativeis (como para os k-
bordados).

Assim, para n par, usando ¢; para 5 copias consecutivas de pares de S, obtemos
uma 4-coloracgao de arestas forte do snark n-SemiBlowup. Para n impar, precisamos
usar uma vez a 4-coloragao de arestas forte ¢ para trés copias consecutivas de S,
seguida de ¢, para ”T’?’ cHpias consecutivas de pares de S. Dessa forma, temos uma
4-coloragao de arestas forte do snark n-SemiBlowup, para n impar.

A coloracao do snark n-Blowup é obtida de mesma forma, substituindo ¢; e ¢

por g9 € (o, Tesp. Veja as Figuras 3.8 (b) e (d). O

Superposicao A seguir, apresentamos uma familia de snarks construida através
do método chamado de superposi¢cao, proposto por Kochol [37] em 1996, e provamos
que todos os seus membros sao Tipo 1. Com este método, Kochol foi capaz de
construir uma quantidade infinita de snarks com cintura grande. Portanto, sem
duvida, trabalhar mais com estas construgoes sera um bom caminho para a busca
do grafo cuibico Tipo 2 com cintura pelo menos 5. Continuaremos uma investigagao
mais profunda sobre este método nos trabalhos futuros.

Para a construcao, utilizamos os semigrafos ciibicos que admitem semiarestas
isoladas, ou seja, semiarestas sem vértices extremos. Considere o semigrafo ctibico
M = (V,E,S). S é particionado em n conjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos
S1,S9, ..., S, tais que [S;| = k;, ¢ = 1,2,...,n. Os conjuntos S;’s sao chamados
de conectores do (ky, ko, ..., ky)-semigrafo M. Consideramos uma semiaresta isolada
como dois elementos em S, um para cada extremo da semiaresta isolada.

Uma superaresta é um semigrafo com dois conectores e um supervértice é um
semigrafo com trés conectores. Os seguintes semigrafos serao usados na construgao
e estao ilustrados na Figura 3.9
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5 3 |1 4 |2 4 3 2
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4 2'431'4 11'2
(d) 2

Figura 3.8: 4-coloracoes de arestas forte ¢1, ¢s, ©1, € ©o.

(a) Seja G um snark e sejam u; e ug dois vértices ndo adjacentes de G. O (3, 3)-
semigrafo G’ obtido a partir de GG pela remocao destes vértices é uma supera-

resta. Na construcao a seguir, utilizamos os snarks da familia Snark-Flor;
(b) O (1, 1)-semigrafo L’ consistindo em uma semiaresta isolada é uma superaresta;

(c¢) O (1,3,3)-semigrafo J’ consistindo em duas semiarestas isoladas e um vértice

extremo de trés semiarestas é um supervértice;

(d) O (1,1, 1)-semigrafo N’ consistindo em um vértice extremo de trés semiarestas

é um supervértice.

Seja G um grafo cubico. Substitua cada aresta e € E por uma superaresta £(e)
e cada vértice v € V por um supervértice ¢¥(v). Assuma que, se v € V é incidente
a e € F, entdo um conector de ¥(v) é pareado com um conector de £(e), ambos
possuindo a mesma quantidade de semiarestas. Fazendo a juncao das semiarestas,
obtemos um grafo ctbico que é chamado grafo de superposicao de G, denotado
por G(9,€). As Figuras e apresentam todos os elementos envolvidos na

construcgao.
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e S S < b

a) Superaresta G’

T T

(b) Superaresta L' (¢) Supervértice J’ (d) Supervértice N’

Figura 3.9: Semigrafos usados na construcao.

De uma forma sucinta, apresentaremos a superposicao que constréi um novo

snark a partir do snark de Petersen, pela substituicao de vértices e arestas pelos

supervértices e superarestas listados acima.

Denotamos por Fj, ¢ > 5 impar, o membro da conhecida familia Snark-Flor,

definida por Isaacs [31]. Para cada ¢, a partir do snark de Petersen, construimos um

novo snark de ordem 247 — 2.

Acompanhe a seguir as etapas da construgao do snark P;(¢,&), ¢ > 5 impar.

(1)

Considere o Snark-Flor Fj da Figura [3.10L O (3,3)-semigrafo F de ordem
4i — 2 obtido a partir de F; pela remogao dos vértices u; e us (Figural3.9 (a)),
que sao preservados em todos os snarks Fj, ¢ > 5, é uma superaresta usada na

construgao do novo snark P;(¥,&).

Considere agora o grafo de Petersen P ilustrado na Figura [3.11] Para cada
1, substitua as seis arestas x1y1, Y121, 2122, Tals, Y22, 2041 de P por seis cdpias

da superaresta F/, denotadas como A}, A? A3 A} A> A% respectivamente.

Substitua os seis vértices x1, y1, 21, T2, Yo, 22 de P por seis cdpias do supervértice
J' representado na Figura [3.9] ().

Por fim, os demais elementos de P sao preservados no novo snark P;(v,¢).
Mais precisamente, todas as arestas e vértices restantes sao substituidos por

cépias da superaresta L’ e por copias do supervértice N’, resp. representados

nas Figuras (b) e (d).

O grafo cubico P;(v, £) obtido por esta construgao é um snark [37]. Como sempre

removemos o mesmo par de vértices u; e up de Fj, temos que esta familia é bem

particular. Portanto, outras familias infinitas de snarks podem ser obtidas com

esta mesma construcao, utilizando os mesmos elementos e tomando outros pares de

vértices em F;, por exemplo.
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Teorema 39. Cada snark Py(9,€), i > 5 impar, é Tipo 1.

Demonstracao. A prova deste resultado requer trés 4-coloracoes-totais para cada
(3, 3)-semigrafo F! obtido a partir de cada Snark-Flor F;, i > 5 impar, pela forma
apresentada anteriormente. Utilizamos a 4-coloracao-total da familia Snark-Flor
determinada por Campos et al. [I2] e, com base neste trabalho, determinamos as
outras duas 4-coloragdes-totais para os F]’s, que serao utilizadas nesta prova. Para
mais detalhes sobre a construgao da familia Snark-Flor, indicamos [12], 31].

Considere as trés 4-coloragoes-totais C', C? C? do (3, 3)-semigrafo F] apresen-
tadas na Figura para o F} (a coloragao C® foi determinada por Campos et
al. [12]). Para cada C7, j = 1,2,3, seja C7" a 4-coloracao-total obtida a partir de
CY9, pela seguinte troca de cores: cor 2 em C7 pela cor 4 em C7', para j = 1, 3; e cor
3 em CY pela cor 2 em C7', para j = 2.

As 4-coloragdes-totais C',C%,C% e CV,C?,C% serao utilizadas na 4-coloracio-
total do snark P;(¥,¢).

Nas 4-coloracoes-totais C7, j = 1,2, 3, indicadas na Figura , as trés semiares-
tas de cada conector Sy, k = 1,2, do (3, 3)-semigrafo ciibico F] estdo em negrito para
facilitar a visualizacao. Além disso, exibimos somente as cores em C? atribuidas aos
vértices extremos de cada semiaresta.

Cada CY pode ser estendida de forma a colorir todos os F!’s, i > 7, seguindo o
que foi feito em [I2]. A Figura exibe CY para o (3,3)-semigrafo FY.

Figura 3.10: Exemplos das 4-coloracoes-totais C*t, C?, C3.

A 4-coloracao-total do novo snark P;(9,€), i > 5 fmpar, utiliza a coloragio CV

para a cépia Ay, C? para Ay, C® para As, C! para Ay, C% para As, e finalmente
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Z1
%)
Y2
T2
P

Figura 3.11: Um esquema da superposi¢ao abordada.

C? para Ag. Estendemos esta 4-coloragao-total para o snark P;(v,&) como na Fi-
gura|3.11} observe que nao ha conflito de cores entre os elementos. Assim, concluimos

a prova. ]

Uma generalizagao desta construgao consiste em alterar a etapa (2) para: Subs-
tituir as seis arestas de P por seis superarestas obtidas a partir de [}, considerando
qualquer i, e esta generalizagdo nos permite construir snarks de ordem 118 + 8,

[ >0, que sao Tipo 1.

Chegamos ao final do terceiro capitulo sobre coloracao total de grafos cubicos.
Foram apresentados os resultados obtidos na busca de respostas para as seguintes

questoes:
Questao 1. (Cavicchioli et al. [15]) Existe snark Tipo 2 com cintura pelo menos 5%
Questao 2. FEuxiste grafo cubico Tipo 2 com cintura pelo menos 57

Repare que uma resposta positiva para a Questao|l|é também uma resposta posi-
tiva para a Questao[2 Até entdo, foram encontrados resultados indicando que ambas
questoes possuem resposta negativa ou, pelo menos, que uma resposta positiva sera
um grafo com uma quantidade grande de vértices.

Nosso objetivo, a partir de agora, é investigar uma coloracao total mais restrita

que sera apresentada no préximo capitulo.
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Capitulo 4
A coloracao total equilibrada

Uma coloracao total é equilibrada se as cardinalidades de quaisquer duas classes
de cor diferem de no méaximo 1. De forma similar as demais coloracoes, o nimero
cromdtico de coloracao total equilibrada de G, denotado por x7(G), é o menor k tal
que G possui uma coloracao total equilibrada com k cores. Em [66] foi conjecturado
que x7(G) < A + 2 para todo grafo G e esta conjectura foi provada para todos
os grafos ctibicos no mesmo trabalho. Na Secao mostramos que o problema de
determinar se um grafo ctibico bipartido possui uma 4-coloragao-total equilibrada é
NP-completo, o que ja se acreditava em [3§].

Conhecemos poucas classes de grafos para as quais o nimero cromatico de co-
loracao total equilibrada foi determinado. Podemos citar, por exemplo, os grafos
completos e grafos bipartidos completos [3§].

Até entao, grafos Tipo 1 com o niimero cromatico total estritamente menor que
o numero cromatico de coloragao total equilibrada, i.e., x" = A+1 < x! = A+ 2,
eram conhecidos (um exemplo se encontra na Figura[d.1]), porém nenhum cibico [22].
Todos os exemplos conhecidos de grafos Tipo 1 com nimero cromatico de coloragao
total equilibrada A + 2 sdo regulares com A > 6 e com triangulos [22]. Abrimos
esta segao, apresentando os inéditos grafos cibicos Tipo 1 tais que x” = 5. Como
estes grafos possuem quadrados ou triangulos, comecamos o estudo desta coloragao

total mais restrita propondo a Questao [3] relacionada com a Questao 2|

Questao 3. Eziste grafo cubico Tipo 1 tal que X(G) =5 com cintura pelo menos 5%

Figura 4.1: Grafo tal que x" = A+ 1 <y? =A+2 [22].

56



4.1 Numero cromatico de coloracao total equili-

brada igual a 5

Apresentamos a seguir os primeiros grafos cibicos Tipo 1 com nimero cromatico de
coloracao total equilibrada 5. Para tanto, considere o semigrafo cibico K’ gerado
a partir do grafo bipartido completo Ky 3. O semigrafo K’ possui propriedades de
coloracao interessantes. Primeiro, citamos o Lema [24] ja apresentado anteriormente,

que sera 1til nesta secao e que pode facilmente ser verificado.

Lema 24. Em toda 4-coloracao-total de um semigrafo cibico gerado a partir de um
quadrado (um s-quadrado), semiarestas incidentes a vértices adjacentes possuem

cores diferentes. [

Vg
Vo U2

Ub

Figura 4.2: Semigrafo ctibico K’ gerado a partir do Ks 3.

Lema 40. Em toda 4-coloracdo-total de K', todas as semiarestas possuem a mesma

cor e seus vértices extremos possuem cores diferentes.

Demonstracao. Considere uma 4-coloragao-total de K’. Seja s uma semiaresta de
K’ e e uma aresta de K’. De dois fatos, um acontece: ou s e e sao incidentes e neste
caso possuem cores diferentes; ou s e e sao incidentes a vértices adjacentes de um
quadrado em K’ e neste caso, considerando os s-quadrados envolvidos, pelo Lema[24]
possuem cores diferentes também. Por exemplo, para concluir que a semiaresta vg-
possui cor diferente da aresta v,vo, considere o s-quadrado com vértices vy, vy, V1, Up.
Como sao necessarias trés cores para colorir as arestas de K’, entdo sao usadas
exatamente trés cores para as arestas de K’ e a cor restante é usada nas semiarestas.

Suponha agora que os vértices extremos de duas semiarestas distintas recebem
a mesma cor. Isto implica que as arestas do tnico quadrado que contém estas
duas semiarestas sao coloridas com somente duas cores. Assim, as duas arestas
que nao estao no quadrado devem possuir mesma cor, porém estas sao adjacentes,
contradigao. Entao, os vértices extremos das trés semiarestas de K’ possuem cores
diferentes. O

A seguir, usamos a seguinte construcao: Seja G um grafo cubico e seja K um
grafo com exatamente trés vértices de grau 2 e todos os demais com grau 3. Cons-

trufmos um novo grafo ctibico, denotado por GX da seguinte forma:
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e Remova um vértice v de G (e todas as arestas incidentes a v),

e Conecte os trés vértices de G\ {v} de grau 2 com os trés vértices de K de

grau 2, pareando-os com trés novas arestas.

Nesta segao, K ¢ sempre um triangulo ou o grafo bipartido completo Ky 3. Pela
simetria destes dois grafos, a escolha das conextes acima nao € relevante. Assim,
dizemos simplesmente que GX ¢ obtido pela substitui¢do do vértice v de G por uma
cépia de K. Denotamos por G¥ o grafo cibico obtido pela substituicio de cada
vértice de G por uma cépia de K.

Agora, estamos preparados para construir infinitos grafos cubicos Tipo 1 com
numero cromatico de coloracao total equilibrada 5. O grafo obtido a partir de um
grafo cubico H, pela substitui¢ao de cada vértice pelo K = Ks 3, é o grafo cubico

H¥ com as propriedades desejadas.

Teorema 41. O grafo cibico HX obtido a partir de um grafo cubico H, pela substi-
tuicao de cada vértice por K, € Tipo 1 e possui numero cromdtico de coloracao total

equilibrada 5.

Demonstragdo. Seja H um grafo ctibico com n vértices, H? o grafo obtido a partir
de H pela substituicao de cada vértice de H por um triangulo e H¥ o grafo obtido
a partir de H pela substituicao de cada vértice H por K.

Note que H¥ pode também ser obtido a partir de H? pela seguinte trans-
formacao: para todo triangulo 7" = vyv vy que substitui um vértice v de H, re-
movemos as trés arestas do triangulo e adicionamos dois vértices v, e v, ambos
conectados aos vértices vg, v1 € vy (veja os rétulos da Figura .

Pelo conhecido Teorema de Brooks [I1], existe uma 3-coloragao de vértices ¢ de
HT e, a partir de c e da construcao acima, derivamos uma 4-coloracao-total ¢ de HX
da seguinte forma: todos os vértices que ja estavam em H' preservam suas cores e
todos os vértices novos sao coloridos com cor 4; todas as arestas que ja estavam em
HT também sio coloridas com 4; e para todo vértice v de H, /(vav;) = c(viq1) e
d (vpv;) = c(v;_1) (onde os indices sao tomados médulo 3). Portanto HX ¢ Tipo 1.

Denote o ntimero de vértices de H% por A = 5n. Pelo Lema em qualquer 4-

3n
2

Assim, existem 77" elementos com a cor 4. Por outro lado, a cardinalidade de cada

coloracao-total de H¥, 22 arestas e 2n vértices possuem a mesma cor, por exemplo 4.

uma das outras trés classes de cor é 3n. Portanto, as cardinalidades da classe de cor
n
5
de acordo com o nimero de vértices n de H.

4 e das outras classes diferem de E interessante notar que esta diferenca cresce

Como um grafo cibico possui numero cromatico de coloracao total equilibrada

no méaximo 5 [66], H¥ possui nimero cromédtico de coloragao total equilibrada 5. [
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Note que todos os grafos HX construidos possuem quadrados e, possivelmente,
alguns sao bipartidos. Além disso, é facil ver que o grafo obtido pela substituicao
de n — 1 vértices de qualquer grafo ctibico H com pelo menos 6 vértices, pelo K 3
e um vértice por um triangulo, possui as propriedades desejadas e além de quadra-
dos, também possui triangulo. A Figura apresenta um exemplo somente com

quadrados e um exemplo com quadrados e triangulo.

Figura 4.3: Dois exemplos de grafos cibicos Tipo 1 com niimero cromatico de co-
loracao total equilibrada 5.

Neste momento, é natural nos perguntarmos se existe relacao entre as Questoes

e[l Para relembrar:
Questao 2. FExiste grafo cubico Tipo 2 com cintura pelo menos 57
Questao 3. Existe grafo cubico Tipo 1 tal que xX(G) =5 com cintura pelo menos 5%

Existe uma relacao interessante entre estas questoes. Os exemplos apresentados
acima, dos primeiros grafos cibicos Tipo 1 com ntumero cromatico de coloragao
total equilibrada 5, sugerem esta relacao. O grafo K3 usado na construcao, foi
obtido a partir do grafo K33 que é Tipo 2, mas possui cintura pequena. O que nos
permite pensar que uma resposta positiva para a Questao 2], ou seja, um grafo ctibico

Tipo 2 com cintura grande, pode proporcionar um grafo que responda positivamente

a Questao [3]

4.2 Numero cromatico de coloracao total equili-

brada igual a 4

A seguir, apresentamos propriedades sobre uma 4-coloracao-total equilibrada de um

grafo ctibico. Estas propriedades auxiliam na contagem de elementos de cada classe
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de cor e usamos para determinar o niimero cromatico de coloragao total equilibrada
de algumas familias de grafos ctibicos, contribuindo para as evidéncias de que a

Questao [3] possui resposta negativa.

Propriedades O numero total de elementos que devem ser coloridos em uma

5n
o

x¢| o nimero de arestas coloridas com a cor ¢ e |z¥| o nimero de vértices

4-coloragao-total C' de um grafo cibico G é n + 37” =

Seja
coloridos com a cor ¢ na 4-coloracao-total C.

Como sao quatro cores, o nimero de elementos é particionado em 4 conjuntos.
Assim, o seguinte acontece em uma 4-coloracao-total equilibrada de G' em cada
classe de cor i:

O L] < |25l + 2] <[]

Como em toda 4-coloracao-total de um grafo cibico G, cada cor i ou é a cor de
um vértice v ou é a cor de uma das trés arestas incidentes ao vértice v, temos que

@ |a}| + 2[af] = n = 27| + |2f| = n — [af]

Substituindo @) em (Q):

(B <=l <%= 3] —n< 2l < [F]—n

Assim, n — [%”1 <|xf] <n— L%”J

Equivalentemente, | |3 < [z§| < [32] |e segue a Observa(;éo

Observagao 42. Seja C' uma 4-coloracao-total de um grafo cubico G. A 4-
coloracao-total C' € equilibrada se e somente se a j-coloragdo de arestas forte é

equilibrada. [

Em @), temos que |zf| = #
Substituindo @) em (D:

150 ) < Py jay) < T3] = 250 ) <y o 2] < 252

Assim, | 2[2] —n <|2?| <2[2] —n |e segue a Observagao .

Observagao 43. Seja C' uma 4-coloracao-total de um grafo cubico G. A 4-
coloracao-total C' € equilibrada se e somente se o numero de vértices de cada classe

de cor difere de no mdzrimo 2. [

Na verdade, as duas observacoes apresentadas acima podem ser generalizadas

para (A + 1)-coloragoes-totais equilibradas.

Snarks Nesta se¢ao, consideramos inicialmente as conhecidas familias Blanusa que
chamamos de Blanusa 1 e Blanusa 2. Estas familias sao construidas pelo produto
interno (mencionado nos Capitulos [I| e 2) de grafos de Petersen, comegando pelos
dois snarks de Blanusa de ordem 18 [67]. Denotamos por BFj (resp. BSk), k > 0,

um membro da familia Blanusa 1 (resp. Blanusa 2).
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O préximo resultado utiliza as 4-coloragoes-totais determinadas em [53], que
foram obtidas da seguinte maneira: o subgrafo induzido pelos 10 vértices da esquerda
e 8 vértices da direita das duas familias é colorido como na Figura [4.4, Para BFy;
(resp. BSy;), i > 0, uma cadeia de i copias do semigrafo D com uma 4-coloragao-
total ¢ (Figura ¢ adicionado entre os 10 vértices da esquerda e 8 vértices da
direita. Para BFy; 1 (resp. BSsiy1), i > 0, a cadeia de i copias de D com a 4-
coloragao-total ¢ é adicionada da mesma forma, seguida de uma cépia do semigrafo
B com 4-coloragao-total . Veja a Figura[f.4 para um exemplo de cada construgao.

Para determinarmos o nimero cromatico de coloracao total equilibrada destas

familias de snarks, utilizamos a Observacao [43| apresentada anteriormente.

Teorema 44. Todos os snarks das duas familias Blanu$a possuem niimero cromdtico

de coloracao total equilibrada 4.

Demonstragdo. Observe as 4-coloragoes-totais apresentadas na Figura[4.4 As cores
de alguns vértices foram omitidas para facilitar a visualizagao. Na 4-coloragao-total
¢ do semigrafo D da Figura[£.4] o ntimero de vértices coloridos com cores 1,2, 3,4 é
4,4, 4,4, respectivamente. Considere a 4-coloragao-total da familia Blanusa 1. Para
o subgrafo induzido pelos 10 vértices da esquerda e 8 vértices da direita, o niimero
de vértices coloridos com cores 1,2,3,4 é 4,4,6,4, respectivamente. O numero de
vértices coloridos com cores 1,2, 3,4 na 4-coloracao-total ¢ de B ¢é 2,2,2,2, resp.
Assim, analisando as coloragoes, para o membro BFy;, ¢ > 0 (resp. BFy;i11,7 > 0), 0

nimero de vértices de cada classe de cor na 4-coloragao-total difere de no méaximo 2:
o cor 1: 4+ 43 (4+ 2+ 4i =6+ 4i, resp.);
o cor 2: 4+4i (4+ 2+ 4i =6+ 4i, resp.);
e cor 3: 6+ 4i (6 + 2+ 4i = 8 + 4i, resp.);
e cor4: 44 4i (4+ 2+ 41 = 6 + 44, resp.).

E pela Observacao [43| todos estes grafos possuem nimero croméatico de coloracao
total equilibrada 4.

O mesmo argumento de contagem é usado para mostrar que todos os snarks
da familia Blanusa 2 possuem niumero cromatico de coloracao total equilibrada 4.
Agora, para o membro BSy; (resp. BSsi1), i > 0, o nimero de vértices de cada

classe de cor na 4-coloragao-total também difere de no maximo 2:
e cor 1: 44+ 4i (4+ 2+ 4i = 6 + 4i, resp.);
o cor 2: 6+4i (6+2+4i =8+ 41, resp.);
e cor 3: 4+ 4i (4+ 2+ 4i = 6 + 4i, resp.);
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e cor4: 44 4i (4+ 2+ 47 = 6 + 44, resp.).

BFsi11,120
4
1 2 3 4 ¢ 9 qb 34 803 P
314 o\l |#3 el 2 Te3 da| 2 122 4 24%321
. - 3 :
semigrafo D com 4-coloragao-total f f
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Figura 4.4: Uma ilustragao das 4-coloragoes-totais de BFy; 1 € BSs; 1 [53].

Teorema 45. Todos os membros da familia Snark Flor possuem nimero cromadtico

de coloracao total equilibrada 4. [

A prova deste teorema utiliza a 4-coloracao-total determinada por Campos, Dan-
tas e Mello [12]. Para os demais snarks Tipo 1 que conhecemos, ainda ndo determi-

namos o numero cromatico de coloragao total equilibrada.

Grafos de Petersen generalizados Apresentamos evidéncias na classe dos gra-
fos de Petersen generalizados de que a Questao |3 possui resposta negativa. Para os

préximos resultados, usamos o Lema definicoes apresentadas na Secao [3.2| e a

Observagao

Teorema 46. Para todo k par e n > 2k tal que n = 0,—1 ou —2 mod 2k, o
grafo de Petersen generalizado G(n, k) possui nimero cromdtico de coloragao total

equilibrada 4.

Demonstracao. Mostraremos o resultado, usando as coloracoes P, € ®o;_1 definidas
na prova do Teorema [34]

Afirmacao 1: A coloracao C' dos vértices do k-bordado Fyy induzida pela 4-
coloracao de arestas forte ®,, é equilibrada, neste caso, todas as classes de cor
possuem mesma cardinalidade k.

Prova da Afirmacdo 1: Verificando a sequéncia:
C(u1),Cluz), ..., Clug-1), Cur), Curtr), Cugsa), - - ., Cluzp—1), C(uax)
=3,4,...,3,4,1,2,...,1,2,
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e a sequéncia:
C(v1), C(v), ..., C(vr—2), C(vg—1), C(vg), C(vg41), - - -, C(v2k-2), C(vag—1), C(va)

=2,1,...,1,2,3,4,...,3,4,1

(as reticéncias significam que as duas cores anteriores alternam), temos exatamente
k vértices de cada cor.

Afirmagao 2: A coloracao ¢ dos vértices do k-bordado Fyy_;y induzida pela 4-
coloracao de arestas forte ®o5_1 é equilibrada, neste caso k — 2 vértices sao coloridos
com cor 4 e as outras classes de cor possuem cardinalidade k.

Prova da Afirmacdo 2: Verificando a sequéncia:

c(uy), c(ug), ..., c(ug_1), c(ug), c(tgs), - .., c(uog—2), c(ug_1)

=3,4,...,3,1,2,...,1,2,

e a sequéncia:

c(v1),c(va), ..., c(vg_1),c(vg), c(Vis1), .- -, c(var—_2), c(var_1)

=2.1,...,2,3,4,...3 1,

temos exatamente k — 2 vértices coloridos com cor 4 e k vértices de cada outra cor.
Afirmacao 3: A coloragao @), , das arestas do k-bordado Fy;_1  obtida a partir
da 4-coloracao de arestas forte ®9;_1 pela troca de cores 3 e 4 é forte e a coloragao ¢
dos vértices de Fy,_1 induzidas por @), , é equilibrada, ja neste caso temos k — 2
vértices coloridos com cor 3 e todas as outras classes de cor possuem cardinalidade k.
Esta prova ¢é imediata.
Além disso, temos que as 4-coloracoes de arestas forte ®qp, Pop_1, 7, s@o

mutuamente compativeis. Isto completa a prova, pois:

e para n = 0 mod 2k, G(n, k) pode ser obtido pelo fechamento das misturas de

o5 copias de k-bordados Foy ,

e para n = —1 mod 2k, G(n, k) pode ser obtido pelo fechamento das misturas
de % cépias de k-bordados Fyy, e uma cépia do k-bordado For_1 ,

e para n = —2 mod 2k, G(n, k) pode ser obtido pelo fechamento das misturas
de % cépias do k-bordado Foyy, e duas cépias do k-bordado Foy_q k.

Pela Observacao 43, usando a 4-coloracao de arestas forte @9, € no maximo
uma vez cada uma das 4-coloragdes de arestas forte ®9r_1 e P, |, obtemos uma

4-coloragao de arestas forte equilibrada para todos os casos. O
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Teorema 47. Para todo n > 4, o grafo de Petersen generalizado G(n,2) possui

numero cromdtico de coloracao total equilibrada 4.

Demonstragao. Pelo Teorema , resta mostrar que o grafo G(n,2) possui nimero

cromatico de coloracao total equilibrada 4 quando n = 1 mod 4. Para tanto, con-

sidere as 4-coloracoes de arestas forte ®, do Fyo e ®5 do F;- apresentadas na Fi-

gura [4.5] Estas coloracoes sao mutuamente compativeis. A coloracao dos 8 vértices

do Fjs induzida por ®, satisfaz a Observacao assim como a coloracao dos 10
n—5

vértices do F3 induzida por ®5. Assim, usando "> vezes &4 e uma vez ®5, obte-

mos uma 4-coloragao de arestas forte de G(n,2) quando n = 1 mod 4. O

4 1 2 3 4 4 3 1 2 3 4
ESSSURSTESS:
Q4 5
Figura 4.5: As duas 4-coloragoes de arestas forte &, e ®5.

Teorema 48. Para todon > 3 en # 5, o grafo de Petersen generalizado G(n, 1)

possut numero cromdtico de coloracao total equilibrada 4.

Demonstracao. Seguindo a mesma ideia utilizada na prova anterior, considere as
4-coloragoes de arestas forte @3 e ¢ do Fs1, ¢4 do Fy1 e pg do Fy; apresentadas na
Figura [4.6] Estas coloragoes sao mutuamente compativeis. Como as coloracoes dos
vértices de cada 1-bordado, induzida pelas respectivas 4-coloracoes de arestas forte,
satisfazem a Observacao obtemos uma 4-coloracao de arestas forte de G(n, 1)

usando:

vezes @4, para n = 0 mod 4;

13

vezes @, € uma vez 3, para n = 3 mod 4;

J;|

i
D

vezes 4, UMa vez @3 e uma vez 4, paran > 6 e n = 2 mod 4;

3
IS IS
©

vezes (4 € uma vez g, paran > 9 e n = 1 mod 4.
O

Note que as provas anteriores poderiam ter usado a Observagao 42 porém fazer
a contagem das semiarestas é um pouco mais delicado do que fazer a contagem dos

vértices nos k-bordados.
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Figura 4.6: As quatro 4-coloracoes de arestas forte @3, ¢, v4 € pg.

Para k impar, pela 4-coloragao de arestas forte o definida na prova do Teo-
rema sabemos que G(2k, k) possui nimero cromatico de coloragao total equi-
librada 4. Além disso, por Campos e Mello [13], confirmamos que G(n, 1) para
n = 0 mod 4, possui nimero croméatico de coloracao total equilibrada 4.

Foi verificado com o auxilio de computador, que todos os grafos de Petersen ge-
neralizados de ordem 2n até 40 possuem nimero cromatico de coloracao total equi-
librada 4 com as duas excegoes G(5,1) e G(9,3) que sabemos que sao Tipo 2. Mais

detalhes sobre a parte computacional deste capitulo podem ser vistos no Apéndice[A]

4.3 O problema é NP-completo

Nesta secao, provamos que o problema de determinar se um grafo ctbico bipartido
possui uma 4-coloragao-total equilibrada é NP-completo.

Esta prova é baseada na prova de Sanchez-Arroyo para a NP-completude do pro-
blema de determinar se um grafo cibico bipartido possui uma 4-coloragao-total [49].
Dado um grafo 4-regular GG, mostramos como construir um grafo ciibico bipartido
G que possui uma 4-coloracao-total equilibrada se e somente se G possui uma 4-
coloragao de arestas. O problema de determinar se um grafo 4-regular possui uma
4-coloracao de arestas foi mostrado ser NP-completo em [39].

Sabe-se que um grafo 4-regular de ordem n impar é sobrecarregado, ou seja, o
nimero de arestas do grafo ¢ maior que A[Z], e portanto, este grafo é Classe 2.
Sendo assim, consideramos apenas o caso em que n ¢ par.

Para obter o grafo G, usaremos o grafo bipartido R que é construido usando
quatro cépias do grafo H (veja o semigrafo H' gerado a partir de H na Figura ,
duas cépias do grafo D (veja o semigrafo D’ gerado a partir de D na Figura ,
conectando-os através de seis vértices de ligacao e arestas adicionais. Veja o semi-
grafo R’ gerado a partir do grafo R na Figura Com base nesta figura, é simples
observar que R ¢ bipartido com vértices pretos em uma parte da biparticao e os

vértices brancos na outra. Além disso, as quatro semiarestas de R’ possuem dois
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vértices extremos brancos e dois vértices extremos pretos.

AR

Figura 4.7: Semigrafos H e D'.

Figura 4.8: Semigrafo R’ (as quatro semiarestas estao em negrito).

Construimos o grafo G a partir de G, substituindo cada vértice v de G pelo
grafo R, seguindo a construcao da Segao qualquer semiaresta de uma cépia de
R’ possuindo vértice extremo preto pode se conectar com qualquer semiaresta de
outra cépia de R’ possuindo vértice extremo branco [49]. Claramente, o grafo G# é
cubico e bipartido.

Veja na Figural4.9/o modelo das 4-coloracoes-totais que serao utilizadas na prova:
Hy, Hy e D1, Do, dos semigrafos H' e D', resp. As cores de algumas arestas em H,
e H, foram omitidas para facilitar a visualizacdo. Note que o semigrafo H' possui
propriedades de coloragao total interessantes, pois este é obtido conectando-se duas
copias do semigrafo gerado a partir do Ky 3, visto na Se¢ao 1], pela jungao de uma
semiaresta.

Afirmacao 1: Em toda 4-coloracao-total de R/, as quatro semiarestas possuem
cores diferentes.

Prova da Afirmagao 1: Isto decorre diretamente do Lema 0] na Secao [4.1] e pela

construcao de R.
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Figura 4.9: Semigrafos H' e D’ com as 4-coloracoes-totais Hy, Hy € D1, Dy, resp. A
figura também apresenta os vértices de ligagao, ou seja, os outros vértices extremos
das semiarestas, para facilitar a analise da coloracao.

Afirmacao 2: O semigrafo R’ possui 4-coloragao-total equilibrada C', que utiliza
as 4-coloracoes-totais de H': H,, Ho, H3, H4, e as 4-coloracoes-totais de D’: Dy, D,.

Prova da Afirmacao 2: Com base nas Figuras e [4.9] podemos ver que R’
possui uma 4-coloracao-total que utiliza Hy, Hy, H3, Hy, € Dy, Dy. As 4-coloragoes-
totais Hy e Hy (resp. Hj e Hy) sao diferentes devido as cores atribuidas aos vértices
de ligacao: em H; estes possuem cores d, c,b enquanto em Hs estes possuem cores
b,c. Além disso, H; e H3 (resp. Hy e Hy) sdo andlogas, por isso Hs e Hy nao
aparecem na Figura Em cada uma destas quatro 4-coloracoes-totais, a classe
de cor que aparece nas semiarestas possui 9 elementos enquanto as demais possuem
6 elementos cada. Como as 4-coloracoes-totais Hy, Ho, H3, Hy possuem classes de
cor que aparecem nas semiarestas diferentes entre si, ao considerar estas quatro
coloracgoes, temos que a quantidade de elementos de cada classe se equilibra.

Além disso, as 4-coloragoes-totais D e Dy juntamente com os vértices de ligacao
também se equilibram: em D; juntamente com os respectivos vértices de ligacao
temos 5 elementos possuindo cores a e ¢, enquanto 6 elementos possuem cores b e
d; em D, juntamente com os respectivos vértices de ligacao, a situagao é invertida.
Assim, R’ possui uma 4-coloracao-total equilibrada tal que todas as classes de cor
possuem exatamente a mesma quantidade de elementos.

Afirmacao 3: Se G ¢ Classe 1, entdo existe uma 4-coloracao-total de G obtida
a partir de uma 4-coloragao de arestas C’ de G e da 4-coloragao-total equilibrada C
de R'.

Prova da Afirmacao 3: Estabeleca uma 4-coloracao de arestas C’ de G. Estenda
esta 4-coloragdo de arestas para uma 4-coloragao-total de cada cépia de R (pelas

Afirmacoes 1 e 2 isto é possivel), obtendo uma coloracio Ciungidata de G. Para es-
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tabelecer que Cegndidata ¢ Uma 4-coloracao-total de G, resta mostrar que os vértices
extremos das arestas que ligam as copias de R possuem cores diferentes. De fato,
em cada coloragao de H, o vértice extremo de uma aresta que liga as cépias de R
possui sempre duas cores disponiveis e a escolha da cor afeta apenas as cores dos
elementos préoximos no mesmo H. Assim, sempre haverda uma cor disponivel para

cada vértice extremo de uma aresta que liga duas copias de R.

Teorema 49. O problema de determinar se um grafo cubico bipartido possui uma

4-coloracgao-total equilibrada é NP-completo.

Demonstragao. Claramente o problema estd em NP, pois podemos verificar se uma
candidata é de fato uma 4-coloracao-total em tempo polinomial e também podemos
verificar se esta é equilibrada, contando a quantidade de elementos em cada classe
de cor. Assim, resta provar que GG possui uma 4-coloracao de arestas se e somente
se G possui uma 4-coloracao-total equilibrada.

Pela Afirmacao 1, se G possui uma 4-coloracao-total equilibrada, entao G de
ordem n possui uma 4-coloragao de arestas obtida contraindo cada uma das n copias
do subgrafo R a um vértice, preservando as cores das arestas que conectam estes
vértices.

Por outro lado, suponha que G possui uma 4-coloragao de arestas C’. Como G
¢ de ordem n par, esta 4-coloracao de arestas é equilibrada com cada classe de cor
possuindo exatamente 4 arestas.

Substituindo cada vértice de GG pelo grafo R, pela Afirmacao 3, a 4-coloracao de
arestas C' de G pode ser estendida para uma 4-coloracao-total do grafo G¥. Além
disso, como a 4-coloracao de arestas C’ de G é equilibrada com cada classe de cor

n

possuindo exatamente § arestas, e como a 4-coloragao-total de cada cépia de R’

(usada na Afirmacao 3) é equilibrada, conclufmos que a 4-coloragio-total de G%
também é equilibrada com cada classe de cor possuindo exatamente %” elementos.
O

Vale notar que toda 4-coloracao-total de G é equilibrada.

A Figura {4.10| apresenta o semigrafo R’ com uma 4-coloragao-total equilibrada
R;. As cores de algumas arestas foram omitidas para facilitar a visualizagao. Consi-
dere o grafo G de ordem 6 na Figurald.11] Esta mesma figura apresenta um esquema
do grafo ctibico e bipartido G construido a partir de G pela substituicao de cada
vértice de G pelo grafo R, com uma 4-coloragao-total equilibrada. As coloragoes
Ry, R3, R4, Rs e Rg foram obtidas a partir de permutacoes de cores da coloragao Rj.
Observe que cada vértice extremo de uma aresta que ligue copias de R’s possui duas

cores disponiveis, e portanto, nunca havera conflito entre eles.
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Figura 4.10: A 4-coloracao-total equilibrada R; de R’'.

Figura 4.11: Grafo G e esquema do grafo G ctibico e bipartido com uma 4-
coloragao-total equilibrada obtida a partir de uma 4-coloragao de arestas de G.
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Capitulo 5

Um pouco sobre a Conjectura de

Berge-Fulkerson

Como dito no inicio desta tese, a importancia dos snarks se deve ao fato de que certas
conjecturas teriam snarks como contraexemplos minimais, como por exemplo a Con-
jectura da dupla cobertura ciclica [57, 60], a Conjectura de Berge-Fulkerson [23] [32]
e a Conjectura dos 5-fluxos de Tutte [63]. Além disso, oito conjecturas publicadas na
literatura foram recentemente refutadas com a utilizacao dos snarks [6]. Neste con-
texto, estudamos um pouco sobre uma destas relevantes conjecturas, a Conjectura
de Berge-Fulkerson.

Para relembrar, um grafo cibico é ciclicamente 4-aresta-conexo se este nao possui
um c-corte de cardinalidade menor que 4. Um emparelhamento M de um grafo G
¢ um subconjunto de E(G) tal que nenhum par de arestas de M é adjacente. Se
todo vértice de GG ¢ incidente a uma aresta de M, entao M é um emparelhamento
perfeito.

Uma dupla cobertura de seis emparelhamentos perfeitos de um grafo cubico G
¢ uma colecao de seis emparelhamentos perfeitos tal que toda aresta de G estd
exatamente em dois dos seis emparelhamentos perfeitos.

A famosa Conjectura de Berge-Fulkerson foi formulada independentemente por
Berge e Fulkerson (maiores detalhes em [32]), mas publicada pela primeira vez por
Fulkerson [23]. Na verdade, Mazzuoccolo mostrou que as conjecturas de Berge e
Fulkerson sdo equivalentes [41]. Até entao, a Conjectura de Berge era apresentada

como uma forma mais fraca da Conjectura de Fulkerson.

Conjectura 50 (Conjectura de Berge-Fulkerson, 1971). Todo grafo cibico sem

ponte admite uma dupla cobertura de seis emparelhamentos perfeitos.

Em um grafo cibico Classe 1 ¢ trivial obter uma cobertura dupla de seis em-

parelhamentos perfeitos, basta duplicar cada classe de cor. Assim, resta verificar a
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conjectura para os grafos cibicos Classe 2. Além disso, um contraexemplo minimal
para esta conjectura seria um grafo cibico Classe 2 ciclicamente 4-aresta-conexo [16].

Muitos snarks satisfazem a Conjectura de Berge-Fulkerson, por exemplo, a
familia Snark-Flor [16 21, 28], os snarks de Goldberg [21, 28], as duas familias
Blanusa [21], o snark de Szekeres [21], uma outra familia obtida pelo produto in-
terno [16], e recentemente, uma familia dos snarks de Loupekine [34]. Nesta secao,
verificamos que as familias Blowup e Semi blowup de snarks satisfazem esta conjec-

tura.

Snarks Semi blowup e Blowup Nesta parte final da tese, consideramos no-
vamente as duas familias de snarks recentemente definidas por Hégglund [26], que
apresentamos no Capitulo 8] Contribuimos com a Conjectura de Berge-Fulkerson,
provando que as duas familias de snarks verificam a conjectura da forma a seguir.
Obtemos uma cobertura dupla de seis emparelhamentos perfeitos para cada n-
SemiBlowup e n-Blowup, com n > 3, alternando as coberturas dos blocos apresen-
tados nas Figuras ep.2l Para cada uma das duas familias, separamos a andlise
em dois casos: par e impar. Figuras e exibem exemplos contemplando todos

estes casos.

Teorema 51. Para cada n > 3, todos os n-SemiBlowup e n-Blowup satisfazem a

Congectura de Berge-Fulkerson.

Demonstracao. Seja G um snark n-SemiBlowup. A prova consiste na construcao da
rotulagdo de G utilizando os rétulos {1,2,3,4,5,6} tal que cada aresta possui dois
rotulos e, para cada rétulo, todo vértice € incidente a uma aresta que possui este
rotulo. A construcao utiliza os blocos do n-SemiBlowup rotulados apresentados na
Figura Se n ¢ par, entao ¢ suficiente utilizar 3 cépias do bloco de tamanho 2 na
Figura (a). Caso contrario, é preciso utilizar uma cépia do bloco de tamanho 3 na
Figura (b) seguida de ”T_?’ copias do bloco de tamanho 2. E simples observar que
a rotulagao é preservada na juncao dos blocos e a rotulacao é facilmente estendida
para o ciclo central de G. Dessa forma, a rotulacao das arestas de GG induzem uma
dupla cobertura de seis emparelhamentos perfeitos.

Para os n-Blowup, a prova ¢ similar utilizando a rotulacao das Figuras (a) e
(b). Figuras e apresentam exemplos de todos os casos mencionados. ]
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Figura 5.1: Blocos utilizados na construgao dos n-SemiBlowups, com a rotulagao
para obter a dupla cobertura em seis emparelhamentos perfeitos.
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Figura 5.2: Blocos utilizados na construcao dos n-Blowups, com a rotulacao para
obter a dupla cobertura em seis emparelhamentos perfeitos.

72



3,524 3.542.6
1,6 4, 6] 1,4 1,
,62‘3 ’ 15) , 6| 2.3 B
1,2 L8 g 4] 5 )00 3,6 1.2 5]y 6lo 506 3.4
1,3 2,4
1,3 2.6 _
54 2.6 3,6 3,5 1,342 542.6 & 5,6 3.5 g2.
4,6 L4 4 5 2,4 2,3 4 2,5 6 |15 4,6 53| 45 2,4 1,3 » 1,6 [LL4 [1,5
2.3 .
\ 3,4 A 2.4 2,3
15, 65504, 5 14 1,6 2.6 1,5 1,4 L6JA o (2 45 4,6
5 y o ’ 9 4
5.6 2,413 2.6 3.5 C\2Y %2635
5,6 2P a6 ' 5,6 2,4
3,4
3,4 23 45 L3 1,2
2,4 1.4 2.3\1,5 5,6
1.5 4,6 1,3 56 - 3.5.2.6 1,544.6 94 L3 1.5 44.6
23 ] 2.4 RIVR 2.6 23| 9.5/ N3 |- . 2, 3.6 2.3 (3.5
2,6| %9 2,5 1,6 (14 1,3 g Pl 01621 5,6 ’ 1,40”
.7 2,5 1,4 A - 1,3
- d 35 3,6 1,3 7\2,5 2.6
3,5 46 3,6 3,4 354,6 3,5 4.6 — s 1611,5 ,6
3 5 N
5 2.6 L5 2,6 3,5
1,2 1,2 L4 3.4
3.5 2,3 2,6
1,6°1,5
Figura 5.3: Snarks 5-SemiBlowup e 6-SemiBlowup satisfazem a conjectura.
3.445.6 3,412
5.6 ) 1.2 |12 TEXER 5,6
5.6 5.6
5.6
1,3 3,4 1,2 3,4 3,4 1,2
5.643.4 R 1.243.4 3,4
2,4 5,6 5,6 2,4/ 1,2 1,2
2,4 56 1,9 2,4 56 53
3,64 2.5 5,6 3.642,5 5,6 2.643.5
15 B4 16 1,3 3,4 15l 14 16 1,3 W) 5,6 45 B4 a6
lo.3 2.3 (s ' 34 2.3
4,6 4,5 L2 4,6 4,5 1,6 1,5
3,4 3,4 1,3
352,60\ 3.5%2,6 ) P T AR AN
1,2 5.6 1,2 5.6 v 2,4
3.4 3.4 2.4
1 1,2 3.4 1,2 2,4 5.6 3¢
5,6 5,6 5,6 5,6 : 5,6
3.441.24 [~ - 3,4,.1,2 2,4 3,4_1,2
_ ‘ 5,6
1,2| >0 3,4 5.6 1,2 5.6 3 4 5,6 13 5,6 1,2 |56 (3,4
] - - A
5,6 3,4 56 6 1,3 3.4 5,6 5.6
3,4 1,2 3,470 | 19 PO 3 3,4 | 71,2
1,2 - 1,2
: 743 SN SN0 £ :
3.4 1,2 220 3,4 2.5 b0 1,273,
1.4
5.6 3,4 5,0 (s 3.4 /5.6
, 3.6 4 5 3,5
2.4 1,574,6 1,2

Figura 5.4: Snarks 5-Blowup e 6-Blowup satisfazem a conjectura.
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Capitulo 6
Conclusao e trabalhos futuros

Esta tese foi motivada pela Questao , proposta por Cavicchioli et al. [15] de en-
contrar, caso exista, o menor snark com cintura pelo menos 5 que seja Tipo 2. No
Capitulo [I], apresentamos familias de snarks Tipo 1, indicando que esta questao
possui uma resposta negativa. Porém, conseguimos responder parcialmente esta
questao, apresentando intimeros snarks Tipo 2 no Capitulo Apresentamos uma
construcao para obter snarks Tipo 2 inéditos para toda ordem a partir de 40. Porém
todos estes snarks possuem quadrado, ou seja, cintura menor que 5.

Além disso, motivados por esta construgao de snarks que faz uso da juncao de

tijolos Classe 2 e tijolos Tipo 2, propomos a Questao [

Questao 4. Qual o menor snark (se existir) que seja minimal com respeito a Classe
e Tipo, ou seja, a remocao de qualquer elemento diminui Classe e Tipo simultane-

amente?

Continuamos a busca por um grafo ciibico com cintura pelo menos 5 que fosse
Tipo 2. Esta busca nos permitiu propor no Capitulo [3| a Questao [2] de encontrar um
grafo cubico Tipo 2 com cintura pelo menos 5, e portanto, mais geral que a questao
proposta por Cavicchioli et al. Também neste capitulo, apresentamos uma condigao
suficiente para um grafo cibico ser Tipo 2 e com esta, conseguimos mostrar, sem o
uso de computador, que alguns grafos com cintura pequena sao Tipo 2. Por outro
lado, ampliamos a busca do grafo ciibico Tipo 2 com cintura pelo menos 5, nao
s6 apresentando familias de snarks Tipo 1, como também provando que existira no
maximo um numero finito de grafos de Petersen generalizados que sejam Tipo 2.

No Capitulo [ comegamos a estudar a coloragao total equilibrada, relacio-
nando esta coloragao total mais restrita, com a coloracao total que investigamos
até entao. Assim, foi natural relacionar a coloragao total equilibrada com a nossa
busca pelo Tipo 2 com cintura pelo menos 5. Logo, a primeira investigacao deu
origem aos inéditos grafos ciibicos Tipo 1 com nimero cromatico de coloragao total

equilibrada 5. Como todo grafo cibico Tipo 2 possui uma 5-coloragao-total equi-
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librada [66], o interessante é fazer a busca pelo “Tipo 2 com respeito a coloragao
total equilibrada” considerando entao somente os grafos ctibicos Tipo 1. A procura
por estes exemplos motivou a Questao (3| de encontrar um grafo ciibico Tipo 1 com
cintura pelo menos 5 que possua nimero croméatico de coloracao total equilibrada 5,
proposta também neste capitulo. O motivo se deve ao fato de que todos os exemplos
de grafos cubicos Tipo 1 com niimero cromatico de coloragao total equilibrada 5 que
construimos possuem quadrados ou triangulos. Na verdade, mesmo os exemplos
que possuem triangulos (cintura igual a 3) também possuem quadrados, entao uma
formulagdo mais refinada para a Questao [3] seria substituir a condigdo de possuir
cintura pelo menos 5 para a condicao de nao possuir quadrados.

Ainda neste capitulo, apresentamos familias de grafos ctibicos que sugerem que
a Questao |3 possui resposta negativa, estabelecendo também propriedades de co-
loracao total equilibrada que auxiliaram na prova de que o ntimero cromatico de
coloracao total equilibrada dos membros destas familias é 4. Por fim, provamos que
o problema de determinar se um grafo ctibico bipartido possui uma 4-coloracao-total
equilibrada é NP-completo, o que ja se acreditava em [38].

No Capitulo[d], vimos uma relagao entre as Questoes [2 e 3] que nos permite acre-
ditar que uma resposta positiva para a Questao [2| pode proporcionar uma resposta
positiva para a Questao [3]

Resumidamente, nesta tese investigamos duas novas questoes que foram propos-
tas motivadas pela rica literatura existente sobre coloracao total de grafos ctibicos
e principalmente motivada pela Questao [I, de Cavicchioli et al. As duas novas
questoes abordam a nao 4-total-colorabilidade de grafos cibicos com cintura grande,
uma considerando a coloracao total e a outra considerando a coloracao total equili-
brada. A Questao [2] busca um grafo ciibico com cintura pelo menos 5 que nao seja
4-total-colorivel, enquanto a Questao [3| busca um grafo cibico Tipo 1 com cintura
pelo menos 5 que nao seja 4-total-colorivel com uma 4-coloracao-total equilibrada.

A Questao [I] foi proposta por Cavicchioli et al. com base em resultados com-
putacionais. Assim, pode-se dizer que o objetivo principal desta tese foi confirmar
a dificuldade da Questao [I} através de resultados tedricos que sugerem respostas
positivas e negativas, da formulacao de duas outras questoes relacionadas, e de re-
sultados computacionais que estendem os de Cavicchioli et al.

Vale ressaltar que as trés questoes envolvendo grafos ciibicos abordadas nesta tese
podem ser estendidas para grafos com A = 3, visto que nao encontramos exemplos
com A = 3 na literatura existente.

A seguir, o diagrama da Figura [6.1| apresenta as familias de grafos ctibicos para
as quais o numero cromético total foi determinado durante o doutorado. Os grafos
de Petersen generalizados sao analisados separadamente, na Figura [6.2]

Encerramos a tese com um diagrama na Figura que resume os resultados
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Grafos cubicos

Q Tipo 1, cintura pelo menos 5

Extensao Extensao

da 4-escada
de Mobius| | da 5-escada

"""""""" Grafos
: . H Blanusa 1 e 2
i Tipo2 com quadrados

n-Semi blowup

n-Blowup

Figura 6.1: Até agora, conhecemos somente grafos cubicos Tipo 2 que possuem
quadrados ou triangulos.

de coloragao total e coloragao total equilibrada, apresentados nos Capitulos [3] e [4]
dos grafos de Petersen generalizados. Note que os resultados também forneceram
infinitos grafos de Petersen generalizados adicionais na regiao branca, que sao Tipo 1

ou ainda, que possuem numero cromatico de coloracao total equilibrada 4.

k
k>[5
Xl/:4
N\

o X' =5(G(5,1) e G(9,3))

b

3 L]
% s \2\0\\3 5\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\’
n

Figura 6.2: Até agora, conhecemos somente dois grafos de Petersen generalizados
que sao Tipo 2.

6.1 Para o futuro

Reservamos algumas ideias para os proximos trabalhos.
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Utilizando a recente prova sucinta de que a Conjectura da Coloracao Total
(TCC) ¢ valida para os grafos com A = 3 [20], tentar mostrar de forma
sucinta, que a conjectura da coloragao total equilibrada de que x? < A+ 2 ¢

vélida para grafos com A = 3 [66];

Continuar investigando as familias de snarks com cintura grande obtidas com
a superposicao [37], abordada no Capitulo |3} para tentar obter o snark Tipo 2
ou, pelo menos, entender mais esta construcao de grafos ciibicos com cintura

grande;

Uniformizar as provas de determinacao de 4-coloracao-total de grafos cibicos

contendo sequéncia de quadrados, apresentadas no fnicio do Capitulo [2}

Continuar o estudo de coloracao total equilibrada para as familias conhecidas
de snarks, como por exemplo, Goldberg e Loupekine, e também para os demais

grafos de Petersen generalizados;

Baseado no estudo de Raphael Machado e Celina de Figueiredo sobre as sur-
preendentes classes de grafos para as quais o problema de coloracao total é
polinomial enquanto o problema de coloragao de arestas ¢ NP-completo, como
por exemplo a classe dos “{square,unichord}-free” [40], tentar buscar clas-
ses também surpreendentes, considerando a coloracao total e a coloracao total
equilibrada. Uma ideia inicial é ver se para esta classe, o problema de coloracao
total equilibrada também é polinomial. O imediato é analisar as coloragoes

totais determinadas e verificar se sao equilibradas ou nao.
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Apeéendice A

Sobre a parte computacional

A.1 Aplicada no Capitulo 2

Para a geracao dos grafos cubicos, foi utilizado o programa “minibaum” descrito
em [5]. Os snarks foram gerados pelo programa “snarkhunter”, do qual a cons-
trugao e rotinas de isomorfismo sdo descritas em [7]. Os semigrafos cibicos com 4
semiarestas duas a duas nao adjacentes foram gerados pelo programa “multigraph”,
que é baseado nas técnicas do “minibaum”. Este programa nunca foi publicado,
porém ¢é usado hé quase 20 anos e durante este tempo, os resultados foram compa-
rados com outros programas, nunca obtendo discrepancias.

Com excecao do programa que testa a propriedade de ser tijolo, a maioria dos
programas sao usados h& muito tempo. Este foram usados por exemplo em [6], onde
muitos dos resultados foram comparados com outros resultados independentes. Para
os casos grandes (por exemplo grafos cubicos livres de quadrado com 32 vértices)
onde o nimero cromatico total foi determinado, um programa especial foi desenvol-
vido. Este usa o Lema [15] e busca 4-coloracoes de aresta fortes. Para propdsito de
teste, os resultados foram comparados com os resultados do programa independente
mais antigo e bastante testado, para todos os grafos ciibicos até 24 vértices e para
os grafos cubicos livres de triangulos com 26 vértices, e os resultados tiveram total
concordancia.

Para testar se um semigrafo ctibico com 4 semiarestas duas a duas nao adjacentes
¢ um tijolo, dois programas foram escritos. Um checando os cortes e a distribuicao
das semiarestas nas componentes apés a remocao dos cortes, e o outro (o mais
rapido) usando o Lema , fazendo a juncao do semigrafo cibico com 4 semiarestas
duas a duas nao adjacentes com um s-quadrado e testando se o grafo resultante
é ciclicamente 4-aresta-conexo. Os programas foram comparados para todos os
semigrafos cuibicos com 4 semiarestas duas a duas nao adjacentes com até 18 vértices

(mais de 4.000.000 grafos), e os resultados tiveram total concordancia.
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A.2 Aplicada nos Capitulos 3 e 4

O programa desenvolvido para a coloragao total dos grafos de Petersen generalizados
¢ um algoritmo de “backtracking” que faz uso da estrutura destes grafos tentando

obter uma 4-coloracao-total. A ideia geral do algoritmo consiste nos seguintes passos.

Seja G um grafo de Petersen generalizado.

(1) Defina uma ordem dos vértices do grafo.
(2) Seja v o préximo vértice nao colorido, de acordo com a ordem definida em (1).

(2.1) Se nenhum vértice v existe, G estd colorido com 4 cores. Retorne esta

coloracao total.

(2.2) Para cada coloragao possivel de v e de suas arestas incidentes compativel

com elementos coloridos previamente,

(2.2.1) Colora v e suas arestas incidentes e passe para o proximo vértice nao

colorido u;

(2.2.2) Se nenhuma coloragao for encontrada para u, descolora v e suas ares-

tas incidentes, coloridos na etapa anterior.

(2.3) Se todas as possibilidades para v foram tentadas, retorne ao vértice an-

terior e tente recolori-lo. Se v for o primeiro vértice, entao G é Tipo 2.

A.2.1 Complexidade de tempo

Note que, para um vértice v, podem existir até 4! = 24 coloracoes possiveis de v e
suas arestas incidentes no passo (2.2). Isto poderia resultar em uma complexidade
de O(24V@1) a0 todo. Porém, com uma escolha cuidadosa da ordem no passo (1),
o numero de escolhas pode reduzir drasticamente. A heuristica usada para definir
esta ordem foi de maneira que, quando um vértice é escolhido para ser colorido,
pelo menos um de seus vértices adjacentes ja possui uma cor. Na verdade, foram
utilizadas ordens nas quais o vértice a ser colorido ja possui dois vértices adjacentes
coloridos, com a maior frequéncia possivel. Além disso, assim que uma 4-coloracao-
total é encontrada, o programa retorna esta, evitando passos desnecessarios. Isto
nos permitiu cobrir, além de todos os grafos de Petersen generalizados de ordem até
70, também algumas instancias com mais de 200 vértices.

Para a coloracao total equilibrada, uma abordagem similar foi usada, com o
procedimento adicional de checar, apds a determinacao da 4-coloracao-total, se esta
coloragao ¢é equilibrada ou nao. Se a coloragao nao é equilibrada, a busca continua.

Neste caso, um custo computacional maior é necessario, pois para um dado grafo,
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mais de uma 4-coloracao-total pode ser determinada para se encontrar uma que seja
equilibrada. Com excecao dos dois grafos Tipo 2 que conhecemos, G(5,1) e G(9, 3),
para todos os grafos de Petersen generalizados de ordem até 40, o niimero cromatico
de coloracao total equilibrada foi determinado ser 4.

Os algoritmos foram implementados usando linguagem C e todas as instancias

foram rodadas no sistema Mac OS X com processador de dois ntcleos.

A.2.2 Correcao do programa

Apesar da auséncia de erros na implementacao nao poder ser garantida, todos os
resultados obtidos podem ser testados: para os dois casos de grafos Tipo 2 dentre
os grafos de Petersen generalizados, apresentamos provas tedricas no Capitulo |3| de
que estes grafos precisam de 5 cores para serem coloridos. Para todos os outros
grafos testados pelo programa, este apresentou uma coloragao total com 4 cores,

confirmando que estes grafos sao Tipo 1.
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