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Neste trabalho, propomos dois métodos proximais para o problema de otimizacao
multiobjetivo irrestrito. Em ambos os casos, consideramos que o vetor de fungoes
objetivo é convexo e que possui pelo menos uma de suas fungoes objetivo coerciva.
O primeiro método generaliza o método de escalarizacao proximal log-quadratico
de Gregorio e Oliveira e o segundo, generaliza o método proximal de valor veto-
rial de Bonnel et al.. Em ambos os casos, o termo quadratico dos subproblemas
dos métodos que foram generalizados, é substituido pela quase-distancia, que pos-
sui importantes aplicacoes em teoria da computacao e economia, entre outras. O
uso da quase-distancia gerou a perda de importantes propriedades, como a conve-
xidade e a diferenciabilidade. No entanto, mostramos a convergéncia do primeiro
método para solugoes Pareto e a convergéncia do segundo método, em versoes exata
e inexata, para solugoes Pareto fraco. A andlise de convergéncia do algoritmo exato
(segundo método) s6 foi possivel devido a uma varia¢do de um importante resultado

de escalarizacao.
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In this work, we propose two proximal methods for unconstrained multiobjec-
tive optimization problem. In both cases, we assume that the vector of objective
functions is convex and has at least one of their objective functions is coercive.
The first method, generalizes the log-quadratic proximal scalarization method of
Gregério and Oliveira and the second method generalizes the vector-valued proxi-
mal method of Bonnel et al.. In both cases, the quadratic term of the subproblems
of the methods that have been generalized, is replaced by the quasi-distance, which
has important applications in computer theory and economics, among others. The
use of quasi-distance caused the loss of important properties such as convexity and
differentiability. However, we prove the convergence of the first method for Pareto
solutions and the convergence of the second method, in exact and inexact versions,
for weak Pareto solutions. The convergence analysis of the exact algorithm (second

method) was possible due to a variation of an result important of scalarization.
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Notacoes

R™
RY

(,y)

r<y
Ly

x <y

1]

111

Bjs(a)
dom(h)

dc

Ne(z)
Oh(x)
Oh(x)

A+ B

arg min
ARG MIN
ARG MIN,,
POM

Conjunto dos niimeros naturais.

Conjunto dos niimeros reais.

Espaco Euclideano m-dimensional.

Ortante nao-negativo de R™.

Interior de R’

Produto interno Euclideano de z e y em R™.
i <y,Vi=1,..m (z,y € R™).

r <y,Vi=1,..m (z,y € R™).

r; <y, Vi=1,..,mex;, <y;, para algum ig € {1, ...

Norma euclideana.

Norma-1.

Bola aberta com centro em a e raio § > 0.
Dominio efetivo da funcao h.

Funcao indicadora do conjunto C.

Cone normal no ponto x em relacao ao conjunto C'.

Subdiferencial Fréchet da fungao h em .
Subdiferencial-limite da funcao h em .
{atblacAebe B} com A, B C R™.
Conjunto dos minimizadores.

Conjunto das solugoes Pareto.

Conjunto das solugoes Pareto fraco.

Problema de Otimizagao Multiobjetivo.

viil

ymy (z,y € R™).



Introducao

Este trabalho considera o problema de otimiza¢ao multiobjetivo (POM) irrestrito

MINIMIZE {F(z) | z € R"} (1)

onde F = (F}, Iy, ..., F,,)T : R* — R™ satisfaz as seguintes hipdteses:
(H1) F é convexa, i.e., F; : R" — R é convexa para todo ¢ € {1,...,m};

(H2) F possui pelo menos uma de suas fungoes objetivo coerciva, i.e.,

existe r € {1,...,m} tal que lim F,(z) = +oc.
[zl —+o0

Nosso objetivo é analisar métodos para encontrar solugoes Pareto fraco e/ou
Pareto para o problema (1), significando, para o caso Pareto fraco, um ponto a € R™
tal que nao existe x € R" satisfazendo F'(r) < F'(a) e, para o caso Pareto, um ponto
a € R™ tal que nao existe x € R" satisfazendo F(z) < F(a).

A importancia da otimizagao multiobjetivo pode ser conferida em uma grande
variedade de aplicagoes presentes na literatura. Stewart et al. [41] apresentam uma
série de estudos de casos ilustrativos de uma ampla gama de aplicagoes de métodos
de otimizagao multiobjetivo, em areas que vao desde projeto de engenharia até tra-
tamentos médicos. Além do trabalho de Stewart et al., podemos citar, dentre outros,
o trabalho de White [43] que oferece uma bibliografia de 504 artigos descrevendo
varias aplicacoes que abordam, por exemplo, problemas relacionados a agricultura,
servigos bancarios, servigos de satde, energia, induistria e 4gua. Mais informacoes,
com respeito a otimizacao multiobjetivo, podem ser conferidas na secao 1.4 e Mi-
tettinen [29].

Existe uma classe mais geral de problemas, conhecida como otimizacao vetorial,
que contém a otimizagao multiobjetivo. Conferir, por exemplo, Luc [27]. Os métodos
desenvolvidos para esta classe de problemas podem ser classificados em dois tipos:
métodos de escalarizagao e extensoes de algoritmos de Programagao Nao-Linear
para o caso vetorial. Algumas técnicas de otimizacao global sao discutidas em
Chinchuluun e Pardalos [12].



O algoritmo de ponto proximal (APP) cldssico para minimizar uma fungao con-
vexa de valor escalar f : R® — R, gera uma sequéncia {z*} através do seguinte

procedimento iterativo: Dado um ponto inicial z° € R", entao
28 € arg min{ f(z) + \y|lz — 2||* | z € R"}, (2)

onde )\, é uma sequéncia de nimeros reais positivos e ||.|| é a norma usual. Este al-
goritmo foi inicialmente introduzido por Martinet [28] e desenvolvido e estudado por
Rockafellar [36]. Nas ultimas décadas, a andlise de convergéncia da seqiiéncia {z"*}
vem sendo amplamente estudada, e entao surgiram vérias extensoes deste método,
no sentido de se considerar casos em que a fungao f é nao convexa e/ou casos em
que o termo quadrético em (2) é substituido por uma distancia generalizada, como
por exemplo, distancia de Bregman, ¢-divergéncias, distancia proximal e quase-
distancia. Os trabalhos contendo estas generalizagoes incluem: Chen e Teboulle [7],
Chen and Pan [8], Cruz Neto et al. [14], Cunha et al. [15], Kaplan and Tichatschke
[23], Moreno et al. [31], Papa Quiroz e Oliveira [34], Pennanen [35] e Souza et al.
[40]. Um ponto importante sdo as generaliza¢oes do APP classico para espagos nao-
euclideano, tais como Banach e Riemann, e neste sentido, podemos citar: Alber et
al. [2] e Ferreira e Oliveira [17], entre outros.

Esta classe de APP foi estendida para varias classes de problemas e em especial
para otimizacao vetorial. O primeiro método a apontar nesta direcao foi o método
feixes proximal multiobjetivo apresentado por Miettinen e Mékeld (conf. Miettinen
[29]). Gopfert et al. [19] apresentaram um método do ponto proximal para uma
representagao escalar (F'(x), z) com uma regularizagdo baseada em fungoes de Breg-
man sobre espagos de dimensao finita. Bonnel et al. [4], desenvolveram um APP de
valor vetorial com regularizacao quadratica para investigar problemas de otimizacao
vetorial convexo em espacos de Hilbert. Motivados pelo trabalho de Bonnel et al.,
outros estudos surgem na literatura apresentando APPs de valor vetorial e neste sen-
tido, podemos citar: Ceng e Yao [6], Chen e Zhao [9], Chen et al. [10], Chen et al.
[11], Chuog [13] e Villacorta e Oliveira [44]. Finalmente, observamos que Gregério
e Oliveira [20] apresentaram um método de escalarizagdo proximal em otimizagao
multiobjetivo para uma representacao escalar estrita abstrata com uma variacao da
fungao log-quadratica de Auslender et al. [3] como regularizacao.

Nos capitulos 2 e 3 vamos apresentar generalizacoes do método de escalarizacao
proximal de Gregério e Oliveira [20] e do APP de valor vetorial de Bonnel et al. [4]
(quando este estiver restrito a otimizacao multiobjetivo), respectivamente. A seguir,
apresentaremos uma breve descricao dos métodos a serem generalizados.

1) Gregorio e Oliveira [20]: Dados os pontos iniciais 27 € R™ e 2° € R, e sequéncias

B,y > 0,k = 0,1, ..., o método gera uma sequéncia {(z*, 2*) }reny C R™ X RT, via



o seguinte procedimento iterativo:

25

(28,25 € arg min {[(2,2) + B Hx(2) +

x—a¥? | zeQF 2 eRT, (3)

onde f : R" x RT — R satisfaz as propriedades (P1) a (P4) [conferir, secao 2.1
e Observacao 2.1.1], Q" = {z € R" | F(z) < F(z"*)} e Hx : R, — R ¢ a
funcao definida por H.x(z) = (z/2% — log(z/2*) — e,€), com e = (1,...,1) € R™,
z)28 = (21)28, . 2/ 2E) e log(2/2F) = (log(z1/2Y), ..., log(2m/2%)).

2) Bonnel et al. [4] (Restrito a otimiza¢ao multiobjetivo):

0

versao exata: Dado um ponto inicial x” € R", o método gera uma sequéncia

{2*}ren C R™ via o seguinte procedimento iterativo:
#**1 € ARG MIN,, {F(z) + %Hm — 2F|2e, | z € QFY, (4)

onde Q% = {z e R" | F(z) < F(2*)}, {ex}tren C R, tal que |lex|| = 1 para todo k
e < Oék,V/{? e N.

Versao inexata: Dado um ponto inicial 2°

€ R", o método gera uma sequéncia
{2*}ren C R™ via o seguinte procedimento iterativo: Dada a k-ésima iterada x*,

tome como préxima iterada qualquer x**! € R” tal que existe g, € R, satisfazendo:

0 € 0z, ((F(.), 2°) + 0 ) (@) + cunfew, 2°) (2" — 2¥),

673
ep < 07(% Y|t — 2R |2,

onde o € [0,1), 0 < ay; Vk € N e {2"}pen C R\ {0} tal que ||2¥|| = 1 para todo k.

Recordamos que, para e > 0 e f: R® — R convexa,
Of(x) ={ueR" | fly) — f(z) = (u,z —y) =2 —e Vy € R"}.

Uma aplicagao quase-distancia (q.d.) em R™ é uma aplicagao ¢ : R” x R" — R,

tal que, para todos z,y,z € R",

q(,y) =qy,z) =0<=x=y e qz,2) <qlr,y) +qy,2).

Segue que se uma q.d. satisfaz também a propriedade de simetria entao ela é uma
distancia. Logo, quase-distancias generalizam distancias. Elas desempenham um
papel fundamental nos algoritmos proximais desenvolvidos (capitulos 2 e 3), pois
sao empregadas como regularizagao. Mais especificamente, a q.d. ¢ substitui as
regularizacoes quadraticas em (3) e (4). O primeiro desafio que surge é que uma q.d.
nao necessariamente ¢ uma funcao convexa, nem continuamente diferenciavel e nem
mesmo uma funcao coerciva em nenhum de seus argumentos. Vamos considerar a

classe de q.d. que satisfaz: existem constantes positivas a e (3 tal que
allz —yll < q(z,y) < Bllz —yll, V,y.

3



Isto permitird a recuperacao de propriedades, tais como coercividade e condigao
de Lipschitz (conf. Proposi¢ao 1.3.1). No entanto, outras propriedades, tais como
a convexidade e a diferenciabilidade nao sao asseguradas. Consequentemente, os
procedimentos utilizados para garantir os resultados de convergéncia dos nossos
métodos foram diferentes dos procedimentos utilizados por Gregorio e Oliveira e
por Bonnel et al.

A motivacao em se considerar a q.d. é que elas aparecem naturalmente em teoria
da computagao (Brattka [5] e Kunzi et al. [24]) e economia (Romaguera e Sanchis
[38] e Moreno et al. [31]), dentre outras dreas. Vale ressaltar que Morero et al.
[31] desenvolveram um algoritmo proximal com quase-distancia como regularizagao,
aplicado a fungoes escalares nao diferencidveis e nao convexas e satisfazendo a de-
sigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz. Como a quase-distancia nao nescessariamente
¢ simétrica eles derivaram uma interpretacao economica para este algoritmo, apli-
cada a formacao do habito. Neste sentido, o trabalho de Moreno et al. sinaliza a
possibilidade de uma interpretacao economica para os nossos algoritmos aplicada a
problemas multiobjetivos relacionados com a economia.

Dentre as contribuigoes do trabalho, destacamos:
1°) A hipdtese (H2) - Esta hipitese, em conjunto com a hipdtese de convexidade
(H1), implica na compacidade das restri¢oes, 2¥, dos subproblemas dos nossos algo-
ritmos (Lema 2.2.1) e, consequentemente, na limitacao de qualquer sequéncia gerada
por eles (Proposicoes 2.2.4 e 3.1.3). Mais detalhes, em relacao a esta hipdtese, po-
dem ser conferidos na introducao da secao 2.2.1 e na Observacao 3.1.1;
2°) Uma nova aplicagao f : R" x R — R satisfazendo as propriedades (P1) a (P4)
abaixo que foram fundamentais para a analise de convergéncia do algoritmo que
propomos no capitulo 2 (conf. Proposigao 2.1.1).

(P1) f é limitada inferiormente por algum o € R;
(P2) f é convexa em R" x R";

(P3) f é uma representacao escalar de F', com respeito a z, i.e.,

F(z) <F(y) = f(z,2) < f(y.2) e Fz)<F(y) = [f(z,2) < [f(y,2)
para todos z,y € R" e z € R,

(P4) f é diferencidvel, com respeito a z e %f(x,z) = h(z,z), onde h é uma aplicacao

continua de R" x R™ para R

3°) A propriedade (P3) - Esta propriedade foi fundamental para garantir a con-
vergéncia do método que propomos no capitulo 2, para solugdo Pareto (em vez de
Pareto fraco). Mais informagdes sobre esta propriedade podem ser encontradas na

Observacao 2.1.1.



4°) A Proposigao 1.4.4 - Esta proposi¢ao é uma varia¢ao de um importante resultado
de escalarizacao e permite a escalarizacao de aplicagoes que satisfazem apenas uma
condi¢ao necessaria da convexidade. A escalarizacao dos subproblemas do algoritmo
proximal exato que propomos no capitulo 3 sé foi viavel devido a esta Proposigcao
(conf. Proposigao 3.1.2).

Vale ressaltar que os resultados obtidos nos capitulos 2 e 3 foram submetidos,
para apreciacao e possivel publicacao, nas revistas Applied Mathematics and Com-
putation e European Journal of Operational Research, respectivamente.

No capitulo 1 apresentamos as defini¢oes bésicas e notacoes, como também al-
guns conceitos e resultados a respeito da quase-distancia, da teoria do subdiferencial
Fréchet e limite e da teoria da programacgao multiobjetivo. No capitulo 2, desenvol-
vemos o método de escalarizacao (Método EPLQD), onde garantimos a boa definigao
da sequéncia gerada, o critério de parada e a convergéncia para solugoes Pareto. Por
ultimo, testamos o método EPLQD apresentando alguns exemplos numéricos. No
capitulo 3, desenvolvemos um método proximal de valor vetorial, apresentando uma
versao exata (Algoritmo VQD-I) e uma versao inexata (Algoritmo VQD-II). Em
ambos os casos, garantimos a boa definicao da sequéncia gerada e a convergéncia
para solucoes Pareto fraco. Além disto, verificamos a existéncia de sequéncias que
sao geradas pelo algoritmo e que convergem para solugdes Pareto (ao invés de Pareto
fraco) e finalmente testamos o método apresentando alguns exemplos nimericos.

Nas secoes 2.4 e 3.3, referentes as implementacoes dos algoritmos, contamos com
o apoio do Dr. Michael Souza (UFC).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, além das notacoes e resultados bésicos, recordamos os conceitos e
algumas propriedades, dos subdiferenciais Fréchet e limite e da aplicagao quase-
distancia, e por ultimo faremos uma breve revisao da programacao multiobjetivo.
Além disto, destacamos neste capitulo a Proposicao 1.4.4, que é uma variacao de
um importante resultado de escalarizacao (Proposi¢ao 1.4.3 ), e que permite a es-
calarizagao de aplicagoes que satisfazem apenas uma certa condicao necessaria da

convexidade.

1.1 Resultados basicos

Nesta secao, com o objetivo de facilitar a leitura deste documento, grande parte
das notagoes e dos resultados basicos que farao parte do nosso trabalho serao
relembrados. Todos os conceitos e resultados podem ser conferidos em livros

relacionados & andlise matematica e andlise convexa, tais como ([26], [32], [37]).

i) Seja f : R" — R U {4+00}. O dominio efetivo de f, domf, é dado por
dom(f) ={z € R" | f(x) < +00}. Temos: f é prépria se, e somente se, dom(f) # 0.

ii) Sejam f : R" — R U {400} uma fungao convexa e = € dom(f). Entao,

o subdiferencial de f em Z , 0f(Z), é definido por
0f() ={y eR" | f(2) = f(z) + (y, 2 — 7) Vz € R"}.

iii) Sejam f : R” — R U {400} uma fungao convexa, ¢ € R} e z € dom(f). Entao

o e-subdiferencial de f em Z, 0. f(Z), é definido por

0.f(7) ={y e R" | f(2) > f(T) +(y,2 —T) —e ¥z € R"}.



iv) Sejam f : R" — RU {400} e U C dom(f). Entao: a) f é lipschitziana em U
se existe L > 0 tal que |f(z) — f(y)| < L||lz —y||, ¥ z,y € U; b) f é localmente
lipschitziana em Z € U se existe 0 > 0 tal que f é lipschitziana em U N Bs(Z).

v) Seja f : R" — R U {+00}. Dizemos que f é semicontinua inferior (s.c.i.) no
ponto # € R", quando para qualquer sequéncia {z'} C R” tal que lim;_, 2! = z,
tem-se f(z) < lim inf,_. f(2'). Alem disto, f é s.ci. em R", ou simplesmente

s.c.i., quando ela é s.c.i em todos os pontos de R™.

vi) Seja C' C R™. Entao a fungao indicadora de C, d¢, é definida por d¢(z) = 0 se
r € Cedc(r) =40 sex ¢ C. Temos: (a) Se C' é convexo, entao dc é convexa;
(b) Se C' é fechado, entao d¢ é semicontinua inferior; (¢) Se C' é limitado, entao o¢

é coerciva.

vii) Sejam C' C R"™ um conjunto convexo e Z € C. O cone normal (Cone
de dire¢bes normais) no ponto Z em relacdo ao conjunto C' é dado por
Ne(@) = {v e R" | (v,z—Z) < 0Vzr € C}. Temos: Se C C R™ é um con-

junto convexo e T € C entao 00¢(Z) = N¢(Z).

1.2 Teoria do subdiferencial

Os subproblemas dos nossos algoritmos (capitulos 2 e 3) nao nescessariamente sao
convexos nem diferenciaveis. Portanto, para obtermos as condicoes de otimalidade,
necessarias ao desenvolvimento do nosso trabalho, faz-se necessario o estudo de al-
gum tipo de subdiferencial generalizado. Optamos pelo subdiferencial-limite, que
estd intimamente ligado com o subdiferencial Fréchet, pois suas propriedades suprem
as necessidades da analise de convergéncia dos algoritmos propostos. Enunciaremos
somente as propriedades que serao fundamentais para o desenvolvimento do traba-

lho. Para mais detalhes, conferir, por exemplo ([32],[37]).

Defini¢ao 1.2.1 Seja h : R" — R U {+o0} uma funcao propria e semicontinua

inferior e seja x € R™.
a) O subdiferencial Fréchet de h em z € R, Oh(x), € dado por:
w* € R | Timint M) Zh@) = @ty — @)

) > if = € dom(h
oh(z) := { yAey—a lz —y] = 0} , if z € dom(h)
2, if x ¢ dom(h)




b) O subdiferencial-limite de h em x € R™, 0h(z), é dado por:

~

Oh(x) :== {x* €R" | Jzy — @, h(zn) — Wx), =}, € Oh(z,) ez}, — 35*}

Proposicao 1.2.1 Para uma fungio h : R" — RU {400} e um ponto & € dom(h),
os conjuntos Oh(x) e Oh(Z) sio fechados, com Oh(T) convezo e Ih(Z) C Dh(Z).

Prova: Conferir Rockafellar e Wets [37], Teorema 8.6. n

A Proposigao seguinte mostra que os subdiferenciais Fréchet e limite generalizam

o subdiferencial de funcoes convexas.

Proposicao 1.2.2 Sejam h : R" — RU {400} uma fung¢ao convera e prdpria, e
T € dom(h). Entdo,

On(z) = 0h(z) = {y € R" | h(z) > h(&) + (y, 2 — &) Vz € R"}.

Além disto, se h for continua em T, entdo o subdiferencial ¢ um conjunto convexo,

compacto e nao Vazio.

Prova: Conferir Rockafellar e Wets [37], Proposicao 8.12. |

Observagao 1.2.1 Seja h : R" — RU{+00} uma fun¢do continua em & € dom(h).
Caso h seja ndo conveza, os conjuntos Oh(z) e dh(Z) podem ser vazios. Por exemplo,
para a fungdo h : R — R tal que h(x) = 0.6(|x — 1|2 — |z +1|V/2)+ 23, 0s conjuntos
Oh(0) e Oh(—1) sao vazios (Conferir, Rockafellar e Wets [37], pdgina 303).

A Proposicao e Observagao seguintes fornecem, em relagao aos subdiferenciais
Fréchet e limite, as condigoes necessarias de otimalidade. Quando as funcoes e
restricoes em questao sao convexas, as condicoes necessarias de otimalidade passam

a ser também suficientes, i.e., as reciprocas dos resultados passam a ser verdadeiras.

Proposicao 1.2.3 Se uma fung¢do propria h : R" — RU {400} possui um minimo
local em & € dom(h), entio 0 € Oh(Z) e 0 € Oh(%).

Prova: Conferir Rockafellar e Wets [37], Teorema 10.1. n

Observagao 1.2.2 Seja C C R". Se uma fungao prépria h : C — R U {+o0}
possui um minimo local z € C, entio 0 € d(h+6¢)(z),0 € d(h+ 6¢)(Z), onde d¢ é

a funcao indicatora do conjunto C, definida na se¢ao 1.1 item vi.

Quando a funcao é localmente lipschitziana, o subdiferencial-limite é limitado

pela constante de Lipschitz. Segue o resultado:
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Proposicao 1.2.4 Seja h : R" — R U {£o00} localmente lipschitziana em T e com
constante de lipschitz £ > 0. Entao ||z*|| < L para todo z* € Oh(Z).

Prova: Conferir Mordukhovich [32], Corolario 1.81. [

O Subdiferencial-limite possui importantes propriedades, em relacao a soma e o

produto de fungoes. Seguem os resultados:

Proposicao 1.2.5 Se h; : R" — R U {+o0},i = 1,2 sao fungoes tais que hy €
localmente lipschitziana em T € dom(hy) N dom(hy) e hy € semicontinua inferior

neste ponto, entao

O(hy + he)(Z) C Ohy(Z) + Oho(Z).
Prova: Conferir Mordukhovich [32], Teorema 2.33. n

Proposicao 1.2.6 Sejam h; : R® — R, = 1,2 funcgoes localmente lipschitzianas

em . Entao, se tem uma regra do produto na forma de igualdade:

O(hy.h2)(Z) = O(ha(Z)hy + h1(Z)h2)(T).

Prova: Conferir Mordukhovich e Shao [33], Teorema 7.1. [

1.3 Quase-distancia

As fungoes objetivo de cada iteragao dos métodos de ponto proximal propostos
(capitulos 2 e 3), consistem de determinadas aplicagoes regularizadas por um termo
adequado envolvendo uma quase-distancia. Nesta secao, apresentamos o conceito
de quase-distancia e os resultados que serao fundamentais para o desenvolvimento

do nosso trabalho. Para mais detalhes, conferir, por exemplo ([1], [16] , [31]).

Definigao 1.3.1 ([42]) Seja X # 0 um conjunto. Uma aplicagio q : X x X — R,

¢ uma quase-distancia em X se, para todos x,y,z € X,
a) q(z,y) =q(y,v) = 0= a=y
b) q(z,z) < qz,y) +a(y, 2).

Observacao 1.3.1 a) Se g também satisfaz a propriedade de simetria, i.e., para
quaisquer x,y € X, q(z,y) = q(y,x), entdo q € uma distancia em X; b) Para cada
z € R™ fizado, as fungoes q(.,z) e q(Z,.) ndo necessariamente sio convexas, nem

diferencidveis e nem mesmo coercivas (conferir [31], Exemplo 3.1 e Observagao 3).
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O préximo resultado nos fornece uma classe de quase-distancias que satisfazem
importantes propriedades. Ao longo do nosso trabalho, vamos nos limitar a quase-

distancias que pertencem a esta classe.

Proposicao 1.3.1 Seja q : R* x R® — R, uma quase-distancia em R™. Suponha

que existem constantes positivas o e (3 tais que
alz —yl| <q(z,y) < Bllz —yl, Vz,yeR™ (1.1)

Entao, para cada zZ € R",
a) As fungoes q(z,.) e q(.,z) sao lipschitzianas em R™;
b) As funcoes ¢*(z,.) e ¢*(., 2) sdo localmente lipschitzianas em R™;

c) As funcoes q(z,.), q(.,2), ¢*(z,.) e ¢*(., Z) sao coercivas.

Prova: Conferir Moreno et al. [31], Proposigdes 3.6 e 3.7 e Observagcao 5. |

A seguir enunciamos um exemplo de uma quase-distancia em R”, que satisfaz
a propriedade (1.1) e é uma fungdo convexa em cada um dos argumentos. Este

exemplo foi apresentado por Moreno et al. em [31].

Exemplo 1.3.1 Para cada i = 1,...,n, considere ¢; ,¢; >0 eq:RxR— Ry
definida por
¢ (i — i) se yi—;>0
Gi(Ti, yi) =

G (s —yi) se y; —x; < 0.

Entao q; € uma quase-distancia sobre R e q(z,y) = > q¢i(x;,y;) € uma quase-
i=1

distancia sobre R"™. Além disto, para cada zZ € R"™ temos

q(x,2) = qi(wi, z) = . maz{c] (z; — ), ¢; (w; — Z) }, r € R"™.
i=1 i=1

Assim q(.,z) € uma fun¢ao convera. De forma andloga, q(Z,.) é conveza.

A seguinte proposicao é uma consequéncia da Proposicao 1.2.4 e garante a li-

mitacao uniforme de 0 (¢(., 7)) (z) quando a q.d. ¢ satisfaz a propriedade (1.1).

Proposicao 1.3.2 Sejam u,v € R" firados e ¢ : R* x R" — R, wuma quase-
distancia satisfazendo (1.1). Entdo, existe M > 0 (que nao depende de u e v), tal

que

|lz*|| < M para todo x* € 0 (q(.,v)) (u).

Prova: Conferir Moreno [30], Lema 2.2.1. n
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1.4 Programacao multiobjetivo

Nesta secao apresentamos as defini¢oes e propriedades relacionadas a programacao
multiobjetivo que serao fundamentais para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Mais detalhes podem ser conferiridos em Miettinen [29] e Sawaragi et al. [39].

Definicao 1.4.1 Considere os vetores y,y € R™. Definimos:

b) y<y<=y; <y Vi=1,...m, com a desigualdade estrita assequrada para

pelo menos um indice;
) YK y<=y <y Vi=1,..,m.

Considere uma aplicacao multiobjetivo G : R® — R™ e o seguinte Problema de
Otimizagao Multiobjetivo (POM) irrestrito

MINIMIZE{G(z) | = € R"}. (1.2)

Definicao 1.4.2 Dizemos que a € R™ é uma solugao Pareto local para o pro-
blema (1.2) se eziste um disco Bs(a) C R™, com § > 0, tal que nao eziste v € Bs(a)
satisfazendo G(x) < G(a).

Definicao 1.4.3 Dizemos que a € R™ ¢ uma solugao Pareto local fraco para
o problema (1.2) se existe um disco Bs(a) C R", com § > 0, tal que nao existe
x € Bs(a) satisfazendo G(x) < G(a).

Denotemos por ARG MIN{G(z) | = € R"} e ARG MIN,{G(z) | = € R"} o
conjunto das solugoes Pareto local e o conjunto das solugoes Pareto local fraco para

o problema (1.2). E facil ver que
ARG MIN{G(z) | = € R"} ¢ ARG MIN,{G(z) | x € R"}.

Em geral, se um problema de otimizagao multiobjetivo restrito ou irrestrito é um
problema convexo, a dizer, se a funcao objetivo G : R” — R™ é uma func¢ao convexa,
entdo toda solugao Pareto local (fraco) é também uma solugao Pareto global (fraco).

Este resultado ¢ discutido no Teorema 2.2.3, em Miettinen [29].

Definicao 1.4.4 Uma funcdo de valor escalar g : R™ — R € dita ser uma
a) Representacao escalar de uma aplicagio G : R" — R™ quando, dados
) T G Rn7
o G(x) < Glx) = g(x) < gla), e

G(x) < G(T) = g(x) < g(%);
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b) Representacao escalar estrita de uma aplicacio G : R" — R™ quando,

dad T € R"
WOSTEERL Gle) < Gla) = gla) < g(@), e

G(z) < G(T) = g(x) < g(7);

c) Representagao escalar fraca de uma aplicagio G : R" — R™ quando,

dados z,% € R",
G005 ,% G(z) < G(z) — g(x) < g(3).

Segue imediatamente da definigdo acima que: a) = b) = ¢). O préximo resultado
demonstra uma interessante forma de obter representacoes escalares para aplicagoes

multiobjetivo.

Proposicao 1.4.1 g : R" — R € uma representagdao escalar (resp., representagdo
escalar estrita) de G : R" — R™ se, e somente se, g = f o G onde f é uma funcgao

crescente (resp., estritamente crescente) sobre G(R™).
Prova: Conferir Luc [27], Proposigao 2.3. n
Considere arg min {g(z) | * € Q} denotanto o conjunto dos minimizadores locais

deg:R" — Rem 2 CR". O préoximo resultado estabelece uma importante relagao
entre os conjuntos arg min {g(z) | x € Q} e ARG MIN, {G(z) | = € Q}.

Proposicao 1.4.2 Seja g : R* — R wma representacao escalar fraca de uma

aplicacao G : R" — R™ ¢ Q C R™. Temos a inclusao:

arg min {g(z) | x € Q} C ARG MIN,{G(z) | =z € Q}.
Prova: Consequéncia imediata da Definicao 1.4.4. ]

Na literatura relacionada a APPs de valor vetorial, a proposicao a seguir tem sido
aplicada de forma recorrente para escalarizar as iteragoes principais dos respectivos
métodos. Isto ocorre pois em todos os casos os subproblemas sao convexos. Conferir,
por exemplo ([4],[6],[10],[11],[13]).

Proposicao 1.4.3 Se S C R" e um conjunto convexo e G : S — R™ ¢ uma

aplicagcao convexa, entao

ARG MIN,{G(z) |z € S} = U arg min{(G(z),z) | x € S}.

ZERT\{O}
Prova: Conferir Luc [27], Teorema 2.10. n

Em nosso trabalho consideramos a classe de quase-distancias que satisfazem a
propriedade (1.1). Como as quase-distancias que pertencem a esta classe nao neces-

sariamente sao convexas em nenhum de seus argumentos, os subproblemas do APP
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de valor vetorial proposto no capitulo 3 nao necessariamente sao convexos. Portanto,
a Proposi¢ao 1.4.3 nao podera ser aplicada para escalarizar os subproblemas deste
algoritmo. Como forma alternativa, verificamos que a Proposi¢ao anterior continua
valida se considerarmos como hipdtese apenas uma certa condicao necessaria da
convexidade. Sua prova é baseada na prova da Proposicao 1.4.3. O resultado segue

abaixo:

Proposicao 1.4.4 Seja G : S C R" — R™ wuma aplicagio onde S é um conjunto
convexo em R™. Suponha que G(T) +RT € um conjunto convexo em R™ para todo

convexo T'C S. Entao

ARG MIN, {G(z) |z € S} = | arg min{(G(z),2) | x € S}.
ZeRT\ {0}

Prova: Suponha que z* € |J  arg min{(G(z),z) | z € S}. Entao
zZeR\{0}
z* € arg min{(G(x),z) | x € S} para algum z € RT \ {0}.

Desde que z € R\ {0}, (G(.),Z) é uma representacao escalar estrita de G. Logo,
pela Proposigao 1.4.2, * € ARG MIN,,{G(z) | x € S}.

Suponha agora que z* € ARG MIN,{G(z) | z € S}. Entao existe uma bola aberta
Bs(z*) C R™ com 6 > 0 tal que nao existe x € Bs(x*)NS satisfazendo G(z) < G(z*).
Portanto

(G(Bs(z*) N S) + RY) [ (G(a™) = RT,) = 0. (1.3)
De fato, suponha por contradicao, que existam & € Bs(z*) NS e ¢ € R7 tal que
G(z) +ce (G(z*) —R?”,).
Entao
G(z) € [G(z*) — (RY, + )] C [G(a") =R, ],

que é uma contradigdo. Como Bs(z*) NS é um conjunto convexo contido em S, por
hipétese, G(Bs(z*) N.S) + R} é também um conjunto convexo. Portanto, por (1.3),
os conjuntos A = G(Bs(z*)NS) + R e B = G(x*) =R}, sdo convexos e disjuntos.
Entao, pelo Teorema da separacao (conf. [37], Teorema 2.39), existem z € R™\ {0}
ed e R tal que (r1,2) <d < (29,2),Vr; € Bexs € A, e,

(G(x") = v, 2) < (G(x) +Ca,2) Vo € Bs(x") N S,cq € R e, e R (1.4)

Em particular, tomando ¢, = (0, ..., 0), obtemos
(G(x*),z) < (G(x),2) + (e, 2), ¥V x € Bs(z*)NS ec, € R,
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e entao, fazendo ¢, — 0, obtemos
(G(z*),2z) < (G(x),2z),¥Y x € Bs(z*)N S,

ie., v* € arg min{(G(z), 2) | € S}. Finalmente, provamos que z € R}?'. Tomando

r =2x* em (1.4), obtemos

(G(x*) = v, 2) < (G(2") +¢ca,2),V g €RT ey € RY

isto é,
(Catcp2) >0, Ve, € RT ey € RY,.
Entéo, tomando ¢, = 0, obtemos (¢, 2) > 0, V ¢, € R, . Portanto, z € R [ |

O préximo resultado, além de ser 1til para a andlise de convergéncia do algoritmo
proposto no capitulo 3, mostra que a hipotese da Proposicao 1.4.4 é uma condigao

necessaria da convexidade da aplicacao.

Proposicao 1.4.5 Seja C' C R"™ um conjunto convero e G : R* — R™ wuma

aplicacdo convexa. Entio G(C)+ R € um conjunto convezo em R™.

Prova: Conferir Sawaragi et al. [39], Proposigao 2.1.22. n

Abaixo enunciamos um resultado bem conhecido, que nos fornece um problema
equivalente ao problema proposto aqui, e com a vantagem das fungoes objetivo serem

todas positivas.

Proposicao 1.4.6 Dada uma aplicacao G : R® — R™, considere o POM irrestrito
MINIMIZE{exp(G(z)) | x € R"}, (1.5)

onde exp(G(z)) = (exp(Gi(x)),...,exp(Gm(x))). Entdo, os conjuntos das solugoes
Pareto (resp. Pareto fraco) dos problemas (1.2) e (1.5) sao iguais.

Prova: Conferir Huang e Yang [21]. u

Observacao 1.4.1 As hipdteses do nosso problema principal sao preservadas,
se passarmos do POM (1.2) para o POM (1.5). De fato, basta observar que se
o problema (1.2) for um problema convexo entdo o problema (1.5) também serd
convezo. Além disto, se a aplica¢ao multiobjetivo do problema (1.2) tiver uma das
fungdes objetivo coerciva entdo o mesmo acontece com o problema (1.5). Portanto,
sem perda de generalidades, podemos supor que, para todo zZ € RT \ {0},

(G(x),z) >0, Ve € R™,
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Capitulo 2

Método de escalarizacao ponto
proximal log-QD para

programacao multiobjetivo

Neste capitulo propomos um método de escalarizacao proximal para encontrar

solugbes Pareto para o problema (1), isto é, consideramos o POM
MINIMIZE {F(x) | € R"}, (2.1)

onde F = (Fy, Fy, ..., F,,)T : R" — R™ satisfaz as seguintes hipdteses:
(H1) F é convexa, i.e., F; : R" — R é convexa para todo i € {1,...,m};
(H2) F possui pelo menos uma de suas fungoes objetivo coerciva, i.e.,

existe r € {1,...,m} tal que lim F,(z) = 400,
[lz]l—>+o0
e propomos uma generalizacao do método de escalarizacao proximal log-quadratico
de Gregdério e Oliviera [20], a dizer, o método de escalarizagdo proximal log-QD
(método EPLQD). Estabelecemos a boa defini¢do da sequéncia gerada, o critério
de parada, e, consequentemente, apresentamos uma andlise de convergéncia para
solucoes do problema. Além disto, uma variacdo do método é apresentada e por

ultimo realizamos alguns testes numéricos.

2.1 Propriedades e exemplos

Os subproblemas do método EPLQD proposto na proxima segao, consistem em

encontrar minimizadores para uma fungao f : R" x R’ — R regularizada. Como
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hipdteses necessarias a analise de convergéncia do método, supomos que a aplicagao

f satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) f é limitada inferiormente por algum « € R, i.e,
f(x,z) > a para todo (z,2) € R" x R

(P2) f é convexa em R™ x R, i.e., dados (x1,21), (22, 22) € R" xR e A € (0,1),

F\(x1,21) + (1 = N) (22, 22)) < Af(x1,21) + (1 = N) f(22,22);
(P3) f é uma representacao escalar de F', com respeito a z, i.e.,

F(x) < F(y) = f(z,2) < f(y,2)

Flz) <F(y) = [f(x,2) < [(y,2)
para todos z,y € R" e z € R,

(P4) f é diferenciavel, com respeito a z e

o f(,2) = R, 2),

onde h(x,z) = (hi(z,2), -, hm(z,2))T é uma aplicacio continua de R x R™ para

R, i.e, hi(z,z) > 0 para todo i =1,--- ,m.

Observagao 2.1.1 (a) Nosso objetivo € encontrar, via método do ponto proximal,

x* € arg min{ f(x, z*) | z € Q},

onde f: R" x RT — R € uma aplicacao satisfazendo as propriedades (P1) a (P4),
z* € R e ) € dado pela Observagao 2.2.1 apresentada na proxvima se¢ao. Mostrare-
mos (conf. dem. do Teorema 2.2.1) que x* é uma solugdo Pareto do POM irrestrito
(2.1); (b) Gregdrio e Oliveira [20], consideram a func¢do [ satisfazendo estas mes-
mas propriedades, exceto a propriedade (P3), onde € exigido que a aplicagcio f seja
uma representacdo escalar estrita de F (conf. secao 1.4), com respeito a x. Com
base nisso, eles obtém a convergéncia do método para solucoes Pareto fraco. Neste
sentido, estamos assumindo uma hipotese mais forte. Em contrapartida, garantimos

a convergéncia para solucoes Pareto.

E observado em Gregério e Oliveira [20] que dada uma aplica¢do multiobjetivo
convexa, ' = (Fy, Fy, ..., F,) : R* — R™, a aplicacdo escalar f : R" x R — R tal

que
m

fx,2) = exp(z + Fi(w)) (2.2)

=1
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satisfaz as propriedades (P1), (P2) e (P4). Além disto, é facil ver que f também
satisfaz a propriedade (P3). Portanto, apesar de nao ter sido observado por Gregério
e Oliveira [20], a convergéncia de seu algoritmo é também para solugoes Pareto (ao

invés de Pareto fraco). E, como contribui¢do, apresentamos um novo exemplo:

Proposigao 2.1.1 Seja F = (Fl,F27...,F ) : R" — R™ uma aplicagio convexa.
Entio f:R" x R} — R tal que f(z,2) = Z [zi + h(F;(x))] onde

(Fi(x))? if Fi(z)>1
satisfaz as propriedades (P1) a (P/).

h(E(az)):{ i i B <

Prova: E f4cil verificar que h : R — R dada por

N S <1

hay =77 TS

x© af z>1
é positiva, convexa e estritamente crescente. Demonstraremos agora que f(x,z) =
> [zi + h(F;(x))] satisfaz as propriedades (P1) a (P4).
i=1
(P1): h(z) >0Vx € Re z; > 0Vi=1,...,mimplica f(z,z) > 0V(z,2) € R" x R}.
(P2): Sejam (z,z),(Z,2) € R" x R e a € [0,1]. Entao, como F; é convexa para

todo i =1,...,m e h é estritamente crescente e convexa, temos:

fla(z,2) + (1 - a)(7,2)) = [azi + (1 =)z + h (Fi(az + (1 - 2)7))]

M

1

(]

M

[az; + (1 — )z + h (aF;(x) + (1 — a)Fi(z))]

=1

NE

[az; + (1 —a)z; + ah (Fi(x)) + (1 — a)h (F;(Z))]

.

I
Msﬂ

(z; + h (F, 1—a§:zz+h
i=1 =1
= af(x,z)+(1-a)f(z,2).

(P3): Considere z € RY fixo. Suponha que F;(z) < Fi(y) Vi =1,...,m. Logo, como

h é estritamente crescente, temos

Portanto Z[zl—l—h(F (1))] < Z[zz—i—h(F( )], ie., f(z,2) < f(y,z). Suponha
agora que F( ) < Fl(y), ie., E(x) < F(y),¥Vi = 1,..,m e F,(z) < F,(y)

para algum iy € {1,...,m}. Assim, como h é estritamente crescente temos:
; [ + h(Fi(2))] < ; 2 + h(Fi(y))]s ie., f(z,2) < f(y, 2).
(P4): E facil verificar que 2 f(z,2) = (1,1,..,1). n
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2.2 0O método EPLQD

Seja F = (I, Fy, ..., F,,,)T : R" — R™ uma aplicagio satisfazendo as hipéteses (H1)

e (H2). Para a definigdo do método, consideramos as seguintes hipoteses.
(a) f:R"™ xR} — R satisfaz as propriedades (P1) a (P4);
(b) ¢:R™ x R" — R, quase-distancia atende (1.1);

(c) para z € R, (fixo), Hs : R, — R é tal que H:(z) = (i — log - e, e), onde
z Z
e=(1,..,1) eR™ Z = (i, s ﬁ) e logZ = (logé, ...,logﬁ);
(d) {B*} e {1*} sdo sequéncias de parametros reais que satisfazem: 8% > 0, Vk € N
e0<l<pf <L <+oo, Yk €N

O método gera uma sequéncia {(z*, z*)} C R" x R, da seguinte forma:

Método EPLQD

0 0
1. Tome z” € R" e 2° € R, .

2. Dados z* € R™ e 2 € RT, encontre 2"t € R" e 2F*! € R, tais que
(2" 2*1) € arg min {¢*(z,2) | (z,2) € Q" x RT, }, (2.3)

onde ¢*(x,2) = f(x, Z)—i—ﬁkHZk(z)—I—%qQ(x, rF) e QF = {z e R" | F(2) < F(a")}.

3. Se (z*+1, 2EHL) = (2, 2%), entao pare ( pois 2% € ARG MIN{F(z) | = € R"}).

2.2.1 Resultados preliminares

Baseados no trabalho de Fliege e Svaiter [18], Gregdrio and Oliveira [20] supuseram
que o conjunto Q° é limitado e consequentemente estabeleceram a convergéncia do
método LQPS. No nosso caso, vamos impor a condi¢ao (H2), que possui como
uma de suas consequéncias a limitagao do conjunto Q° (conf. Lema seguinte). A
importancia da limitacao do conjunto ° é a garantia da limitacao de qualquer

sequéncia gerada pelo nosso algoritmo (conf. Proposicao 2.2.4).

Lema 2.2.1 Seja F = (Fy, Fy, ..., F,)T : R® — R™ uma aplicagdo satisfazendo as
hipéteses (H1) e (H2). Entdo, para cada ¥ € R"™ (fizado), o conjunto Q = {x €
R" | F(z) < F(z)} € convezo e compacto. Particularmente, @ x RT € um conjunto

convezo e fechado.
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Prova: Suponha, por contradicao, que Q é ilimitado. Entdo existe {,}nen C Q
tal que ||z,]| — 400 quando n — +oo. Como {z,}neny C Q temos F(zx,) <
F(z), ¥n € N, entao Fi(z,) < F;(z), Vi=1,...,men € N. Portanto, em particular,
F.(x,) < F.(z), ¥n € N. Desde que F, é coerciva e ||z,|| — +o0o0 quando n — +o00
temos “ + oo < F.(Z) < +00”, que é uma contradicdo. Logo € é limitado. A
convexidade de F implica em sua continuidade e na convexidade de Q. Segue pela
continuidade de F' que  é fechado. Portanto (2 é um conjunto convexo e compacto.

Observacgao 2.2.1 Suponha que {2*}ren seja uma sequéncia gerada pelo algoritmo
EPLQD. Pelo Lema 2.2.1, QF Vk € N € um conjunto compacto. Portanto, como
QL C OF VE €N, temos: Q= [ QF £ 0.

k=0
A aplicacdo Hs(.), que faz parte da regularizacdo dos subproblemas do método

EPLQD, possui algumas tteis propriedades que sao sintetizadas no resultado a se-

guir.
Lema 2.2.2 Seja z € R, fizado. Entdo a fungao Hz : RT, — R tal que
2 2
Hx(z) = (£ —logZ —e,e) = ||= —log = —¢|ly
Z Z
onde ||.||1 € a norma-1 sobre R™, € estritamente conveza, nao negativa e coerciva.

Prova: Conferir Gregério e Oliveira [20], demonstragao do Lema 1. n

2.2.2 Existéncia das iteracoes

Gregorio e Oliveira [20] consideraram a aplicagio ¢* : R” x RT, — R em (2.3)
com a distancia euclidiana em substituicao a quase-distancia, e, neste caso, devido a
convexidade estrita da funcao ¢*(., z), eles demonstraram que as iteracoes (z**1) do
método sao tnicas. Como consideraramos quase-distancias, que nao necessariamente
sao aplicacoes convexas em nenhum de seus argumentos, nao garantimos a unicidade
dos iterados, bem como que os mesmos sao interiores as restricoes QF. Portanto,
procedemos de maneira diferente para garantir a boa defini¢ao das sequéncias e suas

respectivas caracterizagoes.

Proposigao 2.2.1 (Boa Definigao) Sejam F = (Fy, Fy, ..., F,,)T : R" — R™ uma
aplicagao satisfazendo as hipoteses (H1) e (H2), ¢ : R" x R — R, uma aplicagdo
quase-distancia satisfazendo (1.1) e f : R" xR — R wma aplica¢do verificando as
propriedades (P1) a (P4). Entao, para todo k € N, existe uma solugao (q:k“,z’““)
para o problema (2.3).
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Prova: A aplicagao ¢* : QF x R, — R é coerciva. De fato, por (P1) temos:

k k/? Z Mk 2 k
HMa,z) = @)+ 8 (S —log —ese) + g (w,a)
k
z z o
> a+ (|5 —log 5 —ell) + (e, ab). (2.4)

Defina ||(x, z)|| = ||z||+||z|| e suponha que ||(z, 2)|| — 4+00. Entao, ||z|| — +o0 e/ou
|z]] = +o00. Como QF é compacto (conf. Lema 2.2.1) e a funcao ||ik—10g ik—€||1 é
z

coerciva em R, (conf. Lema 2.2.2), segue de (2.4) que ¢* é coerciva em QF x R, .
A aplicagao ¢" : R" x R, — R é continua em R" x R™, . De fato: (P2) implica f
continua em R x R, . O Lema 2.2.2 implica H(z) = (% — log% — e, ) continua
em R . Pela Proposicao 1.3.1, @(.,2%) : R* — R é uma aplicacdo continua em
R™. Portanto a aplicagdo ¢* : R" x BT, — RU{+oc} é continua em R" x R, .

Como ¢F : QF x R, — R é uma aplicagao continua, coerciva e propria em

OF x R, , temos que o conjunto
arg min{¢*(z, 2) | (z,2) € Q¥ x R,

é nao vazio, i.c., para todo k, existe uma solugao (2", 2*1) para o problema (2.3).
n

Proposicao 2.2.2 (Caracterizagao)

As solugoes (:U’““, zk“) do problema (2.3) sao caracterizadas por:

(i) Existem &1 € Of (., M) (2*+Y),  ¢FH e a(q(., z%))(2*) e
v*Tl € Nk (zF+1) tal que

§k+1 — —/qu(l’k+l,l’k)<k+1 _ Uk+1. (25)
(i1)
1 1 hz (,Tk+17 Zk+1)
B ok - 3k ;o i=1m (2.6)

Prova:
Pela Observagao 1.2.2 temos

k

P k+1 k Zh L 1 Plan _ B 9 k S k+1 7

Por (P2), f(.,2") : R® — R é convexa em R" e portanto localmente lipschitziana

em R". Logo f(.,z8") + <Zk+1 — logzzzl — e,e> ¢ localmente lipschitziana em

2k
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R"™. Pela Proposicao 1.3.1, "Q—kqQ(., x*) é localmente lipschitziana em R". QF fechado

implica dgr semicontinua inferior. Portanto, utilizando a Proposigao 1.2.5 em (2.7)

k41 k+1 , -
e observando que [ <sz —logZ 7 —¢, e> é constante em relacdo a QF, obtemos

k

0ed (f(, zkH)) (") + 0 (%QQ(.,xk)> (1) + 0 (6 ) (2FF). (2.8)

Como QF é convexo e ¥ € QF 9 (6qr) (") = Ngx(z"), onde Ngx (z"1) denota

+1

o cone normal no ponto z**! em relacao ao conjunto QF (conf. secao 1.1 item vii)).

Pela Proposicao 1.3.1, ¢(., z¥) é lipschitziana em R". Portanto, tomando h; = hy = ¢

na Proposicao 1.2.6, temos de (2.8) que
0.€ 0 (£(,251) (1) + g, 290 (g, a%)) (#571) + Now(a5+1),

ie., existem ¥ € Of(., 2R (2R, M€ O(q(., 27)) (2R ) e oMY € Ny (2P 1)
tal que

§k+l — —MkQ($k+1,$k)Ck+1 . Uk+1.

Para finalizar a demonstracao, mostraremos que a equagao (2.6) é verdadeira. Como

(z"F1, z¥1) resolve o problema (2.3) e vale a propriedade (P4) temos

0 = vtz )"
= VA + 80 v (5 —los —eve)) (5

1 1 1 1
_ k41 _k+1 k+1 _k+1 k
= (@25, Ly (2T ) + 8 (z_f_zf“’m?%_z,,’ijl)‘
Portanto,
1 1 h; (a:k:—&-l’zk—i-l) ‘
k1 ok k , 1=1,-m.

k+1 ko k+1 m
e QF 2 e R

2.2.3 Critério de parada

Assim como Gregorio e Oliveira [20], estabeleceremos o mesmo critério de parada

que foi utilizado por Bonnel et al. em [4].

Proposicao 2.2.3 (Critério de Parada) Seja {(z*,2%)}reny uma sequéncia ge-
rada pelo método EPLQD. Se (xF*1 2Ky = (2% 2%) para algum inteiro k entdo x*

¢ uma solug¢ao Pareto para o POM irrestrito (2.1).
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Prova: Suponha que o critério de parada ¢é verificado na k-ésima iteragao. Por

contradigao, suponha que z* nao seja uma solugao Pareto para o POM (2.1). Logo,

existe Z € R™ tal que F(7) < F(2%). Entao, por (P3), f(z,2*) < f(z*,2*). Daf

existe a > 0 tal que f(7,2%) = f(2*, 2*) — a. Defina

zy=AtF + (1= Nz, A € (0,1).

Desde que (2%, 25+1) resolve (2.3), (2%, 28H1) = (aF, 2%) e ¢?(2F, 2F) = 0, existe

0 > 0 tal que
Fak, %) < fa, 2F) + Bq%(x,2%), ¥ o € Bs(a*) N QF.

Como z e ¥ pertencem a QF e x, — 2¥ quando A — 1~, podemos supor sem perda

de generalidades que zy € Bs(z*) N QF. Portanto
Flak, 2%) < flan 2%) + B g2 (aa,2%), YA€ (0,1) e A= 1.

De (1.1), temos
1k
fz®, 2% < f(za, 2°) + EﬁQHx,\ — 2", VYA€ (0,1) e A= 1. (2.9)
Como xy — 2% = (1 — \)(Z — %), de (2.9) obtemos
k
F(ab, 2%) < F(an, 2) + %62(1 “0N2F—aF|, YA (0,1) el (2.10)

Desde que (zy, 2%) = Ma®, 2%) + (1 — \)(Z, 2¥), a convexidade da f implica

flan 2" < A", 25) + (1= N f(@,2Y)
= M2+ (L= N(f(2", 2" - a)
= f@" ") — (1 - N (2.11)

De (2.10) e (2.11), f(ak, 2%) < f(2*, 2F) — (1 = Ao + £ 52(1 — M\)2||7 — 2| Logo

a<(1—NE3(z - 2% YA e (0,1) e A~ L.

Dai o < hm L (1— ) ﬂzﬂx 2¥||?. Portanto, o < 0, que é uma contradicio. Logo

zF é uma solugao Pareto para o POM irrestrito (2.1). [

2.2.4 Convergéncia para solucoes Pareto

As sequéncias geradas pelo método EPLQD possui propriedades que sao fundamen-

tais para estabelecer o resultado principal deste capitulo. Sao elas.
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Proposigao 2.2.4 Seja {(z*, 2%) }ren uma sequéncia gerada pelo Método EPLQD.
Entao:

(i) {2*}ren € limitada;
(ii) {2*}ren € convergente;

(iii) {f(2*, 2%)}ren € ndo crescente e convergente;

(iv) Z(] k+1 ) < +o00. Em particular lim q( k“,xk) =0;

k—+o00

(v) llm |z¥ — 2" = 0.

Prova: (i) Desde que QF D QL k = 0,1,..., temos 2F € QF1 C Q% VEk > 1.
Como QU é limitado (conf. Lema 2.2.1), segue que {z*}rcy é limitada.

(ii) Fixe i € {i,...,m}. Por (P4), hi(z,z) > 0, V(z,2) € R" x R™. Entao, desde
que 3% > 0, segue da equacao (2.6) que {zF}.en é uma sequéncia nao crescente.
Adicionalmente {zF},ey é limitada inferiormente pelo zero, e {2} en é convergente.
Portanto, {z*}.en é convergente.

(iii) Por (2.3), @*(aF*1, 2F1) < ¥ (aF, 2%),Vk € N, i.e, para todo k € N,

k+1

k+1 k41 k[ Z 2 B o kel k k k
fla™H 2 4+ < .- — log & ee)t 5 (2" 2") < f(2”, 25). (2.12)

Como ﬂk< — e, e> + ’g—kq2(xk+l, 2¥) >0, Vk € N, temos

f(karl’ZkJrl) S f(l’k,zk); vk c N,

i.e., {f(2F, 2%)}ren é uma sequéncia nao crescente. Por (P1), {f(2*, 2%) }ren é limi-

tada inferiormente, portanto convergente.

(iv) Como Bk< : > >0, de (2.12) temos:

f@%&f“»+%f@“%ﬂOSf@ﬁf%VkeN

Desde que 0 < [ < p¥, temos:

P aF) < = (fah, ) = fEMT AT) Vk eN

< (f(:z:k,zk) . f(l,k+1 k+1)) vk € N.

Consequentemente, como {f (2%, 2%)}ren é ndo crescente e convergente,

Zq kel 2 <f(x0,z ) — lim f(a"+, k“)) < oo; VneN.

-1 k—o0
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(v) (1.1) implica o?||a* — 2% 1|2 < ¢*(2*1 2%), V k € N. Logo, de (iv),

lim ||z* — 2" = 0.
k—-+o0

Agora podemos provar a convergéncia do nosso método se o critério de parada
nunca se aplica.
Teorema 2.2.1 (convergéncia) Sejam F = (Fy, Fy, ..., F,)T : R" — R™ uma
aplicacao satisfazendo as hipdteses (H1) e (H2), g : R" x R" — Ry uma aplica¢do
quase-distancia satisfazendo (1.1) e f : R" x R? — R uma aplicacao verificando
as propriedades (P1) a (P4). Entdo, qualquer sequéncia {(z*,z%)}ren C R™ x RT,
gerada pelo método EPLQD satisfaz: {z*}ren € convergente e {a*}ren € limitada

com seus pontos de acumulagdo sendo solugoes Pareto para o POM (2.1).

Prova: Pela Proposicio 2.2.4, {z¥}ren é convergente e {x%},cy é limitada. Por-

tanto, existem z* € R", z* € R7T e {2"},cn subsequéncia de {z"}ien tal que

Aliin h = 1% e khrf 2® = 2*. Pela Proposicao 2.2.4, {f(2*, 2¥)}ren é ndo cres-
j—+oo —+00

cente e convergente. Por (P2), f é continua em R™ x R7". Logo,

lim f(2", 2%) = lim f(a%, M) = f(a*,2") = lirelg{f(:pk,zk)} (2.13)

k——+4o00 j—+oo

Pela Proposicao 2.2.2(i), existem ¢*™' € 9(q(.,z"))(z") e v*T1 € Ny (2"!) tais
que

_MkQ(xk+17 xk)gk—&—l - U]H_l € af(’ Zk+1)(xk+l)‘

Dai, pela desigualdade do subgradiente para a funcao convexa f(.,2*"!) temos:
Vo e R",

P, 25 2 flah R - plig(ahitL o) < (B g — Rt >

— <ol g gkt S (2.14)

Como v € Ny, (2771 temos — < v% ™ z—2h % > >0, Vo € Q% (Conf. secdo

1.1, item vii). Pela Observacio 2.2.1, Q = (| QF # (). Portanto, em particular, de
k=0

(2.14) temos: Vz € €,

f($,2kj+1) > f(xkj+17zkj+1) . uqu(xkjﬂ,xkf) < ij+17x o .Z’kj+1 > (215)

Pelas Proposicoes 1.3.2 e 2.2.4 (iv), ||¢F T < M e klim q(z", %) = 0, respecti-
— 400
vamente. Logo, como 0 < | < pf < L,V k € N e {2"}en é limitada, utilizando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que
| pbiq(akitt aki)y < Ckitl g — kit >]— 0 quando j — +oo0.
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De (2.13), f(z*+t 2t > f(2*, 2*). Portanto, de (2.15),
flz,2") > f(a*,2"), YV z €. (2.16)

Mostraremos agora que x* é um solugao Pareto para o POM irrestrito (2.1). Supo-
nha, por contradicao, que existe z € R tal que F/(z) < F(z*). Como z* € R"", por
(P3),

f(z,2") < f(z*, 2"). (2.17)
Como Q¥ C OF Vk > 0ea® € Q%! Vj com 2% — 2%, j — 400, temos que
r* € Q, ie., F(z*) < F(2*), Vk € N. Logo F(z) < F(2*), Vk € N, i.e, T € Q, 0
que contradiz (2.16) e (2.17). n

2.3 Uma variacao do método EPLQD

Nesta secao uma variacao do método EPLQD ¢ analisada. Mais especificamente,
consideramos, na regularizacao dos subproblemas, a quase-distancia ¢, em substi-

tuicao a ¢?, i.e., propomos o método com a aplicacio ¢* em (2.3) dada por:
k
M@, 2) = fo,2) + BV H o (2) + Hrq(a, 2¥).

Mostraremos a boa definicao da sequéncia gerada e que qualquer sequéncia
{2*}ren C R™ gerada é limitada. No entanto, para garantir a convergéncia para

solucoes Pareto, assumiremos que
k ) _ k
p' >0 Vk=1,2,...e u* — 0,

verificando assim a importancia de empregar a regularizacio com ¢?>. Como

consequéncia da substituicao de ¢? por ¢, um novo critério de parada é introduzido.

Boa definigao: Seja © € R™ fixado. Como ¢(.,z) : R* — R, é continua
(conf. Proposigao 1.3.1), a Proposicao 2.2.1 continua valida se substituirmos ¢* por
g em (2.3).

Caracterizagao: O item (i) da Proposigao 2.2.2 serd substituido por:

(i-1) Existem ¥t € af (., 28 (2%, ¢F e d(q(., %)) () e
VP € Nk (2F+1) tais que

k+1__ﬂ_lC k+1  k+l
gt =~ iany (2.18)
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De fato: pela Proposicao 1.3.1, “2—kq(.,xk) é lipschitziana em z**!. Logo, a demons-
tragao de (i-1) é andloga a demonstragao do item (i) na Proposicao 2.2.2.

O item (ii) da Proposi¢ao 2.2.2 continua o mesmo.

Critério de Parada: Usaremos o seguinte critério.

Proposigao 2.3.1 (Critério de Parada - Caso q) Seja  {(2%,2F)}ren  uma
sequéncia gerada pelo método EPLQD com q no lugar de ¢*. Se

2F* € arg min{f(x, 2*); x € Q%} para algum inteiro k > 0,

k+1

entdao " € uma solugdo Pareto para o POM irrestrito (2.1).

Prova: Como 2t € arg min{f(.,2*) | z € Q*}, temos
f@M %) < fa, 2%) Vo € QF. (2.19)

Suponha, por contradicao, que existe Z € R™ tal que F(Z) < F(2*'). Entao
F(z) < F(z*Y) e F;, (7)) < Fi (") para algum ig € {1,...,m}. Assim, por (P3),
f(z,2%) < f(a*1 2F), o que contradiz (2.19) pois Z € QF (F(z) < F(aFt1) e
QL C OQF VE > 0). Portanto 28! é uma solucao Pareto para o POM irrestrito

(2.1). n

Convergéncia: Seja {(2¥, 2¥) }ren uma sequeéncia gerada pelo Método EPLQD com
q no lugar de ¢* . Os itens (i), (ii) e (iii) da Proposigao 2.2.4 continuam vélidos se
substituirmos ¢* por ¢ em (2.3). De fato, claramente, as Proposicoes 2.2.4(i) e
2.2.4(ii) continuam validas. Como q(z*,2%) = 0 e q(z,y) € Ry, V(z,y), se subs-
tituirmos ¢*> por ¢ em (2.3) a demonstragao da Proposigao 2.2.4 (iii) é andloga
ao caso ¢°. Entao temos: (a) {2%}reny é limitada; (b) {zF}ren é convergente; (c)
{f(z*, 2¥)}ren € ndo crescente e convergente.

Suponha agora que uf > 0 Vk = 1,2,... e p*¥ — 0 quando k& — +oo (Devido a
esta suposigao, nao foi possivel mostrar que os itens (iv) e (v) da Proposigao 2.2.4
continuam vélidos para o caso q). Mostraremos agora, que nestas condigoes, o teo-
rema 2.2.1 (convergéncia) continua vélido se substituirmos ¢* por ¢ em (2.3). Sejam
k

z* € R", z* € RT e {2"};en subsequéncia de {z"}ien tal que lim 2™ = z* e

j—too

lim 2 = 2*. De forma andloga & demonstracdo do Teorema 2.2.1 concluimos que
k—+oc0

Jim fa ) = T @) = £, ) = nf(fEE ) (2.20)

E fécil ver que, se (2.18) é verdade, a desigualdade (2.15) serd substituida por

k;
fx, 2y > fakitt Rty - % < (Rt g —ghitl S v e Q. (2.21)
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Como ||¢F+1]| < M (conf. Proposi¢ao 1.3.2), lim; .. pu* = 0 e ||z — 28+ < M,

({z*} ¢ limitada), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz concluimos que

k.
J . . .
| 2 < Bt p — ahtt >|— 0 quando j — oo.

Portanto, de (2.20) e (2.21),
fla,z) = f(a,27), Vo e Q,

e entao, analogamente ao final da demonstracao do Teorema 2.2.1 concluimos que

x* é uma solucdo Pareto para o POM irrestrito (2.1).

2.4 Exemplos numéricos

Nesta secao apresentamos alguns testes computacionais para uma implementacao
do método EPLQD definido na secao 2.2. Todas as experiéncias numéricas foram
realizadas em um intel(R) Core(TM) 2 Duo com Windows 7 instalado e o c6digo
fonte é escrito em Matlab 7.9.0. Testamos o nosso método considerando seis fungoes

testes multiobjetivo, isto é, consideramos as seguintes funcgoes:

(a) ([25], fungao F1, pg. 287): F, = (F1F? : R> — R? dada por
Fl' =z + 2w —a2)?, F2=1— a1 + 22 — 27" e x; €[0,1], i = 1, 2, 3 cujo
conjunto de todos os pontos 6timos Pareto (PS) é dado por zy = 20 e x5 = 2,
zy € [0,1].

(b) ([25], funcao F4, pg. 287): F, = (F},F?) : R® — R? dada por F} =
214 2(z3—0, 8z1cos((6may +7)/3))?, Ff = 1—/x1+2(z2—0, 8xysen(6mxy +27/3))?
e (zy,x9,23) € [0,1] x [-1,1] x [-1,1] com o conjunto PS dado por
xy = 0,8x1sen(6mzy + 27/3) e x5 = 0.8z cos((6mxy + 7)/3), 1 € [0,1].

(¢) ([25], fungao F6, pg. 287): F. = (FLF:2F}) : R® — R3
dada por: F! = cos(0,5z;7)cos(0,5zym), F? = cos(0,5xm)sen(0,5xym),
F3 = sen(0, 521m) + 2(x3 — 2xosen(2may + 7))% e (21, 22, 23) € [0,1] x [0, 1] x [-2,2]

com o conjunto PS dado por x3 = 2x9sen(2mwx; + 7), (21, x2) € [0, 1] x [0, 1].

Para os testes, utilizamos a funcao de escalarizacao proposta neste trabalho
(cf. prop. 2.1.1) e a funcao de escalarizacdo proposta por Gregério e Oliveira
em [20] (cf. fungao dada por 2.2). Em todos os testes consideramos a aplica¢do

quase-distancia ¢ : R™ x R" — R, apresentada por Moreno et al. em [31], mais
3

especificamente, consideramos ¢ : R? x R® — R, dada por q(z,y) = > ¢i(zs, vi)
i=1

onde
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3(yi —x;) se y;—ax; >0
Qi(xhyi) =
2(x; —y;) se y; —x; <0.

Nas tabelas abaixo denotamos por tol, a tolerancia em relacao ao critério de parada
(Jlz* — 2*+Y| oo < tol); ¥, B* sdo os parametros do método EPLQD; &}, i = 1,2 o
nimero de iteragoes do algoritmo utilizando a funcao de escalarizacao f; : R"x R' —
R, i=1,2onde f; ¢ dada pela proposicao 2.1.1 ¢ f; ¢ dada por (2.2) e [|lag, — 2"[|o
é a distancia, em relacao a norma infinito, da solucao aproximada em relacao a f; e
a solucao exata, i.e., o erro absoluto cometido em relacao a funcao de escalarizagao

fi- O ntimero méaximo de iteragoes ¢ 100.

Exemplo 2.4.1 Neste ezemplo consideramos a funcao multiobjetivo F, : R — R?

definida acima, e as iteragoes iniciais xo = (0.5,0.5,0.5) € R® ¢ 2o = (1,1) e R% .

Os resultados numéricos sao apresentados na tabela abaizo.

Exemplo 2.4.2 Neste ezemplo consideramos a funcdo multiobjetivo Fy : R? — R?

definida acima, e as iteragoes iniciais xo = (0.5,0.5,0.5) € R® ¢ 2o = (1,1) € R% .

Os resultados numéricos sao apresentados na tabela abaizo.
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Exemplo 2.4.3 Neste exemplo consideramos a funcio multiobjetivo F, : R3 — R3

definida acima, e as iteragoes iniciais o = (0.5,0.5,0.5) € R* ez = (1,1,1) e R3 |

Os resultados numéricos sao apresentados na tabela abaizo.




Capitulo 3

Método proximal de valor vetorial
com regularizacao quase-distancia

em programacao multiobjetivo

Neste capitulo, consideramos o POM irrestrito
MINIMIZE {F(x) | x € R"} (3.1)

onde F = (Fy, Iy, ..., F,,)T : R" — R™ satisfaz as seguintes hipdteses:
(H1) F é convexa, i.e., F; : R" — R é convexa para todo ¢ € {1,...,m};
(H2) F possui pelo menos uma de suas fungées objetivo coerciva, i.e.,

existe r € {1,...,m} tal que lim F,(z) = 4o0.

[|[| =00

Para este problema desenvolvemos uma extensao do APP de valor vetorial para
otimizacao convexa de valor vetorial. Nesta extensao os subproblemas consistem em
encontrar pontos Pareto fraco para a aplicagao original regularizada por um termo
adequado envolvendo uma quase-distancia. Apresentamos uma versao exata e uma
versao inexata, e em ambos 0s casos provamos a convergencia da sequéncia gerada
para solugoes Pareto fraco. Além disto, para a versao exata, exibiremos uma classe
de sequéncias, que sao geradas pelo algoritmo, e que convergem para solucoes Pareto
(a0 invés de Pareto fraco). Por tltimo, apresentamos alguns exemplos numéricos
utilizado o Matlab.

3.1 Um algoritmo proximal exato

Seja F' = (Fy, Fy, ..., F,,)T : R® — R™ uma aplicagao satisfazendo as hipéteses (H1)

e (H2) e ¢ : R x R™ — R, uma aplicacao quase-distancia satisfazendo (1.1). Para
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a definigdo do método, consideramos uma sequéncia de parametros reais {ay} tal
que 0 <l < ap < L; Vk € N.

O método gera uma sequéncia {z"}reny C R™ da seguinte forma:

Algoritmo VQD-I

1. Escolha z° € R™.
2. Dado z*, se 2% € ARG MIN,, {F(z) | z € R"}, entao 2**P = 2%, vp > 1.

3. Dado z*, se 2¥ ¢ ARG MIN,, {F(z) | € R"}, entao tome como um préximo

k+1

iterando qualquer 2" tal que

2" ¢ ARG MIN,, {F(:c) + %q%x, e | x € Qk} : (3.2)

ondee=(1,1,...,1) ER™ ¢ Q*={z e R" | F(x) < F(a2")}.

Observagao 3.1.1 Em geral, nos trabalhos da literatura que envolvem o APP de
valor vetorial, é demonstrado que as sequéncias {x*}ren geradas pelos métodos sio
Fejér convergentes com respeito ao conjunto E = {x € R" | F(z) < F(2); Vk € N}.
E, nestes trabalhos, para que o conjunto E seja ndo vazio, € assumido (entre outras
suposi¢oes bdsicas) que a aplicagio F satisfaca a sequinte hipdtese (aqui restrita a

otimizacao multiobjetivo):

(A) O conjunto (F(xo) — RT) N F(R™) € completo, significando que para toda
sequéncia {a*} C R", com a® = 2°, tal que F(a**1) < F(a*) para todo k € N,
existe a € R" tal que F(a) < F(a*) para todo k € N.

No nosso caso, desde que o uso da quase-distancia como requlariza¢ao nao assequra
que as sequéncias geradas pelo algoritmo VQD-I sao Fejér convergentes com respeito
ao conjunto E, propomos uma hipdtese alternativa, i.e. (H2). Esta hipdtese (H2),
em congunto com a hipotese de convezidade (H1), implica: a) Na convezidade e
compacidade das restricoes, QF, do algoritmo VQD-I (conf. Lema 2.2.1); b) Na
hipdtese (A) e, ¢) Na limitagao de qualquer sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I
(conf. Proposicao 3.1.3 (b) (i)).

3.1.1 Existéncia das iteracoes

Nesta se¢ao, estabelecemos a boa definicao do algoritmo VQD-I, mostrando que o

problema (3.2) sempre admite solucao.
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Proposigao 3.1.1 (Boa Definigao) Sejam F = (Fy, Fy,...,F,)" : R* — R™
uma aplicacao satisfazendo das hipdteses (H1) e (H2) e ¢ : R* x R* — R,
uma aplicagdo quase-distancia satisfazendo (1.1). Entdo, para cada k € N, se
zF ¢ ARG MIN,, {F(z) | x € R"}, existe uma solugiao z*** para o problema (5.2).

Prova: 2" € R" ¢ escolhido na etapa de inicializacao. Assumindo que o algoritmo
atingiu a iteracdo k, vamos mostrar que um apropriado z¥! existe. Pelo critério
de parada, se

zF € ARG MIN,, {F(z) | z € R"},

entdo 2" = 2% Vp > 1. Caso contrério, tome qualquer z € R™ \ {0} e defina

o : R" — R tal que

) = (Fla) + Fa(w.a%)e,2) = (F@),5) + 5 12 ¢*(za). (33)

A convexidade da F' em R™ implica a convexidade de (F(.),z) em R™ e entdo que
(F(.), z) ¢ uma aplicacio continua em R". Pela Proposicao 1.3.1, ¢?(., z%) : R — R
¢ uma aplicacao continua. Entao ¢* : R® — R é uma aplicacdo continua em R™.
Portanto, desde que 9%, Vk é um conjunto compacto (conf. Lema 2.2.1), o conjunto

arg min{¢*(z) | = € Q*} é nao vazio. Seja
2* € arg min{¢®(z) | z € QF}. (3.4)

Como z € R\ {0}, ¢* : R* — R ¢ uma representagao escalar estrita de F:R"—
R™, dada por F(z) = F(z) + % ¢*(z,2%)e. Sabemos que toda representagao escalar
estrita é também uma representagao escalar fraca. Portanto, de (3.4) e Proposicao
1.4.2, 2" € ARG MIN,{F(z) + %¢*(z,2%)e | z € QF}. ]

Observagao 3.1.2 Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-1. Do
Lema 2.2.1, QF Yk € N é um conjunto compacto. Portanto, como Q1 C QF Vk €
N, entdo Q= [ QF £ 0.

k=0

3.1.2 Escalarizagao dos subproblemas

Nesta secao, apresentamos uma escalarizacao dos subproblemas do algoritmo VQD-I.
E importante observar que esta escalarizacao somente é vidvel devido a Proposigao

1.4.4. Para tanto, se faz necessario os seguintes Lemas:

Lema 3.1.1 Se X C R" € um conjunto conexo, entao a imagem de toda funcao

real continua f : X — R é um intervalo.

Prova: Conferir Lima [26], Corolério 7. n
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Lema 3.1.2 Sejam y € R" (fizo), e = (1,...,1) € R™, S C R™ um subconjunto
convero e q : R" x R" — R, uma quase-distancia que satisfaz a propriedade (1.1).
Entio o conjunto ¢*(S,y)e é um segmento de reta em R™. Em particular, ¢*(S,y)e

€ um conjunto convexro em R™.

Prova: Pela Proposigao 1.3.1, ¢%(.,y) : R* — R, é uma aplicagao continua. Entao,
desde que S é um conjunto convexo, pelo Lema 3.1.1, ¢>(S,y) é um intervalo em R,

o qual denotamos por I. Assim,

P(S,y)e = Ie = {ze|xzecl}
= {(z,z,..,2) |z el} = {z(1,1,..,1) |z e l}.

Portanto, o conjunto ¢*(S,y)e é um segmento de reta em R™. ]
Suponha, agora, que o critério de parada do algoritmo VQD-I nunca se aplica.

Proposigao 3.1.2 Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I.
Entao, para qualquer k € N fizado,

Ak

"1 € ARG MIN{F(z) + 5 ¢ (z,2"e | 2 € QM)

. - o .
= U agmin{(F@).2) + S22l |2 € Q) (35)
ZeR\{0}

Em particular existe {z*}ren C R\ {0} com ||2¥||; =1 tal que

" € arg min{(F (), 2*) + % ¢ (x,2%) | z € QF). (3.6)

Prova: Para cada k € N fixado, considere um subconjunto convexo S* C Q*. Pelo
Lema 3.1.2, ¢*(S*,2%)e é um conjunto convexo. Entao %¢?(S*, z%)e ¢ também um
conjunto convexo. Desde que F : R®™ — R™ ¢ convexa, o conjunto F'(S¥) + R7 ¢
convexo em R™ (Conf. Proposicao 1.4.5). Portanto, para cada convexo S* C QF,
F(S%)+%¢*(S*, 2%)e+R ¢ um conjunto convexo, e entdo (3.5) é uma consequéncia
da Proposi¢ao 1.4.4. De (3.5) existe uma sequéncia {z*} C R\ {0} tal que
«

2" € arg min{(F(z), 2*) + 7}: P (x, 2%) |25 | z € QFY. (3.7)

Além disto o conjunto arg min{(F(z), 2*) + % ¢*(z, ") ||2¥|, | 2 € QF} em (3.7)

k

nao se altera se z" é multiplicado por um nimero real positivo. Portanto, sem perda

de generalizadades, podemos supor que ||2*|; = 1. n
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3.1.3 Convergéncia para solugoes Pareto fraco

Nesta secao enunciamos e provamos a convergéncia do algoritmo VQD-I para
solugoes Pareto fraco do problema (3.1). Inicialmente estabelecemos algumas pro-

priedades das sequéncias que sao geradas pelo algoritmo.
Proposigao 3.1.3 Sejam F = (Fy, Fy, ..., F,,)T : R — R™ uma aplicagio satisfa-
zendo as hipdteses (H1) e (H2) e ¢ : R™ x R" — R, uma aplicagio quase-distancia
satisfazendo (1.1). Se {x*}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I, entdo
{2*}ren satisfaz (3.6) com ||2%||1 =1 e
(a) Seja k € N fizado e defina Wi(z) = (F(x),2");2 € R". Entio ezistem
uftt € Oy (2P, ¢F e a(q(., 2%)) (2%) e v € Ngw (211 tais que

Pt = —apq (2T )R — P (3.8)

(b) (i) {2*}ren € limitada;
(ii) V z e R?\ {0}, {(F(z¥),2)}, o € ndo crescente e convergente;
(i) lim_[|F(*1) — Pab)| =0
—+4-00
. : k1 kY _ Q.
(IV) kggloo Q(x » L ) _ 07

(v) Jim_ o+ = 2] = 0.

Prova: (a) Desde que z**! satisfaz (3.6) com ||2*||; = 1, pela Observagao 1.2.2,

0ed <<F(.),2k> + % (2" + 5Qk) (1), (3.9)

F : R" — R™ convexa implica (F(.),zF) : R® — R convexa, e, portanto, que
(F(.), %) ¢ localmente lipschitziana em R"; pela Proposicao 1.3.1, %¢%(., z%) ¢é lo-
calmente lipschitziana em R"; QF fechado implica que dgr é semicontinua inferior.

Entéao, utilizando a Proposigao 1.2.5 em (3.9), obtemos

0€I((F(.),2") (") + 8(%&(.,3:’“))(95’““) + O(Ogp ) (F 1), (3.10)

Desde que QF é convexo e z*!1 € QF temos O (6gr) (2%T1) = Ngr(z**1), onde
Ngx (2F+1) denota o cone normal no ponto z¥*1 em relagio ao conjunto QF. Pela
Proposicao 1.3.1, ¢(., z¥) é lipschitziana em R". Portanto, como ¢(z,y) > 0, V(x,v),

tomando h; = hy = ¢ na Proposicao 1.2.6, obtemos
P (o;_qu(ka)) (z%+1) = apg(z**t, 2%)0 (q<7$k)) (zh+1),
e entao de (3.10),
0€ 9 ((F(),2") (&™) + arg(a*, 2%)0 (q(., 2%)) (2**1) + New (zFH1).
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Assim, existem u*t! € 9y (FH1), CFFL € O(q(., %)) (2*h) e vFH € Ngk(2*H1) tais
que uFH = —agq(aFth, 2R CHH — Rt

(b)(i) Desde que QF D QFL k =0,1,..., temos 2% € Q*1 C Q% Vk > 1. Como
QY ¢ limitado (conf. Lema 2.2.1), temos {z*}ey limitada.

(b)(ii) Como z*™ € O, entao F(z**!) < F(2*). Logo, desde que z € R\ {0},

(F(aFt), 2) < (F(a),2); Vk €N,

z

ie., {<F($k),z>}keN é nao crescente. Pela Observacio 1.4.1, {(F(z"),z) é

limitada inferiormente e portanto convergente.
(b)(iii) Seja z € RT, fixado. Por (b) (i), {{F(z*), 2>}k€N é convergente. Entao,

ren

m

kEIJPoo<F(xk> — F(aFth) 2) = kEIJPOO ' (Fi(z") — F(2*™))z = 0. (3.11)

i=1
Como % € OF temos F(z**1) < F(aF), ie., Fi(zFt) < F(2%), Vi = 1,....,m.
Assim (Fj(a%) — F(2*1))z > 0, Vi = 1,...,m. Entdo, de (3.11),

klim (Fi(z") — Fi(2"™)z =0, Vi =1,...,m.
— 400

Desde que z; > 0,i = 1, ..., m, temos kETm(Fz@k) — Fy(z*")) =0, Vi=1,...,m, e
entao kkrfw(F(xk) — F(2*1)) = 0 € R™. Portanto kl—{r—i{loo | F () — F(z%)|| = 0.
(b)(iv) De (3.6), ¢*(z**1) < ©F(z); Vo € QF, onde

P (z) = (F(2),2%) + % ¢*(2,2%) ({Fhren C RPN\ {0} com ||2%]|y = 1;Vk).
Como z* € QF, Vk, entao ok (2*1) < o*(2¥), Vk. Portanto, desde que g(z*, 2*) = 0,
temos

<F(xk+1),zk> + % q2(mk+17mk) S (F(xk),zk>

Assim, como 0 < I < ay, ||2F|| < ||2F]|1 e ||2%]l1 = 1, temos

~ D

(F(a*) = F(a"), %) < %||F(rr’“) — P H].

Entao, de (b) (iii), klim (2", 2%) = 0. Como ¢(z,y) > 0, V(z,y) temos
— 400

lim q(z"™, 2%) = 0.

k—o0
(b)(v) De (1.1), 0 < afjz* — zF|| < q(2**1, 2%), Vk € N. Portanto, de (b)(iv),
lim || — 2| = 0.
k—+o00
]

Agora, estamos aptos para provar a convergéncia do algoritmo VQD-I para
solucoes Pareto fraco se o critério de parada do algoritmo nunca se aplica. Segue o

resultado:
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Teorema 3.1.1 Sejam F = (Fy, Fy, ..., F,)T : R — R™ uma aplicagdo satisfa-
zendo as hipdteses (H1) e (H2) e g : R" x R® — Ry wma aplica¢io quase-distincia
satisfazendo (1.1). Se {x*}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I, entdo
{2*}ren € limitada e todo ponto de acumulagdo desta sequéncia é uma solugdo Pareto
fraco para o POM irrestrito (3.1).

Prova: Desde que {2¥}eny é uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I, existe
{z"}hen C R\ {0} tal que {2*}1en satisfaz a equagdo (3.6) com ||2¥||; = 1. Assim
existem z € RT \ {0} e {z"},en subsequéncia de {zF}en, tal que limy_ o 2% =
z. Pela Proposiciao 3.1.3(b)(i), {z"}ren é uma sequéncia limitada. Entao existem
z* € R" e {a"1};cy subsequéncia de {z*}iey tal que lim; o 2% = 2*. Fixe z €
R\ {0}. A convexidade da aplicacdo ¥ = (F(.),2) : R® — R em R" implica em
sua continuidade. Pela Proposicao 3.1.3(b)(ii), V z € R7T \ {0}, {(F(z*), z>}keN é
nao crescente e convergente. Portanto, Vz € R \ {0},
Jim (Faf),2) = lim (F(@b),2) = (F(e7), 2) = infren{(F(z"), 2)}.

Logo

(F(x*),2) < (F(2%),2), V2 € RT\ {0} e k € N. (3.12)

Pela Proposicio 3.1.3(a) existem ¢*! € 9(q(.,2%))(z") e vF*1 € Ngx(2*!) tais
que

—ay, q(xk—&-l?xk)ck—i-l _ Uk'H c a@k(mk—&—l)?

onde Wy (z) = (F(z),2*); * € R". Portanto, pela desigualdade do subgradiente
para fungao convexa W, temos: Vx € R",

Uy, (x) > Wy, (wk’H) — aqu(xk’+1,xkl) < Ckl+1,1‘ —ghtl s it gt S

Como vf*!t € Ngw (2871, temos — < vt g — 2htl > > 0, Vo € QM. Pela

Observacao 3.1.2 Q = (] 2% # (. Entao, em particular,
k=0

(F(x), 25y > (F(aMTh) 2Ry — ag q(aP ™ afty < ¢itlip —ahth s v e Q. (3.13)

De (3.12) (F(zMT1), 2M) > (F(x*), 2"). Assim, de (3.13),
(F(x), 2 > (F(z*), 2 — ag,q(am T k) < ¢MFL g — ot S ve € Q. (3.14)

Pela Proposicio 1.3.2 ||¢M*Y| < M. Portanto, como as sequéncias {z*}ren e
{ax} sdo limitadas, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que
| o, < (M o — 2Pt >|< M. Entao, desde que, pela Proposicao 3.1.3 (b)(iv),
kEr—Foo q(z", 2%) = 0, concluimos que

’ Oéqu(ajkl+1,$kl) < Ckl—H,ZE i J}kl+1 >|_> 0 quando | — 400.
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Portato, recordando que lim;_., 2% = z, de (3.14)
(F(z),z) > (F(z"), z), Vo € Q. (3.15)

Para finalizar, demonstraremos que z* é uma solucao Pareto fraco do POM irrestrito

(3.1). Suponha, por contradi¢do, que existe z € R™ tal que
F(z) < F(x"). (3.16)
Como z € R\ {0} temos:
(F(z),z) < (F(z"),z). (3.17)

Desde que, Q1 C QF Vk > 0e 2% € Q%1 Vj com 2% — 2%, j — 400, temos
z* € Q, ie., F(z*) < F(2%),Vk € N. Portanto, de (3.16), F(z) < F(z*),Vk € N,
ie., T € Q, o que contradiz (3.15) e (3.17). n

Observacao 3.1.3 Se na demonstragao do Teorema anterior fosse garantido que
z € R, entdo o limite de {z*1},en (i.e. %), seria uma solugio Pareto do POM
irrestrito (3.1) (ao invés de solu¢ao Pareto fraco). De fato, suponha por contradi¢ao

que =¥ ndo seja uma solugio Pareto do POM (3.1). Entao, eziste T € R™ tal que
F(z) < F(z") e F.(Z) < F.(z") para algum r € {1,...,m}. (3.18)

Como x* € Q) e vale (3.18) temos x € Q. (3.18) e z € R}, implicam (F(z),z) <
(F(z*),z), a qual é uma contradi¢do, pois vale (3.15).

3.1.4 Convergéncia para solugoes Pareto (Ao invés de Pa-

reto fraco)

Em aplicagoes da vida real é frequente o caso em que apenas solugoes Pareto (em vez
de Pareto fraco) sao de interesse (ver, por exemplo, se¢ao 2.3 em [22]). Como, para
0 nosso algoritmo é garantido somente convergeéncia para solucoes Pareto fraco, isso
pode ser interpretado como uma fraqueza do método. No entanto, podemos contor-
nar isto, mostrando que existem determinadas sequéncias que sao geradas pelo nosso
algoritmo e que convergem para solucoes Pareto. Mais especificamente, mostraremos
que uma escolha criteriosa de z*"' € ARG MIN,, { F(z) + %¢*(z,2%)e | € QF}
garante que a sequéncia {z*},en converge, na verdade, para uma solucao Pareto do
POM (3.1). As ideias abaixo foram utilizadas em [4] (se¢@o 4) para um caso mais

geral.
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Defina, para qualquer nimero real 6 > 0, o conjunto
Ks={2€R" | (z,2) >0 ||z||||z||, Vo € RT'}. (3.19)

Observe que 0 < 0; < 0, = K;, C K5 C Ky = R7P. Além disto, segue da
Observagao 4 em [4] que, para cada 6 > 0,

z

{zeRm\{O} | d<HZH,Rm\RT) 25} C Ks.

Entéo é facil ver que Kj, \ {0} # 0 para algum &y > 0, e portanto K5\ {0} # () para
todo ¢ € [0, d].

Consideramos agora uma instancia especifica do VQD-I, projetada para garan-
tir a convergéncia de {2¥}reny a uma solugao Pareto do POM (3.1). Inicialmente

k6 a solucao desejada se

modificamos a regra de parada de forma débvia, ou seja, x
o* € argmin {F(z) | x € R"}.

Para a etapa iterativa, restringiremos, até certo ponto, a escolha de z*+1: Fixe
um valor de § > 0 tal que K5\ {0} # 0, selecione algum z* € K;\ {0} e, finalmente,

k+1

tome x como

2! € arg min {(F(x) + %qg(x,a:k)e, Fze Qk} : (3.20)
E 6bvio que sem perda de generalidade podemos supor ||z¥[|; = 1. Observamos ainda
que (3.20) é uma opgao legitima no ambito do Algoritmo VQD-I. De fato, desde que
¥ € K5\ {0} C R\ {0}, de forma andloga & prova da Proposicao 3.1.1, conclui-se
que zF" € ARG MIN,, {F(z) + %¢*(z,2%)e | © € Q*}, como requisitado por (3.2).

Em seguida, estabelecemos as propriedades de convergéncia do algoritmo VQD-I,

sob a forma especifica do passo iterativo dado por (3.20).

Teorema 3.1.2 Sejam F = (Fy, Fy, ..., F,)T : R* — R™ uma aplicagdo satisfa-
zendo as hipdteses (H1) e (H2) e ¢ : R" x R" — Ry uma aplica¢io quase-distincia
satisfazendo (1.1). Se {x¥}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-I com
o*t1 selecionada de acordo com (3.20), entio {x*}ren € limitada e todo ponto de

acumulagdo desta sequéncia é uma solu¢ao Pareto para o POM irrestrito (3.1).

Prova: De forma analoga a prova das Proposicoes 3.1.1 e 3.1.3 garantimos a boa
definicao da sequéncia gerada e que as propriedades contidas na Proposicao 3.1.3
continuam validas. Sejam z* € R" e {z" },;cy subsequéncia de {z¥},cy tais que
lim; oo 2™ = z*. Como {2"}ren C R\ {0} e [|2¥|l1 = 1;Vk, existe z € RT e
{2k} ey subsequéncia de {2F} ey tais que limy_ o 2¥ = z. Além disto, desde que
{z*} € K;\ {0},0 > 0, z € R”,. De fato, tome ¢ € R7 \ {0}. Entdo, como
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Ml < 24 (v > 0) e fl2]y = 1, por (3.19), (e, #4) > llclly > 0, e entdo
(c,Z) > 0. Portanto z € R?,. Por outro lado, de forma andloga a demonstragao
do Teorema 3.1.1, concluimos que: (F'(z),z) > (F(z*),z), Yz € Q. Portanto, como
z € R}, pela Observacao 3.1.3, concluimos que z* é uma solucao Pareto do POM
(3.1). [

3.2 Um algoritmo proximal inexato

Aqui consideramos uma sequéncia de parametros {f;} com as mesmas carac-
teristicas da sequéncia de parametros {ay} do algoritmo VQD-I, i.e., satisfazendo
0 <l < 0B < L, Vk € N. Além disto, admitimos a existéncia de sequéncias
{z*} c R\ {0} tal que ||2¥|y = 1,Vk € N e {g;} C Ry satisfazendo kll_glo&g =0.

Algoritmo VQD-II

1. Escolha z° € R".
2. Dado ¥, se 2% € ARG MIN,, {F(z) | € R"}, entdo 2P = 2* Vp > 1.

3. Dado ¥, se ¥ ¢ ARG MIN,, {F(z) | z € R"}, entdo defina ¥, : R* — R
dada por Uy (x) = (F(z),2*). Tome como "1 qualquer vetor x € QF tal que

existe € € R, satisfazendo:

0€ 0., Vi(x) + Brq(x, 2¥)0(q(., 2%)) () + N (2), (3.21)
Pz, 2" <é||F(z) — F(z")| e 1}1_)1205;9 = 0. (3.22)

onde 0 <! <y <L, Vk e N, {zF} CR7\ {0}, [[2*]1 =1,VkeN,ce R} e
OF = {xr e R" | F(z) < F(2%)}.

Teorema 3.2.1 Sejam F = (Fy, Fy,...,F,)T : R* — R™ uma aplicagdo satisfa-
zendo as hipdteses (H1) e (H2) e g : R" x R" — Ry wma aplica¢io quase-distincia
satisfazendo (1.1). Se {x*}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-II, entdo
{2*}ren € limitada e todo ponto de acumulagao desta sequéncia é uma solugdo Pareto
fraco do POM irrestrito (3.1).

Prova: [Existéncia das iteragoes]: z° € R" ¢ escolhido na etapa de inicializagao.

Assumindo que o algoritmo atingiu a iteracdo k, mostramos que existe um x**+!

apropriado. Pelo critério de parada, se z¥ € ARG MIN,, {F(x), z € R"}, entdo
2"P = 2F ¥p > 1. Caso contrario defina ¥ : R* — R tal que

(@) = Wi(a) + B¢ (a, a").
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Analogamente a prova da Proposicao 3.1.1, concluimos que o conjunto
arg min{¢"*(z) | z € QF} é ndo vazio. Seja ¥ € arg min{¢*(z) | z € Q*}. Entao,
pela Observacio 1.2.2, 0 € (U, + 2 ¢2(,, 2%) + G ) (z"+1). Assim, analogamente &

prova da Proposigao 3.1.3 (a), concluimos que
0 € 9 () () + Brg(a™, 2%)0 (q(., 2%)) (2FT) + Noe (2P ).

Logo, como Of(z) = Oyf(x) C O-f(z) para toda funcdo convexa f : R" — R,
todo # € R™ e todo ¢ € Ry, 2" satisfaz (3.21) para ¢, = 0. Desde que
2F € arg min{p(z) | * € QF} e 2F € QF;VEk, analogamente & prova da Pro-
posigao 3.1.3(b)(iv), prova-se que ¢*(z**!, z*) < ¢ ||[F(2!) — F(2)|| com ¢ = 2/I.
Portanto z**! satisfaz (3.21) e (3.22).

[Propriedades|: Seja {2*}1cny uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-II. Te-
mos: (a) {z"}rey ¢ limitada; (b) Vz € R7T \ {0}, {(F(2%),2)}ren € nao cres-
cente e convergente; (c) kEI:Ikloo | F (2T — F(2™)|| = 0; (d) kETOOQ(Q;kH’xk) =0

k+1

e (e) klim |2"Tt — 2| = 0. As provas dos itens (a), (b) e (c) sdo andlogas

4 provas dos itens (b)(i), (b)(ii) e (b)(iii) da Proposicio 3.1.3. Por (3.22),
@ (zF 2F) < ¢ ||[F(2Y) — F(2%)]| . Portanto a prova do item (d) é analoga &
prova da Proposi¢ao 3.1.3 item (b)(iv). A prova do item (e) é andloga a prova da
Proposicao 3.1.3, item (b)(v).

[Convergéncial]: Seja {z*}ren uma sequéncia gerada pelo algoritmo VQD-II. Entao
existem 2* € R™ e {2%} oy subsequéncia de {2*}cy tais que lggo 2% = z*. Como
|2¥]li = 1,Vk € N, existem z € R7\{0} e {z* },en subsequénciajde {zF}ren, tais que
lim_ 4o 2" = 2. Por (3.21), existem (¥t € 9(q(., zM))(zMT1) e vM1F1 € Ny, (2M1F1)
tal que — B, q(zh L gh)chitt — phitl g ey, Vi, (zF1*1). Entdo, pela desigualdade do

e,-subgradiente para fungao convexa Wy, temos: Vo € R”,
U, () 2 Vg (25F) = Bzt M) (P o — 2l ) — Rt o — 2l ) — g

Portanto, como lim ¢, = 0, analogamente a prova do Teorema 3.1.1, concluimos
k——+o0

que z* é uma solugao Pareto fraco do POM irrestrito (3.1). u

Observagao 3.2.1 Se no algoritmo VQD-II considerarmos {z*}reny C K; para al-
gum & > 0 (conf. secao 3.1.4) entdo, de forma andloga a prova do Teorema 3.1.2,

garantimos a convergéncia do Teorema anterior para solugoes Pareto do POM (5.1).

3.3 Exemplos numéricos

Para avaliar nosso algoritmo VQD-I, experimentos numéricos foram realizados, uti-

lizando a classe de instancias de testes continuos multiobjetivo proposta por Li e
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Zhang [25]. Nesta classe de problemas, o numero de varidveis e fungdes objetivo
podem ser definidas arbitrariamente. Outra boa caracteristica desta classe é que
os conjuntos Pareto podem ser prescritos. Realizamos nossas experiéncias com um
Intel Core 2 Quad CPU Q9550 2.83 GHz, 4GB de RAM e SO Linux 32 bits. O
algoritmo VQD-I foi codificado em Matlab.

Consideramos trés grupos de instancias: LZ2, LZ3 e LZM. A Tabela 3.1 apresenta
a defini¢ao dos objetivos e dos respectivos conjuntos Pareto de cada grupo. O espaco
de busca de LZ2 foi Qy = [0,1] x [—1,1]""; para LZ3, Q3 = [0,1]* x [-2,2]"7%; e,
para LZM, Q,; = [0,1]". Em cada instancia, o nimero n de varidveis (a dimensao
do respectivo espago de busca) pode ser escolhido aqui. As instancias do grupo LZ2
possuem duas fungoes objetivo, as de LZ3 possuem trés funcoes objetivo, e no grupo

LZM, o niimero m de objetivos podem ser definidos de forma arbitraria.

Grupo | Objetivos e conjuntos Pareto
N 2
fi=x1 + |J271‘ ZjEJl (:Uj —sen (67r:1:1 + %)) ,

NN 2
LZ2 | fo=1—2%+ |J27\ZjeJ1 (xj — sen (6773;1 + %)) ,
onde J; ={j|2<j<nej—1E¢épar}.

Seu conjunto Pareto é z; = sen (677301 + %) ,J=2,...,n.
N 2
f1 = cos(x17/2) cos(xam/2) + \Til djen (:cj — 229 sen (277351 + %)) ’
NN 2
fa = cos(x17/2) sen(zam/2) + ﬁ > e (:L'j — 219 sen (27Tx1 + %)) ,

N\ 2
LZ3 | f3 =sin(xi17m/2) + |JQ—3‘ > jen <xj — 2x9 sen (27r:1c1 + %)) ,
onde J; = {j|3 <j <mn, ej—1¢éum miltiplo de 3},i =1, 2.

Seu conjunto Pareto é z; = 2z sen(?wxl—i—%),j:&...,n
)
S .
fi:xi+|72i|zj€J¢<xj+(Tnier)) ,ZZl,...,Tn—l,
N2
LZM | fn=1-8+ 2 Yy, (xj+ (S”)) :

m-+n
onde S ="'z e Ji={jim+i<j<mnej—iéummiltiplo de m}.

Seu conjunto Pareto é z; = (nszifl),j =m,...,n.

Tabela 3.1: Objetivos e conjuntos Pareto das intancias de teste.

No experimento analisamos a convergéncia do algoritmo VQD-I em diferentes
instancias de cada grupo. Para cada instancia, testamos o algoritmo VQD-I com 100
pontos de partida, selecionados aleatoriamente no espaco de busca. Os resultados
sao apresentados na tabela 3.2, em que a coluna ITER fornece a média do niimero
de iteracoes, TIME é o tempo médio da CPU em segundos e dPS é a distancia
Euclidiana média entre as 100 solugoes obtidas pelo algoritmo VQD-I e o respectivo
ponto no conjunto de Pareto. Os resultados mostram que, em média, o algoritmo

VQD-I convergiu para o conjunto Pareto. Também podemos ver que, para estes
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grupos de instancias, a média do nimero de iteragoes e o tempo médio cresce quase

linearmente com o nimero de varidveis (ver figura 3.1).

Grupo | n | m | ITER ™ MDE
LZ2 | 05|02 | 17.36 1.38 | 3.56E-06
LZ2 | 10|02 | 33.74 5.64 | 7.07E-06
LZ2 | 15|02 | 5277 | 14.99 | 1.08E-05
Lz3 | 05| 03| 13.63 1.17 | 2.84E-06
Lz3 | 10| 03 | 33.45 6.68 | 4.51E-05
LZ3 | 15|03 | 51.12| 15.92 | 5.82E-05
LZM | 05|02 | 18.28 1.54 | 1.16E-06
LZM | 07 | 02 | 25.58 2.93 | 1.83E-06
LZM |09 | 02| 33.44 4.89 | 2.22E-06
LZM |11 | 04 | 31.93 8.77 | 6.70E-06
LZM | 15 | 04 | 46.27 | 18.05 | 8.97TE-06
LZM |19 | 04| 60.65 | 31.49 | 8.05E-06
LZM |23 | 08 | 59.86 | 53.16 | 8.42E-06
LZM | 31 | 08 | 86.71 | 112.97 | 9.69E-06
LZM |39 | 08 | 116.00 | 200.43 | 1.55E-05

Tabela 3.2: Média do ntmero de itera¢oes (ITER), Tempo médio de CPU em segundos
(TM) e Média da distancia euclidiana (MDE) entre as solugbes obtidas pelo algoritmo
VQD-I e o conjunto Pareto.

70

e |72

—t— 173

60|l —8— LZM, m=2
—e— LZM, m=4

Number of iterations

10

5 1‘0 1‘5 20
Number of variables (n)

Figura 3.1: Numero de iteragoes para cada instancia.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Neste trabalho consideramos o problema de encontrar solugoes Pareto fraco e/ou

Pareto para POM irrestrito
MINIMIZE {F(x) | x € R"},

onde F = (Fy, Fy, ..., F,,)T : R" — R™ satisfaz as seguintes hipdteses:
(H1) F é convexa, i.e., F; : R — R é convexa para todo i € {1,...,m};
(H2) F possui pelo menos uma de suas fungoes objetivo coerciva, i.e.,

existe r € {1,...,m} tal que lim F,(z) = +oc.
]| —+o00

Resolvemos este problema de duas formas: 1°) Propomos no capitulo 2, um
método de escalarizagdo proximal log-QD (Método EPLQD) que generaliza o
método de escalarizacdo proximal log-quadratico de Gregério e Oliveira [20] e, 2°)
Propomos no capitulo 3, um APP de valor vetorial [em versoes exata (Algoritmo
VQD-I) e inexata (Algoritmo VQD-II)] que generaliza o APP de valor vetorial de
Bonnel et al. [4] (quando este estiver restrito a otimiza¢ao multiobjetivo). Em
ambos o0s casos o termo quadratico dos subproblemas dos métodos que foram gene-
ralizados é substituido pela quase-distancia, que possui importantes aplicagoes em
teoria da computacao e economia, entre outras. O uso da quase-distancia gerou a
perda de importantes propriedades como a convexidade e a diferenciabilidade. No
entanto, para o método EPLQD, garantimos convergéncia para solucoes Pareto e
para os algoritmos VQD-I e VQD-II garantimos convergéncia para solugoes Pareto
fraco.

Encontramos um novo exemplo de aplicacao satisfazendo as propriedades (P1)
a (P4) que foram fundamentais para a convergéncia do método EPLQD. E devido a

imposicao da propriedade (P3), que é uma propriedade “mais restritiva”’em relac¢ao
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a correspondente propriedade do método de Gregorio e Oliveira, garantimos a con-
vergéncia para uma solugdo “mais apurada’, i.e, para solugoes Pareto (em vez de
Pareto fraco).

Até onde sabemos os subproblemas dos APP de valor vetorial existentes na li-
teratura sao todos convexos e entao, para escalarizar os subproblemas dos métodos
os autores fazem uso do Teorema 2.10 de Luc [27] que exige como hipétese a con-
vexidade da aplicagao. Desde que os subproblemas do APP de valor vetorial que
propomos aqui nao necessariamente sao convexos, o Teorema 2.10 de Luc nao se
aplica para a escalarizacao dos mesmos. Contornamos esta situagao verificando que
o Teorema 2.10 de Luc continua valido se considerarmos como hipdtese apenas uma
condicao necessaria da convexidade (conf. Proposigao 1.4.4).

A seguir destacamos algumas possibilidades para continuidade deste trabalho:

e Estender a abrangeéncia dos algoritmos propostos para aplicagoes F' : R® — R™

Jquase-convexas

e Estender a abrangéncia dos algoritmos propostos para aplicacoes F': X — Y
onde X e Y sao espacos de Hilbert real e Y contendo um cone convexo, fechado

e pontudo com interior nao vazio.

e Estender a abrangéncia dos algoritmos propostos para aplicacoes F' : M — R™

onde M é uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional;
e Propor uma versao inexata para o método EPLQD;

e Ampliar os testes numéricos, considerando um maior e mais diversificado

nimero de funcgoes testes.

e Comparar o desempenho dos algoritmos implementados com outros algoritmos

existentes na literatura.
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