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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Um grafo é equiestável quando existe uma atribuição de números reais positivos

aos seus vértices de forma que para todo conjunto independente maximal, e somente

para esses conjuntos de vértices, a soma dos valores atribuídos aos vértices do con-

junto somem 1. Por outro lado, um grafo é de partição geral se todas as suas arestas

podem ser cobertas por cliques fortes.

Neste trabalho reunimos os principais resultados sobre grafos equiestáveis e de

partição geral e desenvolvemos resultados envolvendo as classes dos grafos de parti-

ção geral, equiestáveis e triangulares. Em particular, mostramos que tanto a classe

dos grafos de partição geral quanto a classe dos grafos triangulares são fechadas

pelas operações de substituição e indução e contração de módulo, obtendo diversos

resultados da literatura como corolários desses teoremas.

Além disso, ao caracterizar os grafos planares que são equiestáveis/de partição

geral, generalizamos o resultado de Mahadev, Peled e Sun sobre os grafos outer-

planares equiestáveis, respondendo também a uma questão em aberto proposta por

Anbeek, DeTemple, McAvaney e Robertson em 1997.
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A graph is equistable when there is a real positive attribution to the vertices of

the graph such that among all the subsets of vertices, for all maximal independent

sets, and only for them, the sum of the values assigned to each vertex is equal to 1.

On the other hand, a general partition graph is a graph whose edges are covered by

strong cliques.

In this work, we did a survey on equistable and general partition graphs and

developed results concerning the equistable, general partition and triangle classes.

In particular, we showed that the general partition and triangle classes are both

closed under the operations of substitution and inducing and contraction of modules,

which turned several results into corollaries of these theorems.

Moreover, by characterizing the planar graphs that are equistable/general parti-

tion graphs, we generalized Mahadev, Peled and Sun result on equistable outerplanar

graphs and solved an open question proposed by Anbeek, DeTemple, McAvaney and

Robertson in 1997.
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Capítulo 1

Introdução

Grafos são objetos matemáticos que nos permitem modelar e estudar problemas

tanto de natureza teórica quanto prática. Por constituírem uma ferramenta muito

abrangente, é natural o surgimento de diversas classes de grafos as quais são de�nidas

por um determinado conjunto de propriedades. O foco desta dissertação é explorar

estruturas e características de duas dessas classes de grafos: a dos grafos equiestáveis

e a dos grafos de partição geral.

Os grafos equiestáveis, apresentados por Payan [24] em 1980, surgiram como

uma generalização dos grafos threshold. Enquanto os grafos threshold são grafos nos

quais todos os conjuntos independentes, maximais ou não, e somente estes, podem

ser obtidos como a solução inteira de uma única inequação, os grafos equiestáveis são

os grafos nos quais apenas os conjuntos independentes maximais podem ser obtidos

como a solução inteira de uma determinada equação.

Apresentando uma aplicação em computação paralela, Korach et al. [13] mos-

traram uma das grandes vantagens de se trabalhar com estes grafos: seus conjuntos

independentes maximais podem ser obtidos a partir de valores atribuídos aos seus

vértices. Isto é, em um programa de programação linear inteira feito sobre um grafo

equiestável, utilizando uma atribuição especial, que mais tarde iremos de�nir como

atribuição equiestável, é possível através de uma única equação restringir o conjunto

de soluções para apenas conjuntos independentes maximais do grafo.

Por apresentarem diversas questões em aberto, além de ainda não possuírem

uma caracterização combinatória, os grafos equiestáveis apresentam-se como uma

classe de grafos desa�adora e estimulante a ser estudada. Um divisor de águas

nesse estudo, o artigo de Miklavi£ e Milani£ [17] de 2011, apresenta uma abordagem

mais combinatória do assunto, envolvendo os grafos de partição geral, ao invés de

uma mais algébrica, até então a mais utilizada, facilitando e tornando mais simples

diversas provas.

Já os grafos de partição geral foram introduzidos em 1987 por DeTemple, Harary

e Robertson [6], incentivados por sua aplicação no problema de determinar todos os
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modos de triangular um polígono cujos vértices são pontos em um reticulado. Sua

relação com os grafos equiestáveis foi somente demonstrada, em 2009, por Orlin [17]

que mostrou que a classe dos grafos de partição geral está contida na classe dos grafos

equiestáveis. Recentemente, em 2014, Milani�c et al. [20] exibiram um contraexemplo

para a conjectura, proposta por Orlin [17], de que as duas classes de grafos seriam

iguais.

Neste trabalho, procuramos entender e observar características de ambas as clas-

ses, além de veri�car a conjectura de Orlin quando restrita a classes clássicas de

grafos.

A estrutura desta dissertação se apresenta da seguinte maneira: na próxima

seção, são apresentadas as de�nições e notações usadas ao longo do texto; no Ca-

pítulo 2, são encontradas as de�nições das classes dos grafos equiestáveis e dos de

partição geral, assim como sua relação com outras classes de grafos que vêm desempe-

nhando um papel importante na pesquisa no tema; no Capítulo 3, são apresentadas

algumas operações de adição e remoção de vértices que são preservadas nas classes

tanto dos grafos equiestáveis e de partição geral quanto nas suas classes relacionadas;

no Capítulo 4, são apresentadas algumas operações de produto que são fechadas na

classe dos grafos equiestáveis e na classe dos grafos de partição geral; no Capítulo 5

são encontradas as interseções das classes tanto dos grafos equiestáveis quanto dos

grafos de partição geral com algumas classes clássicas de grafos, incluindo a dos gra-

fos planares, nossa principal contribuição neste trabalho; �nalmente, no Capítulo 6,

são apresentados os comentários �nais e algumas propostas de trabalhos futuros.

Figura 1.1: Linha do tempo: de�nições e relação.
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1.1 De�nições e notações iniciais

Um grafo G = (V,E) consiste em um par formado por um conjunto V não

vazio de objetos denominados vértices e E, um conjunto de pares não ordenados de

elementos distintos de V , chamados arestas. No restante dessa seção quando nos

referirmos a um grafo ou um grafo estiver subentendido estaremos sempre falando

de G = (V,E), a não ser que outro grafo seja explicitado.

Um vértice u é adjacente a v, ou vizinho de v, se uv ∈ E. Nesse caso, dizemos

que a aresta e = uv é incidente a ambos os vértices u e v e também que u e v são

os extremos da aresta e.

Além disso, a vizinhança de um vértice u, ou seja, todos os vértices que são

adjacentes a u em G, é denotada por N(u). Logo, N(u) = {v | uv ∈ E}. Também
chamamos N(u) de vizinhança aberta de u e N [u] = N(u) ∪ {u} de vizinhança

fechada de u.

Já para um conjunto de vértices S ⊆ V , denotamos por N(S) a vizinhança de

S, e a de�nimos como N(S) = (
⋃

v∈S N(v)) \ S.
O grau de um vértice u é o tamanho de sua vizinhança. E, para um grafo G, o

seu grau mínimo consiste no menor dos graus dos seus vértices. Um vértice de grau

1 também é chamado de vértice folha.

Um grafo é completo quando entre quaisquer dois vértices existe uma aresta.

Denotamos um grafo completo de n vértices por Kn.

SejaG = (V,E), seu complemento consiste no grafoG = (V,E) onde E é formado

pelo conjunto de arestas que faltam para G ser um grafo completo.

Seja S ⊆ V , o grafo induzido por S em G, G[S], possui conjunto de vértices S

e conjunto de arestas {uv | u, v ∈ S e uv ∈ E}. Nesse caso, dizemos que G[S] é

um subgrafo induzido de G. Já para E ′ ⊆ E, o grafo induzido por E ′ em G, G[E ′],

consiste no grafo onde o conjunto de vértices é formado pelos extremos das arestas

de E ′ e seu conjunto de arestas é E ′.

Em um grafo, um conjunto de vértices C é uma clique se G[C] é um grafo

completo. Uma clique é dita maximal, se ela não está contida propriamente em

nenhuma outra clique do grafo. Por outro lado, dizemos que um conjunto de vértices

S é um conjunto independente ou estável se para quaisquer dois vértices de S, eles

nunca são adjacentes. Um conjunto independente maximal, CIM, é tal que ele não

está contido propriamente em nenhum outro conjunto independente do grafo.

Um vértice é simplicial se sua vizinhança fechada é uma clique. Além disso,

chamamos tal clique de clique simplicial.

Um grafo é p-partido ou multipartido se seu conjunto de vértices pode ser parti-

cionado em p ≥ 2 conjuntos independentes maximais. No caso em que p é igual a

2, chamamos o grafo de bipartido.

3



Dizemos que uma aresta e é coberta por uma clique C ou que C cobre a aresta

e quando os extremos de e fazem parte de C. Uma cobertura de um grafo por

cliques, consiste em um conjunto de cliques que cobre todas as arestas do grafo.

Uma cobertura por cliques C é minimal quando nenhuma cobertura por cliques do

grafo está contida propriamente em C.
Dado um grafo G, denotamos por SG o conjunto dos conjuntos independentes

maximais de G e por TG o conjunto de todos os subconjuntos não vazios de vértices

de G que não formam um CIM.

Um conjunto de arestas E ′ ⊆ E é um emparelhamento se para qualquer par de

arestas de E ′, seus extremos são distintos. Para um emparelhamento E ′, um vértice

é coberto por E ′, caso ele seja extremo de alguma aresta de E ′, e uma aresta e

está emparelhada, quando e ∈ E ′. Um emparelhamento é maximal quando ele não

está propriamente contido em nenhum outro emparelhamento do grafo e é perfeito

quando todos os vértices do grafo são cobertos por ele.

Um grafo G é sem G′ ou livre de G′, quando G não possui G′ como subgrafo

induzido por um conjunto de vértices qualquer.

Uma clique C é forte se para todo S ∈ SG, temos que S ∩ C 6= ∅. Por exemplo,

na Figura 1.2, temos um grafo de Hajós H onde

SH = {{v1, v3, v5}, {v1, v4}, {v2, v5}, {v3, v6}}.

Podemos observar que as cliques

{v1, v2, v6}, {v2, v3, v4} e {v4, v5, v6}

são fortes enquanto que a clique {v2, v4, v6} não é uma vez que sua interseção com

o CIM {v1, v3, v5} é vazia.

Figura 1.2: Grafo de Hajós.

É importante observar que se C é uma clique forte que não é maximal, sempre é

possível estender C para uma clique forte que é maximal uma vez que ao adicionar

vértices em C de forma a torná-la maximal, a interseção que C possuia com cada

CIM continua existindo.

Um caminho em um grafo é uma sequência de vértices distintos v1 . . . vk de
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forma que vivi+1 ∈ E, 1 ≤ i < k. Um grafo Pn é um grafo com conjunto de vértices

V = {v1, . . . , vn} de forma que v1v2 . . . vn é um caminho e nenhuma outra aresta

além das do caminho existem.

Considere um P4 v1v2v3v4, subgrafo induzido de G. Dizemos que v1v2v3v4 é um

P4 ruim se existe um conjunto independente maximal S em G tal que v1, v4 ∈ S e

(N(v2) ∩N(v3)) ∩ S = ∅. Nesse caso, dizemos que S é uma testemunha do P4.

Figura 1.3: Exemplos de P4's ruins, conjuntos testemunha em cinza.

A junção de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), também representada

por G1 ·G2, é de�nida como o grafo G = (V,E) onde V = V1 ∪ V2 e E = {uv | u ∈
V1, v ∈ V2} ∪ E1 ∪ E2.

Um ciclo em um grafo é uma sequência de vértices distintos v1 . . . vk de forma que

v1 . . . vk é um caminho e v1vk ∈ E. Um grafo Cn é um grafo com conjunto de vértices

V = {v1, . . . , vn} de forma que v1v2 . . . vn é um ciclo e nenhuma outra aresta, além

das que de�nem o ciclo, existe. Um ciclo é hamiltoniano quando todos os vértices

do grafo estão em sua sequência de vértices. Além disso, uma corda em um ciclo

v1 . . . vk, consiste em uma aresta do grafo vivj de forma que 1 ≤ i < j + 1 ≤ k.

A união de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), representada por G1 ∪G2,

consiste no grafo G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).

Um grafo G = (V,E) é threshold se existem w : V → R+ e t ∈ R+ tais que∑
s ∈ S

w(s) ≤ t se, e somente se, S é um conjunto independente de G.

O grafo de interseção [16] G = (V,E) de uma coleção de conjuntos I =

{Iv1 , . . . , Ivn} é o grafo em que cada vértice corresponde a um conjunto da cole-

ção I, ou seja, V = {v1, . . . , vn} e o conjunto de arestas é de�nido da seguinte

forma: vivj ∈ E se, e somente se, Ivi ∩ Ivj 6= ∅. Nesse caso, chamamos I de modelo

de interseção e
⋃n

i=1 Ivi de conjunto base de I.
Considere o seguinte modelo de interseção I = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}}. Te-

mos que seu conjunto base é B = {a, b, c} e o grafo da Figura 1.4 corresponde ao

seu grafo de interseção.
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Figura 1.4: Grafo de interseção do modelo I = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}}.

Um grafo G é linha se existe um grafo H de forma que G é o grafo de interseção

das arestas de H. Nesse caso, H é dito grafo raiz de G e dizemos que G = L(H).

Na Figura 1.5 ilustramos esse conceito.

(a) Grafo H.

(b) Grafo G = L(H).

Figura 1.5: Exemplo de grafo linha G e seu grafo raiz H.
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Capítulo 2

Grafos equiestáveis e de partição

geral

Visando uma caracterização da classe dos grafos equiestáveis e durante o estudo

da classe dos grafos de partição geral, a seguinte hierarquia foi estabelecida:

partição geral ⊆ fortemente equiestáveis ⊆ equiestáveis ⊂ triangulares

Os grafos fortemente equiestáveis e os grafos triangulares vêm desempenhando

um importante papel nos estudos tanto dos grafos equiestáveis quanto no dos grafos

de partição geral. Cada uma das classes de grafos citadas, incluindo a dos grafos

equiestáveis e a dos de partição geral, é descrita em mais detalhes neste capítulo.

A classe dos grafos fortemente equiestáveis, de�nida em 1994 por Mahadev, Peled

e Sun [15], desempenhou um importante papel na caracterização de grafos equies-

táveis quando restritos a outras classes de grafos tais como os grafos outerplanares,

grafos bloco, grafos split, entre outros. Nessa época, a principal estratégia para

determinar quais grafos de uma determinada classe eram equiestáveis consistia em

encontrar uma característica necessária para que um grafo fosse equiestável de ma-

neira que ela fosse su�ciente para que o grafo também fosse fortemente equiestável.

Atualmente, uma estratégia bem semelhante se aplica, porém baseada na impli-

cação de que os grafos triangulares de uma determinada classe também são os grafos

de partição geral dessa classe. Miklavi�c e Milani�c [17] apresentaram as relações des-

sas classes com os grafos equiestáveis fornecendo assim uma visão mais combinatória

do problema.

Vale ressaltar que as estratégias mencionadas acima não necessariamente podem

ser empregadas para resolver os problemas de caracterização dos grafos equiestáveis

quando considerados os grafos de uma classe qualquer. Como pode ser visto no

Capítulo 4, por exemplo, existem classes de grafos em que um grafo ser triangular

não implica necessariamente em ele ser de partição geral, sendo necessária uma

condição mais forte para caracterizar os grafos equiestáveis.
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Este capítulo se destina a introduzir as classes mencionadas e provar a hierarquia

constituída por elas.

2.1 Grafos equiestáveis

Os grafos equiestáveis foram de�nidos por Payan [24] em 1980. Nessa seção,

apresentamos de maneira formal esses grafos, além de um procedimento exponencial

de Zverovich para o seu reconhecimento.

De�nição 2.1. Um grafo G = (V,E) é equiestável quando existem w : V → N e

t ∈ N tais que
∑
s ∈ S

w(s) = t se, e somente se, S ∈ SG. Nesse caso, dizemos que

(w, t) é uma atribuição equiestável de G.

Como usual, w(S) =
∑
s ∈ S

w(s). Exemplos de grafos com atribuições equiestáveis

podem ser vistos na Figura 2.1.

t = 2 t = 3 t = 8

Figura 2.1: Exemplos de grafos equiestáveis.

Para concluir que o P4, ilustrado na Figura 2.2, não é um grafo equiestável basta

observar que qualquer atribuição dada aos seus vértices não será uma atribuição

equiestável. Caso o P4 possuísse uma atribuição equiestável (w, t), teríamos que:

w(v1) + w(v3) = t

w(v2) + w(v4) = t

w(v1) + w(v4) = t

O que implicaria em

w(v2) + w(v3) = t

Como o conjunto {v2, v3} não constitui um conjunto independente, concluímos

que nenhuma atribuição dada aos vértices de um P4 será uma atribuição equiestável.

Uma observação interessante é que a partir das Figuras 2.1 e 2.2, podemos ver

que a classe dos grafos equiestáveis não é fechada por subgrafo induzido.
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Figura 2.2: Exemplo de grafo que não é equiestável.

Ao relaxar a de�nição dos grafos equiestáveis considerando que tanto a imagem

de w quanto t pertencem aos reais positivos, poderíamos pensar que teríamos uma

de�nição para uma superclasse dos grafos equiestáveis, porém essa mudança não

altera os grafos que podem ser representados por tais atribuições, resultando nova-

mente nos grafos equiestáveis [15]. Dessa forma, como as de�nições são equivalen-

tes, sempre é possível assumir que um grafo equiestável possui tanto uma atribuição

equiestável inteira quanto uma outra atribuição equiestável, real, com t = 1.

Para obter uma atribuição equiestável em que t = 1, basta, a partir de uma

atribuição equiestável inteira qualquer, dividirmos o valor atribuído a cada vértice

por t. Já no caso em que restringimos a imagem de w ser inteira e t = 1, obtemos que

os únicos grafos equiestáveis que podem ser representados são os grafos completos

uma vez que como todo vértice está em algum CIM, o valor de w em cada vértice

deverá ser maior que zero e menor ou igual a t. O que no caso em que a imagem

de w é inteira e t = 1, implica em w mapear todos os vértices para o valor 1. Logo

todo vértice é um CIM, ou seja, o grafo é completo.

Para uma melhor compreensão da classe dos grafos equiestáveis, a seguir é des-

crito um procedimento exponencial, sugerido por Zverovich como mencionado no

artigo de Korach et al. [13], que reconhece se um grafo G é equiestável ou não.

Dado G = (V,E), considerar o problema linear com variáveis w(v) : v ∈ V e

com as seguintes restrições:

∑
v∈S

w(v) = 1 ∀ S ∈ SG∑
v∈T

w(v) 6= 1 ∀ T ∈ TG

w(v) > 0 ∀ v ∈ V

Porém, como não é possível modelar uma desigualdade em programação linear,

contorna-se esse problema da seguinte maneira:

Seja AG, o conjunto solução do programa linear abaixo:∑
v∈S

w(v) = 1 ∀ S ∈ SG

w(v) > 0 ∀ v ∈ V

Ou seja, AG = {w : V → R+ | w(S) = 1 ∀ S ∈ SG}. É necessário entender
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que AG não representa apenas as atribuições equiestáveis onde t = 1 porém, se G

é equiestável, então G possui uma atribuição equiestável (w, 1) que está contida em

AG.

Também é importante notar que AG é um politopo [23] possivelmente vazio. Isso

decorre do fato de que AG é um conjunto de�nido por um número �nito de equações

e inequações lineares e que AG é limitado [23], uma vez que w(v) ≥ 0 e w(v) ≤ 1 ∀v.
Como (w, 1) ∈ AG, se AG é vazio conclui-se que G não é equiestável. Dessa

forma, uma vez obtido AG, é necessário veri�car se o politopo mencionado está

contido em algum hiperplano [23]
∑
v∈T

w(v) = 1 ∀ T ∈ TG.

Em caso a�rmativo, tem-se que todas as possíveis atribuições equiestáveis são

tais que sempre existe um conjunto que não é independente maximal que soma o

mesmo valor de um conjunto independente maximal, implicando em nenhuma das

soluções candidatas serem uma atribuição equiestável. Portanto, se o conjunto de

soluções não é vazio e não está contido em nenhum dos hiperplanos mencionados,

temos que o grafo é equiestável. Caso contrário, não.

A demonstração de que existe uma atribuição equiestável quando AG não está

contido em nenhum dos hiperplanos se encontra no Lema 2.2 onde é demonstrado

que os grafos fortemente equiestáveis são equiestáveis.

Compreendido esse procedimento, obtemos a intuição para de�nirmos os grafos

fortemente equiestáveis apresentados na próxima seção.

Até o momento, não se conhece nenhuma outra caracterização combinatória ou

algébrica dos grafos equiestáveis, estando em aberto o seu problema de reconheci-

mento em tempo polinomial e se este mesmo problema está em NP. No entanto,

veri�car se uma dada atribuição aos vértices de G também é uma atribuição equi-

estável é um problema co-NP-completo [19].

Um estudo das diversas propriedades dos grafos equiestáveis e sua interseção com

classes de grafos clássicas são apresentados respectivamente nos Capítulos 3 e 5.

2.2 Grafos fortemente equiestáveis

Em busca de uma caracterização para os grafos equiestáveis, Mahadev et al. [15],

introduziram, em 1994, a classe dos grafos fortemente equiestáveis. Na época, alguns

resultados se mostraram mais fáceis de serem provados para essa classe do que para

os grafos equiestáveis, como por exemplo a operação de junção. Enquanto que a

classe dos grafos fortemente equiestáveis é fechada por essa operação, descobrir se

o mesmo ocorre para a classe dos grafos equiestáveis permanece um problema em

aberto.

Nesta seção encontram-se a de�nição dos grafos fortemente equiestáveis e a prova

10



de que esses grafos também são grafos equiestáveis. É importante lembrar que para

um grafo G, denotamos por: SG, a família dos CIM de G; TG, todos os subconjuntos
dos vértices de G que não são CIM, exceto pelo conjunto vazio; e AG, todas as

atribuições reais positivas w para as quais w(S) = 1 sempre que S é CIM de G.

De�nição 2.2. Um grafo G é fortemente equiestável se para cada valor real c ≤ 1

e cada T ∈ TG, existe um w ∈ AG tal que w(T ) 6= c.

Para uma melhor compreensão dessa classe, antes de apresentar a prova de que

todo grafo fortemente equiestável é equiestável, vamos mostrar que a junção de dois

grafos fortemente equiestáveis gera um grafo fortemente equiestável.

Teorema 2.1 (Mahadev, Peled e Sun [15]). A classe dos grafos fortemente equies-

táveis é fechada pela operação de junção.

Demonstração. Seja G = G1 · G2 onde G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) são grafos

fortemente equiestáveis. Pela construção de G = (V,E) temos que SG = SG1 ∪ SG2 .

Usando wi ∈ AGi
, i ∈ {1, 2}, de�nimos w : V → R+ da seguinte maneira:

w(v) =

w1(v) se v ∈ V1,

w2(v) se v ∈ V2.

Primeiramente temos que se w1 ∈ AG1 e w2 ∈ AG2 , então a de�nição de w

garante que w ∈ AG uma vez que todo CIM de G será ou um CIM de G1 ou um

CIM de G2.

Considere então c, um valor real qualquer tal que c ≤ 1, e T ∈ TG. Vamos

chamar de T1 = T ∩ V1 e T2 = T ∩ V2. Observe que dado um T , T1 e T2 não são

ambos vazios. Portanto, podemos nos restringir aos seguintes casos:

1. T1 ∈ SG1 e T2 6= ∅;

2. T1 ∈ TG1 e T2 /∈ SG2 .

Em qualquer um dos casos temos que w(T ) = w1(T1) + w2(T2). No primeiro

caso, w1(T1) = 1 e w2(T2) > 0, o que implica em w(T ) > 1 e portanto w(T ) 6= c.

Já no segundo caso, temos que podemos escolher w1(T1) = c1 6= c uma vez que G1

é fortemente equiestável. Como G2 também é fortemente equiestável, temos que se

T2 6= ∅, então existe w2 ∈ AG2 tal que w2(T2) 6= c − c1. Logo, sempre temos que

para qualquer c ≤ 1 e T ∈ TG, existe w ∈ AG tal que w(T ) 6= c.

Como já foi dito, a classe dos grafos fortemente equiestáveis está contida na

classe dos grafos equiestáveis. O lema abaixo, demonstra tal resultado provando

uma a�rmação mais forte como pode-se observar a seguir:
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Lema 2.2 (Mahadev, Peled e Sun [15]). Seja G um grafo fortemente equiestável tal

que para cada T ∈ TG, um valor proibido cT ≤ 1 foi dado. Então existe w ∈ AG tal

que w(T ) 6= cT , ∀ T ∈ TG. Em particular, G é equiestável porque podemos escolher

cT = 1, ∀ T ∈ TG.

Demonstração. Dado um T ∈ TG, sabemos que existe w ∈ AG tal que w(T ) 6= cT .

Vamos considerar AT = {AG ∩ (w(T ) = cT )}. Como o politopo AG não está

contido no hiperplano w(T ) = cT , temos que AT é um subpolitopo [23] de AG pelo

menos uma dimensão [23] menor. Vamos considerar o fecho a�m [10] H de AG. Na

topologia relativa [10] a H, temos que AG possui um volume positivo enquanto o

volume de AT é zero. Como TG é um conjunto �nito temos que
⋃
{AT : T ∈ TG}

possui volume zero e portanto existe um w ∈ AG que está fora de todos os AT 's.

De posse desse resultado, podemos nos fazer a seguinte pergunta que consiste

em uma conjectura, ainda em aberto, proposta por Mahadev et al. [15]:

Conjectura 2.3 (Mahadev, Peled e Sun [15]). Todo grafo equiestável é fortemente

equiestável.

Uma condição su�ciente para um grafo ser fortemente equiestável foi introduzida

por Mahadev et al. [15], sendo esta apresentada na próxima seção (Teorema 2.11)

uma vez que sua demonstração �ca muito mais simples usando o conceito de grafos de

partição geral. Já uma condição necessária para o grafo ser fortemente equiestável

é que o grafo satisfaça a condição triangular, que decorre do fato dessa condição

também ser necessária para um grafo ser equiestável, como veremos na Seção 2.4.

2.3 Grafos de partição geral

Os grafos de partição geral foram inicialmente introduzidos em 1987 por DeTem-

ple, Harary e Robertson [6], incentivados por sua aplicação em determinar todos os

modos de triangular um polígono reticulado. Nesta seção, iremos apresentar sua

de�nição, algumas de sua propriedades e sua relação com os grafos equiestáveis.

De�nição 2.3. Um grafoG é de partição geral se ele possui um modelo de interseção

no qual para todo CIM de G, o conjunto dos conjuntos correspondentes aos vértices

desse CIM constitui uma partição do conjunto base. Tal modelo é uma testemunha

de que G é de partição geral.

Para simpli�car, a sigla gpg será usada para denotar grafo de partição geral.

Na Figura 2.3 temos três grafos com seus respectivos modelos de interseção, que

mostram que esses grafos são de partição geral. Observe que em cada modelo, todos

os CIM constituem uma partição do conjunto base. Em particular, no C4 todo CIM
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é composto por vértices alternados no ciclo e, com a atribuição dada aos vértices,

todos eles formam uma partição do conjunto base {a, b, c, d}.

Figura 2.3: Exemplos de grafos de partição geral.

Já no caso do P4, notamos que, para qualquer modelo de interseção, existirá

pelo menos um elemento, vamos chamá-lo a, que irá garantir a existência da aresta

entre os vértices do meio. Esse mesmo elemento não pode existir nos conjuntos dos

vértices extremos pois caso contrário o grafo não seria um P4. Logo, ao se considerar

o CIM composto pelos vértices dos extremos, observa-se que esse conjunto não forma

uma partição do conjunto base uma vez que ele não possui o elemento a.

Acabamos de ver que um P4 não é um gpg. E assim como caso dos grafos equi-

estáveis, temos, ilustrado na Figura 2.3, grafos de partição geral que possuem como

subgrafo induzido um P4. Dessa forma, temos que a classe dos gpg não é fechada

por subgrafo induzido. Outra característica interessante é de que ela também não é

fechada para o complemento. Outro exemplo de grafo que não é de partição geral

pode ser visto na Figura 2.4.

Figura 2.4: Exemplos de grafos que não são de partição geral.

Uma caracterização combinatória para os grafos de partição geral e algumas de

suas propriedades são apresentadas a seguir.

Seja G = (V,E) um grafo e I = {Iu | u ∈ V } um modelo de interseção de G.

Observe que, se Iu = Iv, então N [u] = N [v]. Já quando I é testemunha de que

G é gpg, temos que se N [u] = N [v], então Iu = Iv. Caso N [u] = N [v] e Iu 6= Iv,

teríamos que existiria a ∈ Iu \ Iv. Dessa forma, ao considerar S um CIM de G que

contém v, como os conjuntos dos vértices de S formam uma partição do conjunto

base de I, teríamos que existiria x ∈ S tal que a ∈ Ix. Logo, x ∈ N [u] \ N [v], ou

seja, N [u] 6= N [v], uma contradição.
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A intuição do teorema de caracterização dos grafos de partição geral segue do

entendimento do conceito de grafo de interseção e da de�nição dos grafos de partição

geral, bastando lembrar que em um grafo de interseção, o conjunto de vértices que

possuem um mesmo elemento do conjunto base formam uma clique e de que no grafo

de partição geral todo CIM forma uma partição do conjunto base.

Teorema 2.4 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). G é gpg se, e somente se,

existe uma cobertura por cliques de G com a propriedade de que todo CIM de G

possui um vértice de cada clique dessa cobertura.

Demonstração. Considere I um modelo de interseção de G = (V,E), testemunha

de que G é gpg onde Iv corresponde ao conjunto do vértice v e B o conjunto base de

I. Seja Ca = {v | a ∈ Iv e v ∈ V }. Observe que C = {Ca | a ∈ B} é uma cobertura

por cliques de G com a propriedade procurada uma vez que todo CIM de G é uma

partição de B.

Agora, vamos mostrar que com tal cobertura é possível construir um modelo de

interseção I que prova que o grafo é gpg.

Seja C = {C1, . . . , Ck} uma cobertura por cliques de G com a propriedade de que

todo CIM possui um vértice de cada clique. Considere Iv = {ai | v ∈ Ci}, v ∈ V .
Claramente observamos que o grafo de interseção de I é o grafo G. Além disso,

como o conjunto base tem um relação direta com as cliques da cobertura C, temos

que todo CIM de G constitui uma partição do conjunto base.

Uma outra forma de dizer que um grafo é de partição geral é dizer que todas

as suas arestas são cobertas por cliques fortes. Ao longo do texto, frequentemente

iremos fazer uso desse conceito para um grafo de partição geral pois ele ajuda a

mudar de um olhar mais global de uma cobertura por cliques, para um mais local,

restringindo o foco apenas para as cliques que cobrem uma aresta. Vale lembrar que

uma clique é forte se para todo CIM do grafo, ela possui interseção não vazia com

ele e que uma clique simplicial é um exemplo de tal clique.

Acabamos de ver que um grafo G é de partição geral se G possui uma cobertura

por cliques fortes. Uma pergunta natural é se toda cobertura minimal por cliques de

um grafo de partição geral é tal que todas as suas cliques são fortes. Essa questão,

proposta por DeTemple et al. [7], foi respondida por DeTemple, Dinnen, Robertson

e McAvaney [8] ao apresentarem um grafo, ilustrado na Figura 2.5, e duas coberturas

minimais C1 e C2 onde C1 é composta apenas por cliques fortes mas C2 não. A seguir,

tal exemplo é explicado em mais detalhes.

Seja G o grafo da Figura 2.5. Temos que:

SG = {{v1, v6, v8}, {v2, v5, v7}, {v3, v4}, {v4, v7, v8}}.
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Figura 2.5: Exemplo de grafo com duas coberturas minimais por clique.

Considere as seguintes coberturas minimais por cliques:

C1 = {v1v2v4, v1v3v7, v1v4v5, v2v3v8, v2v4v6, v3v5v8, v3v6v7, v4v5v6}

C2 = {v1v2v3, v1v3v7, v1v4v5, v2v3v8, v2v4v6, v3v5v8, v3v6v7, v4v5v6}

Observe que tanto C1 quanto C2 são coberturas minimais por cliques. Além disso,

ao comparar SG com C1 temos que tal cobertura é composta apenas por cliques

fortes, isto é, cliques que possuem interseção não vazia com cada um dos CIMs do

grafo. Por outro lado, C2 não é composta apenas por cliques fortes uma vez que

a clique {v1, v2, v3} possui interseção vazia com o CIM {v4, v7, v8}. Tal resultado

é interessante pois demonstra um pouco da di�culdade de se reconhecer grafos de

partição geral.

Uma característica que esses grafos apresentam é que qualquer grafo que não é

de partição geral pode se tornar um gpg através de algumas poucas modi�cações. O

próximo lema mostra uma construção ingênua para transformar um grafo qualquer

em um gpg.

Lema 2.5 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Todo grafo com n ≥ 2 vértices

e m arestas é subgrafo de um grafo de partição geral com no máximo n+m vértices

e 3m arestas.

Demonstração. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Considere G′ o grafo

obtido de G criando, para cada aresta de G, um novo vértice adjacente a ambos

os seus extremos. Observe que cada vértice criado nesse processo é simplicial e,

portanto, todo vértice deG′ se encontra em uma clique simplicial. LogoG′ é gpg.

Como visto no início da seção, um grafo possuir um P4 como subgrafo induzido

pode implicar que ele é um gpg ou não. Uma pergunta interessante a se fazer é o

que acontece se um grafo não possui P4 induzido, isto é, se for um cografo. E a

resposta para essa pergunta pode ser vista a seguir.
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Lema 2.6 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Todo cografo é grafo de partição

geral.

Demonstração. Vamos supor que existe um cografo G = (V,E) que não é um grafo

de partição geral. Logo existe uma aresta v2v3 ∈ E que não faz parte de nenhuma

clique forte de G. Considere S ∈ SG de maneira que v2, v3 /∈ S. Como S é maximal

temos que existe v1 ∈ S que é vizinho de v2. Podemos supor que v1 não é vizinho

de v3 pois existe um S que satisfaz tais condições, caso contrário {v1, v2, v3} seria
uma clique forte. De forma análoga, existe v4 ∈ S que é vizinho de v3 mas não

de v2. Como S é um conjunto independente temos que v1v4 /∈ E e, portanto,

G[{v1, v2, v3, v4}] ' P4, uma contradição pois os cografos são grafos sem P4.

Finalmente, vamos terminar esta seção vendo que todo grafo de partição geral é

equiestável e, em seguida, que eles também são fortemente equiestáveis.

Lema 2.7 (Orlin cf. [17]). Todo grafo de partição geral é equiestável.

Demonstração. Seja G = (V,E) um grafo de n vértices e I = {Iv | v ∈ V } uma

testemunha de que G é gpg com conjunto base B = {0, 1, . . . , k}. Para mostrar que

G é equiestável, construa a seguinte atribuição para os vértices de G:

w(v) =
∑
i∈Iv

ni ∀ v ∈ V

Considerando t = (nk+1− 1)/(n− 1), vamos mostrar que (w, t) é uma atribuição

equiestável de G. Seja S ∈ SG, como os conjuntos dos vértices de S particionam

B temos que w(S) = n0 + n1 + · · · + nk = (nk+1 − 1)/(n − 1) = t. Portanto,

vamos considerar T ∈ TG. Como os conjuntos correspondentes aos vértices de T não

formam uma partição de B e a cardinalidade de T é no máximo n temos que, pela

construção de w, w(T ) 6= (nk+1 − 1)/(n − 1), ou seja, w(S) = t se, e somente se,

S ∈ SG.

Corolário 2.8. Todo cografo é um grafo equiestável.

Teorema 2.9 (Mahadev, Peled e Sun [15]). Todo grafo equiestável que possui uma

clique forte é fortemente equiestável.

Demonstração. Seja G um grafo equiestável com uma clique forte C. Considere

(w, 1) uma atribuição equiestável de G. Vamos construir então a seguinte função

w′ : V → R+ :

w′(v) =

1 se v ∈ C,

0 c.c.
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Como w é uma atribuição equiestável temos que w ∈ AG. Além disso, como C é

uma clique que possui interseção não vazia com todo CIM de G, temos que w′ ∈ AG.

Para mostrar que G é fortemente equiestável, basta mostrar que para um valor real

c ≤ 1, temos que w′(T ) ou w(T ) são diferentes de c para todo T ∈ TG.
Usando w′ iremos obter que w′(T ) é igual a 0, 1 ou um valor maior que 1. Por-

tanto, precisamos apenas nos preocupar quando desejamos que w′(T ) seja diferente

de 0 ou 1, o que é resolvido utilizando-se w uma vez que w(T ) só pode ser zero se

T for vazio, o que nunca é o caso, e w(T ) só pode ser 1 quando T é um CIM, o que

também não ocorre pela de�nição do conjunto TG.

Corolário 2.10. Todo grafo de partição geral é fortemente equiestável.

Como dito na seção anterior, a partir do Corolário 2.10, podemos demonstrar

de forma simples a condição su�ciente para um grafo ser fortemente equiestável

introduzida por Mahadev et al. [15]:

Teorema 2.11 (Mahadev, Peled e Sun [15]). Em um grafo G = (V,E), se existe

S ∈ SG tal que para todos os pares de vértices u, v que não estão em S temos que

uv ∈ E ⇔ NS(u) ∩NS(v) 6= ∅,

então G é fortemente equiestável.

Demonstração. Diferentemente da prova original, vamos mostrar que se existe tal

S, então G é de partição geral, o que implica em G ser fortemente equiestável.

Para concluirmos isso basta observarmos que todos os vértices de S são simpliciais.

Portanto, G possui uma cobertura por cliques simpliciais, ou seja, G é gpg e por

consequência, fortemente equiestável.

Acreditando ser verdadeira a Conjectura 2.3, Miklavi�c e Milani�c propuseram a

conjectura abaixo, que, se verdadeira, implicaria, pelo Teorema 2.9, em todo grafo

equiestável ser fortemente equiestável.

Conjectura 2.12 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Todo grafo equiestável possui uma clique

forte.

Até recentemente não se conhecia nenhum exemplo de grafo equiestável que não

fosse de partição geral. O que deu origem à seguinte conjectura:

Conjectura 2.13 (Orlin cf. [17]). Todo grafo equiestável é grafo de partição geral.

Em 2014, uma família in�nita de contraexemplos para ambas as Conjecturas 2.12

e 2.13 foi apresentada por Milani�c, Thomassé e Trotignon [20]. A Conjectura 2.13,

uma das principais dessa área de estudo, motivou diversos estudos no tema e devido à

sua importância, a construção de seu contraexemplo é apresentado em mais detalhes

na subseção a seguir.
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2.3.1 Contraexemplo da conjectura de Orlin

O contraexemplo exibido por Milani�c et al. [20] consiste em um grafo que é o

complemento do grafo linha de um grafo especial que veremos mais adiante. Para

entender sua construção, alguns passos são necessários, sendo cada um desses apre-

sentados nesse texto. Primeiramente, vamos concluir quando que o complemento de

um grafo linha não é um grafo de partição geral. Para tal vamos introduzir algumas

de�nições e observações.

De�nição 2.4. Um conjunto independente de um grafo G é dito forte quando ele

intersecta todas as cliques maximais de G.

Dado um grafo G, observe que C é uma clique forte em G se, e somente se, C

é um conjunto independente forte em G. Agora considere G = L(H). Como G é o

grafo linha de H temos que conjuntos independentes maximais em G correspondem

a emparelhamentos maximais em H e vice-versa. Além disso, se considerarmos

que H é livre de triângulos e possui grau mínimo pelo menos 2, temos que todas

as cliques maximais de G são estrelas em H e, podemos concluir que E ′ é um

conjunto independente forte em G se, e somente se, E ′ é um emparelhamento em

H que possui interseção não vazia com cada um das estrelas de H, ou seja, E ′ é um

emparelhamento perfeito.

Para a próxima observação é necessário de�nir o que é um grafo k-estensível:

De�nição 2.5. Um grafo é k-estensível se ele contém um emparelhamento de tama-

nho k e todo emparelhamento de tamanho k está contido em um emparelhamento

perfeito.

Observação 2.14. Para H um grafo livre de triângulos de grau mínimo pelo menos

2, as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. Toda aresta de L(H) está contida em uma clique forte;

2. Toda não aresta de L(H) está contida em um conjunto independente forte;

3. Todo par de arestas disjuntas em H está contida em um emparelhamento per-

feito;

4. H é 2-estensível.

Da observação anterior, concluímos que para tal grafo H, temos que L(H) não

é um grafo de partição geral se, e somente se, H não é 2-estensível. Dessa forma,

em sua abordagem, Milani�c et al. construiram exemplos de grafos H sem triângulos

e de grau mínimo pelo menos 2 que não possuem um emparelhamento perfeito e

portanto, não são 2-estensíveis, implicando em L(H) não ser um grafo de partição

18



geral. Faltando apenas descobrir como H deve ser para que L(H) seja um grafo

equiestável. Para tal, observe que:

Observação 2.15. Para H um grafo livre de triângulos de grau mínimo pelo menos

2, as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. F é um CIM de L(H);

2. F é uma clique maximal em L(H);

3. F é uma estrela maximal em H;

4. F é uma estrela em H onde F equivale à estrela formada pelos vértices da

vizinhança fechada de um vértice de H.

Face ao exposto, temos que os CIM's de L(H) se traduzem em estrelas maximais

em H e vice-versa. Dessa forma, podemos concluir que L(H) é equiestável se, e

somente se, existir uma atribuição real positiva para as arestas de H de forma que

F é uma estrela maximal de H se, e somente se, o valor da atribuição dada às

arestas de F somam 1. Para simpli�car, Milani�c et al. [20] introduziram a seguinte

de�nição:

De�nição 2.6. Um grafo G = (V,E) com pelo menos uma aresta é equiestrelável

se existe um mapeamento ϕ : E → R+ tal que para todo F ⊆ E temos que:

F é uma estrela maximal em G⇔ ϕ(F ) = 1.

Dessa forma, temos a seguinte proposição para H, um grafo livre de triângulos

de grau mínimo pelo menos 2:

Proposição 2.16 (Milani�c, Thomassé e Trotignon [20]). O grafo L(H) é equiestável

se, e somente se, H é equiestrelável.

Até o momento temos que um contraexemplo para a conjectura de Orlin consiste

no complemento do grafo linha de um grafo H com as seguintes características:

• H é livre de triângulos;

• H possui grau mínimo pelo menos 2;

• H não é 2-estensível;

• H é equiestrelável.

Como a de�nição dos grafos equiestreláveis não sugere nenhuma forma de cons-

trução de grafos não triviais, é necessário introduzir mais algumas de�nições antes

de construirmos um grafo H que satisfaça todas as condições que desejamos.

19



De�nição 2.7. Seja G = (V,E) um grafo, C um ciclo ímpar em G e e, e′ ∈ E,

arestas disjuntas de C. Dizemos que uma corda de C é uma (e, e′)-corda de cru-

zamento ímpar se nos caminhos de e a e′ passando apenas por arestas de C, um

extremo da corda está no caminho de tamanho par e outro no caminho de tamanho

ímpar e, além disso, a corda também particiona o caminho de tamanho par, em dois

caminhos de tamanho ímpar.

Figura 2.6: Exemplo de corda de cruzamento ímpar em um ciclo.

De�nição 2.8. Seja G = (V,E) um grafo, C um ciclo ímpar em G e e, e′ ∈ E,

arestas disjuntas de C. Dizemos que uma corda de C é uma (e, e′)-corda de não

cruzamento par se ambos os extremos da corda se encontram no caminho de e a e′

passando apenas por arestas de C de comprimento par, e, além disso, a distância

entre os extremos, novamente passando apenas pela arestas do caminho de tamanho

par, também é par.

Figura 2.7: Exemplo de corda de não cruzamento par em um ciclo.

De�nição 2.9. Um grafo livre de triângulos G com número de vértices ímpar é

ruim se G possui um ciclo Hamiltoniano C de forma que para qualquer par (e, e′)
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de arestas disjuntas do ciclo, C possui ou uma (e, e′)-corda de cruzamento ímpar,

ou uma (e, e′)-corda de não cruzamento par.

De posse dessas de�nições, podemos enunciar o principal resultado que levou à

construção do contraexemplo para a conjectura de Orlin:

Teorema 2.17 (Milani�c, Thomassé e Trotignon [20]). Todo grafo ruim é equiestre-

lável.

Ideia da demonstração. Como esse resultado ainda não foi publicado e não conhe-

cemos completamente sua demonstração, vamos apresentar apenas a ideia da prova

do teorema.

Seja G = (V,E) um grafo ruim e C seu ciclo Hamiltoniano tal que para qualquer

par (e, e′) de arestas disjuntas do ciclo, C possui ou uma (e, e′)-corda de cruzamento

ímpar, ou uma (e, e′)-corda de não cruzamento par. Seja E∗ = {e1, . . . , er} as arestas
de G que não fazem parte de C. Para ε ∈ (0, 1/(3r)), considere α1, . . . , αr ∈ (0, ε),

números positivos algebricamente independentes sobre os racionais. Considere a

seguinte atribuição ϕ:

ϕ(ei) = αi, i ∈ {1, . . . , r}

Como desejamos que ϕ seja uma atribuição equiestrelável, precisamos que ela satis-

faça a seguinte restrição: ∑
e∈Ev

ϕ(e) = 1, para todo v ∈ V. (2.1)

Substituindo ϕ(ei) = αi para as arestas de E∗ no sistema de equações determi-

nado pelas equações de 2.1, obtemos um sistema linear de n equações e n variáveis.

Além disso, como C é um ciclo ímpar, temos que a matriz de coe�cientes do sistema

linear possui determinante igual a 2 e, portanto, o sistema possui solução única β.

Fazendo ϕ(e) = βe para toda aresta e de C e usando a atribuição previamente

de�nida para as arestas de E∗, obtemos então uma atribuição ϕ : E → R que

desejamos mostrar ser uma atribuição equiestrelável. Para tal, precisamos mostrar

três itens:

1. ϕ(e) ≥ 0 ∀ e ∈ E;

2. G[E ′] estrela maximal → ϕ(E ′) = 1;

3. ϕ(E ′) = 1, E ′ ⊆ E → G[E ′] estrela maximal.

Para o primeiro item temos que, por construção, ϕ(e) > 0 para toda aresta

de E∗. Além disso, Milani�c et al. [20] argumentam que como os valores βe's são
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funções contínuas dos αi's, escolhendo ε pequeno o su�ciente, podemos garantir que

1/3 < βe < 2/3 para toda aresta e do ciclo C.

Com relação ao segundo item temos que este é satisfeito pela construção de ϕ.

Finalmente, vamos mostrar que 3 também é satisfeito. Vamos assumir que para

E ′ ⊆ E temos que ϕ(E ′) = 1. Observe que E ′ possui exatamente duas arestas de

C pois como
∑r

i=1 αi < 1/3 e 1/3 < βe < 2/3 para toda aresta e de C, pelo menos

2 arestas do ciclo são necessárias para que ϕ(E ′) seja 1 e, mais do que 2 arestas

implicaria em um valor maior do que 1 para ϕ(E ′).

Caso as duas arestas do ciclo que estão em E ′ possuam um extremo v em comum,

então, pela independência algébrica dos αi's, E ′ é uma estrela maximal de centro

v. Caso contrário, temos que E ′ possui exatamente duas arestas disjuntas do ciclo

C e, Milani�c et al. [20] argumentam que usando o fato de que G é um grafo ruim,

chegamos a uma contradição. �

Corolário 2.18. Se H é um grafo ruim, então L(H) é um grafo equiestável sem

nenhuma clique forte.

Assim, temos que se H é um grafo ruim, então L(H) é um contraexemplo tanto

para a Conjectura 2.12 quanto para a Conjectura 2.13. Agora falta mostrar, que

de fato existe um grafo ruim. Antes de vermos um exemplo vamos precisar de mais

uma de�nição.

De�nição 2.10. Um grafo circulante Cn(d1, . . . , dk) é um grafo de conjunto de

vértices V = {v0, . . . , vn−1} onde a vizinhança de cada vértice vi é composta pelo

seguinte conjunto de vértices ∪kj=1{vi±dj mod n}.

Como para todo n ≥ 11 ímpar, o grafo circulante Cn({±1,±4}) é um grafo

ruim, podemos construir então uma família in�nita de contraexemplos para essas

conjecturas.

n = 11 n = 13 n = 15

Figura 2.8: Grafo circulante Cn({±1,±4}) para n = 11, 13 e 15.

2.4 Grafos triangulares

Em 1993, a classe dos grafos triangulares foi introduzida por DeTemple, McA-

vaney e Robertson [7], diretamente apresentada como uma superclasse dos grafos
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de partição geral. Inicialmente, não se sabia se todos os grafos triangulares eram

de partição geral e, através de uma busca computacional, DeTemple et al. [8] foram

capazes de fornecer uma resposta negativa para essa questão exibindo uma família

de grafos triangulares que não são de partição geral.

Resultados de complexidade para essa classe também foram estudados e discu-

tidos em dois artigos de Orlovich et al. [21, 22]. Apesar de a relação entre grafos

triangulares e grafos de partição geral ser conhecida desde o início dos grafos de

partição geral, a relação de ambas as classes com os grafos equiestáveis apenas foi

introduzida em 2011 por Miklavi�c e Milani�c [17]. Nesta seção, apresentamos a de�-

nição dessa classe e sua relação com as classes apresentadas neste capítulo.

De�nição 2.11. Um grafo G satisfaz a condição triangular se para todo CIM S e

qualquer aresta uv onde {u, v}∩S = ∅ temos que existe s ∈ S tal que G[{u, v, s}] '
K3.

De�nição 2.12. Um grafo é triangular se ele satisfaz a condição triangular.

Uma primeira observação sobre o grafos triangulares é que devido à condição

triangular, se um grafo não for triangular, então ele necessariamente possui um

P4 induzido. Dessa forma, temos que todos os cografos são exemplos de grafos

triangulares.

Também podemos ver que todo grafo de partição geral satisfaz a condição tri-

angular. De fato, como todo CIM constitui uma partição do conjunto base de uma

testemunha I, temos que em qualquer CIM S e aresta uv onde {u, v}∩S = ∅, existe
um vértice s ∈ S que possui pelo menos um dos elementos de Iu ∩ Iv. E, portanto,
G[{u, v, s}] ' K3.

Porém, como demonstrado por DeTemple et al. [8], nem todo grafo que satisfaz

a condição triangular é um grafo de partição geral, como podemos ver no exemplo

a seguir.

Figura 2.9: Grafo triangular que não é equiestável.

O grafo ilustrado na Figura 2.9 apresenta como CIM os seguintes conjuntos:

{v1, v2, v3}, {v4, v5, v6}, {v7, v8, v9}, {v1, v4, v7} e {v3, v6, v9}. Para concluir que ele é
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triangular, basta analisar cada um desses conjuntos e concluir que o grafo satisfaz

a condição triangular. E, para observar que ele não é gpg, pegue a aresta v2v8. As

únicas cliques maximais que contém {v2, v8} são {v2, v4, v8}, {v2, v5, v8} e {v2, v6, v8},
nenhuma das quais é uma clique forte.

Este mesmo grafo é um exemplo de grafo triangular que não é equiestável. Para

concluir isso vamos supor que o grafo é equiestável e, por consequência, possui uma

atribuição equiestável (w, t). Temos então que w({v2, v5, v8}) pode ser calculado a

partir dos CIM de G da seguinte maneira:

w({v2, v5, v8}) = w({v1, v2, v3}) + w({v4, v5, v6}) + w({v7, v8, v9})

−w({v1, v4, v7})− w({v3, v6, v9})

= t

Dessa forma temos que o grafo apresentado não é equiestável uma vez que o

conjunto {v2, v5, v8} não é um CIM.

Para mostrarmos que todos os grafos equiestáveis satisfazem a condição trian-

gular, primeiro é importante entender uma condição necessária apresentada por

Mahadev, Peled e Sun [15] para que um grafo seja equiestável.

Teorema 2.19 (Mahadev, Peled e Sun [15]). Se G é um grafo equiestável, então G

não possui P4 ruim.

Demonstração. Vamos supor que G é um grafo equiestável que possui um P4

v1v2v3v4 e S ∪ {v1, v4} é uma testemunha de que esse P4 é ruim. Considere

Hv2 = {v | v ∈ S, vv2 /∈ E} e Hv3 = {v | v ∈ S, vv3 /∈ E}. Temos que

Hv2 ∪ Hv3 = S pois caso contrário teríamos v ∈ S tal que v2v e v3v são arestas

do grafo, o que implicaria em S∪{v1, v4} não ser uma testemunha de que o P4 é ruim.

Seja S1 = {v1, v3} ∪ Hv3 e S2 = {v2, v4} ∪ Hv2 . Temos que tanto S1 quanto

S2 são conjuntos independentes do grafo, porém não necessariamente maximais.

Consideremos então S ′1 = S1 ∪ Sv3 e S ′2 = S2 ∪ Sv2 conjuntos independes maximais

do grafo. Sabemos que Sv2 ∩ Sv3 = ∅ uma vez que se existisse v ∈ Sv2 ∩ Sv3 então

S ∪ {v1, v4, v} seria um conjunto independente de G, o que contradiz a hipótese de

que S ∪ {v1, v4} é maximal.
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Portanto temos:

w(v1) + w(v4) + w(Hv2) + w(Hv3)− w(Hv2 ∩Hv3) = t (2.2)

w(v1) + w(v3) + w(Hv3) + w(Sv3) = t (2.3)

w(v4) + w(v2) + w(Hv2) + w(Sv2) = t (2.4)

Somando as equações (2.3) e (2.4) e subtraindo (2.2) obtemos que

w(v2) + w(v3) + w(Hv2 ∩Hv3) + w(Sv2) + w(Sv3) = t (2.5)

Logo {v2, v3} fazem parte de um mesmo conjunto independente de G, uma con-

tradição uma vez que v2v3 ∈ E.

De posse do resultado anterior, podemos �nalmente concluir que todo grafo

equiestável é triangular:

Lema 2.20 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Um grafo G satisfaz a condição triangular

se, e somente se, não possui P4 ruim.

Demonstração. Considere S uma testemunha de que um P4 abcd é ruim. É fácil

observar que toda testemunha de um P4 ruim é uma testemunha de que a condição

triangular não é satisfeita, basta considerarmos S como o conjunto independente

maximal e bc como a aresta onde ambos os extremos não estão em S.

Portanto, vamos supor que G não satisfaz a condição triangular. Considere

S ∈ SG e bc ∈ E, testemunhas de que G não satisfaz a condição triangular. Como

S é maximal temos que b é vizinho de um vértice a ∈ S. Pelo mesmo argumento

temos que existe d ∈ S ∩N(c) .

Como, por hipótese, b e c não possuem um vizinho em comum em S, temos que

a e d são vértices diferentes. Logo, G[{a, b, c, d}] ' P4 e S é testemunha de que esse

P4 é ruim.

Terminando a seção, vamos apresentar um resultado bastante interessante que

relaciona os grafos triangulares com os grafos de partição geral, caracterizando assim

uma parte dos grafos equiestáveis.

Teorema 2.21 (Anbeek, DeTemple, McAvaney e Robertson [2]). Se G é um grafo

triangular mas não de partição geral, então G possui um grafo de Hajós como sub-

grafo induzido.

Demonstração. Como G não é um grafo de partição geral, temos que para qualquer

cobertura por cliques maximais C do grafo, existe um CIM S e uma clique C ∈ C
tal que S ∩ C = ∅. Além disso, como G é triangular, temos que C possui tamanho

pelo menos 3. Vamos considerar então C e S como descritos acima.
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Seja s1 ∈ S tal que | N(s1) ∩ C | seja máximo. Como G é triangular, temos que

s1 possui pelo menos dois vizinhos em C. Além disso, como C é maximal, temos que

existe pelo menos um vértice em C que não é adjacente a s1, ou seja, | C\N(s1) |> 0.

Considere então, todas as arestas que possuem um extremo em N(s1)∩C e outro

em C \ N(s1). Sabemos que para cada uma dessas arestas, existe pelo menos um

vértice em S adjacente a ambos os seus extremos. Seja s2 um desses vértices tal que

| N(s1)∩N(s2)∩C | é máximo. Como s2 é adjacente a um dos vértices em C \N(s1)

temos que existe pelo menos um vértice em C ∩N(s1) o qual não é adjacente à s2,

pois caso contrário teríamos que | N(s2) ∩ C | > | N(s1) ∩ C |, uma contradição.

Portanto, (N(s1) \N(s2)) ∩ C 6= ∅.

Seja v1 ∈ N(s2) \N(s1)) ∩ C e v2 ∈ N(s1) \N(s2)) ∩ C. Considerando a aresta

v1v2, sabemos que existe pelo menos um vértice em S, digamos s3, adjacente a

ambos os seus extremos. Além disso, como | N(s1) ∩N(s2) ∩ C | é máximo, temos

que existe v3 ∈ N(s1) ∩ N(s2) ∩ C que não é adjacente a s3, pois caso contrário

teríamos que N(s1) ∩N(s3) ∩ C conteria N(s1) ∩N(s2) ∩ C ∪ {v2} implicando em

| N(s1)∩N(s3)∩C |> | N(s1)∩N(s2)∩C |, uma contradição. Dessa forma, temos

que os vértices s1, s2, s3, v1, v2 e v3 induzem um grafo de Hajós em G.

Corolário 2.22. Se G é sem grafo de Hajós, então G é triangular se, e somente

se, G é um grafo de partição geral.

Corolário 2.23. Todo grafo triangular sem grafo de Hajós é equiestável.

Em resumo, foram introduzidas as classes dos grafos triangulares, dos grafos

equiestáveis, dos grafos fortemente equiestáveis e dos grafos de partição geral, sendo

também apresentada a hierarquia constituída por essas classes, ilustrada na Fi-

gura 2.10. Em relação aos grafos fortemente equiestáveis, sabe-se que a classe desses

grafos está contida na classe dos grafos equiestáveis mas continua uma pergunta

em aberto se ela está propriamente contida ou não. Além disso, nesse capítulo, foi

exibido um exemplo de grafo triangular que não é equiestável/ de partição geral,

Figura 2.9, e foi demonstrado que é possível, usando grafos circulantes, contruir uma

família in�nita de grafos equiestáveis que não são de partição geral.
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Figura 2.10: Hierarquia das classes partição geral, fortemente equiestável, equiestá-
vel e triangular.
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Capítulo 3

Operações sobre grafos equiestáveis e

de partição geral

O processo de procurar e compreender propriedades e operações que são fecha-

das na classe dos grafos equiestáveis e/ou na classe dos grafos de partição geral

foi adotado por diversos pesquisadores na busca tanto por uma resposta à Conjec-

tura 2.13, quanto por uma caracterização combinatória dos grafos equiestáveis. Em

particular, entender essas classes e suas propriedades é de suma importância para

um estudo aprofundado dos grafos equiestáveis, uma vez que esta classe se encontra

em um �sanduíche� formado pelas classes dos grafos de partição geral, fortemente

equiestáveis e triangulares.

Para encontrar uma caracterização dos grafos equiestáveis pode-se buscar por

padrões nas interseções com classes de grafos clássicas, porém uma outra maneira é

procurar por operações que preservam equiestabilidade, ou seja, operações que reali-

zadas em um grafo equiestável produzem outro grafo também equiestável. O estudo

de tais operações, além de fornecer indícios para uma caracterização, também pode

simpli�car provas em que se estabelece a interseção da classe dos grafos equiestáveis

com outras classes de grafos, como é o caso da interseção com os grafos threshold

apresentados adiante.

Além disso, uma estratégia adotada para descobrir se a classe dos grafos equies-

táveis era equivalente à classe dos grafos de partição geral foi buscar propriedades

e operações dos grafos de partição geral e ver se o mesmo acontecia com os grafos

equiestáveis e vice-versa. Através dessa abordagem, pretendíamos adquirir mais co-

nhecimento sobre cada uma das classes e possivelmente chegar em algum caso em

que descobríssemos que as classes não eram iguais ou obter mais evidências de que

a conjectura poderia ser verdadeira obtendo alguma intuição no processo.

Neste capítulo são demonstrados resultados relacionados à operações de adi-

ção/remoção de vértices na classe dos grafos de partição geral e na classe dos grafos

equiestáveis. O estudo de tais operações é interessante pois a adição fornece uma
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maneira de construirmos grafos maiores, enquanto que a remoção permite simpli-

�car grafos mais complexos a �m de se obter uma estrutura mais simples para se

trabalhar. Exemplos da utilização dessas operações na caracterização de grafos equi-

estáveis quando restritos à classes de grafos clássicas através da implicação de que

os grafos triangulares da classe são de partição geral podem ser vistos no Capítulo 5,

como, por exemplo, no caso dos grafos distância-hereditário.

3.1 Módulo e contração de módulo

Nesta seção vemos que se G é um grafo de partição geral/equiestável/triangular

e M um de seus módulos, então G[M ] é um grafo de partição ge-

ral/equiestável/triangular e o grafo obtido pela contração deM em um único vértice

v também o é. Os teoremas aqui apresentados são amplamente utilizados nos lemas e

teoremas desse capítulo e desempenham um papel importantíssimo na simpli�cação

de diversas provas dos resultados presentes nessa dissertação.

De�nição 3.1. Em um grafo G = (V,E), um módulo M ⊆ V consiste em um

conjunto de vértices de forma que para todo vértice v ∈ V \M temos que se v é

adjacente a algum vértice de M então v é adjacente a todos os vértices de M .

(a) M é um módulo (b) M ′ não é um módulo

Figura 3.1: Exemplo de módulo de um grafo.

De�nição 3.2. Em um grafo G = (V,E), ao aplicar a operação de contração de

um módulo M em um vértice v obtem-se o grafo G[V \ (M \ {v})] onde v ∈M .

(a) M é um módulo (b) Contração de M em v.

Figura 3.2: Operação de contração de módulo.

Teorema 3.1. Se G é um grafo de partição geral e M um de seus módulos, então

G[M ] é um grafo de partição geral e o grafo obtido pela contração de M em um

único vértice v também o é.
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Demonstração. Seja G um grafo de partição geral, ilustrado na Figura 3.3, e C uma

cobertura por cliques fortes de G. Observe que nenhuma clique forte de G pode

estar inteiramente contida em M pois se esse fosse o caso, tal clique teria interseção

vazia com um CIM de G que possuísse um vértice na vizinhança deM . Dessa forma,

seja C ′ = {C ∩M | C ∈ C} uma cobertura por cliques de G[M ]. Vamos supor que

existe C ′ ∈ C ′, uma clique que não é forte em G[M ]. Ou seja, existe S ′ um CIM em

G[M ] cuja interseção com C ′ é vazia.

Figura 3.3: Representação de G e do módulo M .

Considere então C ∈ C de forma que C ′ ⊂ C e estenda S ′ para S, um CIM em

G. Como S ′ contém vértices de M , temos que nenhum vértice da vizinhança de

M está em S, ou seja, N(M) ∩ S = ∅. Portanto, C possui interseção vazia com S

uma vez que C é composta por vértices da vizinhança de M e por vértices de M

que possuem interseção vazia com S ′. Logo, C não é uma clique forte em G, uma

contradição.

Seja G′ o grafo obtido pela contração deM em um único vértice v, como ilustrado

na Figura 3.4, e C uma cobetura por cliques fortes de G. Considere C ′ = {C |
C ∩M = ∅ e C ∈ C} ∪ {C \M ∪ {v} | C ∩M 6= ∅ e C ∈ C} uma cobertura por

cliques de G′. Devido à construção de G′ temos que todas as cliques de C ′ são cliques
fortes de G′ e portanto, G′ é gpg.

Figura 3.4: Representação de G′.

Teorema 3.2. Se G é um grafo que satisfaz a condição triangular e M um de seus

módulos, então G[M ] é um grafo triangular e o grafo obtido pela contração de M

em um único vértice v também o é.

Demonstração. Seja P um P4 ruim em G[M ] e SM seu conjunto testemuha. Esten-

dendo SM para S, um CIM de G, obtemos um conjunto testemunha de que P é um
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P4 ruim em G, uma vez que nenhum vértice de G que seja adjacente a algum vértice

de M poderá ser adicionado a SM a�m de formar S.

De forma similar, é fácil observar que a existência de um P4 ruim no grafo obtido

pela contração de M em um único vértice v, implica na existência de um P4 ruim

em G, uma vez que v pode ser substituído por qualquer vértice de M , se v �zer

parte de um P4 ruim, ou por qualquer CIM de G[M ], caso v esteja em um conjunto

testemunha.

Teorema 3.3 (Milani�c e Rudolf [18]). Se G é equiestável e M um de seus módulos,

então G[M ] é equiestável e o grafo obtido pela contração de M em um único vértice

também o é.

Demonstração. Como M é um módulo de G, temos que a interseção de qualquer

conjunto independente maximal de G com M é vazia ou um conjunto independente

maximal de G[M ].

Figura 3.5: Representação de G.

Seja (w, t) uma atribuição equiestável de G, vamos mostrar que (wM , tM) é uma

atribuição equiestável de G[M ] onde wM corresponde a função w restrita à M .

Primeiramente, precisamos concluir que para todo SM ∈ S G [M ] temos que

wM(SM) = tM . Para tal, considere S um conjunto independente maximal de

G \ N [M ] e SM ∈ S G [M ]. Observe que para qualquer par S, SM , temos que

S ∪ SM ∈ SG e que w(S) + w(SM) = t. O que implica em w(SM) ser igual a um

valor �xo tM para todo SM ∈ SG[M ]. Logo wM(SM) = tM ∀ SM ∈ SG[M ].

Falta mostrar que para SM ⊆ M , se w(SM) = tM , então SM ∈ SG[M ]. Para

tal, considere S ∈ SG[V \N [M ]]. Como w(SM) = tM sabemos que w(S ∪ SM) = t e

portanto S ∪ SM ∈ SG. Logo SM ∈ SG[M ].

Dessa forma, concluímos que G[M ] é equiestável. A seguir, vamos ver que o

grafo obtido pela contração de M também é equiestável.

Considere G′ o grafo obtido a partir de G pela contração de M em um único

vértice v e w′ igual a w restrita a V \M onde w′(v) = tM . Pela construção de G′,

sabemos que SG′ ={S \M ∪ {v} : S∩M 6= ∅ e S ∈ SG}∪{S : S∩M=∅ e S ∈ SG}.
Além disso, se S ∩ M 6= ∅ e S ∈ SG então S ∩ M = SM onde SM ∈ SG[M ].

Como w(SM) = tM para qualquer SM , temos como consequência direta que se G é
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equiestável então G′ também o é.

Repare que se G é equiestável e M um de seus módulos, também podemos dizer

que G[N [M ]] é equiestável uma vez que todo CIM de G[N [M ]] junto com um CIM

qualquer de G[M ] sempre forma um CIM de G e, como visto no teorema anterior,

uma atribuição equiestável para os vértices de M pode ser obtida diretamente de

uma atribuição equiestável de G.

3.2 União

Ao estudar classes de grafos, em geral busca-se trabalhar apenas com grafos co-

nexos. A seguir, vemos que no estudo dos grafos equiestáveis podemos nos restringir

aos grafos conexos sem perder generalidade.

Teorema 3.4 (Korach, Peled e Rotics [13]). G1 e G2 são grafos equiestáveis se, e

somente se, G1 ∪G2 é um grafo equiestável.

Demonstração. Seja G = G1 ∪ G2 um grafo equiestável onde G1 = (V1, E1) e

G2 = (V2, E2). Como V1 e V2 são módulos de G temos, pelo teorema anterior, que

G1 e G2 são grafos equiestáveis. Portanto, a seguir, vamos demonstrar que a união

de dois grafos equiestáveis gera um grafo equiestável.

Seja G = G1 ∪ G2, onde G representa a união de G1 e G2. Vamos construir a

partir de (w1, 1) e (w2, 1), atribuições equiestáveis de G1 e G2 respectivamente, uma

atribuição equiestável (w, 1) para G.

Considere então,

w(v) =

αw1(v) se v ∈ V1,

(1− α)w2(v) se v ∈ V2
(3.1)

onde α ∈ (0, 1).

Devido à sua construção, sabemos que cada conjunto independente maximal

de G é formado pela união de um conjunto independente maximal de G1 e outro

de G2. Logo, se S é um conjunto independente maximal de G então w(S) = 1,

independentemente do valor de α.

Vamos supor que existe T ⊆ V , um conjunto que não é CIM e tal que w(T ) = 1.

Considere Ti = T ∩ Vi para i = 1, 2. Reescrevendo w(T ) = 1 obtemos

w2(T2) + α(w1(T1)− w2(T2)) = 1. (3.2)

Dados T1 e T2 �xos, temos que a equação acima só vale para um α especí�co.

Como o número de subconjuntos de V que não são conjuntos independentes maxi-

mais de G é �nito, sempre podemos encontrar um valor α ∈ (0, 1) de maneira que
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a equação 3.2 não é satisfeita para nenhum conjunto T . Portanto G = G1 ∪ G2 é

equiestável.

Como as cliques fortes de um grafo continuam fortes após a união de tal grafo

com um outro qualquer e nenhuma aresta é criada na união de dois grafos, o mesmo

vale para o grafos de partição geral. Dessa forma, no restante do texto, quando

nos referirmos a grafos equiestáveis ou de partição geral iremos considerar que tais

grafos são conexos.

3.3 Adição/remoção de vértice universal

Um dos primeiros resultados sobre grafos equiestáveis, apresentado por

Payan [24], caracterizando a interseção da classe dos grafos equiestáveis com a classe

dos grafos threshold foi resultado direto de uma versão mais fraca tanto do Teo-

rema 3.4, visto na seção anterior, quanto do próximo lema.

Lema 3.5 (Payan [24]). As operações de adição e remoção de vértice univeral pre-

servam equiestabilidade.

Demonstração. Considere G′ o grafo formado adicionando um vértice universal a G.

Sabemos que o conjunto de vértices de G é um módulo de G′ e portanto, se G′ é

equiestável, pelo Teorema 3.3, G é equiestável.

Seja G um grafo equiestável e (w, t) uma de suas atribuições equiestáveis. Con-

sidere então G′, o grafo obtido a partir de G pela adição de um vértice universal u,

e (w′, t) onde w′ é tal que:

w′(v) =

w(v) se v ∈ V,

t se v = u.
(3.3)

Como SG′ = SG∪{u} e w′(u) = t vemos que (w′, t) é uma atribuição equiestável

de G′.

Corolário 3.6. Os grafos threshold são equiestáveis.

Demonstração. Considere G um grafo threshold de n vértices. Se n = 1 então

G ' K1 e G é equiestável. Caso contrário, G possui um vértice v que corresponde

a um vértice universal ou isolado em G. Seja G′ o grafo obtido de G a partir

da remoção de v. Vamos supor que todo grafo threshold com menos de n > 1

vértices é equiestável. Portanto, G′ é equiestável. Tanto a operação de união de

grafos equiestáveis quanto a operação de adição de vértices universais a um grafo

equiestável produzem grafos equiestáveis, assim concluímos que G é equiestável.
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Repare que as operações de adição e remoção de vértice universal são fechadas na

classe dos grafos de partição geral uma vez que no modelo de interseção, testemunha

de que o grafo é gpg, o conjunto correspondente ao vértice universal deve ser igual

ao conjunto base do modelo de interseção.

3.4 Substituição

Nesta seção veremos que a operação de substituição, ilustrada na Figura 3.6,

é fechada tanto na classe dos grafos de partição geral quanto na classe dos grafos

triangulares. Já para a classe dos grafos equiestáveis, esse problema está em aberto

tendo apenas alguns resultados parciais.

De�nição 3.3. Considere os grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) onde v ∈ V1. O
grafo obtido a partir de G1 pela substituição de v por G2, ou seja, G1(v → G2),

consiste no grafo obtido removendo v de G1, e adicionando uma aresta de cada

vértice que estava na vizinhança de v para cada vértice de G2.

(a) grafo G1 (b) grafo G2 (c) G1(v → G2)

Figura 3.6: Operação de substituição.

Teorema 3.7. G1(u→ G2) é um grafo de partição geral se, e somente se, G1 e G2

são grafos de partição geral.

Demonstração. Seja G = G1(u → G2) e G2 = (V2, E2). Observe que V2 é um

módulo de G e que podemos obter G1 através da contração do módulo V2 em G.

Dessa forma, temos que, pelo Teorema 3.1, se G é um gpg, então G1 e G2 também

o são.

Observe que devido à construção de G temos que os conjuntos independentes

maximais de G são obtidos a partir de G1 e G2 da seguinte forma: SG = {S1 |
u 6∈ S1 e S1 ∈ SG1} ∪ {S1 \ {u} ∪ S2 | u ∈ S1, S1 ∈ SG1 e S2 ∈ SG2}. Além

disso, as cliques maximais de G são obtidas a partir de G1 e G2 da seguinte ma-

neira: C = {C1 | u 6∈ C1 e C1 é clique maximal em G1} ∪ {C1 \ {u} ∪ C2 | u ∈ C1 e

C1 e C2 são cliques maximais em G1 e G2, respectivamente}.
Sejam G1 e G2 grafos de partição geral, e C1 e C2, suas respectivas coberturas

por cliques fortes. Considere C={C1 | u 6∈ C1, C1 ∈ C1} ∪ {C1 \ {u} ∪ C2 | u ∈ C1,

C1 ∈ C1 e C2 ∈ C2} uma cobertura por cliques em G. Vamos supor que C ∈ C não é
uma clique forte em G. Logo, existe S um CIM que possui interseção vazia com C.
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No caso em que C = C1 onde C1 ∈ C1, sabemos que u 6∈ C1. Considere então

S1 = S ∩ V1 . Temos então que S1 ou S1 ∪ {u} é um CIM de G1. Em qualquer um

dos casos, como u não está em C, temos que C1 não é uma clique forte em G1, uma

contradição.

Vamos então supor que C = C1 \ {u} ∪ C2 onde u ∈ C1, C1 ∈ C1 e C2 ∈ C2. Se
S só possuir vértices de V1, temos que S também é testemunha de que C1 não é

uma clique forte em G1 pois como os vértices de C2 compartilham com u os mesmos

vizinhos em V1, temos que S é um CIM em G1 que possui interseção vazia com C1.

Portanto, vamos assumir que S contém vértices de V2.

Seja C2 = C ∩ V2. Considere S2 = S ∩ V2. Sabemos que, por construção, S2 é

um CIM em G2. Além disso, também temos que C2 possui interseção vazia com S2,

implicando em C2 não ser uma clique forte em G2, uma contradição. Logo, C é uma

cobertura por cliques fortes em G e portanto, G é um grafo de partição geral.

Teorema 3.8. G1(u → G2) é um grafo triangular se, e somente se, G1 e G2 são

grafos triangulares.

Demonstração. Como a classe dos grafos triangulares é fechada tanto pela indu-

ção quanto pela contração de módulo (Teorema 3.2), temos que se G é um grafo

triangular, então G1 e G2 também o são.

Vamos supor então que G1 e G2 satisfazem a condição triangular. Repare que

como V2 é um módulo em G, se os vértices de um P4 induzido em G possuem

interseção não vazia com V2, então todos os vértices do P4 estão em V2 ou apenas

um dos seus extremos está em V2. No último caso, tal P4 pode ser transformado

em um P4 em G1 substituindo o extremo em V2 por u. Assim, temos que um P4

induzido em G, pode ser visto como um P4 em G1 ou em G2.

Seja P um P4 ruim em G e S seu conjunto testemunha. Caso os vértices de P

estejam contidos em V2, temos que P também é um P4 ruim em G2, e seu conjunto

testemunha é S2 = S∩V2. No caso em que P possui um extremo v em V2, S\V2∪{u}
é um conjunto testemunha de que o P4 obtido a partir de P , substituindo v por u,

é ruim em G1. Por último, se os vértices de P estão contidos em V1, então S ou

S \ V2 ∪ {u} é um conjunto testemunha de que P é um P4 ruim em G1.

Tentando responder se os grafos equiestáveis são fechados pela operação de subs-

tituição, uma questão ainda em aberto e proposta por Mahadev et al. [15] , o teorema

abaixo foi um dos primeiros a usar fortemente o fato de um grafo equiestável possuir

atribuições inteiras.

Teorema 3.9 (Milani�c e Rudolf [18]). G1(u→ G2 ∪K1) é um grafo equiestável se,

e somente se, G1 e G2 são grafos equiestáveis.
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Demonstração. Seja G = G1(u → G2 ∪ K1) onde G = (V,E), G1 = (V1, E1),

G2 = (V2, E2) e K1 = ({z}, ∅). Como V2 é um módulo de G1(u → G2 ∪K1) temos

que G2 é equiestável. Além disso, como V2 ∪ {z} também é um módulo do grafo,

temos que ao contrair V2∪{z} em um vértice u obtemos G1 e portanto, G1 também

é equiestável.

Vamos denotar por G o grafo G1(u→ G2 ∪K1), ilustrado na Figura 3.7. Dessa

forma, considere (w1, t1) e (w2, t2) atribuições equiestáveis inteiras de G1 e G2, res-

pectivamente. Vamos construir (w, t1) de maneira que

w(v) =


w1(v) se v ∈ V1 \ {u},

(1− α)w1(u) se v = z,

αw1(u)w2(v)/t2 se v ∈ V2

(3.4)

onde α é um número irracional no intervalo (0, 1).

Figura 3.7: Representação de G1(u→ G2 ∪K1).

Primeiramente, é necessário mostrar que w(S) = t ∀ S ∈ SG. Para tal, dividi-

remos em dois casos: z /∈ S e z ∈ S. Devido à construção de G, sabemos que no

primeiro caso S ∈ SG1 e portanto, w(S) = w1(S) = t1. Já quando z ∈ S temos que

S = S1 ∪ {z} ∪ S2 onde {u} ∪ S1 ∈ SG1 e S2 ∈ SG2 . O que implica em

w(S) = w1(S1) + w(z) + w(S2)

= w1(S1) + (1− α)w1(u) + αw1(u)w2(S2)/t2

= w1(S1) + (1− α)w1(u) + αw1(u)

= t1

Dessa forma, para (w, t1) ser uma atribuição equiestável de G falta demonstrar

que se para todo S ⊆ V vale que se w(S) = t1, então S ∈ SG. De maneira similar à

anterior, vamos considerar dois casos: z /∈ S e z ∈ S.
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No primeiro caso temos que

w(S) = w(S ∩ V1) + w(S ∩ V2) (3.5)

= w1(S ∩ V1) + αw1(u)w2(S ∩ V2)/t2 (3.6)

Como w(S) = t1 e t1 é um valor inteiro, temos que a parte irracional da equa-

ção 3.6 é igual a zero, ou seja, w1(u)w2(S∩V2)/t2 é igual a zero. O que só é possível

se w2(S ∩ V2) for igual a zero. E, isso ocorre somente quando S ∩V2 = ∅. Portanto,
temos que w(S) = w1(S ∩ V1) = t1 e podemos concluir que S ∈ SG1 . Logo, quando

z /∈ S, temos que S ∈ SG.
Vamos assumir então que z ∈ S. Assim, outra forma de escrever w(S) é

w(S) = w(S ∩ V1) + w(z) + w(S ∩ V2)

= w1(S ∩ V1) + (1− α)w1(u) + αw1(u)w2(S ∩ V2)/t2
= w1(S ∩ V1)) + w1(u)− αw1(u)(1− w2(S ∩ V2)/t2)

Novamente, como t1 é um valor inteiro sabemos que

1− w2(S ∩ V2)/t2 = 0

Ou seja, w2(S ∩ V2) = t2. Portanto, S ∩ V2 ∈ SG2 .

Além disso, como a parte racional é igual a t1, obtemos que w1(S∩V1)+w1(u) =

t1. Logo, S ∩ V1 ∪ {u} ∈ SG1 e S = S1 ∪ {z} ∪ S2 onde S1 ∪ {u} ∈ SG1 e S2 ∈ SG2 .

Concluindo, S ∈ SG.

3.5 Junção

Relembrando, a junção de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), consiste em

um grafo G = (V,E) onde V = V1 ∪ V2 e E = E1 ∪ E2 ∪ {uv|u ∈ V1 e v ∈ V2}.
No Capítulo 2, vimos que a classes dos grafos fortemente equiestáveis é fechada

pela operação de junção. A seguir, veremos que podemos obter o mesmo resultado

com relação à classe dos grafos de partição geral e à classe dos grafos triangulares

como corolário dos Teoremas 3.1 e 3.7 e Teoremas 3.2 e 3.8, respectivamente.

Corolário 3.10 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Seja G um grafo formado

pela junção de dois grafos G1 e G2. Temos que G é gpg se, e somente se, G1 e G2

são ambos grafos de partição geral.

Demonstração. Seja G = (V,E), G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2). Como V1 e V2 são

módulos de G temos que, pelo Teorema 3.1, se G é gpg, então G1 e G2 também o

são.
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Considere um K2 de vértices v1 e v2. Observe que ao substituir v1 por G1,

obtemos um grafo de partição geral G′1 e que G′1(v2 → G2) resulta em G. Dessa

forma, como a operação de substituição é fechada na classe dos grafos de partição

geral, Teorema 3.7, temos que se G1 e G2 são grafos de partição geral, então G é

gpg.

Corolário 3.11. Seja G um grafo formado pelo junção de dois grafos G1 e G2.

Temos que G é triangular se, e somente se, G1 e G2 são ambos grafos triangulares.

Demonstração. Aplicação dos Teoremas 3.2 e 3.8.

Apesar de muito simples para grafos de partição geral e grafos triangulares, o

problema de descobrir se a classe dos grafos equiestáveis é fechada pela operação

de junção está em aberto pois esse problema está fortemente relacionado com o

problema de descobrir se a classe dos grafos equiestáveis é fechada pela operação de

substituição, também em aberto.

3.6 Adição/remoção de gêmeo

Nesta seção veremos que as operações de adição e remoção de um vértice gêmeo

são fechadas tanto na classe dos grafos de partição geral, quanto na classe dos grafos

triangulares. Com relação aos grafos equiestáveis, vemos que as operações de adição

de gêmeo falso e remoção de um vértice gêmeo qualquer também são fechadas na

classe, porém, é um problema em aberto descobrir se o mesmo ocorre para a adição

de um vértice gêmeo verdadeiro.

Novamente, os próximos resultados seguem direto como corolários dos Teore-

mas 3.1 e 3.7 e Teoremas 3.2 e 3.8, respectivamente.

Corolário 3.12 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Sejam u, v vértices gêmeos

em um grafo G. Então G é gpg se, e somente se, G− u é gpg.

Demonstração. Como M = {u, v} é um módulo de G, temos que ao contrair M em

um único vértice obtemos um grafo isomorfo a G−u. Como a operação de contração

de módulo em um grafo de partição geral produz um gpg, temos que se G é gpg,

então G− u é gpg.

Seja G′ um grafo de partição geral, vamos mostrar que adicionar um vértice

gêmeo a qualquer vértice v sempre resulta em um grafo G que também é gpg.

Para tal, observe que para adicionarmos um gêmeo verdadeiro, basta realizarmos

G′(v → K2), e para criarmos um gêmeo falso basta fazermos G′(v → 2K1). Como
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a classe dos grafos de partição geral é fechada pela operação de substituição, temos

que G é gpg se, e somente se, G− u é gpg.

Corolário 3.13 (Korach, Peled e Rotics [13]). Sejam u, v vértices gêmeos em um

grafo G. Então G é triangular se, e somente se, G− u é triangular.

Demonstração. Consequência dos Teoremas 3.2 e 3.8.

Dada uma atribuição equiestável (w, t) de um grafo G, são poucas as informações

de G que podemos extrair desta atribuição. Vimos na Seção 3.3 que podemos sempre

localizar os vértices universais pois estes são os que possuem valor igual a t. Outra

informação, com respeito aos vértices gêmeos, algumas vezes pode ser obtida como

veremos a seguir.

Proposição 3.14 (Milani�c e Rudolf [18]). Sejam u, v vértices de um grafo equies-

tável G e (w, t) uma atribuição equiestável do mesmo. Se w(u) = w(v), então u e v

são gêmeos.

Demonstração. Vamos supor que w(u) = w(v) e que u e v não são gêmeos. Portanto,

podemos supor, sem perda de generalidade, que existe x ∈ N(v) \N [u]. Considere

{u, x} ∪ S ′ um CIM do grafo. Como G é equiestável, temos que w(u) + w(x) +

w(S ′) = t. O que implica em w(v) + w(x) + w(S ′) = t, uma contradição pois

{v, x} ∪ S ′ não constitui um conjunto independente.

Vale observar que se u, v são gêmeos verdadeiros, então w(u) = w(v) para qual-

quer atribuição equiestável (w, t) de G. Porém não podemos a�rmar o mesmo

quando u e v são gêmeos falsos. No caso do C4, por exemplo, toda atribuição

equiestável irá possuir pelo menos um par de gêmeos falsos com pesos diferentes.

De maneira mais genérica, para a classe dos grafos estrela, ou seja, K1,n, temos que

os gêmeos falsos podem assumir valores iguais ou diferentes, bastando apenas que a

soma de todos os seus valores resulte em t.

Como adicionar e remover um vértice gêmeo preserva tanto a condição triangular

quanto um grafo ser de partição geral, podemos nos perguntar se ocorre o mesmo

com os grafos equiestáveis. Como corolário dos Teoremas 3.3 e 3.9, obtemos uma

resposta parcial para essa questão:

Corolário 3.15. Sejam u, v vértices gêmeos falsos em um grafo G. Então G é

equiestável se, e somente se, G− u é equiestável.

Demonstração. Aplicação dos Teoremas 3.3 e 3.9.
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Usando o mesmo argumento, podemos mostrar que se u e v são gêmeos verda-

deiros de um grafo equiestável G, G−u também é equiestável. Porém, provar que a

adição de gêmeo verdadeiro preserva equiestabilidade é algo que ainda não se sabe.

É importante reparar que essa não é uma questão trivial pois uma prova de que essa

operação é fechada na classe dos grafos equiestáveis poderia fornecer uma possível

maneira para responder se os grafos equiestáveis são fechados por substituição.

3.7 Adição/remoção de vértice de vizinhança não

minimal

Nos próximos teoremas veremos que ao retirar um vértice de vizinhança não

minimal tanto em um grafo de partição geral quanto em um grafo triangular, o

grafo resultante dessa operação sempre permanece na mesma classe. Porém, antes

de apresentarmos tais resultados, é necessário introduzir o conceito de vizinhança

minimal.

De�nição 3.4. Seja G = (V,E) um grafo. Um vértice v ∈ V possui vizinhança

minimal se N [u] 6⊂ N [v], para todo u ∈ V tal que u 6= v.

Para o próximo resultado, considere que para I, um modelo de interseção de um

grafo G, I∗ é a subfamília de I composta por todos os conjuntos minimais de I e

G∗ é o grafo de interseção de I∗.

Teorema 3.16 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Seja G o grafo de interseção

de uma família I de conjuntos distintos. Então, I é testemunha de que G é gpg se,

e somente se, I∗ é testemunha de que o subgrafo correspondente a G∗ é gpg e cada

conjunto em I consiste na união de membros de I∗.

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar, por contradição, que I∗ é testemu-
nha de que G∗ = (V ∗, E∗) é gpg.

Suponha que S é um CIM de G∗ tal que S não forma uma partição do conjunto

base de I∗. Logo, existe em G − G∗ um vértice v que não é adjacente a nenhum

vértice de S uma vez que G é gpg. Porém, como Iv não é minimal, temos que

existe um vértice u em G∗ tal que Iu ⊂ Iv. O que implica que S ∪ {u} é um

conjunto independente em G∗, uma contradição pois S é um CIM de G∗. Logo, I∗

é testemunha de que G∗ é gpg.

Considere, agora, Iv o menor conjunto de I que não é composto pela união de

membros de I∗. Seja S um CIM de G tal que v ∈ S. Como a vizinhança de v não

é minimal, existe u ∈ V ∗ tal que Iu ⊂ Iv. Dessa forma, S ′ = (S \ {v}) ∪ {u} é um
conjunto independente de G, porém não é maximal uma vez que S ′ não particiona o
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conjunto base de I, faltando os elementos de Iv \ Iu. Logo, existe em G um vértice

x tal que Ix ⊆ Iv \ Iu.
Seja x um vértice de G tal que Ix não é um conjunto minimal em I, além de não

ser composto pela união de membros de I∗. Tal x existe pois caso contrário Iv seria

composto pela união de conjuntos de I∗. Dessa forma, Ix é um conjunto menor do

que Iv que não é composto pela união de membros de I∗, uma contradição.

Seja I∗ testemunha de que G∗ é gpg. Vamos supor que I não é testemunha de

que G é um gpg. Logo, existe S um CIM em G de forma que os conjuntos em I
correspondentes aos vértices de S não formam uma partição do conjunto base de

I. Considere S tal conjunto de forma que S possui o menor número de vértices de

vizinhança não minimal. Como I∗ é testemunha de que o subgrafo correspondente

a G∗ é gpg, temos que S possui pelo menos um vértice v de vizinhança não minimal

de forma que Iv, por construção, é composto pela união de membros de I∗. Assim,

considere I∗v os membros de I∗ que compõe Iv e S ′ = {u | Iu ∈ I∗v}. Como S é um

CIM que não forma uma partição do conjunto base de I e Iv é formado pela união

dos conjuntos de I∗v , temos que S\{v}∪S ′ é um CIM em G de forma que os conjuntos

em I correspondentes aos seus vértices não formam uma partição do conjunto base

de I e, além disso, com um número de vértices de vizinhança não-minimal menor

do que S, uma contradição.

Corolário 3.17. Se G é gpg e v é um vértice de G tal que sua vizinhança não é

minimal, então G− v é um grafo de partição geral.

Proposição 3.18. Se G é triangular e v é um vértice de G tal que sua vizinhança

não é minimal, então G− v é um grafo triangular.

Demonstração. Como ao retirar gêmeos de um grafo triangular, o grafo resultante

continua triangular, podemos supor, sem perda de generalidade, que G = (V,E) é

um grafo triangular sem gêmeos. Também vamos supor que G − v possui um P4

ruim v1v2v3v4 e S é uma testemunha desse P4. Como G é triangular, S ∪ {v} é um
CIM de G e v é adjacente tanto a v2 quanto a v3. Além disso, como v não possui

vizinhança minimal, existe u ∈ V tal que N [u] ⊂ N [v]. Portanto, u /∈ S uma vez

que S ∪{v} é um conjunto independente. Logo, S∪{u} é um conjunto independente

em G− v, uma contradição.

Em relação aos grafos equiestáveis, não sabemos dizer se a remoção de um vértice

de vizinhança não minimal gera um grafo equiestável ou não.

Vale observar que se v é um vértice de vizinhança minimal em um grafo de parti-

ção geral G, então não necessariamente G− v é um grafo de partição geral, valendo

a mesma a�rmação quando trocamos grafo de partição geral por grafo triangular ou

grafo equiestável. Um exemplo de grafo triangular/equiestável/de partição geral em
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que a remoção de um determinado vértice de vizinhança minimal gera um grafo que

não é triangular/equiestável/de partição geral pode ser visto na Figura 3.8. Observe

que tanto v1 quanto v5 são vértices cujas vizinhanças são minimais, porém a remoção

de v5 implica na formação de um P4 ruim enquanto a remoção de v1 transforma o

grafo em um cografo, um grafo sem P4 que é um grafo triangular, equiestável e de

partição geral.

Figura 3.8: Exemplo de grafo triangular em que a remoção de um vértice de vizi-
nhança minimal pode produzir um grafo que não satisfaz a condição triangular.

3.8 Decomposição Split

Nos Teoremas 3.3 e 3.4 vimos que se um grafo é de partição geral/equiestável,

os fatores tanto de uma decomposição modular quanto de uma decomposição de

componentes conexos, quando existirem, são grafos de partição geral/equiestáveis.

Nesta seção vemos que o mesmo ocorre quando lidamos com a decomposição split.

De�nição 3.5. Um grafo conexo G possui uma decomposição split quando ele sa-

tisfaz as seguintes condições:

• V (G) = (V1, V2) é uma bipartição tal que |V1|, |V2| ≥ 2;

• Para u, v ∈ V1:

N(u) ∩ V2 6= ∅ e N(v) ∩ V2 6= ∅ ⇒ N(u) ∩ V2 = N(v) ∩ V2 = W2;

• Para u, v ∈ V2:

N(u) ∩ V1 6= ∅ e N(v) ∩ V1 6= ∅ ⇒ N(u) ∩ V1 = N(v) ∩ V1 = W1.

De�nição 3.6. Seja G um grafo que possui uma decomposição split. Ao realizar

uma decomposição split em G, obtemos dois grafos G1 e G2, fatores da decomposição

split, onde Gi, i ∈ {1, 2} consiste no grafo induzido por Vi em G, adicionado de um

vértice p 6∈ V1 adjacente a todos os vértices de Wi.

Na Figura 3.9 é ilustrada a decomposição split de um grafo G, gerando G1 e G2,

fatores da decomposição.
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Figura 3.9: Decomposição split de um grafo G.

Teorema 3.19. Sejam G1 e G2 fatores de uma decomposição split de um grafo G.

Se G é um grafo de partição geral, então G1 e G2 são grafos de partição geral.

Demonstração. Seja G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2). Considere C uma cobertura por

cliques maximais fortes de G e C1 = {C | C ∩ V2 = ∅ e C ∈ C} ∪ {C \ V2 ∪ {p} |
C ∩ V2 6= ∅ e C ∈ C} uma cobertura por cliques de G. Vamos mostrar que C1 é

composta apenas por cliques fortes.

Suponha que C1 ∈ C1 não é uma clique forte. Logo, existe S1 tal que S1∩C1 = ∅.
Se p 6∈ C1, por construção, temos que existe C = C1, uma clique forte em G.

Considere S um CIM de G que contenha S1 \{p}. Como S1 é um CIM em G1 temos

que S é tal que S ∩ V1 = S1 \ {p}. Logo, a interseção de S com C é vazia, uma

contradição pois C é clique forte em G. Portanto, vamos assumir que p ∈ C1.

Seja C uma clique forte em G de forma que C1\{p} ⊂ C e C∩W2 6= ∅. Considere
S, um CIM em G, de forma que S1 ⊆ S. Como p ∈ C1 e S1 ∩ C1 = ∅, temos que

S1 ∩W1 6= ∅. Logo, S ∩W1 6= ∅ e portanto, S ∩W2 = ∅. Dessa forma, temos que

C ∩ S = ∅, uma contradição.

De forma similar, podemos fazer os mesmos argumentos para G2. O que implica

em tanto G1 quanto G2 serem grafos de partição geral.

Teorema 3.20. Sejam G1 e G2 fatores de uma decomposição split de um grafo G.

Se G é um grafo equiestável, então G1 e G2 são grafos equiestáveis.

Demonstração. Seja G = (V,E), G1 = ({p} ∪ V1, E1) e G2 = ({p} ∪ V2, E2). Consi-

derando a decomposição split, observe que todo CIM S em G é tal que S = L1 ∪L2

onde L1 é um CIM de G[V1] e L2 é um CIM de G[V2]. Além disso, repare que

para quaisquer dois conjuntos independentes maximais L1 e L2 de G[V1] e de G[V2],

respectivamente, L1∪L2 é um CIM em G se L1∩W1 = ∅ ou L2∩W2 = ∅. Considere
Si um CIM em G. Sabemos então que Si pode ser particionado em vértices de V1 e

vértices de V2, ou seja, Si = L1
i ∪L2

i . Para simpli�car a prova, vamos usar a seguinte

notação:

• Para L1
i :

S1
i = Si ∩ V1, se Si ∩W1 6= ∅
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S
′1
i = Si ∩ V1, se Si ∩W1 = ∅

• Para L2
i :

S2
i = Si ∩ V2, se Si ∩W2 6= ∅

S
′2
i = Si ∩ V2, se Si ∩W2 = ∅

Considere Si ∈ SG. Note que, como G é equiestável, temos que Si = S1
i ∪ S

′2
i ,

ou Si = S
′1
i ∪ S2

i pois caso Si fosse igual a S
′1
i ∪ S

′2
i teríamos que Si seria uma

testemunha de que G não é triangular.

Além disso, como G é equiestável e devido à sua estrutura, temos que w(S1
i ) +

w(S
′2
j ) = w(S

′1
k ) +w(S2

l ) = t para quaisquer Si, Sj, Sk, Sl ∈ SG tais que os conjuntos

S1
i , S

′2
j , S

′1
k , S

2
l estejam de�nidos. Logo, temos que para todos os conjuntos S1

i , w(S1
i )

é igual a um valor �xo t1. E, o mesmo pode ser dito sobre as famílias formadas pelos

conjuntos do tipo S
′1
i , S

2
i e S

′2
i , cada uma dessas famílias é tal que todos os seus

conjuntos produzem um mesmo valor quando avaliados sob w.

Seja w(S
′1
i ) = t′1. Considere (w1, t1), uma atribuição para G1, onde

w1(v) =

w(v) se v ∈ V1,

t1 − t′1 se v = p

Como todo CIM de G1 corresponde ou a um S1
i ou a um S

′1
i ∪ {p}, temos que

S é um CIM de G1 se, e somente se, w1(S) = t1; ou seja, (w1, t1) é uma atribuição

equiestável. Logo, G1 é equiestável e, de forma análoga, o mesmo pode ser dito de

G2.

Uma observação interessante é que se G1 e G2, fatores de uma decomposição split

de G, forem grafos de partição geral/equiestáveis, então G pode ser ou não um grafo

de partição geral/equiestável. Na Figura 3.10, podemos ver um exemplo de grafo

que não é de partição geral e nem é equiestável mas que possui uma decomposição

split, no caso do P4 sua única decomposição split, cujos fatores são dois grafos de

partição geral/equiestáveis.

Uma condição necessária para concluirmos que G é de partição geral/equiestável,

se G1 e G2 forem de partição geral/equiestáveis, é que em pelo menos um dos grafos,

digamos G1, todo CIM S = S ′∪{p} de G1 seja tal que S ′ não é um CIM de G1\{p},
pois caso contrário G não seria triangular.

3.9 Clique central

De�nição 3.7. Uma clique central em um grafo G consiste em uma clique C = {v0,
v1, . . . , vk}, k ≥ 1, onde N(v0) = {v1, . . . , vk} e o grafo G \ C é formado por k com-
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Figura 3.10: Decomposição split do P4.

ponentes conexos G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (Vk, Ek) de forma que

N(vi) = (C \ {vi}) ∪ Vi

para 1 ≤ i ≤ k. Os componentes conexos G1, . . . , Gk são chamados folhas da

clique C.

Figura 3.11: Ilustração de uma clique central.

Teorema 3.21. Seja C = {v0, . . . , vk} uma clique central em um grafo G, com folhas

G1, . . . , Gk. Então G é de partição geral se, e somente se, cada G1 = (V1, E1), . . . ,

Gk = (Vk, Ek) é um grafo de partição geral.

Demonstração. Como cada Vi, 1 ≤ i ≤ k, é um módulo de G, pelo Teorema 3.1, se

G é de partição geral, então cada Gi também o é. Portanto, falta apenas mostrar

que tal construção, utilizando grafos de partição geral menores, produz um grafo de

partição geral.
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Quando k = 1, temos o grafo da Figura 3.12. Como ambos G1 e o grafo trivial

são grafos de partição geral, temos que G1 ∪ K1 é gpg. Além disso, ao adicionar

um vértice universal v1 à G1 ∪K1, obtemos um grafo de partição geral, isomorfo ao

grafo da construção.

Figura 3.12: Construção apenas com G1.

Vamos supor que todo grafo com uma clique central com menos de k > 1 folhas

que são grafos de partição geral, é um grafo de partição geral. Seja G um grafo com

clique central C = {v0, . . . , vk} e folhas G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (VK , Ek) de partição

geral. Considere G′, o grafo induzido de G pelo vértices de C \{vk}∪V1∪· · ·∪Vk−1.
Como G′ satisfaz a hipótese de indução, temos que G′ é um grafo de partição geral.

Além disso, temos que G pode ser obtido a partir de G′ através de 3 operações

sucessivas:

1. adição de um vértice vk, gêmeo verdadeiro de v0;

2. adição de um vértice folha vf a vk;

3. substituição de vf por Gk.

A seguir, vamos ver que aplicando cada uma dessas operações o grafo resultante

é de partição geral e, portanto G é gpg. No primeiro passo, adicionamos um gêmeo

verdadeiro a G′ resultando em um grafo G′1 que é de partição geral pelo Corolá-

rio 3.12. Em seguida, adicionamos um vértice folha vf a vk produzindo G′2. Como

a vizinhança de todos os vértices se manteve a mesma de G′1 para G
′
2 exceto por vf

e vk, temos que todas as cliques fortes de G′1 que não possuiam vk continuam fortes

em G′2. Portanto, para concluir que G′2 é um grafo de partição geral, basta garantir

que as arestas com um extremo em vk estão todas cobertas por cliques fortes em G′2.

Como todas as arestas com um extremo em vk são cobertas pelas cliques simpliciais

de v0 e vf , temos que G′2 é gpg. Por �m, G = G′2(vf → Gk) e, pelo Teorema 3.7,

temos que G é gpg.

Lema 3.22. Seja C uma clique central em um grafo equiestável G = (V,E) e (w, t)

uma atribuição equiestável inteira de G. Para um número irracional α > 0, o par
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(w′, t− w(v0) + α) onde

w′(v) =


α se v = v0,

w(v)− w(v0) + α se v ∈ C \ {v0},

w(v) se v 6∈ C

também é uma atribuição equiestável de G.

Demonstração. Primeiramente, observe que se G é equiestável, então Gi, 1 ≤ i ≤ k,

é equiestável uma vez que ele é módulo deG, Teorema 3.3. Seja (w, t) uma atribuição

equiestável qualquer de G. Considere (wi, ti) a atribuição equiestável de Gi obtida

a partir de (w, t). Pela estrutura de G, temos que para qualquer atribuição (w, t),

w(vi) = w(v0) + ti, onde vi ∈ K e 1 ≤ i ≤ k. Com isso em mente, vamos mostrar

que (w′, t− w(v0) + α) é uma atribuição equiestável de G.

Pela construção de G, sabemos que seus conjuntos independentes S ∈ SG são da

forma:

• {v0} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Sk

• {v1} ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk

• {vi} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si−1 ∪ Si+1 ∪ · · · ∪ Sk, 1 < i < k

• {vk} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Sk−1

onde Si ∈ SGi
.

Seja S um CIM da forma {vi} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si−1 ∪ Si+1 ∪ · · · ∪ Sk, 1 < i < k.

Sabemos que w′(S) = t− w(vi) + w′(vi) = t− w(vi) + w(vi)− w(v0) + α. Portanto

w′(S) = t − w(v0) + α. De forma análoga, o mesmo pode ser veri�cado para todo

S ∈ SG.
Assim, considere S ⊆ V tal que w′(S) = t−w(v0) + α. Como w′(S) possui uma

parte irracional, temos que algum vértice de C está em S. De maneira mais forte,

sabemos que exatamente um vértice de C está em S pois caso contrário teríamos

que w′(S) = c1 + c2α onde c1 e c2 seriam números inteiros positvos e c2 ≥ 2.

Dessa forma, temos que se v0 ∈ S e w′(S) = t− w(v0) + α, então

w′(S) = t− w(v0) + α

= w(S \ {v0}) + w′(v0)

= w(S \ {v0}) + α

O que implica em w(S \ {v0}) = t− w(v0). Logo, w(S) = t e portanto, S ∈ SG.
De forma similar, podemos concluir que se w′(S) = t−w(v0)+α, então S ∈ SG.
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Teorema 3.23 (Milani�c e Rudolf [18]). Seja C = {v0, . . . , vk} uma clique central

em um grafo G, com folhas G1, . . . , Gk. Então G é equiestável se, e somente se,

cada G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (Vk, Ek) é equiestável.

Demonstração. Como cada Vi, 1 ≤ i ≤ k, é um módulo do grafo, pelo Teorema 3.3,

se G é equiestável, então cada Gi também o é. Portanto, falta apenas mostrar que

tal construção, utilizando grafos equiestáveis menores, produz um grafo equiestável.

Vamos mostrar, por indução em k, que G é equiestável. Para a base da indução,

vamos usar argumentos equivalentes aos usados na base do Teorema 3.21: Para

k = 1, obtemos o grafo da Figura 3.12. Considere um K1 formado pelo vértice {v0}.
Como ambos G1 e K1 são grafos equiestáveis, temos, pelo Teorema 3.4, que G1∪K1

é um grafo equiestável. Além disso, ao adicionar um vértice universal v1 à G1 ∪K1,

o grafo resultante é isomorfo ao grafo da construção e é equiestável, pelo Lema 3.5.

Vamos supor que todo grafo com uma clique central com menos de k > 1 folhas

que são grafos equiestáveis, é um grafo equiestável. Seja G um grafo com clique

central C = {v0, . . . , vk} e folhas G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (Vk, Ek) equiestáveis.

Desejamos construir uma atribuição equiestável (w, t) para G. Para tal, considere

G′ = G \ (Gk ∪ {{vk}, ∅}) com G′ = (V ′, E ′). Pela hipótese de indução, G′ é

equiestável. Considere então, uma atribuição (w′, t′ + α) de G′, como exibida no

Lema 3.22 para um número irracional positivo α qualquer, e (wk, tk) uma atribuição

equiestável inteira de Gk.

Seja β um número irracional positivo tal que β 6= kα ∀k ∈ Z+. De�nimos w

como

w(v) =


w′(v) se v ∈ G′

βwk(v) se v ∈ Gk

α + βtk se v = vk

e t = t′ + α + βtk.

Pela construção deG, temos que para todos os seus CIM S ∈ SG, w(S) = t. Falta

então, mostrar que se w(S) = t, temos que S ∈ SG. Pela atribuição particular de

w′, temos se w(S) = t′+α+βtk, então S não pode ser composto apenas por vértices

de G′. Portanto, vamos supor que vk ∈ S. Nesse caso, temos que w(S \ {vk}) = t′ o

que implica em S não ter nenhum vértice de Gk e nem da clique forte de G′. Logo,

S \ {vk} ∪ {v0} é um CIM de G′ e, portanto, S é um CIM em G.

No caso em que vk 6∈ S, temos que S ∩ Vk é um conjunto independente maximal

de Gk. Dessa forma temos que S∩V ′ também é um conjunto independente maximal

uma vez que w(S ∩ V ′) = t′ + α. Logo, S é um CIM em G.

Em resumo, vimos que diversas operações são fechadas na classe dos grafos de

partição geral, sendo vários desses resultados facilmente expressados na linguagem
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dos grafos equiestáveis como pode ser visto na Tabela 3.1. Porém, nem todos os

resultados são facilmente traduzíveis, existindo resultados que se aplicam tanto a

grafos de partição geral quanto a grafos triangulares e que ainda não se sabe deter-

minar para os grafos equiestáveis, como é o caso das operações de junção, adição de

gêmeo verdadeiro, remoção de um vértice de vizinhança não minimal e de substitui-

ção. Vale ressaltar que se existir um grafo que mostre que alguma dessas operações

não é fechada na classe dos grafos equiestáveis, este grafo precisa ser um contraexem-

plo para a Conjectura 2.13 uma vez que qualquer uma dessas operações é fechada

tanto na classe dos grafos triangulares quanto na classe dos grafos de partição geral.

Operações partição geral equiestáveis

grafo induzido Teorema 3.1 Teorema 3.3
por módulo

contração de módulo Teorema 3.1 Teorema 3.3
em um vértice

união facilmente observável Teorema 3.4
adição e remoção de facilmente observável Lema 3.5
vértice universal

substituição
Teorema 3.7 G1(u→ G2): em aberto

G1(u→ K1 ∪G2): Teorema 3.9
junção Corolário 3.10 em aberto

adição de gêmeo
Corolário 3.12 gêmeo verdadeiro: em aberto

gêmeo falso: Corolário 3.15
remoção de gêmeo Corolário 3.12 Corolário 3.15
remoção de vértice Corolário 3.17 em aberto
de vizinhança
não minimal
fatores de uma Tereoma 3.19 Tereoma 3.20

decomposição split
construção a partir Teorema 3.21 Teorema 3.23
de clique central

Tabela 3.1: Comparação entre a classe dos grafos de partição geral e a classe dos
grafos equiestáveis através de operações de adição e remoção de vértices.
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Capítulo 4

Produtos de grafos

Com a motivação de descobrir uma caracterização para os grafos equiestáveis

assim como responder se a Conjectura 2.13 era verdadeira ou não, vimos, no capítulo

anterior, diversas operações que são fechadas nas classes dos grafos equiestáveis e

dos grafos de partição geral. Neste capítulo, continuamos a explorar esse assunto,

nos restringindo a operações de produtos em grafos.

São apresentados aqui os produtos: tensorial, cartesiano, forte e lexicográ�co.

Com relação a outros produtos, também é apresentado no artigo de Miklavi�c et

al. [17] o produto lexicográ�co deletado.

4.1 Produto tensorial

Nesta seção apresentamos uma caracterização dos grafos equiestáveis e de par-

tição geral que possuem uma decomposição por produto tensorial. Antes disso, são

introduzidos dois lemas: o primeiro caracterizando os grafos sem P4 e grafo pata ( Fi-

gura 4.1), e o segundo mostrando que o produto tensorial de dois grafos p-partidos

completos é um grafo de partição geral.

De�nição 4.1. O produto tensorial de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2)

consiste no grafo G = G1 ×G2 com conjunto de vértices V = V1 × V2 e conjunto de

arestas E = {(u, x)(v, y) | (u, x), (v, y) ∈ V, uv ∈ E1 e xy ∈ E2}.

Figura 4.1: Grafo pata.
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Lema 4.1 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Seja G um grafo conexo sem P4 e grafo pata.

Então, G ou é o grafo trivial ou é um grafo multipartido completo com pelo menos

duas partes.

Demonstração. Seja G = (V,E). Vamos supor que | V | ≥ 2. Como G é um cografo

conexo, o complemento de G é desconexo [26]. Além disso, como o complemento do

grafo pata é o P3 ∪K1, temos que o complemento de G é sem P3 e portanto todos

os seus componentes conexos são grafos completos. Dessa forma, temos que G é

composto pela união de pelo menos dois grafos completos, o que implica em G ser

um grafo multipartido completo com pelo menos duas partes.

Lema 4.2. Seja G = G1 ×G2 um grafo conexo não trivial. Temos que se G1 e G2

são grafos p-partidos completos, então G é gpg.

Demonstração. Primeiramente, observe que toda clique maximal de um grafo p-

partido completo é uma clique forte. Além disso, também observe que os CIM's de

G são da forma S1×V2 ou V1×S2, onde S1 ∈ SG1 e S2 ∈ SG2 , enquanto que as cliques

maximais de G são da forma {u1x1, . . . , upxp} onde C1 =
⋃p

i=1{ui} e C2 =
⋃p

i=1{xi}
são cliques maximais de G1 e G2, respectivamente.

Vamos mostrar que toda clique maximal de G é uma clique forte. Sejam C uma

clique maximal de G e S ∈ SG, de forma que C ∩ S = ∅. Pela construção de G,

temos que, a partir das primeiras coordenadas dos vértices de C, podemos obter

C1, uma clique maximal de G1. Vamos supor, sem perda de generalidade, que S é

da forma S1 × V2. Assim, temos que S1 ∩ C1 = ∅, uma contradição pois todas as

cliques maximais de G1 são fortes. Logo, todas as cliques maximais de G são fortes,

implicando em G ser gpg.

Teorema 4.3 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Seja G um grafo que admite uma decom-

posição por produto tensorial em k ≥ 2 fatores conexos, G = G1 × · · · × Gk, de

modo que cada Gi possui mais de um vértice. Então as seguintes a�rmações são

equivalentes:

1. G é um grafo de partição geral;

2. G é fortemente equiestável;

3. G é equiestável;

4. k = 2, e existe um inteiro p ≥ 2 tal que G1 e G2 são grafos p-partidos comple-

tos.

Demonstração. Já vimos, no Capítulo 2, que (1) ⇒ (2) ⇒ (3). Além disso, uma

demonstração de que (4) ⇒ (1) está feita no Lema 4.2. Vamos a seguir ver que

(3)⇒ (4).
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Primeiramente, vamos considerar o caso em que k = 2, ou seja, G = G1 × G2.

Vamos supor, por contradição, que G1 possui um P4 ou um grafo pata como subgrafo

induzido. Ou seja, existe em G1 um caminho abcd onde ad, bd 6∈ E1. Seja uv ∈ E2.

Temos que os vértices {(a, u), (b, v), (c, u), (d, v)} formam um P4 induzido em G.

Considere agora S ′ = {(a, u), (b, u), (d, v)}, um conjunto independente de G e

estenda-o para um CIM S de G. É importante observar que como G satisfaz a

condição triangular, existe em S um vértice (x, y) de forma que ele é adjacente a

(b, v) e (c, u). Logo, pela de�nição de produto tensorial, bx ∈ E1 e uy ∈ E2, o que

implica em (b, u) e (x, y) serem adjacentes, contradizendo o fato de que S é um

conjunto independente. Como os mesmos argumentos podem ser aplicados a G2,

temos que G1 e G2 são livres de P4 e do grafo pata.

Dessa forma, como visto no Lema 4.1, podemos concluir que G1 e G2 são grafos

multipartidos completo. Faltando apenas, nesse caso, mostrarmos que o número de

partes em ambos os grafos é a mesma.

Para isso, considere G1 com partes U1, . . . , Up onde p ≥ 2 e G2 com partes

P1, . . . , Pp′ , onde p′ ≥ 2.

Considere os seguintes CIM de G:

• Si = Ui × V2, para 1 ≤ i ≤ p

• S ′i = V1 × Pi, para 1 ≤ i ≤ p′

Logo para (w, t) uma atribuição equiestável de G temos que w(Si) = t, 1 ≤ i ≤ p,

e w(S ′i) = t, 1 ≤ i ≤ p′. Como cada um dos conjuntos {Si : 1 ≤ i ≤ p} e

{S ′i : 1 ≤ i ≤ p′} formam uma partição do conjunto dos vértices de G, temos

que

w(V ) = w(

p⋃
i=1

Si) =

p∑
i=1

w(Si) = pt

w(V ) = w(

p′⋃
i=1

Vi) =

p′∑
i=1

w(Vi) = p′t

Logo p = p′.

Vamos supor agora que G = G1 × · · · × Gk onde k > 2. Podemos reescrever

G como G = G1 × G′2 onde G′2 = G2 × G′3 e assim sucessivamente onde G′3 =

G3 × · · · × Gk. Pelo caso em que G = G1 × G2, temos que G1 e G′2 são grafos

p-partidos completos. Além disso, como G′2 = G2 × G′3, temos que ambos G2 e G′3
possuem pelo menos uma aresta. Vamos considerar então uv ∈ E2 e xy ∈ E(G′3).

Como os vértices (u, y) e (u, x) não podem ser adjacentes em G′2, concluímos que eles

devem pertencer a mesma parte da p-partição de G′2. De forma similar, o mesmo
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argumento se aplica a (u, y) e (v, y), o que implica em (u, x) e (v, y) estarem na

mesma parte da p-partição de G′2, uma contradição. Logo, k = 2.

Usando o resultado do teorema anterior, temos que os grafos Kp × Kq, onde

3 ≤ p < q, são outro exemplo, nesse caso uma família de exemplos, de grafos que

não são equiestáveis mas satisfazem a condição triangular, fato esse que pode ser

facilmente veri�cado uma vez que Kp e Kq são grafos completos.

4.2 Produto cartesiano

Nessa seção apresentamos uma caracterização dos grafos equiestáveis e de par-

tição geral que possuem uma decomposição por produto cartesiano. Começamos

mostrando que McAvanney et. al. [7] resolveram o problema para os grafos de

partição geral, e em seguida, vemos que Miklavi�c e Milani�c [17] generalizaram o

resultado, resolvendo essa questão tanto para os grafos equiestáveis quanto para os

grafos triangulares.

De�nição 4.2. O produto cartesiano de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2)

consiste no grafo G = G1 �G2 com conjunto de vértices V = V1 × V2 e conjunto de

arestas E = {(u, x)(v, y) | (u, x), (v, y) ∈ V, u = v e xy ∈ E2, ou x = y e uv ∈ E1}.

Figura 4.2: Representação de G1 �G2.

Em 1993, McAvanney et. al. [7] caracterizaram os grafos de partição geral que

podem ser obtidos tanto através da decomposição quanto pela construção do produto

cartesiano de grafos de partição geral através do próximo teorema.

Teorema 4.4 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Sejam G1 e G2 grafos co-

nexos. Temos que G1�G2 é gpg se, e somente se, G1 = G2 = Kn para n ≥ 1.
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E em 2011, Miklavi�c e Milani�c [17] mostraram que esses grafos são exatamente

os grafos equiestáveis e triangulares que admitem uma decomposição por produto

cartesiano em dois ou mais fatores conexos.

Teorema 4.5 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Seja G um grafo que possui uma decomposi-

ção por produto cartesiano em k ≥ 2 fatores conexos não-triviais, G = G1� · · ·�Gk.

Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. G é um grafo de partição geral;

2. G é um grafo fortemente equiestável;

3. G é equiestável;

4. G é um grafo triangular;

5. k = 2, e existe um inteiro p ≥ 2 tal que G1 = G2 = Kp.

Demonstração. Já vimos, no Capítulo 2, que (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4).

(4)⇒ (5)

Para mostrar que se G satisfaz a condição triangular, então k = 2 e existe um

inteiro p ≥ 2 tal que G1 = G2 = Kp, considere os seguintes parâmetros para um

grafo G = (V,E):

• λ(ab) =| N(a) ∩ N(b) |, o tamanho da vizinhança aberta comum a ambos os

extremos de uma aresta ab ∈ E;

• λ(G) = min{λ(ab) | ab ∈ E}, o tamanho da menor vizinhança comum de uma

aresta em G;

• δ(G), o grau mínimo de G;

• ∆(G), o grau máximo de G.

Repare que:

λ(G) ≤ δ(G)− 1 ≤ ∆(G)− 1. (4.1)

Vamos supor que k = 2, ou seja, G = G1�G2 é um grafo triangular e G1 =

(V1, E1) e G2 = (V2, E2) são grafos conexos. Primeiramente vamos mostrar que

∆(G1)− 1 ≤ λ(G2). Para tal, vamos supor que ∆(G1)− 2 ≥ λ(G2) .

Seja x ∈ V1 um vértice de grau máximo, ou seja, g(x) = ∆(G1). Como λ(G2) ≥ 0,

temos que o vértice x tem pelo menos dois vizinhos distintos y e z. Além disso,

considere uv ∈ E2 de forma que λ(uv) = λ(G2). Temos então, que os vértices

{(y, u)(x, u)(x, v)(z, v)} induzem um P4 em G e, os vértices adjacentes a ambos

(x, u) e (x, v) são exatamente os vértices {(x, l) : l ∈ NG2(u) ∩ NG2(v)}. Note que
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como λ(uv) = λ(G2), sabemos que | NG2(u)∩NG2(v) |= λ(G2) e, por consequência,

| {(x, l) : l ∈ NG2(u) ∩NG2(v)} |= λ(G2).

Como ∆(G1) − 2 ≥ λ(G2), existe uma função injetiva f : NG2(u) ∩ NG2(v) →
NG1(x) \ {y, z}. Usando tal função, temos que

S ′ = {(y, u), (z, v)} ∪ {(f(l), l) | l ∈ NG2(u) ∩NG2(v)}

é um conjunto estável em G. Estendendo S ′ para um CIM S, podemos observar que

todo vértice (x, l) ∈ N((x, u)) ∩N((x, v)) não está S uma vez que ele é adjacente a

(f(l), l). O que implica em G não satisfazer a condição triangular, uma contradição.

Logo,

∆(G1)− 1 ≤ λ(G2) (4.2)

e, de forma análoga,

∆(G2)− 1 ≤ λ(G1). (4.3)

Aplicando a Equação 4.1 a G2 e usando a Equação 4.2, obtemos:

∆(G1)− 1 ≤ λ(G2) ≤ δ(G2)− 1 ≤ ∆(G2)− 1.

Considerando também a Equação 4.3, temos

∆(G1)−1 ≤ λ(G2) ≤ δ(G2)−1 ≤ ∆(G2)−1 ≤ λ(G1)δ(G1)−1 ≤ ∆(G1)−1. (4.4)

Portanto, δ(G1) = ∆(G1) = δ(G2) = ∆(G2), ou seja, G1 e G2 são grafos regulares

de mesmo grau, digamos d. Como pela Equação 4.4 temos que λ(G1) = λ(G2) =

d − 2, podemos concluir que não existe nenhum P3 induzido em G1 e nem em G2.

Logo, G1 e G2 são ambos grafos completos Kd+1.

Vamos agora, analisar o caso em que G = G1� . . .�Gk e k ≥ 3. Reescrevendo

G temos que G = G1�G′2 onde G′2 = G2� . . .�Gk. Pelos argumentos anteriores,

sabemos que G′2 é um grafo completo. Porém, pela de�nição de produto cartesiano,

temos que G′2 é um grafo completo se, e somente se, k = 2 e G2 é um grafo completo.

(5)⇒ (1)

Seja V1 = {u1, u2, . . . , up} e V2 = {x1, x2, . . . , xp}. Pela construção de G1�G2,

temos que dois vértices distintos (ui, xj) e (uk, xl) são adjacentes em G se, e somente

se, i = k ou j = l. Logo, as cliques maximais de G são da seguinte forma:

{(ui, xj) | 1 ≤ j ≤ p} ou {(uj, xi) | 1 ≤ j ≤ p},

onde i ∈ {1, . . . , p}. Além disso, como G1 e G2 são grafos completos de mesmo
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grau, S ⊆ V é um CIM de G se, e somente se, para todo i ∈ {1, . . . , p}, S contém

exatamente um vértice com a primeira coordenada ui e exatamente um vértice com

a segunda coordenada igual a xi. Dessa forma, podemos concluir que as cliques

maximais são todas fortes e portanto, G é um grafo de partição geral.

4.3 Produto forte

Caracterizar completamente os grafos obtidos a partir de produtos fortes que

são de partição geral, equiestáveis ou triangulares é um problema em aberto. Até o

momento, resultados parciais, foram apresentados por DeTemple et al. [7] e Miklavi�c

et al. [17], alguns dos quais são apresentados nesta seção.

De�nição 4.3. O produto forte de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) consiste

no grafo G = G1 × G2 com conjunto de vértices V = V1 × V2 e conjunto de arestas

E = {(u, x)(v, y) : (u, x), (v, y) ∈ V, u = v e xy ∈ E2, x = y e uv ∈ E1, ou uv ∈
E1 e xy ∈ E2}.

Figura 4.3: Representação de G1 ×G2.

É interessante observar que se C é uma clique maximal em G = G1×G2 , então

C = C1 × C2 onde C1 e C2 são cliques maximais em G1 e G2, respectivamente.

Porém, não temos uma representação similar dos CIM de G a partir dos vértices de

G1 e G2. Sabemos que se S1 ∈ SG1 e S2 ∈ SG2 então S1 × S2 ∈ SG. Porém, como

ilustrado na Figura 4.4, também existem conjuntos independentes maximais de G

que podem não ser formados a partir de CIMs de G1 e G2.

Teorema 4.6 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). Se G = G1×G2 é gpg, então

G1 e G2 são grafos de partição geral.

Demonstração. Como toda clique maximal C em G pode ser escrita como C =

C1 × C2, onde C1 e C2 são cliques maximais em G1 e G2, respectivamente, e se
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Figura 4.4: Exemplo de CIM (cinza) do C4 ×K2.

S1 ∈ SG1 e S2 ∈ SG2 então S1 × S2 ∈ SG, temos que se C = C1 × C2 é uma clique

forte em G, então C1 e C2 são cliques fortes em G1 e G2, respectivamente. Logo, G1

e G2 são grafos de partição geral.

Porém, como apontado por Miklavi�c e Milani�c [17], o produto forte de dois

grafos de partição geral pode não ser um grafo de partição geral. Para tal exemplo,

considereH = K3�K3, o produto cartesiano de umK3 com ele mesmo, eG = H×H,

o produto forte de H com ele mesmo. Como o K3 é um grafo de partição geral, pelo

Teorema 4.4, temos que H é gpg. Vamos então mostrar que G não é triangular.

Seja VH = {a, b, c}×{1, 2, 3}, o conjunto de vértices do grafoH. Pela de�nição de

produto cartesiano e por H = K3�K3, temos que dois vértices em H são adjacentes

se, e somente se, eles possuem a primeira ou segunda coordenadas iguais. Com isso

em mente, considere o conjunto

S = {((a, 1), (c, 3)), ((a, 3), (b, 2)), ((b, 1), (b, 1)),

((b, 2), (a, 3)), ((c, 3), (a, 1)), ((c, 2), (c, 2))}.

Temos que S é um conjunto independente em G uma vez que como nenhuma das

primeiras e nem das segundas coordenadas são iguais para quaisquer dois vértices, a

única forma de dois vértices serem adjacentes é se os vértices de G1 correspondentes

à primeira coordenada fossem adjacentes em G1 e os vértices de G2 correspondentes

à segunda coordenada também fossem adjacentes em G2, o que não ocorre. Além

disso, também é possível veri�car que S é um CIM em G.

Considere agora, a aresta e = (((a, 1), (a, 3)), ((a, 3), (a, 1))). Observe que e é

uma aresta de G\S. Além disso, o vértice ((a, 1), (a, 3)) só possui um vizinho em S,

a saber o vértice ((a, 1), (c, 3)) que não é adjacente a ((a, 3), (a, 1)), o que implica em

G não satisfazer a condição triangular. Logo, G não é equiestável e nem de partição

geral.
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4.4 Produto lexicográ�co

O produto lexicográ�co é uma construção em que temos uma caracterização dos

grafos de partição geral porém não uma completa dos grafos equiestáveis. Nessa

seção são apresentados resultados relacionados à construção e decomposição gerada

pelo produto lexicográ�co com respeito a grafos de partição geral, grafos equiestáveis

e grafos triangulares.

De�nição 4.4. O produto lexicográ�co de dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2)

consiste no grafo G = Lex(G1, G2) com conjunto de vértices V = V1×V2 e conjunto
de arestas E = {(u, x)(v, y) : (u, x), (v, y) ∈ V, u = v e xy ∈ E2, ou uv ∈ E1}.

Figura 4.5: Representação de Lex(G1, G2).

Uma característica do produto lexicográ�co é que cada subconjunto de vértices

Mu = {(u, x) | x ∈ V2} onde u ∈ V1 forma um módulo em G, em particular, todo

Mu induz um grafo isomorfo ao grafo G2 em G. Além disso, G1 também pode ser

obtido de G através da contração de cada um desses módulos. Uma outra observação

importante é queG pode ser obtido substituindo cada vértice deG1 por uma cópia de

G2, ou seja, podemos obter G fazendo G(u→ G2) para cada u ∈ V1. Os resultados
dessa seção se apresentam como uma consequência direta dessas observações.

Corolário 4.7 (DeTemple, McAvaney e Robertson [7]). G = Lex(G1, G2) é gpg se,

e somente se, G1 e G2 são grafos de partição geral.

Demonstração. Como os grafos de partição geral são fechados pela operação de

contração e indução de módulos, temos, pelo Teorema 3.1, que se G é gpg, então G1

e G2 também o são.

Além disso, como os grafos de partição geral são fechados pela operação de

substituição, Teorema 3.7, e podemos obter G fazendo G(u→ G2) para cada u ∈ V1,
concluímos que se G1 e G2 são grafos de partição geral, então G é gpg.
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Corolário 4.8 (Miklavi�c e Milani�c [17]). Sejam G,G1 e G2 grafos tais que G =

Lex(G1, G2). Então:

1. Se G é equiestável, então G1 e G2 são equiestáveis.

2. Se G1 e G2 são equiestáveis e G2 possui um vértice isolado, então G é equies-

tável.

Demonstração. Aplicação direta dos Teoremas 3.3 e 3.9.

Corolário 4.9 (Miklavi�c e Milani�c [17]). G = Lex(G1, G2) satisfaz a condição

triangular se, e somente se, G1 e G2 também satisfazem a condição triangular.

Demonstração. Aplicação direta dos Teoremas 3.2 e 3.8.

Vimos neste capítulo, algumas caracterizações de grafos equiestáveis e de parti-

ção geral que possuem decomposição por produto tensorial, cartesiano, forte e/ou

lexicográ�co. A Tabela 4.1 apresenta de forma resumida tais resultados. Podemos

observar que tanto os grafos equiestáveis quanto os de partição geral estão carac-

terizados com relação aos produtos tensorial e cartesiano. Já no caso do produto

lexicográ�co, vimos que tanto os grafos de partição geral quanto os grafos trian-

gulares possuem uma caracterização, estando em aberto uma caracterização para

os grafos equiestáveis. Essa última, intimamente relacionada com o problema de

substituição em grafos equiestáveis, uma questão também em aberto. Por último, o

produto que nenhuma das classes estudadas possuem uma caracterização, o produto

forte, se apresenta como um desa�o interessante pela di�culdade de se descrever os

CIM's do produto forte de dois grafos.

Produto partição geral equiestáveis

tensorial Teorema 4.3 Teorema 4.3
cartesiano Teorema 4.5 Teorema 4.5

forte G1 ×G2 gpg ⇒ em aberto
G1, G2 gpg: Teorema 4.6

lexicográ�co Corolário 4.7 G1 ×G2 eq. ⇒ G1, G2 eq.: Corolário 4.8
G1 ∪K1, G2 eq. ⇒

(G1 ∪K1)×G2 eq.: Corolário 4.8

Tabela 4.1: Caracterização dos grafos de partição geral e equiestáveis com relação à
algumas operações de produtos.
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Capítulo 5

Interseção com algumas classes de

grafos

Tentando entender melhor os grafos equiestáveis e sua relação com os grafos de

partição geral, a interseção tanto da classe dos grafos de partição geral quanto da

classe dos grafos equiestáveis com outras classes foram sendo exploradas ao longo dos

anos. Neste capítulo são cobertas as interseções dessas classes com as classes dos

grafos cordais, dos grafos distância-hereditários, dos grafos simpliciais, dos grafos

linha, dos grafos muito bem cobertos e dos grafos planares. Veremos que para todas

essas classes, a condição triangular é su�ciente para o grafo ser de partição geral.

Também cobertas na literatura, temos que a condição triangular é su�ciente para

um grafo ser de partição geral nas classes dos grafos série paralelos [12] e grafos

EPT [1].

5.1 Grafos cordais

Descobrir a interseção da classe dos grafos equiestáveis com os grafos cordais era

algo que se buscava desde 1994 quando Mahadev, Peled e Sun [15] apresentaram

uma caracterização da interseção da classe dos grafos equiestáveis tanto com a classe

dos grafos split quanto com a classe dos grafos bloco, ambas subclasses dos grafos

cordais.

Em 1997, uma resposta para tal questão foi publicada por Anbeek, DeTemple,

McAvaney e Robertson [2]. Porém, como na época não se conhecia o relacionamento

entre a classe dos grafos equiestáveis e as classes de grafos triangulares e de partição

geral, apresentadas no Capítulo 2, não se sabia que o resultado apresentado por

Anbeek et al. era uma resposta para tal questão. Em 2004, usando apenas o

que se conhecia sobre os grafos equiestáveis e os grafos cordais, Peled e Rotics [25]

forneceram uma segunda prova caracterizando os grafos cordais equiestáveis. A
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seguir, apresentamos tanto a de�nição de um grafo cordal quanto o teorema de

Anbeek et al..

De�nição 5.1. Um grafo é cordal se todos os seus ciclos de 4 ou mais vértices

possuem uma corda.

Teorema 5.1 (Anbeek, DeTemple, McAvaney e Robertson [2]). Para um grafo

cordal G, as seguintes condições são equivalentes:

1. G é triangular;

2. G é de partição geral;

3. Toda aresta de G está numa clique simplicial.

Demonstração. (3) ⇒ (2) ⇒ (1)

Como toda clique simplicial é uma clique forte, temos que se a condição (3) é

satisfeita então toda aresta de G está numa clique forte e portanto G é de partição

geral. Além disso, vimos no Capítulo 2 que a classe dos grafos de partição geral são

uma subclasse dos grafos triangulares, ou seja, (2) implica em (1).

(1) ⇒ (3)

Vamos supor que existe um grafo triangular e cordal G = (V,E) que possui pelo

menos uma aresta que não está em nenhuma clique simplicial.

Para uma aresta uv qualquer de G, considere os seguintes conjuntos:

Cuv = o conjunto de cliques maximais de G que contém os vértices u e v.

Tuv = a união dos vértices presentes nas cliques de Cuv.

Buv = o conjunto das cliques maximais de G que contém vértices tanto em Tuv

quanto no seu complemento.

FC = o conjunto dos vértices de Tuv que estão na clique C, para C ∈ Buv.
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Considere uv uma aresta de G que não está em nenhuma clique simplicial tal

que Cuv é minimal. Primeiramente vamos mostrar que para todo x ∈ Tuv temos que

x está em uma clique de Buv.
Vamos supor que existe x ∈ Tuv tal que x não está em nenhuma clique de Buv.

Se x fosse um vértice simplicial, então a aresta uv estaria em um clique forte. Logo,

x não é simplicial e portanto temos que x está em pelo menos duas cliques distintas

C1, C2 ∈ Cuv. Vamos considerar y ∈ C1\C2. Como x não está em nenhuma clique de

Buv temos também que x não possui nenhum vizinho fora de Tuv e assim, podemos

concluir que todos os vértices de qualquer clique C que contém a aresta xy estão em

Tuv e que C contém {u, v}. O que implica em Cxy ⊆ Cuv. Além disso, como xy não

está em G[C2] temos que Cxy ⊂ Cuv. Dessa forma temos que xy é uma aresta que

não está em nenhuma clique simplicial e que Cxy está propriamente contido em Cuv,
o que contradiz o fato de Cuv ser minimal. Portanto, temos que para todo x ∈ Tuv,
x está em uma clique de Buv.

Considere então, C1, . . . , Ck, cliques de Buv de forma que FC1 ∪ · · · ∪ FCk
= Tuv

e cada FCi
, 1 ≤ i ≤ k, é maximal com respeito a todos os FC , C ∈ Buv. Vamos

mostrar que existe xi ∈ Ci \ Tuv, 1 ≤ i ≤ k, de maneira que {x1, . . . , xk} é um

conjunto independente. Para isso, considere Ci, Cj, i 6= j.

Seja x ∈ Ci \ Tuv e y ∈ Cj \ Tuv. Vamos mostrar que existe z ∈ FCj
\ FCi

de

forma que x não é adjacente a z. Vamos supor que z não existe. Então todos os

vértices de FCj
são adjacentes a x e existe em FCj

um vértice z′ que não é adjacente

a um vértice t′ de FCi
, pois caso contrártio teríamos que x, t′ e FCj

estariam em

uma clique de Buv que contém propriamente FCj
. Como x ∈ Tuv, temos que x não é

adjacente a pelo menos um dentre u e v, digamos v. Dessa forma, temos que vt′xz′

forma um C4 sem cordas em G, uma contradição. Logo, existe z ∈ FCj
\ FCi

de

forma que x não é adjacente a z.

De maneira análoga, temos que existe t ∈ FCi
\FCj

que não é adjacente a y. Se x

é adjacente a y temos que tz 6∈ E pois caso contrário xtzy seria um C4 sem cordas.

Do C5 xtuzy concluímos que u é adjacente tanto a x quanto a y enquanto v não é

adjacente a nenhum dois dois. Porém, isso implica que xtvzy é um C5 sem cordas
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em G, uma contradição. Logo, x não é adjacente a y.

Portanto, o conjunto {x1, · · · , xk}, onde xi ∈ Ci \ Tuv, 1 ≤ i ≤ k, é um conjunto

independente em G. E ao estender tal conjunto para um CIM S temos que S não

possui os extremos da aresta uv e nenhum vértice de N(u) ∩ N(v), o que implica

em G não ser triangular, uma contradição.

Em relação a caracterização dos grafos cordais equiestáveis apresentada por Peled

e Rotics [25], eles a �zeram mostrando que as seguintes a�rmações são equivalentes

para um grafo cordal G:

1. G satisfaz a condição triangular;

2. ∀ P4 induzido pelos vértices a, b, c, d

∃ t tal que N [t] ⊆ N [b] ∩N [c] (t 6= a, b, c, d);

3. ∀ P4 induzido pelos vértices a, b, c, d

∃ t ∈ N(b) ∩N(c) tal que t é simplicial;

4. Dois vértices não simpliciais adjacentes possuem um vizinho simplicial em

comum.

Como determinar todos os vértices simpliciais de um grafo cordal pode ser feito

em tempo linear, temos que determinar se dois vértices não simpliciais adjacentes

possuem um vizinho simplicial em comum pode ser feito em tempo polinomial. Em

particular, guardar os vértices simpliciais adjacentes a cada vértice e procurar nas

arestas com ambos os extremos não-simpliciais se seus extremos possuem algum

vértice simplicial em comum, pode ser feito em tempo O(mn). Dessa forma, o

reconhecimento tanto dos grafos equiestáveis quanto de partição geral que são cordais

pode ser feito em tempo O(mn).
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5.2 Grafos distância-hereditários

Com um artigo inteiramente dedicado a esse assunto, a interseção da classe dos

grafos equiestáveis com a classe dos grafos distância-hereditários, foi determinada

por Korach, Peled e Rotics [13] que mostraram que a condição triangular além de ser

necessária também era su�ciente para um grafo distância-hereditário ser equiestável.

Outros resultados sobre esse tema também incluem o reconhecimento em tempo

polinomial dos grafos equiestáveis restritos à classe dos grafos distância-hereditários.

De�nição 5.2. Um grafo é distância-hereditário se, para qualquer subgrafo conexo

de G, as distâncias entre os vértices são preservadas.

A seguir, citamos uma caracterização dos grafos distância-hereditários, dada

por Bandelt e Mulder [3], que será utilizada na prova da su�ciência da condição

triangular para a caracterização de um grafo que é tanto distância-hereditário quanto

equiestável.

Teorema 5.2 (Bandelt e Mulder [3]). Um grafo G é distância-hereditário se, e

somente se, G pode ser construído a partir do K1 por uma sucessão de operações de

adição de vértice folha ou vértice gêmeo.

Teorema 5.3 (Korach, Peled e Rotics [13]). Se G é distância-hereditário e trian-

gular, então G é gpg.

Demonstração. Por indução em n. O grafo trivial é distância-hereditário, triangular

e gpg. Seja G um grafo distância-hereditário e triangular com n > 1 vértices. Pela

hipótese de indução, todo grafo distância-hereditário e triangular com menos de n

vértices é grafo de partição geral.

Como G é distância-hereditário, temos que G possui um vértice v que possui um

vértice gêmeo ou folha. No caso em que v possui um vértice gêmeo u, considere G−u.
Sabemos que G−u é distância-hereditário (Teorema 5.3), triangular (Corolário 3.13)

e, pela hipótese de indução, gpg. Como adicionar um vértice gêmeo a um gpg produz

um novo gpg (Corolário 3.12), temos que G é gpg.

Vamos supor então que v possui um vértice folha f . Novamente, temos que

G−f é distância-hereditário, triangular e, pela hipótese de indução, gpg. Queremos

mostrar então que G é gpg. Para tal, observe que {v, f} é uma clique forte e,

considere C uma cobertura por cliques fortes de G−f . Vamos mostrar que ∀ C ∈ C,
C continua sendo clique forte em G.

Seja C ∈ C e S um CIM em G. Vamos supor que v 6∈ C. Se f 6∈ S, então S é

um CIM de G− f e portanto, S possui interseção não vazia com C. Já no caso em

que f ∈ S, considere S ′ = S \ {f}. Sabemos que ou S ′ ou S ′ ∪ {v} é um CIM de
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G − f e como v 6∈ C, temos que em ambos os casos S ′ possui interseção não vazia

com C, implicando que o mesmo ocorre com S.

Portanto, vamos considerar agora o caso em que v ∈ C e mostrar, por contradi-

ção, que C é uma clique forte em G. Supondo que C não é uma clique forte em G,

temos que existe S um CIM em G que possui interseção vazia com C. Como v ∈ C
e C ∩S = ∅, concluímos que f ∈ S. Vamos olhar então para S ′ = S \ {f}. Sabemos

que S ′ é um conjunto independente em G− f que possui interseção vazia com C, o

que implica em S ′ não ser um CIM em G− f . A única maneira de estender S ′ para

um CIM em G− f é adicionando v a S ′, portanto S ′ ∪ {v} é um CIM em G− f .
Pelo fato de G ser conexo, possuir mais de um vértice e f não ser gêmeo de

v, temos que existe u ∈ C, u 6= v. Além disso, como S é um CIM em G e possui

interseção vazia com C, temos que todos os vértices de C \ {v} possuem um vizinho

em S. Dessa forma, considere s um vértice de S adjacente a u. Observe que

G[{s, u, v, f}] ' P4. Além disso, S é uma testemunha de que o P4 suvf é ruim

pois nenhum outro vértice de S, exceto por f , é adjacente a v, o que implica em

S ∩ (N(u) ∩N(v)) = ∅.

Corolário 5.4. Para um grafo distância-hereditário G, as seguintes a�rmações são

equivalentes:

1. G é triangular;

2. G é equiestável;

3. G é fortemente equiestável;

4. G é de partição geral.

Em relação ao seu reconhecimento, Korach et al. [13] exibem um algoritmo que re-

conhece um grafo distância-hereditário equiestável em tempo O(n3m), basicamente

o algoritmo funciona da seguinte maneira: em cada operação de adição de vértice

folha f feita durante a criação de um grafo distância-hereditário G, o algoritmo

testa todos os P4's possuindo um extremo em f no grafo formado até o momento e

veri�ca se houve a formação de um P4 ruim ou não . Havendo a formação de um P4

ruim, esse P4 é marcado como ruim no grafo G e podemos concluir que o grafo não

é triangular e portanto, não é equiestável e nem de partição geral.

5.3 Grafos simpliciais

Nesta seção apresentamos uma caracterização dos grafos simpliciais equiestá-

veis/de partição geral feita por Levit e Milani�c [14]. No mesmo artigo, além da

caracterização dessa classe de grafos, Levit e Milani�c também exibem três famílias

in�nitas de grafos que pertencem à classe dos grafos aresta simpliciais.
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De�nição 5.3. Um grafo é simplicial se todo vértice está contido em uma clique

simplicial, e aresta simplicial se toda aresta está em uma clique simplicial.

Como consequência da de�nição temos que todo grafo aresta simplicial é gpg.

Teorema 5.5 (Levit e Milani�c [14]). Todo grafo simplicial triangular é aresta sim-

plicial.

Demonstração. Vamos supor que G é um grafo simplicial triangular que não é aresta

simplicial, ou seja, G possui uma aresta uv onde nenhum vértice de N(u) ∩N(v) é

simplicial. Por G ser simplicial, temos que u é vizinho de um vértice simplicial u′

e v é adjacente a um vértice simplicial v′. Como nenhum vértice de N(u) ∩N(v) é

simplicial, temos que u′ 6= v′ e além disso, os vértices {u′, u, v, v′} induzem um P4

em G.

Considere então S um CIM de G contendo u′ e v′. Como G é triangular, temos

que existe um vértice s1 ∈ N(u) ∩ N(v) em S. Como s1 não é simplical, temos

que s1 é adjacente a um vértice simplicial t′1. Além disso, como t′1 é simplicial,

temos que o único vértice de S adjacente a t′1 é s1 e portanto, S \ {s1} ∪ {t′1} é

um conjunto independente em G. Considere então, S ′ um CIM de G contendo

{u′, v′, t′1}. Aplicando o mesmo argumento repetidas vezes, é possível criar uma

sequência in�nita de vértices si's distintos, uma contradição.

Corolário 5.6. Para um grafo simplicial G, as seguintes condições são equivalentes:

1. G é equiestável;

2. G é triangular;

3. G é aresta simplicial;

4. G é de partição geral;

5. G é fortemente equiestável.

O reconhecimento de um grafo simplicial pode ser feito em tempo O(mn) [5]

através de um algoritmo que produz uma lista dos vértices simpliciais e suas cliques

maximais correspondentes. Como, a partir dos vértices simplicias, veri�car se cada

aresta está em uma clique simplicial pode ser feito em tempo O(mn), temos que o

reconhecimento de um grafo equiestável/de partição geral simplicial pode ser feito

em tempo O(mn).
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5.4 Grafos linha

Uma caracterização bastante recente, Levit e Milani�c [14] mostraram que todo

grafo linha triangular é um grafo de partição geral. No mesmo trabalho, eles tam-

bém forneceram um algoritmo polinomial para o reconhecimento dos grafos linha

equiestáveis/de partição geral e exibiram três famílias in�nitas de grafos linhas equi-

estáveis/de partição geral duas das quais são: {L(K2n) : n ≥ 1} e {L(Kn,n) : n ≥ 1}.
Relembrando, um grafo G é linha se existe um grafo H de forma que G é o grafo

de interseção das arestas de H. Nesse caso, H é dito grafo raiz de G e dizemos que

G = L(H).

Teorema 5.7 (Levit e Milani�c [14]). Toda aresta de um grafo linha triangular está

contida em uma clique forte.

Demonstração. Seja G = L(H) um grafo linha triangular onde G = (VG, EG) e

H = (VH , EH). Vamos supor que existe e1e2 ∈ EG tal que {e1, e2} não está contido

em nenhuma clique forte. Pela construção de G temos que existem os vértices x, y, z

em VH de forma que e1 = xy e e2 = yz.

Considere agora C uma clique maximal de G contendo todos os vértices de G

que correspondem a uma aresta em H com um dos extremos em y. Como a aresta

e1e2 está nessa clique, temos que C não é uma clique forte. Logo, existe e3 ∈ VG de

forma que e3 corresponde à aresta xz em G. Como C é maximal, temos que existe

e4 ∈ C de forma que e4 não é adjacente a e3. O que, traduzindo para H, implica em

existir um vértice u de forma que u é adjacente a y, e4 = uy, mas não a x e nem z.

Seja S um CIM em G tal que a interseção com C seja vazia. Como G é triangular

e e2 = yz e e4 = uy estão em C, temos que existe um vértice es em S que é vizinho

tanto de e2 = yz quanto de e4 = uy. Logo es corresponde em H a uma aresta com

um dos extremos em y o que implica em es ∈ C, uma contradição.

Corolário 5.8. Para um grafo linha G, as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. G é triangular;

2. Toda aresta de G está contida em uma clique forte;

3. G é de partição geral;

4. G é equiestável;

5. G é fortemente equiestável.

Buscando um algoritmo de reconhecimento para a classe dos grafos linha equies-

táveis, Levit e Milani�c [14] derivaram outras condições equivalentes às apresentadas

no Corolário 5.8, obtendo o seguinte: Toda aresta de G = L(H) está contida em
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uma clique forte se, e somente se, para todo vértice v de H que não possui em

sua vizinhança fechada uma folha, o grafo induzido pelas arestas que não possuem

v como um extremo porém tendo como extremo algum vizinho de v, não possui

nenhum emparelhamento M de forma que a vizinhança de v esteja coberta pelo

emparelhamento e tamanho de M seja maior que 1.

O algoritmo proposto para o reconhecimento dos grafos linha triangulares testa

essa condição para todos os vértices que não possuem em sua vizinhança fechada

uma folha. Por �m, Levit e Milani�c [14] mostraram que tal procedimento pode

ser feito em tempo O(n2 log n
√
nα(n, 2n) log n) onde α(., .) é a função inversa de

Ackermann.

5.5 Grafos muito bem cobertos

Nesta seção, vemos uma caracterização dos grafos equiestáveis/de partição geral

apresentada por Levit e Milani�c [14] na qual mostraram que para um grafo muito

bem coberto, a condição triangular é su�ciente para o grafo ser de partição geral.

De�nição 5.4. Um grafo é bem coberto se todos os seus CIMs possuem mesma

cardinalidade.

De�nição 5.5. Um grafo é muito bem coberto se todos os seus CIMs possuem

exatamente metade dos vértices do grafo.

Como todo grafo bem coberto, uma superclasse de muito bem coberto, pode

ser transformado em um grafo muito bem coberto, através da adição de vértices

isolados, quando nos referirmos à grafos muito bem cobertos, estamos nos referindo

à grafos sem vértices isolados.

De�nição 5.6. Um emparelhamentoM satisfaz a propriedade P se para toda aresta

uv ∈M , N(u)∩N(v) = ∅, e N(u)\{v} é adjacente a todos os vértices de N(v)\{u}.

Teorema 5.9 (Favaron [9]). Para todo grafo G, as seguintes condições são equiva-

lentes:

1. G é muito bem coberto;

2. Existe um emparelhamento perfeito em G que satisfaz a propriedade P ;

3. Existe pelo menos um emparelhamento perfeito em G, e todo emparelhamento

perfeito em G satisfaz a propriedade P .

Observe que todo vértice de um grafo muito bem coberto está em uma clique

forte uma vez que, pelo teorema anterior, todo grafo muito bem coberto possui um

emparelhamento perfeito que satisfaz a a propriedade P e, devido à essa propriedade,

os extremos de cada aresta do emparelhamento perfeito formam uma clique forte.
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Teorema 5.10 (Levit e Milani�c [14]). Todo grafo conexo triangular muito bem

coberto é tal que todas as suas arestas estão em um emparelhamento perfeito.

Demonstração. Seja G = (V,E) um grafo conexo triangular muito bem coberto.

Vamos supor que existe uma aresta uv que não está em nenhum emparelhamento

perfeito do grafo. Considere M um emparelhamento perfeito do grafo, u′ o vértice

emparelhado com u emM e v′ o vértice emparelhado com v emM . Sabemos que os

vértices {u′, u, v, v′} induzem um P4 em G pois u′v′ 6∈ E, uma vez que caso contrário

uv estaria em um emparelhamento perfeito em G, e, pelo Teorema 5.9, M satisfaz

a propriedade P , o que implica nos dois extremos de uma aresta emparelhada não

possuírem um vizinho em comum.

Considere então S um CIM em G contendo u′ e v′. Como G é triangular existe

s ∈ S de forma que s é adjacente a ambos u e v. Seja t′ o vértice emparelhado com

s em M . Novamente, pela propriedade P , temos que t′ não é adjacente nem a u e

nem a v. Além disso, se u′t′ ∈ E então, também por P , teríamos que uv ∈ E, uma

contradição. De forma análoga, temos que v′t′ 6∈ E. Logo, {u′, v′, t′} é um conjunto

independente.

Seja S ′ um CIM em G contendo {u′, v′, t′} , utilizando o argumento anterior

sempre é possível concluir a existência de um novo vértice na vizinhança em comum

de u e v implicando que N(u)∩N(v) possui tamanho in�nito, uma contradição.

Corolário 5.11. Para um grafo muito bem coberto G, as seguintes condições são

equivalentes:

1. G é equiestável;

2. G é triangular;

3. Toda aresta de G está contida em um emparelhamento perfeito;

4. G é sem K3 e sem P4;

5. Todo componente conexo de G é um grafo bipartido completo;

6. Toda aresta de G forma uma clique forte;

7. G é de partição geral;

8. G é fortemente equiestável.

Como veri�car se todo componente conexo de G é um grafo bipartido completo

pode ser feito em tempo O(m + n) usando uma busca em largura, temos que o

reconhecimento dos grafos muito bem cobertos equiestáveis pode ser feito em tempo

O(m+ n).
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Com relação aos grafos bem cobertos, caracterizar os grafos que também são

equiestáveis/de partição geral continua um problema em aberto, porém para res-

ponder tal questão uma abordagem diferente é necessária uma vez que temos que

nesse caso, a condição triangular não é su�ciente para garantir que o grafo é de par-

tição geral. Repare que o grafo ilustrado na Figura 5.1, apresentado no Capítulo 2,

satisfaz a condição triangular e é bem coberto porém não é um grafo de partição

geral.

Figura 5.1: Grafo bem coberto triangular que não é de partição geral.

5.6 Grafos planares

Nesta seção, caracterizamos os grafos planares que são equiestáveis/de partição

geral, generalizando o resultado de Mahadev et al. [15] sobre os grafos outerplanares.

Para tal, mostramos que a condição triangular é su�ciente para que um grafo planar

seja de partição geral, uma questão até então em aberto proposta por Anbeek et

al. [2].

De�nição 5.7. Um grafo é planar se ele possui uma representação no plano em que

não há cruzamento de arestas.

Teorema 5.12 (Kuratowski [4]). Um grafo G é planar se, e somente se, G não

possui subdivisão do K5 ou do K3,3.

Teorema 5.13. Se G é planar e triangular, então G é gpg.

Demonstração. Vamos supor, por contradição, que existe em G uma aresta xy que

não está em nenhuma clique forte, ou seja, toda clique maximal que contém x, y não

é forte.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que xy é um aresta que está na

face externa. Seja N(x) ∩ N(y) = {v1, . . . , vt}, onde t = |N(x) ∩ N(y)|. Considere
uma representação planar de G de maneira que para cada j, os vértices {v1, . . . , vj−1}
estão contidos no interior da região do plano de�nida pelo ciclo xyvj.

71



Uma observação muito importante é que devido à representação planar que es-

tamos considerando, a vizinhança de vj se encontra distribuída no interior da região

fechada compreendida pelo ciclo xvj−1yvj e no interior da região fechada compreen-

dida pelo ciclo xvjyvj+1, para 1 < j < |N(x)∩N(y)|. Isso ocorre uma vez que vj está

no interior da região delimitada pelo ciclo xvj−1yvj+1. No caso j = |N(x) ∩N(y)|,
a vizinhança de vj está distribuída no interior da região fechada compreendida pelo

ciclo xvj−1yvj e no exterior da região fechada compreendida pelo ciclo xv1yvj. Já no

caso j = 1, a vizinhança de vj se encontra distribuída no interior da região fechada

compreendida pelo ciclo xv1y e no interior da região fechada compreendida pelo ciclo

xv1yv2.

Vamos denotar por C1, C2, . . . , Ck as cliques maximais que contém x e y. No

caso em que Ci possui tamanho 3, temos que Ci = {x, y, vj}. Já quando Ci possui

tamanho 4, sabemos que Ci = {x, y, vj, vj+1}.

Figura 5.2: Notação para a clique Ci.

Como Ci não é clique forte temos que existe S ∈ SG tal que Ci ∩ S = ∅. Além
disso, como G é triangular, temos que existe em S um vértice adjacente a ambos os

extremos da aresta xvj e yvj. Vamos chamá-los de ai e bi, respectivamente. Repare

que no caso em que Ci = {x, y, vj}, ai 6= bi uma vez que Ci é maximal. Já quando

Ci = {x, y, vj, vj+1}, ai e bi podem ser iguais. No caso em que Ci tem tamanho

4, também temos que existe em S um vértice mi adjacente a ambos os extremos

da aresta vjvj+1. Por último, vamos chamar vai , um vértice que é vizinho de vj
e ai e, é diferente de x ou qualquer vl, 1 ≤ l ≤ |N(x) ∩ N(y)|. Analogamente

vbi será um vértice que é adjacente a vj e bi e é diferente de y ou qualquer vl,

1 ≤ l ≤ |N(x) ∩N(y)|.
Desejamos mostrar que existe um conjunto independente S formado apenas por

elementos a's, b's, va's, vb's e m's onde para cada vj, 1 ≤ j ≤ |N(x) ∩N(y)|, temos

que existe algum ai, bi, vai , vbi ou mi ∈ S que é adjacente a vj e além disso, para

algum par r, s, 1 ≤ r, s ≤ k, ar, bs ∈ S.
Se tal conjunto existir, podemos estendê-lo para um CIM S ′ em G e obter um

conjunto independente maximal que possui interseção vazia com todas as cliques

maximais que contém x e y. Logo, nenhum vértice de S ′ é adjacente a ambos os

extremos da aresta xy e portanto G não é triangular, uma contradição.
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Figura 5.3: Notação para alguns vértices relacionados à Ci.

Vamos demonstrar que S existe por indução em k, o número de cliques maximais

que possuem ao mesmo tempo x e y. Para tal, vamos mostrar que para todo i,

1 ≤ i ≤ k, existe Si formado apenas por elementos a's, b's, va's, vb's e m's onde para

cada vj ∈ ∪il=1{v|v ∈ {v1, . . . , v|N(x)∩N(y)|}∩Cl}, temos que existe algum ai, bi, vai , vbi
ou mi ∈ S que é adjacente a vj e além disso, para algum par r, s, 1 ≤ r, s ≤ i,

ar, bs ∈ S.
Sabemos que C1 possui tamanho 3 ou 4. No primeiro caso, construimos S1

como {a1, b1} e no segundo como {a1} ∪ {b1} ∪ {m1}. Lembrando que quando

C1 = {x, y, v1, v2}, a1 ou b1 podem ser iguais a m1 porém, a1 não pode ser igual a b1
uma vez que, por construção, não existe nenhuma outra clique maximal contendo

x, y no interior do ciclo x, y, v2.

Vamos supor que existe Si para 1 ≤ i < k. Queremos mostrar que a partir de Si

conseguimos obter Si+1. Para isso, vamos dividir em dois casos: Ci+1\{x, y}∩Ci 6= ∅
e Ci+1 \ {x, y} ∩ Ci = ∅.

Caso 1: Ci+1 \ {x, y} ∩ Ci = ∅
Se Ci+1 = {x, y, vj, vj+1}, construímos Si+1 adicionando mi+1 à Si. Como todos

os vértices de S estão no interior do ciclo x, y, vj, temos que nenhum vértice de Si é

adjacente a mi+1 e, portanto, Si+1 é um conjunto independente.

Já quando |Ci+1| = 3 e |Ci| = 4, basta adicionar ai+1 e bi+1 à Si para formarmos

Si+1.

Portanto, vamos assumir que |Ci+1| = 3 e |Ci| = 3, ou seja, Ci = {x, y, vj} e
Ci+1 = {x, y, vj+1}.

Vamos denotar por S ′i o conjunto dos vértice de Si que estão no interior da região

compreendida pelo ciclo xyvjvj+1.

Se existir algum vértice em Si adjacente a vj no interior da região compreendida

pelo ciclo xyvj, sabemos que Si \ S ′i ∪ {ai+1, bi+1} é um conjunto independente com

as propriedades que queríamos para Si+1. Portanto, vamos assumir que todo vértice

de Si que é vizinho de vj está no interior da região formada pelo ciclo xvjyvj+1.

Além disso, se pelo menos um dentre ai+1, bi+1, digamos ai+1, se encontrar no
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Figura 5.4: S ′i consiste nos vértices de Si que estão na região cinza.

exterior da região determinada pelo ciclo xyvj+1 então sabemos que Si ∪ {ai+1} é
um conjunto independente uma vez que, pela nossa representação planar, todos os

vértices de Si se encontram no interior da região compreendida pelo ciclo xv1yvj+1.

Logo, também podemos assumir que ai+1 e bi+1 estão no interior da região formada

pelo ciclo xvjyvj+1.

Se ai, bi /∈ Si temos, pela hipótese de indução, que vai ou vbi estão em Si. Porém,

devido à construção de Si, temos que nunca ocorre o caso em que vai e/ou vbi está

em Si e no interior da região formada pelo ciclo xyvj+1. É importante observar que

isso não signi�ca que podemos retirar todos os va's e vb's de Si. Como podemos ver

no exemplo abaixo, é necessário o uso de va3 ou vb3 para construir S3.

Figura 5.5: Exemplo em que é necessário o uso de va3 ou vb3. Os vértices em cinza
formam um exemplo de conjunto S2.

Portanto, vamos assumir spg que ai ∈ Si. Caso ai+1 = ai, temos que Si+1 = Si

uma vez que Si já cobre vj+1. Logo, podemos assumir também que ai 6= ai+1.

Já quando bi+1 = bi, sabemos que bi está no interior da região formada pelo ciclo

xvjyvj+1 e construímos Si+1 como Si \ S ′i ∪ {ai, bi}.
Então, até o momento, temos que ai 6= ai+1 e bi 6= bi+1. Para prosseguirmos

vamos dividir em dois subcasos:

a. bi está no interior da região determinada pelo ciclo xvjyvj+1;
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b. bi está no exterior da região formada pelo ciclo xvjyvj+1.

Caso 1.a: bi está no interior da região fechada determinada pelo ciclo xvjyvj+1

Figura 5.6: Representação do caso 2a.

Podemos supor spg que ai, bi ∈ Si. Nesse caso sabemos que não podem existir

as arestas aibi+1 e ai+1bi simultaneamente uma vez que teríamos uma subdivisão do

K3,3 formada pelos vértices {ai, bi, vj+1, ai+1, bi+1, vj, x, y}. Dessa forma, temos que

pelo menos um dentre Si \ {bi} ∪ {bi+1} e Si \ {ai} ∪ {ai+1} é um conjunto com as

propriedades que desejamos para Si+1.

Caso 1.b: bi está no exterior da região fechada formada pelo ciclo xvjyvj+1

Se pelo menos um dentre ai+1 e bi+1 não for vizinho de ai, obtemos Si+1 adicio-

nando a Si o vértice que não é adjacente a ai. Portanto vamos supor que ambos são

adjacentes a ai.

Figura 5.7: Representação do caso 2b quando ai é adjacente a ai+1 e bi+1.

Considere então o conjunto {y, ai} e estenda-o para um CIM S. Sabemos que

ai+1 e vj+1 não estão em S uma vez que ai+1 é adjacente a ai e vj+1 é adjacente a y.

Como o grafo é triangular existe algum vértice vai+1
em S que é adjacente a ambos

os extremos da aresta ai+1vj+1 e que não é adjacente a ai e nem a y. Além disso,
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como vai+1
é vizinho de ai+1 que está no interior da região determinada pelo ciclo

xvjyvj+1, temos que vai+1
está no interior da mesma região. Portanto, nesse caso,

construímos Si+1 como Si ∪ {vai+1
}.

Caso 2: Ci+1 \ {x, y} ∩ Ci 6= ∅
Se Ci+1 \ {x, y} ∩ Ci = {vj} então Ci e Ci+1 são cliques de tamanho 4 uma vez

que elas são maximais. Dessa forma, podemos concluir que todos os vértices de Si

estão na região interior ao ciclo x, y, vj. O que implica em nenhum vértice de Si ser

adjacente a mi+1. Portanto, basta adicionar mi+1 à Si para obtermos Si+1.

Corolário 5.14. Para um grafo planar G, temos que as seguintes condições são

equivalentes:

1. G é triangular;

2. G é equiestável;

3. G é fortemente equiestável;

4. G é de partição geral.

Com relação ao reconhecimento dos grafos planares, Kloks et al. [11] apresentam

um algoritmo que veri�ca, em tempo polinomial, se um grafo planar satisfaz a

condição triangular. Dessa forma, temos que o reconhecimento dos grafos planares

equiestáveis/de partição geral pode ser feito em tempo polinomial.

Em resumo, todas as classes de grafos apresentadas nesse capítulo são tais que

a condição triangular é su�ciente para que cada uma dessas classes esteja contida

na classe dos grafos de partição geral, implicando na conjectura de Orlin ser vá-

lida quando restrita a essas classes. Além disso, para as classes cobertas - cordais,

simpliciais, linha, muito bem cobertos e planares - temos que existem algoritmos po-

linomias para o reconhecimento da interseção dessas classes com a classe dos grafos

equiestáveis/de partição geral.
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Capítulo 6

Comentários �nais e trabalhos

futuros

Neste trabalho reunimos os principais resultados estruturais sobre grafos equies-

táveis e de partição geral, fornecemos provas alternativas para resultados conhecidos

e apresentamos resultados novos.

Com relação às provas alternativas, em alguns casos, lemas foram desenvolvidos

visando uma prova mais simples do que a original (Lemas 3.22 e 4.2), em outros

casos foi possível simpli�car a prova inteira ou apenas parte dela devido a um ou

mais resultados da literatura posterior, como por exemplo nos Teoremas 2.11 e 5.3,

respectivamente. Além disso, também foi possível simpli�car outras demonstra-

ções através dos resultados desenvolvidos neste trabalho, como explicaremos mais a

frente.

Como resultados novos, mostramos que tanto a classe dos grafos de partição geral

quanto a classe dos grafos triangulares são fechadas para as operações de indução e

contração de módulo (Teoremas 3.1 e 3.2) e de substituição (Teoremas 3.7 e 3.8). Em

particular, diversos resultados da literatura se tornaram corolários desses teoremas

(Corolários 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 4.7 e 4.9).

Também provamos que ao remover um vértice de vizinhança não minimal de

um grafo triangular, o grafo continua satisfazendo a condição triangular (Proposi-

ção 3.18).

Com relação à decomposição split, demonstramos que os fatores de uma decom-

posição split tanto de um grafo de partição geral quanto de um grafo equiestável

permanecem na mesma classe do grafo ao qual foi aplicada a decomposição (Teore-

mas 3.19 e 3.20, respectivamente) e que a recíproca não é verdadeira.

Mostramos que a construção por clique forte sugerida para grafos equiestáveis,

também pode ser usada para grafos de partição geral (Teorema 3.21).

Por �m, generalizamos o resultado de Mahadev et al. [15] além de responder a

uma questão em aberto proposta por Anbeek et al. [2], ao mostrar que a condição
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triangular é su�ciente para um grafo planar ser um grafo de partição geral, impli-

cando assim que ela é tanto necessária quanto su�ciente para um grafo planar ser

equiestável/fortemente equiestável e de partição geral (Teorema 5.13).

Por ser um tema de estudo que ganhou um maior impulso nos últimos anos,

diversas questões vêm sendo propostas com relação às classes dos grafos equiestá-

veis e de partição geral. Além disso, algumas das questões propostas nos artigos

iniciais permaneceram em aberto. Dentre os problemas encontrados na literatura,

ressaltamos o de descobrir se a classe dos grafos equiestáveis é fechada ou não pela

operação de substituição e o de veri�car a Conjectura 2.3, que diz que todos os

grafos equiestáveis são grafos fortemente equiestáveis.

Continuando o estudo no tema dessa dissertação, sugerimos como trabalhos fu-

turos:

• Veri�car se algum contraexemplo da Conjectura 2.13 pode ser usado para

mostrar que os grafos equiestáveis não são fechados pela operação de substi-

tuição ou adição de gêmeo verdadeiro (Talvez uma resposta negativa possa ser

encontrada apesar disto não ser intuitivo.);

• Elaborar algoritmos de reconhecimento para as classes dos grafos de partição

geral e equiestáveis;

• Estudar a interseção da classe dos grafos equiestáveis/de partição geral com

a dos grafos sem K1,3, uma superclasse dos grafos linha (Esse problema foi

sugerido por Levit e Milani�c [14] e suspeitamos ser uma direção promissora.);

• Investigar as questões propostas no recente trabalho de Milani�c et al. [20].
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