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GRAFOS

Aline Cristina Azevedo e Silva
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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

UMA ABORDAGEM DE TEORIA DOS JOGOS PARA COLORAÇÃO DE

GRAFOS

Aline Cristina Azevedo e Silva

Fevereiro/2015

Orientadores: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo

Luerbio Faria

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Nesta dissertação usamos a Teoria dos Jogos como uma ferramenta para colorir

propriamente os vértices de um grafo G = (V,E) qualquer, onde o algoritmo tem

por base a pesquisa local. Neste jogo, denotado por Γ(G), o conjunto de jogadores

é o conjunto de vértices V , o conjunto de cores é o conjunto de estratégias posśıveis

para todos os vértices e a recompensa para cada vértice é o número de vértices que

possui a sua cor. Começamos o jogo com uma coloração própria de vértices arbitrária

(por exemplo, a coloração própria trivial onde para cada vértice é atribúıda uma

cor diferente), faz-se uma mudança local, permitindo que cada vértice (um por

vez) mude para outra classe de cor com maior cardinalidade, até que não seja mais

posśıvel uma mudança local. Quando não é mais posśıvel fazer esta mudança, temos

que o algoritmo atingiu um equiĺıbrio de Nash puro.

Neste trabalho, analisamos limites superiores conhecidos na literatura para o

número cromático χ(G) e verificamos se são também limites superiores para Γ(G).

Também estudamos o quão pior (Medida da Anarquia do Jogo) pode ser o número

de cores retornado por Γ(G) comparado ao número cromático para as classes Bipar-

tido, Caminhos e Ciclo. Estabelecemos duas conjecturas para o preço da anarquia

das Árvores e da famı́lia de Mycielski. Consideramos três problemas de decisão:

coloração do jogo, maior classe do jogo e anarquia bipartida asso-

ciados ao jogo da coloração. Provamos que os problemas coloração do jogo,

mesmo se k = 3, e maior classe do jogo, mesmo se G é cúbico, são NP-completos

e conjecturamos que o problema anarquia bipartida é NP-completo.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

A GAME THEORY APPROACH TO GRAPH COLORING

Aline Cristina Azevedo e Silva

February/2015

Advisors: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo

Luerbio Faria

Department: Systems Engineering and Computer Science

In this dissertation we use Game Theory as a tool to properly color the vertices

of a graph G = (V,E), where the algorithm is based on local search. In this game,

denoted by Γ(G) the set of players is the set of vertices V , the color set is the set

of possible strategies for all vertices and the reward for each vertex is the number

of vertices that have its color. We begin with an arbitrary proper vertex coloring

(for example, the trivial proper coloring in which for each vertex a different color is

assigned), a local change is made, allowing each vertex (one at time) to switch to

another color class with higher cardinality, until a local change is no longer possible.

When none can make any change, a pure Nash equilibrium is reached.

We explore known upper bounds in the literature for the chromatic number χ(G)

and check if they are also upper bounds for Γ(G). We also study how worse can

be the number of colors returned by Γ(G) compared (The Anarchy Price) to the

chromatic number for the classes Bipartite, Paths and Cycles. We have established

two conjectures for the price of anarchy of Trees and Mycielski family. We consider

three decision problems: game coloring, biggest class in the game and

bipartite anarchy associated with game coloring. We have proved that the

game coloring, even if k = 3, and biggest class in the game, even if G is

cubic, are NP-complete. We conjecture that the bipartite anarchy problem is

NP-complete.
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2.2 Grafo G = (V,E) com χ(G) = 3, onde Lô (b) é lexicograficamente
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Teoria dos Jogos é uma área da matemática aplicada que tem sido estudada e

utilizada em diversas áreas como economia, biologia, sociologia e muitas outras.

Esta teoria é capaz de modelar situações em que há conflitos e/ou cooperação entre

agentes que atuem guiados por interesse próprio, buscando sempre maximizar seus

benef́ıcios. Normalmente, nessas situações, dois ou mais agentes interagem entre si

de forma que a escolha de um, influencia na escolha do outro. Os resultados da

teoria dos jogos tanto podem ser aplicados a simples jogos de entretenimento como

a aspectos significativos da vida em sociedade.

Mas, o que é um jogo? A Teoria dos Jogos pode ser definida como a teoria

dos modelos matemáticos que estuda a escolha de decisões ótimas sob condições

de conflito. Os elementos básicos de um jogo são seu conjunto de jogadores J =

{J1, ..., Jn} e o conjunto de estratégias Si, ∀ Ji ∈ J (Ou seja, cada jogagor Ji possui

seu conjunto de estratégias Si). Quando cada jogador Ji escolhe sua estratégia s ∈
Si, temos então uma configuração s no espaço de todas as situações posśıveis, S =

{S1 × S2 × ...× Sn}. Cada jogador tem interesse ou preferências para uma situação

no jogo. Em termos matemáticos, em um jogo Γ(λ1, ..., λn) cada jogador tem uma

função utilidade (ou recompensa) que atribui um número real a cada situação do

jogo, i.e, λi : S −→ R. Para ilustrar, utilizaremos um dos jogos mais importantes

e clássicos da área de Teoria dos Jogos conhecido como Dilema dos Prisioneiros.

Para mais detalhes e exemplos de jogos, recomendamos ao leitor interessado que

veja [6, 11, 15, 19].

Exemplo 1.1 (Dilema dos Prisioneiros) Dois Prisioneiros, que chamaremos de

P1 e P2, estão sendo julgados por um crime onde a pena máxima é de 9 anos. Cada

prisioneiro tem as opções de confessar o crime ou permanecer em silêncio. Se ambos

confessarem, eles terão suas penas reduzidas por colaborarem e ficarão presos por

apenas 6 anos. Se apenas um prisioneiro confessar e o outro pemanecer em silêncio,

o prisioneiro que confessar será premiado com a liberdade e o outro terá de cumprir
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a pena máxima. Se ambos permanecerem em silêncio a pena será de 1 ano. Porém,

eles terão de escolher confessar ou silenciar sem saber a resposta do outro, pois serão

entrevistados separadamente.

Confessar

SilenciarConfessar

Silenciar

P1, P2

6, 6

9, 0

0,9

1, 1

Figura 1.1: Dilema dos Prisioneiros.

Nossos jogadores são os prisioneiros P1 e P2, J = {P1, P2}. Cada jogador

possui seu conjunto de estratégias S1 e S2 respectivamente, onde S1 = S2 =

{Confessar, Silenciar}. Adotando as breviaturas C para Confessar e S para Silen-

ciar, nosso espaço de situações posśıveis é S = {(C, C), (C,S), (S, C), (S,S)}, e, por

simetria, as recompensas para cada situação do jogo são iguais para os prisioneiros P1

e P2 ,i.e., λ1(C, C) = λ2(C, C) = 6, λ1(C,S) = λ2(S, C) = 0, λ1(S, C) = λ2(C,S) = 9

e λ1(S,S) = λ2(S,S) = 1. A Figura 1.1 resume o jogo.

Vamos analisar a escolha do prisioneiro P1 de acordo com as posśıveis escolhas

do prisioneiro P2. Se o prisioneiro P2 escolher Confessar, é prefeŕıvel ao prisioneiro

P1 escolher Confessar também, pois ficará 6 anos preso ao invés de receber a pena

máxima de 9 anos. Se o prisioneiro P2 escolher Silenciar, é prefeŕıvel ao prisioneiro P1

escolher Confessar, pois, ao invés de receber a pena de 1 ano, ficará livre. A mesma

análise pode ser feita pelo prisioneiro P2. Assim, é prefeŕıvel para um prisioneiro

escolher Confessar. Pois, com esta escolha cada prisioneiro fica preso no máximo 6

anos. Por outro lado, se ambos ficassem em silêncio, cada um ficaria preso apenas

1 ano na prisão. Porém, este não é um resultado estável, mesmo que os prisioneiros

combinem previamente, uma vez que no momento da escolha um prisioneiro tem

motivação de trair e ficar menos tempo preso.

Figura 1.2: Dilema dos Prisioneiros com preferências dado o conhecimento da escolha
do outro prisioneiro.

1.1 Definições e Notações

Esta seção é dedicada às definições e notações principais desta dissertação. Ao

longo do texto, apresentamos mais algumas definições, notações e conceitos que

são utilizados a partir de um determinado ponto da dissertação ou somente em
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um caṕıtulo ou seção. Para o leitor que deseja mais detalhes sobre as definições

relacionadas a teoria dos grafos, recomendamos a leitura de [2, 22] e sobre teoria

dos jogos [6, 11, 15, 19].

Denotamos por G = (V,E) um grafo simples não-direcionado: onde V é o

conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas de cardinalidades |V | = n e

|E| = m. Para um vértice v ∈ V denotamos N(v) = {u ∈ V : uv ∈ E} o

conjunto de seus vizinhos e deg(v) = |N(v)| o seu grau. Por favor acompanhe a

Figura 1.3 para o restante das definições do parágrafo. Sejam δ(G) = minv∈V deg(v)

o grau mı́nimo de G, ∆(G) = maxv∈V deg(v) o grau máximo de G e ∆2(G) =

maxu∈V maxv∈N(u):deg(v)≤deg(u) deg(v) é o grau máximo que um vértice v pode ter,

sujeito a condição que v é adjacente a pelo menos um vértice u de grau maior ou

igual a deg(v).

Figura 1.3: Grafo G = (V,E) onde, ∆(G) = 5 e ∆2(G) =
maxu∈V maxv∈N(u):deg(v)≤deg(u) deg(v) = 3.

Uma coloração de vértices de G é uma atribuição de k cores, 1,2,..., k, para

os vértices de G. Se dois vértices adjacentes não possuem a mesma cor, então

a coloração é dita própria. Denotamos uma coloração própria de vértices por k-

coloração. O número cromático χ(G) de G, é o menor número k para qual G é

k-coloŕıvel. Quando χ(G) = k, G é dito ser k-cromático.

Sejam G e H. H é dito subgrafo de G se: V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G).

Nós dizemos que um grafo G é k-cŕıtico quando χ(H) < χ(G) para todo subgrafo
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próprio H de G.

Seja A um subconjunto dos vértices de G, A ⊆ V (G). O subgrafo H de G

induzido por A é denotado por G[A] e definimos por: V (H) = V (G[A]) = A e

E(H) = E(G[A]) = {xy ∈ E(G)/x ∈ A e y ∈ A}. H é dito subgrafo induzido de G.

Um grafo G é dito completo quando todos os seus pares de vértices distintos são

adjacentes. O grafo completo de n vértices é frequentemente denotado por Kn.

Seja A um subconjunto de vértices de G. A é uma clique de G quando G[A] é

um grafo completo. Denotamos por ω(G) o tamanho da clique máxima de um grafo

G.

Um grafo G é dito Nulo quando todos os seus pares de vértices distintos não são

adjacentes. O grafo nulo de n vértices é frequentemente denotado por Nn.

Seja S um subconjunto de vértices de G. S é um conjunto independente de G

quando G[S] é um grafo nulo. Denotamos por α(G) o número de vértices em um

conjunto independente máximo de G.

A excentricidade ε(v) de um vértice v de G, denotado por ε(v), é o valor da

maior distância de v aos outros vértices de G, ε(v) = maxw∈V (G) {d(v, w)}.
O centro c(G) de um grafo G é conjunto c(G) = {v ∈ V (G)|min ε(v)} dos vétices

de G que tem a menor excentricidade.

Um grafo ciclo é um grafo que consiste de um único ciclo. O grafo ciclo com n

vértices é chamado Cn.

Um grafo aćıclico é um grafo que não possui ćıclos.

Uma árvore é um grafo aćıclico e conexo.

Um grafo Caminho é um grafo que consiste em um único caminho. O grafo

caminho de n vértices é frequentemente denotado por Pn, n ≥ 1.

Um grafo G = (V,E) é um grafo Bipartido se o seu conjunto de vértices puder

ser particionado em dois conjuntos independentes V1 e V2, onde V1 ∪ V2 = V e

V1 ∩ V2 = ∅. Dizemos que (V1, V2) é uma bipartição de V .

Um grafo Bipartido Completo é um grafo bipartido tal que cada vértice de V1 é

adjacente a todo vértice de V2.

Definimos um hipergrafo como um par ordenado (V,A), no qual A ⊆ (2V \∅),
onde 2V é o conjunto das partes de V . O conjunto V é chamado de conjunto de

vértices e o conjunto A é o conjunto de hiperarestas. Ou seja, um hipergrafo é um

conjunto de vértices associado com um conjunto de hiperarestas, sendo que cada

hiperaresta é um subconjunto não vazio do conjunto de vértices.

Famı́lia de Mycielski, Mycielski em 1955 [13] achou uma construção que produz,

a partir de um grafo G livre de triângulos k-cromático, um hipergrafo G livre de

triângulos k + 1-cromático. Dado G = (V,E), onde V = {v1, ..., vn}, adicionamos

um conjunto de vértices U = {u1, ..., un} e mais um vértice w. Começando com

G′[V ] = G, adicionamos arestas para fazer ui adjacente a toda vizinhança de vi,
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N(vi) e fazemos N(w) = U . Note que U é um conjunto independente em G′. A

construção de Mycielski começa com um completo G = Kω, ω ≥ 2. Para o K2, uma

iteração da construção de Mycielski produz o C5, 3-cromático. A segunda iteração

produz o grafo de Grötzsch [7], 4-cromático (Figura 1.4).

Figura 1.4: Exemplo da construção de Mycielski, (a) K2; (b) C5; (c) Grafo de
Grötzsch.

Em um jogo, quando cada jogador faz a cada momento a escolha de apenas

uma estratégia, cada uma dessas estratégias é chamada de estratégia pura e estes

jogos são chamados de jogos com estratégias puras. Quando os jogadores atingem

um resultado onde cada jogador não possui interesse em mudar de estratégia uni-

lateralmente, dizemos que o vetor de estratégias que representa tal resultado é um

equiĺıbrio de Nash puro. Por exemplo, no Dilema dos Prisioneiros o resultado onde

ambos confessam o crime é um equiĺıbrio de Nash puro, pois estando neste resul-

tado nenhum dos prisioneiros diminui seus anos de cadeia ao mudarem suas escolhas

individualmente (ou unilateralmente). Formalmente temos:

A função social é a recompensa corrente λi(s) do jogador Ji usando a estratégia si.

Representamos por λi(sk, s−i) a recompensa resultante após a mudança do Jogador

Ji da estratégia si para a estratégia sk.

Definição 1.2 Um vetor de estratégias s ∈ S é dito um equiĺıbrio de Nash puro,

ENP, se, ∀ Ji ∈ J , λi(sk, s−i) ≤ λi(s), ∀ sk ∈ Si.

Uma vez definida a função social do jogo, λi : S → R, precisamos saber como os

resultados em equiĺıbrio se comparam com os melhores resultados do jogo, definido

por esta função social. Dada uma função social, um resultado do jogo é chamado

de resultado ótimo social se a função aplicada ao resultado nos dá o maior benef́ıcio

(ou menor custo) dentre todos os posśıveis resultados do jogo. Um resultado ótimo

social pode inclusive não estar em equiĺıbrio.
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Por exemplo, se considerarmos a função social do Dilema dos Prisioneiros 1.1,

como o tempo que os prisioneiros ficam presos, o resultado ótimo social é aquele

onde ambos os prisioneiros ficam presos 1 ano. Já o resultado em equiĺıbrio é aquele

onde ambos os prisioneiros ficam presos 6 anos, que é 6 vezes maior que a solução

ótima social.

Baseado neste tipo de comparação, definimos a seguir o preço da anarquia como,

PoA, a maior razão entre o valor de um resultado em equiĺıbrio e o valor de um resul-

tado ótimo social . Esse conceito foi introduzido por Koutsoupias e Papadimitriou

no artigo Worst-case Equilibria [10].

Definição 1.3 Um jogo é dito ser um Jogo Potencial se o incentivo de todos os

jogadores a mudar a sua estratégia pode ser expresso usando uma única função

global chamada função potencial.

A função potencial é uma ferramenta útil para analisar propriedades de equiĺıbrio

de jogos, uma vez que os incentivos de todos os jogadores são mapeados em uma

única função, e o conjunto de equiĺıbrios de Nash puros podem ser encontrados

através da localização dos ótimos locais da função potencial. O conceito foi proposto

em 1973 por Robert W. Rosenthal [17] e depois por D. Monderer e L.S Shapley em

1996 [12].

Definição 1.4 Seja Γ(λ1, λ2, ..., λn) um jogo. Uma função Φ : S → R é um Poten-

cial para o jogo Γ, se ∀ i ∈ J e ∀s−i ∈ S−i, onde S−i = S1× ...×Si−1×Si+1× ...×Sn,

temos:

λi(s−i, y)− λi(s−i, z) > 0 sse Φ(s−i, y)− Φ(s−i, z) > 0,∀y, z ∈ Si

Exemplo 1.5 No Dilema dos prisioneiros (Figura 1.1) a função potencial pode ser

definida como:

Φ(s) =


λi(s1)+λi(s2)

3
, se s1 6= s2,

2 · λi(s1) + 2 · λi(s2), se s1 = s2 = S,

λi(s1)− λi(s2), se s1 = s2 = C.

ficando assim:
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Confessar

SilenciarConfessar

Silenciar

φ

λi(s1)+λi(s2)
3 = 0+9

3

2λi(s1) + 2λi(s2) = 2.1 + 2.1
λi(s1)+λi(s2)

3 = 9+0
3

λi(s1)− λi(s2) = 6− 6

Figura 1.5: Tabela da Função Potencial com o cálculo.

e portanto:

Confessar

SilenciarConfessar

Silenciar

Φ

0

3

3

4

Figura 1.6: Tabela da Função Potencial com o resultado do cálculo.

Agora vamos comparar a tabela da Figura 1.6, Função Potencial, com a tabela de

configurações e recompensas da Figura 1.1. Note que o potencial 0 indica o equiĺıbrio

de Nash puro para a configuração (Confessar, Confessar) com recompensa (6, 6).

Nós utilizaremos a função potencial no Caṕıtulo 2 na prova do Teorema 2.7,

quando é feita a análise de complexidade.

1.2 Organização e Principais Resultados

O primeiro assunto estudado durante o nosso mestrado foi o trabalho proposto por

Fernandes, Ferreira, Miyazawa e Wakabayashi [4], onde é considerado um problema

de bin packing “jogo-teórico”. Neste artigo é investigado a versão 2D, onde o objetivo

é empacotar quadrados de área menor que 1 em bins (quadrados unitários) de forma

que usemos o menor número de bins para isso. Cada jogador controla apenas 1

quadrado a ser empacotado. O jogo começa com apenas 1 quadrado em cada bin.

Para permanecer no bin os quadrados pagam uma taxa (um custo) que é a área do

quadrado à ser empacotado dividido pela área total ocupada no bin (contando com

a área do quadrado que planeja entrar no bin), e portanto cada quadrado deseja

minimizar essa taxa. A teoria dos jogos é usada como uma ferramenta para essa

minimização. Foram identificados todos os problemas em aberto apresentados no

artigo e sugeridos alguns por nós mesmos, porém nenhum resultado foi acrescentado

por nós.
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O segundo trabalho que estudamos, assunto desta dissertação, é um jogo pro-

posto em 2008 por Kontogiannis, Panagopolou e Spirakis [16] para a coloração de

vértices de um grafo qualquer, que tem por base a pesquisa local. A coloração como

um jogo será tratada no Caṕıtulo 2. Neste jogo, o conjunto de jogadores é o con-

junto de vértices V de G, o conjunto de cores X é o conjunto de estratégias posśıveis

para cada vértice de G e a recompensa para cada vértice é o número de vértices

que possui a sua classe de cor. Começamos o jogo com uma coloração própria de

vértices arbitrária (onde para cada vértice é atribúıda uma cor diferente), faz-se uma

mudança local, permitindo que cada vértice (um por vez) mude para outra classe

de cor com maior cardinalidade, até que não seja mais posśıvel uma mudança local.

Neste ponto obtemos o equiĺıbrio de Nash puro para o jogo da coloração. Ainda

neste caṕıtulo mostraremos que todo grafo tem um jogo que produz a coloração

ótima χ(G), e mostraremos limites superiores para a coloração produzida pelo jogo

Γ(G). No Caṕıtulo 3 mostramos que nem todo os limites superiores conhecidos na

literatura para o número cromático χ(G) são também limites superiores para a co-

loração produzida pelo jogo Γ(G). No Caṕıtulo 4, estabelecemos limites superiores

para o preço da anarquia para a classe dos grafos bipartidos, ciclos e caminhos; e

conjecturamos limites superiores para o preço da anarquia para a classe das árvores

e da famı́lia de Mycielski. No Caṕıtulo 5 nós consideramos 3 problemas associados

ao jogo da coloração: coloração de jogo, maior classe do jogo e anar-

quia bipartida, nos quais 2 deles provamos que são NP-completos, coloração

do jogo, mesmo se k = 3, e maior classe do jogo, mesmo se G é cúbico.

Conjecturamos que o problema anarquia bipartida é NP-completo.
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Caṕıtulo 2

Jogo da Coloração

Dado um grafo simples não direcionado G = (V,E), definimos Γ(G) o jogo da

coloração de G, como: Os vértices de G sendo os jogadores, o conjunto de cores

X = {1, ..., n} sendo o conjunto de estratégias para cada jogador e a configuração ou

o perfil de estratégias sendo a sequência c = (xv)v∈V ∈ Xn, onde xv é a cor escolhida

pelo vértice v. Para uma configuração c ∈ Xn e uma cor x ∈ X, denotamos por nx(c)

o número de vértices que são coloridos por x em c, i.e. nx(c) = |{v ∈ V : xv = x}|.
A recompensa que o vértice v ∈ V recebe na configuração c ∈ Xn é

λv(c) =

{
0, se ∃u ∈ N(v) : xu = xv,

nxv(c), caso contrário.

Um equiĺıbrio de Nash puro para Γ(G) é a configuração c ∈
Xn tal que nenhum vértice pode aumentar a sua recompensa

desviando unilateralmente.

Definição 2.1 Uma configuração c ∈ Xn de Γ(G) é um equiĺıbrio de Nash puro se,

∀ v ∈ V , λv(x, x−v) ≤ λv(c), ∀ x ∈ X.

Exemplo 2.2 Considere o grafo G = (V,E) (Figura 2.1).

O conjunto de jogadores é V = {a, b, d, e, f} e o conjunto de cores é X =

{1, ..., 5}. O jogo começa com uma coloração própria arbitrária (por exemplo, a

coloração própria trivial, c0, onde para cada vértice é atribúıda uma cor diferente).

Faz-se uma mudança local, permitindo que cada vértice (um por vez) mude para

outra classe de cor de forma que a sua classe de cor cresça, até que não seja mais

posśıvel uma mudança local.

Assim, neste grafo temos inicialmente λvi(c0) = λvj(c0) = 1, ∀ vi, vj ∈ V , onde

c0 é a configuração inicial do jogo. Vamos assumir que a ordem alfabética é a

sequência de vezes de jogar dos vértices de G. O vértice a quer aumentar sua

recompensa e como todas as classes de cor possuem a mesma cardinalidade, qualquer
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Figura 2.1: Exemplo de Jogo Γ(G) com 3 configurações até o equiĺıbrio de Nash c2.

cor de um vértice não adjacente que for escolhida aumentará a sua recompensa,

por exemplo a cor 3 do vértice d, ficando o vértice a com λa(c1) = λd(c1) = 2 e

λb(c1) = λe(c1) = λf (c1) = 1, onde c1 é a configuração do jogo após a mudança

do vértice a. Seja b o próximo jogador. Ele gostaria de jogar na cor 3, pois é a

de maior cardinalidade, porém os vértices a e d são seus vizinhos e sua recompensa

seria λb(c2) = 0, logo ele escolherá outra cor, por exemplo a cor 4 que é a cor do

vértice e, ficando o vértice b com λb(c2) = λe(c2) = λa(c2) = λd(c2) = 2 e λf (c2) = 1,

onde c2 é a configuração após a mudança do vértice b. Na vez dos vértices d, e e f

eles se mantêm com suas cores, pois não há mais incentivo para uma mudança. Em

qualquer mudança feita por eles a partir da configuração c2, a recompensa diminui

ficando igual a 0, ∀ v ∈ V . Logo atingimos o equiĺıbrio de Nash em c2.

Um vértice v ∈ V está insatisfeito na configuração c ∈ Xn se existe uma cor x 6=
xv, tal que λv(x, x−v) > λv(c); caso contrário, dizemos que v está satisfeito. Para um

vértice insatisfeito v ∈ V na configuração c, dizemos que v executa uma ação egóısta

se v desvia unilateralmente para alguma cor x 6= xv tal que λv(x, x−v) > λv(c).

O custo social CS(G, c) de uma configuração c ∈ Xn de Γ(G) é o número de

cores distintas em c, i.e., CS(G, c) = |{x ∈ X|nx(c) > 0}|. Dado um grafo G, o

Preço da Anarquia, PoAΓ(G), considera, sobre todo equiĺıbrio de Nash, o maior

custo social em relação ao número cromático:

PoAΓ(G) = max
c:c é um ENP

CS(G, c)

χ(G)

. Exemplo, na Figura 2.1 temos max
c:c é um ENP

CS(G, c) = 3 e χ(G) = 3, Logo

PoAΓ(G) = 3
3

= 1.
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2.1 Existência do Equiĺıbrio de Nash Puro

O primeiro resultado estabelece que todo jogo da coloração de grafos admite um

equiĺıbrio de Nash puro que o colore otimamente.

Teorema 2.3 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Dado um grafo G existe um jogo

da coloração de grafos Γ(G) que possui um equiĺıbrio de Nash puro c, tal que

SC(G, c) = χ(G).

Demonstração. Considere uma coloração ótima o ∈ Xn de G. Então sabemos

que o utiliza k = χ(G) cores. Seja o vetor Lo = (lo(1), lo(2), ..., lo(k)), um vetor

ordenado decrescentemente, lo(i) ≥ lo(j) se i ≤ j ,de acordo com a cardinalidade

das cores utilizadas em o, onde lo(j) é o número de vértices que receberam a cor

que ocupa a j-ésima posição em Lo. Seja ainda Lô, um vetor lexicograficamente

melhor dentre todas as colorações ótimas (ou seja, ∃i ∈ {1, 2, ..., k} tal que j ≤ i,

lo(i) ≤ lô(j) e lo(i+ 1) ≤ lô(i+ 1)), corresponde a coloração ô (Como no exemplo da

Figura 2.2).

Figura 2.2: Grafo G = (V,E) com χ(G) = 3, onde Lô (b) é lexicograficamente
melhor que Lo (a).

Queremos mostrar que ô é um equiĺıbrio de Nash puro. Como ô é uma coloração

própria, todos os vértices de G possuem recompensa λv(ô) ≥ 1, e ainda, Lô é
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lexicograficamente melhor. Agora, considere um vértice v com a cor ôv e i a posição

de ôv em Lô. Se v tivesse incentivo de escolher uma cor x 6= ôv, então nx(ô) > nôv(ô),

isso produziria coloração ótima ô′ lexicograficamente melhor que ô, contradição.

Portanto ô é um equiĺıbrio de Nash e SC(G, ô) = χ(G). �

Observação 2.4 Como vimos acima, todo vetor Lo correspondente a uma coloração

ótima que é lexicograficamente melhor dentre todas as colorações ótimas de um grafo

G, é um equiĺıbrio de Nash puro. Porém, nem toda coloração ótima de um grafo G

que está em equiĺıbrio produz um vetor Lo lexicograficamente melhor dentre todas as

colorações ótimas (Exemplo na Figura 2.3).

Figura 2.3: Exemplo de coloração ótima em equiĺıbrio o′ que não produz um vetor
lexicograficamente melhor.

Observação 2.5 Uma coloração que produz o vetor lexicograficamente melhor den-

tre todas as colorações posśıveis de um grafo G nem sempre é ótima (Figura 2.4).

Lema 2.6 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Todo equiĺıbrio de Nash puro c de

Γ(G) é uma coloração própria de G.

Demonstração. Suponha, por contradição, que c não é uma coloração própria.

Então, existe algum vértice v ∈ V que recebe λv(c) = 0. Como o jogo começa

com vértices com cores diferentes, temos que existe alguma cor x ∈ X tal que

xv 6= x, ∀v ∈ V . Consequentemente, temos λv(x, x−v) = 1 > 0 = λv(c). �
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Figura 2.4: Exemplo de um grafo G com χ(G) = 3 e uma coloração o” que produz
um vetor lexicograficamente melhor, dentre todas as colorações posśıveis, e não é
ótima.

Teorema 2.7 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Todo Jogo de coloração de grafo

Γ(G) possui pelo menos um equiĺıbrio de Nash puro e pode ser computado em O(n ·
α(G)) passos egóıstas, onde n é o número de vértices de G e α(G) o número de

vértices em um conjunto independente máximo de G.

Demonstração. Vamos definir uma função potencial Φ : S → R, onde S ⊆ Xn

é o conjunto de todas as configurações de coloração própria de G, como Φ(c) =
1
2

∑
x∈X

n2
x(c) para toda coloração própria de c. Fixando a coloração própria c. Assuma

que o vértice v ∈ V pode aumentar a sua recompensa mudando para a cor y 6= xv,

y ∈ X. Isso implica que ny(c) ≥ nxv(c). Se v de fato mudar para y, então resulta

em uma nova configuração c′ que também é própria. O aumento da recompensa de

v é

λ(c′)− λ(c) = ny(c
′)− nxv(c) = ny(c) + 1− nxv(c).

Além disso,

Φv(c
′)− Φv(c) =

1

2

∑
x∈X

n2
x(c
′)− 1

2

∑
x∈X

n2
x(c) =

1

2
(n2

y(c
′) + n2

xv(c′)− n2
y(c)− n2

xv(c))

=
1

2
((ny(c) + 1)2 + (nxv(c)− 1)2 − n2

y(c)− n2
xv(c))
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=
1

2
(n2

y(c) + 2ny(c) + 1 + n2
xv(c)− 2nxv(c) + 1− n2

y(c)− n2
xv(c))

=
1

2
(2ny(c) + 2− 2nxv(c)) = ny(c) + 1− nxv(c) = λ(c′)− λ(c).

Portanto, se qualquer v ∈ V faz um movimento egóısta, então o valor Φ aumentará

assim como a recompensa de v pelo menos 1. Então após qualquer passo egóısta o

valor de Φ aumenta no mı́nimo 1. Agora observe que, ∀c ∈ S e ∀x ∈ X,nx(c) ≤
α(G), portanto,

Φ(c) =
1

2

∑
x∈X

n2
x(c) ≤

∑
x∈X

(nx(c) · α(G))

=
1

2
α(G)

∑
x∈X

nx(c) =
n · α(G)

2
.

Além disso, o menor valor de Φ(c) = n/2 atingido por qualquer coloração própria

trivial. Portanto, se permitirmos que qualquer vértice faça movimentos egóıstas,

após no máximo n·α(G)−n
2

passos, não haverá mais vértices podendo aumentar sua

recompensa, assim um equiĺıbrio de Nash terá sido alcançado. �

Algoritmo

Entrada: Grafo G = (V,E), com V = {v1, ..., vn} e o conjunto de cores

X = {x1, ..., xn}.
Sáıda: Um equiĺıbrio de Nash puro c = (xv1 , ..., xvn) ∈ Xn de Γ(G).

Inicialização: Para i = 1..n. fazer xv = xi.

Repetir achar um vértice insatisfeito v ∈ V e uma cor x ∈ X tal que

λv(x, x−v) > λv(c); xv = x.

Até todos vértices estejam satisfeitos.

2.2 Limites na Coloração

Panagopoulou e Spirakis [16] descreveram seu jogo Γ(G) e mostraram 4 limites supe-

riores para o resultado do número de cores produzido pelo jogo os quais reproduzimos

nesta seção.

Em 2001, Ladislav Stacho [18] provou que χ(G) ≤ ∆2(G) + 1. No próximo

teorema os autores mostram que este limite superior é também um limite superior

para o resultado k do jogo.

Lema 2.8 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Em um equiĺıbrio de Nash puro c de

um jogo Γ(G), o número de cores utilizadas satisfaz k ≤ ∆2(G) + 1 e consequente-

mente k ≤ ∆(G) + 1.
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Demonstração. Considere um equiĺıbrio de Nash puro c de Γ(G). Seja k o

número de cores distintas usadas em c. Se k = 1, então G é totalmente desconexo,

i.e., ∆(G) = ∆2(G) = 0 e portanto k = ∆2(G) + 1. Assumindo que k ≥ 2.

Sejam xi e xj ∈ X cores usadas em c de tal forma que possuam o menor número de

vértices usando-as. Sem perda de generalidade, assuma que nxi(c) ≤ nxj(c) ≤ nx(c),

x /∈ {xi, xj} para toda cor utilizada em c. Seja v o vértice que possui a cor xi, xv = xi,

então seu λv(c) = nxi(c). Agora, considere uma cor qualquer x 6= xi utilizada em

c. Assuma que não existe aresta entre o vértice v e um vértice u ∈ V , e xu = x.

Então, como c é um equiĺıbrio de Nash, temos que nxi(c) ≥ nx(c) + 1, contradição.

Portanto, existe uma aresta entre o vértice v e pelo menos um vértice de cada cor,

consequentemente o grau do vértice v é pelo menos o número de cores usadas em c

menos 1, i.e., deg(v) ≥ k−1. Além disso, seja u um vértice de cor xu = xj adjacente

a v. Com o mesmo argumento de v, e sabendo que nxi(c) ≤ nxj(c) ≤ nx(c), seja u

adjacente a pelo menos um vértice de cor x, ∀x /∈ {xi, xj} usada em c e ainda u é

adjacente a v, portanto deg(u) ≥ k − 1. Agora,

∆2(G) = max
s∈V

max
t∈N(s);

deg(t)≤deg(s)

deg(t) ≥ max

 max
t∈N(v);

deg(t)≤deg(v)

deg(t), max
t∈N(u);

deg(t)≤deg(u)

deg(t)

 ≥

≥ min{deg(v), deg(u)} ≥ k − 1

e portanto, k ≤ ∆2(G) + 1. �

Lema 2.9 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Em um equiĺıbrio de Nash puro c de

um jogo Γ(G), todos os vértices que estão associados a uma classe de cor de cardi-

nalidade 1, formam uma clique.

Demonstração. Considere um equiĺıbrio de Nash puro c de um grafo G = (V,E).

Sejam u, v ∈ V e xu, xv as cores associadas a eles respectivamente de forma que

nxu(c) = nxv(c) = 1. Então, para ambos, a recompensa é 1. Suponha que não

existe aresta entre os vértices u e v, como c é um equiĺıbrio, temos que 1 = λv(c) ≥
λv(xu, x−v) = 2, uma contradição. Portanto, ∀ v, u ∈ V , onde nxu(c) = nxv(c) = 1

temos uma aresta entre eles, formando assim uma clique. �

Lema 2.10 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Em um equiĺıbrio de Nash puro c de

um jogo Γ(G), o número de cores utilizadas satisfaz k ≤ n+ω(G)
2

.

Demonstração. Considere um equiĺıbrio de Nash puro c de Γ(G). Assuma que t

vértices possuem recompensa igual a 1, t ≥ 0. Então, pelo Lema 2.9, esses t vértices

formam uma clique e consequentemente t ≤ ω(G). Sendo n = |V |, temos que os
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vértices restantes, n− t, são os vértices que possuem recompensa maior que 1, então

o número de cores em c é

k < t+
n− t

2
=
n+ t

2
≤ n+ ω(G)

2
.

�

Lema 2.11 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Em um equiĺıbrio de Nash puro c de

um jogo Γ(G), o número de cores utilizadas satisfaz k ≤ 1+
√

1+8m
2

.

Demonstração. Considere um equiĺıbrio de Nash puro c de Γ(G). Sem perda

de generalidade, assuma que as k cores utilizadas em c são x1, x2, ..., xk. Seja Vi,

1 ≤ i ≤ k, o subconjunto dos vértices de V tal que v ∈ Vi se xv = xi. Sem perdade

de generalidade, assuma ainda que |V1| ≤ |V2| ≤ ... ≤ |Vk|. Observe que, para cada

vértice vi ∈ Vi, existe aresta entre vi e algum vj ∈ Vj, ∀j > i. Senão, vi poderia

aumentar sua recompensa escolhendo a cor xj. O que implica que

m ≥
k−1∑
i=1

(k − i)|Vi|,

e desde que Vi ≥ 1, ∀i ∈ {1, ..., k}, e como todo vértice de Vi possui pelo menos uma

aresta em um vértice de Vj temos que,

m ≥
k−1∑
i=1

(k − i) =
(k − 1)k

2
.

Portanto,

k2 − k − 2m ≥ 0⇒ k ≤ 1 +
√

1 + 8m

2
.

�

Teorema 2.12 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Em um equiĺıbrio de Nash puro c

de um jogo Γ(G), o número de cores utilizadas satisfaz k ≤ n− α(G) + 1.

Demonstração. Considere um equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G). Seja

t a maior recompensa de um vértice em c sobre todos os vértices de V , i.e.,

t = max
x∈X

nx(c).

e sejam ainda V1, ..., Vt subconjuntos de V , onde v ∈ Vi se, e somente se, λv(c) = i,

e seja ki o número de cores que aparecem em Vi. Logo,

|Vi| = ki · i e k =
t∑

k=1

ki.
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Seja I o conjunto independente máximo de G. Os vértices em V1 formam uma clique

pelo Lema 2.9, portanto I contém no máximo um vértice em V1. Vamos dividir a

demonstração em dois casos:

Primeiro caso: Se ∃ i > 1 tal que ki = 1 e I contém todos os vértices em Vi,

então k ≤ n− α(G) + 1.

Seja x a única cor que apareça em Vi. I possui todos os vértices de Vi, então ele

não pode ter nenhum vértice em V1, ..., Vi−1 (Senão não estaria em equiĺıbrio) e além

disso cada vértice em Vi possui pelo menos um vizinho em cada cor que aparece em

Vi+1 ∪ ... ∪ Vt e portanto,

|I| = α(G) ≤ |Vi|+
t∑

j=i+1

|Vj| −
t∑

j=i+1

kj =

= i · ki +
t∑

j=i+1

j · kj︸ ︷︷ ︸−
t∑

j=i+1

kj︸ ︷︷ ︸
= (n−

i−1∑
j=1

j ·Kj)− (k −
i∑

j=1

kj).

Logo,

α(G) ≤ n−
i−1∑
j=1

|Vj| − k +
i∑

j=1

kj ⇒ k ≤ n− α(G) +
i−1∑
j=1

(kj − |Vj|) + ki

k ≤ n− α(G) +
i−1∑
j=1

kj(1− j) + ki ≤ n− α(G) + ki

k ≤ n− α(G) + 1.

Segundo caso: ∀ i > 1 com ki 6= 1, I não pode conter mais que |Vi|−ki vértices

entre os vértices Vi.

Para ki = 0 é verdade (e dáı |Vi| = 0). Agora, assuma que ki ≥ 2. Para todo

vértice vi ∈ Vi deve existir uma aresta entre vi e um vértice de cada um dos restantes

ki − 1 que aparece em Vi (caso contrário, vi poderia mudar sua cor e aumentar a

sua recompensa por 1, o que contradiz o equiĺıbrio). Fixando uma cor x das cores

ki que aparecem em Vi, se I contém todos os vértices de cor x, então ele não pode

conter qualquer vértice de qualquer cor diferente de x que aparece em Vi. Portanto,

I pode conter no máximo i ≤ (i − 1)ki = |Vi| − ki vértices entre os vértices em Vi.

Por outro lado, se I contém pelo menos i− 1 vértices de cada cor x que aparece em

Vi, então I contém novamente (i− 1)ki = |Vi| − ki vértices entre Vi.

Portanto I não pode ter mais que |Vi|−ki vértices entre os vértices de Vi,∀i > 1,
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além de um vértice de Vi. Logo,

|I| = α(G) ≤ 1 +
t∑
i=2

(|Vi| − ki) = 1 + n− |V1| − (k − |V1|) = n− k + 1.

Logo, em qualquer caso, k ≤ n− α(G) + 1. �

Teorema 2.13 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Para todo jogo de coloração de

grafo Γ(G) e qualquer equiĺıbrio de Nash puro c de Γ(G), CS(G, c) ≤
min {∆2(G) + 1, n+ω(G)

2
, 1+

√
1+8m
2

, n− α(G) + 1}.

Demonstração. Pelos Lemas 2.8, 2.10, 2.11 e Teorema 2.12, temos o desejado.

�

Corolário 2.14 (Panagopoulou-Spirakis [16]) Para qualquer grafo G, a co-

loração própria que é usada é no máximo k ≤ min {∆2(G) + 1, n+ω(G)
2

,
1+
√

1+8m
2

, n− α(G) + 1} cores que podem ser computadas em tempo polinomial.
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Caṕıtulo 3

Novos Limites e Comparações

A história deste caṕıtulo se desenvolveu pelo estudo do artigo de Panagopoulou e

Spirakis [16] onde estabeleceram limites superiores para o número de cores k do jogo

Γ(G), descritos no caṕıtulo 2. Pensamos então em analisar alguns limites superiores

já conhecidos na literatura para o número cromático χ(G) de grafos, e verificar se

esses limites são também limites para uma coloração obtida por um jogo Γ(G) após

ter atingido o equiĺıbrio de Nash puro, mas nossos resultados foram negativos e são

apresentados neste caṕıtulo.

Nós apresentaremos a seguir os resultados do livro Graph Theory de Douglas

West [22] associados aos resultados negativos de limites superiores para o número

cromático χ(G) e o resultado k do jogo Γ(G).

3.1 Limite 1: k ≤ 1 + maximin{di, i− 1}

É conhecido que o algoritmo guloso colore G com no máximo ∆(G) + 1 cores. É

fácil vermos que δ(G) ≤ max i min {di, i− 1} ≤ ∆(G), uma vez que δ(G) ≤ di ≤
∆(G) por definição (Seção 1.1). Logo, ∆(G) ≥ min {di, i− 1}, ∀i e dáı ∆(G) ≥
max i min {di, i− 1}.

Teorema 3.1 (Welsh-Powell [21]) Se um grafo G = (V,G) possui uma sequência

não crescente de graus, d1 ≥ ... ≥ dn, então χ(G) ≤ 1 + max i min {di, i− 1}.

Demonstração. Aplicando o algoritmo de coloração gulosa em ordem não cres-

cente de graus, temos que ao colorir o i-ésimo vértice, o vértice vi tem no máximo

min {di, i− 1} vizinhos anteriores, logo no máximo min di, i− 1 cores já foram usa-

das pelo algoritmo para colorir os vizinhos anteriores de vi. Portanto, a cor que

atribúımos a vi é no máximo 1 + min di, i− 1. Isto vale para cada vértice ao longo

do algoritmo guloso, portanto ao maximizar sobre i, obtemos o limite superior para

o número de cores utilizadas. �
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Teorema 3.2 Nem sempre um equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G) com k

cores, onde a sequência de graus d1 ≥ ... ≥ dn, o número de cores k utilizadas

satisfaz k ≤ 1 + max i min {di, i− 1}.

Demonstração. Considere o grafo G = (V,E) na Figura 3.1. O grafo está

colorido com 5 cores e está em equiĺıbrio, nenhum vértice possui incentivo de mudar

a sua estratégia, pois sua recompensa diminuiria, como pode ser exaustivamente

verificado.

Figura 3.1: Grafo G = (V,E) e equiĺıbrio de Nash com k = 5, indicações do
max i min {di, i− 1} e estabelecimento que 4 = max i min {di, i− 1} + 1 atingido
nos vértices a, b, f e g.

Ordenamos os vértices de acordo com o grau e diminúımos esta posição na ordem

de 1, de forma que colocamos ao lado de cada vértice, Figura 3.1, seu grau e sua

posição diminúıda de 1, i.e, (di, i− 1), como está na figura, (8, 0), (5, 1), (4, 2), (4, 3),

(3, 4), (3, 5), (3, 6), (2, 7), (1, 8), (1, 9), (1, 10), (1, 11). Fazendo o mı́nimo entre (di, i−
1) temos 0, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 1 e 1. Logo, max i min {di, i− 1} = 3 ficando 5 =

k > 1 + max i min {di, i− 1} = 4. �

Gostaŕıamos de relacionar max i min {di, i− 1} com ∆2(G), por ∆2(G)+1 ser um

dois limites para o jogo Γ(G). Porém, há casos em que ∆2(G) ≥ max i min {di, i− 1}
e casos em que ∆2(G) < max i min {di, i− 1}. Logo, nada podemos afirmar sobre

essa relação (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Temos [(di(u), i− 1),maxv∈N(u):d(v)≤d(u) deg(v)] (a) Temos ∆2(G) = 3 e
max i min {di, i− 1} = 2; (b) Temos ∆2(G) = 2 e max i min {di, i− 1} = 3.

3.2 Limite 2: k ≤ 1 + maxH⊆Gδ(H)

Lema 3.3 (West) Se H é um grafo k-cŕıtico, então δ(H) ≥ k − 1.

Demonstração. Suponha que v é um vértice de H. Como H é k-cŕıtico, H − v
é k − 1-coloŕıvel. Se degH(v) < k − 1, então todas as k − 1 cores usadas em H − v
não aparecem em N(v), e nós podemos atribuir 1 dessas cores, que não aparecem

em N(v), a v para extender essa coloração para H. Isso contradiz nossa hipótese.

Logo, todo vértice de H tem grau pelo menos k − 1. �

Teorema 3.4 (Szekeres-Wilf [20]) Se G é um grafo, então χ(G) ≤ 1 +

maxH⊆Gδ(H).

Demonstração. Seja k = χ(G), e seja H ′ um subgrafo k-cŕıtico de G. Pelo

Lema 3.3, temos que χ(G)− 1 ≤ δ(H ′) ≤ maxH⊆G δ(H). �

Teorema 3.5 Nem sempre um equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G), o número

de cores k utilizadas não satisfaz k ≤ 1 + maxH⊆Gδ(H).

Demonstração. Considere a Figura 3.3, o grafo G = (V,E) está colorido com

5 cores e está em equiĺıbrio, pois nenhum vértice possui incentivo de mudar, como

pode ser verificado.

Porém, como podemos ver na Figura 3.3, temos maxH⊆Gδ(H) = 3 e portanto

teŕıamos 5 = k ≤ 1 + maxH⊆Gδ(H) = 3 + 1. Logo, 1 + maxH⊆Gδ(H) não é limite

superior para a coloração do jogo. �

Observação 3.6 Podemos dizer que δ(G) ≤ maxH⊆Gδ(H) ≤ ∆(G).

Demonstração. Trivial. �
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Figura 3.3: Grafo G = (V,E), onde maxH⊆Gδ(H) = 3 e k = 5.

3.3 Limite 3: k ≤ 1 + l(D)

Teorema 3.7 (Gallai [5]) Se D é uma orientação de G sendo l(D) seu maior ca-

minho, então χ(G) ≤ 1+ l(D). Além disso, a igualdade vale para alguma orientação

de G.

Teorema 3.8 Nem todo equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G), se D é uma

orientação de G com caminho mais longo l(D), o número de cores k utilizadas não

satisfaz k ≤ 1 + l(D).

Demonstração. Um exemplo para isso apresentamos na Figura 3.4(b) abaixo.

Este grafo está colorido com 4 cores e está em equiĺıbrio, pois nenhum vértice possui

incentivo de mudar, como pode ser verificado, porém l(D) = 2.

Podemos dar uma orientação ao um grafo com coloração em equiĺıbrio de forma

que l(D) = k − 1, basta orientar as arestas de forma que vértices de menor re-

compensa apontem para os vértices de maior recompensa, ou vértices de maior

recompensa apontem para o de menor recompensa (Figura 3.4).

�
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Figura 3.4: (a) Grafo original; (b) l(D) = 2 e k = 4; (c) l(D) = k − 1 = 3.
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Caṕıtulo 4

O Preço da Anarquia em Classes

de Grafos

Como já vimos no Caṕıtulo 2, chamamos por CS(G,c), uma configuração c ∈ Xn de

Γ(G) é o número de cores distintas em c, ou seja, CS(G, c) = |{x ∈ X|nx(c) > 0}|.
Uma vez definida a função social do jogo, λi : Xn → R, precisamos saber como os

resultados em equiĺıbrio se comparam com os melhores resultados do jogo.

Definição 4.1 Dado um grafo G, a o Preço da Anarquia, PoA(G), é a relação do

pior custo social, sobre todo o equiĺıbrio de Nash, para o número cromático:

PoA(G) = max
c:c é um ENP

SC(G, c)

χ(G)
.

Proposição 4.2 (Panagopoulou-Spirakis [16]) O Preço da Anarquia de um

Jogo Γ(G) é

PoA ≤
min {∆2(G) + 1, n+ω(G)

2
, 1+

√
1+8m
2

, n− α(G) + 1}
χ(G)

.

Demonstração. Segue direto pela Definição 4.1, Corolário 2.14 e Teorema 2.13.

�

Durante nossos estudos descobrimos algumas propriedades de coloração em e-

quiĺıbrio.

Propriedade 4.1 Para todo equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G), a classe

de cor de maior cardinalidade em c é um conjunto independente maximal.

Demonstração. Seja c um equiĺıbrio de Nash puro de um jogo Γ(G). Suponha

que x = maxx∈X nx(c) não seja um conjunto independente maximal, então ∃v ∈ V
que não é adjacente a nenhum vértice com a cor x, logo λv(x, xv) > λ(c), o que é

um absurdo, pois c está em equiĺıbrio. Portanto temos o desejado. �
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Propriedade 4.2 Para todo equiĺıbrio de Nash puro c de um jogo Γ(G), a classe

de cor x′ é um conjunto independente maximal de G−V ′, onde v ∈ V ′ sse nxv(c) ≥
nx′(c) + 1.

Demonstração. Seja c um equiĺıbrio de Nash puro de um jogo Γ(G). Tomemos

x1 a cor de maior cardinalidade, x1 = maxx∈X nx(c) e xn a classe de cor de menor

cardinalidade, xn = minx∈X nx(c). Sejam x′ talque nxn(c) ≤ nx′(c) ≤ nx1(c) e

V ′ conjunto de vértices de V , onde v ∈ V ′ sse nxv(c) ≥ nx′(c) + 1. Supanha

contraditóriamente que a cor x′ não seja um conjunto independende maximal para

G− V ′. Então (Figura 4.1), existe um vértice u que não pertence a vizinhança dos

vértices de x′ em G−V ′ tal que λu(x
′, xu) > λ(c), o que contradiz a nossa hipótese.

Figura 4.1: Grafo G = (V,E) com as classes de cores, na configuração c, em ordem
crescente, com a preferência dos vértices em mudar de cor.

�

4.1 Bipartido

A primeira classe onde começamos a estudar o comportamento do jogo foi os grafos

Bipartidos, como o leitor poderá notar, a maioria das classes estudadas são tipos

particulares de grafo bipartido, por exemplo, Caminhos, Ciclos par e etc.

Teorema 4.3 Para grafos Bipartidos o PoA ≤ n
4

+ 1
2
.

Demonstração. Seja G = (U, V,E) um grafo Bipartido, onde todo v ∈ U possui

uma cópia v′ ∈ V , onde N(v) = V − v′ e N(v′) = U − v, com exceção dos vértice x

e x′, onde N(x) = V e N(x′) = U (Figura 4.2).
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Figura 4.2: Grafo Bipartido colorido com n
2

+ 1 cores.

Temos o pior caso de coloração em equiĺıbrio retornada pelo jogo Γ(G) em um

grafo Bipartido nesta estrutura. Pois, se acrescentarmos uma ou mais aresta nesta

estrutura, o número de cores diminuirá, pois as cópias, por exemplo v e v′ terão

a mesma cor e obrigatóriamente terão incentivo de mudar para as cores de x e x′

respectivamente (Figura 4.3).

Figura 4.3: Grafo Bipartido com mais 1 aresta.

Se tirarmos uma ou mais arestas desta estrutura, o número de cores diminuirá,

pois em relação aos vértices que eram adjacentes, um poderá atribuir a cor do outro.

(Figura 4.4).
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Figura 4.4: Grafo Bipartido com menos 1 aresta.

Logo, temos k = n
2

+ 1 o pior caso. E como é conhecido, χ(G) = 2 para grafos

Bipartidos. E portando

PoA ≤
n
2

+ 1

2
=
n

4
+

1

2
.

�

Propriedade 4.3 Seja k o número de cores em um jogo no grafo bipartido da

Figura 4.2, então ou k = 2 ou k = n
2

+ 1.

Demonstração. Nesse grafo temos apenas dois tamanhos de conjuntos indepen-

dentes maximais, 2 ou n/2, e portanto a cor de maior cardinalidade ou tem tamanho

2 ou tem tamanho n/2, pela Propriedade 4.1. Se a cor de maior cardinalidade é n/2,

então k = 2, pois cada bipartição terá uma cor. Se a cor de maior cardinalidade é 2,

então obrigatóriamente as demais cores estarão em conjuntos independentes maxi-

mais de tamanho 2 ou de tamanho 1. Nesse grafo bipartido temos n/2−1 conjuntos

independentes maximais de tamanho 2 que não fazem intercecção um com o outro

que podem ter cada um uma cor e mais 2 vértices em bipartições diferentes x e x′

que veem todos os demais conjuntos independentes maximais e se veem que terão

de ter cada um uma cor. Logo temos k = n/2− 1 + 2 = n/2 + 1 (Figura 4.2). �

4.2 Ciclos (Cn)

Teorema 4.4 Para todo Ciclo Par, C2n, o Preço da Anarquia é PoA ≤ 3
2
.
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Demonstração. Sejam G = (V,E) um ciclo par e c um equiĺıbrio de Nash puro re-

tornado por Γ(G). Seja ainda x a cor de maior tamanho em c, i.e, x = maxx∈X nx(c).

∀v ∈ V (G), faremos v ∈ Vx se λv(c) = nx(c), temos que Vx é um conjunto inde-

pendente maximal, Propriedade 4.1. Se Vx não for máximo, ao fazermos G − Vx

teremos um subgrafo desconexo onde pelo menos uma componente é uma clique

de tamanho 2 e as demais componentes unitárias, ou todas as componentes serão

cliques de tamanho 2 (Figura 4.5), ou seja, o jogo Γ(G) retornará em G−Vx, k′ = 2.

Portanto, com a cor x, temos que k = 3 para todo c de Γ(G),onde k é o número de

cores em c, é o pior caso. Portanto, como χ(G) = 2 temos,

PoA ≤ 3

2
.

Figura 4.5: C2n

�

Teorema 4.5 Para todo Ciclo Ímpar C2n+1 o jogo sempre retorna uma coloração

ótima. Ou seja, PoA = 1

Demonstração. Sejam G = (V,E) um ciclo ı́mpar e c um equiĺıbrio de Nash puro

retornado por Γ(G). Seja x a cor de maior tamanho em c, i.e, x = maxx∈X nx(c).

∀v ∈ V (G), faremos v ∈ Vx se λv(c) = nx(c), temos que Vx é um conjunto inde-

pendente maximal. Ao fazermos G− Vx, teremos um subgrafo desconexo onde pelo

menos uma componente é uma clique de tamanho 2 e as demais são componentes

unitárias, ou todas as componentes serão cliques de tamanho 2 (Figura 4.6), ou seja,

o jogo Γ retornará em G− Vx, k′ = 2. Portanto, com a cor x, temos que k = 3 para

todo c de Γ(G).
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Figura 4.6: C2n+1

�

4.3 Caminhos (Pn)

Teorema 4.6 Para todo Caminhos, Pn, o Preço da Anarquia é PoA ≤ 3
2
.

Demonstração. Sejam G = (V,E) um Caminho e c um equiĺıbrio de Nash puro

retornado por Γ(G). Seja x a cor de maior tamanho em c, i.e, x = maxx∈X nx(c).

∀v ∈ V (G), faremos v ∈ Vx se λv(c) = nx(c). Temos que Vx é um conjunto in-

dependente maximal de G. Ao fazermos G − Vx, teremos um subgrafo desconexo

onde temos pelo menos uma componente sendo uma clique de tamanho 2 e as de-

mais componentes unitárias, ou todas as componentes serão cliques de tamanho 2

(Figura 4.6), ou seja, o jogo Γ retornará em G− Vx, k′ = 2. Portanto, com a cor x,

temos que k = 3 para todo c de Γ(G), onde k é o número de cores em c..

Figura 4.7: Pn
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4.4 Completos (Kn)

Teorema 4.7 Para toda grafo Completo, Kn, o Preço da Anarquia é PoA ≤ 1.

Demonstração. Sejam G = (V,E) uma grafo Completo e c um equiĺıbrio de

Nash puro retornado por Γ(G). Seja x a cor de maior tamanho em c, i.e, x =

maxx∈X nx(c). Para grafos Completos, é conhecido que o conjunto independente

máximo tem tamanho 1, ou seja, nx(c) = 1, ∀x ∈ X. Portanto, o jogo sempre

retornará a coloração inicial k = n, onde k é o número de cores em c. (Figura 4.8)

Logo,

PoA =
n

n
= 1

�

Figura 4.8: Pn

4.5 Bipartido Completo (Km,n)

Teorema 4.8 Para todo Bipartido Completo, Km,n, Γ(G) sempre retorna a co-

loração ótima, ou seja, o Preço da Anarquia é PoA = 1.

Demonstração. Sejam G = (V, U,E) um grafo Bipartido Completo e c um

equiĺıbrio de Nash puro retornado por Γ(G). Seja x a cor de maior tamanho em

c, i.e, x = maxx∈X nx(c). Para o grafo Bipartido Completo é conhecido que todo

conjunto independente maximal é uma de suas bipartições, ou seja, nx(c) = |U | ou

nx(c) = |U |, ∀x ∈ X. ∀v ∈ V (G), faremos v ∈ Vx se λv(c) = nx(c). Temos que Vx

é um conjunto independente máximo de G e portanto é uma de suas bipartições.

Fazendo G−Vx, teremos que G−Vx será a outra bipartição, que também é um con-

junto independente maximal. Portanto, o jogo sempre retornará a coloração ótima

k = 2, onde k é o número de cores em c. (Figura 4.9)
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Logo,

PoA =
2

2
= 1

�

Figura 4.9: Km,n
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Caṕıtulo 5

Complexidade do Jogo de

Coloração

Neste caṕıtulo consideramos três problemas associados ao Jogo da Coloração:

coloração do jogo

Instância: Dado um grafo G = (V,E) e um k ∈ Z+.

Pergunta: Existe um jogo Γ(G) que retorna um equiĺıbrio com k ou menos cores?

maior classe do jogo

Instância: Dado um grafo G = (V,E) e um ` ∈ Z+.

Pergunta: Existe um jogo Γ(G) que retorna um jogo em equiĺıbrio com uma classe

de cor com ` ou mais vértices?

anarquia bipartida

Instância: Dado um grafo bipartido B e k ∈ Z+.

Pergunta: Existe um jogo Γ(G) que retorna um equiĺıbrio com k ou mais cores?

Nós conseguimos provar que os problemas coloração do jogo e maior

classe do jogo são NP-completos e deixamos o problema da anarquia bipar-

tida conjecturada como NP-completo.
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5.1 Coloração do Jogo

Teorema 5.1 coloração do jogo é NP-completo mesmo para k = 3.

Demonstração. coloração do jogo ∈ NP, pois dado um grafo G = (V,E),

um inteiro k ≥ 0 e um jogo Γ(G) certificado, pelo Teorema 2.7, é tempo polinomial

O(n2) determinar se o equiĺıbrio eventualmente tem k cores.

Considere o problema NP-completo [9],

3-coloração

Instância: Dado um grafo G = (V,E).

Pergunta: Existe uma 3-coloração de G = (V,E)?

Dada uma instância G = (V,E) de 3-coloração constrúımos para

coloração do jogo a instância (G = (V,E), k = 3). Se G tem uma 3-coloração

ψ, então χ ≤ 3. Pelo Teorema 2.3, existe um jogo Γ(G) que retorna um equiĺıbrio

com χ cores com χ = k ≤ 3.

Se G possui um jogo que retorna um equiĺıbrio com k ≤ 3 cores, então G por

definição é 3-coloŕıvel.

Portanto, G é 3-coloŕıvel se, e somente se, existe um jogo Γ(G) que no equiĺıbrio

possui k = 3 ou menos cores. Assim coloração do jogo é NP-completo.

�

5.2 Maior Classe do Jogo

Teorema 5.2 maior classe do jogo é NP-completo mesmo para grafos cúbicos.

Demonstração. maior classe do jogo ∈ NP, pois dado um Γ(G) como certifi-

cado, em tempo polinomial O(n2) podemos, pelo Teorema 2.7, determinar se existe

uma classe de cor com ` ou mais vértices no equiĺıbrio.

Considere o problema NP-completo [8],

conjunto independente para grafos cúbicos

Instância: Dado um grafo cúbico G = (V,E) e ` ∈ Z+.

Pergunta: Existe um conjunto independente S de G com |S| ≥ `?

Dada uma instância (G = (V,E), `) de conjunto independente para gra-

fos cúbicos, constrúımos em tempo polinomial a mesma instância (G = (V,E), `)

de maior classe do jogo. Se G possui um conjunto independende S com |S| ≥ `.

Considere o jogo Γ(G) que começa por uma sequência de vértices de S inicialmente,

e escolhe nos primeiros passos os |S| elementos de S. Pela definição do jogo, uma
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classe de cor atinge o equiĺıbrio com |S| ou mais vértices, pois o tamanho do conjunto

independente máximo é monótono no jogo.

Se G possui um jogo com uma classe S com ` ou mais vértices, então pela de-

finição da recompensa do jogo do Caṕıtulo 2, temos que S é um conjunto indepen-

dente de G com ` ou mais vértices. Portanto, G possui um conjunto independente

de tamanho maior ou igual a ` se, e somente se, existe um jogo Γ(G) que retorna um

equiĺıbrio com uma classe de cor com ` ou mais vértices. E assim, maior classe

do jogo é NP-completo.

�

5.3 Anarquia Bipartida

Conjectura 5.3 A anarquia bipartida é NP-completo.

Acreditamos que o problema anarquia bipartida seja NP-completo com base

no grafo bipartido usado na Seção 4.1, Figura 4.2, onde é posśıvel notar durante a

nossa demonstração do Teorema 4.3, que é mais facil colorir o grafo Bipartido com

χ(G) cores ao invés de colorir com o pior caso.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Nesta dissertação tivemos algumas contribuições para o jogo da coloração de grafos,

como propriedades e o comportamento do jogo em algumas classes de grafos. Vimos

no Caṕıtulo 3, que alguns limites conhecidos na literatura para o número cromático

de um grafo G qualquer não limitam o número k de cores retornada pelo jogo Γ(G),

Tabela 6.1.

Função Limite superior para χ(G) Limite superior para k

∆2(G) + 1 sim sim

n− α(G) + 1 sim sim

n+ω(G)
2

sim sim

1+
√

1+8m
2

sim sim

1 + maxi min {di, i− 1} sim não

1 + maxH⊆G δ(G) sim não

1 + `(D) sim não

Tabela 6.1: Comparação entre os limites para χ(G) e k.
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No Caṕıtulo 4, vimos o preço da anarquia do jogo Γ(G) para grafos em geral e

para algumas classes de grafos. Nossas contribuições estão listadas na Tabela 6.2.

Classes de Grafos PoAΓ(G)

Bipartido
n
4

+ 1
2

Kn 1

C2n
3
2

C2n+1 1

Km,n 1

Pn
3
2

Árvore
ε(c(G))+1

2
?

Mycielski 1?

Tabela 6.2: Limites superiores para o Preço da Anarquia das classes de grafos ana-
lisadas nesta dissertação.

Ao analisarmos o preço da anarquia de algumas classes de grafos, duas classes

estudadas ficaram em aberto, Árvores e a famı́lia de Mycielski.

Para a famı́lia de Mycielski acreditamos que o jogo Γ(G) retorna sempre a co-

loração ótima χ(G), e assim o preço da anarquia PoA = 1, apesar dos parâmetros

para os limites do jodo Γ(G), como ∆2(G) e α(G), crescerem exponencialmente a

cada iteração da construção de Mycielski.

Exemplo: Na Figura 6.1 temos todas as colorações posśıveis em equiĺıbrio retor-

nadas pelo jogo Γ(G) para o grafo de Grötzsch, que pertence a famı́lia de Mycielski.

Todas elas usam χ(G) = 4 cores.

Para Ávores acreditamos que no pior caso, o jogo Γ(G) retorna ε(c(G)) + 1.

Exemplo: Na Figura 6.2 temos um exemplo em que uma árvore cuja coloração

está em equiĺıbrio e usa k = 4 = ε(c(G)) + 1, e não se consegue colorir equilibrada-

mente com mais cores.

No Caṕıtulo 2 vimos que em todo Jogo da coloração de grafos Γ(G), o equiĺıbrio

de Nash puro c pode ser computado em O(n · α(G)) passos egóıstas. Porém, acre-
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Figura 6.1: Grafo de Grötzsch com todas as colorações posśıveis retornadas pelo
jogo: (a) L = {5, 3, 2, 1}; (b) L = {4, 4, 2, 1}; (c) L = {4, 4, 2, 1}.

Figura 6.2: Árvore onde em (a) temos k = χ(G) e em (b) temos k = 4 = ε(c(G))+1.

ditamos ainda que o jogo Γ(G) pode encontrar o equiĺıbrio Nash puro c em O(n · t)
passos, onde t é uma constante, em vez de O(n · α(G)).

No Caṕıtulo 5 consideramos 3 problemas associados ao jogo da coloração:

coloração de jogo, maior classe do jogo e anarquia bipartida. Nós

provamos que coloração do jogo e maior classe do jogo são NP-completos,

e deixamos conjecturado que anarquia bipartida é NP-completo.
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