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Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
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O PROBLEMA DE RECOBRIMENTO DE SOLIDOS POR ESFERAS DE
DIFERENTES RAIOS

Renan Vicente Pinto

Margo/2015

Orientador: Nelson Maculan Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho, apresentamos um modelo de programacgao matematica para o
problema de recobrimento de sélidos por esferas de diferentes raios. Dado um
conjunto de esferas, possivelmente de diferentes diametros, e um sélido, deseja-se
posicionar essas esferas de tal modo que a uniao delas forme uma cobertura para
esse solido, utilizando a menor quantidade possivel de esferas desse conjunto. Esse
problema tem aplicacao no planejamento do tratamento por radiocirurgia conhecida
como Gamma Knife e pode ser formulado como um problema de otimizagao
nao-convexa, com restricoes quadraticas e funcao objetivo linear. Utilizamos
técnicas de discretizacao a fim de trabalhar com um modelo linear. Propomos,
ainda, uma heuristica e uma reformulacao baseada em uma estrutura de grafos, onde
a clique de peso maximo ¢é a solucao 6tima do modelo original, com a finalidade de

encontrar boas solugoes em tempos razoaveis.
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In this work, we present a mathematical programming model for the problem of
covering solids by spheres of different radii. Given a set of spheres, possibly with
different diameters, and a solid, the goal is to locate the spheres in such a way
their union forms a coverage for this solid, using the smallest possible number of
spheres of this set. This problem has an application in the radiosurgical treatment
planning known as Gamma Knife and can be formulated as a nonconvex optimization
problem with quadratic constraints and a linear objective function. Linearizations
techniques are also proposed to obtain a linear model. We also present an heuristic
and reformulation based on a graph structure, where the maximum weight clique is
the optimal solution the original model, in order to find good solutions in reasonable

times.

vil



Sumario

[Lista de Figuras|

[Lista de Tabelas|

(1

Introducao|

2O Problema de Recobrimentol

O Problema de Empacotamento|

[3.1 Introducaol. . . .. ... .. ...

[3.2  Um Modelo Para o Problema de Empacotamento] . . . . . . ... ..

Uma Aplicacao: o Gamma Knife]

4.1 Introducaol. . . .. .. ... ...

[4.2  Uma aplicacao: o Gamma Knife|.

[4.3  Ajustando o problema a aplicacaol

Modelo Proposto|

6

6.2 BONMIN .. ... ... ... ..
6.3 Xpress-SLP| . . . ... ... ...
6.4 Analise dos resultadod . . . . ..

Heuristica Propostal

xiii

11
11
14

17
17
18
20

22
22
26
28

30
33
35
37
41

43



[8  Discretizacao|

(8.1  Primeira abordagem| . . . . . . ... ... ..o

[8.2  Segunda abordagem|. . . . . ... 00000

[9 Abordagem por grafo|

9.1 Introducao|. . . . . . . . . . . ...

052 CasoReal . . ... ... ... ... oo

(10 Conclusaol

[Referencias Bibliograficas|

1X

47
47
49
50
51

54
54
54
o6
57
29
66
68

71

73



Lista de Figuras

[2.1 Exemplo de recobrimento para 1" sendo um paralelepipedo. Como T’ |
| esta totalmente recoberto, nao é visivel em (a). Em (b), é utilizado o |
| efeito de transparencia para melhor visualizacao.|. . . . . . . . . . .. 5)

[2.2  Exemplo onde nao ha recobrimento total|. . . . . . .. ... ... .. )

[2.3  Recobrimento dos mapas do (a) Brasil, com 5 circulos; e (b) do estado |
[ do Rio de Janeiro, com 9 circulos.| . . . . . . . .. .. ... 9

3.1 (a) Arranjo de circulos em formato quadricular e (b) arranjo de |
[ circulos em formato hexagonal.| . . . . . . . .. ... ... ... .. 12

[3.2  As configuracoes hexagonal close packing, a esquerda, e a face-centered |
[ cubic close packing, a direita. As letras indicam quais camadas sao as |
[ mesmas. Ha duas camadas ‘A’ na configuracao hexagonal, onde todas |
| as esferas estao na mesma posicao. lodas as camadas na configuracao |
| cubica sao diferentes. Esta ultima pode ser convertida na primeira se |
[ transladarmos a camada ‘C’ de forma que a esfera desenhada ocupe |
[ a regiao pontilhada.|. . . . . . ..o 12

[3.3  Empacotamento de circulos em um quadrado.| . . . . . ... ... .. 13

[3.4 Empacotamento de circulos em um circulo. . . . . . .. ... 13

[3.5 Empacotamento de circulos em um triangulo.| . . . . . ... ... .. 13

[3.6  Empacotamento de circulos em um quadrante circular| . . . . . . .. 13

[3.7  Empacotamento de circulos de raios diferentes em um quadrado. . . . 13

[3.8  Empacotamento de circulos de raios diferentes em um circulo.| . . . . 13

[3.9 Variavel binaria transformada em continual. . . . . . . .. .. .. .. 15

.1 (a) Duas esferas de raio r recobrindo 7', em cinza. Em (b), alterou-se |
| o raio de uma das esfera para R,,,,, mantendo tanto a quantidade de |
[ esteras quanto o recobrimento total.|. . . . . . ... ... L. 17

4.2 (a) Paciente na unidade de tratamento. (b) Diferentes tamanhos de |
| elmos, resultando em 4 diferentes tamanhos de shots| . . . . . . . .. 18

[4.3  Um shot de radiacao e a aproximacao estérica da regiao afetada. . . . 19




[0.1 Representacao dos parametros o;;, que correspondem a maxima |
interpenetracao das esferas.| . . . . . . ... ... L. 23

[>.2  Representacao da regiao de seguranca. A regiao em cinza representa |
[ o volume a ser recobertol) . . . . ... oo 27
[5.3 A regiao em cinza representa o volume a ser recoberto. Como as |
esteras devem estar contidas na regiao de seguranca, o dominio da |
variavel que representa o seu centro € restrito a regiao em laranja.| . . 27

(5.4 Solucoes distintas que apresentam mesmos raios e centros.| . . . . . . 28
[5.5  Solucoes distintas que apresentam mesmos raios e centros.| . . . . . . 29
[6.1 Exemplo bidimensional mostrando as regioes que correspondem as |
grandezas utilizadas na descricao de solugoes. Em (a), a regiao a ser |
recoberta e as bolas presentes no recobrimento. As regioes hachuradas |
representam os parametros (b) cov, (c¢) miscov e (d) overlap.| . . . . . 31

(6.2 Paralelepipedo de dimensoes 14mm, 12mm e 10mm, usado como |
regiao a ser recoberta. ... ... ... oL 32

[6.3 Imagens das solucoes encontradas pelo COUENNE.| . . . . . . . . .. 34
[6.4  Imagens da solucao encontrada pelo BONMIN.|. . . . ... ... ... 36
[6.5 Imagens das solucoes encontradas pelo XPRESS-SLP|. . . . . . . .. 40
[7.1 Imagens da solucao da heuristica usando [IPOPT. . . . . . . ... .. 45
[8.1  Solucao encontrada pelo XPRESS para A=3|. . .. ... ... ... 52
[8.2  Solucao encontrada pelo XPRESS para A=1). .. ... .. ... .. 52
[9.1 Exemplo de grafo, onde \Y = {a,b,c,d,e f} e |
A ={(a,b), (b,c), (b,e), (b,f), (c,d), (c,f), (e)} | .. . ... ... .. 54

9.2  Exemplo de grafos complementares| . . . . . . . ... ... ... ... 55
[9.3  Exemplo de construcao de vertices.| . . . . . ... ... 56
[9.4  Grafo a esquerda e subgrafo a direita.f. . . . . . . ... .00 58
[9.5 Imagens da solucao para A=3.. . . . ... ... ... ... ..... 59
[9.6 Imagens da solucao encontrada pelo XPRESS para A=1.| . . . . .. 61
[9.7  Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut para A =1, . . 61
[9.8  Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut para A = 1, |
ca=20eco=1] . . . . . . 64

[9.9  Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut para a instancia |
bt0: (a) o elipsdide a ser recoberto; (b) as esferas no recobrimento; (c) |
efeito de transparéncia para melhor visualizacao; e (d) visualizando |

a parte nao recoberta. | . . . . . .. ..o 67

[9.10 Dados reais cedidos pela empresa Elekta. . . . . .. .. ... ... .. 68

x1



[9.11 Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut para ¢ = 1

Cr =10 69
[9.12 Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut para € = 1, |
cao=20eco=1.| . . . . 70

[9.13 Imagens da solucao encontrada pelo Branch and Cut sem o uso da

regiao de seguranga, com efeito de transparéncia em (b).| . . . . . ..

x1i



Lista de Tabelas

[6.1  Diferentes conjuntos de esteras disponibilizadas.| . . . . . . . ... .. 32
[6.2  Solucoes encontradas pelo COUENNE.| . . . ... ... ... ... .. 34
[6.3 Resultado do COUENNE para o conjunto Dadosl.| . . . . . ... .. 34
[6.4  Resultado do COUENNE para o conjunto Dados2.| . . . .. ... .. 35
[6.5 Solucoes encontradas pelo BONMIN.| . . .. ... .. ... ... ... 36
[6.6 Resultado do BONMIN para o conjunto Dados1.. . . . . ... .. .. 37
[6.7  Solucoes encontradas pelo XPRESS-SLP,| . . . ... ... .. ... .. 38
[6.8 Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dadosl.| . . . . . .. .. 38
[6.9 Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dados2.| . . . . . .. .. 39
[6.10 Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dados3.| . . . . .. . .. 39
[6.11 Comparacao entre solucoes.| . . . . . . . . . . ... .. ... ..... 41
[7.1 Solucao da heuristica usando IPOPT.|. . . . . .. ... ... ... .. 45
[7.2  Resultado da heuristica. usando IPOPTJ . . . . ... .. .. ... .. 46
[8.1  Resultados do XPRESS para os modelos discretizados.| . . . . . . .. o1
[8.2  Resultado do XPRESS para A =3 . .. ... ... ... ....... 53
(8.3 Resultado do XPRESS para A=1,). . ... ... ... ... ..... 53
9.1 Solucoes para A =3| . . . . . . . . ... .. 59
9.2 Resultado para A =3.| . . . . ... .. ... ... 60
[9.3 Solucoes para A=1| . .. ... . ... o 61
[9.4  Resultado do XPRESS para A=1). .. ... ... ... ....... 62
[9.5 Resultado do Granch and Cut para A =1, . . . . . . ... ... ... 63
[9.6  Solucao do B&C para A =1, ¢4 = 20 e ¢o = 1, em comparacao com |

IPOPTI . . . . 64
9.7 Resultado do Branch and Cut para A=1,c,=20eco=1) . . . .. 65
[9.8 Instancias utilizadas em LIBERTI et ol [1].| . . . . . ... ... ... 66

[9.9 Comparacao entre os resultados de [1] e o algoritmo de Branch and |

Cut proposto.| . . . . . . . . . 66
[9.10 Instancia como em btl, bt2 e bt3, com A=1|. ... ... ... ... 67
[9.11 Resultado para a instancia com A =1[ .. ... .. ... ... .... 67

xiil



[9.12 Solucoes do B&C' para o teste com dados reais.| . . . . . . . . . . .. 69

[10.1 Comparacao das solucoes obtidas para uma mesma instancia e |

diterentes métodos de resolucao. . . . . . . . ... 72

Xiv



Capitulo 1

Introducao

Problemas de recobrimento aparecerem no cotidiano sob uma variedade de formas.
Comumente, sao problemas que envolvem determinar o posicionamento de certos
objetos, visando recobrir uma area ou um outro objeto de maior dimensao.

Um exemplo pratico, de facil entendimento, surge na area de telecomunicagoes,
quando ha a necessidade de instalacao de equipamentos. Deseja-se atender ou
recobrir uma ou mais regides predeterminadas, minimizando os custos. Supondo
que cada equipamento instalado consiga atender a uma regiao circular centrada no
mesmo, terfamos um problema de recobrimento de uma regiao bidimensional por
circulos. Os custos podem diferir por diversas razoes, como, por exemplo, de acordo
com locais de instalagao, em razao do tipo de terreno no local.

Matematicamente, esses problemas sao formulados como modelos de
programagao matematica, que consistem em encontrar valores para um conjunto
de variaveis, de forma a maximizar ou minimizar uma dada equacao, chamada de
funcao objetivo, satisfazendo um conjunto de restrigoes. Quando a fungao objetivo
é linear e as restricoes do problema formam um sistema de equagoes ou inequagoes
lineares, dizemos que o modelo ¢é linear (LP). Caso contrario, temos um modelo
nao-linear (NLP). Diremos, neste trabalho, que o problema é convexo quando o
conjunto de restrigoes do modelo formar uma regiao convexa e a fungao a otimizar
é também convexa. Quando é necessario que algumas variaveis do modelo, mas nao
todas, assumam valores no conjunto dos inteiros, temos um modelo de programacao
inteira mista (MILP ou MINLP). Se todas as varidveis devem ser um niimero inteiro,
entao temos um modelo de programagao inteira (IP).

Variaveis inteiras que s6 podem assumir valor 0 ou 1 sao chamadas de variaveis
binarias. Com relacao ao modelo, sao também chamadas de varidveis de decisao,
pois, normalmente, representam alguma escolha entre duas opcgoes. Se todas
as variaveis inteiras possuem um limite superior, entao podemos transformar o
problema inteiro em um problema contendo apenas varidveis bindrias [2].

Um exemplo de modelo matematico para o problema geral de recobrimento, for-



mulado como um problema de programagao linear inteira, na forma como é bastante

encontrado na literatura, pode ser escrito como segue:

min Zci x; (1.1)
i=1

s.a.
Zaij:vizbj, VJG{l,,m} (12)
=1
z; €N, Vie{l,...,n} (1.3)

Em —, temos n tipos diferentes de objetos a serem usados no recobri-
mento. Cada um desses objetos de tipo i, com i € {1, ...,n}, tem um custo associado,
¢;. As variaveis x; representam quantos objetos do tipo ¢ estao sendo usados. Se
todas as restricoes estao sendo satisfeitas, é dito que x = (z1,...,x,) é um re-
cobrimento. Os parametros {a;;}; ; armazenam informagdes sobre a estrutura a ser
recoberta. Finalmente, o recobrimento 6timo é aquele que apresenta o menor custo
total, ou o menor valor da funcao objetivo . Em muitos casos, as variaveis x; sao
binéarias, podendo somente assumir valor 0 ou 1. Um caso particular, quando todos
os custos ¢; sao iguais, é o recobrimento que utiliza a menor quantidade possivel de
objetos.

No exemplo mencionado anteriormente, da area de telecomunicagoes, as variaveis
de decisao x; € {0,1} representariam a instalacao ou nao do equipamento em um
determinado local 2. Para o uso desse modelo, deve-se previamente determinar um
conjunto finito de possiveis locais de instalagao. Os parametros a,; assumiriam, para
cada ponto j da regiao a ser recoberta, valor 1 caso um equipamento instalado no
local ¢ consiga atender a esse ponto j. Se for suficiente que cada ponto j da regiao
seja atendido por apenas um equipamento, teremos os parametros b; iguais a 1.

Os problemas de recobrimento sao, naturalmente, problemas de minimizacao.
Uma outra classe de problemas, bastante relacionada, é conhecida como problemas
de empacotamento. Esses sao formulados como problemas de maximizacao e sao
problemas duais dos problemas de recobrimento. Consistem em posicionar o maximo
possivel de objetos dentro de um objeto maior, normalmente chamado de contéiner,
sem que haja sobreposicao dos mesmos. Como exemplo simples, podemos citar o
abastecimento de laranjas dentro de uma caixa.

Existem aplicagoes onde se pode utilizar tanto modelos de recobrimento quanto
modelos de empacotamento como estratégias para encontrar solugoes do problema

associado. Podemos modelar problemas de empacotamento como segue:



n

max Z ¢ x; (1.4)

1=1
S.a.

n

Zaijxigbj, V]G{l,,m} (15)

i=1

z; €N, Vie{l,...,n} (1.6)

As diferencas entre os dois modelos sao a direcao de otimizacao e o sinal nas
inequacoes.

Ha& bastantes estudos realizados sobre problemas de empacotamento de circulos.
Em [3], h4 um resumo de melhores resultados para empacotamentos de circulos
em diversos tipos de figuras geométricas, como retangulos, partes de circulos e
triangulos, tendo esses circulos diametros iguais ou tamanhos diferentes. Sao
apresentados, ainda, alguns resultados sobre empacotamentos de esferas de raios
iguais em cubos.

Enquanto problemas de recobrimento e de empacotamento envolvendo objetos
bidimensionais sao, em geral, bem estudados e solucionados atualmente, os
correspondentes desses problemas no R? ainda apresentam grandes dificuldades na
busca de solucoes 6timas globais.

A seguir, apresentaremos, no Capitulo o problema de recobrimento por
esferas, tanto de figuras planas quanto de sélidos. Em seguida, no Capitulo [3]
apresentaremos o problema de empacotamento de esferas. Uma aplicacao dessa
familia de problemas serd apresentada no Capitulo [4] referente ao planejamento
do tratamento pela radiocirurgia conhecida como Gamma Knife. No Capitulo
b, proporemos um modelo de programagdo matemdtica para o problema em
estudo. Resultados para esse modelo aplicado a alguns resolvedores comerciais serao
apresentados no Capitulo [6l Nos Capitulos [7] e [§, apresentaremos uma heuristica
para tentar encontrar solucoes de melhor qualidade e discutiremos técnicas de
linearizacao para serem aplicadas ao modelo proposto, respectivamente. Finalmente,
no Capitulo [0 apresentaremos uma nova abordagem para o problema, consistindo
em utilizar informacoes do modelo proposto na geragao de um grafo onde a clique

de peso maximo ¢ a solugao 6tima do modelo original.



Capitulo 2

O Problema de Recobrimento

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos, com detalhes, o problema de recobrimento por
esferas de diferentes raios. Apresentaremos, ainda, alguns modelos ja presentes
na literatura para esse tipo de problema e para problemas relacionados.

Podemos descrever matematicamente o problema da seguinte forma:

(P) Dados um conjunto compacto 7' C R?, um conjunto finito de raios R C R, um
conjunto N indexando as esferas e uma funcao p : N — R, encontrar um conjunto de

esferas { B(z(i), p(i)) | i € N} de cardinalidade minima recobrindo cada ponto de T'.

Em outras palavras, dado um volume 7' a ser recoberto, devemos posicionar a
menor quantidade possivel de esferas de forma a realizar o recobrimento de 7. Por
recobrimento, entende-se que cada ponto de T deve pertencer, também, a alguma
esfera. O problema (P), como definido acima, pode ser formulado como um problema
de programacao matematica, com o objetivo de encontrar os centros de cada esfera
e associar a cada uma delas um respectivo raio, através da funcao p, de forma que
a uniao dessas esferas forme uma cobertura do conjunto 7.

Nas Figuras e [2.2] sao exemplificados o caso em que as esferas recobrem
totalmente o volume 7" e 0 caso em que nao hé recobrimento total, respectivamente.

Na Secao [2.2, apresentaremos um modelo para o problema geral de recobrimento
de uma regiao tridimensional por esferas. Na Secao [2.3] mostraremos um problema
relacionado, bidimensional, onde deseja-se recobrir regides geograficas com circulos.

Esse problema ¢ aplicado, por exemplo, na drea de telecomunicagoes.



(a) (b)

Figura 2.1: Exemplo de recobrimento para 7' sendo um paralelepipedo. Como T
estd totalmente recoberto, nao é visivel em (a). Em (b), é utilizado o efeito de
transparéncia para melhor visualizagao.

Figura 2.2: Exemplo onde nao ha recobrimento total.

2.2 Um Modelo para o Problema de

Recobrimento

Apresentaremos, nesta secao, uma formulagdo matemadtica para o problema de
recobrimento de uma regiao compacta do R? utilizando esferas de diferentes raios,
como definido em @ Um modelo de programagcao infinita nao-linear inteira mista
foi desenvolvido por LIBERTT et al. [I], com um niimero infinito nao-enumeravel de
variaveis e restrigoes, como segue.

Sejam N, R e T como descritos anteriormente em Sejam, ainda, U o conjunto
de indices para os elementos de R, uma constante M > diam(T), suficientemente

grande, e uma constante € > 0, com |¢| << 1. Considere as seguintes varidveis:



2t : N — R3, que representa o centro da esfera i

1, se a esfera i é usada na solucao,

yi - N —{0,1}, que assume valor o
0, caso contrario;

1, caso a esfera i cubra o ponto p € T,

ui(p) : NxT — {0, 1}, que assume valor o
0, caso contrario;

1, caso a esfera i tenha o raio r; € R,

w;; - NxU — {0, 1}, que assume valor o
0, caso contrario;

Com essas variaveis, os autores desenvolveram um modelo que nao possui funcao
objetivo. Assim, qualquer solucao é um recobrimento para 7', sendo, nesse momento,

irrelevante a quantidate de esferas na solucao. O problema é corretamente descrito

pelas inequagoes ([2.1))-(2.5)):

2" — p||* < wi(p) szjr? 4+ (1 — u(p)) M?, Vie N,VpeT (2.1)
jeu

dwy =1, Vie N (2.2)
jeu

> uilp) > 1, Vel  (23)
i€eN

/ ui(p)dp > ey, Vie N (2.4)
peT

/ ui(p)dp < Vol(T) v, , Vie N (2.5)
peT

De acordo com as restricoes , se a esfera ¢ cobre o ponto p € T, situagao
representada por u;(p) = 1, entao a distancia euclideana entre p e o centro x’ dessa
esfera deve ser, no maximo, o raio dessa esfera. No caso contrario, utiliza-se uma
constante M suficientemente grande, como o diametro do objeto a ser recoberto, por
exemplo, para assegurar a validade da inequacao. O fato de a cada esfera poder ser
atribuido apenas um raio é representado pelas restricoes . As restrigoes
asseguram que cada ponto p € T sera recoberto por, pelo menos, uma esfera. Se
a esfera i foi selecionada para a solugao, onde teremos y; = 1, as restrigoes
asseguram que ela recobre um volume nao nulo de T'. Caso contrario, as restrigoes

(2.5) forcam as fungdes u; a serem fungoes nulas.



Em e em , temos uma restricao para cada ponto p € T, resultando em
um numero infinito, nao-enumeravel, de restricoes. Para contornar essa dificuldade,
os autores aproximaram a regiao 7' por um conjunto finito de pontos, técnica
conhecida como discretizacao, obtendo um modelo de programagcao nao-linear, misto
e nao-convexo. Em seguida, a fim de eliminar a nao-convexidade do modelo, causada
pelos produtos entre varidveis bindrias u;(p)w;;, foram introduzidos parametros
p: N — R, que designam, previamente, a cada esfera, um raio pertencente a
R. Tais parametros sao incorporados ao problema em substituicao as varidveis w;;.

O modelo resultante é, entao, convexo, nao-linear e misto:

|2' = pol]? < wip + (1 — ug) M? Vie N,YveV (2.6)
> i > 1, YoeV  (27)
iEN
> i >y, Vie N  (28)
veV
> i < Vi, VieN  (29)
veV

Com a nova notagao, {p, | v € V'} é o conjunto dos pontos que representam a dis-
cretizacao de T, sendo V' o conjunto de indices para esses pontos. Com a eliminagao
das varidveis bindrias de atribui¢ao de raio w;;, houve um aumento do valor de N
ou da quantidade de esferas, mas resultou em uma melhoria computacional.

Para encontrar a solugao étima do problema de recobrimento em estudo, definida
como a que apresenta a menor quantidade de esferas, basta adicionar a seguinte

funcao objetivo ao modelo:

minz Ui . (2.10)

Por fim, os autores ainda utilizam técnicas de aproximagao interna da funcao
norma, a fim de transformar o modelo em um problema de programacao linear
inteira mista (MILP).

2.3 Um Problema Relacionado Bidimensional

Consideramos, nesta se¢ao, uma versao bidimensional do problema de recobrimento,
estudado por XAVIER e DE OLIVEIRA [4]. No problema que apresentaremos, a

quantidade de circulos na solucao é prefixada, ou seja, é um parametro prévio.
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Busca-se encontrar, entao, além do posicionamento de cada circulo, o menor raio
possivel, o mesmo para todos os circulos, de forma a se obter um recobrimento total.

Esse problema surge em um grande ntimero de aplicagoes praticas, como, por
exemplo, em localizacao e dimensionamento de centros de telecomunicagao. O
problema foi formulado pelos autores como um problema min-max-min, como
explicado a seguir.

Seja n a quantidade de circulos com a qual deseja-se recobrir uma determinada
regiao compacta T C R% Seja X = {z'|i € N} o conjunto dos centros desses
circulos, com N = {1,...,n}. Dado um ponto p € T, define-se a distancia de p ao

centro do circulo mais préximo por
d(p, X) = min ||p — 2|5 . (2.11)
rteX

A distancia d(p, X)) é uma medida de recobrimento para um ponto p especifico.
De forma a qualificar o recobrimento de toda a regiao 1" pelos n circulos, os autores
tomam o maior valor dentre as distancias d(p, X), o que corresponde ao recobrimento
mais critico de algum ponto p € T. Esse valor é denotado como D(X), e é escrito

como
D(X) =max d(p,X) . (2.12)
peT

Essas distancias sao calculadas a partir de uma configuracao fixa dos circulos.
Ou seja, para o célculo das distancias, os circulos ja devem ter as posigoes dos
seus centros definidas. O posicionamento 6timo dos centros deve acarretar em um
recobrimento de T" de melhor qualidade. Para esse feito, minimiza-se o recobrimento

mais critico dos pontos. Denotando por X* o posicionamento 6timo, temos:

X* = in D(X) . 2.13
arg min D(X) (2.13)

Escrevendo de outra forma, temos:

X* = arg min max min ||p — 2|, . (2.14)
XeR?m peT zieX

Novamente, para resolver o problema numericamente, faz-se necesséario discre-
tizar o volume T. Apods algumas reformulacoes, com prova de que a formulagao
final possui mesmo valor 6timo que foi aplicada a técnica de suavizacao hi-
perbélica [5], para lidar com a nao-diferenciabilidade da fun¢do empregada. Esta
técnica consiste em solucionar uma sequéncia de problemas diferenciaveis que gra-
dualmente se aproximam do problema original. Bons resultado numéricos foram

obtidos. Alguns exemplos podem ser vistos na Figura [2.3] retiradas de [4].



(b)

Figura 2.3: Recobrimento dos mapas do (a) Brasil, com 5 circulos; e (b) do estado

do Rio de Janeiro, com 9 circulos.

Seja p, um ponto da aproximacao de T', com v € V. Primeiramente, a partir de

(2.11)), cria-se um novo conjunto de variaveis z,, com

Zv(ili) = mianv_xiH?a Vo,
rreX

que devem, necessariamente, satisfazer o seguinte conjunto de desigualdades:

w(7) = |lpp =2l <0, Vi,V
Similarmente, a partir de (2.12)), se criarmos a varidvel z,

z(z) = max zo(2)

entao z devera respeitar as restricoes

2(z) > z,(x), Vou.

Considere, entao, o seguinte problema:

min z
sa. 2 —||py —2'|[ <0, Vi, Yo
z 2 2y s VU

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
(2.20)
(2.21)

Esse problema nao é equivalente a ({2.14]), visto que as varidveis z; néo sao

limitadas inferiormente e, por consequéncia, z também nao tem limite inferior. Para

obter a equivaléncia, utilizaram a funcao ¢(y) = max{0,y} e as restrigoes (2.20]) para

obter que



n

ZQO(Z’U - ||pv - xz||2) - 07 YoeV. (222)

=1

Porém, substituir (2.20]) por (2.22)) mantém a propriedade de z e z; nao possuirem

limite inferior. O limite foi, entao, obtido com uma leve perturbagao na restrigao,

como segue:

min z (2.23)
s.a. Z (2o — ||po — 2'l|2) > €, YvoeV (2.24)
i=1
Z2 2y, YoeV (2.25)

para € > 0. Como o conjunto vidvel de (2.19)-(2.21]) é o limite do conjunto viavel
de (2.19)-(2.25), quando ¢ tende a zero, os autores resolveram um sequéncia de
problemas como ([2.19)-(2.25)) para valores decrescentes de ¢.

Os autores ainda diminuiram consideravelmente a dimensao do problema ao
mostrar que sempre existe uma solucao onde z = z,, Vv € V, permitindo, assim,

que o problema seja reescrito como

min z (2.26)

s.a. ZQO(Z —|lpy — #'||2) > €, YoeV (2.27)
i=1

Por fim, como a func¢ao ¢(y) é nao-diferenciavel no ponto y = 0, foi utilizada a
técnica de suavizagao hiperbdlica, que consiste em substituir a funcao ¢ por uma

funcao aproximada ¢ : R x R, — R,:

oy, 7) = (Y + V2 +72)/2. (2.28)

A funcao apresenta as seguintes propriedades:

(a) oy, 7) > ¢(y), V1 >0
(b) limy 0 6(y, 7) = ¢ (y);
(c) ¢(-,7) é uma funcdo convexa, crescente e de classe C™.

Um trabalho recente, que extende essa abordagem a recobrimentos de corpos
tridimensionais por esferas, ¢ a dissertacao de mestrado da LUBKE [6]. Podemos
citar também um outro trabalho, de GALIYEV [7], onde o recobrimento de regices

planas por um conjunto prefixado de elipses foi objeto de estudo.
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Capitulo 3

O Problema de Empacotamento

3.1 Introducao

Os problemas de empacotamento sao uma classe de problemas de otimizacao
combinatoéria que envolvem empacotar certos objetos dentro de algum contéiner, da
forma mais densa possivel, sem sobreposicao dos objetos. Por densidade, entende-se
a proporcao do volume da regiao a ser recoberta que esta sendo preenchida pelos

objetos. Matematicamente, temos:

>, volume(objeto;)
volume(contéiner)

densidade = (3.1)

Estamos interessados no caso em que os objetos sao esferas n-dimensionais
e almejamos empacotd-las em regioes compactas contidas em R™. Em regioes
nao-limitadas, solugoes desses tipos de problemas envolvem posicionar esferas em
arranjos reticulados, ou arranjos regulares, onde os centros das esferas formam um
padrao simétrico, embora existam outros tipos de arranjos.

Em duas dimensoes, para circulos de mesmo raio, dois arranjos que surgem
naturalmente sao o arranjo em formato quadricular e o arranjo em formato
hexagonal, como podem ser vistos na Figura |3.1

O empacotamento de esferas com o arranjo hexagonal é sabido ser o mais denso
no plano, provado pelo matematico Lészlé Fejes Téth [8, 0], em 1940. Essa maneira

de dispor as esferas resulta em uma densidade de
1
67n/§ ~ 0.9069 . (3.2)

Para o caso tridimensional, uma disposicao aleatéria das esferas apresenta
um resultado experimental com densidade de, aproximadamente, 0.65. A melhor

densidade que pode ser obtida em trés dimensoes, segundo a conjectura de Kepler,
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Figura 3.1: (a) Arranjo de circulos em formato quadricular e (b) arranjo de circulos
em formato hexagonal.

provada em HALES [I0], é a resultante dos arranjos conhecidos como face-centered
cubic close packing e hexagonal close packing. Cada uma delas pode ser vista na

Figura (3.2

Figura 3.2: As configuracoes hexagonal close packing, a esquerda, e a face-centered
cubic close packing, a direita. As letras indicam quais camadas sao as mesmas. Ha
duas camadas ‘A’ na configuracao hexagonal, onde todas as esferas estao na mesma
posicao. Todas as camadas na configuracao ctibica sao diferentes. Esta ltima pode
ser convertida na primeira se transladarmos a camada ‘C’ de forma que a esfera
desenhada ocupe a regiao pontilhada.

Ambas as configuracoes aprensentam a mesma densidade média, com valor

T 18
18

~ 0.74048 . (3.3)

Quando ha um contéiner, ou seja, quando queremos empacotar os objetos em
um subconjunto compacto do espaco, ha na literatura resultados bem interessantes.
H4é estudos bem abrangentes quando o assunto ¢ empacotamento de circulos [3] [T1].
Encontra-se, empacotamento desses objetos em circulos maiores, em retangulos, em
formatos especiais de triangulos e até em cilindros [12]. Alguns exemplos podem ser
vistos nas Figuras [3.3| a todas retiradas de [3].
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Figura 3.3: Empacotamento de
circulos em um quadrado.

Figura 3.5: Empacotamento de
circulos em um triangulo.

Figura 3.4: Empacotamento de
circulos em um circulo.

Figura 3.6: Empacotamento de
circulos em um quadrante circu-
lar.

Figura 3.7: Empacotamento de
circulos de raios diferentes em

um quadrado.

Figura 3.8: Empacotamento de
circulos de raios diferentes em
um circulo.



3.2 Um Modelo Para o Problema de

Empacotamento

Como estamos interessados, mneste trabalho, em regioes tridimensionais,
apresentaremos, a seguir, um modelo matematico para o problema de
empacotamento de esferas em um politopo em R3, estudado por SUTOU e DATI [13].
Um politopo é a intersecao de semi-espacos, definidos por hiperplanos. Considere

os seguintes parametros:
e 7., comk=1,..., K, os K diferentes raios das esferas;
e ¢, a quantidade de esferas disponiveis para cada raio 7y; e

e o politopo P = {(z,y,2) € R® | apx + by + Cmz > dpy, m=1,..., M},
para algum M > 0.

Em [I3], os autores apresentam um modelo de programagao matemética cuja
solugao ¢ um empacotamento de, no maximo, L esferas, em um politopo P, como
definido acima. O problema é formulado como um problema nao-convexo, com
restrigoes quadraticas e funcao objetivo linear. Sao utilizadas as seguintes variaveis

no modelo:
o (z;,vi,2),i=1,..., L, representando o centro da esfera i; e

1, caso a esfera ¢ tenha raio ry,

e ¢y € {0, 1}, que assume valor o
0, caso contrario;

Dessa forma, o problema de otimizagao foi formulado como em ({3.4)-(3.10)):

g LK
max o ZZ St (3.4)

Mw

soa (@ g 2) = (2,95, 5)P > (Yo n 1k+2rkt]k> Vi<, i#) (35)

k=1
mg bm [ m z_dm r .
‘(1 it 5 Y —ZC 22 | Z Zrktika \V/Z,Vm (36)
Vi0ag, + 02, + ) pu
am®; + by + Cmzi — dyy > 0, Vi, ¥Ym (3.7)
K
> ta <1, Vi (3.8)
k=1
L
>t < i, vk (3.9)
i=1
tiw € {0,1}, Vi, Vk (3.10)

14



As restrigdes ([3.5]) asseguram que as esferas nao se interceptam e as restrigoes
forcam os seus centros a pertencerem ao politopo. As restri¢oes e
garantem que, no maximo, um raio sera escolhido para cada esfera. Isto é, se t;; = 1,
a esfera i, com raio ry, é empacotada na posicao (x;,y;, ;). As restrigoes e
limitam em ¢; a quantidade de esferas com raio r;. Junto com as restricoes
e , as restrigoes exprimem que a distancia entre o centro de uma
esfera e a fronteira do politopo é de, pelo menos, o raio dessa esfera. Ou seja, a
esfera deve estar totalmente contida no politopo.

A equacao define o objetivo do problema, a maximizacao da densidade do
empacotamento. O custo de cada esfera na fungao objetivo é o seu volume, de acordo
com . Logo, esferas de diametros maiores serao priorizadas no empacotamento.

Os autores ainda reformularam o problema baseado nas seguintes idéias:

e Scja e, = /a2, + b2 + 2. Por 1) as restrigoes 1' podem ser reescritas

COImo:

K
A Ti + b @i + Cnzi — Ay > € Z retic, Vi, Vm. (3.11)
k=1

Como o lado direito é ndo-negativo, a equagado acima implica em (3.7]), nao

havendo a necessidade de manter estas restricoes no modelo.

e As variaveis bindrias t;;, podem ser substituidas pelas seguintes desigualdades:

como pode ser visto na Figura [3.9) Mas note que t; < 1 é implicado pelas

restrigoes (3.8)).

-0.2
-0.2 0 oz 0.4 0.6 e ¥ 1.2

Figura 3.9: Variavel bindria transformada em continua.
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Com isso, temos a reformulacao como em (3.13)) e (3.18):

K
3
max E E Ty ik

i=1 k=1

soa [l g 20) = (@505 %) 2 (

SIE

Ui + Ui + Cmzi — o > € Y Tl
k=1

tig(tiw — 1) >0,

K
th‘k <1,
k=1
L
Ztik < Gk,
i=1

tzkzoa

(3.13)

K 2
Tktik-i‘ZTktjk) , Vi<j,i#j (3.14)
k=1

(3.15)

(3.16)

| (3.17)

(3.18)

(3.19)

Note que a constante (4/3)7 foi omitida na fungao objetivo e que as restrigoes

(3.14) e (3.16])) nao formam conjuntos convexos. As esferas que nao fazem parte da

solucao terao suas variaveis associadas t;; = 0, para todo k.
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Capitulo 4

Uma Aplicacao: o Gamma Knife

4.1 Introducao

Nesta secao, discutiremos uma caracteristica do problema e mostraremos que nao
estd, ainda, bem definido. Primeiro, observe que a unica condigao ao recobrimento
é que se utilize a menor quantidade possivel de esferas. Dessa forma, havera sempre
uma solucao 6tima contendo apenas esferas de maior raio disponivel, ou seja, o maior
raio pertencente ao conjunto

De fato, seja R4, 0 maior raio do conjunto R. Suponha que exista uma solugao
otima para contendo alguma esfera de raio r < R,,.,. Se substituirmos o raio
dessa esfera por R,,.., mantendo-a na mesma posi¢ao, nao alteraremos a quantidade
de esferas na solugao e manteremos o recobrimento total de T, visto que essa nova
esfera recobre a esfera anterior e, portanto, todos os pontos por ela recobertos.

Assim, essa nova solugao também sera étima. Isso pode ser visto na Figura

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Duas esferas de raio r recobrindo 7', em cinza. Em (b), alterou-se o
raio de uma das esfera para R,,.., mantendo tanto a quantidade de esferas quanto
o recobrimento total.

Da forma como o problema foi definido, dada uma solucdo &tima, se
substituirmos o raio de qualquer esfera por um valor maior, a solucao continuara

sendo Otima. A questao natural, nesse momento, é identificar qual a melhor dentre
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essas solugoes. Ou, dada uma aplicacao a esse problema, qual dentre essas solugoes
¢ a mais plausivel. Portanto, apresentaremos, na secao uma aplicacao bastante

encontrada na literatura para esse tipo de problema.

4.2 Uma aplicacao: o Gamma Knife

Nesta secao, apresentaremos uma aplicacao ao problema de recobrimento por esferas
de diferentes tamanhos, a fim de melhor definir o conjunto de solucoes 6timas.
Esse problema tem importantes aplicacoes em planejamentos de tratamentos
por radiocirurgias estereotaxicas, sendo uma das modalidades mais efetivas dessa
classe de cirurgias a radiocirurgia conhecida como Gamma Knife [14]. O Gamma
Knife consiste em uma unidade de tratamento altamente especializada, direcionada
a tratamentos de tumores cerebrais, malformacoes vasculares e disturbios de dor na

cabeca.

;'
|
)

(a

Figura 4.2: (a) Paciente na unidade de tratamento. (b) Diferentes tamanhos de
elmos, resultando em 4 diferentes tamanhos de shots.

No interior da unidade de tratamento (ver Figura , feixes de 201 fontes
radioativas de Cobalto-60 sao irradiados e focados em um tnico ponto no espaco.
Esse procedimento é conhecido como um shot de radiacao. Um tnico feixe nao
¢ suficiente para queimar consideravelmente o tecido. Porém, os 201 feixes se
concentram ao redor do ponto focado, queimando um regiao do tecido ao seu redor.
Logo, podemos considerar que a regiao afetada pelo shot é, aproximadamente, uma
esfera centrada no foco de irradiacao, como mostrado na Figura

Um tratamento tipico consiste de aplicagoes de shots, eventualmente de diferentes
tamanhos (ver Figura , posicionados em diferentes pontos no tumor, cujo
objetivo é recobrir o volume de tratamento com uma certa dose de radiacgao,
minimizando o efeito nos tecidos saudéveis ao redor.

Em alguns casos, o processo de planejamento do tratamento é relativamente

facil. Por exemplo, algumas lesdes pequenas podem ser recobertas com apenas um
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Figura 4.3: Um shot de radiacao e a aproximacao esférica da regiao afetada.

shot de radiacao e o planejamento estara completo em minutos. Infelizmente, esse
processo pode se tornar muito mais complexo quando o volume do tumor é grande
ou de formato irregular. Estes casos requerem o uso de mais shots de radiacao.

No equipamento afixado & cabega do paciente, como mostrado na Figura [4.2a]
podem ser anexados 4 capacetes que se diferenciam no tamanho, como pode ser
visto na Figura [4.2bl Esses capacetes sao responsaveis pelos tamanhos dos shots.
Portanto, quatro tamanhos diferentes de shots estao disponiveis, afetando regioes
aproximadamente esféricas com raios de 2mm, 4mm, 7mm e 9mm. Combinando
mutiplos shots de radiacao, um plano de tratamento pode ser realizado, de forma
a tratar lesoes de diferentes tamanhos e formas. Contudo, esse procedimento
geralmente resulta em um recobrimento nao-homogéneo, devido a sobreposicao dos
diferentes shots. Na pratica, muitos casos sao tratados com o uso de 1 a 15 shots
de radiagao [15], [16], embora um nimero maior que 10 seja considerado impraticavel
pelas rotinas clinicas de tratamento.

Toda vez que ha uma mudanga do tamanho do shot, deve-se retirar o capacete
em uso e substitui-lo com o capacete de tamanho correto. Esse é um processo
que despende bastante tempo, devido ao alto peso dos capacetes, devendo ser
manipulados com o auxilio de maquinas. Além disso, apds cada shot, deve-se
ajustar a conexao entre o capacete e o equipamento afixado na cabega do paciente,
para que nao haja erro de precisao na localizacao do shot. Para muitos pacientes,
esse processo torna-se bastante tedioso e demorado. Além disso, a qualidade do
plano de tratamento depende altamente da experiéncia e paciéncia dos profissionais
responsaveis.

Por essas razoes, ha o desejo de automatizacao do processo de planejamento
de tratamento via Gamma Knife, objetivando encontrar um bom recobrimento do
volume do tumor e acelerar o processo de planejamento do tratamento. Otimizar
a quantidade de shots, a posicao dos seus centros e cada um de seus tamanhos
pode reduzir as nao-homogeneidades e evitar que tecidos saudaveis sejam afetados

pela irradiagao, além de alcancar o recobrimento desejado. Abordagens para esse
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problema podem ser encontradas em [17] [1§] [19].
Na segao [4.3], introduziremos novas informagoes ao problema, de forma a torné-lo

mais compativel com a aplicacao apresentada, a radiocirurgia Gamma Knife.

4.3 Ajustando o problema a aplicacao

Nesta secao, acrescentaremos informacoes ao problema de forma a torna-lo mais
semelhante com o problema de planejamento do tratamento por radiocirurgia
Gamma Knife, apresentado na secao [4.2]

Seja T a estrutura a ser recoberta, representando o tumor. Assumiremos que
os shots de radiagao podem perfeitamente ser modelados por esferas de raios 2mm,
4mm, 7Tmm e 9mm. Duas novas informacoes surgem da aplicagdo: nao é desejavel
que as esferas ocupem a parte externa de T, visto que isso representa irradiacao
em tecidos saudaveis; deve-se evitar sobreposicao excessiva das esferas, pois isso
representa radiacao dobrada na regiao de intersecao entre as esferas. No exemplo
citado no inicio deste capitulo, teria-se preferéncia, entao, pela solugao representada
na Figura [4.1a]

Uma caracteristica importante que deve ser observada com a introducao dessas
informacoes ao problema é o fato de que, agora, nem sempre é possivel recobrir
completamente a regiao 7. Nao permitir que as esferas ocupem a parte externa de
T, nao permitir excesso de sobreposicoes e, ainda assim, recobrir 1" completamente
sao objetivos conflitantes.

Dessa forma, temos quatro metas a serem cumpridas:

e (a) maximizar o recobrimento;

e (b) minimizar a quantidade de esferas na solugao;

e (¢) minimizar o volume das esferas na regiao exterior a T’; e
e (d) minimizar a sobreposi¢ao das esferas.

Muitos autores atacam o problema de planejamento do tratamento da
radiocirurgia Gamma Knife sob o ponto de vista de um problema de empacotamento,
nao permitindo que as esferas se sobreponham, levando ao extremo a condigao (d).
Dessa forma, o problema é descrito como um modelo matematico de empacotamento
de esferas em regioes tridimensionais, almejando uma densidade de empacotamento
superior a 0.9 [13]. Como ja observado no Capitulo , o empacotamento de esferas
idénticas em um espaco euclideano tridimensional ocupa, no méaximo, 74% desse
espaco. Como o tratamento em questao disponibiliza quatro diferentes tamanhos de

esferas, uma densidade mais alta é possivel de ser obtida.
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Contudo, desejamos, nesse trabalho, priorizar as condi¢ao (a) e (b), visando
recobrir ao maximo possivel a regiao T com o minimo possivel de esferas.
Assim, o enfoque é mais matematico, direcionado ao problema original [(P)l No
capitulo [5] proporemos um modelo para o problema de recobrimento incorporando

caracteristicas relacionadas ao tratamento por Gamma-Knife.
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Capitulo 5
Modelo Proposto

Neste capitulo, proporemos um modelo para o problema de recobrimento de uma
regiao tridimensional por esferas de raios diferentes, inspirado no problema pratico
de planejamento de tratamento pela radiocirurgia conhecida como Gamma Knife,

conforme apresentado nas segoes [4.2] e [4.3]

5.1 O Modelo

Comecaremos com algumas defini¢oes. Seja S um conjunto de esferas, possivelmente
de raios diferentes. Conforme , que denotaremos de problema cldssico, para
futuras referéncias no texto, o problema consiste em recobrir um sélido 7" C R? com
o menor numero possivel de esferas pertencentes a S. Ou, de outra forma, deve-se
posicionar a menor quantidade possivel de esferas de S de modo que cada ponto
p € T pertenca, também, a alguma dessas esferas. Importante ressaltar que, como
explicado na secao 4.3} se considerarmos a aplicagao apresentada, nem sempre sera
possivel obter um recobrimento total. Propomos, entao, uma descricao formal do
problema, em termos de uma formulacao de programagao matematica.

Seja S um conjunto formado por n esferas, S = {S1,...,5,}. Assim, para
cada i € {1,...,n}, seja S; uma esfera centrada em z° € R? e com raio r; > 0.
Assumiremos que um recobrimento de T por esferas de S existe. Ou, de outra
forma, assumiremos que ha disponivel em S esferas suficientes capazes de recobrir
T. Seja y; uma variavel binaria representando a utilizagao ou nao da esfera S; na

solugao. Temos, entao, as seguintes variaveis:

-xeTd™, e

1, se a esfera i esta sendo utilizada
-y €{0,1}", sendo y; = { ‘ , Vi.

0, caso contrario
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A varidvel x = {x', ... 2™} representa um vetor contendo o centro de cada esfera
) )

e a variavel binaria y = {yi,...,y,} determina quais esferas do conjunto S estao

presentes na solucao.

A partir da idéia de dualidade em programacao matematica, montaremos um mo-
delo bastante parecido com um modelo de empacotamento, mas com as restrigoes de
nao-sobreposicao relaxadas, de forma a possibilitar um recobrimento. Tal relaxagao
¢ controlada pelos parametros a;;, com 1 < ¢ < j < n, conforme representado na

Figura 5.1

Figura 5.1: Representagao dos parametros a;;, que correspondem a maxima
interpenetracao das esferas.

Ao invés de impormos que a distancia entre os centros de duas determinadas

esferas seja maior que a soma de seus raios, como nas equagoes (3.5 e (3.14) dos
modelos de empacotamento, permitiremos que essas esferas se sobreponham a uma

quantidade maxima ov;;.

Definiremos o;; como segue:
;=B min{ri,ri}, 0<B<1. (5.1)

Para duas esferas S; e 5, a distancia minima entre seus centros é, entao, dada

por:
dij =T; + ’I"j — aij (52)

Assim, as restricoes do modelo serao:

|z" — 27| > dyy, Vi<i<ji<mn. (5.3)

Porém, como a funcao mnorma euclideana apresenta pontos de
nao-diferenciabilidade, elevaremos ambos os termos da inequacdao (5.3) ao

quadrado. O lado esquerdo torna-se entao uma funcao de classe C'°.

23



Ainda, essas restricbes devem ser aplicadas somente a pares de esferas S; e
S; que estiverem presentes na solugao. A posicao das esferas que nao participam
do recobrimento é irrelevante. Caso considerassemos todas as esferas, o problema
facilmente tornaria-se inviavel. Logo, substituiremos as restrigoes (5.3) por:
i 92 2 C
2" — 2|7 > djj (yi +y; — 1), Vi<i<ji<n. (5.4)
Quando ambas as esferas S; e 5 estiverem sendo utilizadas, teremos y; = y; = 1.

Substituindo na inequagao acima, obteremos a restricao desejada ((5.3). Para os

outros casos, teremos:
e apenas y; = 1: ||z° — 27|]* > 0;
o yi=y; =0 |2’ =[P > —dj.

Visto que a norma assume sempre um valor nao-negativo, a restricao continuara
valida, apenas tornando-se redundante.

Por fim, tomemos os parametros ¢; como sendo o custo de cada esfera na
solugao. Como temos por objetivo a menor quantidade possivel de esferas na solugao,
priorizaremos as esferas de maior raio, atribuindo a elas um custo maior, visto que
a formulagao serd um problema de maximizagcao.

Propomos, entao, a seguinte formulacao:

max Z Ci i (5.5)
i=1

s.a |lof =2 > dl(yi+y—1), Vi<i<ji<mn (5.6)
zel" (5.7)
y €{0,1}" (5.8)

A partir dessa formulacao, escrevemos o seguinte teorema, que define a existéncia
de um conjunto de valores para os parametros, com os quais podemos retomar a

solucao do problema classico:

Teorema. Existe um conjunto de parametros c;; > 0, com 1 <7 < j < mn, e
um conjunto de valores ¢; > 0, com 1 < ¢ < n, para os quais a solucao 6tima de
(5.5)-(5.8) é, também, solucao 6tima para o problema cldssico de recobrimento |(P)|
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Demonstracao:  Seja (z*,y*) uma solu¢do O6tima do problema cléssico de
recobrimento. Para cada par de esferas da solucao, calculemos a distancia D;; entre
seus centros:

Dij =||(z")" = ()], VI<i<j<n.

Se Dj; > r; 4+ rj, tome a;; = 0. Caso contrario, tome
Q5 :’I"i—f—’l"j—Dij.

Se uma dada esfera k nao estd sendo utilizada, ou seja, se (yx)* = 0, atribua qualquer
valor permitido para os parametros {«;;} a ela relacionados. Por exemplo, atribua
valor zero.

Tome ¢; = y;, para todo 1 < i < n. Entao, afirmamos que (z*, y*) é uma solucao
6tima do problema (5.5)-(5.8)), com os parametros {;}1<icj<n € {¢i}i1<i<n como
acabamos de definir.

De fato, utilizando os parametros agora escolhidos, € facil verificar que a solucao
(z*,y*) também serd vidvel em —. Basta mostrar, entao, que ela tera o
melhor valor da funcao objetivo. De fato, como os y; assumem valores 0 ou 1, para

todo 7, e estamos usando ¢; =y, temos que

Zciyi: Z Yi -
i=1

ilyy=1

Podemos observar que esse somatorio atingira seu valor maximo se tomarmos
y; = 1 quando y; = 1, ou seja, quando tivermos y; = y;. Portanto, (z*,y*) é uma
solucdo 6tima de ((5.5))-(5.8)) com os parametros tais como definidos. W

O modelo apresentado é um modelo de programacao matematica nao-linear
inteira mista (MINLP) cuja relaxacdo continua é nao-convexa, devido as restrigoes
(5.6). Embora alguns métodos de solucao existam, essa classe de problemas estd
entre as mais dificeis de serem resolvidas. O estado da arte de tais métodos [20] nao
estd em um estdgio onde instancias diversas podem ser resolvidas efetivamente ou
asseguradamente.

Ainda, a menos que seja possivel escrever matematicamente a restrigao ,
nao é possivel resolver diretamente o modelo proposto. Ha casos mais simples,
como apresentado anteriormente, com a representacao de T através de um politopo,

em que fazemos uso de restrigoes como (3.7). Um exemplo simples de politopo é o
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paralelepipedo. Para essa forma geométrica, temos:
Tparalelepipedo - { (‘rlva; 133) € ]R3 | 0 S T S bk, 1 S k S 3 }

ou translagoes e rotacoes desses, sendo b;,b, e b3 as medidas dos lados do
paralelepipedo.

Em especial, muitos trabalhos relacionados ao tratamento por Gamma Knife
aproximam a regiao T', correspondente ao tumor cerebral, por elipséides. Utilizando
um modelo bastante semelhante ao aqui proposto, DO NASCIMENTO et al. [21][22]
trabalharam no recobrimento de elipsdides a partir de um conjunto de esferas de
diferentes diametros. Os autores apresentam uma reformulacao como um problema
de programagao geométrica signomial. Nao utilizam técnicas de otimizacao discreta,

tratando até mesmo os raios das esferas de forma continua. Nesses casos, temos:

3
T 2
Telipsoide = { (93'1,,%2, $3) S R3 ‘ E <b—k> <1 }
k

k=1

ou translacoes e rotagoes desses, sendo by, by e bs os raios do elipsoide.
Na Segao [5.2] acrescentaremos mais informagoes ao modelo, a fim de tornd-lo

mais compativel com a aplicacao ao tratamento de tumores.

5.2 A Regiao de Seguranca

Na aplicagao apresentada, a radiocirurgia conhecida com Gamma Knife, é necessario
uma medida de seguranca aos tecidos saudaveis ao redor do tumor. Nao ¢
aconselhavel que esses tecidos recebam uma quantidade consideravel de radiacao.
E preciso restringir ainda mais o dominio dos centros das esferas, em , a fim de
respeitar a condigao na Secao , segundo a qual devemos minimizar o volume
das esferas na regiao exterior a 7.

A fim de evitar que a solucao do nosso modelo contenha esferas posicionadas de
forma a danificar tecidos saudaveis, utilizaremos um novo parametro €, como pode
ser visto na Figura[5.2] Nos referiremos a essa regiao como regido de sequranca (RS)

e a definiremos como segue:
RS={z€cR®: yeT|zecBye)}. (5.9)

Ou, em outras palavras, um ponto x € R3 pertencerd também a RS caso exista

algum ponto em 7' distando menos que € de z. Ou, ainda:

r€RS <= dxT)<e < FyeT|dxy) <e. (5.10)
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Figura 5.2: Representacao da regiao de seguranga. A regiao em cinza representa o
volume a ser recoberto.

Idealmente, a fronteira da regiao de seguranca deve representar o lugar
geométrico dos pontos que distam e do conjunto 7T, em sua parte externa.
Porém, devido a dificuldade em representar esses pontos matematicamente, para
os casos especificos de paralelepipedos e elipsdides, como nos exemplos apresentados

anteriormente, utilizaremos as seguintes aproximacoes:

RSparalelepipedo - { (ZEhI’Q,fL’g) S R3 | — € S Tk S bk + g, 1 S k S 3 } €

3
T 2
Bams = [l e | 3532 21}
k

k=1

ou translagoes e rotagoes desses, sendo by, by e by as medidas dos lados do parale-
lepipedo ou os raios do elipséide.

O dominio das varidveis ¢ sera, entdo, restringido, de acordo com a regiao
de seguranca. Isso pode ser visto na Figura [5.3] Em sua forma atual, prodemos
encontrar, no modelo, caracteristicas tanto do problema de recobrimento quanto do
problema de empacotamento. Caracteristicas do primeiro aparecem com relacao ao
volume 7', que desejamos recobrir. Para o empacotamento, basta considerar a regiao

de seguranca como um contéiner, onde devem estar contidas as esferas.

Figura 5.3: A regiao em cinza representa o volume a ser recoberto. Como as esferas
devem estar contidas na regiao de seguranca, o dominio da varidvel que representa
o seu centro € restrito a regiao em laranja.
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Nos caso de paralelepipedos ou de elipséides, substituiremos, respectivamente,

as restrigoes ([5.7]) por:

—e+r < al <bpte—r, Vie{l,... n} (5.11)
3 xi 9

k) <1, Viedl.... 5.12

> (e) =t et (5.12)

ou, novamente, por respectivas translagoes e rotacoes desses.

No Capitulo [9] apresentaremos uma idéia de discretizagao para trabalhar com
instancias onde a regiao a ser recoberta nao possui uma equacao matematica simples
que a descreva. Em particular, no problema do tratamento por Gamma Knife, a
regiao do tumor provavelmente terd um formato irregular. Sua obtencao é através de
imagens de ressonancia magnética ou de tomografias computadorizadas. Os dados

dessas imagens sao de natureza discreta e justificam um estudo nessa diregao.

5.3 Melhorias no modelo

Nesta secao, tentaremos reduzir o tamanho da combinatoria do problema. Anali-
sando somente as variaveis binarias e a arvore de enumeracao de solugoes, o problema
de recobrimento em estudo admite muitas solugoes semelhantes. Veja exemplo na
Figura

(a) Esferas 1 e 3. (b) Esferas 2 e 5.

Figura 5.4: Solugoes distintas que apresentam mesmos raios e centros.

Como exemplo, em uma instancia onde sao disponibilizadas 10 esferas de mesmo
raio para o recobrimento e a solucao utiliza 4 dessas esferas, teriamos 10-9-8-7 = 5040
solucoes que podem ser consideradas idénticas. Ordenaremos, portanto, as esferas
de mesmo raio e acrescentaremos mais um conjunto de restricoes ao modelo, como
segue:

Yi > Yiv1, Vi|ri=Tigr. (5.13)

Dessa forma, as esferas de menores indices serao utilizadas primeiro na formacao

da solucao.
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No exemplo da Figura que mostra duas solugoes equivalentes, uma com as
esferas indexadas por 1 e 3 e outra com as esferas indexadas por 2 e 5, a solugao
que obteriamos ao empregar as equagoes seria a que usa as esferas indexadas
por 1 e 2.

Por fim, levando em consideracao as variaveis continuas do problema, que
representam os centros das esferas, ainda poderiamos ter solucoes semelhantes, como

mostrado na Figura [5.9]

O O

(a) (b)
Figura 5.5: Solucoes distintas que apresentam mesmos raios e centros.
Adicionaremos, entao, a seguinte familia de restrigoes ao modelo:

ot <t Vi =g (5.14)

Considerando o sentido em que lemos o texto como o sentido positivo do eixo x
do sistema de coordenadas, ao utilizarmos as equagoes ([5.14)), a solu¢do encontrada
serd a representada na Figura [5.5a]
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Capitulo 6
Alguns Resultados

Nesta secao, serao apresentados alguns resultados obtidos para o problema de
recobrimento, com a utilizagao do modelo nao-linear e nao-convexo proposto —
. O estado da arte dos algoritmos para essa classe de prolemas ainda nao é
satisfatério. Dentre os solver comerciais existentes, testamos o COUENNE [23], 24],
direcionado a resolucao de problemas de programacgao matemaéatica nao-linear e
nao-convexos. Testamos, ainda, o BONMIN [25, 26] e o XPRESS [27, 28], cujos
algoritmos permitem dar uma solucao aproximada para essa classe de problemas.
Com a finalidade de visualizagao e melhoria manual das solugoes, utilizamos um
programa por nos desenvolvido, de onde foram retiradas todas as imagens que
aparecem no restante deste trabalho.

Ressaltamos que um recobrimento total é possivel de ser atingido, desde que as
condicoes e @ da secao , sejam relaxadas. Como explicado anteriormente,
essas condigoes sao contrarias ao recobrimento. A condicao (c) refere-se a ocupagao
das esferas na regiao externa a T' e a condicao (d) refere-se a sobreposicao das esferas.
Ou seja, através da notacao usada neste texto, conseguiremos um recobrimento total
desde que os parametros € e os parametros « sejam grande o suficiente. O primeiro
define o tamanho da regiao de seguranca, enquanto o segundo define a maxima
intersegao permitida entre cada par de esferas.

O problema de recobrimento em estudo apresenta uma certa dificuldade quanto
a qualificacao das solugoes. Sabemos que, dado um modelo de programacao ma-
tematica, podemos comparar solugoes através dos seus respectivos valores da funcao
objetivo. Porém, com relacao a aplicacao, o tratamento via Gamma Knife, ao anali-
sarmos duas solugoes distintas de uma mesma instancia do problema, nao ¢é evidente
dizer qual apresenta melhor qualidade. Na verdade, nao ha, ainda, um critério de
comparagcao entre solucoes.

Como exemplo, sejam duas solugcdes com um mesmo numero de esferas no
recobrimento. A primeira pode apresentar um percentual de recobrimento maior,

mas obtido através de uma maior ocupagao das esferas na parte externa da regiao-
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alvo ou mesmo através de um volume muito grande de intersecoes entre esferas.
Nao é trivial julgar, matematicamente, qual solucdo é mais adequada. Assim,
introduziremos trés grandezas, como em WEI et al. [29], cuja finalidade é analisar
melhor as caracteristicas da solucao. Seja T' o volume a ser recoberto pelas esferas

e U o volume da unido das esferas. Calcularemos:

e ‘cov’ : Percentual do volume de T recoberto pelas esferas;
e ‘overlap’ : Percentual do volume de T' recoberto por mais de uma esfera; e

e ‘miscov’ : Percentual do volume de U localizado na parte externa de 7T'.

Essas grandezas podem ser melhor entendidas com o auxilio da Figura [6.1]

(5 .

o J o
(a) (b)
CM S CM —~S

() (d)

Figura 6.1: Exemplo bidimensional mostrando as regioes que correspondem as gran-
dezas utilizadas na descrigao de solugoes. Em (a), a regiao a ser recoberta e as bolas
presentes no recobrimento. As regides hachuradas representam os parametros (b)
cov, (c¢) miscov e (d) overlap.

Para o calculo dessas grandezas, podemos utilizar ou uma malha fina ou um
algoritmo probabilistico conhecido como método de Monte Carlo [30]. O método,
voltado ao calculo do volume de uma regiao dada, consiste na geracao aleatéria
de pontos e no calculo da proporcao de pontos gerados pertencentes a regiao. O
método pode ser extendido para o cédlculo do volume da uniao de varios objetos.

Neste trabalho, os objetos sao esferas de diferentes raios.
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Para o cédlculo do percentual do volume de T coberto pelas esferas, representado
por ‘cov’, geramos uma malha de pontos em T' e calculamos a proporcao de pontos
que pertencem a pelo menos uma das esferas. Esse mesmo algoritmo pode ser
aproveitado para o calculo do volume das intersecoes das esferas no interior de T,
representado por ‘overlap’, verificando apenas se o ponto pertence a mais de uma
esfera.

Para calcular o volume percentual de U externo a T', que chamamos de ‘miscov’,
primeiro geramos uma malha circular em cada uma das esferas e repetimos o mesmo
procedimento, a fim de obter o volume que cada esfera ocupa externamente a 7.
Apos a soma desses valores, teremos o volume da uniao das esferas na parte externa

a T. O volume interno da uniao pode ser calculado como segue:

Volinterno = cov x Vol(T) .

Fazemos
VOlTotal = VOlInte’/‘no + VOlEacterno
e, por fim,
miscov - VOlexterno
VOlTotal

Atualmente, nao ha, para esse tipo de problema, um repositério de instancias
com o qual se possa trabalhar e realizar testes. Dessa forma, utilizamos, em nossos
testes, um paralelepipedo de dimensoes 14mm, 12mm e 10mm, como na Figura
6.2l Para a regiao de seguranca, atribuimos ao parametro correspondente o valor
e = 1. Trés conjuntos de esferas foram disponibilizados, separados em trés diferentes

conjuntos de dados, conforme Tabela [6.1]

Dadosl Dados2 Dados3

|S] 15 30 40
r = 4mm 6 7 7
r = 2mm 9 23 33

Tabela 6.1: Diferentes conjuntos de esferas disponibilizadas.

Figura 6.2: Paralelepipedo de dimensoes 14mm, 12mm e
10mm, usado como regiao a ser recoberta.
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Para os outros parametro do modelo, consideramos, nos testes, os seguintes
valores:
3

1
aij =3 min{r;,r;} .

Os ¢; sao os custos na funcao objetivo e representam o peso de cada esfera no
recobrimento. Como queremos minimizar a quantidade de esferas na solugao, maior
peso é dedicado as esferas de maior volume, pois recobrem um volume maior. E,
como o objetivo é o recobrimento, maximizaremos a densidade do empacotamento,
como definida na equagao [3.1} Dessa forma, atribuimos aos custos os valores dos
volumes das esferas, com omissao da constante (4/3)7 e omissdo do volume do
conteiner.

Os testes foram realizados em uma maquina Intel Xeon CPU X5675 3.07GHz,

com 48 GB de memoria RAM e um tnico processador de 6 cores e 12 threads.

6.1 COUENNE

O COUENNE (Convex Over and Under ENvelopes for Nonlinear Estimation)
[23, 24] é um c6digo open-source para resolver problemas de otimizagao global da

forma

min  f(z) (6.1)
s.a gj(x) <0 VjeM (6.2)
ol <ap <l Vi € Ny (6.3)
v, €7 Vie N C Ny, (6.4)

onde f : R" — R e, para todo j € M, g; : R® — R sao funcoes multivariadas,
possivelmente nao-convexas.

O COUENNE consiste no algoritmo conhecido como spatial Branch and Bound,
onde cada problema é subdividido através das equagoes[6.3 Ou seja, as ramificagoes
na arvore do Branch and Bound sao realizadas por divisoes nos dominios das
variaveis. O pacote implementa técnicas de linearizacao, técnicas de ramificacao,
heuristicas para encontrar solugoes viaveis e técnicas de melhoria de limites inferiores
para o problema. O problema inicial é reformulado, introduzindo novas variaveis
chamadas de variaveis auxiliar. A reformulagao nao torna o problema mais facil de

ser resolvido, mas permite obter melhores limites inferiores para o problema. Em
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seguida, através de linearizagoes, obtém-se uma relaxacao linear onde facilmente
aplica-se o algoritmo de Branch and Bound.

Aplicamos o modelo proposto — ao COUENNE para os conjuntos de es-
feras presentes em Dadosl, Dados2 e Dados3. Forcamos a parada do algoritmo apds

3600 segundos de execucao. As melhores solugoes encontradas estao representadas

na Tabela [6.2

Dadosl Dados2 Dados3

2z 264 144 ?
|S] 12 4 ?

t 950 1700 ?
cov 59.21 30.51 ?
miscov 4.48 6.94 ?
overlap  0.95 1.54 ?

Tabela 6.2: Solucoes encontradas pelo COUENNE.

(a) Dados1

(b) Dados2

Figura 6.3: Imagens das solugoes encontradas pelo COUENNE.

X Y 7 Raio
-0.334272  0.249808 0.171778 0.4
0.368994  0.272942 -0.169904 0.4
0.366087 -0.266802 0.172442 0.4
-0.537980 -0.450674 -0.364987 0.2
-0.551223 -0.449327 0.005482 0.2
0.086532 -0.451458 -0.353585 0.2
-0.151779 -0.454847 0.358583 0.2
-0.554228 0.008047 -0.351633 0.2
-0.560350 -0.412196 0.369279 0.2
0.562720 -0.445903 -0.352377 0.2
-0.151325 0.462952 -0.360341 0.2
-0.563514  0.460728 -0.340447 0.2

Tabela 6.3: Resultado do COUENNE para o conjunto Dados]1.
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X Y Z  Raio
-0.035156 -0.5 -04 0.2
-0.6 -0.37557 -0.4 0.2
-0.33348 0.0 -0.2 04
0.0 -0.3 02 04

Tabela 6.4: Resultado do COUENNE para o conjunto Dados2.

Na Tabela [6.2] o valor da fungao objetivo esta representado por z*. O tempo
t em que a melhor solucao foi encontrada é dado em segundos e |S| representa a
quantidade de esferas na solugao. A terceira coluna nao apresenta resultados porque
o COUENNE nao foi capaz de encontrar uma solucao no tempo especificado.

Nas Tabelas e os valores apresentados estao todos divididos por 10,
estando o centro geométrico do paralelepipedo na origem.

Se, ao invés de utlizarmos as restrigoes trabalharmos o modelo com as

seguintes restricoes:
o' =27l > (ritrj—ay) ity —1), V1<i<j<n,

ou seja, nao utilizarmos o quadrado da norma, entao, mesmo apos 1 hora de execugao
do algoritmo, o resolvedor nao conseguiu encontrar qualquer solucao viavel. Foi

utilizado o conjunto Dadosl nesse teste.

6.2 BONMIN

O BONMIN (Basic Open-source Nonlinear Mized INteger programming) [25, 26]
é um codigo experimental para resolver problemas gerais de programacao nao-linear
inteira mista (MINLP) da forma

min  f(x) (6.5)
s.a gr <g(z)<gu (6.6)
rp < x<ay (6.7)
x; €L Viel (6.8)
7 €R Vil (6.9)

onde f:R" - Re g:R" — R™ sao fungoes continuas e duas vezes diferenciaveis
e I é um subconjunto de {1,...,n} formado pelos indices das varidveis inteiras. Os
diferentes métodos que o BONMIN implementa sao algoritmos exatos quando as
funcoes f e g sao convexas. Porém, quando alguma dessas fungoes é nao-convexa, o

BONMIN funciona como uma heuristica.

35



H& varias escolhas possiveis de algoritmos que podem ser selecionados com o
BONMIN:

e B-BB: é um algoritmo de Branch and Bound baseado em programagao nao-

linear;
e B-OA: é um algoritmo de decomposi¢ao baseado em aproximagao externa;

e B-QG: é uma implementacao do algoritmo de Branch and Cut de Quesada e

Grossman; e

e B-Hyb: é um algoritmo hibrido de Branch and Cut e aproximacgao externa.

Para MINLPs convexos, os autores realizaram experimentos com um conjunto
grande de testes e o método B-Hyb conseguiu resolver a maioria dos problemas no
tempo estabelecido e tornou-se o método padrao. Para MINLPs nao-convexos, os
autores recomendam o uso do método B-BB. Portanto, escolhemos esse método para
testar o modelo que propomos.

Aplicamos o modelo proposto — ao BONMIN para os conjuntos de es-
feras presentes em Dadosl, Dados2 e Dados3. As solugoes encontradas estao repre-
sentadas na Tabela [6.5]

Dadosl Dados2 Dados3

2" 328 - -
|S] 13 - -
t 9 317 591

cov 70.22 - -

miscov 5.44 - -
overlap 3.46 - -

Tabela 6.5: Solucoes encontradas pelo BONMIN.

Figura 6.4: Imagens da solugao encontrada pelo BONMIN.

Na Tabela (6.5, o valor da funcao objetivo esta representado por z*. O tempo
t de execugao do algoritmo é dado em segundos e |S| representa a quantidade de

esferas na solucao.

36



Para os conjuntos de esferas disponibilizados em Dados2 e Dados3, o BONMIN
retornou que o problema é inviavel. Porém, claramente ha solugao, visto que as
esferas de Dados1 sao um subconjunto das esferas de Dados2 e também de Dados3.
Logo, a solucao encontrada para Dadosl é também solucao, ao menos local, para
Dados2 e Dados3.

Na Tabela [6.6] é apresentada a solugdo encontrada. Os valores estdao todos

divididos por 10, estando o centro geométrico do paralelepipedo na origem.

X Y Z Raio
0.363273 -0.267663 0.178730 0.4
-0.374953 -0.282536 0.177565 0.4
-0.113281  0.280399 0.182765 0.4
0.387102  0.272057 -0.180515 0.4
-0.571201 -0.459726 -0.342947 0.2
-0.576943 0.461564 0.366366 0.2
-0.116019 -0.042294 -0.363792 0.2
0.576425 -0.446153 -0.342643 0.2
-0.188707 -0.468404 -0.350566 0.2
-0.567482 0.040927 -0.341714 0.2
0.220852 -0.462593 -0.354966 0.2
-0.564839 0.462235 -0.310491 0.2
-0.157085 0.468458 -0.363733 0.2

Tabela 6.6: Resultado do BONMIN para o conjunto Dados]1.

6.3 Xpress-SLP

O Xpress-SLP [27, 28] é um resolvedor para problemas de programacgao nao-linear.
Ele implementa o método de programacao linear sequencial, que foi desenvolvido a
partir de técnicas utilizadas nas industrias de processamento, e é capaz de resolver
problemas grandes com milhares de varidveis. Também permite resolver problemas
de programagao nao-linear inteira mista (MINLP).

A programacao linear sequencial consiste em construir uma aproximacao linear
para o problema original nao-linear, resolver essa aproximagao até o valor 6timo
e tentar validar esse resultado contra o problema original. Se a solucao 6tima da
aproximacao é suficientemente préxima de uma solucao do problema original, entao
diz-se que o método convergiu e o procedimento termina. Caso contrario, uma nova
aproximacao é criada e o processo se repete. Em inglés, o método é conhecido como
successive linear programming (SLP) ou sequential linear programming. Embora a

solugao seja o resultado de uma otimizacao da aproximacao linear do problema, nao
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h& uma garantia de que ela serd uma solugao 6tima do problema original nao-linear.
Ela pode ser apenas um 6timo local.

Aplicamos o modelo proposto — ao XPRESS-SLP para os conjuntos
de esferas presentes em Dadosl, Dados2 e Dados3. As solugoes encontradas estao
representadas na Tabela [6.7]

Dadosl Dados2 Dados3

P 328 440 504
5] 13 27 35
t 0 2 5

cov 63.71 80.67 89.15
miscov 8.83 9.87 9.39
overlap 5.27 10.44 16.59

Tabela 6.7: Solucoes encontradas pelo XPRESS-SLP.

Nas Tabelas [6.8] e [6.10, cada uma das solugdes é apresentada. Os valores
estao todos divididos por 10, estando o centro geométrico do paralelepipedo na

origem.

X Y 7z Raio
0.0472136 0.3 -0.2 0.4
0.4 0.0251514 0.2 0.4
-0.4 0.3 0.2 0.4
-0.4 -0.26747  0.00512062 0.4
-0.6 -0.5 0.4 0.2
0.3 -0.5 -0.4 0.2
-0.6 -0.5 -0.4 0.2
0.6 -0.5 0.4 0.2
0.459524 0.5 -04 0.2
-0.6 0.265964 -04 0.2
0.6 -0.465964 0 0.2
-0.6 0.5 -0.212311 0.2
0.6 -0.5 -04 0.2

Tabela 6.8: Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dadosl.
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X Y Z Raio X Y Z Raio
0.0472136 0.3 -0.2 0.4 -0.427124 0.16188 -0.280325 0.2
-0.4 0.3 0.2 0.4 || -0.0511685 -0.5 0.4 0.2
-0.4 -0.26747  0.00512058 0.4 0.3 0.5 0.4 0.2
0.286598  -0.0777651 0.2 0.4 -0.140864 -0.5 -0.4 0.2
0.6 0.2027 -0.4 0.2 -0.6 -0.0532789 -0.4 0.2
0.6 -0.5 0.4 0.2 0.539178 -0.202342 -0.4 0.2
0.6 0.5 0.4 0.2 0.299995 -0.5 -0.4 0.2
0.459524 0.5 -0.4 0.2 0.253273 -0.110101 -0.4 0.2
-0.6 -0.5 -0.4 0.2 0.6 -0.00399433 -0.182562 0.2
0.371546 -0.5 -0.103179 0.2 0.6 -0.5 -0.4 0.2
-0.6 -0.5 0.4 0.2 0.0318186 -0.5 0.109236 0.2
0.07943 -0.5 -0.190049 0.2 -0.365097 0.5 -0.4 0.2
0.6 -0.5 0.1 0.2 0.6 0.5 -0.134922 0.2
0.6 -0.297738  -0.121569 0.2

Tabela 6.9: Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dados2.

X Y Z Raio X Y Z Raio
-0.4 0.3 0.0505912 0.4 0.490296 0.5 -04 0.2
-0.4 -0.2811 0.2 0.4 -0.103498 0.5 0.4 0.2

0.185387 0.194555 0.129354 04 0.565512 0.374154 0.4 0.2
0.046814 -0.3 -0.2 0.4 -0.6 0.0839634 -0.353548 0.2
-0.374099 -0.5 -0.4 0.2 -0.223471 0.174282 -0.4 0.2
0.509329 -0.39907 0.132433 0.2 || 0.00259497 -0.5 0.4 0.2
0.6 -0.5 -0.135134 0.2 0.6 0.383104 -0.146425 0.2
-0.361547  -0.0920546 -0.4 0.2 -0.302452 0.5 -0.4 0.2
-0.6 -0.5 -0.202595 0.2 0.595385 0.219019 -0.397532 0.2
0.6 -0.5 0.4 0.2 0.198268 0.431299 -0.4 0.2
0.534536  -0.208448 -0.108448 0.2 0.401672  -0.0100423 -0.4 0.2

0.6 0.0761434 0.4 0.2 0.051734 -0.204052 0.4 0.2
0.6 -0.115469  0.169165 0.2 0.459125 -0.5 -0.4 0.2
-0.6 -0.274099 -0.4 0.2 -0.6 0.5 -0.361719 0.2
0.6 0.5 0.129864 0.2 0.6 -0.235134 -0.4 0.2

0.413329  -0.158705 0.4 0.2 0.239405 -0.5 0.215823 0.2
0.0760494  0.157324 -0.4 0.2 0.6 0.083722 -0.127184 0.2
-0.0473791 0.5 -0.242084 0.2

Tabela 6.10: Resultado do XPRESS-SLP para o conjunto Dados3.
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(d) Dados3 (e) Dados3

Figura 6.5: Imagens das solugoes encontradas pelo XPRESS-SLP.
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6.4 Analise dos resultados

Dentre os algoritmos testados, o COUENNE ¢é o tinico com o objetivo de resolver
problemas de programacao matematica nao-lineares e nao-convexos. Porém, seus
resultados foram insatisfatérios com relagao ao tempo de execucao, como pode-se
constatar pela Tabela [6.2] Isso se deve ao tamanho da drvore gerada pelo Spatial
Branch and Bound, nao sendo capaz de encontrar boas solugoes em tempos razodaveis.

O BONMIN apresenta uma certa inconsisténcia nas solugoes. A solugao
encontrada por esse resolvedor para o conjunto de esferas Dadosl, como na Tabela
6.5 ¢ também uma solucao viavel para o problema com as esferas de Dados2 e
Dados3. Apesar disso, o resolvedor retorna que o problema é inviavel nesses dois
ultimos casos e diminui a confiabilidade nos resultados.

Por fim, o XPRESS-SLP apresentou solucoes em tempos razoavelmente
pequenos. Além disso, ao adicionarmos esferas ao conjunto S de esferas disponiveis,
ou seja, ao passarmos de Dadosl para Dados2 e para Dados3, os resultados
foram coerentes, apresentando um aproveitamento dessas esferas adicionais e,
consequentemente, aumento no valor da funcao objetivo e do percentual de
recobrimento, conforme Tabela [6.7

Como observacao, analisemos duas solugoes encontradas para o conjunto de
esferas em Dadosl, uma pelo BONMIN e outra pelo XPRESS-SLP.

BONMIN XPRESS-SLP

z* 328 328
|S] 13 13
t 9 0
cov 70.22 63.71
miscov 5.44 8.83
overlap 3.46 5.27

Tabela 6.11: Comparagao entre solucoes.

Conforme Tabela [6.11] apesar de o XPRESS-SLP ter encontrado a solugdo em
tempo muito menor, a solucao do BONMIN se adequa melhor a aplicacao, ou
seja, ao tratamento por Gamma Knife. O BONMIN posicionou as mesmas 13
esferas de forma que elas recobrissem melhor o volume T, apresentando 70.22% de
recobrimento contra 63.71% encontrado pelo XPRESS-SLP. Além disso, o primeiro
algoritmo também posicionou as esferas de forma a ocupar menos a parte externa a
T e de forma a haver menos intersecoes entre elas. Essas observagoes correspondem

a valores menores para os parametros miscov e overlap.
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No Capitulo [8 construiremos uma aproximagao do nosso modelo, através de
técnicas de discretizacao das varidveis, a fim de eliminar a nao-linearidade e,
principalmente, a nao-convexidade do modelo, inerente do problema. No Capitulo
[7, uma heurfstica serd apresentada, com o intuito de obtengao de melhores solugoes

em tempos aceitaveis.
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Capitulo 7

Heuristica Proposta

7.1 A Heuristica

Conforme mostrado no Capitulo [0, vimos que os resolvedores testados nao
conseguem boas solugoes para o modelo ou nao o fazem em tempo razoavel.
Desenvolvemos, entao, uma heuristica, a partir da necessidade de obtencao de
solucoes que recobrissem o sélido com um bom percentual de recobrimento em um
tempo suficientemente curto. O procedimento sera descrito a seguir.
Consideraremos a seguinte hipdtese: esferas de diametros maiores sao mais
interessantes na solugao, pois para um dado volume a ser recoberto, é necessario
uma quantidade menor de esferas. Inicialmente, serd disponibilizada apenas uma
esfera para realizar o recobrimento. Tomaremos a esfera de maior raio possivel. Seja

esse raio r1. Assim, nosso conjunto inicial de esferas disponiveis sera:
S = {Sﬁ} )

onde S,, representa uma esfera de raio r;. Tentaremos encontrar um posicionamento
para esse conjunto de esferas, assumindo que todas as esferas de S estarao presentes
na solugao. Portanto, de acordo com o modelo proposto (5.5))-(5.8]), teremos todas

as varidveis bindrias y iguais a 1. Substituindo no modelo, temos:

max 1 (7.1)
s.a || =2 > (ritr—ay)?, Vi<i<j<n (7.2)
relTm (7.3)

E um problema nao-linear e nao-convexo, onde desejamos apenas encontrar uma
solucao viavel. Portanto, a fungao a ser maximizada ou minimizada é irrelevante. O

objetivo ao usar essa estratégia é conseguir um bom ponto inicial no momento em
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que o conjunto S for composto de um ntimero grande de esferas.
Dado um determinado conjunto S de esferas, pode ou nao haver solucao para
o modelo (7.1)-(7.3). Seja R = {ry,...,rn} os possiveis raios, ordenados do maior

para o menor, e assuma que tenhamos S = {S,,, S;, }. Temos duas situagoes:

e ha solugao: serd adicionada ao conjunto S uma esfera de mesmo raio que a

esfera anterior, obtendo

S = {Shasrnsn}'

A solucao encontrada servird como ponto inicial para uma nova otimizagao
com esse novo conjunto. O ponto inicial da nova esfera sera gerado de forma

aleatoria.

e nao ha solugao: a ultima esfera previamente adicionada, responsavel pela

inviabilidade, sera substituida por uma de raio menor. Teremos:
S = {S7'17 ST’Q} *

Como ponto inicial, sera utilizada a mais recente solucao encontrada.

Novamente, para a nova esfera, o ponto inicial serd gerado de forma aleatoria.

O algoritmo termina no momento em que uma solugao nao é encontrada e nao

h& um valor menor de raio para substituir a ultima esfera adicionada.

7.2 Resultados no IPOPT

O IPOPT (Interior Point Optimizer) [31] é um algoritmo para resolver problemas
de otimizacao nao-linear de grande escala. Ele foi projetado para encontrar solugoes

de problemas matematicos da forma:

min  f(z) (7.4)
s;a gr<g(r)<gy (7.5)
1<z <ap (7.6)

onde f(z) : R" — R é a fungao objetivo e g(x) : R" — R™ sao as restri¢oes.
Os vetores g e gy denotam os limites inferiores e superiores das restrigoes,
respectivamente. Os vetores x; e xy sao os limites das varidveis x. As funcoes
f e g podem ser nao-lineares e nao-convexas, mas devem ser continuas e duas vezes
diferenciaveis. Restri¢oes de igualdade também sao permitidas, bastando igualar as

componentes correspondentes de gr, e gy .
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Utilizamos, para o teste da heuristica com o IPOPT, o mesmo sélido descrito no
Capitulo [6], um paralelepipedo de dimensdes 14mm, 12mm e 10mm. Mantivemos,
para a regiao de seguranca, um valor ¢ = 1. Ilustragoes da solucao obtida podem

ser vistas na Figura Informagoes sobre a solucao encontrada sao apresentadas
na Tabela [T.11

IPOPT
z* 512
15| 29
t 15
cov 91.41

miscov 10.53
overlap  16.46

Tabela 7.1: Solucao da heuristica usando IPOPT.

Figura 7.1: Imagens da solugao da heuristica usando IPOPT.

A solucao da heuristica foi a melhor solucao encontrada, dentre todos os
resolvedores e os métodos de discretizacao testados. Porém, da forma como foi
apresentada, utilizando diretamente um resolvedor para problemas nao-lineares,
sua utilizacao s6é é possivel quando as restricoes puderem ser escritas
matematicamente na forma de equagdes ou inequacoes, como nos exemplos
mostrados na Secgao [5.2l Portanto, devido a natureza dos dados provenientes de
tomografias computadorizadas e ressonancias magnéticas, ao trabalharmos com o
modelo visando a aplicacao ao tratamento por Gamma Knife, o solido T a ser
recoberto é descrito por um conjunto finito de pontos. Por essa razao, no Capitulo
[0 estudaremos uma reformulagao do problema de recobrimento para tratar o caso

em que o volume 7' é um conjunto discreto.
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X Y 7z Raio
-0.399870 -0.015175 -0.196135 0.400000
0.399853 -0.299973 -0.199086 0.400000
-0.049273 -0.299981 0.199417  0.400000
0.399858  0.299973 -0.189098 0.400000
-0.057517 0.299980 0.199773  0.400000
0.599678  0.498885  0.224425 0.200000
0.056542  0.003356 -0.399848 0.200000
0.587800 -0.231268 0.390360  0.200000
-0.599495 0.147517  0.232979  0.200000
-0.599635 -0.472158 -0.312377 0.200000
-0.599790 0.441830 -0.149292 0.200000
-0.511155 0.499732  0.131630  0.200000
-0.464380 -0.499252 0.398061  0.200000
-0.598657 -0.395806 0.145826  0.200000
0.587982  0.234710 0.390913  0.200000
-0.419343 -0.499717 -0.072611 0.200000
0.363615 -0.499263 0.399710 0.200000
-0.599276  0.397513  0.399805  0.200000
-0.186864 0.499810 -0.240188 0.200000
-0.400785 -0.004638 0.399536  0.200000
0.592656 -0.001533 0.175216  0.200000
-0.013217 -0.499274 -0.399127 0.200000
-0.599383 -0.230288 0.397965 0.200000
-0.311948 -0.467262 -0.398821 0.200000
0.355718  0.499122  0.399636  0.200000
-0.053606 0.283182 -0.399783 0.200000
0.346715 0.007065 0.388155 0.200000
-0.434455 0.441655 -0.399848 0.200000
0.599734 -0.499094 0.214175 0.200000

Tabela 7.2: Resultado da heuristica usando IPOPT.
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Capitulo 8
Discretizacao

O modelo proposto é um modelo de programacao matematica nao-linear inteira
mista (MINLP) cuja relaxa¢ao continua é nao-convexa, devido as restrigoes (5.6).
Devido a dificuldade de obtencao de boas solucoes por parte dos resolvedores atuais
para essa classe de problemas, conforme apresentado no Capitulo [0 utilizaremos
uma técnica de discretizacao de varidaveis continuas a fim de trabalhar com um
modelo linear. A vantagem da programacao linear é ser uma area bastante estudada
e existirem atualmente algoritmos bastante eficientes para a resolucao de seus

problemas.

8.1 Primeira abordagem

Para exemplificar o modo como trataremos a discretizacao das variaveis, suponha

que o modelo possua uma variavel x real pertencente ao intervalo [1,4], ou seja,
1<z<4.

Suponha, ainda, que queremos discretizar esse intervalo e fazer com que a variavel
s6 assuma valores 1.5, 3 ou 4. Essa é uma aproximagao muito ruim, apenas com
a intencao de facilitar o entendimento. Uma boa aproximacao é obtida com um
nimero suficientemente grande de pontos na discretizagao dos intervalos, mas isso
aumenta consideravelmente a quantidade de varidveis, como veremos adiante, e, por
consequencia, o custo computacional na resolucao do problema. Adicionaremos uma
variavel binaria A ao modelo para cada ponto da discretizagao. Dentre elas, a que
assumir valor 1 tera seu ponto associado como o valor escolhido para x. Dessa forma,
temos:
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Observe que apenas essa equacao nao ¢ suficiente para termos unicidade de
representacao. Por exemplo, para termos x assumindo valor 4, de acordo com a
idéia apresentada, basta termos A3 = 1, enquanto as varidveis binarias restantes na
equacao assumem valor 0. Porém, também conseguimos x = 4 com A\ = Ay =1e
A3 = 0. Ainda, poderiamos ter valores indesejados, como quando Ay e A3 assumem
valor 1, por exemplo. O resultado seria = 7, valor nao admissivel. Essas situacoes

nao ocorrerao se adicionarmos a seguinte equacao ao modelo:
M+ A+A3=1.

Ou seja, apenas uma das variaveis binarias podera assumir valor 1. Definiremos,
agora, formalmente.
Seja xi a k-ésima coordenada do centro da esfera i. Seja [a},b.] o intervalo de

variagao da varidvel x%, com aj e b conhecidos, ou seja,
ap, <z, < by .

Podemos discretizar cada um dos intervalos de definicao das varidaveis com a

quantidade de pontos desejada. Através do uso de variaveis binarias \, escrevemos:

xz = wlic,l 2,1 +ooet wZ,L;'C Z,LZ (8.1)
e
Lj,
> N, =1, (8.2)
j=1
onde

e Li éa quantidade de pontos usados na discretizagao do intervalo [al, bt ];

wh ; sao escolhidos como possiveis valores para a varidavel;

< b ;

oakgwk71<...<wkyL}-c_ )

;f,jé{ovl}v Vj€{17"'7 Zz}

Observe que essa idéia aplica-se caso todas as varidveis do modelo possuam
limites superiores e inferiores conhecidos. O resultado sera um reticulado, nao
necessariamente regular e podendo ser diferente para cada esfera. Uma outra
abordagem, que também utiliza técnicas de discretizacao, sera discutida na proxima

secao, que pode ser usada quando a apresentada nao ¢ adequada.
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8.2 Segunda abordagem

Caso os limites das variaveis nao sejam conhecidos ou caso o reticulado nao seja
adequado, podemos utilizar uma outra abordagem. Daremos, aqui, outro exemplo,
dentro do contexto do problema de recobrimento. Ao invés de discretizarmos o
dominio das variaveis, discretizaremos agora o conjunto 7'. Assim, determinaremos
a melhor localizacao das esferas dentre um conjunto finito V' de pontos, com V C T.

Como exemplo, seja V' = {vy, vg,v3,v4}, com

U1 = 0 ) Vg = 0 ) U3 2 ) Vg = 1 )
Criaremos uma variavel de decisao A para cada ponto v, que assumira valor 1 caso
a esfera esteja centrada no ponto correspondente. Faremos
T = AMU1 + AU + A3v3 + A\qUy

MFX+ A+ =1.

Assim, em cada um das coordenadas, temos:

T = )\2 + )\4
Ty = 2)\3 + )\4
T3 = )\4 .
De forma geral, seja V' = {vy,...,v,} o conjunto dos pontos que formam a

discretizacao de T'. Temos, para uma dada esfera i:

.T;c = ’ivlyk + -4 )\Z1 Un,k (83)

YA =1, (8.4)
p=1

onde v; ; ¢ a k-ésima coordenada do ponto v;.
Observe que essa abordagem cria uma quantidade consideravelmente maior de

variaveis bindrias em comparacao com a abordagem apresentada na secao (8.1
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8.3 Incorporando ao modelo

Nas secoes anteriores, vimos duas formas de aproximar por um ntimero finito de
pontos uma determinada varidavel continua, com o objetivo de transformar o modelo

proposto em um modelo aproximado linear. O modelo serd modificado no lado
esquerdo da restrigao (5.6)). Temos:

3
D D S I 85
= x}c)2 — Qxizxi + (xi)z ) (8.6)

Tanto as equagoes (8.1) quanto as equagoes (8.3 representam uma soma de
varidveis bindrias. Suponhamos, entdo, que z} esteja sendo representado, de forma

discreta, por:
i i i
T = Wp Ny T W App, - (8.7)

O termo (%)%, com o uso das equagoes ({8.2)) ou (8.4), pode facilmente ser escrito

como:
iN2 (i \2yi i 2yi
(2)" = (wy ) Npa + o+ (Wer, ) Ary, - (8.8)
Para o outro termo nao-linear, zjx], ao substituirmos pelas expressoes da

discretizacao, obtemos:

L, Lijk

i, _ i J i J
Lty = ZZ Wi pWhg Nep /\k,q'

p=1 g=1

Essa substituicao mantém a nao-linearidade, apresentando ainda produtos de
variaveis bindrias. Aplicamos, entdao, uma técnica de linearizacao bastante conhecida

na literatura. Fazemos

s = Mo Mo
com
° 5,2% >0;
® Oipg S Ny
L AESRE
¢ 0y > Nyt M, — 1.

kpq
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8.4 Resultados

Os resultados mostrados nesta secao sao provenientes de testes utilizando técnicas
de discretizacao do dominio de cada uma das variaveis ou técnicas de discretizagao
do volume T a ser recoberto, conforme apresentadas nas segoes e B.2
respectivamente.

Utilizaremos uma grade regular, definida por um parametro A. Para melhor
entendimento, seja 0 < z < 2 ou o intervalo [0,2]. Para um valor de, por exemplo,
A = 0.5, a varidvel x sé poderia assumir valores no conjunto {0, 0.5, 1, 1.5, 2}, que
corresponderia também a discretizacao do intervalo dado.

Formalmente, seja

Ib<zxz<ub ou [1b,ub]
¢ b—1b
nPontos = V _ J +1. (8.9)
A
Temos:
nPontos
r = [lb+(p—1A]N (8.10)
p=1
e
nPontos
d =1, (8.11)
p=1

Os resultados encontrados para A = 3 ¢ A = 1 podem ser vistos na Tabela [8.1]
Utilizamos o XPRESS para resolver ambas as abordagens apresentadas nas secoes
e[8.2l O algoritmo foi interrompido apés 3600 segundos.

Abordagem1 Abordagem?2
A=3 A=1 A=3 A=1

z 328 368 328 -
S| 13 11 13 -
t 14 2700 135 -

cov 64.29 7245 64.28 -
miscov  10.03  8.08 9.61 -
overlap 6.8 6.82 7.08 -

Tabela 8.1: Resultados do XPRESS para os modelos discretizados.
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Na Tabela é apresentado o valor da funcao objetivo z* em cada solucao
e a quantidade de esferas |S| utilizada. O tempo t em que a melhor solucao foi
encontrada é dado em segundos.

Como a abordagem que utiliza a discretizacao do volume T" a ser recoberto gera
uma quantidade maior de pontos que a discretizagao do dominio das varidveis =,
teremos também uma quantidade maior de varidveis binarias nesse modelo. Como
consequéncia, os resultados foram melhores na primeira abordagem. Para A = 3,
ambas encontraram a mesma solucao, porém em tempos bastante diferentes. Para
A =1, a segunda abordagem utilizou toda a memoria da maquina e, portanto, nao

conseguimos terminar a execucao do algoritmo.

Figura 8.1: Solucao encontrada pelo XPRESS para A = 3.

Figura 8.2: Solugao encontrada pelo XPRESS para A = 1.
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Nas Tabelas e [8.3 estdo representados os resultados do XPRESS com o
modelo discretizado para os valores A = 3 e A = 1, respectivamente. Os valores
estao todos divididos por 10, estando o centro geométrico do paralelepipedo na

origem.

X Y 7Z  Raio
-04 -03 -02 04
-04 03 -02 04
0.2 -03 -02 04
02 03 -02 04
-04 03 04 0.2
-04 0 04 0.2
0.5 -03 04 0.2
-0.1 03 04 0.2
0.5 0 04 0.2
-04 -03 04 0.2
0.5 03 04 0.2
02 03 04 0.2
0.2 0 04 0.2

Tabela 8.2: Resultado do XPRESS para A = 3.

X Y Z  Raio
0.3 03 02 04
-04 -03 02 04
04 -03 02 04
0 -01 -02 04
-04 03 02 04
-06 02 -03 0.2
-0.5 -0.5 -0.3 0.2
0.1 05 -04 0.2
05 -0.2 -04 0.2
06 02 -04 0.2
06 -0.5 -04 0.2

Tabela 8.3: Resultado do XPRESS para A = 1.
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Capitulo 9

Abordagem por grafo

9.1 Introducao

Quando o volume T a ser recoberto tem um formato irregular, de forma que a
restri¢ao[5.7ndo possa ser explicitada, é necessario o uso de técnicas de discretizagao.
Na prética, em particular no problema do tratamento conhecido como Gamma
Knife, a regiao do tumor é obtida através de imagens de ressonancia magnética ou de
tomografias computadorizadas. Essas imagens sao representadas por um conjunto
finito de pontos e justifica um estudo nessa dire¢ao. Porém, mesmo quando a regiao
permite que a restricao seja escrita matematicamente, pode-se tirar proveito em
discretizar T', de forma que o problema deixe de ser um problema de programacao
nao-linear inteira mista (MINLP) nao-convexo e torne-se um problema linear com
variaveis binarias. Apresentaremos neste capitulo, uma outra abordagem para o

problema de recobrimento, com a utilizacao de um grafo.

9.2 Grafos e Cliques

Um grafo G(V, A) é uma estrutura formada por dois conjuntos: um conjunto V,
cujos elementos sao denominados vértices, e um conjunto A formado por pares de

elementos de V', chamados arestas. Um exemplo pode ser visto na Figura [9.1]

Figura 9.1: Exemplo de  grafo, onde V = {abecdef} e
A ={(a,b), (b,c), (b,e), (bf), (c.d), (c.f), (ef)} .
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Sejam dois vértices v e w. Dizemos que v e w sao adjacentes se existe uma aresta

em A que os conecta. Ou seja,
v é adjacente a w <= (v,w) € A.

Neste trabalho, apresentamos apenas arestas nao-direcionadas.  Portanto,
consideraremos (v, w) = (w,v).

O complemento de um grafo G(V, A), denotado por G, é um grafo contendo os
mesmos vértices e tal que seus vértices sao adjacentes se e somente se nao o sao em
G. De outra forma, seja K o conjunto de todos os pares nao ordenados de elementos
de V. Temos que o grafo complementar de G é o grafo G(V, K \ A). Um exemplo

de grafos complementares pode ser visto na Figura [9.2]

3 4 3——4

(a) G (b) G

1——2 1 2

Figura 9.2: Exemplo de grafos complementares.

Uma clique em um grafo é qualquer conjunto de vértices dois a dois adjacentes.
Na Figura , temos a clique {b, ¢, f}, por exemplo.

Um conjunto de vértices de um grafo é estdvel se seus elementos sao dois a dois
nao-adjacentes, ou seja, se nenhuma aresta tem ambas as pontas no conjunto. No
exemplo da Figura , temos que o conjunto {a,d, e} é estavel.

Uma clique ou um conjunto estavel é dito mazimal se nao faz parte,
respectivamente, de uma clique ou de um conjunto estadvel maior, ou seja,
se nao é subconjunto de uma outra clique ou de um outro conjunto estavel.
Matematicamente, dado um grafo G(V, A) e um conjunto C' de todas as cliques

ou de todos os conjuntos estaveis de G, temos:
X €Cémaximal < AYecC | XCVY.

Ha uma relagao 6bvia entre cliques e conjuntos estaveis. Um conjunto C' de
vértices é uma clique do grafo G se e somente se C' é um conjunto estavel no grafo
complementar G.

A cada vértice do grafo pode-se atribuir um determinado valor, chamado de peso.
Assim, podemos definir a clique de peso mdximo como sendo a clique cuja soma dos
pesos de seus vértices é a maior dentre todas as cliques. Essa defini¢ao é equivalente

para conjuntos estaveis de peso maximo.
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Seja w; o peso do vértice ¢+ € V. Uma formulacao de programacao matematica
para o problema de encontrar uma clique de peso méaximo em um grafo G(V, A)

pode ser escrita como segue:

(V]

max Zwi Yi (9.1)
i=1

s,a Yty <1, V(i,5) & A (9.2)
yi €{0,1}, VieV. (9.3)

Em (9.1)-(9.3), a varidvel y;, associada ao vértice i € V, assumird valor 1 se o
vértice ¢ fizer parte da clique de peso maximo. De acordo com a restricao (9.2} se nao
h& uma aresta entre dois vértices 7 e j, entao esses vértices nao podem pertencer a

mesma clique, por definicao. Logo, nao podem ambos estar presentes na solucao.

9.3 Nova abordagem

Abordaremos, nesta secao, uma outra forma de resolver o problema quando o
conjunto 7" a ser recoberto é um conjunto finito de pontos, provenien tes de imagens
de tomografias computadorizadas ou ressonancias magnéticas ou mesmo resultado
de técnicas de discretizacao.

Seja R um conjunto finito de raios das esferas e " C R™ um conjunto finito a ser
recoberto. Construiremos um grafo onde cada vértice estd associado a uma n-upla
(p,r) € T x R. Como exemplo, suponha R = {r1,m} e T = {p1, ps, p3}. Teremos

os vértices representados na Figura [9.3]

(ph 7‘1) (p2, 7“1) (p?” 7”1)

(p1,72) (p2,72) (ps,72)

Figura 9.3: Exemplo de construcao de vértices.

Se um determinado vértice (p;, i) faz parte da solugao, entao teremos um esfera
de raio 7 centrada no ponto p;.

Dessa forma, teremos que a quantidade de vértices serd |V| = |T| - |R|. Na
verdade, alguns pontos de T nao serao utilizados para determinados valores de R,
quando, juntos, desrespeitarem a restrigao , que define a regiao de segurancga.

Portanto, a quantidade de vértices pode ser um pouco menor.
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Para decidir a existéncia das arestas, tomemos dois vértices (p;, ;) e (pj,7s).
Eles serao adjacentes se e somente se respeitarem a restrigao (5.6, que impoe o
maximo de intersecao permitida entre cada par de esferas. De outra forma, temos
que:

((pi,7i), (pj,7s)) € aresta <= ||p; — ;|| > (rk + 75 — Cus) -

Construimos, entao, o grafo G(V, A) tal que:

V={(pr)e(T'xR) | B(pr)CRS} (9.4)

A={(lp.r). (g,9) €eV* | llp—dll=(r+s—an)}. (9:5)

Para os pesos dos vértices, assumiremos que todas as esferas de mesmo raio tém
a mesma importancia na solucao. Assim, seja ¢, o custo de uma esfera de raio r,
como em . Atribuiremos, a todo vértice v = (p,r), 0 peso w, = ¢, .

Podemos encontrar a solucao de — resolvendo o problema de encontrar

a clique de peso maximo no grafo G(V, A), criado como descrito.

9.4 Algoritmo de Branch and Cut

A restrigao (9.2) representa todos os conjuntos estaveis de tamanho 2.
Conseguiriamos um modelo mais forte ao substituir tais restrigdes por conjuntos
estaveis de tamanhos maiores. Essa estratégia é inviavel, visto que encontrar um
conjunto estavel é tao dificil computacionalmente quanto encontrar uma clique.
Assim, o algoritmo de Branch and Cut utilizado tem por objetivo nao usar as
restricoes e, a partir da solugao encontrada em cada né da arvore de Branch
and Bound, adicionar, na forma de cortes, conjuntos estaveis que contenham peso
maior que 1, através de algum algoritmo de baixo tempo de execugao, como, por

exemplo, heuristicas [32]. Teremos os seguintes cortes:

Dy <1, (9.6)

eckE

onde E é um conjunto estavel de G(V, A). Além disso, para melhorar a performance,
alguns conjuntos estaveis sao previamente calculados e adicionados ao no raiz da
arvore de Branch and Bound na forma de restricoes. Esse conjuntos sao calculados

a partir da seguinte observacao:
{qeT | q€ Bp,a,/2), w,=w, =1} éestavel. (9.7)
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Em , T é o conjunto dos pontos da discretizacdo de T, o volume a ser
recoberto. Como, inicialmente, atribuimos a todos os pares de esferas com raios r
e s 0 mesmo valor a,,, entao todas as esferas de mesmo raio r terao o mesmo valor
Qyy, duas a duas. Assim, ao fixarmos um ponto p € T com raio r e tomarmos todos
os pontos ¢ € T, também com raio 7 e tais que distam de p menos que a metade de
., poderemos afirmar que a maxima distancia entre quaisquer dois pontos tomados
sera menor que «,... LLogo, nao pode haver aresta entre quaisquer desses pontos, de
acordo com restrigao . Matematicamente, tomaremos todos os pontos ¢ € T

tais que

aT‘T
lla =2l < =~ (9.8)

Dessa forma, sejam quaisquer dois pontos q; e ¢o satisfazendo (9.8). Pela
desigualdade triangular, temos:
aT‘T’ arr

2+2

g1 — q2|| < |lq1 —pl| + ||¢2 — p|| = Q. (9.9)

Assim, podemos afirmar que o conjunto descrito em ¢ um conjunto estavel,
nao necessariamente maximal. A partir desse conjunto, com a idéia de torné-lo
maximal, pode-se rodar um algoritmo para encontrar o estavel maximo apenas no
subgrafo que contém os vértices que nao estao ligados a nenhum dos pontos do
conjunto estavel inicial. A dimensao é bastante menor, permitindo a utilizacao de
um algoritmo exato.

Como exemplo, seja o grafo da Figura . Tome a clique nao maximal {a, b, e}.
Um aumento no tamanho dessa clique pode ser obtido a partir do subgrafo formado
por todos os vértices adjacentes em comum. Basta encontrar a clique maxima no
subgrafo formado por {¢, d}. Para conjuntos estaveis, a idéia é semelhante, bastando

resolver o problema no grafo complementar.

AN
N7

Figura 9.4: Grafo a esquerda e subgrafo a direita.

—d
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9.5 Resultados

Para encontrar uma clique de peso maximo em um grafo G(V, A), basta examinar
todos os subconjuntos de V. Computacionalmente, esse algoritmo consome tempo
proporcional a 2/V!. Como 2" cresce muito rapido com o aumento de n, esse algoritmo
¢ insatisfatério na pratica.

Os resultados que serao apresentados utilizam o grafo construido conforme
descrito na Secao [9.3] para um paralelepipedo de dimensoes 14 mm x 12 mm x
10 mm, assim como na Figura E utilizado um valor £ = 1 para o parametro da
regiao de seguranca.

Aplicamos o Cliquer [33], um algoritmo exato de Branch and Bound para resolver
o problema de encontrar a clique de peso maximo em um dado grafo. Aplicamos,
também, o XPRESS para resolver o modelo —. Por fim, utilizamos o
algoritmo de Branch and Cut proposto na Secao

Para a discretizacao do volume a ser recoberto, utilizamos uma grade regular,
definida por um parametro A, como explicado na Secao 8.4, Para A = 3, o
Cliquer, o XPRESS e o algoritmo de Branch and Cut encontraram a mesma
solugao. Caracteristicas dessa solugao, em comparacao com o resultado para o
modelo discretizado do Capitulo [§ sdo mostradas na Tabela 0.1, Suas imagens
estao mostradas na Figura [9.5]

Grafo Abordageml

z* 480 328

|S] 60 13

t 0 14%*
cov 78.64 64.29
miscov  8.01 10.03

overlap 21.78 6.8

Tabela 9.1: Solucoes para A = 3

Figura 9.5: Imagens da solugao para A = 3.
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X Y Z Raio| X Y Z  Raio
-06 -0.5 -04 0.2 0 01 -04 02
-0.6 -0.5 -0.1 0.2 0 01 -01 0.2
-0.6 -0.5 0.2 0.2 0 01 02 02
-06 -02 -04 0.2 0 04 -04 02
-06 -0.2 -0.1 0.2 0 04 -01 0.2
-06 -02 0.2 0.2 0 04 02 02

-06 01 -04 02 |03 -05 -04 0.2
-06 0.1 -0.1 02 03 -05 -01 0.2
-06 01 02 02 (03 -05 02 0.2
-06 04 -04 02 |03 -02 -04 0.2
-06 04 -01 02 |03 -02 -0.1 0.2
-06 04 02 02 (03 -02 02 02
-03 -05 -04 02 03 01 -04 0.2
-0.3 -05 -0.1 02 03 01 -01 0.2
-03 -05 02 02 (03 01 02 0.2
-0.3 -02 -04 02 |03 04 -04 02
-0.3 -02 -01 02 |03 04 -0.1 0.2
-03 -02 02 02 03 04 02 02
-03 0.1 -04 02 06 -05 -04 0.2
-0.3 01 -01 02 |06 -05 -0.1 0.2
-03 01 02 02 06 -05 02 02
-0.3 04 -04 02 |06 -02 -04 0.2
-03 04 -01 02 06 -02 -01 0.2
-03 04 02 02 06 -02 02 02
-05 -04 02 |06 01 -04 0.2
-05 -0.1 02 06 01 -01 0.2
-05 02 02 06 01 02 02
-02 -04 02 |06 04 -04 02
-0.2 -0.1 02 06 04 -01 0.2
-02 02 02 (06 04 02 02

O O O O OO

Tabela 9.2: Resultado para A = 3.

O tempo de execucao foi minimo para a abordagem por grafos, enquanto que
nao foi possivel resolver o problema com a discretizacdo do modelo (Abordagem1)
dentro do tempo méaximo estipulado de 3600 segundos. O valor 14 representado na
Tabela é o tempo em que a solucao foi encontrada.

Apesar de a solucao da abordagem por grafos ter apresentado um melhor
coeficiente de recobrimento, conseguindo 78.64% contra 64.29%, a mesma utiliza
60 esferas, um nimero alto quando comparado a apenas 13 esferas na outra solugao.
A razao ¢ a utilizacao de apenas esferas de raios 2 mm no recobrimento, conforme
Tabela 0.2, o que pode ser contornado ao modificarmos os parametros ¢;, na fungao

objetivo (5.5]), atribuindo maior peso as esferas maiores.
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Modificando o parametro A para um valor 1, a regiao viavel torna-se maior,
em quantidade de solugoes. Portanto, melhores resultados foram encontrados para
A = 1, conforme Tabela Os trés algoritmos foram interrompidos apds 3600
segundos de execugao. Na tabela, t representa o tempo em que a melhor solugao
foi encontrada. Para o Cliquer, informagoes nao conhecidas sao mostradas com um

sinal de interrogacao. Imagens das solucoes encontradas estao contidas nas Figuras

0.6 e @7

Cliquer Abordageml XPRESS B&C

z* 224 368 544 592

|S] ? 11 61 74

t 3400 2700 1957 47
cov ? 72.45 89.85 92.62
miscov ? 8.08 12.82 12.34
overlap ? 6.82 19.27 27.41

Tabela 9.3: Solugoes para A =1

Figura 9.7: Imagens da solugao encontrada pelo Branch and Cut para A = 1.
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X Y Z Raio| X Y Z  Raio

0 0 0 0.4 0 03 -04 02
-0.6 -0.5 -04 0.2 0 04 04 02
-06 -05 -01 02 |01 -05 -02 0.2
-06 -05 04 02 |01 -05 0.1 0.2
-06 -02 -04 02 |01 05 O 0.2
-06 -0.2 O 02 103 -05 04 0.2
-06 -02 04 02 03 -04 -04 0.2
-06 02 -04 02 |03 -01 -04 0.2
-06 02 O 02 /03 -01 04 0.2
-06 02 04 02 (03 02 -04 02
-06 05 -04 02 |03 02 04 02
-06 05 01 02 03 05 -04 02
-06 05 04 02 (03 05 04 02
-05 0 -02 02 |04 -04 -01 02
-05 0 02 02|04 -03 02 02
-04 -04 01 02 |04 04 01 02
-04 -03 -02 02 05 0 -02 02
-04 03 02 02 05 0 02 02
-04 04 -01 02 |06 -05 -0.3 0.2
-0.3 -05 -04 02 |06 -05 0.1 0.2
-0.3 -05 04 02 |06 -05 04 02
-03 -02 04 02 06 -02 -04 02
-0.3 -0.1 -04 02 |06 -02 O 0.2
-0.3 01 04 02 |06 -02 04 0.2
-0.3 02 -04 02 |06 02 -04 02
-0.3 05 -04 02 |06 02 O 0.2
-03 05 04 02 06 02 04 02
-0.2 -05 -0.1 02 (06 05 -04 0.2
-0.2 05 01 02 |06 05 -01 0.2

0 -03 -04 02 |06 05 04 02

0 -03 04 02

Tabela 9.4: Resultado do XPRESS para A = 1.
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X Y Z Raio | X Y Z  Raio
-06 -05 -04 0.2 0 -02 -04 0.2
-06 -05 O 0.2 0 -02 O 0.2
-06 -05 04 0.2 0 -02 04 02
-06 -0.1 -04 0.2 0O 03 -02 0.2
-06 -01 O 0.2 0O 03 02 02

-06 -01 04 02 |01 01 -04 0.2
-06 02 -04 02 |01 0.1 0 0.2
-06 02 O 02 /01 01 04 02
-06 02 04 02 01 05 -04 02
-06 05 -04 02 01 05 04 02
-06 05 0 02 102 -04 01 02
-06 05 04 02 (02 -03 -02 0.2
-05 -03 -02 02 02 05 01 02
-05 -03 02 02 03 -05 -04 02
-04 0.1 -02 02 03 -05 04 02
-04 01 02 02 (03 -02 04 0.2
-04 04 -02 02 |03 -01 0.1 0.2
-04 04 02 02 (03 0 -02 02
-0.3 -05 -04 02 |03 03 03 02
-0.3 -0.5 O 02 103 04 -02 02
-0.3 -05 04 02 04 -05 -01 0.2
-0.3 -01 -04 02 |04 -02 -04 0.2
-0.3 -0.1 O 02 104 02 -04 02
-0.3 -01 04 02 |04 02 O 0.2
-0.2 -03 -02 02 05 -02 -01 0.2
-02 -03 02 02 05 01 04 02
-0.2 02 -04 02 |05 05 -04 0.2
-02 02 O 02 105 05 O 0.2
-0.2 02 04 02 |05 05 04 02
-02 05 -04 02 06 -05 -04 0.2
-02 05 04 02 06 -05 04 02
-1 0 -02 02 |06 -04 01 02
-01 0 02 02|06 -02 04 02
-0.1 05 O 02 106 0 -03 0.2

0 -05 -04 02 (06 0 01 02

0 -05 -01 02 (06 03 -02 0.2

0 -05 04 02 (06 03 02 0.2

Tabela 9.5: Resultado do Branch and Cut para A = 1.
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Novamente, o alto valor de 592 para a fungao objetivo, encontrado pelo algoritmo
de Branch and Cut, corresponde a utilizacao de apenas esferas de raio 2 mm,
conforme Tabela [9.5, Por consequéncia, observa-se uma enorme de quantidade de
esferas na solucao. Em razao disso, aumentamos o peso dos vértices correspondentes
as esferas de raio 4 mm e diminuimos o peso dos vértices correspondentes as
esferas de raio 2 mm. Ao invés de 64 e 8, como anteriormente, utilizamos 20 e
1, respectivamente. Imagens da solucao encontrada apds essas modificagoes podem
ser vistas na Figura[9.8, As caracteristicas da solugao estao descritas na Tabela[9.6]
considerando os custos originais, em comparacao com a solugao encontrada pela
heuristica descrita no Capitulo [7], cuja principal caracteristica é priorizar esferas de

ralos maiores.

B&C IPOPT
Z 472 512
S| 24 29
t 6 15

cov 88.11 91.41
miscov  9.18 10.53
overlap 10.92  16.46

Tabela 9.6: Solugao do B&C para A = 1, ¢4 = 20 e ¢ = 1, em comparagao com

IPOPT.

Figura 9.8: Imagens da solugao encontrada pelo Branch and Cut para A = 1,
cs=20ecy = 1.
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X Y 7 Raio
-04 -03 02 04
-04 03 02 04

0 0 -02 04
04 -03 02 04
04 03 02 04
-0.6 -05 -04 0.2
-06 -02 -04 0.2
-06 02 -04 0.2
-06 05 -03 0.2
0.5 0 -02 0.2
-0.3 -05 -04 0.2
-0.3 05 -03 0.2

0 -0.5 -04 0.2

0 -05 -01 0.2
0 0 04 02
0 05 -04 02
0 05 -01 0.2

03 -04 -03 0.2
0.3 05 -03 0.2
05 -02 -04 0.2
05 02 -04 02
0.6 -05 -0.3 0.2
06 0 -02 0.2
0.6 05 -04 0.2

Tabela 9.7: Resultado do Branch and Cut para A =1, ¢4 =20 e ¢ = 1.
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9.5.1 Comparagao com resultados anteriores

Em LIBERTI et al. [1], os autores realizaram testes para recobrimentos de elipséides.
Utilizaram um modelo de programagiao matemadtica como descrito na Se¢ao[2.2] Na
Tabela , listamos as 4 instancias empregadas, onde R,, R, e R, sao as dimensoes
do elipsdide, € o parametro que define a regiao de seguranca e A é o comprimento

do lado de cada elemento cibico da grade de discretizacgao.

Nome | R, R, R. ¢ A
btl 12 8 6 4 5
bt2 12 8 6 4 3
bt3 12 8 6 4 2
bt4 | 10 10 10 6 3

Tabela 9.8: Instancias utilizadas em LIBERTTI et al. [1].

Utilizamos o algoritmo de Branch and Cut, como descrito na Segao [9.4] para
resolver as mesmas intancias do problema. Um quadro comparativo dos melhores
resultados obtidos pode ser visto na Tabela 9.9 Nela, a coluna cov representa o
percentual de recobrimento alcancado e #S é quantidade de esferas presentes na

solucao. O tempo é mostrado em segundos.

LIBERTI et al. [1] Branch and Cut
Nome | Tempo cov  #S | Tempo cov  #S

bt1l 1407 0874 2 0 0.8912 2
bt2 | 51168* 0.984 5 0 0.9626 4
bt3 | 60058* 1 2 1 0.962 8
bt4 | 58068* 0.907 3 1 09812 6

Tabela 9.9: Comparagao entre os resultados de [I] e o algoritmo de Branch and Cut
proposto.

Na Tabela 9.9, os tempos marcados com * indicam o tempo em que a primeira
solugao foi encontrada. Os tempos apresentados para o algoritmo de Branch and
Cut nao consideram o calculo referente as restricoes que reprensentam as cliques
pré-adicionadas. O algoritmo de Branch and Cut apresentou solugoes com melhor
recobrimento nas instancias btl e bt4, apesar de, na ultima, ter utilizado uma
quantidade maior de esferas. O algoritmo utilizado em [I] recobriu melhor o
elipséide nas instancias bt2 e bt3. Em todas as instancias, o tempo de execucao
do algoritmo de Branch and Cut foi extremamente rapido quando comparado ao do

artigo mencionado.
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As instancias btl, bt2 e bt3 consistem do mesmo elipséide com a mesma
regiao regiao de seguranca. Diferem apenas na quantidade de pontos utilizados
na discretizacao. Utilizam A = 5, 3 e 2, respectivamente. Como nosso algoritmo
tem apresentado pouco tempo de execucgao, testamos essa instancia com A = 1,
como descrito na Tabela[9.10] A solugdo encontrada pelo algoritmo de Branch and
Cut esta representada na Tabela [9.11] e suas imagens podem ser vistas na Figura
0.90 Foi o melhor recobrimento encontrado para o elipséide de 12 mm x 8 mm x 6

mm e ainda utiliza a menor quantidade de esferas.

Nome | R, R, R,
1

e A
bt0 8 6 4 1

Tabela 9.10: Instancia como em btl, bt2 e bt3, com A = 1.

Branch and Cut
Nome | Tempo  cov  #S
bt0 12 0.9992 2

Tabela 9.11: Resultado para a instancia com A = 1.

Figura 9.9: Imagens da solugao encontrada pelo Branch and Cut para a instancia
bt0: (a) o elipsdide a ser recoberto; (b) as esferas no recobrimento; (c) efeito de
transparéncia para melhor visualizagao; e (d) visualizando a parte nao recoberta.
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9.5.2 Caso Real

Através de dados cedidos pela Elekta [34], uma empresa com significativas inovagoes
e solucoes clinicas para o tratamento de cancer e distiurbios no cérebro, pudemos
realizar testes mais realisticos. Na Figura [9.10, os pontos em azul representam a
discretizacao do tumor e os pontos em vermelho correspondem a um érgao que nao

pode receber radiacao.

Figura 9.10: Dados reais cedidos pela empresa Elekta.

Os pontos pertencem a um reticulado cibico com valor 0.8 entre os pontos.

Realizamos trés testes:
(a) e=1, c4=64 e u=28;
(b) e=1, c4=20 e cg=1;¢
(c) sem regiao de seguranca.

Em (a), mantivemos o coeficiente na funcao objetivo como sendo o cubo do raio
da respectiva esfera. Para priorizar esferas de tamanhos maiores, modificamos esses
valores em (b). Em (c), ndo utilizamos a regiao de seguranga. Ou seja, a unica
restricao quanto a parte externa do tumor é as esferas nao tocarem o 6rgao em
risco.

As caracteristicas das solugoes estao representadas na Tabela[0.12] A efeito de
comparacao, os valores da fun¢ao objetivo, representados por z*, foram calculados
utilizando o cubo dos raios. Em (a) o algoritmo foi interrompido apé6s 3600 segundos,
sendo 7 segundos o tempo em que a melhor solucao foi encontrada.

Imagens de cada uma dessas solucoes podem ser vistas nas Figuras e
[9.13] geradas através do Octave [35].
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B&C

(@) (b)) (¢

z* 208 168 1474
|S] 26 7 4

t * 1 183

cov 82 63 99
miscov ? ? alto
overlap 13.8 4.13 20.25

Tabela 9.12: Solucoes do B&C para o teste com dados reais.
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Figura 9.13: Imagens da solugao encontrada pelo Branch and Cut sem o uso da
regiao de seguranga, com efeito de transparéncia em (b).
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Capitulo 10
Conclusao

Estudamos o problema de recobrimento de sélidos por esferas de diferentes
raios e formulamos um modelo de programacao matematica inteira mista
nao-linear (MINLP), cuja relaxacdo continua é nao-convexa. Constatamos que os
resolvedores atuais para esse tipo de problema sao bastante suscetiveis a 6timos
locais de qualidade inferior a desejada. Testamos o modelo proposto com o
COUENNE, com o BONMIN e com o Xpress-SLP. O COUENNE, apesar de
implementar um algoritmo cujo objetivo é resolver problemas do tipo MINLP com
relaxacao continuas nao-convexas, conhecido como Spatial Branch-and-Bound, nao
foi capaz de obter bons resultados em tempos curtos. O BONMIN e o Xpress-SLP,
para MINLPs nao-convexos, sao apenas heuristicas, ja que implementam métodos
baseados em aproximacoes do modelo original. Dentre esses, o Xpress-SLP foi o que
mostrou melhores resultados e em tempos bem curtos.

Da nao satisfabilidade com os resultado obtidos, aplicamos técnicas de
discretizacao ao modelo, a fim de torné-lo um problema de programacao matematica
inteiro e linear, cujos algoritmos de solugao ja foram bastante estudados e
empregados. Porém, ao custo de eliminar a nao-linearidade e nao-convexidade do
modelo, muitas varidaveis binarias foram necessarias, resultando em uma explosao
combinatoria e necessidade de um longo de tempo de execucgao do algoritmo, quando
nao ocorreu falta de memoria na maquina de teste. As melhores solugoes encontradas
ainda nao sao satisfatérias.

Desenvolvemos, entao, uma heuristica iterativa, baseada em otimizacoes
sucessivas, onde os valores da solugao de um problema sao utilizados como ponto
inicial para a resolucdo do problema seguinte. A idéia principal é priorizar as
esferas de tamanhos maiores no recobrimento. Os resultados da heuristica foram
os melhores obtidos. Nao sabe-se dizer o quao proximo do 6timo global estao tais
solugoes ja que o mesmo nao é conhecido e nao ha um banco de testes para o tipo
de problema estudado. Contudo, a heuristica somente pode ser utilizada quando o

objeto a ser recoberto possui equacoes ou inequagoes que o descrevam.
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Finalmente, para tratar os casos em que a unica forma de se descrever o volume
a ser recoberto é utilizando um conjunto finito de pontos como aproximacao,
desenvolvemos um algoritmo de Branch and Cut para encontrar boas solugoes
em tempos relativamente curtos. E realizado um pré-processamento para gerar
cortes especificos, inspirados na idéia de recobrimento por esferas. Estes cortes
sao adicionados ao né raiz da arvore de branch and bound e eliminam um nimero
consideravel de solucoes.

Um resumo das solugoes encontradas para a instancia descrita no Capitulo [6] um
paralelepipedo de dimensoes 14 mm, 12 mm e 10 mm, pode ser visto na Tabela[10.1]
As solugoes do COUENNE com o método spatial branch and bound, do BONMIN
com o método B-BB, um branch and bound heuristico, e do XPRESS com o método
de sequential linear programming (SLP) estao representadas nas primeiras colunas
da tabela. Em seguida, estao as solugoes do modelo discretizado utilizando A =
1 e resolvido pelo Xpress, a solucao da heuristica com o IPOPT e a solucao da

abordagem como um grafo pelo método de branch and cut proposto.

COUENNE BONMIN XPRESS XPRESS Heur Grafo

sB&B B-BB SLP A=1 TIPOPT B&C
z* 264 328 504 368 012 992
S| 12 13 35 11 29 74
t 950* 9 3 2700* 15 T4T*
cov 29.21 70.22 89.15 72.45 91.41  92.62
miscov 4.48 5.44 9.39 8.08 10.53 12.34
overlap 0.95 3.46 16.59 6.82 16.46 2741

Tabela 10.1: Comparagao das solucoes obtidas para uma mesma instancia e
diferentes métodos de resolucao.

Nas linhas, z* representa o valor da solugao na fungao objetivo, |S| é a quantidade
de esferas presente na solucao e t é o tempo que a solucao levou para ser encontrada.
Um asterisco indica que a execucao do algoritmo foi abortada apds 3600 segundos.
Os parametros cov, miscov e overlap sdo como definidos no Capitulo [6]

Como trabalhos futuros, pretendemos estudar valores para os parametros e, «
e ¢ de forma que a solugao do modelo seja um recobrimento completo, mas ainda
matendo outros objetivos, como menor quantidade possivel de esferas, com pouca

sobreposicao e pouca ocupacao da regiao externa ao sélido a ser recoberto.
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