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A radiocirurgia Gamma Knife representa um dos mais avancados meios dispo-
niveis para o tratamento de tumores cerebrais, malformacoes vasculares e desordens
funcionais. O equipamento Gamma Knife emite, com precisao, uma dose adequada
de radiacao ionizante (shot) a regiao do tumor alvo. Em boas aproximagoes, os shots
podem ser modelados como esferas de diferentes tamanhos. Miltiplos shots podem
ser usados para cobrir o tumor enquanto evita-se irradiar uma dose excessiva nos
tecidos saudaveis ao seu redor. As caracteristicas intrinsecas a esse problema pos-
sibilitam sua formulacao como um problema de recobrimento no espaco euclidiano
tridimensional R3.

Neste trabalho consideraremos o problema de recobrimento de um corpo tridi-
mensional por esferas de diferentes raios visando sua aplicacao no planejamento de
tratamentos de radiocirurgias Gamma Knife. Abordaremos o problema apenas do
ponto de vista de uma cobertura geométrica, ou seja, dados um conjunto de esferas
e um corpo, o objetivo é cobrir completamente o corpo utilizando o menor nimero
possivel de esferas, independentemente do problema da dosagem. A fim de resolver
esse problema de programacao matemética, adotaremos uma abordagem baseada

na aplicacao de técnicas de penalizacao e heuristicas estocasticas de busca.
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Gamma Knife radiosurgery represents one of the most advanced means available
for treating brain tumors, vascular malformations and functional disorders. Gamma
Knife unit delivers accurately a suitable dose of ionizing radiation, called shot, to
the target tumor region. In good approximation, these shots can be modeled as
spheres of different sizes. Multiple shots can be used to cover the entire tumor,
while avoiding an excessive dose to the surrounding healthy tissue. The intrinsic
characteristics of this problem enable its formulation as a covering problem in the
three-dimensional Euclidian space R3.

In this work, we focus on the covering problem of a three dimensional body
using different radius spheres, aiming its use on the treatment planning of Gamma
Knife radiosurgery. We approach the problem just by the geometric covering point
of view, that is, given a set of spheres and a body, the objective is to fully cover the
body using the smallest possible number of spheres, regardless of the dosage issue.
In order to solve this mathematical programming problem, we consider an approach

based on the application of penalty and stochastic heuristic search techniques.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de empacotamento e recobrimento de regides do espago euclidiano por
figuras regulares sao classicos na literatura e seus aspectos teodricos sao estudados
tanto nas areas da geometria discreta e combinatéria como na area da otimizacao
matematica.

A teoria de empacotamento e recobrimento constitui o mais antigo topico da
geometria discreta e computacional. Teve origem na teoria dos ntmeros e crista-
lografia, na virada do século XX, e tornou-se uma teoria independente na década
de 1950. Foi, entao, que o termo geometria discreta foi introduzido como sinénimo
para problemas concernentes a empacotamento, recobrimento e seu caso especial:
particoes (tesselation). A partir do final da década de 1980, passou-se a usar o termo
geometria discreta e computacional a qual inclui, além da geometria computacional,
nao somente problemas concernentes a empacotamentos, recobrimentos e particoes,
mas também a teoria dos politopos, bem como geometria combinatéria ambas no
sentido de Hadwiger e Debrunner, e Erdos. A nova terminologia reflete novas ten-
déncias: além da teoria classica de densidades de empacotamento e recobrimento,
houve um aumento em pesquisas sobre empacotamento e recobrimento influenciadas
pela combinatoéria e ciéncia da computacio (FEJES TOTH, 1999).

Os empacotamentos densos de objetos soélidos onde nao ha sobreposicao sao
muito comuns em situagoes que ocorrem na natureza ou criadas pelo homem. Os
problemas de empacotamento surgem em contextos tecnolégicos, tais como: indis-
trias de embalagens; agricultura, por exemplo, armazenamento de graos em silos;
propelentes solidos de foguetes; terapia de radiagao estereotaxica (SOUTOU e DAI,
2002; WANG, 1999) e dao suporte a estrutura de intimeros sistemas biologicos, por
exemplo, estrutura de tecidos, membranas celulares e filotaxia! (TORQUATO e
JTAO, 2010). Ja os problemas de recobrimento tém aplica¢oes praticas como, por

exemplo, em localiza¢do e dimensionamento de centros de telecomunicagao (XA-

! Disposigdo das folhas nos eixos caulinares.



VIER et al., 1989); na topologia de rede de comunicagao sem fio (ADICKES et al.,
2002); buscas em espacos paramétricos de altas dimensoes, por exemplo, buscas
por ondas gravitacionais baseadas em padroes (PRIX, 2007) e terapia de radiacdo
estereotaxica (LIBERTT et al., 2009; LUBKE, 2014; NASCIMENTO et al., 2010;
PINTO, 2015).

Por outro lado, um grande ntimero de modelos matematicos em diversas area das
ciéncias e engenharias tem levado a formulacao de problemas de otimizagao onde
a melhor solu¢ao (6timo global) é necessaria. Devido & natureza interdisciplinar
da otimizacao global, surpreendentes progressos foram realizados neste campo nas
ultimas décadas. Muitos algoritmos computacionais poderosos e novos desenvolvi-
mentos tedricos foram apresentados para resolver um espectro de problemas dificeis
em muitas disciplinas.

O estudo da matemaética discreta e otimizagdo com aplicagoes médicas emergiu
como uma nova importante area de pesquisa (DU et al., 2000). Nos tltimos anos,
iniimeras aplicacoes médicas receberam o auxilio de técnicas de otimizacao. Dentre
essas, a terapia por radia¢ao ¢ indiscutivelmente a area mais popular em planeja-
mento de tratamentos onde técnicas de otimizagdo sdo utilizadas (PARDALOS e
EDWIN, 2009).

Terapia por radiagao ¢ um método usado para tratar cancer com radiacao de
alta energia que causa danos ao DNA das células na area a ser tratada, interfe-
rindo com suas habilidades de se reproduzirem e crescerem. As células cancerigenas
sao incapazes de reparar esses danos tao rapidamente, assim o crescimento dessas
células é interrompido e o tumor diminui de tamanho. Dentre os tipos de terapia
por radiacdo, temos a radiocirurgia estereotaxica cuja modalidade mais efetiva é a
radiocirurgia conhecida como Gamma Knife (GANZ, 1997). Nesse procedimento,
tumores ou malformacoes vasculares em regides profundas do cérebro sao tratados
mediante a aplicacao de feixes de radiacao. Mais especificamente, o equipamento
Gamma Knife emite, com precisao, uma dose adequada de radiagao ionizante (shot)
a regiao do tumor alvo. Os shots podem ser modelados aproximadamente como es-
feras de diferentes tamanhos. Dependendo do tamanho do tumor, multiplos shots
podem ser usados para cobrir a regiao. O objetivo é cobrir o tumor o maximo pos-
sivel e, simultaneamente, minimizar ou evitar o volume de tecidos sadios atingidos
pelos raios.

Varios autores tratam do problema de planejamento do tratamento da radio-
cirurgia Gamma Knife sob o ponto de vista de um problema de empacotamento,
nao permitindo que as esferas se sobreponham. Dessa forma, o problema é descrito
como um modelo matematico de empacotamento de esferas de diametros diferentes
em regioes tridimensionais, almejando uma densidade de empacotamento superior

a0,9.



A maior parte da literatura existente sobre o uso de técnicas de otimizagao e
modelos matematicos para automatizar o planejamento de tratamento de radioci-
rurgias via Gamma Knife visam fornecer uma solucao completa para o problema
de planejamento do tratamento, ou seja, trata-se das dosagens tanto quanto das
posi¢oes dos shots. JITPRAPAIKULSARN (2005) contém um resumo detalhado de
algumas abordagens existentes.

Mais recentemente, alguns autores abordaram o problema de recobrimento de
corpos tridimensionais por esferas de diferentes raios visando a aplicacao no plane-
jamento de tratamentos de radiocirurgias Gamma Knife. Dados um conjunto de
esferas e um corpo, o objetivo é cobrir completamente a regiao utilizando o menor
ntmero possivel de esferas independentemente do problema da dosagem.

LIBERTI et al. (2009) tratam do problema sob o ponto de vista de recobrir
um elipsdide (o tumor) por esferas (shots). Eles propuseram um modelo MINLP
de programagao matematica, cuja relaxagao continua é nao-convexa. A partir dessa
formulacao, foi feita uma discretizacao do solido a ser recoberto e, com o emprego de
técnicas de linearizagao de restrigoes que utilizam variaveis 0-1, conseguiram aproxi-
mar o modelo por uma formulagao de programacao linear 0-1. Solugoes interessantes
foram obtidas com o uso do CPLEX. No entanto, esse enfoque pode se tornar inviavel
em discretizagoes mais finas, devido a enorme quantidade de variaveis.

Seguindo esse caminho, uma outra abordagem para tratar do problema de reco-
brir um solido por esferas de diferentes didmetros foi proposta por PINTO (2015).
O problema foi formulado como um problema de otimizacao nao-convexa, com res-
tricoes quadraticas e funcao objetivo linear. Utilizou-se técnicas de discretizacao
afim de trabalhar com um modelo linear. Foi proposta, ainda, uma heuristica e uma
reformulacao baseada em uma estrutura de grafos, onde a clique de peso méximo é
a solucao 6tima do modelo original, com a finalidade de encontrar boas solucoes em
tempos razoaveis.

A nossa proposta, neste trabalho, é tratar do problema de recobrimento de um
corpo tridimensional por esferas de diferentes raios utilizando o mesmo modelo MIN-
LIP ndo-convexo de programagao matemética proposto por PINTO (2015). Entre-
tanto, para resolver o problema, adotaremos uma abordagem alternativa, muito
empregada na resolucao de problemas de otimizacao global: aplicagao de técnicas
heuristicas, misturando técnicas estocéasticas de busca com técnicas de penalizagao.
Desta forma, nao estaremos, a principio, garantindo a otimalidade de nossas solu-
coes. No entanto, os métodos desenvolvidos irao permitir pelo menos a selecao da
melhor candidata & solucao do problema original dentre um conjunto de possiveis
solucoes produzidas mediante a aplicacao de heuristicas especialmente projetadas.

Iniciaremos, o Capitulo 2, fazendo uma breve descricao da modalidade de tera-

pia por radiacao Gamma Knife. O conhecimento dos requerimentos de protocolo



dessa aplicacao irao ajudar-nos a compreender melhor as caracteristicas do modelo
proposto para o problema de recobrimento que serd definido logo em seguida. No
Capitulo 3, estudaremos um pouco os problemas de empacotamento, os de recobri-
mento dos espagos euclidianos n-dimensionais e o Kissing Number quando os centros
das esferas idénticas participantes do recobrimento (ou empacotamento) formam um
reticulado. Tal estudo se faz importante devido a necessidade de conhecermos os va-
lores de alguns parametros presentes na formulagao do problema e que sao possiveis
de serem determinados exatamente nesses reticulados. Apresentaremos, no Capitulo
4, o modelo proposto, as reformulacoes do problema, falaremos ainda sobre regiao
de seguranca, arvore de decisao e indices de cobertura, conceitos que serao emprega-
dos na resolucao do problema. No Capitulo 5, comentaremos sobre os experimentos
computacionais realizados e os resultados obtidos. Finalmente, no Capitulo 6, apre-
sentaremos as conclusoes e as propostas de trabalhos futuros. Alguns calculos mais
detalhados e nogoes béasicas de topicos necessarios para o desenvolvimento deste

trabalho serao apresentados nos apéndices.



Capitulo 2
O Problema de Recobrimento

Neste trabalho, abordaremos o problema de recobrimento de sélidos tridimensionais
por esferas de diferentes raios tendo como uma aplicacao o planejamento de trata-
mentos de radiocirurgias Gamma Knife. Dados um conjunto de esferas e um soélido,
o objetivo é cobrir completamente a regiao utilizando o menor nimero possivel de
esferas sem considerar o problema da dosagem. A fim de obtermos uma compre-
ensao melhor do problema e de sua modelagem, iniciaremos por fazer uma breve

descricao desta modalidade de tratamento.

2.1 A Radiocirurgia Gamma Knafe

A radiocirurgia Gamma Knife é uma ferramenta comprovadamente eficaz utilizada
para tratar doencas neurologicas. E considerada superior & cirurgia invasiva, neu-
rocirurgia e terapia de radiagao, formas mais tradicionais de tratamento do cancer.
Atualmente, mais de 500.000 pacientes foram tratados no mundo inteiro em 250
Centros Gamma Knife e cerca de 50.000 pacientes sao tratados a cada ano (GANZ,
2011).

O trabalho desenvolvido pelo neurocirurgiao Lars Leksell do Instituto de Karo-
linska, em Estocolmo, Suécia, no comeco dos anos da década de 1950, em conjuto
com o biofisico Borje Larsson, da Universidade Upsalla, deu origem ao aparelho de
tratamento radiocirirgico Gamma Knife. Enquanto pesquisavam por uma maneira
nao invasiva para tratar distdrbios funcionais, observaram que uma tnica dose de
radiacao podia ser usada para destruir quase completamente regioes de pequenas di-
mensoes dentro do cérebro, como se fosse um bisturi, no entanto, sem a necessidade
de abrir a caixa craniana (GANZ, 1997). A essa técnica chamaram de radiocirurgia
estereotaxica (LEKSELL, 1951) .

Em 1968, a primeira unidade Gamma Knife foi construida (LEKSELL, 1968)
sendo designada especificamente para tratar de distirbios funcionais. A partir de

1970, com o avango de tecnologias, aplicacoes a outras doencas comegaram a surgir.



Desde entao, tem sido usado de forma gradual no tratamento de tumores cerebrais
(especialmente aqueles de tamanho pequeno), malformacoes vasculares e disttrbios
de dores na cabeca (GANZ, 1997). Atualmente, o Gamma Knife é utilizado, com
éxito, nos seguintes tratamentos :

e tumores cerebrais malignos e benignos: metastases (originarias de outros lo-
cais do organismo com disseminagao cerebral), neurinoma de nervo actstico (nor-
malmente benigno e que pode gerar déficit auditivo), meningeoma (na meninge,
membrana que envolve o cérebro), hipofise (benigno, mas pode acarretar distiurbios
hormonais e visuais) e gliomas (sao tumores priméarios do cérebro);

e disturbios vasculares: ma-formacao arteriovenosa cerebral (doenga que pode
causar sangramento e epilepsia), cavernomas e fistulas durais;

e disturbios funcionais: neuralgia do trigémeo (dor facial), epilepsia, Mal de
Parkinson.

Além disso, estudos experimentais estao sendo realizados para avaliar a eficacia
do emprego da técnica no tratamento do Transtorno Obsessivo Compulsivo (TOC)
em estado grave.

O equipamento Gamma Knife irradia uma dose de radiacao ionizante emitida de
201 fontes de Cobalto-60. Os 201 feixes irradiados sao focados em um tinico ponto no
espaco (denominados de shot de radiagao), afetando uma regiao aproximadamente
esférica com uma elevada dose de radiagao. Isso ocorre devido a dose de tratamento
prescrita, nas aplicagoes clinicas, ser de 50% isodose line (IDL), curva que envolve
todos os pontos que recebem no minimo 50% da dose maxima que é irradiada, e
a distribui¢do da dose de um shot a 50% IDL ou mais ser aproximadamente uma
esfera solida no espago tridimensional (WU, 1992).

Consideremos o tumor como uma regiao tridimensional. Sejam T o tumor ,V

o volume do tumor e Vpr 0 volume do tumor coberto por 50% IDL. Entao, Vipr

é chamado de volume de empacotamento e a razao V{/’;L é chamada de densidade de
empacotamento. Em aplicagoes clinicas, a densidade de empacotamento requerida é
maior do que 0,9 (SHAW, 1993; WU, 1996).

Um tratamento tipico consiste em aplicar shots, possivelmente de tamanhos di-
ferentes, centrados em diferentes pontos do tumor, tendo por objetivo irradiar uma
determinada dose de radiacao ao volume de tratamento a fim de obter a densidade
requerida, enquanto o efeito nos tecidos saudaveis ao redor é minimizado. Sub-
regides do tumor nao cobertas recebem o somatorio das doses mais baixas (<50%)
dos multiplos shots que as circundam. Uma densidade de empacotamento alta é
necessaria para garantir que o somatoério das doses recebidas por essas sub-regioes
ndo cobertas seja suficientemente forte (WANG, 1999).

A radiocirurgia Gamma Knife inicia-se pela determinagao da localizagao e do

tamanho do tumor. Para isso, apés a administracao de anestesia local, um quadro



rigido de referéncia chamado dispositivo estereotéxico é fixado no cranio do paciente
mediante quatro apoios ajustaveis e parafusos de fixacdao. A fixacao de tal quadro é
absolutamente imprescendivel. Além deste dispositivo fornecer um sistema de coor-
denadas geométricas para cada estrutura do cérebro, através do qual a localizagao
do tumor sera precisamente determinada, também serve para imobilizar a cabeca do
paciente dentro de um capacete acoplado a ele durante o tratamento. Este capacete
é responsavel pela irradiacao dos shots e serve como um colimador que reduz o ta-
manho de cada feixe. H4a, no total, quatro capacetes que se diferenciam entre si pelo
tamanho dos shots que irradiam. Assim, como cada shot pode ser modelado como
uma esfera, estao disponiveis quatro tamanhos de shots cujos raios medem 2 mm,
4 mm, 7 mm e 9 mm. A seguir, sao feitas imagens de ressonancia magnética ou to-
mografia computadorizada para determinar a posicao do volume de tratamento em
relacao as coordenadas obtidas pelo dispositivo. Na etapa seguinte, um neurocirur-
giao, um oncologista e um fisico trabalham juntos a fim de elaborar um bom plano
de tratamento. Esse processo pode ser muito tedioso e demandar muito tempo.

A dificuldade em elaborar planos de tratamento varia substancialmente de um
caso para outro. Em alguns casos, os tumores sao pequenos o suficiente para serem
tratados apenas com um shot de radiagao e o planejamento estaré pronto em poucos
minutos. Por outro lado, quando o tumor é grande, ou tem um formato irregular
ou estd muito proximo a estruturas sensiveis, muitos shots de diferentes tamanhos
podem ser necessarios para se alcancar uma alta dose de radiagao no volume de tra-
tamento enquanto poupa-se os tecidos sadios ao redor. Nestes casos, o planejamento
pode se tornar muito complexo.

Um plano de tratamento pode ser realizado combinando-se multiplos shots de
radiacao a fim de tratar lesoes de diferentes formas e tamanhos, sendo que o ta-
manho das lesoes deve ser no méximo 3cm. Porém, esse procedimento geralmente
resulta em um recobrimento nao homogéneo, devido & sobreposicao dos diferentes
shots. Na pratica, muitos casos sao tratados com o uso de 1 a 15 shots de radiacao
(JITPRAPAIKULSARN, 2005; LIM, 2002) embora um namero maior que 10 seja
considerado impraticével pelas rotinas clinicas de tratamento. A equipe responsével
pela elaboragao do plano de tratamento deve determinar o ntimero de shots de ra-
diacao que sao necesséarios, os tamanhos dos shots, a localizagao e o peso que deve
ser atribuido a cada um deles.

Durante o procedimento, a cada vez que ha uma mudanca no tamanho do shot,
deve-se substituir o capacete em uso pelo capacete com o tamanho adequado. Como
os capacetes sao muito pesados, é necessario a utilizacao de maquinas para mové-los
o que torna esta etapa bastante demorada. Além disso, ajustes na conexao entre o
dispositivo estereotéxico fixado na cabeca do paciente e o capacete devem ser feitos

apos cada shot, pois a localizacao do centro do shot é determinada por esta conexao.



Na hora da irradiacao dos raios gamas, a porta da unidade de tratamento se abre e
a cama do paciente avanca para dentro da aboboda blindada.

Devido a todo esse processo tornar-se bastante tedioso e demorado para muitos
pacientes e a qualidade do plano de tratamento elaborado depender extremamente
da experiéncia e paciéncia dos profissionais responsaveis, ha o desejo de automatizar
o processo de elaboracao do plano de tratamento via Gamma Knife. Tendo por
objetivo, determinar um bom recobrimento do volume do tumor e acelerar o processo
de planejamento do tratamento.

Na elaboragao de um plano de tratamento via Gamma Knife, além do requeri-
mento da densidade, no minimo 90% do tumor deve ser coberto, ha varios outros
requerimentos a serem atingidos: a radiacao recebida pelos tecidos saudaveis ao re-
dor do tumor deve ser a minima possivel; nao deve haver sobreposicao de shots, pois
os niveis de radiacao através do tumor devem ser uniformes tanto quanto possivel;
e deve-se usar o menor nimero possivel de shots. Contudo, esses ultimos objetivos
de otimizacao sao competitivos, entao, um certo compromisso ¢ necessario. Geral-
mente, o objetivo de minimizar o nimero de shots é considerado como de maior
prioridade (WANG, 1999).

Muitos autores atacam o problema de planejamento do tratamento da radio-
cirurgia Gamma Knife sob o ponto de vista de um problema de empacotamento,
nao permitindo que as esferas se sobreponham. Dessa forma, o problema é descrito
como um modelo matematico de empacotamento de esferas de diametros diferentes
em regioes tridimensionais, almejando uma densidade de empacotamento superior a
0,9. O empacotamento de esferas idénticas em um espaco euclidiano tridimensional
ocupa no maximo 74% desse espaco. Como o tratamento em questao disponibiliza
quatro diferentes tamanhos de esferas, uma densidade mais alta é possivel de ser
obtida, de acordo com os requerimentos do tratamento. Por exemplo, SOUTOU e
DAT (2002) tratam do problema de empacotar esferas (shots) de diferentes diame-
tros em um politopo tridimensional (tumor) de modo a agrupa-las sem que haja
sobreposi¢ao das mesmas e o volume de empacotamento (soma dos volumes das es-
feras empacotadas) seja maximizado. O problema é formulado como um problema
de otimizacao nao-convexa com restricoes quadraticas e funcao objetivo linear. A
fim de resolver o problema, métodos de resolucao baseados em técnica de branch
and bound sao apresentados.

A literatura existente sobre o uso de técnicas de otimizacao e modelos matemé-
ticos para automatizar o planejamento de tratamento de radiocirurgias via Gamma
Knife é mais abrangente do que o problema de recobrimento, objeto de nosso es-
tudo, e visam fornecer uma solucao completa para o problema de planejamento do
tratamento, ou seja, trata-se das dosagens tanto quanto das posicoes dos shots. JI'T-
PRAPAIKULSARN (2005) contém um resumo detalhado de algumas abordagens



existentes.

Entretanto, nesse trabalho, desejamos nao apenas um recobrimento parcial, mas
uma cobertura total da regido. Para esse feito, a restricao de nao-sobreposicao das
esferas é relaxada, sendo permitido que esferas distintas possuam um volume de
intersecao. Porém, essa situacao deve ser evitada, ja que a sobreposicao das esferas
indica uma aplicacao dobrada de radiacao na regiao compreendida pela intersecao,
enquanto que, idealmente, o tumor deva ser recoberto de forma homogénea. Te-
mos, entao, um problema que recai na classe de problemas de recobrimento, com o

objetivo de utilizar o menor niimero possivel de esferas.

2.2 Definicao do Problema de Recobrimento

O problema de recobrimento de interesse no tratamento por Gamma Knife pode ser

descrito matematicamente como:

(P): Seja B(z, p) a esfera de centro em x e raiop. Dados um conjunto compacto
T C R3, um conjunto finito R C R, de raios, um conjunto N indexando as esferas
e uma funcdo p: N — R, encontrar um conjunto de esferas {B(z(i), p(i)) | : € N}

de cardinalidade minima recobrindo cada ponto de T

O problema (P), como definido acima, pode ser formulado como um problema
de programacao matemaética, com o objetivo de encontrar os centros de cada esfera
e associar a cada uma delas um respectivo raio, através da fungaop, de forma que a
unido dessas esferas forme uma cobertura do conjunto 7' .

LIBERTT et al. (2009)propuseram um modelo MINLP de programacao mate-
matica para abordar o problema sob o ponto de vista de recobrir um elipsoide por
esferas, sendo a relaxagao continua desse modelo MINLP nao-convexa. Partindo
dessa formulacao, fez-se uma discretizagao do solido a ser recoberto e, com o em-
prego de técnicas de linearizacao de restrigoes que utilizam variaveis 0-1, conseguiu-
se aproximar o modelo por uma formulacao de programacao linear 0-1. Com o uso
do CPLEX, foram obtidas solucoes interessantes. No entanto, em discretizacoes
mais finas, esse enfoque pode se tornar inviavel , devido & quantidade de variaveis
aumentar enormemente.

Uma outra abord agem encontrada na literatura ¢ a formulacao como um pro-
blema de programacgdo geométrica signomial. Utilizando essa técnica, NASCI-
MENTO et al. (2010) apresentam uma metodologia de solugdo do problema de
recobrimento de um elipséide que nao se baseia em técnicas de otimizacao discreta,
tratando até mesmo os raios das esferas de forma continua.

LUBKE (2014) trata do problema de recobrir corpos tridimensionais utilizando

a Suavizacao Hiperbolica, técnica esta desenvolvida pelo professor Adilson Elias



Xavier (XAVIER et al., 1989). Nesta abordagem, a modelagem matematica deste
problema apresenta uma formulacao min-maz-min com natureza multi-nivel intrin-
sica e é nao diferenciavel. A estratégia de suavizacao é desenvolvida utilizando uma
classe especial C*° de funcao suavizada. A solucao final é obtida através da resolucao
de uma sequéncia de subproblemas que gradualmente se aproximam do problema
original. A técnica utilizada permite que as principais dificuldades apresentadas
no problema original sejam superadas e gradualmente o problema se aproxime do
original.

A abordagem mais recente para tratar desse problema como um problema de
recobrimento foi proposta por PINTO (2015). O problema foi formulado como um
problema de otimizag¢ao nao-convexa, com restricoes quadraticas e fungao objetivo
linear. Utilizou-se técnicas de discretizacao afim de trabalhar com um modelo linear.
Foi proposta, ainda, uma heuristica e uma reformulacao baseada em uma estrutura
de grafos, onde a clique de peso maximo é a solugao 6tima do modelo original, com

a finalidade de encontrar boas solucoes em tempos razodveis.
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Capitulo 3

Trés problemas classicos da

Literatura

Alguns problemas estao direta ou indiretamente relacionados com o problema de
recobrimento por esferas. E o caso do problema de empacotamento de esferas em
um conteiner, ou no espaco euclidiano tridimensional, sem que haja sobreposicao e
cuja densidade seja maxima. No caso do empacotamento de esferas idénticas no R3?,
seis esferas ficam dispostas em torno de uma esfera central. Recaimos, entao, no
Problema do Kissing Number. Devido ao relacionamento entre esses problemas e a
natureza do problema tratado, faremos uma breve exposicao desses assuntos. As-
sim, vamos iniciar esta secao enunciando alguns conceitos e resultados importantes
que serao utilizados ao longo deste trabalho. Logo apos falaremos um pouco sobre a
famosa Conjectura de Kepler para, em seguida, tratarmos do problema de empaco-
tamento em reticulados e do Problema do Kissing Number. Finalmente, trataremos

do Problema de Recobrimento em reticulados.

3.1 Algumas definicoes e resultados importantes

Nesta se¢ao, enunciaremos algumas definicoes da Analise Convexa e faremos uma
breve apresentagao sobre reticulados e suas regioes de Voronoi. Citaremos apenas
os conceitos, notagoes e resultados necessarios que serao utilizados nos capitulos

seguintes.

3.1.1 Algumas definig¢oes e resultados da Analise Convexa.

Seja n um ntmero natural. Um ponto no R™ é uma n-upla de ntmeros reais
$:($1,$2,$3,...,37n)-

O espago euclidiano n—dimensional R™ é um espaco vetorial real, munido do
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produto interno (.,.) : R” — R definido por

(x,y) :Zx,yl ,rxey € R, (3.1)

=1

O R™ é um espago normado cuja norma usual é a norma euclidiana

(3.2)

Esta norma da origem a nogao de distdncia d (z,y) entre dois pontos x ey € R"

definida por

n

d(@,y) = |z —yll = | > (x:i = )" (3:3)

=1

Dados o ponto ¢ € R™ e o nimero real » > 0, denotamos a bola fechada n-

dimensional de centro c e raio r por:
B"(c,r) ={z e R"|x —¢|]| <1} (3.4)
e a bola unitaria n-dimensional de centro na origem serd denotada por:
B" ={z e R":|x]| < 1}. (3.5)

Chamaremos, daqui por diante, como ¢ usual na literatura sobre empacotamentos
e recobrimentos, as bolas fechadas (bolas solidas) de esferas.
O wvolume de uma hiperesfera n-dimensional de raio r é dado pela formula:
/T
Q n

Vo= -r", se n for par, (3.6)

(n/2)!

ou

2/ r(n=1) —1)/2)!
V, = " (('n )/2) -r" se n for impar.
n!

Um conjunto X C R™ ¢ um conjunto convero se, e somente se, dados z ey € R”
ede€ R 0< X<, temos (1-A)z+ Ay € X. Um conjunto C C R” & um
corpo convexo se é convexo, compacto e o interior é nao vazio. Dizemos que nao
hd sobreposicao entre dois corpos se eles nao tem pontos interiores em comum. E,
se nao ha sobreposicao entre eles, mas ha pontos comuns na fronteira, dizemos que
eles se tocam (BRASS et al., 2005).

Seja C' C R™ um conjunto fechado e nao-vazio. A funcdo distdncia a um corpo
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convezo € definida, para todo x € R", por:
do(z) :==d(z,C) :=inf {|z—y| |y € C}.

E facil ver que o infimo é um minimo, ou seja, existe ao menos um ponto y € C
de menor distancia de x.

Enunciaremos agora um teorema que nos sera muito ttil:

Teorema 3.1. (Teorema de Motzkin). Seja C C R™ um conjunto fechado e
nao-vazio. As sequintes afirmacoes sao equualentes:
(i) C' € convezo;
(i) para todo ponto x € C, existe um unico ponto mais prézimo a x em C;
(iii) a fungao d(z,C) € diferencidvel para todo x € R™"\C.

3.1.2 Reticulados

Os reticulados ou arranjos requlares tém muitas aplicacoes importantes em mate-
mética pura, particularmente em conexao com algebras de Lie, teoria dos ntimeros
e teoria dos grupos. Aparecem também na matemaética aplicada em conexao com
a teoria de codigos, em criptografia e sao usados de varias maneiras nas ciéncias.
Por exemplo, em ciéncias dos materiais e fisica do estado sélido, um reticulado é
um sinénimo para o framework de uma estrutura cristalina, um arranjo tridimen-
sional de pontos regularmente espacados coincidindo com as posicoes do dtomo ou
da molécula em um cristal.

Diz-se que um subconjunto A do espaco euclidiano R™ é um reticulado n-
dimensional em R™ se existem vetores linearmente independentes vy, vs, ..., v, tal

que

n
A:{u: u:Zaivi, oziEZ}.
i=1
O conjunto de vetores {vy, vg,...,v,} é chamado de base do reticulado A.

Observe que um reticulado A no R™ é um subgrupo aditivo discreto cuja base gera
0 espaco vetorial R". Em particular, a origem O = (0,0, ...0) pertence ao reticulado
e a soma e a diferenca de quaisquer dois vetores do reticulado sao também vetores
do reticulado (Figura 3.1a).

O paralelotopo
P:{w: wzzgwii 0<6; <1
i=1

é chamado paralelotopo fundamental que é um exemplo de uma regiao fundamental

para o reticulado (Figura 3.1b), isto é, a justaposi¢ao de varias copias dessa regido

13



preenche o espago inteiro com um dnico ponto do reticulado em cada copia. Em geo-
metria, o preenchimento do R" com cédpias de um ou mais politopos n-dimensionais
sem que haja sobreposicoes ou espacos entre eles é chamado de ladrilhamento ou
uma tesselacdo (tilling ou tessellation). CONWAY et al. (2011) definem o termo
ladrilhamento ou tesselacao de forma mais abrangente que inclui os arranjos nao

periodicos:

Definicao 3.2. Um ladrilhamento ou uma tesselacao é uma particao do espaco

euclidiano R™ em regioes fechadas cujos interiores sao disjuntos.

Figura 3.1: (a) Reticulado bidimensional e (b) paralelotopo fundamental determi-
nado pelos vetores v e vs.

No R?, por exemplo, temos o reticulado ctibico (os pontos do reticulado estao
localizados nos vértices de um cubo), o reticulado cibico de corpo centrado (os
pontos do reticulado estao localizados nos vértices e no centro de um cubo), e o
reticulado cibico de face centrada (os pontos do reticulado estdo localizados nos

vértices e no centro das faces de um cubo), conforme Figura 3.2.

Figura 3.2: (a) Reticulado ctbico, (b) reticulado cubico de corpo centrado e
(¢) reticulado cibico de face centrada.

A Figura 3.3, mostra o cubo, o octaedro truncado e o dodecaedro rémbico -

regioes fundamentais do reticulado cibico, do reticulado ctbico de corpo centrado

e do reticulado ctbico de face centrada, respectivamente.
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(a) (b) (c)

Figura 3.3: As regioes fundamentais dos reticulados ciibico, ctibico de corpo centrado e ciibico

de face centrada sdo, respectivamente, o cubo (a), o octaedro truncado (b) e o dodecaedro réombico

(c).

Embora haja muitas maneiras de escolher uma base e uma regiao fundamental
para um reticulado A, o volume da regiao fundamental é unicamente determinado
por A e o quadrado desse volume é chamado de determinante ou discriminante do
reticulado. De fato, seja {vy,vs,...,v,} uma base de A. Se v; = (v;1, Vigy -+, Vim)s
parai=1,...,n onde m > n (s vezes, é conveniente usar m > n coordenadas para
descrever um reticulado n-dimensional). A matriz é a matriz geradora do reticulado,

e os vetores do reticulado consistem de todos os vetores
EM, (3.7)

onde & = (&1, &, &3,..., &) € um vetor arbitrario com componentes inteiras &;.

Assim, o reticulado A pode ser descrito como
A={M: €7},

A matriz

A= MM, (3.8)

onde M! denota a matriz transposta da matriz M, é chamada matriz de Gram do
reticulado A.

Observe que a matriz A pode ser escrita como

A= ((Ui,vj>)1Si,an. (39)

Esta matriz é definida positiva. Entao, o determinante do reticulado A é o determi-

nante da matriz de Gram A:
det A = det A. (3.10)

Se M é uma matriz quadrada
det A = (det M)? . (3.11)
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Consequentemente, o volume do paralelotopo fundamental P é v/detA.

Como exemplo, considere o reticulado hexagonal bidimensional (Figura 3.4a).

o

e a matriz de Gram para este reticulado é

Uma matriz geradora 6bvia é

0 ) 812

) , (3.13)

com det A = det A = %. Porém, para muitas finalidades é melhor usar a matriz

1 -1
M = " (3.14)
0 1 -1

tendo por matriz de Gram associada

2 -1
A= MM = ( ) , (3.15)

= =

A:MMt:<

N—= =
— ol

geradora

—1 2
e agora det\ = detA = 3.

A matriz em (3.14) usa trés coordenadas para definir um reticulado bidimensio-
nal, contudo todos os pontos estdo no plano x + y + z = 0. As matrizes obtidas em
(3.12) e (3.14) descrevem o reticulado hexagonal da Figura 3.4a, mas em diferentes
coordenadas e em uma escala diferente. As vantagens da matriz em (3.14) sobre
(3.12) é que o ntmero irracional v/3 desaparece das coordenadas e as simetrias do
reticulado sdo mais faceis de serem vistas. Da igualdade (3.14) temos que as trés
coordenadas podem ser permutadas sem mudar o reticulado. Formalmente, os re-
ticulados definidos pelas matrizes em (3.12) e (3.14) sao chamados de reticulados
equivalentes.

Dois reticulados sao equivalentes ou similares se um dos reticulados puder ser
obtido do outro por rotagao, reflexdo e/ou mudanca de escala, e denotaremos esta
relacdo por =. Duas matrizes geradoras, M e M’, definem reticulados equivalentes
se, e somente se, sao relacionadas por M’ = cUM B, onde ¢ é uma constante nao
nula, U é uma matriz com elementos inteiros e determinante +1, e B ¢ uma matriz
ortogonal real (com B-B' = I). As matrizes de Gram correspondentes se relacionam
por A" = 2UAU".

Sedet(U) =+l ec=1,entdo M e M’ sao reticulados congruentes. Por exemplo,

o reticulado ciabico de face centrada ocorre em ambas as sequéncias A,, e D, ja que
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Ag = Dg.

Alguns tipos importantes de reticulados:

ZTL = {(1’17,xn)$l€Z}
An = {(z0, 21, w0) €L imo + 21 + ..+ 20 = 0}
D, = {(x1,...,2,) €Z": 21+ ...+ x, é par}
1 ’
Ly = {(xla---wTS):vxiGZOUV%€§+Z,$1—I—...—|—$8epar}
Er = {($1,$27-~.,Ig)EES:xl—l—...—i—xS:O}

Es = {(xh Ta,...,%g) €E8:x1+x8:x2+...+x7:0}
Todo reticulado A C R™ tem um reticulado dual A*, definido por :
N ={zeR" (z,y) € ZVy € A}.

Seja A = {p1, p2,...} um conjunto discreto de pontos no R". Chamamos de
raio de recobrimento de A a menor cota superior para a distancia de qualquer ponto
pertencente ao R™ ao ponto mais proximo p;, p; € A, geralmente denotada por R.
Assim:

R = sup inf d (z,p). (3.16)

z€Rn PEA
Se a cota superior nao existe, dizemos que R = oco. Entao, as esferas de raio R
centradas nos pontos de A recobrirao o R", e nenhum outro raio menor do que ele
o faré.
A regiao de Voronoi de p;, p; € A, & o conjunto de pontos z € R™ que sao mais

proximos de p; do que de qualquer outro p;. Assim,
V(p) ={z e R d(z, p)< d(z, p;), ¥j # i}

Por exemplo, as regioes de Voronoi do reticulado bidimensional hexagonal sao
hexéagonos regulares (Figura 3.4).
Os interiores das regioes de Voronoi sao disjuntos, embora tenham faces em

comum. Cada face esta contida em um hiperplano que é equidistante de dois pontos
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(a) (b)

Figura 3.4: (a) Reticulado bidimensional hexagonal e (b) os hexagonos regulares sao
as regides de Voronoi para os pontos do reticulado em (a).

vizinhos p; e p;j, chamado plano bissetor de p; e p; e representado por
B (pi, pj) ={reR"d(z, p;) = d(z, pj)}, Vi # 7.

B (pi, pj) ¢ perpendicular ao segmento de extremos p; e p; e passa pelo seu ponto
médio. As regioes de Voronoi sao politopos convexos cuja uniao é todo o R™. Se A
é um reticulado A, entao, as regides de Voronoi sao congruentes e tem volume igual
a (detA)”*

Os vértices das regioes de Voronoi sao especialmente interessantes. Eles incluem
os pontos do R" cuja distancia de A é um maximo local. Se existir um ponto
cuja distancia de A é um maéaximo absoluto, entdao este ponto é chamado méaximo
profundo.

Para cada ponto que é um vértice de uma regiao de Voronoi existe uma regiao
de Delaunay, a qual é o politopo determinado pelo fecho convexo dos pontos de A
mais proximos daquele ponto.

As regioes de Delaunay formam uma particao do R" em regides convexas que
é um tipo de dual para a particio do R" em regides de Voronoi. Como exemplo,
considere o conjunto de pontos A indicados pelos pequeninos circulos na Figura 3.5.
As regides de Voronoi sado triangulos tais como o tridngulo XY Z, e existem dois
tipos de regioes de Delaunay: quadrados como o quadrado A e octégonos como o

octogono B.
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Figura 3.5: Para os pontos de A indicados pelos circulos pequenos, as regides de
Delaunay sido quadrados (A) e octogonos (B); as regides de Voronoi sao triangulos
(como XY 7).

A seguir estudaremos as regioes de Voronoi de dois reticulados importantes.

3.1.3 Reticulado cubico de face centrada

No reticulado cubico de face centrada (Figura 3.2¢) a regido de Voronoi (Figura 3.6)

¢ um dodecaedro réombico, um dos poliedros de Catalan.

PN
2@

4

Figura 3.6: Regidao de Voronoi do reticulado ciibico de face centrada. Os pontos
representam os centros do reticulado.

Um dodecaedro rombico centrado na origem tem as coordenadas de 6 vértices
permutando as coordenadas de (£1,0,0) e, de 8 vértices, as de (j:%, j:%, i%) (Figura
3.7). Os dodecaedros rombicos formam uma parti¢ao do R? (Figura 3.8) e as regices

de Delaunay formam uma tesselacao para o R? alternando tetraedros e octaedros.

(172 172 1/2)
Q (=172 172 1/72)
o

P (010)

Figura 3.7: Dodecaedro rombico.
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(a) (b)

Figura 3.8: (a) Regiao de Voronoi (b) Parti¢do do R? por dodecaedros rombicos.

3.1.4 Reticulado ctbico de corpo centrado

No reticulado cabico de corpo centrado (Figura 3.2b) a regiao de Voronoi (Figura

3.9) é um octaedro truncado, um dos poliedros de Arquimedes.

Figura 3.9: Regiao de Voronoi do reticulado cibico de corpo centrado.

Um octaedro truncado centrado na origem tem as coordenadas de 24 vértices per-

mutando as coordenadas de (:l:l, :I:%, O), por exemplo, a = (O, %, 1) b= (O, 1, %),c =

(3,1,0),d = (1,5,0), e = (1,0,3), f = (3,0,1), g = (0,—%,1), h=(-101),
como ilustado na Figura (3.10).

Os octaedros truncados formam uma partigio do R? (Figura 3.11b). As regioes
de Delaunay para este reticulado sao todas tetraedros semirregulares.

Observe que as intersecoes entre duas regioes de Voronoi adjacentes sao as fa-
ces do octaedro truncado (quadrados ou hexégonos regulares). As intersecoes de
trés regioes adjacentes sao as arestas, e as de quatro regioes adjacentes, os vértices
(Figura 3.11a)
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(a) (b)
Figura 3.11: (a) Regioes de Voronoi e (b) Parti¢ao do R? por octaedros truncados.

3.2 Um breve apanhado histérico sobre a Conjec-

tura de Kepler

O empacotamento de esferas é um dos mais fascinantes e desafiadores assuntos da
matematica (ZONG e TALBOT, 1999). E um dos problemas geométricos mais
famosos, e 0 mais antigo da geometria discreta (HALES, 2000). Ha qupatro séculos
atras, KEPLER (1611), influenciado por Thomas Harriot, realizou um estudo sobre
a densidade! de empacotamento de esferas e publicou um ensaio no qual descrevia

o empacotamento cibico de face centrada (Figura 3.12) e afirmava que:

“Nenhum empacotamento de esferas de mesmo raio em trés dimensoes

tem densidade maior do que o empacotamento cibico de face centrada.”

Tal afirmacao ficou conhecida como Conjectura de Kepler.
Décadas depois, em 1694, David Gregory e Issac Newton discutiram a questao

sobre quantas esferas de raios iguais podem ser arranjadas de modo a tocar uma

1Proporcio do espaco ocupada pelas esferas.
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Figura 3.12: Empacotamento cibico de face centrada.

esfera dada. Este é o Problema do Kissing Number de esferas em n dimensoes. E,

assim, propuseram o Problema de Gregory Newton:
“Pode uma esfera tocar 13 esferas de mesmo tamanho?”

Na literatura, as vezes, esse problema é mencionado como o problema das treze
esferas. Newton acreditava que no maximo eram 12 esferas, enquanto que Gregory
alegava que era possivel serem 13 esferas. Porém, somente 250 anos depois, LEECH
(1956) provou que Newton tinha razao: o Kissing Number méaximo em 3 dimensoes
é 12. Analogamente, em duas dimensoes, exatamente seis circulos, ndo mais, podem
tocar um circulo central.

Desde entao, esses problemas e problemas correlatos, como, por exemplo, o pro-
blema de recobrimento por esferas (assunto principal de nosso trabalho) o qual é uma
espécie de problema dual do problema de empacotamento (CONWAY e SLOANE,
1999), tém atraido a atengao de muitos proeminentes mateméaticos.

No século XIX, Carl Friedrich GAUSS (1831)provou que o empacotamento cibico
de face centrada é o mais denso arranjo no qual os centros das esferas formam um
arranjo regular, mas deixou em aberto se um empilhamento irregular de esferas pode
ser ainda mais denso.

A versao bidimensional da Conjectura de Kepler afirma que o empacotamento
regular hexagonal ¢ o mais denso em duas dimensoes. Essa versao foi primeiramente
provada por THUE (1892). Havia um erro na prova e Thue a corrigiu mais tarde
em 1910 (BRASS et al., 2005). Entretanto, muitos acreditam que a primeira prova
completa sem falhas foi apresentada por Lazlo Fejes Toth em 1940 (CONWAY e
SLOANE, 1999; FUKSHANSKY, 2011; ROGERS, 1964).

No inicio do século XX, HILBERT (1901) inclui a conjectura na sua lista dos 23
problemas insoliveis da mateméatica sendo uma parte importante do seu 18° pro-
blema. Todavia, o primeiro avanco significativo para provar a Conjectura de Kepler
foi feito por Laszlo Fejes Toth em 1953 (HALES, 2006). Embora a conexao entre o
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problema de Gregory Newton e a Conjecturade Kepler ndo seja 6bvia, FEJES TOTH
(1953), no primeiro trabalho descrevendo uma estratégia para provar a Conjectura
de Kepler, fez uma versao quantitativa do problema de Gregory-Newton como uma
primeira etapa da estratégia. E, mostrou que o problema de determinar a densidade
méxima de todos os arranjos (regulares e irregulares) podia ser reduzido a um nu-
mero finito, porém muito grande de calculos. Mais tarde, sugeriu que computadores
poderiam ajudar a resolver o problema (FEJES TOTH, 1964). ROGERS (1958)
estabeleceu um bound superior de 0,7796... para o problema. Por muitos anos,
esse foi o melhor bound conhecido até que LINDSEY (1986) melhorou-o obtendo
um valor de 0,7784.... Porém, MUDER (1993) estabeleceu o melhor bound supe-
rior conhecido sobre densidade de empacotamento tridimensional: 0,773055.... A
Conjectura de Kepler, um dos principais problemas mateméticos de nossa época (SZ-
PIRO, 2003), permaneceu aberta por quase quatro séculos até ter sido confirmada

por HALES (2005) que deu uma prova auxiliada por computadores.

3.3 O Problema de Empacotamento de Esferas

Os problemas de empacotamento consistem em dispor um conjunto de n objetos em
um dado conteiner com o objetivo de se obter a maior densidade de empacotamento
possivel sem que haja sobreposicao desses objetos. Em particular, problemas de
empacotamento de objetos circulares em duas ou trés dimensoes tem um vasto leque
de aplicagoes indo das ciéncias naturais a engenharia, passando pelas atividades
comuns do dia a dia.

O problema de empacotamento de circulos tem uma longa histéria e uma varie-
dade extensa de aplicagoes tais como: corte circular, carregamento de conteineres,
empacotamento de cilindros, dispersao de facilidades e rede de comunicagoes (CAS-
TILLO et al., 2008). Uma introducdo histérica ao problema encontra-se em (SZABO
et al., 2007).

Em termos de otimizagdo, ha duas maneiras diferentes (mas equivalentes) de

abordar o problema:

e maximizar o raio associado com os n circulos quando as dimensées (area) do

conteiner sao fixas ou

e minimizar o tamanho (drea) do conteiner para acomodar n circulos de raios

fixos.

Empacotar objetos circulares é um desafio & geometria discreta e computacional
(SZABO et al., 2007). Se houver um ntimero grande de objetos circulares para em-

pacotar, a solugao 6tima serd muito dificil de se obter. Uma solucao 6tima pode

23



sofrer rotacao, reflexao ou uma reordenacao dos objetos circulares. Assim, o niimero
de solucoes 6timas equivalentes explode quando o ntimero de objetos circulares au-
menta (HIFT e M"HALLAH, 2009a).

Os Problemas de Empacotamento de objetos circulares resultam em problemas
de otimizacao onde as posi¢oes dos objetos circulares sao continuas enquanto a
estrutura de um padrao o6timo tem uma natureza discreta (OSTERGARD, 2008).
As tendéncias mais recentes sao desenvolver técnicas que abordem estes dois aspectos
simultaneamente (HIFT e M'THALLAH, 2009b).

Muitas versoes de empacotamento de objetos circulares no plano foram formula-
das como problemas de otimizagao nao-convexa, com a esperanca que essas formu-
lagoes quando resolvidas através de solvers de programacgao nao-linear disponiveis
produzam boas solugoes aproximadas (MLADNOVIC et al., 2005). Contudo, a
maioria dos solvers de programacao nao-linear falham em identificar 6timos glo-
bais. Na verdade, problemas com objetos circulares sao problemas de otimizacao
muito dificeis, pois estes possuem um nimero muito grande de varidveis e minimos
locais. Assim, é necessario ataca-los com algoritmos que combinam busca local com
heuristicas a fim de explorar solugdes de uma forma ampla no espaco de busca (LO-
CATELLI e SCHOEN, 2003). As tendéncias mais recentes tém adotado métodos
de aproximacao (heuristica) que combinam busca local (heuristica) e método de
busca local (exato) exaustiva de minimos locais ou suas aproximagoes (STOYAN e
YAS'KOV, 2004).

O problema geral de empacotamento de esferas investiga o empacotamento mais
denso de esferas congruentes no espaco n-dimensional. Este problema tem impor-
tancia pratica em dimensoes maiores do que trés.

Podemos descrever um empacotamentos de esferas no R” somente especificando
seus centros e o raio.

Em um empacotamento de esferas, se o conjunto dos centros das esferas forma
um reticulado no R”, chamamos este empacotamento de empacotamento reticulado.
Assim, o conjunto dos centros das esferas forma um grupo aditivo. Em particular,
ha uma esfera com centro na origem e se u e v sao centros de duas esferas, entao
também ha esferas com centros em u+v e u—v. Em cristalografia, esses reticulados
sao chamados de Reticulados de Bravais.

A forma mais frequente para medir a eficiéncia de um empacotamento é determi-
nar a sua densidade. A densidade A de um empacotamento reticulado é a proporc¢ao

do espaco ocupado pelas esferas. Mais precisamente,

volume de uma esfera W
volume de uma regiao fundamental  \/detA’

onde V,, é o volume de uma esfera n-dimensional de raio r, dado pela formula 3.6.
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Se o reticulado hexagonal é definido por (3.12) podemos tomar circulos de raio

%, obtendo o empacotamento mostrado na Figura 3.13, com densidade:

T
A= —— 220,9069.
V12

Figura 3.13: Reticulado hexagonal com regioes de Voronoi transladadas e empaco-
tamento de circulos associado.

O empacotamento ciibico de face centrada (Figura 3.12) tem densidade:

A= T 20, 7405.
V18

Para um empacotamento associado ao reticulado A, com regioes de Voronoi
congruentes ao politopo V', dizemos que o raio de empacotamento p (inradius de V')
¢ o raio da maior esfera inscrita no politopo V.

Para um bom empacotamento reticulado tentamos maximizarp, isto ¢, almejamos
escolher os centros das esferas de maneira que o raio das esferas circunscritas as
regioes de Voronoi seja o maior possivel. No caso do empacotamento nao ser regular,
consideramos o menor raio das esferas circunscritas entre todas as regioes de Voronoi.

Nem todos os empacotamentos sao arranjos regulares. Em trés dimensoes, por
exemplo, ha empacotamentos nao requlares que sao tao densos quanto o empacota-
mento cibico de face centrada. Isto ocorre porque o empacotamento ctibico de face
centrada pode ser construido por camadas, comecando por uma camada de esferas
colocadas no arranjo regular hexagonal (Figura 3.14) com os centros nos pontos
rotulados com a. HA, entao, duas maneiras (equivalentes) de colocar a segunda
camada: as esferas podem ser colocadas acima nas posicoes rotuladas com b ou na-
quelas com c¢. Suponha que as colocamos em b. Entao, a terceira camada pode ser
formada colocando as esferas na posicao rotulada com a, diretamente acima da pri-

meira camada, ou na posi¢ao marcada com c. Analogamente, existem duas escolhas
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para cada camada. Ordenar as camadas nas sequéncias
...abcabcabc . .. ou ...acbacbach. ..

resulta no empacotamento cibico de face centrada (Figuras 3.12 e 3.16). Mas existem
muitas outras possibilidades (nao regulares), tais como .. .acbabacbca . . ., todas com

a mesma densidade.

Figura 3.14: Empacotamento de esferas. Os pontos rotulados com a sao pontos do
reticulado.

Ordenar as camadas na sequéncia . ..ababab . .. resulta no empacotamento com-

pacto hexagonal (Figuras 3.15 e 3.16 ).

Figura 3.15: Empacotamento compacto hexagonal.

Este é um empacotamento periédico, obtido por colocar uma configuracao fixa
de esferas, digamos s esferas, em cada regiao fundamental de um reticulado A.

Os melhores empacotamentos conhecidos, segundo registram CONWAY e SLO-
ANE (1999), sao: Z, As, A3, Dy, D5, Es, Er, Eg, K2, Ajge Agy. Desses, somente

os trés primeiros sao os mais densos possiveis nas respectivas dimensoes.

3.4 O Problema do Kissing Number

O Problema do Kissing Number é um problema geométrico bésico e recebeu esse

nome oriundo do bilhar: duas bolas se “beijam” (kiss) se elas se tocam. O Problema
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Figura 3.16: A esquerda, o reticulado compacto hexagonal e & direita, o reticulado
ctbico de face centrada.

do Kissing Number é, entao, determinar quantas bolas podem tocar uma bola central
a0 mesmo tempo se sao todas de mesmo tamanho. Em termos matematicos, Kissing
Number em D-dimensoes é o ntimero de hiperesferas de raio R que podem ser
dispostas em volta de uma hiperesfera central de raio R tal que cada uma das
esferas periféricas tocam a esfera central sem que haja sobreposicao das mesmas.
Determinar o Kissing Number maximo em vérias dimensoes ¢ um problema bem
conhecido em Geometria Combinatorial.

Denotamos o Problema do Kissing Number em D-dimensées por KNP(D). Em
uma e duas dimensoes, os resultados sdo triviais: KNP(1) = 2 (Figura 3.17a) e
KNP(2) = 6 (Figura 3.17b). Porém, este fato ndo ¢ nada natural no R®. E fAcil
arranjar 12 esferas de modo que cada uma toque uma esfera central, mas sobra
bastante espaco, e nao é 6bvio que nao haja nenhuma maneira de empacotar uma
13% esfera. De fato, se as 12 bolas sao posicionadas nos pontos correspondentes
aos vértices de um icosaedro regular concéntrico com a bola central, ha tanto espaco
extra que, quaisquer duas das 12 esferas de fora podem trocar de lugar através de um
movimento continuo sem nenhuma das esferas de fora perder contato com a esfera
central. O arranjo icosaedral de 12 &tomos em volta de um 4tomo central ocorre em
certas ligas metdlicas, outros compostos e em estruturas nao-perddicas conhecidas
como quasicristats. Como j4 mencionamos anteriormente, o problema ganhou fama
devido a um debate entre Newton e Gregory e, dois séculos depois, LEECH (1956)
provou que o KNP(3) ¢ 12 (Figura 3.17c¢). Em 2003, Oleg Musin provou que
KNP(4) é 24. Para dimensoes maiores que 4 s6 sdo conhecidos KNP (8) = 240 e
KN P(24) = 196.560.

3.5 O Problema de Recobrimento do espaco eucli-

diano n-dimensional por hiperesferas

Qual é a maneira mais econdémica de recobrir o espaco euclidiano n-dimensional com

esferas iguais que se sobrepoem?
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(a) (b) (c)

Figura 3.17: (a) Kissing Number em R, (b) Kissing Number em R? e (¢) Kissing
Number em R3.

As figuras abaixo mostram duas maneiras de recobrir o plano com circulos que se
sobrepoem. Na Figura 3.18 os centros dos circulos pertencem ao reticulado quadrado
Z?2, e na Figura 3.19 ao reticulado hexagonal. Claramente, o reticulado hexagonal é
um recobrimento mais eficiente do que o reticulado quadrado Z2, pois a sobreposicao

entre as esferas ¢ menor.

Figura 3.18: Recobrimento do plano por circulos. Os centros pertencem ao reticu-
lado Z2.

Mais precisamente, definiremos a densidade © de um recobrimento da mesma
maneira que a densidade A de um empacotamento. Suponhamos que um arranjo de
hiperesferas de raio R recobre o R™. Se os centros formam um reticulado A, entao
a densidade é definida como o ntmero médio de esferas que contém um ponto do

espaco ou:
volume de uma esfera V.,

volume de uma regiao fundamental - Vdeth

O é também chamado de espessura ou espassividade de recobrimento. Observe que
A<1<0O.
Como no caso de empacotamentos de esferas no R", podemos também descrever

um recobrimento do R™ por esferas somente especificando seus centros e o raio.
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Figura 3.19: Recobrimento do plano por circulos. Os centros pertencem ao reticu-
lado hexagonal.

Dados os recobrimentos da Figura 3.19, temos que © = 7 = 1,5708 para o

reticulado quadrado e © = 327“5 = 1,2092 para o reticulado hexagonal.

O Problema de Recobrimento investiga qual é o recobrimento mais eficiente ou
economico do espaco euclidiano n-dimensional por esferas, ou seja, pelo recobrimento

com a menor densidade.

(a) (b)

Figura 3.20: (a) Ladrilhamento do espaco por octaedros truncados, (b) O recobri-
mento reticulado de corpo centrado no R? é obtido colocando-se esferas circunscritas
aos octaedros truncados. Observe que cada esfera possui 14 outras esferas adjacentes
a ela.

KERSHNER (1939) mostrou que nenhum arranjo de circulos pode recobrir o
plano mais eficientemente do que o reticulado hexagonal bidimensional (Figura 3.19).
Uma prova mais concisa ¢ apresentada em (FEJES TOTH, 1972). Em trés dimen-
soes, BAMBAH (1954) mostrou que o melhor recobrimento conhecido é o recobri-
mento cubico de corpo centrado (Figura 3.20b, para maiores detalhes ver Secdo
3.1.4), onde os centros das esferas formam o reticulado cibico de corpo centrado.

Este recobrimento é 6timo entre os recobrimentos reticulados. Em dimensoes 4 e
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5, os melhores recobrimentos reticulados conhecidos sao, respectivamente, A} e AZ.
Porém, como ocorre com empacotamentos, recobrimentos 6timos nao sao conhecidos
em dimensoes mais altas.

Para um recobrimento reticulado A, com regides de Voronoi congruentes ao poli-
topo V, dizemos que o raio de recobrimento R é o raio da menor esfera circunscrita
ao politopo V' (circumradius of V).

Para um bom recobrimento reticulado tentamos minimizar R, isto é, almejamos
escolher os centros das esferas de maneira que o raio das esferas circunscritas as
regioes de Voronoi seja o menor possivel. No caso do recobrimento nao ser regular,
consideramos o maior raio entre todas as regioes de Voronoi.

Na literatura, ha poucos trabalhos de otimizacao que tratam do problema de

recobrimento finito e alguns deles ja foram citados nos capitulos anteriores.
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Capitulo 4

Modelo proposto e discussao do

método de resolucao

Alguns autores abordam o problema de planejamento do tratamento da radiocirur-
gia Gamma Knife sob o ponto de vista de um problema de empacotamento, nao
permitindo que as esferas se sobreponham. Dessa forma, o problema é descrito
como um modelo matematico de empacotamento de esferas de diametros diferentes
em regioes tridimensionais, almejando uma densidade de empacotamento superior a
0,9. O empacotamento de esferas idénticas em um espaco euclidiano tridimensional
ocupa no maximo 74% desse espaco. Como o tratamento em questao disponibiliza
quatro diferentes tamanhos de esferas, uma densidade mais alta é possivel de ser
obtida, de acordo com os requerimentos do tratamento.

Todavia, desejamos, nesse trabalho, nao apenas um recobrimento parcial, mas
uma cobertura total da regiao. Para esse feito, a restricao de nao-sobreposicao das
esferas é relaxada, sendo permitido que esferas distintas possuam um volume de
intersecao. Porém, essa situacao deve ser evitada, ja que a sobreposicao das esferas
indica uma aplicacao dobrada de radiacao na regiao compreendida pela intersegao,
enquanto que, idealmente, o tumor deva ser recoberto de forma homogénea. Te-
mos, entao, um problema que recai na classe de problemas de recobrimento, com o
objetivo de utilizar o menor nimero possivel de esferas.

Além disso, devido ao requerimento da radiacao recebida pelos tecidos saudaveis
ao redor do tumor ser a minima possivel, necessitaremos definir uma regiao de se-
guranca para o tumor. As esferas participantes da cobertura, nao deverao ocupar
a regiao externa a essa regiao de sequranc¢a. Se considerarmos a uniao do tumor
e da regiao de sequranca, entao poderemos também interpretar o problema como
sendo um empacotamento relaxado de esferas, permitindo que as esferas possam se
sobrepor.

Neste capitulo, propomos uma nova abordagem para resolver o modelo MINLP

de programagdo matematica apresentado por PINTO (2011).
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4.1 O Modelo

Seja S um conjunto de esferas. O problema classico de recobrimento 6timo
consiste em cobrir um solido 7" C R? com as esferas pertencentes a S, utilizando o
menor nimero possivel dessas esferas. De outra forma, devemos posicionar as esferas
de modo que cada ponto p € T, pertenca também a alguma das esferas. Propomos,
nesta secao, uma descricao formal do problema de recobrimento de um sélido tridi-
mensional por esferas de diferentes diametros, em termos de uma formulagao como
um problema de programagao matematica.

Seja S um conjunto formado por n esferas, S = {S,...,S5,}. Assim, para cada
i€ N, N={1,...,n}, seja S; uma esfera centrada em z* € R* e com raio r; > 0.
Assumiremos que um recobrimento de 1" por esferas de S existe. Uma solucao para

o problema classico de recobrimento 6timo pode ser definida por variaveis x e y,

onde:
e xrc’l™,
1, se u(T . 5:)>0
e y<{0,1}" sendo y; = a \U]# i) , Vied{l,... n},
0, caso contrario
onde u ¢ a medida de Lebesgue em R3. A variavel x = {z',... 2"} representa
um vetor contendo o centro de cada esfera e a variavel binaria y = {y1,...,yn}

determina quais esferas do conjunto S estao presentes na solucao. O termo

Vs, =T\ JS,
J#
representa o que sobra do volume 7', apds subtraidas as regioes pertencentes a cada
uma das esferas, com excecao da esfera S;. Logo, se u(Vs,) > 0, entdao a esfera S;
tem contribuicao positiva no recobrimento e, portanto, deve participar da solucao,
resultando em y; = 1. Para desenvolvimentos futuros, definamos I, C N, para
k € Nk = {0,1,..., K}, que representard uma determinada escolha de esferas,
dentre K + 1 possiveis alternativas, incluindo selecao nula de esferas, dada sempre
por Iy = @. Desta forma, dado k € Nk, teremos y; = 1 se i € Iy, e y; = 0 se i & I.

Para apresentar a formulacao, primeiramente, consideremos os parametros

¢, 1<i1<n.

O parametro o;; mede o quanto as esferas S; e S; podem se sobrepor. Se a;; = 0,

entdo |S; N S;| < 1, o que significa que as esferas podem apenas se tangenciar.
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Devemos ter

a;; < main{r,r;}, V1<i<j<n.

o

Figura 4.1: Representagao dos parametros «;;, representando a méaxima sobreposi¢ao
das esferas.

Mais ainda, podemos expressar «;; como
a;; = pmin{r;,r;}, 0<p<l1.
Seja d;; a distancia entre os centros das esferas .S; e S;. Entdo,
dij =1 +71] —ij, (4.1)

se as esferas S; e S, possuem sobreposi¢ao. Caso contrario, d;; assume o valor r;+7;.
O parametro ¢; mede o quanto a esfera S; contribui para o recobrimento.

Assim, a seguinte formulacao é proposta:

(P1): max > .o ¢y (4.2)
s.a ||zt =23 > dfj (yi +y; — 1), Vi<j<n (4.3)
relm (4.4)

y € {0,1}" (4.5)

a qual define o problema de recobrimento a-dtimo de T.

As varidveis de decisao sdo os ' € R3, centros das esferas, e os y; € {0,1},
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que determinam se cada esfera estd ou nao presente na cobertura. Observe que,
embora o objetivo seja o de minimizar a quantidade de esferas na solucao, a direcao
de otimizacao é a maximizacao. Neste modelo, maximiza-se o volume das esferas
no recobrimento, de forma a priorizar as maiores e, por consequéncia, diminuindo a
quantidade de esferas na solucao.

E importante observar que, em consequéncia de desejarmos que a solucio con-
tenha esferas posicionadas de forma a restringir a ocupacao da regido externa a T,
o minimo possivel e das restricoes quanto as intersecoes entre as esferas, definidas
pelos parametros «;;, talvez nao seja possivel recobrir completamente o conjunto 7.

A partir desta formulacao, temos o seguinte lema que define a existéncia de um
conjunto de valores para os parametros «;; e ¢;, com os quais podemos retomar a

solucao do problema cléssico.

Lema 4.1. Ezistem {o;; > O}i<icj<n € {¢; > Ohi<i<n para os quais uma solugao
dtima de (4.2)-(4.5) é uma solugdo dtima para o problema cldssico de recobrimento

otimo.

Demonstragao: Sejam (z*, y*) uma solugao 6tima do problema classico de reco-

brimento 6timo e

dist;; = ||(z*)* — (¢7)*

a distancia entre z' e 27, respectivamente, os centros das esferas S; e S;, com 1 <

1 < j < n. Segue que :

0, se dist;; > 1 +1j;
ay = | |
r; + i — dZStZ‘j, se d’LSti]‘ <r;+ T
Tome

¢; =vy;, para todo 1 <i <n.

Afirmamos que (z*,y*) é uma solugao 6tima do problema de recobrimento a-
6timo com os parametros {a;; hi<icj<n € {¢i}i1<i<n como definidos acima.

De fato, utilizando os parametros escolhidos, a solucao 6tima do problema clas-
sico também seréd viavel em (4.2)-(4.5). Basta mostrar, entdo, que ela terad o melhor
valor da funcao objetivo. Isto de fato ocorre, pois os y; assumem valores 0 ou 1,

para todo %, e como ¢; = y;, temos que

Zciyi: Z Yi -

i=1 ilyr=1

Esse somatorio atingird seu valor maximo se tomarmos y; = 1 quando y* = 1, ou
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seja, quando dermos as variaveis y; os valores yf. Portanto, (z*,3*) é uma solucdo

otima de (4.2)-(4.5) com os parametros tais como definidos. W

Tanto o problema classico quanto os problemas de recobrimento a-6timos nao
podem ser resolvidos explicitamente, a menos que a restrigao (4.4) torne-se explicita.
Em casos simples T pode ser descrito através de equagoes matematicas, como por
exemplo quando 7' é um paralelepipedo ou um elipsbide. Discutiremos este assunto
detalhadamente mais adiante.

Como j& mencionado, o problema (P1) é classificado como um MINLP nao-
convexo. Observemos que os problemas MINLP sao naturalmente nao-convexos
pois as variaveis inteiras tornam a regiao viavel nao-convexa. Devido as nao lineari-
dades, os problems do tipo MINLP, mesmo apo6s as restricoes de integralidade serem
relaxadas, sao em geral nao-convexos. Em nosso caso, mesmo se considerassemos
uma relaxagao das variaveis y;, percebemos que as restrigoes (4.3) sdo ndo-convexas.
Podemos, portanto, dividir as fontes de ndo-convexidade presentes em (P1) em trés

categorias de restrigoes:

e N( - restrigoes de integralidade: tratam-se das restrigoes (4.5) sobre as
variaveis y;, © = 1,2,3,...,n, que determinam a presenca ou nao da esfera .5;

no recobrimento;

e N() - restricoes de sobreposigao: tratam-se das restricoes nao-convexas

(4.3) que restringem o quanto cada esfera pode se sobrepor a uma outra esfera,

e N(Cj - restricoes do sélido: dependendo do sélido a ser recoberto, as restri-

¢oes (4.4) poderdo ser nao-convexas.

A razao para a divisao apresentada acima estd diretamente relacionada com a abor-

dagem proposta para resolver o problema (P1) conforme descrito a seguir.

4.2 Abordagem proposta para resolver (P1)

Como o problema (P1) é do tipo MINLP nao-convexo iremos adotar uma abordagem
baseada na aplicacao de técnicas de penalizacao e heuristicas estocésticas de busca.
Desta forma, nao estaremos a principio garantindo a otimalidade de nossas solucoes.
No entanto, os métodos desenvolvidos irao permitir pelo menos a selecao da melhor
candidata a solugao do problema original dentre um conjunto de possiveis solugoes
produzidas mediante a aplicacao de heuristicas especialmente projetadas.

Iremos agora analisar brevemente cada fonte de nao-convexidade e apresentar a

maneira escolhida para trata-las.
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As restrigoes de integralidade (4.5), onde as variaveis y;, ¢ = 1,2,3,...,n, sdo
varidveis binarias, sao a fonte de nao-convexidade NC'. Estas variaveis representam
o processo de escolha das esferas que irao participar do recobrimento do so6lido 7.

Existem dois métodos tradicionalmente utilizados para a resolugao exata de pro-
blemas com varidveis inteiras: o método dos planos de corte e o método Branch and
Bound. De uma forma geral, estes métodos organizam a busca por solugoes 6timas
dentro da regiao viavel, dividindo-a em sub-regides onde a busca deve ser priorizada,
ao mesmo tempo em que eliminam as sub-regioes que nao irao fornecer candidatas
adequadas, tais como sub-regides inviaveis ou com melhor sub-regiao possivel.

Em nosso caso, procurou-se aplicar a ideia de arvores de decisao (subjacente ao
método Branch and Bound) utilizando indices de cobertura, os quais serdo definidos
a posteriori, como as variaveis de decisao em cada n6. Devemos notar que cada noé
dessa arvore ird representar uma determinada escolha de esferas utilizadas para o
recobrimento. Dadas as caracteristicas e interacao entre os indices de cobertura
adotados, nossa arvore de decisao serd explorada de forma linear com backtracking.

Na Secao 4.6 serao apresentadas a arvore de decisao, sua topologia, os indices de
cobertura utilizados e sua aplicagao na arvore de decisao. Uma discussao geral sobre
os indices de cobertura aplicados & técnica do Gamma Knife pode ser encontrada
no Apéndice C. Estes indices utilizam o célculo de volumes em sua defini¢ao. Para a
realizacao da computacao destes volumes adotou-se a técnica de quasi-Monte Carlo,
descrita no Apéndice D.

As restricoes (4.3) de sobreposicao de esferas, fonte de nao-convexidade NCs,
sao bastante complexas e nao serao tratadas de forma exata mas sim mediante a
aplicacao de técnicas de penalizagao. O tratamento de NCy serd na verdade a
primeira providéncia a ser tomada em uma reformulagao do problema original (P1)
e serd apresentada na Segao 4.3.

As restrigoes (4.4) quanto & posicao das esferas em relagdo ao solido 7' também
serao tratadas mediante a aplicacao de técnicas de penalizacao. Se estas restricoes
forem nao-convexas, o que em ultima anéalise resultam da nao-convexidade do sélido
T, elas se constituem, entao, na fonte de nao-convexidade NC5. Neste trabalho
trataremos somente de solidos convexos e, portanto, nao iremos lidar explicitamente
com a fonte de nao-convexidade NCj, apesar de que as técnicas béasicas utilizadas
também sao validas para solidos nao-convexos. O problema mais sério no tratamento
das restri¢oes (4.4), no entanto, se manifesta mesmo para solidos convexos e esté
relacionado com a nao regularidade das superficies paralelas internas ao sélido 7.

Estes assuntos serao tratados na Secao 4.5.
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4.3 Reformulacao do problema

4.3.1 Reformulagao exata de (P1)

Conforme definido anteriormente, consideremos uma determinada selegao fixa de es-
feras do conjunto S, com indices agrupados em [, C N, para k € Ng = {0,... K},
onde Ng é um conjunto indexando todas as possiveis selecoes de esferas considera-
das. Se todas as esferas de uma selecao k € N participam do recobrimento, entao
y; = 1 para todo i € I}, enquanto y; = 0 para todo i ¢ Ij. Daqui por diante, chama-
remos esta k-ésima selecao de nd, que também designard informalmente o proprio
conjunto ;. Posteriormente discutiremos a formacao do conjunto Nk.

Para um né k genérico, o problema (P1) pode ser reescrito como:

(PN1): max > ¢ (4.6)
i€y,

S. a. 2" = 27||* > d;, 1<7,1,j €I (4.7)

xeIm (4.8)

A fungao objetivo do problema (PN1) é constante e, portanto, podemos
considera-lo como um Problema de Satisfacio de Restrigoes (Constraint Satisfac-
tion Problem — CSP). Por outro lado, as restri¢oes (4.7) sao ndo-convexas e sendo
a variavel x continua, temos portanto que o problema (PN1) é um problema de
otimizacao global.

Se considerarmos a funcio p : R, — R definida por:

400, se0<t <1
p(t) = 7
0, set>1

podemos reformular (PN1) da seguinte maneira:

(PN2): max Se— 3 p(w) (4.9)
i€ly i,j€I} e
1<)

s.a. xrelm (4.10)

Devemos observar que o argumento da funcao p dispensa a elevacao ao quadrado
presente na restricio (4.7). A fim de simplificar a expressdo da fun¢do objetivo,

usaremos Ck = Z C; nas formulagf)es seguintes.
i€y,
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4.3.2 Reformulagao de (P1) com penalizagao

Apesar de equivalente, a formulagdo (PN2) nao pode ser resolvida por nenhum
solver conhecido, ja que a funcao p nao é continua para t = 1, além de assumir
o valor 400, 0 que somente ¢ valido para o conjunto dos reais estendidos R. A
formulagao (PN2) pode, no entanto, ser interpretada como a versao limite de uma
penalizacao do problema (PN1). Podemos, entdo, considerar a substituicao de p
por uma versao suavizada e parametrizada p, de tal forma que p, tenda para p
quando p — 00.

Com base na teoria dos métodos de penalizacao e barreiras, amplamente des-
crita na literatura (ver, por exemplo, LUENBERGER e YE (2008)), consideremos

primeiramente a fun¢ao p, definida por:

pt—1)2 ,se0<t<l1

0 ,set>1,

pu(t) =

onde p > 0 é uma constante que especifica o nivel de penalizagao aplicado.
E importante observarmos que pu € diferencidvel no intervalo (0,4-00). Além
disso, temos que p, — p quando u — 4o00. A Figura 4.2 mostra o grafico de p,

para alguns valores arbitrarios de .

Pu
p(t)—i ,u(t—l)2 ,se0<t<1
0 Cset>1
M3 !
2 |
1
1 t
0 1 2 3

Figura 4.2: Grafico da funcao p,(t)

Podemos agora considerar a versao penalizada do problema (PN1), simplesmente

pela substituicdo da fungao p(t) presente no problema (PN2) pela fungao p,(t):

(PN3): max Cp— > p, (Hxid—i;:fu) (4.11)
i,jGI}c
1<)

s.a. zelm (4.12)
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Dado um valor para o parametro p e um valor inicial zo, o problema (PN3) pode
ser facilmente resolvido por um solver nao linear convencional, se estivermos consi-
derando somente a busca de um 6timo local. A solugao (local) 6tima é aproximada
fazendo-se i — +4o00.

No entanto, mesmo que seja possivel exprimir a restri¢ao (4.12) como uma restri-
¢ao convexa, o problema (PN3) continua sendo um problema de otimiza¢ao global
e providéncias (heuristicas) devem ser tomadas para garantir que uma solugao do
problema penalizado seja suficientemente boa, a ponto de ser considerada uma can-
didata aceitavel como solucao do n6 em questao. Seguindo esta diretriz, discutiremos
aprimoramentos para a funcao p, na préxima secao.

Torna-se oportuno mencionar, neste momento, que o valor inicial xg, utilizado
na busca da solucao 6tima (local) de cada no, sera obtido a partir da melhor con-
figuragao obtida no né anterior acrescentando-se uma nova esfera em uma posicao
randomica convenientemente escolhida. Desta forma, estaremos progredindo no sen-

tido de buscarmos boas solugoes para cada no.

4.3.3 Aprimoramento da funcao p,

A funcao p, apresentada acima corresponde a aplicagao tradicional da teoria dos
métodos de penalizacao e barreiras. Tratando-se do nosso problema, mais especi-
ficamente, seria conveniente que algumas caracteristicas adicionais pudessem estar
presentes na fun¢ao p,. Porém, a inclusao de novas caracteristicas a funcao p, ira
pouco a pouco nos distanciar da abordagem inicial, voltada para o uso tradicional
de penalizacgoes, e ird nos conduzir a uma abordagem mais semelhante aos métodos
que empregam funcoes que descrevem potenciais, onde se busca a minimizacao da
energia total. Desta forma, o parametro u (e/ou outros parametros acrescentados
posteriormente) ird estar mais ligado a conformagao geral da curva de penaliza-
¢ao do que a ideia de uma func¢ao limite quando os parametros tendem a valores
pré-estabelecidos, como é o caso de p, quando p — +00. Assim, veremos que o0s
parametros serao fixados em valores finitos escolhidos para se conseguir as melhores
caracteristicas para a funcao de penalizacao.

Iremos, primeiramente, embutir em p, um nivel de penalizagao maior para as
esferas distantes, de tal forma que haja uma tendéncia natural para a aglomeracao
das mesmas, algo esperado para a solu¢ao 6tima do problema (PN1). Isto pode ser
obtido pela modificacao do nivel constante e igual a zero quando ¢t > 1, originalmente
presente em p,, para uma rampa com inclina¢ao dada pelo parametro A > 0. Desta

forma, podemos redefinir p, como uma nova fun¢ao a dois parametros dada por:
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p(t — 1) ,se0§t<1+2%,

Pun (t) =
AMt—1) =3 ,set>1+3

Esta funcao pode ser facilmente deduzida se considerarmos uma reta tangenci-
ando uma parabola. A fungao p, » foi construida para ser diferenciavel (e portanto,
continua) no intervalo (0,+00), & semelhanca de p,, e satisfazendo p, (1) = 0. O
ajuste do parametro A permite graduar a tendéncia de aglomeracao das esferas pois
o nivel de penalizacao pode se tornar arbitrariamente elevado com o aumento de A\,
e obviamente com a distancia entre as esferas.

A Figura 4.3 mostra o grafico de p, , para alguns valores arbitrarios de \.

Pu A
p(t —1)2 yse 0<t <14~
7!

pu.)\(t) = 2
A A
ANt—1) =2 set>1+—
4u 2u

A2

A1

2 3

Figura 4.3: Grafico da funcao p,(?)

Todavia, p, » ainda pode ser aperfeicoada. Suas principais deficiéncias sao:

e desejamos que, para quaisquer duas esferas distantes, a penalizacao assuma
um nivel aproximadamente estavel (constante), restringindo o efeito de aglo-

meracao das esferas as situacoes em que elas ja estao relativamente proximas;

e a faixa de valores de t na vizinhanca do ponto ¢ = 1 nao é especialmente
privilegiada com baixa penalizagdo, o que seria desejavel quando as esferas

estiverem proximas, visando eliminar possiveis lacunas no recobrimento de 7.

e ¢ uma funcao definida por partes, e isto pode dificultar sua implementacao em

um solver;

Teremos, portanto, que avaliar uma nova funcao onde as deficiéncias citadas acima
nao estejam presentes. As funcoes p, e p, , desenvolvidas até este ponto partindo
da funcao p, ndo podem ser ajustadas por serem naturalmente definidas por partes
e, portanto, decidimos abandoné-las em busca de uma fun¢ao mais adequada.
Uma funcao, que apresenta todas as caracteristicas desejadas, é a funcao utili-

zada em Bioquimica para descrever a interacao de Van der Waals entre dtomos e
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moléculas (JONES, 1924). Abaixo apresentamos uma expressao bastante geral para

esta funcao
Cn Ch
(48 tn’

A Figura 4.4 apresenta o grafico da funcgao p,, onde a conformacao desejada é

pu(l) = E+ m,n € N, m > n. (4.13)

apresentada. A funcao p,, é racional e definida por uma expressao tnica para t > 0,
eliminando o problema da “definicao por partes” presente nas versoes anteriores.
Também percebemos uma alta penalizacao parat < 1, assim como uma estabilizacao
do nivel de penalizacio quando t — oco. E notério que a vizinhanca do ponto ¢t = 1

é altamente privilegiada por niveis de penalizacao préximos de zero.

0 1 2 3

Figura 4.4: Gréafico de uma versdo da funcao p,(t)

A principio, os valores dos parametros E, m, n, C,, e C, sao livres, mas a
adequacao a conformacao gréfica, apresentada na Figura 4.4, ir4 trazer restricoes
sobre alguns destes parametros.

Iremos, primeiramente, determinar os valores de C), e C,,,. Diferenciando a funcao

(4.13) obtemos:
mC,, nC,

/ —
Polt) = =t + (4.14)

Observemos que, em ¢t = 1, a fungao (4.13) atinge o seu valor minimo e, portanto,

P, (1) = 0. Deste fato, temos que:

—mCy +nC, =0 (4.15)

c. =2c. (4.16)
m

Substituindo (4.16) em (4.13) obtemos:
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nC, C,

w(t) =FE . 4.17
Pu(t) o T T (4.17)
que pode ser reescrita como:
Cn m—n
Pu(t) = E + [n—mt™ "], m>n. (4.18)
m m
Por outro lado, ¢t = 1 também ¢é zero da funcao, o que implica em
pw(1) =0.
Por conseguinte,
E+2""a —o,
implica em
r="""¢c,
m
e
C,=—F. (4.19)
m—n
Substituindo (4.19) em (4.18) obtemos:
m ()" —n (3"
pu(t)=FE |1— (&) () ., m > n. (4.20)
m—n

A funcao de Van de Walls é comumente utilizada na configuracao Lennard-Jones
comn = 6 em = 12 (JONES, 1924), ou, mais geralmente, com m = 2n. Se,

portanto, fizermos m = 2n a funcao p,, pode ser expressa por

Pu(t) = E (1 - i)Q- (4.21)

tn

A Figura 4.5 mostra o grafico de p,, para alguns valores arbitrarios de n, enquanto

a Figura 4.6 mostra o grafico de p,, para alguns valores arbitrarios de E.
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Figura 4.5:

Pw

T T

Bl

0 1 2 3

Figura 4.6: Gréafico da funcao p,(t) para valores distintos de £, com n =4

A funcéo p,, também pode ser expressa por

pult) = E (i _ 1)k, (4.22)

m
onde k = 2, mas de uma forma geral iremos considerar k£ par e possivelmente maior
que dois. Se definirmos f(§) = E(£ —1)F e g(&) = 1/£", temos p,(t) = (fog)(t). A
funcao f(&) para k = 2 é uma parabola com vértice no ponto (1,0) e interse¢do com
o eixo vertical no ponto (0, E'). Podemos, portanto, obter p,, como a composicao de
uma parabola com uma fun¢do que associa o intervalo (0, 1] ao intervalo [1,400) e
o intervalo [1,400) , no intervalo (0, 1]. Desta forma, pode-se compreender a razao

para o formato do grafico de p,,.
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As derivadas primeira e segunda de p,, podem ser facilmente calculadas:

, kn (1 bl
pu(t) = —E eyl Wi 1 (4.23)
1 1 k-2 [ kn+41
pl(t) = E % (t_n _ 1) (f;_jll 1 (4.24)

Pretendemos, com esses comentarios, introduzir um aspecto ainda nao perfei-
tamente contemplado em p,,, e que serd consequéncia dos desenvolvimentos apre-
sentados na Secao 4.4. Na vizinhanca do ponto ¢t = 1 o gréafico de p,, se comporta
localmente como uma parabola, nao podendo assim assegurar uma regiao suficien-
temente ampla onde o nivel de penalizacao possa ser considerado desprezivel. Este
fato pode ser facilmente verificado mediante o calculo de p!, para k = 2 no ponto
t = 1, ou seja, pl (1) = 2n*E. Como p//(1) > 0 e p/,(1) = 0, ndo temos uma vi-
zinhanca de t = 1 onde o grafico de p,, possua um formato préoximo de uma reta
horizontal e suficientemente plano. Seria necessario que, pelo menos, p/ (1) = 0 para
que este objetivo fosse alcancado.

Retornando a decomposicao de p,, apresentada acima, percebemos que se subs-
tituirmos a parabola por uma curva de quarto grau talvez tenhamos sucesso na
tentativa de anularmos a segunda derivada. Esta alteracao pode ser implementada
simplesmente fazendo-se k = 4 na Definigao 4.22 de p,(t). Para k = 4 podemos
verificar que p’ (1) = 0, mas o formato geral do grafico ndo é substancialmente al-
terado. A Figura 4.7 apresenta os grafico de p,, para n = 4, considerando-se k = 2
e k = 4, a titulo de comparacao. Observe que todas as caracteristicas discutidas

anteriormente continuam validas.

Pw

0

Figura 4.7: Gréafico da func¢do p,(t) comn =4 para k=2 e k =4

Em teoria, o desenvolvimento apresentado acima seria satisfatorio. No entanto,
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a versdo da fungdo p,(t) dada por (4.22), pode gerar problemas de overflow quando

utilizada em uma implementacao computacional, pois

lim py,(t) = 0.

t—0
Desta forma, para evitar overflow, faremos uma transformacao afim na varié-
vel independente da fungdo p,(t), a qual denotaremos abaixo por p,(t). Assim,

redefiniremos a fung¢ao p,(t) como:

1 k
() = polaxt + b)) =E (1 — —— ) |
onde ay, e by sdo constantes a serem determinadas de maneira a satisfazer as seguintes
condicoes:
p(0) =L , com L>F,
(1) = 0.
Como
1\*
p(0) = FE (1 — —) =L,
by
entao .
by = ————. (4.25)
\/v/L/E+1
De
1 k
w(1) = n =0
2(1) ( (axt + bx) )
segue que

Por conseguinte, temos que

1 k
((L—bi)t+ bk)”) ’

onde by, ¢ dado pela expressao (4.25) acima.

po(t) = E (1 -

A Figura 4.8 apresenta o grafico de p, para n = 4 considerando-se k = 2 e k = 4.
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Figura 4.8: Grafico da func¢do p,(t) comn =4 parak=2e k =4

Os desenvolvimentos da proxima secao irao demonstrar a necessidade da exis-
téncia de uma vizinhanca de ¢t = 1 com penalidade desprezivel. Apesar das boas
caracteristicas apresentadas por esta tultima versao de p,, notamos que, para t pro-
ximo de 1, esta funcao assume valores muito proximos de zero, mas nunca iguais a
zero. Isto poderia trazer dificuldades quanto a definicao da vizinhanca de t = 1 com
penalizacao desprezivel, pois o valor ideal para uma penalizacao desprezivel é zero,
se isto for possivel.

Podemos atingir este objetivo por intermédio das seguintes transformagoes da

funcao p, com k = 2:
1. uma translagao vertical negativa de modulo 6,
2. eliminacdo (“corte”) da parte negativa,
3. elevacao ao quadrado para assegurar a diferenciabilidade da funcao resultante.

Os passos 2 e 3 sao procedimentos padroes na criacao de funcoes que implementam
barreiras e penalidades (LUENBERGER e YE, 2008). Desta forma, iremos definir

uma nova funcao, que denominaremos p,, pela expressao
pu(t) = [max(0, p,(t) — 5)]2, (4.27)

onde 0 é uma constante a ser determinada em funcao da largura almejada para
a regiao com penalizacao zero. Conforme mencionado acima, utilizamos a funcao
Py, Na definicao de p,, fazendo k = 2.

Para evitar confusoes com os parametros da fungao p, que da origem a funcao
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Pu, denominaremos

L2 - pu(0>7
E, = lim p,(1),
t—o0

os quais devem guardar um relacionamento direto com os niveis £ e L da funcao p,

com k = 2 utilizada na criacao de p,. Observemos que

Ly=(L—-0)*=L=+/Ly+9, (4.28)
[§]
Ey=(E—6)?=FE=+/Ey+6. (4.29)

Estes valores de E e L sao utilizados para construir uma funcao p, que, mediante
Definicao 4.27, é empregada na construcdo da funcdo p, com niveis E e Ly. E
interessante observar que a elevacao ao quadrado presente na definicao de p, faz
com que esta, para valores pequenos de 9, tenha um comportamento muito préximo
ao da funcao p, com k = 4, E = Ey e L = Ly. De fato, se tomarmos 6 = 0
e construirmos uma versao de p, com k = 2, E = /Ey e L = \/L,, teremos
pult) = [po(8)]%.

Se agora considerarmos os pontos 0 < t; < 1 e t3 > 1 como extremos do
intervalo onde a penalidade é zero, podemos facilmente obté-los resolvendo p,(t) = 4,

resultando em
1 o b2

. V14+/6/E
L=

onde by é calculado com base nas defini¢oes de E e L dadas por (4.28) e (4.29).
Fazendo uma simples manipulacao algébrica, considerando-se a expressao completa

de by , obtemos

ta N i-\oiE 1
bt /e 1'
14++/3/E

Para 0 = 0 temos a igualdade t; = t, = 1, em consequéncia, o intervalo fica
reduzido a um ponto, como esperado.
A Figura 4.9 apresenta o grafico de p,, para n = 4. Os pontos t; e ty estao

destacados no eixo t.
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Figura 4.9: Grafico da funcdo p,(t), comparada com a funcdo p,(t) para k = 4,
ambas com n =4

A funcao p, serd nossa escolha para a resolucao dos problemas-n6 que, portanto,

passarao a ser expressos por

(PN4): max Cp— 3 pu (”fcd——x“) (4.30)
ij€ly v
1<)
s.a. zeIm (4.31)

Se permitirmos que a distancia entre os centros z* e 27 das esferas S; e Sj,

1 <1 < j < n, possa variar com penalidade zero dentro de um intervalo dado por

basta encontrarmos 0* tal que
t M,
A — (4.33)

1 myj

De posse de ¢*, por proporcionalidade, temos que

dij _ l — d” . mzy’
m; tl tl

¢ M, t M,
My g M
dij 1 tg

Assim podemos definir d;; para ser utilizado na fun¢io objetivo, conforme (4.30).
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4.4 Valores de «;;

Na secao anterior desenvolvemos uma heuristica, baseada nos métodos de pena-
lizacao, que tem por objetivo posicionar duas esferas dentro de um intervalo de
distancias permitidas. A penalizacao é zero quando as distancias estao dentro desta
faixa e aumenta gradualmente quando as esferas comecam a se afastar além dos
extremos inferior ou superior deste intervalo. A determinacao dos extremos deste

intervalo ¢ a questao central desta secao.

4.4.1 Esferas S; e S; possuem o mesmo raio

O Lema 4.1 garante a existéncia dos parametros {a;; > 0}i1<icj<n € {¢; > 0}1<i<n
para os quais uma solucao 6tima de (4.2)-(4.5) ¢ uma soluc¢ao 6tima para o problema
classico de recobrimento 6timo. Porém, esses valores nao sao conhecidos. Um dos
objetivos deste trabalho é determinar bons valores para «;;, 0 parametro que mede o
quanto duas esferas se sobrepoem. No caso do recobrimento do R? por esferas idén-
ticas, o recobrimento reticulado (Figura 3.2b) mais eficiente e o tnico localmente
Otimo entre os arranjos regulares (CONWAY e SLOANE, 1999) ¢ o reticulado cibico
de corpo centrado. Embora, neste trabalho, tratemos de esferas de raios diferentes,
os valores de «;; para este recobrimento servirao como ponto de partida para a de-
terminacao de um intervalo de valores que serao utilizados na resolucao do problema
proposto.

A seguir demonstraremos que, nesse recobrimento, a;; = 0,2111R ou oy; =
0, 4508 R quando ha sobreposicdo entre duas esferas. Sejam z° o centro da esfera S;,
R o raio das esferas, d;; a distancia entre os centros das esferas S; e S; e definida
por o;; o parametro que mede o quanto as esferas se sobrepoem, conforme indicado
na Figura 4.1.

Como os centros das esferas formam um reticulado cibico de corpo centrado (ver
Se¢ao 3.1.4), cada centro z° esta exatamente no centro de um octaedro truncado
inscrito na esfera S; (Figura 3.20b). Para uma melhor compreensio, imaginemos o
espago R? preenchido por octaedros truncados idénticos (Figuras 3.11b e 3.20a) e
cada octaedro circunscrito por uma esfera (Figura 3.20b). Tomemos duas esferas
adjacentes neste reticulado, S; e Sj, que se sobrepoem. Para determinarmos o
valor de «;;, usando a defini¢ao, primeiro devemos calcular a distancia d;;. Mas d;;
também é a distancia entre os centros dos dois octaedros truncados circunscritos as
esferas S; e S;. Observe que, passando um plano pelos pontos comuns as superficies
dessas duas esferas obtemos uma secao plana circular. Esta secao esta circunscrita
a face comum aos dois octaedros truncados inscritos nestas duas esferas. Estes
solidos tém dois tipos de faces, quadrados e hexagonos regulares. Como os lados dos

quadrados e dos hexagonos regulares sao congruentes, a area dessa secao circular
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terad dois valores distintos, dependendo do poligono inscrito ser um quadrado ou um
hexagono regular. A secdo circular tem area maior se a face de intersecao entre os
dois octaedro truncados for um hexégono regular. Isto implica que a sobreposicao
das esferas é maior neste caso.

Voltemos ao céalculo de d;;. Para determinar a distancia entre dois octaedros
truncados adjacentes basta determinar o dobro da distancia do centro de um deles
ao centro da face comum a eles.

Seja | a medida das arestas do octaedro truncado. Suponhamos, primeiro que a
intersecao entre dois octaedros truncados adjacentes seja uma face quadrada.

O octaedro truncado de aresta [ pode ser obtido pelo truncamento de um oc-
taedro regular de lado 31 ou através do cubo circunscrito de lado 2v/2l, conforme

mostrado na Figura 4.10.

Figura 4.10: Octaedro truncado.

Consideremos o octaedro truncado construido a partir do cubo de lado 2V/2l.
Tomemos uma secao plana do octaedro truncado, passando pelo seu centro e pelas
diagonais das quatro faces quadradas (Figura 4.10). A sec@o plana obtida é um oc-
togono de lados I e [ /2. A Figura 4.11 mostra o octégono inscrito na circunferéncia
de raio R e no quadrado de lado 2v/21 (observe que o quadrado esta dividido em
quadrados menores de lado %ﬁ)

A distancia entre os centos destes octaedros é 2v/21, e portanto, os centros das
esferas também distam d;; = 2v/21 . Como dij = 2R — oyj, entao oy = 2R — d;;.
Logo,

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo de catetos [ v/2 e %5,
e hipotenusa R, temos que:
V10
l=—R (4.35)

5
Substituindo 4.35 em 4.34 obtemos:

10 -4 2
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Figura 4.11: Secao plana do octaedro truncado de lado [ inscrito na esfera de raio
R.

Neste caso, chamemos «;; de oy, isto é, se a interse¢ao entre dois octaedros truncados

adjacentes for uma face quadrada. Logo,

2v/5
am:2<1—T>R

o 2 0,2111R.

ou

Se R =1, entao «,, = 0,2111.
Analogamente, suponhamos que a intersecao entre dois octaedros truncados ad-
jacentes seja uma face hexagonal. Dividimos o cubo da Figura 4.10 em oito cubos

menores idénticos de lado 1 v/2. Cada face hexagonal é uma secao plana de um cubo
menor ( 4.12).

Figura 4.12: A face hexagonal do octaedro truncado de lado [ é uma secao plana de
um cubo de lado 1 /2.

Os vértices do hexagono regular sao pontos médios das arestas do cubo menor.
Eles sao equidistantes do centro do octaedro truncado e do vértice do cubo oposto
a este ponto. Entao, os vértices do hexagono pertencem ao plano bissetor que é

perpendicular a diagonal do cubo menor passando pelo centro deste. Portanto, o
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centro do hexagono regular coincide com o ponto médio da diagonal do cubo menor.
A diagonal do cubo menor mede V23 = 1/6. Assim, a distancia entre o centro
do octaedro truncado e uma de suas faces hexagonais é %6. A distancia entre
os centros dos dois octaedros truncados ¢ [ v/6 e, consequentemente, os centro das

esferas distam d;; = [ /6. Entdo, a;; = 2R —d;;, e usando a equacio (4.35) obtemos:

10 — 2v/1 1
ZOT\/_ESRZQ 1_§ R

Q5 = O

Neste caso, chamemos «;; de ayy, isto é, se a intersecao entre dois octaedros

truncados adjacentes for uma face hexagonal regular. Logo,

V15

CY]\JZZ 1_T R

ou
(633 = O, 4508R.

Se R =1, entao ay = 0,4508.

Assim, dependendo da interse¢ao entre os octaedros truncados inscritos nas es-
feras serem faces quadradas ou hexagonais, temos dois valores distintos para o,
am = 0,2111R e ayp; = 0,4508 R, respectivamente.

4.4.2 Esferas 5; e S; possuem raios diferentes

Nao existe nenhuma teoria geral que determine de forma exata qual deve ser a dis-
tancia entre duas esferas de raios diferentes quando estas sao utilizadas em um reco-
brimento. O problema original (P1) inclui uma restrigdo sobre a distancia minima
em termos de «;;, mas nao especifica como estes parametros devem ser calculados.

Vimos na sec¢ao anterior que, no caso de esferas de mesmo raio, o recobrimento
mais eficiente do R? é conseguido com os centros das esferas formando o reticulado
cibico de corpo centrado, o que nos fornece dois valores distintos para ;. Para
recobrir um soélido T utilizando esferas de raios diferentes devemos utilizar uma
abordagem que seja compativel com a situacao dos raios iguais.

Se, momentaneamente, considerarmos o problema de recobrir o R? com circulos
de mesmo raio, o melhor arranjo para os seus centros é o reticulado hexagonal
(ver Secao 3.5). Consideremos agora uma transformagdo conforme aplicada sobre
o plano R? contendo estes circulos. Sabemos que uma transformacio conforme é
caracterizada pela preservacao de angulos entre curvas e, em particular, transforma

circulos em circulos’. Em geral, os centros dos circulos transformados nio sao, no

!Uma reta pode ser interpretada como um circulo com centro no infinito
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entanto, o mapeamento dos centros dos circulos originais.

A transformacao conforme dada pela funcao complexa

z
cz+1

f(z) =

possui a conveniente propriedade de ser a funcao identidade para ¢ = 0. Quando
c aumenta, esta funcao passa a transformar circulos em proporcoes diferentes de-
pendendo de suas posicoes no R?, de tal forma que os circulos originais, de raios
iguais, sao transformados em circulos com raios diferentes. Os pontos de intersecao
dos circulos sao transformados, mas a propriedade de intersecao de trés circulos é
preservada e, portanto, os circulos transformados ainda sdo um recobrimento do R?.

Para ilustrar a acao desta fungao, na Figura 4.13 apresentamos uma parte do
arranjo hexagonal composta de sete circulos no R?, enquanto na Figura 4.14 apre-

sentamos a agao desta fungdo sobre estes mesmos circulos.

Y

INV%

C
E A B €
@

Figura 4.13: Disposicao hexagonal de sete circulos recobrindo uma regiao do R2,

o
g

Figura 4.14: A mesma disposicao hexagonal da anterior, apds aplicacao da trans-
formacdo conforme no R2.

Devemos notar que, apesar de estarmos utilizando uma funcao complexa para
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representar nossa transformacao conforme, nosso interesse esta centrado na transfor-
macao em si e em suas propriedades gerais, o que nos permitird estendermos nosso
raciocinio para o espaco tridimensional.

Considere mais uma vez um arranjo de circulos de raio R onde seus centros
formam um reticulado hexagonal. Sejam C; e C; dois circulos distintos sobrepostos.
A transformagao conforme preserva o angulo 6, = 120° formado entre um dos pontos
de intersecao de suas circunferéncias e seus centros. A distancia entre os centros dos
circulos transformados utilizando a lei dos cossenos, se seus raios forem conhecidos.
Assim, para os circulos transformados C! e C’J’., com raios r; e rj, temos que a
distancia entre eles é dada por

dfj =7’ 4 r? — 2r;r; cos(120°) = r2 + T’JQ- + ;. (4.36)
Se utilizarmos a definicdo de «;; para estes circulos (sobrepostos), conforme (4.1),

temos
dij =71+ Ty — Q4. (437)

Utilizando as equacoes acima, podemos, entao, escrever

ozij:ri—i-rj—dij:ri—i—rj—,/ri2+rﬂ“j+7“?.

E claro que, nesta situacdo, torna-se mais simples utilizar diretamente a expres-
sao (4.36) para calcular d;;, sem envolver diretamente c;.

Em um recobrimento bidimensional com circulos de raios diferentes, poderiamos,
inspirados pela transformacao conforme acima descrita, definir heuristicamente que
a distancia ideal entre dois circulos quaisquer C; e C}, com raios r; e r;, deveria ser
a descrita por (4.36). Em particular, se os raios fossem todos iguais a R, teriamos

que a distancia ideal deveria ser dada por
&}, = R+ R* + RR = d;; = V3R,

e os circulos sobrepostos seriam forcados a assumir esta distancia, mediante o pro-
cesso de otimizacao baseado nos desenvolvimentos da secao anterior.

Retornando ao espaco tridimensional, um raciocinio semelhante pode ser apli-
cado inicialmente a um arranjo de quatro esferas S;, i = 1,...,4, de mesmo raio
R, dispostas nos vértices de um tetraedro regular de lado [, o qual representa a
distancia comum entre duas esferas quaisquer. O ponto interior mais distante de
todos os vértices esta localizado no centro deste tetraedro. Para que este ponto
seja coberto por esferas iguais é necessario que o raio destas esferas seja pelo menos

igual a distancia deste ponto a um dos vértices. Podemos expressar o lado [ deste
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tetraedro em funcao do raio das esferas:

2
:LER

l
3
que também pode ser escrito como
2 = i = R*>+ R? — 2R? 1
3 3)°

Comparando esta expressao com a lei dos cossenos, chegamos & conclusao que o

angulo 03 do centro do tetraedro a dois de seus vértices é
1
A3 = arccos (—5) =~ 109,47°.

Nesta configuracao bastante regular para as esferas, mais uma vez utilizando a

expressao(4.1) temos

2v/6 6
aij:R+R—T\/_R=2 1—% R=0,3670R.

Por intermédio de racionalizacoes, podemos facilmente comprovar que

2 1-? R<?2 1—\/?6 R<?2 1—@ R,

ou seja,

Oy, < Q5 < Qlpp. (438)

Temos assim um valor para o;; que estd entre os limites a,, e oy obtidos no de-
senvolvimento da secao anterior para o recobrimento reticulado de corpo centrado,
considerado o mais eficiente e o tinico localmente 6timo entre os arranjos regula-
res. Utilizar o arranjo tetraedral como uma disposicao intermediaria para esferas
iguais durante o processo de otimizagao é, portanto, totalmente compativel com as
restricoes oriundas do recobrimento reticulado de corpo centrado.

Seguindo os passos do desenvolvimento para o espaco bidimensional, considere-
mos agora uma transformacio conforme? deste arranjo de quatro esferas. O angulo
03 entre o centro do tetraedro a dois vétices quaisquer permanece o mesmo. Utili-

zando a lei dos cossenos obtemos

1 2
d?j =7+ 7’]2- — 211 <_§) =7+ 7’]2 + 37" (4.39)

2 As transformacoes conformes no R™, para n > 2, sdo restritas as transformacoes de Mobius,
segundo o Teorema de Liouville encontrado na geometria conforme.
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Para esta configuracao de esferas, temos que

2
Ozij:’l"i—{—rj—dij:’f’i—FTj—\/T‘?-}—T?-‘-g?“ﬂ“j.

Em termos de implementacao computacional, mais uma vez notamos ser mais
conveniente utilizar diretamente a expressao (4.39) para calcular d;;, sem envolver
diretamente «;;.

Em um recobrimento tridimensional com esferas de raios diferentes, iremos, com
base nos resultados da transformacao conforme no R? acima descritos, definir heu-
risticamente que a distancia ideal entre duas esferas quaisquer S; e S;, com raios r;
e r;, deve ser a descrita por (4.39). Devemos lembrar que esta distancia d;; nao sera,
na verdade, privilegiada, pois conforme (4.32), faremos com que todas as distancias
dentro do intervalo [m;;, M;;] tenham penalizagao nula. As desigualdades (4.38) nao
s6 confirmam a existéncia deste intervalo [m;;, M;;], como também que d;; dado por
(4.39) pertence a ele. Notemos que ) esta associado a determinagio de m;; e
estd associado & determinacao de M;;, pois queremos m;; < M;;, mas as distancias
d;; e os a;; variam em sentidos opostos.

Devemos agora determinar os valores m;; e M;; utilizando a transformacao con-
forme. Para tal, calculemos os cossenos dos angulos 6,, e 0, associados a o, e oy,

respectivamente, utilizando inicialmente esferas de mesmo raio R. Temos

V15
mij=2R—on=2.R T )

logo
3 1
4R25 = m?j = 2R? — 2R?cos b, = cosb,, = —

Da mesma forma,

25
M;; = 2R — o = 2R T\/_ ,
logo

4 3
4R25 = ij — 2R? — 2R?cosfy; = cosly = —E

Se agora considerarmos esferas de raios diferentes dados por r; e r;, aplicamos

a transformacao conforme e, como os angulos permanecem inalterados, podemos

definir:

2
2 2 2 2 2
mi; = ri+r;—2rirjcosty, =r;+rj+ =il
M2 _ 2 + 2 2rr 50 — 2 + 2 + 9 N
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Para utilizarmos a fun¢ao p, da secao anterior precisamos antes encontrar um

5* tal que, conforme (4.33),

My _ [Eerite [T
tl mij 7”12 + 7”]2- + %Tﬂ"j 5(7"3 + 7"]2) —+ 27’1‘7’3‘,

que pode ser simplificado para

t 4
2 |14+
b 5(5+1) +2

Tj

Assumindo que os raios das esferas utilizadas sao todos conhecidos, os quocientes
acima podem ser pré-calculados, assim como os valores correspondentes de 0%, t5 e
t1, o que finalmente permite o calculo do d;; que ir& ser utilizado pela funcao p, de

cada no6, conforme formulagao (PN4).

4.5 Regiao de seguranca

Discutiremos agora mais detalhadamente a restri¢ao (4.31). Esta restri¢do obriga
o centro de cada esfera a permanecer dentro do sélido 17" a ser recoberto. Em um
primeiro momento, com base nos desenvolvimentos da tltima secao, iremos definir,

para z € R3, a seguinte funcao:

0 ,2€T,
q(z) = (4.40)
+oo ,z¢T.

Esta funcao é chamada funcdo caracteristica do conjunto T e comumente repre-
sentada por x7. A restricao x € T™ pode, entao, ser substituida pelas restricoes
q(z") <0,i=1,...,n.

Se o solido T for convexo, ¢(z) é uma funcdo convexa e estas restrigdes sao,
portanto, todas convexas. No caso geral, em que o so6lido T' é nao-convexo, este
conjunto de restricoes é nao-convexo, constituindo-se, entao, em uma fonte de nao-
convexidade que denominamos NCj.

Com relagao a aplicacao desta modelagem no tratamento por Gamma Knife,
onde o so6lido T representa um tumor cerebral, é de praxe utilizar técnicas que
nao permitam uma ocupagao muito grande da parte externa de 1" pelas esferas que
modelam as doses de radiacao aplicada. Essa medida de seguranca é tomada porque
o tumor esta envolvido por tecidos saudaveis e nao é desejavel que estes tecidos sejam
atingidos pela radiacao. Com o propoésito de obter uma solugao com as esferas

posicionadas de forma a minimizar a irradiacao de tecidos saudéaveis, restringeremos
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a ocupagao da regiao externa a 7' através de um parametro de tolerancia € > 0 e
denominaremos a regiao delimitada de regiao de seguranca, conforme representado

na Figura 4.15.

Figura 4.15: Representacao da regiao de seguranca para o solido 7', onde € é o
parametro de tolerancia.

Passaremos, portanto, a exigir que somente os pontos situados a uma distancia
euclidiana de no maximo ¢ unidades da superficie de T" possam sofrer os efeitos da
radiacao. Os pontos situados além desta fronteira nao devem sofrer nenhum efeito
da radiacao.

Visando a construcao de um modelo matematico para um tumor, consideremos
agora uma regido genérica T C R3 compacta®, conexa?, com dimensdao uniforme
igual a trés®, e com fronteira conexa homeomorfa a esfera S? = {(u, v, w) € R3|u?+
v? + w? = 1}. Estas condigdes tem por objetivo excluir modelos de tumores tais

como:
1. tumores “ilimitados” ou sem fronteira definida (na pratica eles ndo existem);

2. tumores formados por mais de uma “peca” (cada pega deve ser tratada sepa-

radamente);

3. tumores com partes “planas” ou filamentares (ndo podem ser tratados por

nossa abordagem);

4. tumores multi-toroidais (com uma ou mais “al¢as”) ou com cavidades em seu

interior (ndo podem ser tratados diretamente por nossa abordagem).

3Regido limitada e fechada.

4Mais precisamente, conexa por caminhos, ou seja, dados dois pontos P, e P, em T , existe
uma func¢ao continua ¢ : [0,1] — T, com ¢(0) = P; e ¢(1) = Py, que conecta estes dois pontos.

5Todo ponto no interior de T possui uma vizinhanca homeomorfa ao interior da bola B3.
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Uma propriedade a principio nio requerida é a convexidade de T. E claro que o
modelo matemético de um tumor pode resultar em uma regiao nao-convexa. Com
o proposito de simplificarmos andlises posteriores, iremos trabalhar somente com
solidos convexos, embora algumas destas andlises possam ser adaptadas para o caso
de T nao-convexo®. Assim sendo, nao iremos lidar explicitamente com a fonte de

nao-convexidade NCs.

4.5.1 Corpo paralelo ao sélido T

Pela definicao usual de distancia a um conjunto, pontos no exterior de 1" estarao a
uma distancia positiva de T' e pontos no interior de T estarao a uma distancia nula

de T', ou seja:

d(x,T) = mind(z, z),

zeT
onde utilizamos “min” pois 17" é compacto.

Denotaremos por 0T a superficie que representa a fronteira de 7', e, como ja
mencionado acima, assumiremos que a fronteira 0T é conexa.

As superficies paralelas a 0T serdo denotadas por (074, seguindo a notacao
apresentada no Apéndice A, onde d pode assumir qualquer valor real, as quais
servirao para definir a fronteira da regiao de seguranca, assim como outras superficies
associadas.

Devemos observar que 07 (ou uma de suas superficies paralelas (0T")4) pode ser
uma superficie regular (vide Definigdo A.1). Em andlises posteriores, iremos separar
os casos em que estas superficies sao regulares dos casos em que elas nao sao.

Para OT regular e T nao necessariamente convexo, podemos definir

dint = arg igf{(@T)d ¢ regular},
dswp = argsup{(07)y ¢ regular},
d

onde em geral teremos dins < 0 e dgyp > 0. Para T' nao-convexo existirao valores de
d > 0 para os quais a superficie (0T, apresentara auto-intersegoes, deixando de ser
regular, e portanto teremos 0 < dg,, < +00. Caso T' seja convexo teremos (074
regular para todo d > 0 e, portanto, dg,, = +00.

Para 0T nao necessariamente regular, mas retornando a considerar 7' convexo,
temos que as superficies (0T, serao externas a T' se d > 0, coincidirao com 97T se
d = 0, e serao internas, parcialmente internas ou até mesmo externas a 7' dependendo
do valor de d quando d < 0. Notamos que as superficies (07, podem ser bastante

complexas quando d < 0.

6Por exemplo, quando o sélido pode ser dividido em sub-regides convexas.
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Por outro lado, para todo d > 0 e para d < 0 proximo de zero, as superficies
paralelas a distancia d sao de facil compreensao e iremos definir T; como sendo
a regido limitada que tem por fronteira (07)y. Podemos, entdo, escrever 0T, =
(0T )4, ou seja, a superficie fronteira de Ty é a superficie paralela a distancia d de T
Chamaremos T, de corpo paralelo a T & distancia d.

Em especial, temos que 7T, o corpo paralelo a T" a distancia ¢ > 0, pode ser
interpretado como a unido de T com a sua regiao de seguranca, e identificamos
JT. = (0T).. Dada a convexidade de T, temos que nao existe nenhuma restri¢ao
sobre o maior valor que ¢ possa assumir’.

Iremos agora estender a definicao de corpo paralelo para qualquer d < 0. Pri-

meiramente, para um ponto x € 1" arbitrario, temos
d(x,0T) = min d
(,0T) = min d(z, 2),
onde utilizamos “min” pois como T' é compacto, 01T também é compacta.
Dado d < 0, temos que d(x,0T) = |d| implica, por defini¢cao, que x € (9T)y.
A implicagao inversa, no entanto, nao é valida, isto é, z € (0T)4 ndo implica em
d(x,0T) = |d|. Isto porque, em geral, x ird pertencer a mais de uma superficie
(0T)4, para valores de d distintos. Na Figura 4.16 apresentamos a se¢ao transversal

de um elipsoide prolato 7" e um ponto x em seu interior, juntamente com os tragos

de trés superficies paralelas as quais x pertence.

Figura 4.16: Exemplo onde x € T pertence a trés superficies paralelas distintas.

Partindo da definicao preliminar de corpo paralelo apresentada acima, tomare-

mos as se¢oes de superficies (0T"); com os valores de d < 0 mais proximos de zero.

"Para T nio-convexo existirdo valores de £ > 0 para os quais 9T apresentard auto-intersecoes.
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Podemos fazer isto se definirmos a fungao D : T — (—o0, 0] como

D(z) = d 4.41
() arg max. (4.41)

Pelo exposto acima, temos claramente que

|D(x)| =

arg max d| = arg min |d| = d(x,0T),
gxe(c’?T)d ‘ gwe(@T)d‘ | (x,0T)
pois uma das superficies (07)y serd justamente aquela para a qual |d| sera igual
a d(z,0T). Como x € T implica em D(x) < 0, esta tltima expressdo pode ser
reescrita como
D(x) = —d(z,0T) = —mind = —d : 4.42
(x) (2,0T) = — min d(z, z) = max —d(z, z) (4.42)
Observemos que a fun¢ao D(z) determina o valor de d correspondente a superficie
(0T')4 mais proxima a 0T, eliminando assim as multiplicidades oriundas do fato de
x pertencer a mais de uma superficie (07)4.

A funcao D(z) que acabamos de definir, acima, goza das seguintes propriedades:

Propriedades da funcao D(x)

1. Se x € 9T , entdo D(z) = 0.
Obvio, pois para x € 9T, D(z) = —d(x,0T) = 0.

2. A fungdo D(z) é continua.
Por definigao, D(z) = max —d(z,z). Como a fungdo distancia é continua e o
z€dT
méaximo de um conjunto qualquer de funcoes continuas também é continuo,

temos que D(z) é continua.

3. A fungao D(z) atinge os valores maximo e minimo em 7.

Como T é compacto e D(z) é continua, pelo Teorema do Valor Extremo®
temos que D(z) atinge os valores minimo e maximo em 7. Como D(z) < 0
e D(x) = 0 para x € 0T, entao D(x) assume o valor maximo igual a zero na
fronteira 7. Para qualquer outro x no interior de T, teremos d(x,0T) > 0 e,
portanto, JT" é exatamente o conjunto de todos os pontos onde D(z) atinge o
valor méaximo. Quanto ao valor minimo de d, denominé-lo-emos d*. Portanto,
a func¢do D(x) pode ser melhor representada como uma fungao D : T — [d*, 0],

onde d* depende do so6lido 7T'.

Provaremos a seguir um importante resultado sobre a funcao D(x).

80 Teorema do Valor Extremo da Analise Real afirma que toda funcio continua definida em
um compacto atinge seus valores maximo e minimo.
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Teorema 4.2. Seja T C R3 convezo, compacto e com interior ndo vazio, e
F(z) = —D(z) = d(z,0T). Entao, F(x) é uma func¢ao concava (D(x) é uma fungao

convexa,).

Demonstragao. Sejam x1 xo € T, dy = d(x1,0T) e dy = d(xq,0T).
Para 0 < A <1, sejam x) = (1 — N)z1 + A\xg e dy = (1 — N)dy + Ado.

Temos que provar que
F((l — )\).1‘1 + )\1'2) Z (1 - /\)F(l’1> + )\F(.Z‘Q),

ou

o que pode também ser escrito como
d(m,ﬁT) Z d)\.

Suponhamos, por absurdo, que d(xy,0T) < d). Entao, como 97T é compacto,
existe y € 0T tal que d(zy,y) = d(zy,dT), e, portanto, d(xy,y) < dy.
Definamos
Y1 = o1+ (y — 22)d1 /dy

Yo = xo + (y — xx)da/d.

Temos

d(yr, 71) = d(y, xa)dy/dy < drdy/dy = dy.

Logo, y; esta no interior da esfera B(z1,d;) centrada em x; de raio dy e B(xq,d;) C
T, pois d; é o maior valor d para o qual B(xy,d) C T.

Da mesma forma,

d(yg,l’g) = d(y,x)\)dQ/d,\ < d)\dQ/d)\ = dQ.

Logo, y, esta no interior da esfera B(z1,d;) e temos B(xg,dy) C T. Mas,

(1 =XNyi+ Ay = (1—=XNz1+ (y—ax)(1 = N)di/dy + Axzg + (y — x))Ada/dy
= )+ (y —z))dy/dy

Portanto, como y é uma combinacao convexa de dois pontos que pertencem ao

interior de T', temos que y também pertence ao interior de 7'. Mas isto ¢ um absurdo,

62



pois supomos que y € 1. Logo d(xy,0T") > dy, F(z) é concava e consequentemente

D(z) é convexa. O

E possivel estendermos o dominio de D(x). Para qualquer d > 0 temos T}
bem definido e compacto. Podemos, entao, estender D(z) para z € Ty\T definindo
D(z) = d(z,0T) > 0. Este processo, sendo valido para qualquer d > 0, permite
estender D(r) para todo x € R?. O minimo desta fun¢io estendida permanece sendo
d*, pois os valores acrescentados a imagem de D(z) sao todos positivos.

Doravante iremos sempre utilizar esta tltima versdo de D(z), assim definida:

—d(z,0T) ,sexeT

D(z) = ;
d(z,0T) ,sex¢&T

como uma fungao D : R® — [d*, +00). Podemos simplificar mais ainda a expressio

de D(z) se utilizarmos a fun¢do indicadora de um conjunto

1 ,sexeT

]T(J]): s
0 ,sex¢T

definindo ¢r(z) =1 — 2Ip(x), entdo podemos escrever simplesmente que
D(z) = (1 —2Ip(x))d(x,0T) = ¢p(x)d(x,0T).

Utilizando a mesma argumentacio apresentada para a versdo original de D(x),
¢ imediato mostrarmos que D(x) estendida permanece sendo uma fungao continua.
Para d > 0 ou d < 0 proximo de zero, podemos afirmar, lembrando que 7T é

convexo, que

(0T)g = {x € R®| D(z) = d}.

Alguns paragrafos acima utilizamos a fronteira (074 para limitar uma regido que
definimos como sendo o corpo paralelo T,. Utilizando diretamente D(x), podemos
agora redefinir Ty, para qualquer d € R, como sendo o conjunto de nivel d da funcao
D(x), ou seja,

T;={r € R} D(z) < d}.

Temos agora uma definicao para o corpo paralelo que depende somente da funcao
D(z), e para o qual a igualdade 0T, = (0T, somente ¢é valida para d > 0oud <0
proximo de zero. Doravante, estaremos constantemente nos referindo aos corpos
paralelos Ty. E claro que Ty = T, T; = () para d < d* e, mais uma vez, T, é a
uniao de 7' com a sua regiao de seguranca de largura € > 0.

Demonstramos, acima, que D(x) é continua. Quanto & diferenciabilidade, é
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possivel que D(z) seja nao diferenciavel em 7" mesmo com 1" convexo e 971 regular.
Um fato importante é dado pelo Teorema de Motzkin (Teorema 3.1), o qual afirma
que, independentemente de JT ser regular ou nao, T' convexo implica em D(x) ser
sempre diferencidvel em R3\T.

Na Figura 4.17a, apresentamos a secao transversal de um elipséide prolato T e
dois corpos paralelos as distancias d; e ds. A fronteira 0T é regular, mas a funcao
D(x) ndo é diferenciavel no segmento AB, pois neste segmento existe uma mudanca
brusca na regido de 97 utilizada para o calculo das distancias d(x,97"). Notamos
que a fronteira do corpo paralelo a distancia d; é regular, enquanto que a fronteira

do corpo paralelo a distancia dy nao é regular.

(a) Secdo de um elipsoide prolato: 0T é regular, mas D(z) ndo é

diferenciavel no segmento AB.

A B
ar >
D ki Ty, C -7
=~ i //
R >
I:‘:\ Tdfz /7 K
:: -
Iy
Js ML
,‘(‘E Y~~\
o M - ] HEEES. .
P P e - s
/f,—"/’ L I F
H G

KN,GL,FLeLN.

Figura 4.17: Exemplos onde T" é convexo e D(z) nao é diferenciavel em sub-regides
de T
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Quando 0T nao é regular a situacao de diferenciabilidade normalmente se agrava.
Na Figura 4.17b apresentamos um paralelepipedo T e sua extensa regiao de nao
diferenciabilidade, juntamente com dois corpos paralelos as distancias d; e ds.

Aplicando mais uma vez o Teorema de Motzkin temos que, em contraste com
D(z), e independentemente de 9T ser regular ou nao, d(x,Ty) serd sempre diferen-
cidvel em R3\Ty, para T convexo. Esta propriedade sera explorada em desenvolvi-

mentos posteriores.

4.5.2 Inclusao de esferas em 7T

Dizer que nenhum ponto de uma esfera .S; ultrapassa a fronteira da regiao de segu-
ranca equivale a dizer que
S; C T..

Para restringirmos a localizagdo das esferas ao interior de T, estaremos sem-
pre trabalhando com restricoes sobre seus centros. Considerando que r; > &,
i=1,...,n, (esta pré-condigao sera tratada mais a frente), provaremos que

i .
SiCl,<=zx'ecT._,,i=1...,n

onde T._,, é o corpo paralelo a T" a distancia ¢ —r; < 0.

Teorema 4.3. Seja T C R3 convexo, compacto e com interior nao vazio, S uma
esfera com raio r e centro x, € T, ¢ > 0, tal que e —r <0 e T,_, o corpo paralelo a

T, a distincia € —r. Entao:
ScTl, <~ zxz.€T._,.
Demonstracao. Suponhamos inicialmente que
z.€T,._,.
Pela definicao de corpo paralelo, temos
D(z.)<e—r= —Znelidr%d(xc,z) <e—r= r—irelgr%d(xc,z) <e.

Seja agora x € S, o que implica em d(z,z.) < r. Substituindo na desigualdade

acima temos
d(z,z.) — mind(z,z) <& = —min(d(x., z) — d(z,z.)) < €.

z€dT z€dT

Aplicando a desigualdade triangular d(z., z) — d(x, z.) < d(z, z) a desigualdade
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acima obtemos

— mi < —mi _ <e.
?E%rTld(x,z) < ire%r%(d(:vc,z) d(z,z.)) <e

Mas esta tltima desigualdade significa que:

—mngld(x,z) <e=D(@)<e=zxeT.
ze

Logo,
ScT..

Suponhamos agora que
SciT..

Para pontos y € S\T isto significa que D(y) = d(y,0T) < e.

Iremos também supor, por absurdo, que
& T. .
Como z. € T, isto implica em
D(z.)>e—r = —d(z.,,0T) > —r =r —d(x.,0T) > e.

Como JT é compacto, sejay; € 0T tal que d(z.,y1) = d(x.,0T). Logo, aplicando

a desigualdade acima, obtemos
d(xe,yp) <r—e <.

Consideremos a semi-reta m com origem em z. passando por y;. Como T é

convexo, temos, para y € m:

Seja agora
= e+ ——— (41 — )
Yo = T¢ 17— L)
? d<xcay1)

Notemos que y, € m e, como d(z.,y;) < r, temos que yo ¢ T'. Por outro lado,

Te + =7,

d(yanc) = HyQ - xcH = )(yl - xc) — Tc

-
d(xe, 1

ou seja, yo € S. Temos portanto que y, € S\T'.
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Finalmente, como z., y; e ys pertencem a m, temos

d(y2, 0T) = d(y2,y1) = d(y2, v.) — d(y1, xc) = 1 — d(2c, 1) > €.

Mas isto contradiz a hipotese de que S C T,. Temos portanto que x. € T._,.. [

Para o caso OT._,, regular, a Figura 4.18 apresenta um caso extremo em que
uma esfera S; tem seu centro sobre a superficie 97._,, sendo, portanto, tangente a
superficie T.. Nesta , P representa o ponto de tangéncia de S; com 1., m a reta
normal a 9T que passa por P e pelo centro z' da esfera S;, o qual ¢ representado
pelo ponto A, e finalmente () é o ponto de intersecao de m com 9T. Temos que
d(P,2") = AP =r;. Como P € 0T, e OT. é uma curva paralela a 9T , a distancia
de P adT ¢ QP = ¢. E assim, a distancia de 2° a 0T & igual a AQ = |e — 7y].

Figura 4.18: Representacao dos solidos 1;, T' e T.._,, e uma esfera S; posicionada de
forma a tangenciar 07..

Dada a equivaléncia provada acima, iremos substituir as restrigoes originais da
regiao de seguranca
S; C T,

pelas restricoes sobre os centros x' de cada esfera S;
7 .
el._,, 1=1...,n,
que podem ser reescritas como

D) <e—ry, i=1,...,n. (4.43)
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Este conjunto de restrigoes também pode ser codificado com a ajuda de uma

nova versao da funcao ¢, assim definida

<d (ou seja, z € T,
o(d,2) = = dlowsein v € o) (144
> d (ou seja, ¢ Ty)

e expresso por
qle —r;,2") <0,i=1,...,n. (4.45)

Permanece o fato de que ¢ pode ser interpretada como uma funcao caracteristica,
agora do corpo paralelo T;. Daqui em diante, quando nos referirmos a funcao g
estaremos sempre nos referindo a esta tltima versao, que envolve o parametro d.

Em resumo, ao levarmos em consideragao a regiao de seguranca, a restricao x €
T™ deve ser complementada pelas restri¢oes ' € T._,,, i = 1,...,n, na formulagio

dos problemas-no:

(PN5): max Cp— Y po (“d——”) (4.46)
1,J€I
1<)
s.a. relm, (4.47)
el i € 1. (4.48)

Esta formulacao dos problemas-né também pode ser reescrita utilizando as de-

sigualdades (4.43), como apresentado abaixo:

(PN6): max Cp— S p, (“d-—”) (4.49)
t,j€ly “
1<)
s.a. reln, (4.50)
D(z") <e—ry, i € I, (4.51)

ou entao, utilizando (4.45), esta formulagao também pode ser expressa por

(PN7): max Cyp— > pu (”xd;fjw (4.52)
i,j"GI'k
1<]

s.4. reln, (4.53)

qle —ri, ") <0, i € I, (4.54)

68



que também pode ser reescrita como

(PN8): max Cy— > py (H"ﬂdf—m]“) — > qle —r,2h) (4.55)
ijEI Y i€},
1<)
s.a. zelm (4.56)

A versao (PN6) utiliza restri¢des explicitas e pode ser implementada diretamente
em um solver se contarmos com uma versao suavizada da fun¢ao D(z), ou seja, se
trabalharmos com uma versio suavizada de (PN6). Esta nao é uma boa opgao pois
a suavizagao direta de D(x) pode causar distor¢oes na fronteira dos corpos paralelos
T,.

As versoes (PNT7) e (PN8) ndo podem ser implementadas diretamente em um
solver, dadas as caracteristicas de nao diferenciabilidade e valores infinitos assumidos
pela funcao ¢. Uma versao suavizada ¢, de ¢, que se aproxime suficientemente de ¢
quando g — oo, pode ser utilizada para implementar versoes suavizadas de (PN7)
e (PN8). Notamos que a suavizagdo de ¢ pode ser feita de forma a garantir a pre-
servacao das fronteiras dos corpos paralelos T;. A versao suavizada de (PN7) seria
uma versao muito proxima de (PN5), enquanto que a versao suavizada de (PN8),
com a fung¢ao g, fazendo parte da funcao objetivo, seria uma versao penalizada de
(PN5).

E importante ressaltarmos que a regularidade de 9T néo é um pré-requisito para
garantir a existéncia de funcoes g de facil manipulacdo. E o caso dos paralelepipedos,
que possuem descri¢oes absolutamente triviais para seus corpos paralelos T;. Por
outro lado, mesmo com OT regular, temos 0Ty nao regular para d < dj,¢, 0 que na
préatica pode dificultar a construcao das fungoes ¢ para estes valores de d.

Como ja mencionado anteriormente, temos que D(z), em geral, é nao diferen-
cidvel em uma sub-regiao de T. Desta forma, sua utilizacao em problemas de oti-
mizacao cria dificuldades computacionais, pois a grande maioria dos otimizadores
nao-lineares partem do principio que as funcoes envolvidas sao diferenciaveis, e utili-
zam o gradiente, de uma forma ou de outra, como guia na busca por minimos locais,

parando a busca quando seu modulo é suficientemente pequeno.

4.5.3 Suavizacao da funcao q

Por intermédio da funcao ¢, o problema (PN8) pode ser interpretado como uma
versao limite de uma penalizagao do problema (PN5). Podemos, entao, considerar
a substitui¢ao de ¢ por uma versao suavizada e parametrizada g,, de tal forma que
q, tenda para ¢ quando p — oo.

Com base na teoria dos métodos de penalizagao e barreiras, consideremos a

fungao g, definida por:
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‘m (da {L‘) = Md(l‘7 Td>2'

Obviamente, se x € Ty, entdo d(x,Ty) = 0 e portanto g,(d,z) = 0. Por outro
lado, se = ¢ Ty, entao d(z,Ty) > 0 e ¢,(d,z) — oo quando 1 — co. Assim sendo,
qu se comporta aproximadamente como a func¢ao g quando pu — +oo.

Como Ty é convexo, e mais uma vez fazendo mencao ao Teorema de Motzkin,
temos que, independentemente de 0T ser regular ou ndo, d(x,T,) sera sempre di-
ferenciavel em R3\T,. Adicionalmente, apesar da fungao distancia d(z,T;) nao ser
diferenciavel na fronteira 9T}, a fungao d(z,Ty)* é diferenciavel em todos os pontos
desta regiao.

Temos mencionado o método de penalizacao para justificar a construcao de g,
mas esta fungao também pode ser utilizada diretamente para gerar uma versao sua-
vizada de (PNT7), sem incorrermos nos problemas de balanceamento de penalizagoes
na funcao objetivo.

Antes de continuarmos, observemos que, quando consideramos a restricao z¢ €
T._,, em conjunto com a restrigao z* € T' = Ty, podemos substitui-las pela restrigao
tnica 2 € Ty N T._,.. Portanto, se definirmos d° = min(0,e — r;), temos que
x* € TyNT._,. pode ser abreviadamente expressa por ' € Ty:. Esta restrigio pode

portanto ser reescrita, utilizando ¢,, como
qu(dia xl) = Md(l‘z7 sz‘)2 S 07

onde d' = min(0,& — r;).
Retornando ao desenvolvimento de ¢, temos a principio somente D(x) disponi-
vel, e seria importante tentarmos exprimir ¢, com base em D(x).

Se 0T e 0T} sao regulares para um certo d < 0, temos

d(z,0T) —d = D(z) — d, para x € R3\T
d(x,Tq) = { —d(2,0T) —d = D(x) —d, paraze€T\T, -

0, para x € Ty

Estas relacoes surgem diretamente do paralelismo entre as superficies 0T e 07Ty.

Podemos simplificar esta defini¢ao para
d(z,T;) = max(0, D(x) — d),
pois D(z) —d < 0 para x € Ty, o que nos leva a

q. (d,z) = p[max(0, D(z) — d)]?, z € T.
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Para a situacao 0T e 0Ty regulares teremos portanto que a restricao sobre o

centro ¢ da esfera S* sera dada por
b 27) = pmax(0, D(&) — ) <0,

onde d' = min(0,e — r;).

A situagao descrita acima para 0T e 0T, regulares, a qual pode ser analitica-
mente descrita de forma simples, muda completamente quando 0Ty nao é regular.
Isto sempre acontecera quando 0T nao é regular, ou quando OT é regular mas
d' < dis. Nestes casos as superficies 9Ty paralelas a T e internas a T (d < 0) nao
sao as mesmas superficies O(Ty)q paralelas a Ty e externas a Ty (d > 0). Nao é
simples, portanto, relacionar diretamente d(z,Ty) com D(z) = or(z)d(z,0T).

Este ¢ o caso com o paralelepipedo, onde as superficies 0(Tyi)s sempre serao
regulares para d > 0, pois sendo Ty compacto e convexo resulta em d(z, Ty ) di-
ferenciavel. No entanto, d(z,0T) é nao diferenciavel em uma sub-regido dentro de
T.

Pelo exposto acima, a nao regularidade de 07, impede a computacao direta de
d(x,T;) com base em D(z). No entanto, ja sabemos que T convexo implica na
convexidade dos corpos paralelos T,;. Por sua vez, a convexidade de T} resulta na
unicidade da projecao z, de um ponto = externo a 7,;. Consideremos d < 0.

Se a superficie 07y ¢ regular em uma vizinhanga de z,, temos bem definido o
plano tangente a Ty em z,. Denominaremos C'I}, ao semi-espaco definido pelo plano
tangente a T em x, e que contém totalmente o sélido Ty, e C'N,, a semi-reta com
origem em z, passando por x. A convexidade de 7Ty nos garante que a semi-reta
CN,, é perpendicular a C'T,. Como d(x,CT,) = d(x,x,), Ty C CT, e x, € T, temos
que d(z,Ty) = d(x,x,). Logo, se a projecao (unica) =, de x sobre T, é um ponto
cuja vizinhanga em 0T} é regular, temos que d(z,Ty) = d(x,x,) = —d(z,0T) — d.
Este resultado nao é novo e também surgiu quando consideramos que 01" e 0T, eram
regulares.

Se a superficie T, nao é regular em x, nao podemos definir o plano tangente a
Ty em z,. No entanto, como T}; é convexo, podemos definir seus cones tangente C'T},

e normal C'N, em z, dados por:

CT, = c({ve R 3t>0tal que z,+tv € Ty}),
CN, = {seR% (s,z—u,) <0,Vz €Ty},

onde cl() significa o fecho de um conjunto e (,) representa o produto escalar de dois
vetores.

Podemos agora facilmente provar que estes cones generalizam a situacao regular.
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Suponhamos que = externo a Ty seja tal que, para um determinado z, tenhamos
x € CN,. Por definicao, T; C C'T,. Provaremos que d(z,T;) = d(x,x,).
De fato, seja y € Ty e 6 o angulo formado pelos segmentos 7,y e 7,z. Pela lei

dos cossenos temos:
d(z,y)? = d(x,2,)* + d(zp,y)* — 2d(x, 7,)d(z,, y) cos .
Como z € CN, e y € Ty, temos cosf < 0. Assim,

d(z, y)2 > d(a:,xp)2 + d(z,, y)2 > d(z, xp)2 = d(z,y) > d(x,xp).

Finalmente,
d(z,T;) = mind(x,y) = d(z, z,),

y€Ty
e portanto, se x € C'N, para algum x,, temos que d(z,1y) = d(z,z,). Esta proprie-
dade sera utilizada na implementagao de d(x,T;) quando for possivel identificar os
cones normais de T, como serd o caso para 1’ elipsoide.
A Figura 4.19 apresenta uma secao de um elipsoide com os cones tangente e

normal em um ponto onde 07, nao é regular.

CT, CN,

Figura 4.19: Exemplo de cones tangente CT), e normal CN, para o caso de T'
elipsoide.

Podemos agora incluir a fun¢ao g, na formulagao final dos problemas-n6. Opta-

mos por uma versao suavizada de (PN8), como apresentado abaixo:

(PN): max Cp— 3 pa ( = j“”) S gu(d, o) (4.57)
7]€Ik ZEI]C
1<j
s.a. xeTm. (4.58)
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A restricao x € T"™ foi mantida, apesar de ja estar embutida na parcela de
penalizacao dada por g,, como auxilio durante a depuragao da implementagao com-

putacional. Ela é obviamente dispensavel na implementacao definitiva.

4.6 Arvore de decisao e indices de cobertura

Nesta secao iremos tratar das restricoes de integralidade (4.5), as quais se cons-
tituem na fonte de nao-convexidade NC,. Estas restricoes forcam as varidveis
vi, © = 1,2,3,...,n, a se tornarem variaveis binarias, representando assim o processo
de escolha das esferas que irao participar do recobrimento do sélido T'.

Lembremos que chamamos de n6 a uma determinada selecao fixa de esferas do
conjunto S que irao participar do recobrimento, sendo I, C N o conjunto de indices
dessas esferas, para cada n6 k € Ng, de tal forma que y; = 1 para todo i € I},
enquanto y; = 0 para todo i ¢ [. O numero K de nés considerados, assim como a
constituicao de cada I, para k € Nk, serao definidos abaixo.

Para cada no estaremos resolvendo os problemas (PN), conforme discutido na
secao anterior. Estes problemas possuem funcoes objetivo constituidas por Cj, que
é um termo relacionado com o nimero de esferas selecionadas, e um termo de pena-
lizacao.

O termo de penalizacao implementa uma heuristica que orienta a formacao de
um melhor arranjo para a sobreposi¢ao das esferas, uma vez que esta sobreposicao
é absolutamente necessaria para a realizagao de um recobrimento. O processo de
otimizagao naturalmente busca zerar este termo, independentemente do n6 conside-
rado. Em situacoes ideais, este termo seria zero para todos os nés considerados, nao
havendo, portanto, contribuicao direta deste termo para a selecao do n6 6timo.

O termo C}, considerando sua aplicacao ao problema Gamma Knife, tem por
motivacao original a priorizacao das esferas de maior raio, por intermédio de pa-
rametros ¢; com valores elevados, de tal forma que os nos com as maiores esferas
apresentariam, a principio, os valores mais elevados da funcao objetivo. Isto é dese-
javel se quisermos reduzir o ntimero total de esferas utilizado para o recobrimento,
o que no contexto do Gamma Knife se traduz em um menor nimero de shots.

Percebemos, entao, que nossa funcao objetivo nao tem condicoes de medir direta-
mente a qualidade de um recobrimento, apesar dos esfor¢os heuristicos neste sentido.
Temos portanto que utilizar ferramentas pds-otimizacao para realizar a medicao da
qualidade de recobrimento de cada n6. Estas ferramentas serao construidas com
base em um conjunto de indices de cobertura, os quais serao tratados na proxima
subsecao. Em seguida serao discutidas as arvores de decisao, as quais organizam o
conjunto N de nds em estruturas de arvores e utilizam os indices de cobertura no

processo de decisao dos ramos que serao percorridos.
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4.6.1 1Indices de cobertura

Dado um solido T" a ser recoberto pelo conjunto previamente selecionado I de
esferas, iremos definir agora uma série de indices de cobertura cujo propodsito seré
medir a qualidade do recobrimento de T'. Estes indices de cobertura serao baseados
na medi¢ao de volumes, e parte-se do principio de que todo os volumes considerados
podem ser medidos utilizando-se a medida de Lebesgue em R3.

Os volumes basicos utilizados sao:

e Vr: Volume do solido T}

e Vsgr: Volume de T, que é a uniao de 7' com sua regiao de seguranca;
e Vp.: Volume da esfera S;, i € I;

e Vz: Volume da unido B = U Sis

i€y,

e Vrp: Volume da intersecao T N B;

e Vsrp: Volume da intersecao T, N B;

e Vips: Volume da intersecao de duas ou mais esferas;

e V;p3: Volume da intersecao de trés ou mais esferas;

e Vg4 Volume da intersecao de quatro ou mais esferas.

A computacdo destes volumes foi realizada mediante a adocdo da integracao de
quasi-Monte Carlo, descrita no Apéndice D e que sera discutida com maiores detalhes
no Capitulo 5. Alguns volumes complementares foram definidos para auxiliar na

implementacgao desta técnica:
e V: Volume de um cubo que contém a grade de integracao;
e V: Volume da grade de integracao.

Quanto aos indices definidos, temos:

Indice de Cobertura, ooy

V
Definido por Icoy = 1B
Vr

Este é o principal indice, medindo a proporcao de T' recoberta pela uniao

das esferas.

Valor ideal: 1(100%).
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Indice de Eficiéncia 1, Iz
. Vi
Definido por Ig; = -IB
Vi
Este indice mede a proporcao da uniao das esferas que é efetivamente

utilizada no recobrimento.

Valor ideal: 1(100%), mas na pratica, dado que normalmente existe

alguma cobertura da regiao de seguranca, um valor tipico seria da ordem
de 85%.

Indice de Eficiéncia 2, I

) V.
Definido por Igy = SEB
Vi
Este indice mede a proporcao da unido das esferas que esté contida em

T..
Valor ideal: 1(100%).

Indice de Intersecao 2, Ips
Vip2
Ve
Este indice mede a proporcao do volume das intersecoes de duas ou mais

Definido por Iy =

esferas com relacao ao volume da uniao das esferas.

Valor ideal: Nao definido, mas deve ser o menor possivel. Normalmente
é necessaria alguma sobreposicao de esferas no recobrimento e, portanto,

este indice costuma ser maior que zero.

Indice de Intersecdo 3, Ip3

ViBs
Ve
Este indice mede a proporcao do volume das intersecoes de trés ou mais

Definido por I3 =

esferas com relacao ao volume da uniao das esferas.

Valor ideal: Nao definido, mas deve ser o menor possivel.

Indice de Intersecdo 4, Ip4

ViBa
Vi
Este indice mede a proporcao do volume das intersecoes de quatro ou

Definido por Ips =

mais esferas com relagao ao volume da uniao das esferas.

Valor ideal: 0.
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O indice I nao é definido pois a lei de formacao destes indices nos daria sempre

Vi

— = 1.
Vs

Ip =
Por outro lado, a definicao destes indices implica em que sempre teremos Ips < I3 <
Ips. A proporcao dos volumes somente das intersecoes duplas pode ser calculado
por Igs — I3 e a proporcao dos volumes somente das intersecoes triplas pode ser
calculado por g3 — Ip4, mas estas informacoes nao serao tteis no contexto de nossos
desenvolvimentos.
Com base nestes indices primérios, podemos definir os dois indices de conformi-
dade mais mencionados na literatura e amplamente utilizado em centros de radio-

cirurgia:

Indice de Shaw, Ig
Vre

Definido por Ig = S Icovy.
T

O indice de conformidade de Shaw (SHAW, 1993) ¢ o mais conhecido
e utilizado, antes do surgimento do indice de Paddick, medindo a pro-

porcdo de T coberta pela unido das esferas. E por definicio igual a
Icov.

Valor ideal: 1(100%).

Indice de Paddick, Ippg

2
VTB o VTB VTB
ViVe  Vr Vg
Este & um indice de conformidade que é considerado superior ao indice

= IcovIg.

Definido por Ippg =

de Shaw, pois considera a posicao relativa entre os volumes Vy e Vp.
PADDICK (2000) denomina o fator Icoy de "fator de cobertura do

"

alvo (target coverage)" e o fator Ig; de "seletividade do plano (plan

selectivity)".

Valor ideal: 1(100%), mas na pratica existe recobrimento da regido de
seguranca, o que leva este indice, em casos de boa cobertura, a valores

da ordem de 85%, mesmo que Icoy seja 100%.

Uma discussao geral sobre os indices de cobertura aplicados a técnica do Gamma
Knife pode ser encontrada nos artigos de FEUVRET et al. (2006); PADDICK
(2000).

Dentre os dois indices de conformidade apresentados, o indice de Paddick é o
mais completo por também considerar a eficiéncia da uniao das esferas utilizadas na

cobertura.
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Para uma avaliagao geral do comportamento destes indices com relacao ao nu-

mero de esferas utilizadas, iremos considerar, a titulo de exemplo, o caso particular

de uma cobertura de um solido 7" por esferas de mesmo tamanho. Na Figura 4.20,

apresentamos os graficos aproximados dos principais indices em fungao do niimero

Ng de esferas iguais.
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Figura 4.20: Comportamento aproximado dos principais indices de cobertura.

Temos o seguinte comportamento dos indices quando o ntimero de esferas utili-

zado tende a aumentar:

O indice de cobertura Icoy tende a aumentar, pois mais esferas estarao dis-

poniveis para o recobrimento;

O indice de eficiéncia [g; tende a diminuir, pois uma por¢ao maior das esferas

tende a cobrir a regiao de seguranca;

O indice de Paddick tende inicialmente a aumentar, possuindo um comporta-
mento muito similar ao do indice Icoy. A medida que o nimero de esferas

continua a aumentar, no entanto, este indice passa a ser limitado pelo indice

1.

Os indices Igo, I3 e Iy, que obrigatoriamente seguem as desigualdades Ig, <
Ip3 < Ipy, comecam com valores nulos para uma esfera e tendem a aumentar

significativamente quando o ntimero de esferas se torna grande.

Apesar deste comportamento ter sido apresentado para o caso especial de esferas de

mesmo raio, no caso de raios diferentes o comportamento geral é muito similar.
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Veremos agora como este conjunto de indices pode nos auxiliar na selecao da
melhor cobertura de um sélido 7', dado um conjunto de esferas de um no.

O indice Icoy, principal indice de mensuracao da qualidade de um recobrimento,
deve estar o mais proximo possivel de 100%. Isto nem sempre é possivel, pois a
restricao criada pela regiao de seguranca pode efetivamente impedir que algumas
regioes de T' sejam cobertas. Isto acontece, por exemplo, para T paralelepipedo,
onde a menor esfera disponivel posicionada junto a um canto da regidao de seguranca
pode nao conseguir cobrir a regiao proxima ao vértice correspondente. Neste caso
particular, sendo r,, o raio da menor esfera disponivel, é absolutamente necessério

que

V3

E>rm | 1— 5 )
para que o recobrimento com Icoy = 100% possa ser atingido.

Temos também a possibilidade da existéncia de regioes dentro de T" que podem
nao ser cobertas por B. A heuristica que determina a distancia entre as esferas tem
por objetivo reduzir esta possibilidade.

Como todos os pontos da superficie 9T devem ser cobertos em uma cobertura
com Icoy = 100%, devemos obrigatoriamente ter BNOT = JT, ou seja, a superficie
B N OT deve ser um recobrimento bidimensional de 0T

Mesmo se tivermos Icoy = 100%, podemos ainda ter um recobrimento ineficiente
se um volume consideravel da regiao de seguranca estiver sendo coberta. O indice
Iz tem por objetivo justamente medir a proporcao itil do volume B da uniao das
esferas.

Podemos conseguir Iz, = 100% se fizermos € = 0, ou seja, T, = T, e todas as
esferas respeitarem a restricao B C T'. No entanto, neste caso certamente teriamos
Icov substancialmente inferior a 100% (em particular B N 9T seria constituida por
pontos isolados). Dai percebemos a impossibilidade de atingirmos os maiores valores
possiveis de Icoy e g simultaneamente.

O indice de Paddick tem a grande vantagem de reunir em um tnico indice os
efeitos combinados de Icoy e Ig;. Desta forma, buscaremos atingir o maior valor
possivel de Ippg, balanceando automaticamente os efeitos de Iooy € Ig.

O indice [gy esta ligado a qualidade da implementacao computacional e deve
sempre ser 100%. Desvios deste valor implicam na necessidade de verificacao da
implementagao.

Os indices de interse¢ao estao também ligados a eficiéncia do recobrimento. As-
sumindo o atendimento a restricao B C T, primeiramente notamos que Igy = 0
implica em um empacotamento das esferas em 7.. Como nosso objetivo é realizar
um recobrimento, ¢ absolutamente necessario termos Igy, > 0 quando utilizamos

mais de uma esfera.
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Sob um ponto de vista de dimensao topologica, temos que um recobrimento
em duas dimensoes utilizando circulos pode ser realizado com Igy > 0 e Ip3 = 0,
bastando considerar como agrupamento basico para o recobrimento trés circulos se
interceptando em apenas um ponto. Um recobrimento em trés dimensoes utilizando
esferas pode ser realizado com Igy > 0, Igz3 > 0 e Igy = 0 considerando como
agrupamento bésico para o recobrimento quatro esferas se interceptando em apenas
um ponto.

Quando o numero de esferas dentro de T, cresce a tendéncia é o aumento do
numero de intersecoes, com o consequente aumento dos indices de intersecao.

De uma forma geral podemos atestar a qualidade de uma cobertura quando
tivermos um alto indice de Paddick acompanhado por baixos valores dos indices de
intersecao. Estes indices serao, portanto, as variaveis de decisao utilizadas na busca
pelas melhores coberturas em uma das possiveis arvores que organizam os nos (PN)

de nosso problema.

4.6.2 Arvores de decisao

Estaremos agora discutindo a organizagdo do conjunto Nx = {0,1,..., K}, in-
dexador dos nos I, constituidos por selegoes de esferas. Algumas observagoes e
desenvolvimentos iniciais sao necessarios.

Dado o conjunto de esferas S = {S;,i € N = {1,...n}} disponiveis para o
recobrimento, seja M o ntimero total de raios considerados e O o ntimero total de
esferas para cada raio (para simplificar, estaremos considerando o mesmo niimero de
esferas para cada raio). O niumero total de esferas disponiveis é, portanto, n = MO.

Iremos considerar que o conjunto S esta ordenado pelos raios das esferas, sendo
esta ordem diretamente expressa pelo conjunto de indices N. Para nosso problema
escolhemos ordenar as esferas do maior para o menor raio, refletindo com isto a
preferéncia pela utilizacao inicial das esferas maiores.

Sabemos que esferas iguais, quando disponibilizadas para a realizacao de um
recobrimento, sao intercambidveis. Desta forma, a definicao atual dos conjuntos I}
torna possivel que, para ky # ko, tenhamos nos I, e Iy, diferentes que representem,
para todos os efeitos, a mesma selecao de esferas. Para resolver este problema, iremos
somente considerar conjuntos [, para os quais sempre escolheremos as primeiras
esferas disponiveis para cada raio desejado, eliminando assim qualquer ambiguidade
presente nos conjuntos I. Com esta providéncia, reduzimos o potencial nimero de
nos de

K:2A[O_1:2n_1

para
n

K:(O+1)M—1:(€/O—H)MO—1:(‘€/O—H) 1,
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uma vez que YO +1 < 2 para O > 1.

Subtraimos um nas expressoes acima porque o n6 Iy (selegao nula de esferas) nao
nos interessa para recobrimentos. Assim, K conta somente as sele¢oes nao nulas de
esferas. Apesar disto, o n6 nulo sera conceitualmente til em breve.

Na Figura 4.21 representamos de forma bidimensional o conjunto de esferas .S;,

considerando M =4 e O = 6, resultando em n = 24.
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Figura 4.21: Representacao do conjunto S de esferas, para M =4 e O =6.

Temos agora condicoes de definir o que chamaremos de assinatura do k-ésimo
no, k € Ng, a qual serd uma M-tupla n, = (I3, 2, ..., ly) constituida pelo nimero
de esferas [, correspondentes a cada raio, com 0 <1, <O, m=1,..., M, ou seja,
m € {0,1,...,0} . No exemplo anterior, se o n6 for constituido por trés esferas
de maior raio, duas do raio imediatamente menor e uma do menor raio disponivel,
teremos um no6 com assinatura 7 = (3,2,0,1). Notamos que existe uma relagao
biunivoca entre as assinaturas 7 e os noés I, uma vez resolvida a ambiguidade
inicialmente presente.

Devemos lembrar que na defini¢ao de (P1) as variaveis inteiras (binérias) y;, ¢ €
N, indicam a presenca ou nao da esfera .S; no recobrimento. Estas varidveis podem
agora ser descritas com base em nossa organizacao das esferas. Se considerarmos
mée{l,.... M} eoe€{l,...,0} como coordenadas no arranjo bidimensional das
esferas apresentado acima, temos que, dados m e o, obtemos i = o+ (m — 1)O e,
vice-versa, dado i obtemos m = [(i —1)/O] +1 e o =i — (m —1)0.

Se quisermos saber se a esfera S; pertence ao n6 n, = (ly,ls,...,ly), basta

calcularmos os respectivos m e o em funcao de i e compararmos o com [,,,. Teremos
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yi = 1se o<, ey, =0 caso contrario.

Doravante nao mais recorreremos aos conjuntos [, e nem as variaveis inteiras
y; para identificar um no, pois seus aspectos combinatoérios foram eficientemente
absorvidos pela definicao da assinatura de um no, e, portanto, nos concentraremos
em identificar um n6 somente por meio de sua assinatura 7.

O numero total de nés pode ser bastante elevado, mesmo com M e O nao muito
grandes. Em nosso exemplo com M = 4 e O = 6 temos 7* = 2.401 no6s (com
ambiguidade terfamos 22 = 16.777.216 no6s). Criar uma estrutura que permita ava-
liar a qualidade de cada n6 de forma organizada torna-se portanto uma necessidade
absoluta.

Um né6 genérico 7, pode ser considerado como uma M-tupla de variaveis inteiras
lm, m € {1,...,M}. Para simplificar a discusdo a seguir, suponhamos que cada
n6 tenha solugao exata. Existem dois métodos tradicionalmente utilizados para a
resolugao exata de problemas com varidveis inteiras: o método dos planos de corte e
o método Branch and Bound. Estes métodos organizam a busca por solucoes 6timas
dentro da regiao viavel, dividindo-a em sub-regioes onde a busca deve ser priorizada,
a0 mesmo tempo em que eliminam as sub-regioes que nao irdo fornecer candidatas
adequadas.

Para nosso problema resolvemos aplicar o conceito das arvores de decisao, subja-
cente ao método Branch and Bound, utilizando os indices de cobertura previamente
desenvolvidos como as varidveis de decisao em cada né. A Aarvore escolhida tem
por origem a estrutura da assinatura de cada no6 n, = (Iy, (s, ...,y ), pois podemos
ordenar naturalmente os nds se considerarmos k = (Iplp—1 ... lal1)o, ou seja, k é
o namero, descrito na base O, formado pelos algarismos [,,, partindo de [j; (mais

significativo) até [; (menos significativo). Em outras palavras,

M

k=Y LO+1y7"

j=1

Notamos que, se a assinatura 7 gera o indice k do nd, e vice-versa por divisoes
e restos sucessivos, podemos trabalhar diretamente com a estrutura da assinatura
de cada n6. Afinal, a ordem dada por k nao necessariamente é a melhor forma de se
percorrer os nos e isto ficara claro quando mencionarmos nossa estratégia de busca

na arvore.
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—_T>
JI:: > II: > bbb
be——> bcc——> beec bbe ——>bbcc ——>bbecc bbbe ——> bbbcc———> bbbece
c—> cc——CCC
—>a
CJI:: > abb > abbb
abc —> abcc—>abecc abbc—> abbcc —> abbccc abbbc——> abbbcc——> abbbccc
ac —> acc——> acce
—>aa
—> aab > aabb > aabbb
aabc —> aabcc —> aabcce aabbc—> aabbcc—>> aabbcce aabbbc—>> aabbbcc—> aabbbcce
l—-) aac—>» aacc —>> aaccc
> aaa
—>» aaab > aaabb > aaabbb
aaabc —> aaabcc—> aaabece aaabbc—> aaabbcc—> aaabbece aaabbbc—> aaabbbcc—> aaabbbece

— aaac—> aaacc—> aaacce

Figura 4.22: Representacao grafica de uma arvore de esferas, para M =3 e O = 3,
organizada segundo a assinatura de cada no, aqui representada por uma sequéncia
das letras a, b e c.

A Figura 4.22 apresenta uma arvore com M = 3 e O = 3, com os nos arranjados
segundo suas assinaturas. Para facilitar a visualizagao, representamos as esferas em
ordem decrescente de tamanho pelas letras a, b e ¢, e suas quantidades pelo nimero
de letras repetidas.

Dada a arvore, falta especificarmos a estratégia de busca e as decisoes de rami-
ficacdo tomadas em cada no.

A influéncia do problema de recobrimento Gamma Knife nos leva a considerar
a priorizacao das esferas de maior raio, visando a minimizacao do nimero total
de shots aplicados por intermédio da maximizagao do nimero de esferas maiores
selecionadas. Desta forma, as esferas maiores serao tentadas primeiro, simplesmente
aumentado seu nimero até que nosso critério de qualidade do recobrimento rejeite o
nimero de esferas corrente, quando entao retornamos ao numero anterior de esferas
(backtracking) e tentamos com as esferas de tamanho imediatamente inferior. O
processo se repete até que nao mais seja possivel aumentar o nimero de esferas
utilizadas no recobrimento.

A Figura 4.23 representa graficamente esta estratégia de busca, para nosso exem-

plo inicial com M =4 e O = 6. Os nos estao identificados por meio de suas assi-
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naturas, a busca sequencial direta pelas setas continuas e as tentativas seguidas por

retrocessos (backtracking) pelas setas pontilhadas.

”<N

M (273’2’1) (2?3,2,2)
4 —

(273?170) (273’2,0) (273’3,0)

| @&

- -

(1907090) (2’07070) (3309070) O

0 : : : : . . N
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.23: Busca p no conjunto S de esferas, para M =4 e O =6.

Em resumo, nossa arvore de decisao sera explorada de forma linear com back-
tracking.

Quanto as decisoes de ramificacao, adotamos o critério de se buscar o maior indice
de Paddick possivel associado aos menores valores para os indices de intersecao I go,
Ips e Ipy. Os indices do melhor né corrente (incumbent) sao, entdo comparados
com o n6 atual, em busca de melhorias. Como ja mencionado, anteriormente, e
graficamente exposto na Figura 4.20, a partir de um certo ponto, o aumento do
nimero de esferas nao produz uma melhoria na qualidade do recobrimento medida
pelo indice de Paddick, mas produz uma reducao na qualidade do recobrimento
medida pelos indices de intersegao.

Como estamos tratando de um problema de otimizacao global e nosso né nao
tem garantia de otimalidade, optamos por uma estratégia de busca local randomica
em cada no6, partindo-se da melhor configuracao obtida no né anterior. Desta forma

garantimos o progresso no sentido de obtemos boas solucoes para cada no.
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Capitulo 5
Resultados computacionais

Para testar na prética as teorias apresentadas no capitulo anterior, desenvolvemos
uma implementacao computacional, denominada USCS. Primeiramente iremos des-
crever esta implementacdo, com suas principais caracteristicas, na Secao 5.1. Apre-
sentaremos a seguir, na Se¢ao 5.2, as instancias de teste escolhidas, as quais forne-
ceram os parametros para a programacao do USCS. Finalizamos com a Se¢ao 5.3,
onde apresentaremos os resultados experimentais obtidos, acompanhados por uma

avaliacao critica.

5.1 A implementacao USCS

A implementacao foi realizada no ambiente e linguagem de modelagem algébrica
AIMMS (Advanced Interactive Multidimensional Modeling System), um produto
da AIMMS B.V. (inicialmente chamada Paragon Decision Technology). Esta im-
plementagao recebeu o nome de USCS (Unequal Spheres Covering System).

O sistema USCS possui as seguintes caracteristicas:

e pode ser operado nos modos manual e automéatico. No modo manual é possivel
estudar recobrimentos de tumores utilizando um conjunto fixo de esferas. No
modo automatico as esferas que serao utilizadas no recobrimento sao selecio-

nadas mediante a busca em arvore desenvolvida no Capitulo anterior;

e pode ser operado em ambientes bidimensionais (recobrimento com circulos) e

tridimensionais (recobrimento com esferas);

e permite definir o conjunto de esferas disponiveis (balls pool) para utilizagdo
no recobrimento. Para cada tipo de esfera podem ser especificados seu raio,

seu niamero disponivel, sua cor e, por conveniéncia, seu bloqueio para uso;

e no modo manual as esferas sdo inicializadas com uma semente aleatéria com

distribui¢ao proxima a origem ou uniforme dentro do corpo sélido (“tumor”).
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O modo manual adicionamente implementa o tumor “nulo”, o qual permite a
avaliacao dos agregados de esferas sem a interferéncia das restricoes de um

tumor;

e no modo automaético uma busca local randoémica é realizada para cada novo
no6, preservando a melhor configuracao obtida dos nés anteriores. O n6 acres-
centado ¢é inicializado em uma posicao aleatoria com base em uma distribuicao
uniforme esférica em torno do tumor, ou em uma distribuicao uniforme em um
pequeno cubo centrado na origem. Se a busca local nao encontra um né via-
vel, é realizado um backtracking (retrocesso) e um ramo da arvore utilizando

esferas menores é selecionado;

e possibilita a utilizacao de algumas das principais penalizacoes desenvolvidas

no capitulo anterior;

e permite selecionar os corpos solidos utilizados na cobertura (em adi¢do ao
tumor nulo, utilizado somente no modo manual). No ambiente bidimensional
o tumor pode ser: paralelogramo ou elipse (incluindo o circulo). No ambiente
tridimensional o tumor pode ser: paralelepipedo ou elipsdide (esfera, prolato

ou oblato);

e inclui uma implementacgao em linguagem C do quadrado da distancia ao corpo
paralelo nos casos em que o corpo solido é uma elipse, uma esfera ou um

elipsoide (prolato ou oblato);

e apresenta estatisticas e indices relacionados com o recobrimento, incluindo os
contadores da integracao quasi-Monte Carlo, os volumes calculados e os indices

de cobertura, de Paddick e de intersecao;

e permite a geracao de uma listagem de informacgoes, incluindo um sumério das
estatisticas e indices, um historico cronologico dos eventos de processamento
e segmentos de programa para visualizacao dos resultados da cobertura (para
CaRMetal', no ambiente bidimensional, e para o R statistical software?, no

ambiente tridimensional).

Apos a realizacao de alguns testes preliminares, o CONOPT v 3.14 foi escolhido
como o solver nao-linear a ser utilizado pelo USCS. No entanto, como o USCS foi
desenvolvido utilizando o ambiente AIMMS, outros solvers nao-lineares podem ser

empregados, se necessario.

1O CaRMetal é um programa de geometria dinamica.
A linguagem R ¢ utilizada para a computacio estatistica. Possui uma excelente biblioteca para
apresentacao grafica tridimensional.
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Apresentamos a tela de interfaceamento com o USCS na Figura E.1 do Apéndice
E.1. E possivel observarmos os varios parametros que podem ser ajustados e os
resultados obtidos po6s-otimizacao.

No Apéndice E.2 apresentamos um exemplo do sumaério das estatisticas e indi-
ces, extraido da listagem de informagoes proveniente do recobrimento automatico
de um elipsoide prolato. Temos assim acesso a um registro dos contadores de pon-
tos utilizados na integracao de quasi-Monte Carlo e dos volumes calculados para
o solido (tumor) e para as esferas participantes do recobrimento, assim como dos
indices de cobertura, de eficiéncia e de intersecao. A comparacao do erro entre os
volumes exatos e integrados das esferas permite uma avaliacao geral da qualidade
da integracao empregada.

No Apéndice E.3 apresentamos um exemplo do histérico cronoldgico dos even-
tos de processamento extraido da listagem de informagoes gerada pelo USCS. Esta
listagem nos permite facilmente perceber que uma grande parte do tempo total de
processamento do recobrimento (18% neste exemplo) ¢ utilizado na fase inicial de
construcao da grade e integracao do sélido a ser recoberto. Também notamos que
as integracoes intermediarias, as quais envolvem somente as esferas, tomam inicial-
mente mais tempo do que o solver, mas esta situacao se equilibra a medida que o
numero de esferas aumenta.

Finalizando, gostariamos de comentar que os segmentos de programa gerados
pelo USCS foram extremamente tteis para uma avaliacao visual da qualidade das

coberturas geradas.

5.2 Instancias de teste

Conforme ja mencionado na secao anterior, o USCS pode trabalhar com problemas
bidimensionais. No entanto, tendo em vista a aplicacao do problema de recobrimento
a técnica de radiocirurgia Gamma Knife, iremos apresentar resultados somente de
problemas tridimensionais.

Para a realizacao de experimentos computacionais foi necessaria a especifica-
cao dos parametros das esferas e dos sélidos implementados no USCS. As dimensoes
fisicas utilizadas na defini¢ao dos so6lidos foram, a principio, especificadas em milime-
tros, mas a unidade de medida nao sera considerada uma informacao relevante para
a realizacao dos experimentos computacionais. De uma forma geral, o que realmente
importa é a propor¢ao entre as medidas das esferas e dos solidos considerados.

Especificamos o conjunto de esferas disponibilizadas com base nos parametros
utilizados para o tratamento de tumores cerebrais utilizando o Gamma Knife. A
Tabela 5.1 lista as caracteristicas deste conjunto de esferas.

Podemos notar que elas estao ordenadas das maiores para as menores, em con-
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] Tipo de esfera \ Raio \ Cor \ Disponiveis

tipo 1 9 azul 3
tipo 2 7 verde 4
tipo 3 4 turquesa 8
tipo 4 2 vermelho 10

Tabela 5.1: Tabela com os tipos de esferas disponiveis e suas caracteristicas

cordancia com a heuristica de alocacao das esferas para o recobrimento. O ntmero
de esferas disponiveis por tipo foi previamente ajustado com base nas dimensoes dos
solidos utilizados nos recobrimentos, de tal forma a termos um ntmero de esferas
por tipo inversamente proporcional as suas dimensodes. Aumentar a disponibilidade
destas esferas nao se traduziria em nenhum beneficio, pois o processo de busca iria
desprezar as esferas adicionais?.

Quanto a especificacao dos sélidos, optamos por dimensoes inteiras e que fa-
cilitassem verificacoes geométricas. Desta forma, as dimensoes escolhidas sao as

apresentadas na Tabela 5.2.

‘ Solido ‘ Comprimento ‘ Largura ‘ Altura ‘
Paralelepipedo 15 9 9
Cubo 12 12 12
Esfera 12 12 12
Elipsoide prolato 15 9 9
Elipsoide oblato 9 15 15

Tabela 5.2: Tabela com as dimensoes dos solidos utilizados

Para a regiao de seguranca escolhemos € = 1,5. Este valor permitiu um bom
aproveitamento das esferas que interceptam a superficie do sélido. E importante
comentarmos que o valor de € limita as dimensoes das maiores esferas empregadas no
recobrimento. Esta verificacao é realizada no USCS, com base no valor do parametro
DiamMin(T'). Para defini-lo, iremos primeiramente apresentar a funcio suporte a

um conjunto convexo nao vazio C' C R3:

oc(x) =sup (z,y).
yeC

Se tomarmos v € R? unitario (ou seja, v pertence a superficie S?), oc(v) repre-
senta a distancia a origem do plano de suporte na direcao v. Em nosso caso, para o

solido T" podemos definir

DiamMin(T) = inf (o7 (v) + or(—v)).

veS2

3Esta providéncia também ajudou a impedir longos processamentos causados por erros, durante
a depuracao do USCS.
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O valor de DiamMin(T) representa a menor distancia possivel entre dois planos de
suporte contendo o sélido. Este parametro é trivialmente calculado para os sélidos de
nossos experimentos. Para que a esfera S; possa ser utilizada em um recobrimento,

a seguinte desigualdade deve ser valida:

DiamMin(T)

r, < ————7—- +c¢.
2

Se um tipo de esfera nao atende a esta desigualdade, ele é bloqueado e ndo pode
ser empregado no recobrimento.

O USCS realiza o pré-calculo dos parametros M;;, m;; e of; para cada par de
esferas utilizadas. Estes parametros sao empregados para ajustar o argumento da
funcao de penalizacao p,. Por outro lado, o perfil geral da curva p, foi ajustado com
base nos parametros Ey = 1, Ly = 108, n = 6 e k = 4, considerados satisfatorios
durante a realizagao dos experimentos.

Para acelerar o calculo dos volumes utilizados na construgao dos indices de co-
bertura, a grade de integracao quasi-Monte Carlo é construida somente uma vez no
inicio do processamento do USCS, e a integracao do solido ja é realizada durante este
processo. Os pontos da grade localizados além de 1,5¢ do s6lido sao desprezados,
pois os experimentos constataram uma violacao muito baixa da regiao de seguranca
(ou seja, s muito proximo de 100%). Os pontos que permanecem sao armazenados
para servirem & integracao das esferas. Desta forma, em cada n6é somente sao rea-
lizadas as computacoes absolutamente necessarias para ao calculo dos volumes das
esferas, dos volumes de suas intersecoes mutuas e dos volumes de suas intersecoes
com o solido.

Escolhemos processar cada no trés vézes e preservar o melhor resultado. Um n6
é considerado admissivel se o indice de Paddick é maior ou igual ao valor minimo
I PdkMin e o indice Iy é menor ou igual ao valor maximo I B2Max. Um n6 admis-
sivel é comparado com o melhor resultado até aquele momento, que denominamos
wcumbent. Se o né tiver um indice de Paddick superior ao do incumbent, ele passa
a ser o tncumbent. Ao término do processamento o incumbent é recuperado e apre-
sentado como solucdo do problema. E possivel que nenhum n6 analisado durante a
busca atenda aos critérios, entao o USCS informa que nao encontrou solucao para
o problema.

Exigir um nivel minimo para o indice de Paddick nos garante automaticamente
um bom nivel para os indices de cobertura Icoy e de intersecao [g;. Da mesma
forma, exigir um nivel maximo de Iz, nos garante limitar os valores méximos de Ig3
e Ips. Para nossos experimentos escolhemos I PdkMin = 70% e IB2Max variando
entre 34% e 45%, dependendo do sélido escolhido para o recobrimento. Estes valores

podem ser facilmente ajustados na tela de controle do USCS.

88



5.3 Resultados

Nesta secao apresentaremos os resultados do USCS para o recobrimento dos solidos
escolhidos. Como o processamento envolve um componente estocastico, estaremos
apresentando os resultados mais interessantes, sob um ponto de vista critico.

A Tabela 5.3 apresenta um resumo dos resultados destes experimentos.

slido Assinatura Parametros Indices de cobertura
IPm | IB2M | Icov | Ip1 | Ips | Ips | Ipa | IppK
Paralel (3,1,5,0) | 70% 34% 80% | 91% | 33% | 6% | 0% | 73%
(2,6,0,0) | 70% 40% 85% | 89% | 40% | 14% | 2% | 76%
Cubo (4,4,1,0) | 70% 34% 91% | 91% | 26% | 6% | 1% | 83%
Esfera (2,2,8,0) | 70% 34% 91% | 89% | 34% | 13% | 3% | 82%
Elip. prol. | (2,2,2,0) | 70% 34% 9% | 7% | 31% | 10% | 4% | 76%
Elip. obl. | (3,2,4,0) | 70% 34% 95% | 87% | 34% | 6% | 1% | 83%

Tabela 5.3: Tabela com os resultados dos recobrimentos dos sé6lidos

Nesta tabela, temos as seguintes colunas: s6lidos, onde o paralelepipedo, o elip-
soide prolato e o oblato aparecem com seus nomes abreviados, respectivamente,
paralel, elip. prol e elip obl; assinatura do noé incumbent; parametro I PdkMin,
abreviado para I Pm; parametro I B2Max, abreviado para IB2M e indices Icov,
Ig1, Ipo, Igs, Ips e Ippg. O indice de eficiéncia Ig, sempre apresentou um valor
muito proximo ou igual a 100%, e foi suprimido da tabela.

Houve dificuldades no recobrimento do paralelepipedo utilizando o valor de
IB2Max = 34%. Ao aumentarmos para I B2Max para 40% foi possivel aprimorar-
mos Icov € Ippk, ao custo de uma maior intersecao entre as esferas. Interpretamos
este resultado avaliando a dificuldade inerente de se realizar o recobrimento de um
solido com “quinas”. Este é o motivo de apresentarmos dois resultados para o Para-
lelepipedo.

Para o cubo selecionamos um bom resultado, dentre os varios disponiveis. O
motivo dos bons resultados estd ligado a uma coincidéncia geométrica entre as di-
mensoes do cubo e das esferas utilizadas, o que permitiu uma disposicao bastante
regular para a realizacao do recobrimento.

Para a esfera e os elipsoides prolato e oblato também conseguimos bons recobri-
mentos, com indices de cobertura Iooy superiores a 90% e indices de Paddick da

ordem de 80%.
A titulo de ilustracao, apresentamos na Figura 5.1 o resultado do recobrimento

do cubo.
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Solido: cubo 12 x12 %12

10

Eixo X

10

(a) Solido cubico e sua regido de seguranga.

Solido: cubo 12x 12 %12

10

Eixo X

10

(b) Solido cubico e as esferas do recobrimento

Figura 5.1: Resultado do recobrimento do s6lido com o formato de um cubo.

Para os casos de solidos com fronteiras suaves, apresentamos nas Figuras 5.2 e

5.3 os resultados dos recobrimentos do elips6ide prolato e do elipséide oblato.
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Solida: Elipsoide prolato, 15 x9x 9

-10
Eixo Z
15 10
(a) Elipsoide prolato e sua regidao de seguranca.
Solido: Elipsoide prolato, 15 x9x 9
-10
Eixo Z

1% 10

(b) Elipsoide prolato e as esferas do recobrimento.

Figura 5.2: Resultado do recobrimento do Elipséide prolato.
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Solido: Elipsoide oblato, 9x 15% 15

Eixo ¥ 0

10 15

(a) Elipsoide oblato e sua regido de seguranga.

Solido: Elipsoide oblato, 9x 15x 15

Eixo Y 0

-10

(b) Elipsoide oblato e as esferas do recobrimento.

Figura 5.3: Resultado do recobrimento do Elipséide oblato.

Os resultados dos experimentos foram bastante satisfatorios, considerando-se as

dificuldades inerentes ao problema de recobrimento de solidos utilizando esferas de

raios diferentes.
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Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Finalizamos tecendo comentérios sobre as principais conclusoes deste trabalho e

sugestoes para a sua continuagao.

6.1 Conclusoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho foi possivel vivenciar as grandes dificul-
dades associadas ao recobrimento de corpos solidos utilizando esferas. Obter uma
solucao viavel, dentro das restricoes impostas pelo problema, é com certeza uma
tarefa excepcionalmente dificil, tanto em termos de formulacdao, como também da
efetiva implementacao e resolucao por um solver. Em suma, tudo o que se poderia
esperar de um problema classificado como MINLP nao-convexo.

Assim sendo, concessoes se tornaram absolutamente necessarias na busca por
solucoes que, mesmo sem ter a otimalidade comprovada, pelo menos apresentem
caracteristicas gerais das solucoes consideradas boas. Dentro deste espirito, podemos
listar as principais conclusoes referentes aos métodos escolhidos na abordagem deste

problema:

e 0 estudo de recobrimentos reticulados no R? foi importante para a realizaciao
deste trabalho. A partir dele, obtivemos valores iniciais para os a;js. Veri-
ficamos ainda que sao necessarias no maximo quatro esferas no recobrimento
reticulado de corpo centrado para cobrir um ponto e a intersecao entre quatro

esferas adjacentes é apenas um ponto;

e a afirmacao contida no lema 4.1 nos levou a consideragoes heuristicas para o

desenvolvimento de um método para a resolucao do problema;

e 0 estudo de curvas e superficies paralelas foi de extrema valia para o estabele-

cimento das regioes de seguranca e definicao de corpo paralelo;
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a utilizacao dos métodos de penalidades proporcionou uma abordagem alter-

nativa bastante satisfatoria para o problema (P1);

e a implementacao de uma busca em arvore especialmente adaptada aos pro-
positos de um bom recobrimento dentro do contexto de aplicacao ao Gamma
Knife se mostrou muito eficiente, como é possivel de se comprovar nos tempos

de processamento;

e a aplicacao do indice de Paddick como medida de uma boa cobertura no con-
texto de radiocirurgia, juntamente com o indice de intersecao Igs, levaram a

um critério eficaz para a avaliacao da qualidade de um no;

e devido a restricao imposta pela regiao de seguranca ao problema, dependendo
do valor de € e do conjunto de esferas disponivel nao é possivel obter um

recobrimento total do corpo.

De uma forma geral podemos concluir que os resultados deste trabalho foram muito
satisfatorios. Solugoes com bons indices de Paddick e relativamente baixos indices

de intersecao sao facilmente obtidos com o uso do USCS.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

A implementacao dos métodos desenvolvidos neste trabalho proporcionou uma visao
critica acerca de suas virtudes e deficiéncias. Ideias para aprimoramentos surgiam
a cada nova etapa da implementacao. Algumas destas ideias puderam ser acrescen-
tadas ao corpo tedrico deste trabalho e implementadas. Outras ideias, no entanto,
se mostraram mais profundas e as restricoes de tempo nos obrigaram a posterga-las

como sugestoes para desenvolvimentos posteriores. Dentre elas, podemos divisar:

e ampliar o escopo da busca em arvore, atualmente restrito & ordem imposta

pelo tamanho das esferas utilizadas;

e cxplorar alternativas de curvas de penalizacao para distancia entre as esfe-
ras, principalmente as que permitam perfil mais agressivo para as distancias

menores que a ideal;

e avaliar a possibilidade de inclusao de restri¢oes diretamente ligadas ao apri-

moramento dos indices de intersecao;
e tratar de corpos nao-convexos, ainda com congoes geométricas simples;

e desenvolver restricoes para o tratamento de corpos geometricamente mais com-

plexos;
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e avaliar a implementacao da distancia exata a elipse, viabilizada pela imple-

mentacao de funcoes externas ao AIMMS escritas em linguagem C;

e incluir o valor da fun¢ao objetivo no processo de escolha das melhores solugoes

em cada no;

e avaliar a possibilidade de propor um tnico indice que considere os efeitos dos

indices de intersecao.
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Apéndice A
Curvas e superficies paralelas

Em muitas situagoes precisamos construir uma curva ou superficie que esteja lo-
calizada a uma certa distancia de uma curva ou superficie dada. E o caso, por
exemplo, de aplicacoes industriais tais como o planejamento do trajeto de robos e a
geracao de caminhos para o controle numeérico de ferramentas nas industrias téxtil,
automobilisticas e de calcados.

Em termos formais, dada uma curva C' no R?, desejamos obter uma nova curva
C,y onde cada um de seus pontos estd a uma distancia fixa d ao longo da normal
da curva original C'. Chamaremos C; de curva paralela a C. Analogamente, dada
uma superficie S no R3, podemos obter outra superficie Sy, situada a uma distancia
fixa d ao longo da normal da superficie original S. A superficie Sy é chamada de
superficie paralela a S.

As curvas sao geralmente representadas na forma paramétrica, uma vez que o
parametro fornece uma correspondéncia entre a curva dada e sua curva paralela.

Uma curva plana parametrizada e diferenciavel é uma aplicacao C' : I C R —
R? dada por C'(t) = (z(t),y(t)), com x e y diferenciaveis. Diz-se que C' é uma
curva regular se o vetor tangente C'(t) = (2’ (t),y'(t)) # 0 para todo t € I, e
parametrizada pelo comprimento de arco se | C' (t) |= 1 para todo t € I.

Dada uma curva C' : I — R? regular parametrizada pelo comprimento de arco

a equacao de uma curvae paralela Cy com uma distancia d de C' é descrita por:

Cult) = C (1) £dN (1),

onde o sinal mais (menos) é usado se a curva estd a esquerda (a direita) da curva
original. N () é o vetor normal unitario a curva C (t) no ponto (x,y) dado pela

exXpressao:

Mostra-se que que o lugar geométrico dos parametros nao regulares das paralelas
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Cy é a evoluta de C'. Mais ainda, se a curva C for regular, a curva C,; também sera
regular para valores pequenos de d (GRAY, 1996).

Em geral, uma curva paralela nao ¢ do mesmo tipo da curva geradora, como
mostram os dois exemplos apresentados nas s A.1 e A.2. Observe que, embora as
curvas paralelas a elipse com distancias d muito proximas da curva geradora parecam
ter a forma de uma elipse, elas ndo sao elipses. As retas e as circunferéncias sao

exemplos especiais de curvas cujas paralelas sao do mesmo tipo das curvas geradoras.

4 N

—— Retangulo

—— Curva paralela

\_ /

Figura A.1: Um retangulo e uma curva paralela.

— Elipse
Evoluta

Curvas paralelas

Figura A.2: Uma elipse com a = 3 e b = 2 e algumas de suas curvas paralelas.

Por analogia com a definicao de curva parametrizada, definimos superficie para-
metrizada como uma aplicagao diferenciavel x (u,v) = (x (u,v),y (u,v), 2z (u,v)) de
um aberto conexo U C R? em R3, com (u,v) € U, cujo vetor gradiente ¢ nao-nulo
em todos os pontos (u,v).

DO CARMO (1976) e ARAUJO (1998) fazem uma boa apresentacio das proprie-
dades elementares das superficies no R*. Citaremos apenas as definicoes e resultados
necessarios para o desenvolvimento desse trabalho.

A grosso modo, uma superficie reqular do R? é obtida a partir de pedacos do
plano, deformando-os e colando-os entre si, de tal modo que a figura resultante nao

apresenta pontas, arestas ou auto-intersecoes, e que tenha sentido falar em plano

106



tangente nos pontos dessa figura. Formalmente, podemos definir uma superficie
regular como (ARAUJO, 1998; DO CARMO, 1971):

Definicao A.1. Uma superficie S contida no R3 é regular em um ponto p € S se
existem U C R? e V C R3 abertos, com g € U, e uma aplicacdo x : U — VN E,
com x(q) = p, tal que x é diferenciavel, x ¢ um homeomorfismo entre U e VN S e
a diferencial dx, é biunivoca . Se S é regular em todos os seus pontos p € .S, entao
S é uma superficie reqular.

Denotemos por x, e x, as derivadas parciais de = (u,v) com respeito a u e
v, respectivamente. A condicao de regularidade da superficie S em um ponto p
(diferencial dx, ¢ biunivoca) pode ser expressa pelo produto vetorial x, X X, # 0 ,

sendo p chamado de ponto regular.

O vetor normal unitario de uma superficie regular ¢ dado por

X, X X
N (u,v) = ————.

[E

A direcao da normal, por convencao, é dada pela regra da mao direita entre os
vetoresx,, X, ¢ N.

Podemos, agora, definir uma superficie paralela a uma distancia d ao longo de

uma normal a uma superficie:

Defini¢ao A.2. Dada uma superficie regular S parametrizada por x (u, v) a equacdo

de uma superficie paralela Sy com uma distancia d de S é descrita por:

Xq (u,v) = x (u,v) £ dN (u, v)

onde a distancia d pode ser um nimero real positivo ou negativo.

Uma questao importante é como determinar os valores de d para os quais Cy
e Sy sejam regulares. O raio de curvatura da curva C' é preponderante para de-
terminar um dy, chamada distancia de deslocamento critica, a partir do qual, se
—dy < d < dy, Cy serd regular. No caso das superficies, FAROUKI (1986) apresenta
uma analise detalhada da curvatura que identifica os casos de degenerecéncia. As
degenerecéncias do tipo ridges nas superficies paralelas, ocorrem quando uma das
duas curvaturas principais é igual a —1/d. Quando ambas as curvaturas principais
sdo iguais a —1/d, resultam em cuspides (cusps). Assim, para se obter boas apro-
ximacoes para as superficies paralelas, a distancia de deslocamento d é geralmente
escolhida sendo significativamente menor do que ambas as curvaturas principais e,
portanto, superficies paralelas com degenerecéncias nao sao induzidas. Assim, uma
curva ou superficie paralela pode se degenerar mesmo que a curva ou superficie ge-

radora seja regular. Dessa forma, para gerar uma superficie paralela é necessario
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estudar os casos de degenerecéncias. MAEKAWA (1998a,b) faz um estudo das de-
generecéncias em superficies paralelas as superficies quadricas. A Figura A.3 ilustra
um exemplo de um elipsoide e trés de suas superficies paralelas, enquanto a Figura
A.4 mostra duas superficies paralelas degeneradas ao mesmo elipsoide com distancia

de deslocamento d = -3 e d = —6.

Figura A.3: Um elipsoide com a = 8, b = 6e ¢ = 4 e trés de suas superficies paralelas
internas.

Figura A.4: Superficies paralelas degeneradas a uma distancia de deslocamento d
do elipsoide, com a =8, b=6¢e c =4.
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Apéndice B

Sobre a distancia de um ponto a uma

elipse e a um elipséide.

B.1 O envelope das normais a uma elipse

Apresentaremos agora a equacao do envelope das normais a elipse. A curva que
representa este envelope terd um papel central na determinacao da distancia de um
ponto a elipse.

Consideremos a funcao f de R? em R definida por

2 y2

xXr

com a e b reais, a > b .

Tomando f(z,y) = 0, a equacao algébrica

1’2 y2
e t=0

representa uma elipse centrada na origem sendo a e b os comprimentos dos semi-
eixos horizontal e vertical, respectivamente. Como o gradiente de f em um ponto
(x,y) é ortogonal as curvas de nivel f(x,y) = k , k real, (caso regular) e a elipse é
representada pela curva de nivel f(z,y) = 0, as normais a elipse podem ser expressas

baseando-se no gradiente

Vf(x,y)zQ(x y>

a?’ b2

Utilizaremos a seguinte parametrizacao:

z(#) = acosé,

y(f) = bsend.
Desta forma, temos também que o gradiente, em funcao do parametro 6, é dado
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por

B T YN _ cosf send
vf(e)_2<a2’b2>_2( a b )

A equagdo da reta normal passando por (z(),y(0)), para um determinado 6

fixo, é portanto dada pela equacao simétrica da reta

r—acosf y—bsend

cos 6 - sen 6 ’
a b

que pode ser desenvolvida como
asenf(z — acosf) = bcosl(y — bsen?),

ou, ainda,

arsen — by cosf — c*senf cosf = 0,

onde ¢ = a® — b2

Para cada valor do parametro #, a equagao acima representa a normal a elipse
passando pelo ponto (z(6),y(0)). Se denotarmos por g(zx,y,#) o membro esquerdo
desta equacao, o calculo do envelope das normais a elipse nos leva a considerar a

equacao adicional

99

20 =0 = arcosf + bysend — c*(cos® § — sen?f) = 0.

Obtemos, portanto, o seguinte sistema de equacoes:

arsenf — bycosf — c*senflcosf = 0 (B.1)
az cosf + bysend — c*(cos>§ — sen?0) = 0 (B.2)

Se agora multiplicarmos (B.1) por cos 6, (B.2) por senf e subtrairmos a primeira
equacao da segunda equacao obtemos
by :
— 5= sen °6. (B.3)
Por outro lado, se multiplicarmos (B.1) por sen#, (B.2) por cosf e somarmos a

primeira equacao com a segunda equacao temos que

ax 3
— = cos 6. (B.4)
Combinando as equagoes (B.3) e (B.4) obtemos finalmente a equacao do envelope

das normais a elipse:

wiN

win
wlo

(az)} + ()} = (),
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Esta equacao representa uma astroide, e coincide com a evoluta da elipse, que é
o lugar geométrico dos centros de curvatura determinados por cada ponto da elipse.
Para y = 0 temos x = +c?/a, e para * = 0 temos y = +c?/b. A Figura B.1

apresenta o grafico de uma elipse e de sua evoluta.

clb

Astréide [ 1

Figura B.1: Uma elipse acompanhada por uma reta normal passando pelo ponto N
e por sua evoluta, a astroide.

Notemos que, por definicao do envelope de uma curva, as retas normais sao
tangentes a astrdoide. Por consequéncia disto, as normais passando pelos vértices
horizontais sao tangentes horizontais a astroide e as normais passando pelos vértices
verticais sao tangentes verticais a astroide. Desta forma, podemos interpretar o
grafico da astréide como sendo constituido de quatro ramos iguais dispostos em

cada quadrante do plano, simétricos com relagao a origem.

B.2 Determinacao da distancia de um ponto a uma

elipse

Formulacao do problema e consideracgoes iniciais

Consideremos novamente uma elipse centrada na origem, que denotaremos por F,

dada pela equacao
22 . y? ,
2te =t

que também pode ser escrita como
v2? + a*y* — a®b? =0,
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onde a e b, a > b, representam os comprimentos dos semi-eixos horizontal e vertical,
respectivamente. Desejamos calcular a distancia de um ponto arbitrario P (u,v) a
elipse. Como a distancia de um ponto P a um conjunto fechado de pontos M é

definida como
d(P, M) = min d(P,m),

meM
podemos, entao, definir a distancia do ponto P(u,v) a elipse £ como um problema

de otimizacao

d(P,E) = min +/(x —u)%+ (y —v)2.

(z,y)EE

Como a raiz quadrada ¢ uma funcao crescente, a solucao (z*, y*) para o problema
acima pode ser calculada buscando-se o minimo do quadrado da distancia, e portanto

este problema pode ser expresso sob a forma

d(P,E)? = min (z —u)*+ (y —v)%
(z,y)eE

Esta versao do problema pode ser resolvida analiticamente mediante a utilizacao

de multiplicadores de Lagrange. Se definirmos as funcoes de R? em R

fla,y) = (x —u)’ + (y —v)?

gz, y) = 0%2® + a®y* — a®V?,

podemos, entao, formular o problema como

g(z,y) = 0,
Vfi(z,y) = AVg(z,y),

e buscar os pontos criticos deste sistema.

A segunda equacao caracteriza as solug¢oes como sendo aquelas onde a direcao de
maior variagao da distancia ao ponto P(u,v), que é uma dire¢do cuja reta suporte
contém o ponto P(u,v), coincide com a diregao ortogonal as curvas de nivel da funcdo
g(z,y). Portanto, as solugoes para este sistema sdo pontos cujas retas normais a
elipse passam pelo ponto P(u,v).

Utilizando as defini¢oes de f(x,y) e g(x,y), o problema pode ser reescrito como:

Va? +a*y? —ad®b* = 0
20 —u) = 2z,
20y —v) = 2\a’y.



Fazendo as simplificacoes possiveis e multiplicando a 1 equacao por a?y e a 2%, por

b2z, este sistema de equacoes, se reduz a forma:

vz + a*y® —a®b* = 0
a®y(r —u) = Aa*b’zy,
Va(y—v) = la®bxy.

Eliminando A nas duas tltimas equacgoes, obtemos a seguinte equagao:
a®y(x —u) = b*x(y — v).
Esta tdltima expressao pode ser finalmente simplificada para
Ay + Vv — a*uy = 0,

onde ¢ = a? — b%. Portanto, o ponto (z,y) pertencente a elipse que minimiza a
distancia ao ponto P(u,v) (ou, de forma equivalente, cuja normal a elipse passa

pelo ponto P(u,v)), pode ser determinado pelo sistema de equagoes:

va? + a*y® — a’b* = 0, (B.5)
cry + b*vr — a*uy = 0. (B.6)

A equagao (B.5) é a propria equacao da elipse e simplesmente restringe o ponto
(xz,y) a pertencer a elipse. Os polindomios em = e y que aparecem nas equagoes
(B.5) e (B.6) sao ambos do segundo grau e portanto, pelo Teorema de Bézout para
curvas algébricas, podemos ter até quatro solucoes reais para a intersecao das curvas
algébricas associadas a cada um destes polinoémios.

Mas qual curva algébrica esta associada & equacdo (B.6)7 Notemos que, se
considerarmos ¢ # 0, esta equagao pode ser reescrita como:

bv a’u
xy + ?x — 7?; =0,

ou
b%v a’u a’b*uv a’b*uv
xy + F$ — c_2y —

9

A A

e, fatorando a expressao acima, obtemos:

a’u b%v a’b*uv
e )\Vre )T A
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a’u b2v = :
Se denotarmos Tp = =z e Yy — 2 esta equacao pode ser reescrita como:

(z —zn) (Y — Yn) = ZuYn,

a qual representa uma hipérbole equilatera com centro no ponto H(z,yp) e nivel

ThlYh-
Notemos que

(0 — 1) (0 — yn) = znyn,

e, portanto, a origem O(0,0) pertence a esta hipérbole. Por outro lado,

a’u b%v Au — a*u v+ b2 b%u a’v
u—c—2 U—F? = 2 2 = _? 0_2 = ZhYh,

e, portanto, o ponto P(u,v) também pertence & hipérbole.

Observemos que

a’u

O0<u = u<—7 =up,
a’u

u<0 = Ty = — < U,
c

e também que

b*v

O<v = yh:——2<0,
c
b*v

v<0 = yhz——2>0.
c

Podemos, portanto, concluir que a origem O e o ponto P sempre pertencem ao
mesmo ramo da hipérbole.

Dependendo da posicao do ponto P poderemos ter a hipérbole intersectando a
elipse em dois pontos, trés ou no méximo quatro pontos. Estas diferentes situacoes
estao diretamente relacionadas com a posicao relativa do ponto P em relacao a
astroide da elipse. Para simplificar, vamos considerar que o ponto P esteja localizado
no primeiro quadrante, ()¢, sendo os outros quadrantes denominados 2, QY3 € Q4.
Caso o ponto P esteja localizado em outro quadrante as adaptagoes necesséarias sao

triviais.

1. Ponto P exterior a astroide (Figura B.2). Neste caso, somente um ramo da
hipérbole intersecta a elipse nos pontos P, € () e P, € (3, pelos quais
é possivel tracar duas normais a elipse. que sao tangentes a astrdoide nos
quadrantes Q)5 e Q4. Os pontos P, e P, correspondem a minima e a méxima

distancias ao ponto P.
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2. Ponto P sobre a astroide (Figura B.3). Neste caso, um ramo da hipérbole
intersecta a elipse nos pontos P, € ()1 e P, € (Y3 enquanto o outro ramo da
hipérbole tangencia a elipse no ponto P3 € (4. Por estes pontos é possivel
tracar duas normais a elipse que sao tangentes & astréide nos quadrantes ()5 e
(24, como no primeiro caso, e uma normal a elipse que ¢é tangente & astroide no
quadrante ;. Os pontos P; e P, correspondem & minima e maxima distancia
ao ponto P, enquanto o ponto P; corresponde a um ponto de inflexdao em

relacao as distancias calculadas de um ponto da elipse ao ponto P.

3. Ponto P interior a astroide (Figura B.4). Neste caso, um ramo da hipérbole
intersecta a elipse nos pontos P, € ()1 e P, € (Y3 enquanto o outro ramo da
hipérbole intersecta a elipse nos pontos P3, Py € Q4. Por estes pontos é pos-
sivel tracar duas normais a elipse que sao tangentes a astroide nos quadrantes
@2 e (Y4, como no primeiro caso, e duas normais a elipse que sao tangente a
astroide no quadrante (). Os pontos P; e P, correspondem a minima e mé-
xima distancia ao ponto P, enquanto o ponto P; e P, correspondem a pontos
de minimo e méaximo locais com relacao as distancias calculadas de um ponto

da elipse ao ponto P.

A exposicao acima descreve completamente o problema da determinacao da distancia
a elipse em termos geométricos. Para encontrarmos as solucoes algebricamente,

teremos que resolver o sistema formado pelas equagoes (B.5) e (B.6).

Figura B.2: Ponto P exterior a astroide e as duas normais a elipse passando pelos
pontos P, e Ps.
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Figura B.3: Ponto P sobre a astroide e as trés normais a elipse passando pelos
pontos Py, P, e Ps.

Figura B.4: Ponto P interior a astrbide e as quatro normais a elipse passando pelos
pontos Py, P, P3 e P,.

Uma reformulacao do problema através de parametrizacao e substituicao

racional

Voltando ao sistema:

b2a? + ay? —a?? = 0

Ary +bvr —d®uy = 0

116



b’2® 4+ a*y? —a®b* = 0 (B.7)
Ay + bvr — a*uy = 0, (B.8)

utilizaremos, novamente, a parametrizacao para a elipse dada por

z(0) = acosf
y(@) = bsenb

Esta parametrizacdo transforma a equagao (B.7) em uma identidade, o que nos
permite descarta-la. Substituindo as varidveis x e y por suas parametrizacoes na

equagao (B.8) obtemos
cacosBbsen O + b*va cos ) — a’*ubsen = 0,
que pode ser simplificada, dividindo-a por —ab:
ausen® — bvcos — c¢*senf cos ) = 0. (B.9)

A resolucao da equacao acima nao é trivial. Para torna-la algebricamente mais
tratavel, substituiremos senos e cossenos por versoes racionais utilizando o parame-
trot = tg(0/2), t € (—o0, ), dada por

2t
senf)l = ——,
1+ ¢2

1—¢?
0 = )
COS 1—|—t2

Devemos notar que o tinico valor de # que nao pode ser expresso por esta para-
metrizacao é o angulo de 7 radianos, pois, neste caso, o valor de ¢t nao esta definido.
Esta limitacao nao sera um problema para nosso desenvolvimento, pois normalmente
estaremos transformando todos os angulos de tal forma a localiza-los no primeiro
quadrante.

Realizando a substitui¢do das versdes racionais de sen @ e cos# na equagao (B.9)

2t ; 1—¢2 , [ 2t 1—¢2 0
au — 00U — C =
1+¢t2 1+ ¢2 1+ ¢t2 1+¢t2 ’

que resulta em

obtemos

2 2
bot* + 2a(u + C—)t3 + 2a(u — C—)t —bv=0. (B.10)
a a

Considerando-se agora que o ponto P(u,v) seja tal que v # 0 e u # ¢*/a, vamos

117



definir

a = 2

g2 = 2
0 que nos permite reescrever a equacao (B.10) como

P R (B.11)
g1 g2

Esta é uma equacao algébrica de quarto grau em ¢. Apesar de nao ser completa,
ela é suficientemente complexa para ndo permitir simplificagbes triviais (como é o
caso com as equagoes biquadraticas).

Nao iremos tentar resolver a equacgao (B.11) pois o nimero de solugdes reais
depende do valor de seu discriminante e este fato dificulta a aplicacao direta da
formula de resolucao de equacoes de quarto grau na formulacao de problemas de
programacao matematica.

Um fato interessante, no entanto, é digno de ser comentado: os pontos P(u,v)
que anulam o discriminante da equagao (B.11) sdo justamente os pontos que satis-
fazem a equacao da evoluta da elipse. Isto faz total sentido pois cada ponto sobre a
evoluta corresponde a duas tangentes idénticas sobrepostas, o que por sua vez cor-
responde a uma raiz real repetida e portanto, por definicdo, temos o discriminante

igual a zero.

B.3 Aplicacao do método de Newton na resolucao
do problema de determinar a distincia de um

ponto a uma elipse

Ao término da secao anterior concluimos que nao era interessante buscarmos a reso-
lugao algébrica da equagao (B.11). Uma forma alternativa de resolver esta equacao
é por aproximagoes sucessivas utilizando um método iterativo de rapida convergén-
cia. O método de Newton possui convergéncia quadratica quando estamos suficien-
temente proximos da raiz procurada. Nesta secao, iremos desenvolver a iteracao de
Newton para encontrar a raiz que nos interessa na equagao (B.11).

Primeiramente, devemos notar que se o ponto P(u,v) pertence ao primeiro qua-
drante a raiz que nos interessa satisfaz t* € [0,1]. Como estaremos sempre pro-
videnciando uma realocacao de P(u,v) de tal forma que ele pertenga ao primeiro

quadrante, iremos tratar somente deste caso. Na secao seguinte, trataremos especi-
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ficamente do problema de encontrar uma boa aproximacao inicial ¢y para a raiz real
que nos interessa da equagao (B.11).

Se denotarmos por P(t) o polinomio que corresponde ao lado esquerdo da equagao
(B.11) temos

2 2
Pit)=t'"+ =t + =t - 1.
g1 92

Por definicdo do método de Newton, temos a seguinte expressao para a iteracao
de Newton N (t) utilizando P(t):

the1 = N(tg) =t —

Podemos, portanto, definir a iteragdo de Newton N(t) com base em P(t) e sua
derivada P’ (t):
v thy 2t 2t — 1
) =t— ,
Q a3+ 22 2

g2

que pode ser simplificado para

3t4+§1t3+1
AR B2y 2
g1

92

N(t) (B.12)
Esta é uma expressao racional que pode ser facilmente calculada, dados g1 e gs,
os quais dependem de P(u,v).
Temos, assim, definida uma férmula para a iteracao de Newton bastante pratica
e facilmente implementével em linguagem de programacao mateméatica. Note que
se a aproximacao inicial tg for suficientemente boa, nao serao necessarias muitas

iteragoes para se conseguir uma excelente aproximacao para a raiz t*.

Desenvolvimento de uma boa aproximacao inicial ¢

Iremos agora considerar a geracao de uma aproximacao inicial £, que seja suficien-
temente proxima de t* para ser aplicada a iteragao definida por (B.12).

A ideia aqui desenvolvida parte de uma aproximagao parabdlica para o ramo da
astroide que se localiza no quadrante Q4. A reta n, normal & elipse passando pelo
ponto P, e que no problema original é tangente & astréide em ()4, serd aproximada
pela reta r, passando pelo ponto P e tangente & aproximacao parabolica da astrbide
em ()4. Os pontos de intersecao destas retas com a elipse serao denominados N e

M, respectivamente, como apresentado na Figura B.5.
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Figura B.5: Retas tangentes & astroide e & parabola passando pelo ponto P. As
intersecoes com a elipse sao os pontos N e M, respectivamente.

A determinacao de ty serd feita em trés fases. Primeiro iremos determinar o
coeficiente angular m da reta r. Com isto poderemos determinar sen 6, e cost,

para to = tg (6p/2). Finalmente, determinaremos ¢, com base em senfy e cos 6.

Determinacgao do coeficiente angular m da reta r

A aproximacao parabolica utilizada ird passar pelos pontos extremos da astroide em
Q4, que sao os pontos (0,—c?/b) e (c*/a,0), e tera seu vértice neste tltimo ponto,
onde a astroide possui tangente horizontal. Estas trés condicoes sao suficientes para
definir completamente a parabola que buscamos. Iremos denominar esta parabola

de p(x). As duas tltimas condi¢bes nos permitem afirmar que

p<x>:f<(x—c—2)2,

a

com K a ser determinado. Mas a primeira condicao nos diz que

Apos substituicao, K fica determinado e temos

(e —2)?
e sua derivada
, 2a 2
p'(z) = —@(aiﬁ — ).

Seja (z1,y1) o ponto de tangéncia da reta r com a parabola. Devemos ter,
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portanto:
v—y1  2a

m =

_“4a _ 2
e bcz(axl ). (B.13)

Como y; = p(x1), a equacdo acima, apés algumas manipulacoes algébricas, nos

fornece

V(au — %)% 4 bcv
1 =U— s
a

que substituido em (B.13) finalmente resulta em

m = % <\/(au —?)? 4+ bc*v — (au — 02)> : (B.14)

Podemos observar que, se o ponto P estiver sobre a parabola, entao

22
au — ¢
N Gk
bc?
Substituindo este valor de v na equagao (B.14) para m temos

2a 9 ,
m =~ (au— ) = p’ ()

que é a inclinacao de r nesta situacao, como seria de se esperar. Por outro lado, a
reta n tangente & astroide quando P estd na origem é vertical, e seu coeficiente de

inclinagao nao ¢ definido neste caso. Contudo, a expressao (B.14) nos fornece

m = —,

b

o que demonstra claramente o carater aproximativo da parabola.

Determinacao de senf, e cosfy

Com a inclinagcao m da reta r calculada, queremos agora determinar o ponto

M (z2,y9) de intersegdo desta reta com a elipse resolvendo o sistema

V2?4 a*y? — a®b* = 0, (B.15)
y—v = m(z—u). (B.16)

A primeira equacao é simplesmente a equacao da elipse e a segunda equacao é a

equacao da reta r. Substituindo y da segunda equagao na primeira equacao obtemos

b?2? + a*(m?(z — u)? + 2mou(x — u) +v?) — a®b* = 0,
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que pode ser simplicada para
(a*m? + b*)z® — 2a°>m(mu — v)x + a*((mu — v)* — b*) = 0.

Resolvendo-se esta equacao quadratica e tomando a raiz que nos interessa, temos

que

am(mu — v) + by/a*m? + b2 — (mu — v)?
To = Q .
a’m? + b?

Utilizando (B.16) podemos calcular

a’m? + b2

; <—b(mu — ) + amy/a?m? + b2 — (mu — U)2>
Y2 = .

No entanto, por definicao de 6y, temos que x5 = acosfy e yo = bsent, . Logo,

am(mu — v) + by/a?m? + b — (mu — v)?

cosby = m? 1 12 : (B.17)
—b(mu — v) + am+/a*>m? + b — (mu — v)?
senfy, = a2\7{12 I : (B.18)

Determinacao de t

Para determinarmos ¢, iremos utilizar a identidade trigonométrica da tangente do

. Q B sen 6
& 2]  1+cosb’

Utilizando agora as equacoes B.17 e B.18 temos:

arco metade

—b(mu — v) + amy/a*m? + b — (mu — v)?

a?m? + b2 4+ am(mu — v) + by/a?m? + b2 — (mu — v)?’

tg = (B.19)

Devemos notar que esta expressao depende dos parametros a e b da elipse, das
coordenadas u e v do ponto P e do coeficiente angular m, que por sua vez depende
de u e v. A substituicao de m em funcao de u e v na expressao para ty iria torna-
la bastante complexa. Na pratica, esta substituicao nao se faz necessaria pois a
modelagem algébrica permite a definicao de variaveis intermediarias, o que facilita

a programagcao e aumenta a legibilidade do c6digo.

B.4 Distancia aproximada a elipse

Os desenvolvimentos anteriores forneceram as ferramentas necesséarias para o calculo

aproximado da distancia de um ponto P a elipse. Se considerarmos um valor t; como
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uma aproximagao suficientemente boa para t*, teremos

1—2\2 2. \2
d.(P. E) ~ — k —b
b(P B) \/(u a1+t§) +<U 1+ti> ’

onde di(P, E) representa a distancia do ponto P a elipse calculada utilizando a

k-ésima iteracdo do método de Newton (B.12), comegando com t, dado por (B.19).

Nesta secao estaremos calculando numericamente algumas distancias e
comparando-as com as distancias exatas visando verificar a precisao das aproxi-
magcoes apresentadas. Iremos tomar como exemplo uma elipse com a = 5, b = 3,
e consequentemente ¢ = 4. Os pontos com v = 0 e u > ¢®/a nao precisam ser
considerados pois nestes casos as tangentes a astroide e a parabola coincidem e
sao horizontais, resultando em distancias exatas. Alguns pontos arbitrarios foram

escolhidos e suas distancias calculadas, resultando na Tabela B.1.

k=0 k=1

Ponto P Erro Erro

u v d(P,E) | do(P, E) Absoluto % di(P, E) Absoluto
0,1]0,1] 2,8991 2,9162 | 40,0171 | 40,5904 | 2,8994 | 40,0003
1,0 0,11 3,1057 | 3,1235 | 40,0179 | 40,6162 | 3,1053 | —0,0004
2,0 10,1 3,7281 | 3,6550 | —0,0730 | —2,5206 | 3,7235 | —0,0045
3,0 10,1 4,5596 | 4,6082 | +0,0486 | +1,6777 | 4,5535 | —0,0061
0,1(1,0| 2,8991 2,9056 | 40,0065 | 40,2229 | 2,8993 | 40,0002

1,0 [ 1,0 | 3,0454 | 3,0628 | 40,0174 | +0,6001 | 3,0451 | —0,0004
2,0 | 1,0 | 3,4931 | 3,4665 | —0,0270 | —0,9194 | 3,4926 | —0,0006
3,0 1,0 | 4,0634 | 4,0424 | —0,0210 | —0,7251 | 4,0630 | —0,0004
4,0 [ 1,0 | 4,5246 | 4,5288 | +0,0042 | 10,1434 | 4,5246 | —0,0000
0,12,0 2,8093 | 2,9000 | 40,0007 | +0,0239 | 2,8993 | +0,0000
1,0 2,0 3,0041 | 3,0133 | 40,0092 | +0,3186 | 3,0040 | —0,0001
2,0 12,0 | 3,3391 | 3,3340 | —0,0050 | —0,1790 | 3,3391 | —0,0000
3,0 | 2,0 | 3,7829 | 3,7764 | —0,0060 | —0,2240 | 3,7829 | —0,0000

Tabela B.1: Tabela de comparacao das distancias exatas e aproximadas de um ponto
P a elipse.

Podemos perceber que a aproximacao inicial ¢y ja é suficientemente boa, pois o
maior desvio percentual calculado foi de apenas —2, 52%, sendo que a grande maioria
dos pontos apresenta desvios inferiores a 1%. Para a aproximacéao t; os desvios
percentuais sdo sempre bem inferiores a 1% e portanto nao foram apresentados na
tabela.

Apesar de nao terem sido considerados nesta tabela, devido aos objetivos deste
trabalho, pontos exteriores a elipse também apresentam bons resultados quanto as
aproximacoes utilizadas.

A Figura B.6 apresenta o grafico da elipse considerada acima, juntamente com
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a parabola que é uma aproximacao da astréide associada a esta elipse, e também
as curvas exata e a aproximacao por ty dos pontos que distam da elipse de uma

unidade. E notoria a excelente aproximagao conseguida no primeiro quadrante.

Figura B.6: Uma elipse, a aproximacao parabélica da astroéide no quarto quadrante,
e as curvas exata (trago fino) e aproximada (trago grosso) dos pontos com distancia
a elipse igual a 1 unidade.

A curva de distancias exatas utilizada foi apresentada por CAYLEY (1860). Se

denominarmos

Alz,y) = 22 +9y° —d*> —a® - b,
B(z,y) = b*2*+d*y* — a®d* — b*d* — a*b?,

entao a equacao implicita
Az, y)?B(z, y)*+4B(x, y)* +4a*b*d* A(x, y)* +18a*b*d* A(z, y) B(z, y)—27a*b*d* = 0,

representa a curva dos pontos localizados & distancia d da elipse com semi-eixos de
tamanhos a e b.

Iremos agora comentar sobre o caso de P nao pertencer ao primeiro quadrante.
Dadas as simetrias da elipse, basta considerar o ponto equivalente do primeiro qua-
drante, obtido com as coordenadas iguais ao valor absoluto das coordenadas cor-
respondentes do ponto original. Deve-se notar que a funcao valor absoluto pode
apresentar problemas dependendo do ambiente computacional utilizado para resol-
ver problemas de programacao matematica. No entanto, os resolvedores nao lineares

costumam dar suporte a esta funcao. Quando nao, podemos simplesmente utilizar
|33| = Va2,
o que costuma funcionar a contento.
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B.5 Distancia de um ponto a um elipsbide

Um elipsoide é uma superficie quédrica que na forma canonica é dada por uma

equacao do tipo

$2 y2 22

2 + =+ =2 =1,

onde a, b e ¢ sao nliimeros reais positivos.

No caso do elipsbide prolato o semi-eixo diferente ¢ maior que os dois semi-eixos
iguais. Vamos denominar a ao semi-eixo maior e b aos dois semi-eixos menores. J&
no caso do elipsbide oblato temos o semi-eixo diferente menor que os dois semi-eixos
iguais e denominaremos b ao semi-eixo menor e a aos dois semi-eixos maiores.

Neste trabalho, consideramos apenas os casos dos elipséides prolato e oblato.
Para estes elipsoides sempre temos dois semi-eixos iguais e um semi-eixo diferente.

Procedendo desta forma, sempre teremos a > b e a teoria das distancias desen-
volvida para as elipses no espaco R? pode ser facilmente aplicada para os elipsoides
pertencentes a essas duas classes no espaco R?. Consideremos, portanto, o espaco
R3, com os eixos z, y e 2z, e um elipsoide centrado na origem com os dois semi-eixos
iguais dispostos nos eixos y e z e o semi-eixo diferente disposto no eixo x. A Figura

B.7a ilustra um elipséide prolato e a Figura B.7b, um elipséide oblato.

(a) O elipsoide prolato. (b) O elipsoide oblato.

Figura B.7: Elipsoides de revolucao.

Seja R(z,y,z) um ponto dentro de um elipsdide prolato ou oblato para o qual
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desejamos calcular sua distancia ao elipséide. Facilmente percebemos que a secao
produzida pelo plano m que contém o eixo x e o ponto R serd uma elipse com
semi-eixos a e b.

No caso do elipsoide prolato, podemos tratar o plano m como sendo o plano
R? com uma origem O’ e um eixo =~ que coincidem com a origem O e o eixo x
originais do R?, e com um eixo 3~ ortogonal ao eixo x~ passando por O . Assim,
teremos a elipse resultante da secdo do elipséide centrada na origem O’ e com
os semi-eixos a localizado no eixo =~ e b localizado no eixo y’. Seja P o ponto
correspondente ao ponto R neste novo sistema de coordenadas. Suas coordenadas

podem ser trivialmente calculadas com base nas coordenadas de R como

P(u,v) = (x, W) :

Ja no caso do elipséide oblato, também podemos tratar o plano m como sendo o
plano R? com uma origem O’ e um eixo ¥y~ que coincidem com a origem O e o
eixo z originais do R3, e com um eixo z” ortogonal ao eixo y~  passando por O’.
Assim, mais uma vez teremos a elipse resultante da secao do elipsbdide centrada na
origem O e com os semi-eixos a localizado no eixo x” e b localizado no eixo y" .
Seja P o ponto correspondente ao ponto R neste novo sistema de coordenadas. Suas

coordenadas podem ser calculadas com base nas coordenadas de R como

P(u,v) = (\/m, 93) :

A exposicao acima demonstra que o calculo da distancia de um ponto R a um
elipsoide, para os casos dos elipsoides prolato e oblato, pode ser reduzido trivi-
almente ao caso do calculo da distancia de um ponto & uma elipse mediante uma
reinterpretacao das coordenadas originais do ponto R. Estes resultados bastam para

os propositos almejados por esta tese.
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Apéndice C

Indices de cobertura e o Gamma
Knafe

O sucesso das radiocirurgias utilizando o Gamma Knife depende da precisao com
que a dose de radiacao ¢é efetivamente aplicada ao tumor alvo, em contraste com a
quantidade de radiacao aplicada ao tecido sadio nas proximidades do tumor. Vi-
sando medir esta efetividade, varios indices que descrevem a conformidade da dose
com o tumor alvo foram propostos na literatura (FEUVRET et al., 2006; WU et al.,
2003).

O indice de conformidade mais conhecido e amplamente utilizado em centros de
radiocirurgia é o descrito no "Radiation Therapy Oncology Group (RTOG) guideli-
nes for radiosurgery (diretrizes para radiocirurgia do grupo de tratamento oncologico

por radiagao)" proposto por SHAW (1993). Ele é definido como

onde Vp é o volume da regiao em que a dose de radiagao é aplicada e Vi é o volume
do alvo. Este indice apresenta um valor menor que 1 para tratamentos abaixo do
necessario, igual a 1 quando existe plena conformidade, e maior que 1 quando o
tratamento supera a necessidade.

PADDICK (2000) menciona criticas ao indice Clg por nao levar em considerac¢do
a posicao relativa entre os volumes Vp e Vp, fato que ele considera uma "falha
fundamental", e propde um novo indice
C (VenVp)?  VenVeVenVe | Vi Vy

Ip = _ XX _ 7o« pPS
P ViVp Ve Vp Ve Vo e

onde Vx = Vpr N Vp, o fator TC' = Vx/Vr é chamado de "fator de cobertura do
alvo (target coverage)" e o fator PS = Vx/Vr & a "seletividade do plano (plan

selectivity)". Observemos que o volume Vy corresponde ao volume do alvo que é
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irradiado e, portanto, o indice Ip leva em consideragao a posicao relativa entre os

volumes Vp e V. Por outro lado, sempre teremos

TC =Vx/Vp <1,

PS =Vx/Vp < 1.

Isto significa que Ip < 1 e toma-se o valor unitario como representativo de
plena conformidade. Valores menores do que 1 significam ou que o alvo nao foi
totalmente coberto, ou que tecido sadio foi incluido na cobertura proposta, ou um
efeito combinado destas duas possibilidades.

O indice de Paddick ja esta sendo considerado seriamente no planejamento de
radiocirurgias com o Gamma Knife. Por exemplo, este indice foi incorporado a
versao 10.0 do Leksell Gamma Plan treatment planning software (LGP 10.0) da
Elekta Instrument A /B.

Conforme mencionado acima, outras propostas de indices existem, mas, dadas as
suas virtudes, o indice de Paddick foi escolhido nesta tese como base para a selecao

das melhores coberturas de um determinado alvo.
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Apéndice D

As técnicas de integracao de Monte

Carlo e quasi-Monte Carlo

O calculo de volumes no espaco R?® pode muitas vezes ser analiticamente dificil.
Existe no entanto uma alternativa de computacao numérica destes volumes chamada
Integracao de Monte Carlo que se baseia na utilizacao de nimeros randomicos. Os
métodos de integracao de quasi-Monte Carlo utilizam os mesmos principios, mas
as invés de numeros randomicos, utilizam numeros quasi-randémicos gerados por
sequéncias de baixa discrepancia.

Apesar destes métodos poderem ser aplicados a integragoes em espacos R" de
dimensoes maiores do que trés, iremos focar somente em integracoes no R3, o que
basta para nossos propositos.

A ideia basica destes métodos é incluir o volume a ser calculado dentro de um
paralelepipedo, cujo volume possa ser facilmente calculado. E, entdo, gerado um con-
junto relativamente grande de pontos aleatoérios dentro do paralelepipedo e parte-se
do principio que estes pontos estejam distribuidos de forma relativamente uniforme.
Podemos, entao, afirmar que

Vr = &Vm
Nr
onde Vr é o volume desejado, Vz é o volume do paralelepipedo, Nr é o nimero
total de pontos aleatorios gerados e Nr é o niimero de pontos localizados dentro do
volume V7. Esta definicao ¢ bastante intuitiva e nos diz que a proporcao do volume
Vr dentro de Vi é aproximadamente igual a propor¢ao do nimero de pontos Ny que
estao localizados dentro de Vi comparado com o ntmero total de pontos Ni que
estao localizados dentro de Vi.

A aproximacao acima é tanto melhor quanto mais uniforme for a distribuicao dos
pontos aleatorios. Na integracao de Monte Carlo tradicional sao utilizados pontos
oriundos de um gerador de nimeros pseudo-aleatérios. Esta distribuicao de pontos

somente atinge um nivel satisfatorio de uniformidade dentro dos volumes a serem
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calculados quando o ntimero de pontos é muito grande.

Uma alternativa para os ntumeros pseudo-aleatorios na geracao de pontos aleato-
rios € a utilizacdo de sequéncias de baixa discrepancia ("low discrepancy sequences"
ou LDS). Estas sequéncias sdo, na verdade, deterministicas, mas projetadas para
apresentar uma distribui¢ao bastante uniforme dentro do intevalo [0, 1].

Um interessante estudo comparativo entre as técnicas de integracao de Monte
Carlo e quasi-Monte Carlo é apresentada por MOROKOFF e CAFLISCH (1995).
Neste estudo, as opcoes a integracao de Monte Carlo tradicional sao os métodos de
integracao de quasi-Monte Carlo que utilizam as sequéncias LDS de Halton, Sobol e
Faure. A conclusao deste estudo é que para dimensoes até 6 a sequéncia mais apro-
priada é a de Halton. Este ¢ um resultado relevante no contexto deste trabalho pois
o algoritmo para a geracao de uma sequéncia de Halton tridimensional é bastante
simples, exigindo pouco esfor¢co computacional, diferentemente de sequéncias mais

sofisticadas tais como as de Sobol e Faure.

D.1 Sequéncias de Halton

As sequéncias de Halton sdo generalizagoes para dimensoes maiores das sequéncias
unidimensionais de van der Corput. Estas, por sua vez, sao construidas pela rever-
sao, com relacao a virgula, da representacao na base n da sequéncia dos nimeros
naturais. Por exemplo, se tomarmos n = 10, a sequéncia decimal de van der Corput

é dada por
{0,1; 0,2; ... 0,9; 0,01; 0,11; 0,21; ... 0,91; 0,02; 0,12; 0,22; 0,32; ...},
enquanto que a sequéncia bindria de van der Corput é dada por
{0,15; 0,015; 0,115; 0,0015; 0,1015; 0,0115; 0,1115; 0,00015; 0,10015; 0,01015; ...},

que também pode ser representada como

11315371 9 518311715
2747478 88 816716 16" 16" 16" 16" 16" 16" | °

Da forma como sao definidas, as sequéncias de van der Corput se distribuem
uniformente dentro do intervalo unitario [0,1]. Adicionalmente, uma sequéncia de
van der Corput possue a importante propriedade de ser densa neste intervalo, ou
seja, para todo nimero real xy pertencente ao intervalo [0, 1] existe uma subsequéncia
que converge para xg.

Nas sequéncias de Halton sao utilizados niimeros primos distintos como base
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| Diml | Dim2 | Dim3 |
0,5000 | 0,33333333 | 0,20
0,2500 | 0,66666667 | 0,40
0,7500 | 0,11111111 | 0,60
0,1250 | 0,44444444 [ 0,80
0,6250 | 0,77777778 | 0,04
0,3750 | 0,22222222 | 0,24
0,8750 | 0,55555556 | 0,44
0,0625 | 0,88888889 | 0,64
0,5625 | 0,03703704 | 0,84
0,3125 | 0,37037037 | 0,08

S| oo | o] onf x| wof no| =] 2

Tabela D.1: Os primeiros 10 termos de uma sequéncia de Halton tridimensional
utilizando as bases 2, 3 e 5.

para cada uma das dimensoes consideradas. Isto reduz substancialmente a correla-
cao entre as sequéncias geradas para cada dimensao. Em dimensoes mais elevadas,
a correlacao entre as sequéncias utilizadas para cada dimensao torna-se um pro-
blema sério e as sequéncias de Sobol tornam-se mais indicadas (MOROKOFF e
CAFLISCH, 1995).

Para o caso tridimensional, é natural utilizar os trés primeiros primos como base
para as sequéncias em cada dimensao. Os primeiros termos da sequéncia de Halton

tridimensional sao apresentados na Tabela D.1.
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Apéndice E
Exemplos extraidos do USCS

Apresentamos a seguir a tela de interfaceamento com o USCS e alguns segmentos

de texto de sua listagem de informagoes.

E.1 Tela de interfaceamento com o USCS

A Figura E.1 apresenta a tela de interfaceamento com o USCS.

USCS Panel |
InitEny I ND= 3 Init Dim
RT |BTdisp | BTblock | BTused xi x o - 20854
BT1 | 30| 3 3 r lelyi| D1 D2 D3 v | o D2 D3 | TBb | waEb
BTz | 20| 3 3 ||[801 | 30| 1| 1| 0683 0862 0485| |[BOF | 1] =501 0500 0500 1783] 11324
BT3 | 15| 3 3|||s0z | 30| 1| 1| 0213 0379 o0e34| [[Boz | 1| -zs01 o0s00 -0.500| 1785| 11337
BT | 10| 3 3 |||s0a | 20| 1| 1| -0oo¢ -080s 0s38| [[Boz | 1| -n223 -0s00 0500 1777| 11286 1
Bo4 | 20| 1| 1| 087 0483 o053 BO4 | 1| 3500 1500 1500| 15| 3271 fo_orig = 12.00
———I|sos | 20| 1| 1| 0824 o0s0 -0s38| ||Bos | 1| 3500 1500 1500 53| 3388 —
Resst Pool Disp Balls 12 | ||B06 | zo| 1| 1| 0253 o780 0216 BO6 | 1| 0867 1500 -1.500| 521| 33.09 Peng =  218.94
I 807 | 15| 1| 1| o083 0sss 0724 ||BO7 | 1| 1045 2000 -2000| 228| 1435 E——
gos | 15| 1| 1| o248 0027 osss| ||Bos | 1| 119 2000 2000 217| 1378 PenT = 160
_ ntBals | SolRNdZ) \a0g | 42| 1| 4| o423 e, -07e1| |lBos | 1| <216 2000 2ooo| 223| 1zie
" Auto gio | 10/ 1| 1| o770 -01ss 0744 ||B10| 1| 1550 -0.310 e 419
& Wanual SOIRNAT | |a1q | 10] 1] 1| o634 -0340 -0536| ||B1 | 1| 2678 1228 gs| 438 ICov = 83.49
g1z | 10| 1| 1| o0sez 0eM 0242 | ||B2 | 1| oo0sz 0439 e 400 Eff1 = 8879
Efi2 = 100.00
NodeterMax = 3 | | IPokMin = 70 B2 - 3634
B3 = 838
PosLastBall = Orb IB2Max = 34 B4 = 0.49
Pk = 7413
OneColor § 0 Solve
PrintGrid | 0 Print Results.
FilReg | 1 IEPS= 0.50 | | ¢ Constraint 4G = 03 |VpP = 0.08
1 # Penal Ir.\u = 1,000,000
TC - 23947 |VC = 152088
) TG = 10000 WG = 63510
¢ Dist T TSR = 8403 | VSR = 53367
 ul D1 50 T = =675 |WT = 38042
 EPR1 oz | 30 TB - 5336 |VB - 33889
o3| a0 TSAB = 5336 | VSRB = 338389
& Paral k] 4738 |VTB = 30091
" EPRZ p—— T B2 = 1939 [viB2 = 12315
:22 i detta = 07 i 5o B3 = 479 |viB3 = 3042
. - - -
& ey 2 : ~ | o eipsos pz | 30 || PROLATE B4 26 | viBa 165
2 | t.00e D3 | 3.0

Figura E.1: Tela de interface com o USCS.
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E.2 Sumario das estatisticas e indices

Grid points Volumes: Aprox. Exact Error) Add. Info.
TC = 44638 VC = 41063.63 41063.63 0.00% VpP = 0.9199
TG = 10000 VG = 9199.25 dG = 2.25
TSR = 8332 VSR = 7664 .82 Eps = 1.50
TT = 5527 VT = 5084.43 5089.38 -0.10%

B = 7084 VB = 6516.75

TSRB = 7084  VSRB = 6516.75

TTB = 5447 VIB = 5010.83

TB( 1)= 3337 VB( 1)= 3069.79 30563.63 0.53% R( 1)=9.00
TB( 2)= 3317 VB( 2)= 3051.39 3063.63 -0.07% R( 2)= 9.00
TB( 3)= 1563 VB( 3)= 1437.84 1436.76 0.08% R( 3)=7.00
TB( 4)= 1565 VB( 4)= 1439.68 1436.76 0.20% R( 4)= 7.00
TB( 5)= 297 VB( 5)= 273.22 268.08 1.92% R( 5)= 4.00
TB( 6)= 283 VB( 6)= 260.34 268.08 -2.89% R( 6)= 4.00
IB2 = 2222 VIB2 = 2044 .07

IB3 = 706 VIB3 = 649.47

IB4 = 293 VIB4 = 269.54

Covering Index = 98.55%

Eff. Index1 = 76.89%

Eff. Index2 = 100.00%

Inters. Index2 = 31.37%

Inters. Index3 = 9.97%

Inters. Index4 = 4.14J

Paddick Index = 75.78%
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E.3 Histoérico cronolégico dos eventos de processa-

mento

NTE Description Elapsed Time %Total Time
1 Grid/T creation 1.74s 18.35 %
2 SR/Tum cnt/vol 0.11s 1.16 %
3 Solver 0.06s 0.63 %
4 Balls cnt/vol 0.11s 1.16 %
5 Save 1st Iter 0.02s 0.21 %
6 Solver 0.00s 0.00 %
7 Balls cnt/vol 0.09s 0.94 %
8 Solver 0.02s 0.21 %
9 Balls cnt/vol 0.08s 0.84 %
10 Recov Best Iter 0.01s 0.10 %
11 Low IPdk node 0.00s 0.00 %
12 Nxt nod forward 0.00s 0.00 %
13 Solver 0.02s 0.21 %
14 Balls cnt/vol 0.12s 1.26 %
15 Save 1st Iter 0.02s 0.21 %
16 Solver 0.01s 0.10 %
17 Balls cnt/vol 0.13s 1.37 %
18 Sav Better Iter 0.01s 0.10 %
19 Solver 0.00s 0.00 %
20 Balls cnt/vol 0.14s 1.47 %
21 Sav Better Iter 0.00s 0.00 %
22 Recov Best Iter 0.00s 0.00 %
23 Low IPdk node 0.00s 0.00 %
24 Nxt nod forward 0.00s 0.00 %
25 Solver 0.02s 0.21 %
26 Balls cnt/vol 0.17s 1.79 %
27 Save 1st Iter 0.02s 0.21 %
28 Solver 0.00s 0.00 %
29 Balls cnt/vol 0.18s 1.89 %
30 Sav Better Iter 0.02s 0.21 %
31 Solver 0.02s 0.21 %
32 Balls cnt/vol 0.15s 1.58 %
33 Recov Best Iter 0.02s 0.21 %

134



34
3b
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
bb
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72

Valid node

Save 1st incumb
Nxt nod forward
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter
Solver

Balls cnt/vol
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
High IB2 node
BckTrk, Nxt nod
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter
Solver

Balls cnt/vol
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
High IB2 node
BckTrk, Nxt nod
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter
Solver

Balls cnt/vol
Sav Better Iter
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
Valid node

Save better inc
Nxt nod forward
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter

Solver

.00s
.00s
.00s
.01s
.21s
.01s
.02s
.20s
.03s
.23s
.00s
.00s
.00s
.04s
.20s
.01s
.02s
.22s
.03s
.20s
.02s
.00s
.00s
.08s
.20s
.01s
.08s
.20s
.02s
.06s
.22s
.00s
.00s
.00s
.00s
.13s
.23s
.02s
.09s

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © o o o o o o o o
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O O N P, O O O O N O O N O O N O O O© O N O N O O N O O O© O N O N O O N O o o o

.00
.00
.00
.10
.21
.10
.21
.10
.31
.42
.00
.00
.00
.42
.10
.10
.21
.32
.31
.10
.21
.00
.00
.84
.10
.10
.84
.10
.21
.63
.32
.00
.00
.00
.00
.37
.42
.21
.94

h
b
h
h
b
b
h
b
b
h
h
b
h
h
b
b
h
b
b
h
h
b
h
h
b
o
h
b
b
h
b
b
h
h
b
h
h
b
b



73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

Balls cnt/vol
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
High IB2 node
BckTrk, Nxt nod
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter
Solver

Balls cnt/vol
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
Valid node

Keep incumbent
Nxt nod forward
Solver

Balls cnt/vol
Save 1st Iter
Solver

Balls cnt/vol
Solver

Balls cnt/vol
Recov Best Iter
High IB2 node
BckTrk, Nxt nod
End of search
Balls cnt/vol
Recov Incumbent

End Computation

Total Elapsed time:

.23s
.13s
.23s
.00s
.00s
.00s
.10s
.23s
.02s
.10s
.24s
.09s
.2bs
.00s
.00s
.00s
.00s
.10s
.26s
.02s
.50s
.26s
.16s
.26s
.02s
.00s
.00s
.00s
.20s
.00s
.00s

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO o o o o o o o o

SO O N O O O O N = N O O N Pk O O O O NN O N P O N P O O O N = DN

.42
.37
.42
.00
.00
.00
.05
.42
.21
.05
.53
.94
.63
.00
.00
.00
.00
.05
.74
.21
.27
.74
.68
.74
.21
.00
.00
.00
.10
.00
.00

o
b
h
2
b
o
h
h
b
h
b

h
h
b
o
h
h
b
h
o

h
h
b
o
h
b
h
h
b
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