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Resumo da Tese apresentada à COPPE como parte dos requisitos necessários para 

a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M. Sc.) 

Um Algoritmo de Minimização Usando Método de Região de Confiança com 

Formato Elipsoidal para Problemas de Programação Não Linear com Variáveis 

Canalizadas 

Fernanda Maria Pereira Raupp 

Outubro de 1991 

Orientador: Clóvis Caesar Gonzaga 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Neste trabalho, desenvolvemos um Algoritmo de Ponto Interior para 

Programação não Linear. Usamos o Método de Região de Confiança com formato 

elipsoidal para resolver problemas de minirnização não lineares com Variáveis Canali- 

zadas. Estuda-se as características da região de confiança com formato elipsoidal. A 

solução é obtida pelo uso do método de Levenberg-Marquardt considerando apenas 

soluções viáveis. Um tratamento é feito utilizando uma técnica de conjuntos ativos. 

Os algoritmos método de região de confiança com formato elipsoidal, 

método de gradiente projetado e método de máximo declive foram implementados e 

testados para um conjunto de problemas não lineares com restrições simples elabora- 

dos através de uma bibliografia. Fizemos comparações entre os métodos e chegamos 

a conclusão de que o algoritmo desenvolvido é robusto. 

Palavras-chave: Algoritmo de Ponto Interior, Méto o de Região de 

Confiança, Programação não Linear, Variáveis Canalizadas. 
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A Trust Region Minimization Algorithm witli Ellipsoidal Shape for Non Linear 

Programs with Simple Bounds. 
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In this work an Interior Point Algorithm for Non Linear Programming 

is developed. A Trust Region Method with an ellipsoidal shape is used to solve non 

linear minirnization problems with lower and upper bounds in each variable. The 

properties of the trust region with an ellipsoidal shape are studied. The solution is 

obtained by Levenberg-Marquardt's method considering only feasiable points. An 

active set technique is used. 

The Trust Region Method with ellipsoidal shape, projected gradients 

and steepest descent algorithms were inlplemented and tested for a set of non linear 

problems with Simple Bounds found in the litterature. A comparative numerical 

study shows the robustness of the proposed algorithm. 
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Os métodos de otirnização não linear baseados em buscas unidirecionais têm sido 

muito desenvolvidos ao longo de décadas. Em tais métodos, cada iteração principia 

pela determinação de uma direção de busca, seguida de um cálculo de tamanho do 

passo a ser executado. Assim, o tamanho do deslocamento é determinado fazendo 

uma busca na direção conhecida. 

Os métodos de otimização não linear classificados como métodos de 

região de confiança se caracterizam pelo conhecimento prévio do tamanho máximo 

do passo e pela determinação da direção segundo um algoritmo. O tamanho do 

passo está relacionado com o tamanho de uma vizinhança em torno de um ponto 

conhecido. A essas vizinhanças damos o nome de regiões de confiança. Normalmente 

usamos bolas n-dimensionais como formato das regiões de confiança nos problemas 

não lineares sem restrições.0 formato circular é simples e não favorece nenhuma 

direção em especial. 

Nosso problema de otimização é a minimização de uma função não 

linear com restrições do tipo simples, o que também é conhecido como problemas 

com variáveis canalizadas. São ditas restrições simples as restrições que fixam limites 

inferiores e superiores para as variáveis. Decidimos usar o método de região de 

confiança na resolução do nosso problema de otimização. Pensou-se num formato 

de região de confiança adequado ao conjunto viável, definido pelas restrições às 

nossas variáveis, e escolhemos o formato elipsoidal. Com isso estaremos permitindo 

que reduções melhores da nossa função objetivo sejam feitas. O método de região de 



confiança com formato elipsoidal é um método interior e a descrição de seu algoritmo 

é o assunto principal desta tese. 

A seguir descrevemos o conteúdo dos capítulos seguintes. 

No capítulo 11, introduzimos o método de região de confiança para re- 

solver problemas de minimização não lineares sem restrições. O método de Newton- 

Raphson é apresentado como motivação para a criação do método de região de con- 

fiança. A dificuldade do método de região de confiança é apresentada e solucionada 

pelo método chamado Levenberg-Marquardt . 

No capítulo 111, introduzimos o método de gradiente projetado para 

resolver problemas não lineares que apresentam restrições simples, ou seja,suas 

variáveis são do tipo canalizadas. Esse método foi proposto por Bertsekas e é um 

método baseado em buscas unidirecionais. 

No capítulo IV, apresentamos um algoritmo 'que usa o método de 

região de confiança com formato elipsoidal para resolver problemas de minirnização 

não lineares com variáveis canalizadas. Estuda-se as características da região de con- 

fiança de formato elipsoidal. A solução é obtida pelo uso do método de Levenberg- 

Marquardt considerando apenas soluções viáveis. E, como na maioria dos problemas 

práticos as soluções ótimas estão na fronteira da região viável, podendo ocasionar 

grande instabilidade numérica quando os elipsóides ficam cada vez mais finos a 

medida que vão se aproximando da fronteira, um tratamento é feito através da 

utilização de uma técnica de conjuntos ativos. 

No capítulo V, abordamos as implement ações comput acionais, os 

testes realizados e as comparações entre três algoritmos de minimização: método 

de gradiente projetado, método de região de confiança com formato elipsoidal usan- 

do o método de Levenberg-Marquardt, e o método de máximo declive tendo como 

base o método de gradiente projetado. 

or fim, no capítulo VI, apresentamos as conclusões do nosso tra- 

balho. 



Considerando o problema 

(P) min f (z) 

S. a x € I R n  

onde f : IRn -+ IR é não linear, limitada inferiormente em IRn, f (.) E C 2,  e 

portanto o conjunto {z : f (z) 5 so} é fechado e limitado. Iremos resolvê-lo usando 

um método de minimização chamado de método de região de confiança. Ele é 

aplicado,em geral, em funções não lineares e está baseado no método de Newton- 

Raphson para funções sem restrições. 

Modelo Geral de Algoritimos de Miilixnização Usando Buscas 

cionais 

Em geral, os métodos de rninimização de uma função f (.) E C2,  sem restrições, são 

iterativos, obedecendo à condição de decréscimo da função expressa por 

como característica da boa definição do algoritmo. Sendo xk a estimativa atual de 

um ponto de mínimo x*, o algoritmo segue basicamente os passos: 



1. determina-se uma direção de busca pk, que é uma direção de decréscimo da 

função, isto é, 

pktv f (xk) < 0; 

2. calcula-se o tamanho do passo ak nessa direção de modo que 

f (x" ac.Lpk) < f (xk); 

3. atualiza-se a estimativa do ponto de mínimo e a iteração 

xk+l - xk + akpk, 

4. se xk+l satisfaz condições de convergência, então xk+l é o resultado do algoritmo; 

senão volta-se ao passo em 1.; 

Vale introduzir agora o método de Newton-Raphson no qual o nosso 

algoritmo de região de confiança está baseado. 

Vamos considerar, além das hipóteses mencionadas anteriormente, que a função 

f (.) seja estritamente convexa em IRn. O método de Newton-Raphson aproxima a 

função f (.), cujas derivadas de primeira e segunda ordens são definidas e contínuas, 

por uma expansão dos três primeiros termos da série de Taylor em torno de um 

ponto conhecido xk, isto é, 

onde 

e 

d2f (x). [v2f (41 . . = - 
23 dxi8xj 



Função Quadrática 

Definimos, então, a função quadrática que aproxima f (-) em torno de xk como sendo 

Notação 

A seguir apresentamos a notação que usaremos, neste e nos demais capítulos, para 

efeito de simplificação: 

f" f (xk), 

gk = vf (xk) 

Passo de Newton-Raplison 

A rninirnização de f ( e )  em R" a partir de xk, quando esse estiver próximo do ponto 

ótimo de f (.), é obtida fazendo 

onde dk é o ponto de mínimo global da função quadrática qk(.). Tal ponto dk 

existe e é único pelo fato de H%er definida positiva por hipótese, o que implica na 

aproximação quadrática também ser estritamente convexa. Ademais, pela condição 

necessária e suficiente de mínimo global, dk satisfaz 

ou, equivalentement e, 

O método de Newton-Raphson está perfeitamente definido pois Hk é não singular. 

Nesse método o tamanho do passo será sempre unitário ao longo da direção dk.Pla 

figura 11.1, ilustramos o passo do método de Newton-Rapl~son-dk. 



Figura 11.1: O deslocamento do método de Newton-Raphson. 

O método de Newton-Raphson, para funções estritamente convexas, 

converge localmente, (no  sentido de que o método depende da escolha do ponto ini- 

cial), c o m  ordem de convergência quadrática. ( Veja Teorema 3.1.1 em [6].) 

Observamos, então, que o método de Newton-Raphson se aplica so- 

mente a funções estritamente convexas. Quando este não for o caso, pode não ser 

possível definir uma direção de decréscimo para a função. O método de região de 

confiança permitirá a construção de uma direção de decréscimo para qualquer função 

não linear nos moldes de (P). 

O método de região de confiança é um método baseado no modelo quadrático da 

função não linear. A vantagem do uso do modelo quadrático, característica também 

do método de Newton-Raphson, se dá pela sua simplicidade e eficiência na prática. 

A maioria dos métodos de rninirnização costumam escolher a direção do passo para 

então decidir sobre o seu tamanho. O método de região de confiança determina um 

limite superior para o tamanho do passo a ser dado para depois encontrar a direção 

a ser tomada. Tivemos como referências para o estudo deste método Flether[G], 



Moré[21] e Dennis e Schnabel[l3] 

Passo da Região de Confiança 

O tamanho do passo do método de região de confiança está restrito, a cada ite- 

ração, por um parâmetro hk, raio da bola n-dimensional centrada em xk onde o 

deslocamento a partir do ponto xk estará 1imitado.Veja a figura 11.2. 

Figura 11.2: Limite superior para o tamanho do passo do método de região de 
confiança. 

Consequentemente, a direção do passo ficará determinada quando 

minimizamos a aproximação quadrática qk(.) na bola de centro x% raio hk . Por 

isso, fazemos de maneira análoga 

onde 

dk E anrgmila{q"d) : ((d[( 5 hk). (11.1) 

Vemos a seguir, na figura 11.3, o passo dk como sendo o mínimo da aproximação 

quadrática qk( - )  na bola de centro xk e raio h'. 

Vimos que o passo do método de região de confiança depende do 

parâmetro hk. Dado hk, o passo resultante dk será eficiente se a aproximação 

quadrática satisfizer 
k k q (d ) = f(xk + dk), 



Figura 11.3: A direção do passo do método de região de confiança. 

isto é, se qk(-) é uma aproximação confiável de f (-) na região - daí o nome de 

"método de região de confiança". A adequação da aproximação quadrática em 

xk + dk será verificada como mostraremos a seguir, e hk será modificado dependendo 

dessa verificação. 

A Estimativa do Tamanho do Passo 

Vamos quantificar a aproximação entre a função f (.) e seu modelo quadrático q k  (.) 

por uma razão r'". Supondo a redução real dada por 

e a redução estimada por 

Tomemos 

Quanto mais perto de 1 rk estiver, melhor será a aproximação de f ( a )  por qk (-1 em 

xk + dk. Se r k  estiver muito próximo de 1, podemos aceitar 



como próximo ponto e aumentar o tamanho do passo antes fixado por hk. Se r" 

estiver longe de 1, constata-se que a aproximação é ruim e deve-se refazer o processo 

com hk menor. As modificações de hk serão feitas pelas seguintes regras heurísticas: 

a. se rk > 0.75 então hk+l = 2hk e zkS1 = zk + dk; 

b. se 0.25 5 rk  < 0.75 então hk+l = h% xk+l = zk + dk; 

c .  se rk  < 0.25 então hkS1 = hk/4 e zk+' = zk.Neste caso, zk +dk não é aceito como 

próximo ponto. 

A limitação do tamanho do passo dada por hk evita que cálculos 

sejam feitos desnecessariamente. No caso de se ter vizinhanças de x%om raios pe- 

quenos, o número de iterações do algoritmo pode aumentar muito. No caso contrário, 

quando os raios das vizinhanças de xk são muito grandes, as aproximações da função 

não serão muito boas. Antes de apresentarmos o algoritmo do método de região de 

confiança, mostramos o próximo ponto dado pelo algoritmo na figura 11.4. 

Figura 11.4: Método de região de confiança - o próximo ponto na iteração k. 



O Algoritmo Geral do Método Região de Confiança 

Definimos o algoritmo de região de confiança como segue. Em nossos algoritmos 

não explicitaremos a regra de parada, usando o teste "até convergir". Testes de 

parada práticos baseiam-se em número de iterações, variações da função objetivo ou 

em norma do gradiente dessa função. 

.1 Algoritino Geral do Método de Região de Confiança: Da- 

dos xO e h'. 

k = O  

Repita 

calcule gk e H k ;  

ache dk E ~ r g g m i n { ~ ~ ( d )  I Ildll 5 h k} ;  

avalie f ( x k  + d k )  e r k ;  

se r k  < 0.25 faça h"' = h k / 4 ;  

se r k  2 0.75 faça h"' = 2hk;  

se 0.25 5 r k  < 0.75 faça h"' = h k ;  

se r k  2 0.25 faça xk+' = xk + d k;  

senão xk+l = x k ;  

k = k + l ;  

A t é  convergir . 

O algoritmo II.1 acima nos fornece pontos de acumulação x" que 

satisfazem as condições necessárias de primeira e segunda ordens de otimalidade. 

(Veja Teorema 5.1.1 em [6] .) 

Se u m  ponto de acumulação satisfker a condição suficiente de se- 

gunda ordem de otimalidade, então r k  + 1 e a convergência do algoritmo é de 

segunda ordem.( Veja Teorema 5.1.2 em [6] .) 

O teorema anterior nos garante que para k suficientemente grande a 

base do algoritmo de região de confiança passa a ser o método de Newton-Raphson 

que apresenta convergência de segunda ordem. A heuristíca da restrição do passo, 

Ildll 5 h k ,  assegura que reduções significativas em f ( a )  foram realizadas antes que 

~"enetrasse na região de convergência quadrática do método de Newton-Raphson. 



Método de Leveiiberg-Marquardt 

Resolver o subproblema posto em 11.1 : 

dk ~ a r ~ r n i n { ~ ~ ( d )  I (Idjl 5 h", 

básico no método de região de confiança, não é uma tarefa simples. Não se garante 

que a solução global seja encontrada em um número finito de iterações. Exis- 

tem métodos eficientes que encontram soluções aproximadas.(Ver Dennis e Schn- 

abel em [13]).Para contornar tal dificuldade, a nível de implementação, utilizamos 

um método usualmente chamado Levenberg-Marquardt, desenvolvido por Moré e 

Sorensen [19], baseado em técnicas utilizadas inicialmente por Levenberg [16] e Mar- 

quardt [l8]. Ele se sustenta no seguinte teorema: 

Teorema 11.1 A correção dk é a solução global do subproblema 1I.i se, e somente 

se, exite p 2 O tal que 

( H ~  + p1) dk = - g k ,  (11.2) 

p ( ~ l d q l  - h k )  = O 

e (H" +I)  é semi-definida positiva. E, ainda, se ( H k  + +I) for definida positiva, 

então dk é a solução única do subproblema dado e m  II,i.( Veja Teorema 5.2.1 em 

[61.) 

Essencialmente, o método de Levenberg-Marquardt se caracteriza por 

determinar + > O de modo que a matriz ( H k  ++I) seja definida positiva permitindo 

que o sistema em 11.2 seja resolvido a fim de obtermos uma solução única do 

subproblema 11.1, determinando, assim, o passo a ser dado no método de região de 

confiança. Notamos que, o passo dk é encontrado sem o uso da restrição Ildll 5 h k.  O 

valor + é usado como parâmetro de controle nas iterações, e, assim, dk é determinado 

a partir dele. 

Este método possibilita resolver o caso geral, mesmo quando a função 

a ser minimizada apresenta autovalores negativos. 



O Algoritmo de Região de Confiança usando 0. Método de Levenberg- 

Marquardt 

Vamos apresentar um algoritmo similar ao modelo geral de algoritmo de região 

de confiança apresentado em 11.1. Devemos observar que mudanças em hk foram 

substituídas por mudanças inversas em ,uk. Verificamos que o crescimento de ,uk 

causa decréscimo em Ildkll, e vice-versa. Segue abaixo o algoritmo de Levenberg- 

Marquardt: 

Algoritmo 11.2 Algoritmo do Método de Levenberg-Marquardt: Dados xO 

e p0 . 
k = o 
Repita 

calcule g k  e H k;  

faça, caso necessário, ( H k  + p k I )  ser definida positiva aumentando pk; 

resolva o sistema ( H k  + pkI)dk = -gk para achar dk;  

avalie f ( x k  + d k )  e r'; 

se rk  < 0.25 então pkSs = 4,uk; 

se rk  2 0.75 então pk+l = pk/2; 

se 0.25 L: rk  < 0.75 então ,uk+l = pk; 

se rk  < 0.25 faça xk+I = xk;  

senão xk++l = xk + d k ;  

k = I c + l ;  

Até  convergir. 

Uma vez que o algoritmo foi apresentado, vamos visualizar seus pas- 

sos através da trajetória descrita pelos mesmos. 

Seja o passo do método de Levenberg-Marquardt da iteração k dado 

Por 

d(p)  = - ( H ~ + ~ I ) - ' ~ ' .  

Temos para p = O, quando Ildll é máxima, 



sendo exatamente o passo do método de Newton-Raphson. Para p muito grande, 

ou 1 1  dll próxima de zero, temos: 

1 

representando um passo na direção de máximo declive da função f (.).Na figura 11.5, 

estão os dois passos 11.3 e 11.4. 

Figura 11.5: Passos do e d,. 

Se para uma mesma aproximação quadrática da função f ( e )  em xk,  

qk(-) ,  variamos o valor de p de O a um valor muito grande, então descreveremos a 

trajetória dk(p) de todos os possíveis deslocamentos na iteração k .  Veja na figura 

11.6 a trajetória dk(p). 

A trajetória do método de região de confiança, cujo algoritmo está 

apresentado em 11.1, é igual à trajetória do método de Levenberg-Marquardt, porém 

a parametrização é diferente. Fazendo variar o raio da bola de centro em xk de O 

a um valor muito grande, a trajetória dyh)  de todos os possíveis deslocamentos a 

partir de xk é descrita no sentido oposto.Observe a figura 11.7. 

A resolução do subproblema 11.1 pelo método de Levenberg-Mar- 

quardt não alterou as condições de convergência do método de região de confiança, 

o qual apresenta convergência quadrática de segunda ordem. 



Figura 11.6: A trajetória do método de Levenberg-Marquardt para p E [O, m]. 

Figura 11.7: A trajetória do método de região de confiança para h E [O, oo] 



r 

Considere o problema 

(PR1) min f ( x )  
s . a  Z L x L u  

onde f : IRn --+ IR é uma função não linear, convexa, f ( e )  E C2 e OS vetores I e u 

são conhecidos com I 5 u. Vamos considerar que V2 f ( x )  seja definida positiva para 

I 5 x 5 u e, ainda, que o conjunto viável seja definido por SI = { x  E IRn I I 5 x < 
u ) .  Bertsekas em [3) sugere que a resolução deste problema (PR1)  com algumas 

modificações pode ser obtida resolvendo o seguinte problema para a mesma função: 

(PR2) min f ( x )  
S. a x 2 0, 

para o conjunto viável definido como S2 = { x  E IRn I x 2 O } .  Em geral, os pro- 

blemas (PR1) e ( P  R2) são ditos problemas não lineares com restrições simples, ou, 

mais recentemente, ditos problemas não lineares com variáveis canalizadas. Muitos 

problemas encontrados na prática são formulados como (PR1) e/ou (PR2).  

Vamos estudar primeiramente a resolução do problema em (PR2).  

ição necessária de primeira ordem para que um vetor 3 seja mínimo local do 



problema (PR2) é que 

d f  
-( IC)?  O p a r a 3 i = O , V i = l ,  . . . ,  n, 
dx; 

considerando a possibilidade de 3 ser um ponto da fronteira, e 

af -(3) = Opara 3; > O,Vi= 1 ,..., n. 
a x i  

Um primeiro algoritmo de minimização do problema (PR2) é feito 

de maneira análoga ao método de máximo declive da função f(-) em cada iteração. 

O algoritmo utiliza a direção de máximo declive a partir de xk e projeta os pontos 

xk - akg%obre a região viável. Dado um vetor z E IRn, definimos sua projeção 

Apresentamos, então, o primeiro algoritmo com segue: 

k x (a) = [xk-ag"]+,a>O,Vk=O,I  ,..., 

onde ak, o tamanho do passo na iteração k ,  será o resultado da busca tipo Arrnijo 

onde mk é o primeiro inteiro não negativo m que satisfaz 

e os escalares s, p,a são constantes escolhidas tais que s > O, P E (O, 1) e o E (0, $). 

Geometricamente podemos interpretar 111.3 como na figura 111.1. 

Um segundo e principal algoritmo, que será apresentado na próxima 

seção, utiliza o esquema de 111.3 conjuntamente com informações de segunda ordem 

da função f (-) de modo a combinar a simplicidade do método de máximo declive 

da função com a sofisticada e rápida convergência do método de Newton com res- 

trições.0 tamanho do passo ak será eterminado a cada iteração por uma regra de 

Arrnijo modificada para problemas com restrições,como veremos. 



Figura 111.1: A projeção do próximo ponto sobre o conjunto viável S2. 

Nosso objetivo é resolver o problema posto em (PR2) para tentar resolver facilmente 

o problema em (PR1). Dado o problema (PR2) : 

min f (x) 
s . a  x 2 O '  

se ~i: satisfaz a condição necessária de primeira ordem de otimalidade 111.1 e 111.2 

então ~i: será chamado ponto crítico com respeito ao problema (PR2). 

Direção e Tamanho do Passo 

Modificando a sugestão apresentada, alterando a direção de decréscimo da função 

apresentada em I 1.3, em cada iteração, fazendo 

k k k k +  x k f l =  [x - a  D g ] , (111.5) 

e escolhendo para Dk uma matriz simétrica, definida positiva e parcialmente diago- 

nal, cujos elementos da diagonal d i ,  i = 1, . . . , n, satisfazem 

d < d : < d , V i = l ,  ..., n ; k = O , l ,  ..., 

onde d e d são escalares positivos, a direção 

pk = D~CJ~. 



E o escalar ak, que define o tamanho do passo, será o resultado da busca de Arrnijo 

modificada, para problemas com restrições, feita ao longo da curva 

como veremos. 

A Escolha da Matriz Dk 

Nem sempre será possível reduzir a função f (.) na iteração L + 1 se temos para D k  

somente as propriedades mencionadas acima. Veja um exemplo na figura 111.2. 

Figura 111.2: A escolha imprópria da matriz Dk 

Identificaremos a classe de matrizes Dk, na qual será sempre possível 

reduzir a função objetivo. Vamos introduzir, para isto, a definição 

I+(x)  é o conjunto dos índices das componentes nulas de x com variação positiva da 

função objetivo, isto é, o conjunto dos índices das variáveis ativas na iteração h. 

Dizemos que uma matriz simétrica, D, n x n, com elementos dij  é 

diagonal com respeito a um subconjunto de índices I C (1,2,. . . , 1 2 1  se 



Exemplificando, supondo n = 5 e I = {1,3),  então D é da forma: 

Vamos introduzir também o lema: 

Lema 111.1 Sejam x 2 O e D u m a  matriz simétrica definida positiva que é diagonal 

com respeito a I+(x) .  Considere, ainda, 

Então temos: 

(a) o vetor x é u m  ponto critico com respeito ao problema (PR2)  se, e somente se, 

(b) se x não éponto  crítico com respeito ao problema ( P R 2 )  então existe u m  escalar 

ã! > O tal que 

f [x(a)l < f (4 V a  E (07 61. 

Consequentemente, a matriz Dk na iteração 

k k k +  xk+l = [xk - a D g ] 

deve ser escolhida de maneira a ser diagonal com respeito a um subconjunto de 

índices que contém 

I+(x*) = {i I x$ ~ , ~ g "  > O ) .  

(Veja Proposição 1 em [3] .) 

Com o objetivo de superar certas dificuldades causadas pelo fato de 

I+(xk) exibir algumas discontinuidades na fronteira do conjunto de restrições, o que 



pode provocar um engarrafamento do algoritmo, é necessário aumentar o conjunto 

I+ (xk) relaxando a igualdade 

k x; = O 

para 

O 5 xk 
2 < - ek 

onde 

k k 
E = min{s,w ). 

O escalar e é uma constante dada geralmente pequena e o escalar wk é obtido fazendo 

A matriz M é uma matriz diagonal, definida positiva, também dada, que pode ser, 

por exemplo, a matriz identidade com dimensão n x n. O escalar w k nos dá a noção 

do que é 'pequeno' em cada iteração, enquanto e é algo pequeno à todas iterações 

do algoritmo. Assim para efeito de notação o novo conjunto fica definido como 

egra de Armijo Modificada 

A regra de Armijo será expressa, com a introdução do conjunto I:, por 

onde mk é o primeiro inteiro não negativo m tal que 

A regra para o tamanho do passo 111.6- 111.7 está próxima daquela 

para problemas sem restrições. Quando I: = 0, a expressão do lado direito de 111.7 

fica 

m kt k 
o P 9  P ,  

que é idêntica à correspondente na regra de Armijo para problemas sem restrições. 

No caso de I: = (1,2,. . . , n), então a desigual ade 111.7 é idêntica à 111.4. 



Pelo lema 111.1, temos que a expressão à direita de 111.7 é não nega- 

tiva e, é somente positiva se, e somente se, x k não for ponto crítico. Quando xk não 

for um ponto crítico o tamanho do passo ak será sempre determinado em um número 

finito de iterações. Se x k é um ponto crítico, então, temos que ambos os termos do 

lado direito da desigualdade 111.7 são nulos para todo a 2 O e consequentemente 

111.7 será satisfeita por m = 0. 

O Algoritmo 

Vamos mostrar a seguir o algoritmo de Gradiente Projetado para variáveis positivas. 

Algoritmo 111.1 Algoritmo de Gradiente Projetado para Variáveis Posi- 

tivas: Dados xO,  E > O,M,/? E (O, 1 )  e a E (0,O.s). 

k = O  

Repita 

calcule gk e H k ;  

ache c k ;  

determine o conjunto ativo I ; ;  

monte Dk diagonal com respeito ao conjunto I;; 

determine a direção pk = D k g k ;  

faça a busca de Armijo com relação a I; obtendo ak; 

avalie xk++l = xk((ak)  = [ x k  - a"']+; 

k = I c + 1 ;  

Até convergir. 

Concluindo, o algoritmo 111.1 está bem definido, decresce o valor da 

função objetivo a cada iteração k  para a qual xk não é ponto crítico e essencialmente 

termina quando x k é ponto crítico. 

Agora falaremos à respeito da convergência e taxa de convergência 

do algoritmo proposto em 111.1. 

O algoritmo apresentado acima nos fornece um ponto de acumulação 

que satisfaz as propriedades de um ponto crítico para o problema em (PR2). (Veja 



Proposicao 2 em [3 ] . )  

Veremos que além do algoritmo ser facilmente implementável e con- 

vergente ele apresenta mais uma vantagem. Definindo o conjunto 

que caracteriza as restrições ativas em x, temos para x* mínimo local, satisfazendo a 

segunda condição suficiente de otimalidade, que o algoritmo identificará as restrições 

ativas em z* em um número finito de iterações, ou seja, existirá E tal que 

(Veja Proposição 3  em [3] .) 

Temos como propriedade do algoritmo 111.1 o fato do método de 

minirnização com restrições se reduzir a um método de minimização sem restrições 

em um subconjunto, T, dito das restrições ativas em x*: 

e, ainda, para algum índice E ,  teremos 

Isto mostra que se a parte da matriz D ~ ,  correspondente aos índices i E I: for 

escolhida para ser a inversa da matriz Hessiana de f (.) com relação a esses índices, 

então o algoritmo efetivamente se reduz ao método de Newton restrito ao subespaço 

Considerando em 111.5, que 

onde J* é a matriz cujos elementos J(: são 

O se (i # j )  e (i E I: ou j  E I f ) ,  [ J * ] ] ; ~  = [H*], caso contrário. 

Então o algoritmo .I converge para x*, mínimo local, e a taxa de convergência 

de { I  xk - x* 1 )  é superlinear. (Veja Proposição 4 em [3] .) 



O algoritmo 111.1 descrito anteriormente pode ser facilmente extendido para com- 

preender problemas do tipo ( P R 1 )  

min f ( x )  
s . a  I < z s u  

onde I e u são vetores dados para serem os limites inferior e superior de x com I 5 u. 

Para isto, precisamos modificar o conjunto I: para 

e a definição xk(cr)  fica 

k k k #  z  (a)  = [ x k  - crD g ] , 

onde para todo z E IRn, definimos sua projeção sobre Si como 

Veja na figura 111.3 a interpretação geométrica de [ x k  - a k ~ k g k ] # .  

Figura 111.3: A projeção do próximo ponto sobre o conjunto viável Si. 

Analogamente, ek será dado por 

k 
E = min{~, tu:)) 



onde 

tu: = llxk - [xk - ~ ~ ~ 1 ~ 1 1 .  

A matriz Dk é escolhida sendo definida positiva e diagonal com respeito a I;, e M 

é uma matriz definida positiva diagonal constante. A iteração é dada por 

onde ak é escolhido pela regra de Armijo 111.6- 111.7 com [xf - x f (pm)]#  no lugar 

de [xf - xf (pm)]+.  

Este algoritmo considera o fato de algum limite superior u; ser +a 

e/ou algum limite inferior 1; ser -m, ou seja, quando apenas um limite superior 

e/ou um limite inferior é imposto a alguma variável x; do problema. O algoritmo 

extendido às variáveis canalizadas é apresentado a seguir. 

Algoritmo 111.2 Algoritmo de Gradiente Projetado para Variáveis Cana- 

lizadas: Dados xO, l, u ,  e > 0,M,P E ( O ,  l )  e o E (0,O.S). 

k=O 

Repita 

calcule gk e H k ; 

ache E # ;  

determine o conjunto ativo I;; 

monte Dk diagonal com respeito ao conjunto I;; 

. determine a direção p" Dkg'"; 

faça a busca de Armijo com relação a I; obtendo uk; 

avalie xk+l = x k( a k)  = [xk - ukpk]lH; 

k = k + l ;  

Até convergir. 

Mostramos a seguir um exemplo de minimização sobre um conjunto 

ativo. Observe a figura 111.4. 

Este outro exemplo, na figura I .5, apresenta uma busca e projeção 

para um problema não linear f : com variáveis canalizadas. 



Figura 111.4: A miniinização sobre um conjunto ativo. 

11.5: O próximo ponto no método de gradiente projetado. 



Considere o problema 

(PR1) min f(x)  
s . a  2 5 x 5 ~  

onde f : IRn ---+ R é uma função não linear, f (.) E C', e OS vetores I e u são 

conhecidos com 1 5 u. Sejam os conjuntos SI = {x E IRn I 1 L x 5 u),dito conjunto 

viável, e S: = {x E IRn I 1 < x < u), dito conjunto interior de SI. Chamamos o 

problema (PR1) de problema não linear com variáveis canalizadas ou com restrições 

simples. Iremos resolvê-lo usando um método de ponto interior. Nosso algoritmo de 

rninirnização usa o método de regiões de confiança elipsoidais centradas em pontos 

no interior da região viável. Mais uma vez iremos minirnizar o modelo quadrático 

da função não linear f ( a ) ,  q(d), expresso por 

com o objetivo de encontrar, com repetidas tentativas, um ponto de mínimo local 

da função não linear f (.) em S:. 

Usaremos o algoritmo de Levenberg-Marquardt (ver capítulo 

daptado ao nosso método de região de confiança com formato elipsoidal levando 



em conta que nossas variáveis são do tipo canalizadas. Acrescentamos ao méto- 

do de Levenberg-Marquardt um algoritmo para o tratamento de variáveis ativas 

feito por Sagara[23], que resolve problemas de mínimos quadrados com restrições 

simples. Esse algoritmo também sofreu alguns ajustes para ficar de acordo com 

o nosso problema original. A convergência global de um algoritmo semelhante ao 

nosso foi demonstrada por Sagara[23], para problemas de mínimos quadrados. Para 

problemas gerais, admitindo-se funções não coilvexas, não há ainda uma demons- 

tração de convergência. O estudo de restrições simples é um caso particular do 

estudo de problemas de programação não linear com restrições lineares, realizado 

por Gonzaga[l 1] . Nessa referência indicam-se resultados de convergência bastante 

gerais, mas ainda sem demonstrações completas. 

A aproximação quadrática da função não linear f (.) será minirnizada sobre um 

elipsóide simples dentro da região viável determinada pelo vínculo 

Entende-se por um elipsóide simples um elipsóide cujos eixos são paralelos aos eixos 

coordenados, como mostra a figura IV.l. 

x 2  

Figura IV.l: Um elipsóide simples 

O elipsóide simples é representado pela equação 

cltS2d = 1 ou )1Sd)l = 1 



onde S é uma matriz diagonal cujos elementos são 

onde d; é o tamanho do eixo do elipsóide paralelo ao eixo da variável x;. 

O formato da região de confiança do algoritmo na iteração k é deter- 

minado pelo maior elipsóide simples centrado em xk dentro da região viável. Como 

a região viável está determinada pelo vínculo I 5 x 5 u, que geometricamente re- 

presenta uma 'caixa' no caso do problema ser de dimensão 3 ou um retângulo no 

caso de ser bi-dimensional, então o elipsóide será construído achando 

A região em torno de xk definida por IISdll 5 1 define o maior elipsóide simples 

centrado em xk e inteiramente contido na região viável. 

Ilustramos, na figura IV.2, a construção de elipsóides simples 1 1  SdII 5 

h ,  com h = 0.5,1,2, centrado em xk para um problema bi-dimensional. 

Figura IV.2: Elipsóides simples de centro zk com h = 0.5,1,2.  

O algoritmo efetivamente resolve a cada iteração 



min qk (d) (IV.2) 

S. a dtS2d < hk2 

onde qk(-) é a aproximação quadrática da função objetivo f (.) e dtS2d 5 hk2 é a 

região de confiança com formato adaptado ao conjunto viável do problema original 

(PR1). Se fizermos hk < 1, o resultado de IV.2 será sempre um ponto interior. No 

entanto, essa limitação não é conveniente em geral: basta garantir que o resultado 

de IV.2 seja interior, o que pode ocorrer com hk >> 1. A escolha da região de 

confiança será estudada na próxima seção. 

As condições de otimalidade para este problema IV.2 são as condi- 

ções de Karush-Kuhn-Tuclter já apresentadas no capítulo 11. Definindo 

vamos apresentar o seguinte teorema: 

Teorerna IV.1Se d^ é uma solução Ótima para o problema IV.2, então existe o 

escalar p tal que 

vqk(d) + p ~ c ( d )  = O,  

p 2 O e  
pc(d) = O,  

para d viável.(Veja Teorema I<. I<. T. em [I] .) 

(IV. 3) 

O gradiente da aproximação quadrática, apresentada em IV.l, é 

vqk(d)  = gk + ~ ~ d ,  (IV .4) 

e o gradiente da função c(d) é 

Vc(d) = 2S2cZ. (IV .5) 

Introduzindo IV.4 e lV.5 em IV.3 obtemos 

Concluindo, teremos que resolver o sistema expresso em IV.6 para 

encontrarmos a solução global d^ em qk( ( .  sujeito a dtS2d < hk2. 



A condição de otimalidade desenvolvida acima extende o resultado do teorema 11.1 

do cap. 11 para o caso de regiões não esféricas, e sugere o uso do algoritmo de 

Levenberg-Marquardt que resolve o subproblema do método de região de confiança. 

Nosso subproblema está determinado por IV.2. Porém o algoritmo de Levenberg- 

Marquardt minimiza funções não lineares sem restrições. Algumas modificações 

serão feitas no sentido de que usemos tal algoritmo. 

O Tamanho do Passo 

Em geral, o tamanho do passo no método de região de confiança está determinado 

antes de escoll-iermos a direção do deslocamento em uma iteração. Usando o algo- 

ritmo de Levenberg-Marquardt o tamanho do passo fica implicitamente definido por 

P -  

ireção do Passo 

O método de Levenberg-Marquardt, fundamentado em IV.6, nos faz crer que para 

um certo p > O tal que ( H ~  + pS 2)  seja definida positiva encontraremos dk satis- 

fazendo ( H k  + ,xS2)dk = - g k .  0 próximo ponto será 

somente se a aproximação entre a função quadrática e a função não linear for consi- 

derada 'boa' pelo teste feito através dos valores da razão rk.(Veja cap. 11.) Como no 

método de Levenberg-Marquardt para o caso desvinculado, cada iteração vai partir 

de um valor ,xk e obter um passo dk satisfazendo ( H k  + ,xkS2)dk = - g k .  Agora, 

a adequação de dk deverá ser testada para satisfazer dois requisitos: viabilidade e 

precisão da aproximação quadrática. A figura IV.3 mostra a variação de dk sobre 



a trajetória d(p)  quando ,u varia continuamente (compare com a figura 11.6 no cap. 

Figura IV.3: A trajetória do método de regiões de confiança elipsoidais para ,u E 

[o, 001. 

O Ponto Resultante na Iteração k Pode Não Ser Viável 

Dado xk na iteração L conliecemos de imediato o maior elipsóide centrado em xk 

dentro da região viável, o qual chamaremos de Ek. 0 valor de ,uk definido na iteração 

anterior pode gerar um elipsóide tal que alguma componente de xk + clk esteja fora 

de seus limites quando minirnizamos a qradrática sobre o elipsóide. Observe a figura 

IV.4. 

Nesse caso, para contornarmos tal dificuldade no método de Leven- 

berg-Marquardt, preparamos o nosso algoritmo de maneira que ele ache o ponto de 

mínimo da quadrática sobre o elipsóide e depois teste se o próximo ponto é viável. 

Sendo viável, passamos então para o teste r" senão fazemos duas considerações. 

Definindo a máxima violação como 

t = max max 
i=1, ..., n 



Figura IV.4: O próximo ponto pode não ser viável. 

vamos calcular t e executar os seguintes testes: 

a. se t < 1, então xk + dk é ponto interior; 

b. se t E [I, 1.51, então reduzimos Ildhll mantendo a direção de modo a obrigar 

xk + dk a ser viável; 

c. se t > 1.5, então rejeitamos o passo e aumentamos pk de maneira a reduzir o 

raio da região de confiança, ou seja, a fazer o tamanho do elipsóide centrado 

em xk diminuir e resolvemos novamente o sistema ( H ~  + ,xks2)dk = -gk a fim 

de obtermos outro ponto. Na verdade,estamos fazendo, com isto, que o ponto 

seja deslocado ao longo da trajetória da figura IV.3 até se tornar um ponto 

viável. 

O teste de viabilidade é feito para xk $ l . l d k  dando nos a garantia de xk + dk ser 

um ponto interior. Vamos apresentar a seguir o algoritmo propriamente dito. 

lgoritmo do Método de 

dais com Variáveis Canalizadas: Dados pO, I ,  u, xO.  

k = O  

Repita 

calcule gk e H k;  

ache o elipsóide simples centrado em xk segundo os limites impostos por 

l e  u; 



faça, caso necessário, ( H k  + ,uks2*) ser definida positiva aumentando 

determine o deslocamento dk resolvendo o sistema 

k 2k ( H ~  + $ s )dk = -gk; 

determine xk+l = xk + dk viável testando a viabilidade para xk + l . l d k ,  

enquanto x k  + l . ld k  não for viável, faça: 

determine a maior violação calculando t 

1.1df -1.ldf 
t = max max 

i=l, ..., n u. - 2.' x. - li 2 2 2  

se t < 1  então x k  + l . l d k  é viável; 

se t E [l ,  1.51 então x k  + l . ld k  não é viável, faça dk = d k / t ;  

se t > 1.5 então x k  + l . l d k  não é viável, faça pk = 4 p k ,  e ache 

novo dk resolvendo novamente o sistema 

( H ~  + + k ~ 2 k ) d k  = -gk; 

avalie f ( x k  + d k )  e r k ;  

teste r k  segundo a heurística : 

se rk  < 0.25 então faça pk = 4 p k ;  

senão se r k  2 0.75 então faça = pk/2;  

se r k  2 0.25 então xk+' = xk + d k;  

senão xk+l = x k ;  

k = k + l  

Até convergir. 

O Conjunto Ativo 

Frequentemente as soluções dos problemas como em ( P R 1 )  estão na fronteira da 

região viável. O algoritmo constrói regiões de confiança elipsoidais que se tornarão 

cada vez mais finas, a medida que o algoritmo vai gerando pontos de mínimo, cau- 

sando grande instabilidade numérica. Veja a figura IV.5. 

O conjunto ativo é criado para sobrepor tal dificuldade aliado ao fato 

de que o nosso método é interior. 



Figura IV.5: Um elipsóide mal-condicionado. 

Vamos definir para uma iteração k os seguintes conjuntos E-ativos, 

para um dado E > 0: 
k A: = {i I x; > ui - e) 

e 

A; = {i 1 xf < li + E ) .  

Definimos o conjunto ativo como 

A" = A; U A: 

na iteração k. Diz-se que x; é ativa se i E AE. Como exemplo, no caso bidimensional, 

na figura IV.6, se xk apresenta alguma componete na área hachurada, o conjunto 

ativo deixa de ser vazio na iteração k. 

Figura I1 1.6: Representação dos pontos s-perto da fronteira do conjunto viável. 

Conhecendo o subproblema do método de região de confiança IV.2 

expresso por 
"n q k ( d )  
S. a dtS2d 5 h

k2 ' 



a introdução da técnica de conjuntos ativos propõe o mesmo subproblema com mais 

um vínculo - o passo na iteração k tem componentes nulas para as variáveis ativas. 

Traduzindo, temos um novo subproblema 

min qk (d )  (IV .7) 

No subespaço gerado pelas variáveis que não são ativas o elipsóide não será mal- 

condicionado, pois todos os eixos têm comprimento maior ou igual a e, e, assim, 

podemos continuar com o algoritmo a fim de melhorar a sua solução. 

Ponto E-Ótimo 

Supondo que as seguintes condições sejam satisfeitas para xk na iteração L: 

a. 

onde Z > O é dado com e > Z. Neste caso, podemos dizer que xk é um ponto e-ótimo, 

ou seja, xk pode ser considerado como a solução aproximada do nosso problema de 

minimização (PR1). De fato, ao longo de qualquer direção viável d  que se afaste 

das restrições &-ativas, teremos 

o que corresponde à condição 

I I ~ ~ l l m  I E 

para o caso desvinculado. No caso da condição a. não ser satisfeita, podemos 

prosseguir com o algoritmo resolvendo o subproblema IV.7, o qual está bem condi- 

cionado. Contudo, se a condição a. é satisfeita, porém se . OU C. não são, 



podemos, ainda, assim,melhorar o ponto de mínimo na iteração. Para isso, relaxa- 

mos a restrição no subproblema IV.7 retirando um índice i* do conjunto ativo que 

causa violação da condição b. ou c.. 

Figura IV.7: Podemos tornar livre a variável xf ativa. 

Na figura IV.7, apresentamos um exemplo que evidencia que apesar 

da variável xf estar fixa, pois temos i no conjunto ativo, podemos torná-la livre uma 

vez que a direção que esta componente tomará será contrária àquela que causaria 

instabilidade ao algoritmo. 

Como relaxar a restrição referente ao conjunto ativo na iteração L? 

escolhendo o índice i* da variável z$ em A" tal que 

Vejamos porque. Se b. ou c .  não são satisfeitas, significa que 

OU 

3 E A", gf 2 E", 

que implica em 

Igfl > Z Vi i A; U A:, = A". 

Nesse caso iremos escolher i* que satisfaz IV.8. Novamente resolvemos o proble- 

ma IV.7 para o novo conjunto ativo na iteração k com a certeza que estaremos 

melhorando a solução do problema (PR1). 

O Algoritmo para o Conjunto Ativo 

A seguir apresentamos o algoritmo para o tratamento das variáveis ativas. 



Algoritmo IV.2 Algoritino do Conjunto Ativo: 

Se xk não é &-ótimo, faca: 

determine A; ,A: e A"; 

se (a. é satisfeita) e (b. ou c .  não são satisfeitas) então 

encontre i* = argmax{lg~l I i E A"); 

faça A" = A" - {i*); 

resolva o problema IV.7; 

Conseguimos, portanto, com esse algoritmo IV.2, tratar as variáveis 

ativas em um número finito de iterações sem que problemas de mal-condicionamento 

aconteçam com o nosso algoritmo de minimização. 

O Algoritino Final 

Apresentamos o algoritmo do método de regiões de confiança elipsoidais com variá- 

veis canalizadas introduzindo a técnica de conjuntos ativos a seguir: 

V.3 Algoritmo do Método de egiões de Confiança Elipsoi- 

dais com Variáveis Canalizadas com Conjuntos Ativos: Dados e,  E", +O, I ,  u, 

xO. 

/L = o 
Repita 

calcule gk e Hk; 

ache o elipsóide simples centrado em xk segundo os limites impostos por 

l e  u; 

determine o conjunto ativo em xk;  

faça, caso necessário, (Hk + +'s2*) ser definida positiva para as variáveis 

não ativas aumentando ,!ik; 

determine o deslocamento dk : 

para a variável xf ativa faça df = 0; 

para as variáveis não ativas resolva o sistema 

k 2k ( H ~  + + s )dk = -gk; 



determine xkfl = xk + dk viável testando a viabilidade para xk + l . ldk,  

enquanto xk + l.ldk não for viável, faça: 

determine a maior violação calculando t 

1Sdt -1.ldf 
t = max max 

i=1, ..., n 

se t < 1 então xk + l . ldk é viável; 

se t E [I, 1.51 então xk + l . ldk não é viável, faça dk = dk/t; 

se t > 1.5 então xk + l.ldk não é viável, faça +k = 4+k, e ache 

novo dk resolvendo novamente o sistema 

avalie f (xk + dk) e rk;  

teste rk segundo a heurística : 

se r k < 0.25 então faça +k = qPk; 

senão se r k  > 0.75 então faça +k = +"2; 

se r k  > 0.25 então xk+' = xk + dk; 

senão xkfl = xk; 

L = E + l  

Até convergir. 

No próximo capítulo, falaremos melhor a respeito da implementação 

do teste de convergência do algoritmo que acabamos de descreves. 

Apresentamos um exemplo, na figura IV.8, onde mostramos as cons- 

truções dos elipsóides simples centrados em pontos viáveis que caminham em direção 

do ponto de mínimo da função f ( v ) .  



Figura IV.8: Passos do algoritmo de regiões de confiança elipsoidais com variáveis 
canalizadas para uma função no Et2. 



Neste capítulo, vamos abordar a implementação comput acional dos algoritmos de 

minimização com variáveis canalizadas apresentados nos capítulos anteriores. Tam- 

bém, serão mostradas algumas características dos algoritmos implementados e al- 

guns testes realizados para problemas de minimização variados. Finalmente faremos 

algumas comparações entre os algoritmos. 

ação Co t aciona1 

A linguagem computacional escolhida foi a linguagem C, por ser uma linguagem 

moderna, dispor de mais recursos de memória e apresentar maior portabilidade. 

O equipamento utilizado foi um microcomputador PC-XT. Nosso código computa- 

cional certamente não é o mais eficaz, visto que estamos preocupados somente com 

a eficiência dos algoritmos matemáticos. Contudo, uma elaboração melhor a nível 

de programação reduziria o tempo de execução de cada iteração dos algoritmos. 

Foi observado, em especial, que o algoritmo do conjunto ativo IV.2, apresentado no 

capítulo IV, pode ser aprimorado usando regras heurísticas. Notou-se que certas 

variáveis ficaram fixas por muitas iterações desnecessariamente, atrasando a resolu- 

ção do algoritmo. Deixamos isto como sugestão de um futuro trabalho! 



Os algoritmos de minimização de funções não lineares com variáveis canalizadas 

implement ados comput acionalmente foram: 

método de gradiente projetado, 

método de região de confiança com formato elipsoidal usando o método de 

Levenberg-Marquardt, e 

método de máximo declive tendo como base o método de gradiente projetado. 

Os programas para estes algoritmos descritos acima foram feitos para resolverem 

problemas de minimização com dimensão no máximo 20. Essa característica define 

nossos programas como programas de pequeno porte. 

O Programa de Gradiente Projetado 

O programa de Gradiente Projetado segue basicamente o algoritmo 111.2 apresen- 

tado no capítulo 111. Essa implementação foi fácil no sentido de que não houve 

necessidade de se acrescentar algoritmos externos na sua composição, simplesmente 

o traduzimos para a nossa linguagem computacional. 

O Programa de egião de Confiança com Formato Elipsoidal usando o 

étodo de Levenberg-Marquardt 

Esse programa está fundamentado no algoritmo IV.3 do capítulo IV. Ele foi de 

todos o mais trabalhoso. A primeira dificuldade surgiu na determinação da matriz 

da condição de otimalidade de 1C.K.T. - ( H k  + + ' s ~ ~ ) .  A propriedade da matriz 

(HX + + k ~ 2 k )  ser definida positiva foi averiguada pela não negatividade de seus 

auto-valores, que, por conseguinte, foram determinados pela decomposição LDLt da 

matriz cuja referência foi 191. Além disso, linhas e colunas da matriz de K.K.T. cujos 

índices eram iguais aos índices das variáveis ativas deveriam ser eliminadas, uma 



vez que para essas variáveis o deslocamento deveria ser nulo. Consequentemente, a 

matriz de otimalidade de K.K.T. poderia apresentar dimensão menor que a matriz 

de otimalidade do problema de minirnização original. 

A segunda dificuldade diz respeito a determinação do conjunto ativo 

das variáveis do problema de minimização. O algoritmo proposto por Sagara[23], 

apresentado em IV.2 no capítulo IV, foi ligeiramente modificado no sentido de 

'enfraquecer' o conjunto das variáveis ativas. Apresentamos, a seguir, a modi- 

ficação.Considerando X definido como 

00 se IAE[ = n 

n- IAE I caso contrário 

então fazemos 

A" = A" - {i). 

Outra modificação foi necessária fazer a fim de 'fortalecer' o conjunto ativo: no caso 

de ser possível melliorar o ponto de mínimo xk na iteraão k do algoritmo, retirando 

do conjunto ativo aquele índice i* descrito em IV.8, então só o fazemos, se 

onde é o eixo do maior elipsóide simples centrado em x k dentro da região viável 

paralelo ao eixo da variável x; na iteração k .  

A terceira dificuldade apareceu na determinação do próximo ponto 

viável calculado pelo algoritmo. O sistema linear ( H k  + p ~ " ) d  = - g k  foi resolvido 

invertendo-se a matriz definida positiva ( H k  + p k s 2 * ) .  Na inversão usamos o método 

de Gauss-Jordan por colunas descrito em (71. Sendo o nosso problema de pontos 

interiores, fizemos o teste de viabilidade para xktl = ( x k  + l . l d k )  obedecendo exa- 

tamente o algoritmo IV.3 : fazendo o teste da razão para escolher a maior violação 

entre os limites impostos a cada variável, e escolhendo a maior violação t entre as 

variáveis. Pelo valor de t ,  sabemos se o próximo ponto torna-se-á interior apenas 

reduzindo o deslocamento, dividindo-o pela maior violação, ou se calculando novo 

deslocamento pela minimização da quadrática em outro elipsóide menor decorrente 

da quadruplicação do valor de , L L ~ .  



A última dificuldade está relacionada com o teste de convergência do 

algoritmo realizado a cada iteração. Se todas as variáveis são ativas na iteração, 

então nosso algoritmo chegou ao seu fim e o resultado, o ponto de mínimo local, é 

exatamente o último ponto do algoritmo.No caso de se ter todas as variáveis livres 

na iteração, então , como primeira condição de convergência , sendo g k  o gradiente 

e E > O um número pequeno escolhido, devemos ter 

Se temos variáveis ativas e não ativas em uma mesma iteração, escolhemos somente 

as componentes do vetor gradiente cujos índices não são os índices das variáveis 

ativas e achamos a norma desse novo vetor gradiente reduzido recaindo no teste da 

primeira condição de parada do algoritino. Como segunda condição de convergência 

do algoritmo, supondo ~f o número de algarismos significativos em f k e Ok = T~ (1 + 
I  f  1 )  a acurácia absoluta, estabelecemos que 

deva acontecer. E para a terceira condição de convergência do algoritmo, afirmamos 

que a desigualdade a seguir deva ser verdadeira 

Finalmente, se as três condições são verdadeiras simultaneamente então considera- 

mos x k o ponto de mínimo local fornecido pelo algoritmo. 

Com a intenção de uniformizar os algoritmos implementados, usamos 

esse teste de convergência, totalizando três condições, nos outros dois algoritmos. 

O Programa de 

O programa de máximo declive para funções não lineares com variáveis canalizadas 

foi feito com o objetivo de servir de instrumento de nossas comparações e conclusões 

dos testes dos algoritmos de minimização as quais serão apresentadas na seção final 

deste capítulo. Esse programa segue basicamente o algoritmo de gradiente proje- 

.2 do capitulo III excluindo as informações de segunda ordem da função 



objetivo. A direção do deslocamento é exatamente a direção oposta ao gradiente o 

que ocasionou pequenas mudanças no algoritmo de gradiente projetado. A seguir 

apresentamos o algoritmo de máximo declive. 

Algoritmo V . l  Algoritmo de Máximo Declive para Variáveis Canaliza- 

das:Dados xO,l,u,& > O,M,P E ( 0 , l ) p  E (0,0.5). 

k = O  

Repita 

calcule gk, e H k;  

ache E'; 

determine o conjunto ativo I:; 

faça pk = -gk; 

faça a busca de Armijo com relação a I: obtendo ak; 

avalie xk+l = [xk + akpk]#; 

k = k + l ;  

Até convergir. 

Para efeito de comparação realizamos os testes para os seguintes programas 

gradiente projetado, 

região de confianqa com formato elipsoidal, e 

máximo declive. 

Os Problemas de 

Dentre as referências: Fletcher[G] ; Dennis e Schnabel[l3]; Gill, Murray e Wright [a]; 
Hock e Schittkowslii[l2], preparamos 14 problemas de rninimização não lineares com 

variáveis canalizadas de dimensão variando de 2 a 20. Entre as funções objetivo, 

estão funções convexas e não convexas. Tivemos o cui ado de escolher o conjunto 



viável de cada problema de rninimização de modo a não conter o ponto de mínimo 

global, exceto para o problema (PIO). Determinamos limites inferiores e superiores 

para as variáveis de tal maneira que essas variáveis ao longo das iterações se apropri- 

assem de todas as características possíveis envolvendo a técnica de conjuntos ativos. 

Por último, temos os pontos iniciais de cada problema interiores aos respectivos 

conjuntos viáveis. 

Na próxima seção, apresentamos os problemas de minimização com 

seus pontos iniciais,xO, e seus pontos de mínimo global, x*. 

Os  Testes 

Para um mesmo problema de minirnização executamos os 3 programas com o mesmo 

ponto inicial e o mesmo conjunto viável. Os resultados mostramos em um gráfico 

que apresenta os códigos: fE, fB e fG ,  que significam os valores das funções objetivo 

dos pontos de mínimo ao longo das iterações dos algoritmos região de confiança com 

formato elipsoidal, gradiente projetado e máximo declive respectivamente. Esses 

mesmos resultados podem ser vistos em tabelas. Como a dimensão das funções- 

objetivo é multivariada, apresentamos somente para as funções-objetivo de dimensão 

2 mais um resultado onde fazemos um gráfico ilustrando suas curvas de nível e os 

pontos de mínimo do algoritmo de região de confiança com formato elipsoidal. 



Problema (P I ) 

Numero d l teracoeç 



47 

Problema íP1) 



Figura V.l: Curvas de nível da função objetivo de ( P l )  e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



( P 2 )  min fi = 2xF + 42; - 4x1 - 8x2 

s.a -8 I xi O 
2 2 x 2 5 9  

Numero d l teraco 
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Problema (P2) 



Figura V.2: Curvas de nível da função objetivo de (P2) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



( P 3 )  min f3 = 100(x2 - x : ) ~  + ( 1  - x ~ ) ~  

s.a -2 5 21 5 0.8 
o 5 x 2 5  2 

Numero d Iteracoeç 
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Problema (P3)  



Figura V.3: Curvas de nível da função objetivo de (P3) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



( P 4 )  min f4 = ( x l  + 1 0 ~ 2 ) ~  + 5(x3 - ~ 4 ) ~  + ( x 2  - 2 ~ ~ ) ~  + 10(xl  - x4)4 
1  < x i s  4  

- 1.001 x2 2 
s.a 

- 1 2 3  < 0.01 
o x , s  2 
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Problema (P4) 



(P5) min f5 = $1 + x: + x2 + 5 

s.a 9.005 < XI < 12 
-10.008 5 xz < -8 



Problema (P5) 
f~ 

10205.000000 
f~ 

10205.000000 



Figura V.4: Curvas de nível da função objetivo de (P5) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 
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Problema (P6)  



Figura V.5: Curvas de nível da função objetivo de (P6) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



(P7) min f7 = 100(x2 - x S ) ~  + ( 1  - x1)2 + 100(x4 - x : ) ~  + ( 1  - 
-2 5 x1 5 0.8 

s.a 
o 5 x 2 2  
-2 5 23 5 0.8 
o 5 x 4 5  2 

Problema ( ~ 7 )  

Numero Itel-aco 
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Problema (P7)  







( P 9 )  min f9 = (cosxl - cosx2 + - 2 ~ e n q ) ~  + (3cosx2 + 2senx2 - cosxl - 2)2 

s.a -0.5 5 X I  5 0.9 
0.1 5 2 2  1. 0.5 

Numero d 
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Problema (P9)  



Figura V.6: Curvas de nível da função objetivo de (P9) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



( P I O )  min fio = 100(xS - ~ 2 ) ~  + ( 1  - x ~ ) ~  + 90(x3  - x4)2  + ( 1  - x ~ ) ~ +  
10 .1[ (1  - ~ 2 ) ~  + ( 1  - ~ 4 ) ~ ]  + 19.8(1 - x 2 ) ( 1  - x 4 )  
-5 5 xi  5 2 
-3 5 x2 5 2 s.a 
-5 5 x3 5 2 

< 2 -3 5 x4 - 

Numero d e  lt 



Problema (PIO) 



Numero d Iteracoeç 
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Problema íP11) 



X 

Figura V.7: Curvas de nível da função objetivo de (P11) e os pontos de mínimo do 
algoritmo região de confiança com formato elipsoidal. 



Numero d 
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Problema (P12) 



(P13) min f13 = 

Problema ( 
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Problema (P13) 







81 

Problema (P14) 



Os algoritmos método de região de confiança com formato elipsoidal, método de gra- 

diente projetado e método de máximo declive foram implementados nesta tese sem a 

preocupação quanto a eficiência numérica. Nosso objetivo foi analisar o desempenho 

dos algoritmos com restrições simples do ponto de vista de convergência. 

Resolvemos 14 problemas não lineares de minirnização de pequeno 

porte usando os três algoritmos citados acima. Os problemas foram selecionados 

com funções convexas e não convexas e de maneira que pudéssemos observar a 

técnica de conjutos ativos introduzida no método de região de confiança. 

O método de região de confiança com formato elipsoidal apresentou- 

se robusto.Ele foi capaz de resolver todos os problemas. Porém foi muito eficiente 

para os problemas com funções não convexas, veja os resultados comparativos de 

P4, P8, PIO, P13 e P14. Os problemas não lineares quadráticos, P1, P2, P5 e P6, 

mostraram-se triviais para os métodos gradiente projetado e máximo declive. 

Observou-se uma certa lentidão na liberação das variáveis perten- 

centes ao conjunto ativo de alguns problemas, como P1, P2, P5, P6, P8, P9, P11, 

14, o que prejudicou o desempenho do algoritmo do método de região de con- 

fiança com formato elipsoidal. O uso de estratégias arrojadas no algoritmo que trata 

o conjunto ativo pode melliorar bastante o seu desempenho, podendo até competir 

com os métodos que foram eficientes nos problemas quadráticos. 
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