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É apresentada neste trabalho, uma versão modificada do Algoritmo Elástico deno- 

minada por Filtro, aplicada sobre um problema de otimização combinatória muito 

famoso, o problema do Caixeiro Viajante. Com o objetivo de reduzir o tempo de 

processamento do Algoritmo Elástico, desenvolveu-se uma modificação do mesmo, 

no sentido de minirnizar o número de cálculos de distâncias necessários em cada 

iteração do algoritmo. A aplicação do método em vários conjuntos de cidades ge- 
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Capítulo I 

Int roducão 3 

Um problema de Otiinização Combinatória pode ser caracterizado pela minimização 

ou maxirnização de uma função f de variáveis independentes xl, . . . , xn definidas 

sobre um domínio D enumerável, quase sempre de cardinalidade finita. Usualmente 

denominada função-objetivo ou função-custo, f pode ser definida por 

A busca do mínimo (ou máximo) de f é realizada sobre um subcon- 

junto de Dn, determinado por um conjunto de restrições ou critérios C, especificado 

para o problema. Esse subconjunto é denominado conjunto dos Pontos Viáveis. 

Como o conjunto de Pontos Viáveis pode asswriir uma quantidade de 

valores muito grande, a obtenção de uma solução exata para o problema através da 

especificação de um algoritmo para resolvê-lo, pode exigir um tempo de computação 

inviável. A medida desse t empo  determina a complexidade do algoritmo. Quando 

a complexidade de um algoritmo pode ser limitada por uma função polinomial no 

tamanho do problema, diz-se que o algoritmo é e$ciente. Caso contrário, o algoritmo 

é dito ineficiente ou exponencial. 

Um problema é dito NP-completo quando não se conhece nenhum 

algoritmo eficiente capaz de resolvê-lo. Muitos problemas de Otimização Combi- 

natória são NP-completos. Em função da importância desses problemas, surgiu 

uma série de heurísticas ou técnicas aproximativas para resolvê-los num tempo de 

computação viável, porém sem a garantia de obtenção da solução ótima, como por 



exemplo as estratégias de divisão e conquista e métodos iterativos de melhoria. 

A estratégia de divisão e conquista consiste na divisão do problema 

em subproblemas, resolvendo-os localmente. A combinação adequada dos resultados 

constitui a solucão final para o problema. É vital que se tenha cuidado ao escolher 

o problema a ser resolvido por esse tipo de estratégia. A eficiência de sua aplicação 

depende tanto de sua correta divisão, quanto da adequada junção dos resultados, 

para que os ganhos obtidos nas soluções de cada subproblema, não sejam perdidos 

na formação da solução final. 

Os métodos iterativos de melhoria traduzem-se em uma busca no 

espaço de soluções do problema. Uma configuracão ou estado inicial (representando 

uma solução qualquer no espaco de soluções) é escolhida. Esse estado sofre uma 

transformação - especificada pela heurística - gerando um novo estado que deve 

ser de melhor custo. Esse processo é repetido até que não se consiga mais realizar 

melhorias. Esse tipo de estratégia caracteriza-se por apresentar uma solução que 

geralmente representa um mínimo local (e não global), não sendo muitas vezes sa- 

tisfatória. Para evitar a eventual determinação de uma solução local de alto custo, 

é necessário que o processo seja reiniciado a partir de diversos pontos do espaço de 

soluções, escolhendo-se assim, o menor dos mínimos locais alcançados. 

Nesse sentido, o algoritmo conhecido como "Simulat ed Annealing" 

[16] apresenta uma filosofia diferente, pois ao contrário das heurísticas descritas 

acima, permite que ocasionalmente sejam aceitas configurações que representam 

soluções de pior custo. Esse algoritmo, análogo ao processo físico "Annealing", é 

uma variação do algoritmo de Metrópolis [3] [5] [16]. O decréscimo lento e gradual 

de um parâmetro T, que representa a temperatura inerente ao processo, simula o 

resfriamento do sistema. A cada valor de T, são aceitas configurações, de acordo 

com uma probabilidade guiada pela distribuição de Boltzmann, que eventualmente 

correspondem a aumentos na função de custo. Esse fato possibilita a "fuga" de 

mínimos locais em busca de outros de menor valor [3] [5]. 

As técnicas citadas acima são caracterizadas como métodos discretos 

sequenciais, pois operam sequencialmente trocando ou adicionando elementos em 



alguma configuração inicial dada. Diversas das técnicas empregadas em problemas 

de Otin~ização Combinatória fazem uso desse tipo de abordagem. 

O problema que estamos interessados aqui, é o problema do Caixeiro 

Viajante. Aparentemente simples, é um problema de Otimizacão Combinatória 

muito conhecido por ser de difícil solução. Ele pertence à classe de problemas NP- 

completo e é famoso pois, mesmo sendo de difícil solução, ele pode ser enunciado de 

maneira indiscutivelmente simples e por isso mesmo, inúmeras propostas e técnicas 

distintas têm sido empregadas para solucioná-lo. Assim, ele é bastante utilizado 

para testes de eficiência de diversos algoritmos aproximativos, como em alguns dos 

métodos descritos acima [16] [19]. Dentre as inúmeras versões existentes, a que 

adotaremos neste trabalho é a seguinte: 

Dado um conjunto de N cidades distribuídas num plano Euclideano, 

o problema consiste em se determinar o menor caminho fechado (tour) 

que visite todas as cidades somente uma vez. 

Menos comuns são os métodos analógicos de solução. Como exemplo 

desse tipo de abordagem, foi proposta por Hopfield & Tank [14] uma rede neuro- 

na1 constituída de neurônios de atividade contínua para solucionar o problema do 

Caixeiro Viajante. A funcão-objetivo do problema pode ser definida em termos da 

minimização da função de energia associada à rede. 

Durbin & Willshaw [7] propuseram uma nova técnica, também ana- 

lógica, para resolver o problema do Caixeiro Viajante. Nesse modelo, denominado 

Algoritmo Elástico, um anel é gradativamente alongado em direção às cidades que 

se encontram distribuídas num plano Euclideano. No final do processamento, o anel 

passa por todas as cidades, formando uma tour. O algoritmo possui características 

essencialmente geométricas, já que a deformação do anel depende diretamente da 

atualização das coordenadas de pontos situados sobre ele, realizada em função de 

suas distâncias às cidades no plano. O trabalho desta tese será baseado nesse al- 

goritmo, fazendo-se não só um estudo de suas características, como também uma 

proposta de modificação e uma análise de resultados experimentais. 



1.1 Uma visão geral 

Esse trabalho está dividido em mais cinco capítulos. 

No capítulo 11, a descrição do método proposto para resolver o Cai- 

xeiro Viajante - o Algoritmo Elástico - é realizada explicando-se em detalhes 

o funcionamento do algoritmo, suas características, mostrando-se a origem de sua 

motivação e finalmente um levantamento da bibliografia relacionada. 

No capítulo I11 descrevem-se detalhadamente as modificações feitas 

no algoritmo inicial, as quais foram propostas neste trabalho no sentido de redu- 

zir o número de cálculos necessários para a evolução do algoritmo, e assim, con- 

seqüentemente, reduzir seu tempo de processamento. 

No capítulo IV é apresentado um algoritmo proposto por Lin & Ker- 

nighan [I91 em 1973, considerado um método clássico na solução do problema do 

Caixeiro Viajante, pois até hoje seus resultados são bastante razoáveis quando com- 

parados aos resultados apresentados por outros métodos. Esse algoritmo constitui-se 

num exemplo típico de um método iterativo de melhoria. Os seus resultados serão, 

neste trabalho, comparados com os resultados obtidos com o Algoritmo Elástico. 

No Capítulo V serão apresentados, analisados e avaliados os testes 

realizados com o algoritmo Elástico, na sua versão original, na versão modificada, 

proposta neste trabalho e com o algoritmo de Lin & Kernighan. 

Finalmente, no Capítulo VI, será realizada uma análise de todo o 

trabalho através da apresentacão das conclusões. 



Capitulo I1 

O Algoritmo Elástico 

11.1 Introdução 

Para atingir o objetivo principal de muitos dos problemas de Otimização Combi- 

natória - o de minirnizar uma função objetivo obedecendo a um conjunto de res- 

trições -foram propostos diversos algoritmos que consistem em métodos heurísticos, 

ou melhor, métodos que produzem soluções aproximadas, porém, muitas vezes bas- 

tante razoáveis para o problema. 

Muitos desses métodos consistem basicamente na minimização de 

uma função, muitas vezes denominada de energia, através do uso do método do 

gradiente. Alguns deles minimizam a energia através da constante atualização de 

parâmetros escolhidos num conjunto discreto, como por exemplo, a rede neuronal 

desenvolvida por Hopfield ([13], 1984) e outros através de parâmetros escolhidos 

num domínio contínuo, como o método elástico desenvolvido por Durbin e Willshaw 

([7], 1987). Sendo esse último a base de todo o trabalho desenvolvido nesta tese, será 

dada ênfase nesse capítulo, à explica~ão minunciosa do método, da sua motivação e 

à enumeração de alguns dos trabalhos relacionados com esse método. 

11.2 A motivação do método 

Muitas partes do sistema nervoso de vertebrados se interconectam topograficamente, 

ou seja, as características ou peculiaridades presentes em uma determinada região, 



quando mapeada ou conectada a outra, são preservadas. Por exemplo, axônios de 

células que compõem estruturas sensoriais projetam-se topograficamente em estru- 

turas centrais do cérebro. 

Mais rigorosamente, um mapeamento entre dois espaços é dito to- 

pográfico quando as características e relações de vizinhança entre os elementos do 

espaço de saída são preservadas no espaço de chegada. Intuitivamente, é como se 

fosse estabelecida uma correspondência entre os dois espaços. Sendo assim, é perfei- 

tamente viável a realização de mapeamentos entre espaços de diferentes dimensões, 

pois o importante é que apenas propriedades de vizinhança (i.e., topográficas) sejam 

preservadas. 

Um exemplo muito estudado de mapeainento topográfico entre es- 

truturas biológicas, é aquele entre a retina e regiões do cérebro que respondem a 

estímulos visuais. Em vertebrados superiores, por exemplo, existe um mapa da re- 

tina na superfície do córtex estriado (Talbot & Marshall, 1941). Em vertebrados 

inferiores, nervos óticos são mapeados diretamente no tecto ótico (Gaze, 1958). Coin 

o desenvolvimento e estudo da observação dessas características, surgiu uma série 

de teorias e modelos para o estabelecimento de mapeamentos topográficos durante 

o desenvolvimento ou regeneracão do sistema nervoso. 

Nesta linha, Malsburg e Willshaw [20] [29] propuseram um modelo 

formal para o estabelecimento de projeções organizadas topograficamente entre uma 

superfície pré-sináptica e uma superfície pós-sináptica de células nervosas . As 

relações de vizinhança entre os elementos da superfície pré-sináptica são expres- 

sas através de um conjunto de marcadores químicos. Adota-se a hipótese de que, 

devido a algum processo de difusão, cada célula se encontra associada a um conjunto 

de marcadores químicos único que codifica sua posição na superfície, em relação às 

células vizinhas. A partir dessas células são desenvolvidas aleatoriamente conexões 

com a superfície pós-sináptica. Tais conexões conduzem os marcadores químicos pro- 

venientes das células pré-sinápticas para a superfície pós-sináptica, onde a princípio, 

são inexistent es. Ao chegarem à superfície pós-sináptica, os marcadores químicos se 

difundem, concentrando-se, como na superfície pré-sináptica, em pequenos núcleos 

associados às células pós-sinápticas. 



Segundo o modelo, esses marcadores constituem os principais res- 

ponsáveis pela orientação das conexões nervosas no momento da ligação entre as 

duas superfícies. Cada conexão é intensificada ou não, de acordo com a similari- 

dade dos marcadores conduzidos por ela e aqueles já existentes no ponto de ligação 

na superfície pós-sináptica. Conexões que conduzem tipos de marcadores químicos 

completamente diferentes daqueles já existentes na região de sua terminação ten- 

dem a desaparecer, enquanto aqueles que conduzem tipos de marcadores bastante 

semelhantes àqueles existentes na superfície se intensificam. Ao longo do processo 

de mapeamento, as conexões se auto-organizam associando grupos de células pré- 

sinápticas a grupos de células pós-sinápticas, de acordo com a influência dos mar- 

cadores químicos. Dois tipos de mecanismo distintos estão em operação: 

e um mecanismo local, referente a cada superfície isoladamente, onde 

são expressas relações geométricas entre células, 

e um mecanismo global, referente ao mapeamento como um todo, 

onde se é especificada uma maneira de se traduzir na superfície de células 

pós-sinápticas as características ou similaridades das relações entre as 

células da superfície pr é-sináptica. 

O que nos interessa, neste momento, não é descrever minunciosa- 

mente os detalhes biológicos do modelo citado acima e sim, explorar a idéia do me- 

canismo de auto-organizacão usado para desenvolves os mapeamentos, uma vez que 

é ele a principal motivação para o desenvolvimento do Algoritmo Elástico. Exibire- 

mos então, uma hipotética situação de comércio entre a India e Inglaterra, descrita 

em [24], que explica intuitivamente o mecanismo de auto-organização utilizado no 

modelo descrito sucintamente acima. 

O fato de os ingleses serem conhecidos como grandes apreciadores de 

chá incentiva a cornercialização desse produto com a Índia, por lá se encontrarem 

várias plantações de ervas que constituem tipos básicos de chá. São formadas, de 

acordo com o processo a ser descrito, várias rotas de comércio entre esses dois países. 



É interessante observar que a formacão dessas rotas é feita segundo um mecanismo 

de auto-organização. 

Espalhadas por toda a Índia, existem plantações de ervas que cons- 

tituem diferentes tipos de chá. Cada comerciante elabora misturas diversas com 

ervas provenientes de plantações próximas das cidades onde moram. A mistura de 

cada comerciante é caracterizada por essas ervas. A quantidade de cada erva é 

proporcional à distância entre a plantacão e a cidade. Quanto mais próxima for a 

plantação, maior quantidade daquele tipo de erva conterá a mistura. Desta forma, 

como existem comerciantes de chá em vários pontos diferentes da Índia, existirão 

também vários tipos de mistura diferentes. Cada comerciante pode ser unicamente 

caracterizado pela mistura de chá de que ele dispõe. Além disso, dois comerciantes 

que sejam vizinhos possuem misturas similares, pois muitas das plantações próximas 

às suas cidades são comuns aos dois. 

Ao viajar para a Inglaterra, cada comerciante leva consigo, como 

mercadoria, a sua mistura de ervas. No entanto, a quantidade total que cada co- 

merciante pode levar em cada viagem é limitada. 

Por sua vez, consumidores de chá espalhados por toda a Inglaterra, 

compram ingredientes para suas misturas diretamente dos comerciantes vindos da 

Índia. Além disso, diversificam suas opções comprando, ou trocando ervas que sejam 

do seu gosto com outros consumidores de chá que morem próximos a eles. Desta 

forma, consumidores vizinhos possuirão misturas parecidas. A barganha de ervas 

acarretará a formação de misturas com praticamente os mesmos tipos de ervas, 

porém em quantidades diferentes. 

Ao partirem de suas cidades, os comerciantes têm liberdade de viajar 

para os pontos mais diversos. Dois comerciantes vizinhos podem, por exemplo, 

viajar para pontos bem distantes na Inglaterra, como para regiões no sul e no norte, 

respectivamente. 

A figura 11.1 mostra uma configusacão inicial para o sistema de 

comércio que está sendo descrito. A seguir, tentaremos explicar como esse sistema 

se desenvolve. E interessante notar a mudança das rotas durante a evolução do 



Figura 11.1: Configuracão inicial do sistema de comércio 

comércio. 

Cada comerciante possui um caderno de anotações com nomes de 

prováveis fregueses e a quantidade de ervas referente ao consumo de cada um deles. 

O comerciante escolhe a região para a qual ele pretende viajar, e lá mostra o seu 

produto. Dependendo do sucesso da venda, ele pode ou não modificar sua rota de 

viagem, tendendo para lugares de maior aceitação de sua mistura. De acordo com 

a similaridade entre a sua mistura e a do consumidor, a quantidade de cada erva 

é ajustada - nas próximas cotas, a quantidade das ervas que estiverem também 

presentes nas misturas de seus fregueses será aumentada. 

O aumento da quantidade de ervas em favor de consumidores que 

possuírem misturas similares à do comerciante causará a diminuição, ou pratica- 

mente perda total, de ervas de interesse daqueles que não a possuírem, já que a 

quantidade total da mistiira levada em cada viagem é limitada. Em função dessa si- 

milaridade, nas próximas viagens, cada comerciante terá como destino, regiões onde 

moram consumidores com misturas bem parecidas com a dele. Além disso, o co- 

merciante aumentará sua venda estabelecendo contatos com consumidores vizinhos, 

já que estes possuem interesse nos mesmos tipos de ervas. Para isso, é importante 

que ele traga algumas amostras extras para esses novos prováveis fregueses. É neste 



ponto que começa o processo de organização em grupos. Uma vez que vários con- 

sumidores possuem diversas ervas semelhantes em suas misturas, a tendência é a 

aproximação de cada um deles em torno do comerciante que tiver a mistura mais 

adequada a seus gostos, organizando-se para cada comerciante um grupo específico 

de fregueses. Desta forma, cada comerciante se tornará específico de uma determi- 

nada região. 

A organização em grupos também acontece entre comerciantes na 

Índia, pois como a aquisição de ervas se dá em função da distância das plantações 

das mesmas, um comerciante que tem acesso a certos tipos de ervas irá compartilhá- 

las com outros comerciantes que estejam próximos a ele. E bom ressaltar também 

que, se um comerciante obtêm lucro num determinado ponto da Inglaterra, outro, 

vizinho a ele na Índia, viajará para uma região bem próxima, pois sua mistura 

também terá uma boa aceitação naquela região, já que os dois possuem misturas 

bem similares. 

O sistema de comércio descrito acima pode ser entendido como um 

processo de auto-reforço. Cada comerciante atrai para si, além daqueles que já 

são fregueses, outros consumidores de chá que são vizinhos e que possuem gostos 

similares aos deles. Como a cota de chá para cada comerciante é limitada, alguns 

consumidores que até podem ter mantido contato inicialmente, são descartados da 

lista de fregueses do comerciante, por exigirem tipos de ervas cada vez mais distintas 

daquelas pertencentes à sua mistura. 

A localização de cada grupo de consumidores dependerá não só da 

influência que o comerciante exerce sobre o grupo, mas também da influência que ou- 

tros comerciantes exercem sobre os outros grupos de consumidores. Um comerciante 

que possui uma mistura parecida com a de outro comerciante viaja para a mesma 

região que o outro, já que ele já sabe que ali sua mistura terá uma boa aceitação. 

É neste sentido que as relações de vizinhança são preservadas. Se dois comerciantes 

possuem misturas similares é porque eles moram próximos um do outro, como já ex- 

plicado inicialmente. Eles também irão vender suas misturas para clientes vizinhos 

pois é sabido que eles possuem gostos parecidos. Assim, grupos de comerciantes 

tornam-se associados a grupos de consumidores. Comerciantes com interesses em 
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Figura 11.2: Uma configuração final para o sistema de comércio 

comum intensificarão seus contatos em determinadas regiões, extingiiindo-os com- 

pletamente com regiões que não possuírem nenhuma similaridade com suas mistiiras. 

Eles cooperam entre si a fim de desenvolver seus contatos. 

Uma configuração final para esse sistema de comércio poderia então 

ser dada pela figura 11.2. O desenvolvimento das rotas de comércio simula intui- 

tivamente o comportamento de sistemas dinâmicos que evoluem para estados de 

equilíbrio. Tais estados equivaleriam a configurações finais do sistema de comércio, 

equivalentes a rotas estáveis e lucrativas. As configurações iniciais corresponderiam 

a pontos de instabilidade. Supondo-se que essas rotas foram estabelecidas sem ne- 

nhum conhecimento prévio das regiões de chegada, não há nenhuma garantia inicial 

do estabelecimento de um mercado lucrativo. A evolucão do sistema então se dá em 

busca desse objetivo. Na sua grande maioria, essas configurações possuem relagões 

de vizinhança bem definidas entre cidades da Índia e cidades da Inglaterra. Pode- 

mos interpretar esses estados finais de comércio como um mapeamento contínuo por 

partes, sem nenhuma orientação pré-definida. 

A analogia desse sistema de comércio com o modelo de Malsburg 

e Willshaw citado anteriormente é direta. E interessante ressaltar que as rotas 

de comércio representam justamente o mapeamento entre os dois países. Com a 



evolução desse mapeamento, as rotas se modificam, auto-organizando-se. Compor- 

t amento semelhante ocorre entre as conexões entre as superfícies de células nervosas 

no modelo biológico. Associaremos, através de uma tabela, os elementos e todo o 

comportamento dos dois modelos. 

I( Modelo do comércio I 
de ch& 

Comerciantes indianos 

Consumidores ingleses F 
presente na mistura 

Rotas de comércio 7 
associada a cada 

consumidor 

Relações de vizinhança 
entre comerciantes de 

chá expressas pela 
similaridade de 
suas misturas 

Relações de vizinhança 
entre consumidores de 

chá expressas pela 
similaridade de 
suas misturas 

Malsburg e Willshaw 

Células da superfície 
pré-sináptica 

Células da superfície 
pós-sináptica 

Um dos diferentes 
tipos de - 

marcadores químicos 
Conexões entre 
as superfícies 

Taxa de difusão de 
um conjunto de marcadores 

químicos numa célula 
pós-sináptica 

Relações de vizinhança 
entre as células 

da superfície 
pré-sináptica expressas 

pelos marcadores 
químicos 

Relações de vizinhança 
entre as células 

da superfície 
pós-sináptica expressas 

pela similaridade entre marcadores 
químicos provenientes das 

conexões e aqueles já 
existentes na 

superfície 

Segundo Willshaw [ll], o modelo do comércio de chá, exposto acima, 

também motivou Kohonen, ([17], 1982) ao desenvolvimento de um método para o 

estabelecimento de mapeamentos topográficos entre espaços de diferentes dimensões. 

Análises matemáticas das condições de estabilidade de mapeamentos topográficos 



em geral, foram desenvolvidas, por exemplo, por Takeuchi &Amari ([28], 1979) e 

Hiiussler e von der Malsburg ([12], 1983). 

O problema da formação de mapeamentos topográficos pode também 

ser definido como um problema de Otiinização Combinatória. A função objetivo 

do problema se traduz em se encontrar as posições relativas das extremidades das 

conexões, na superfície pós-sináptica, levando-se em conta a restrição de que as 

origens dessas ligações, na superfície pré-sináptica, sejam vizinhas. O mapeamento 

é feito de maneira a maximizar a preservação, no espaço de chegada, das relações 

de vizinhança presentes no espaço de saída [ll] . 

O método Elástico é uma extensão direta do modelo de comércio de 

chá. Ele foi desenvolvido inicialmente por Durbin & Willshaw em 1987 para resolver 

o problema do Caixeiro Viajante, e possui uma filosofia essencialmente geométrica. 

A idéia de preservação de vizinhanças discutida acima como uma característica de 

mapeamentos topográficos é usada amplamente no algoritmo. Durante toda a sua 

evolução, trabalha-se com pontos distribuídos sobre um anel de maneira a serem 

associados a pontos em um plano Euclideano que representam posições de cida- 

des distribuídas sobre esse plano. Essa associação, ou mapeamento, é tal que as 

distâncias sejam preservadas, ou seja, dois pontos próximos no anel são mapeados 

em duas cidades similarmente próximas no plano. As relações de vizinhança são ex- 

pressas de acordo com a distância entre os pontos. As propriedades e cai-acterísticas 

desse método serão discutidas com mais detalhes nas próximas secões. 

11.3 A influência das Teorias da Mecânica Es- 
tat ística no Algoritmo Elástico 

O comportamento de alguns sistemas físicos t ermodinâmicos sugere alternativas efi- 

cientes para a formulação de algoritmos para solucionas aproximadamente problemas 

de grande complexidade computacional, como muitos de Otimização Combinatória. 

Esses sistemas termodinâmicos basicamente traduzem-se na evolução 

dinâmica do movimento de partículas que afetam a energia do sistema, guiando-a 



em direção a mínimos de energia, equivalentes a estados estáveis do sistema. Du- 

rante toda a evolução, esses sistemas são resfriados lentamente com o objetivo de 

se chegar ao menor mínimo de energia atingido pelo sistema, para que este atinja 

uma configuração uniforme onde é possível observar da melhor maneira suas carac- 

terísticas. 

A idéia desse resfriamento foi usada em alguns algoritmos formula- 

dos para a solução de problemas de Otimização como o problema do Caixeiro Via- 

jante. Exemplos como "Simulated Annealing" [16] e o Algoritmo Elástico possuem 

parâmetros que simulam o comportamento desse resfriamento. Tais parâmetros 

permitem que a função de energia associada ao sistema não estacione de vez em 

mínimos locais, que eventualmente podem estar muito distantes da melhor solução 

para o problema. A análise detalhada do comportamento do "Simulated Annealing" 

pode ser vista em [3] [5] [16]. 

Como a maioria dos problemas de Otimização Combinatória se reduz 

à minirnização ou maxiinização de uma função, é intuitivo resolvê-los através da 

simula~ão do comportamento de tais sistemas. É possível mostrar a equivalência 

existente entre esses sistemas e o Método Elástico, simplesmente definindo-o como 

um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, que minirnizam uma função 

de Lyapunov definida para o problema e que simulam o comportamento da função 

de energia de tais sistemas. 

A possibilidade da formulação do problema do Caixeiro Viajante em 

termos da minimização de uma função de energia permite também interpretá-lo 

probabilisticamente. Tal interpretação é importante, já que assim é possível que se 

faça uma conexão com métodos probabilísticos clássicos, ferramentas fundamentais 

na elaboração de um bom embasamento teórico para esses modelos, e com isso fazer 

também uma conexão com técnicas usadas na Mecânica Estatística. Muitas dessas 

técnicas já foram usadas como base na elaboração de modelos importantes como 

os modelos de Hopfield & Tank (1984, 1985) e "Simulated Annealing" [Kirkpatrick, 

19831, já mencionados anteriormente. 

Yuille [31] e Simic [27], em seus trabalhos, demonstraram uma co- 



nexão muito interessante existente entre o Algoritmo Elástico e o modelo neuronal 

de Hopfield & Tank. Ambos podem ser derivados de certos modelos fisícos e possuem 

características relacionadas a princípios fundamentais da Mecânica Estatística. Tal 

conexão é sugerida por Yuille quando ele mostra que, tanto a função de energia do 

Algoritmo Elástico, quanto a função de energia do modelo neuronal de Hopfield & 

Tank, podem ser obtidas de uma função de energia mais geral, definida em função 

das características do problema do Caixeiro Viajante. 

11.4 Descrição do algoritmo 

O Algoritmo Elástico pode ser aplicado ao problema do Caixeiro Viajante definido 

em um espaço Euclideano de dimensão n. Para fins de maior visualização e com- 

preensão do método, trabalharemos apenas no espaço bi-dimensional. 

Consideremos então, como espaço de trabalho, um quadrado de lado 

L, onde N cidades se encontram distribuídas. Consideremos, também, A4 pontos dis- 

tribuídos igualmente sobre uma circunferência cujo centro coincide com a centróide 

das cidades. 

Sejam Xi, i = 1 ,..., N e Y,,  j = 1 ,..., M ,  respectivamente, as coorde- 

nadas da cidade i e do ponto j situado sobre a circunferência. 

O Algoritmo Elástico basicamente "deforma" gradualmente esse cír- 

culo, através da constante atualização das coordenadas dos pontos j, obedecendo 

a uma determinada equação que rege esses deslocamentos. Visualmente, é como 

se esticássemos a circunferência lentamente até que ele se ajustasse às posições das 

cidades, formando um caminho fechado passando por todas elas uma única vez. 

Associada a esse caminho, existe uma função de energia, denotada por E, que é 

minimizada de acordo com a redução das distâncias entre os pontos do anel e as ci- 

dades no plano e do comprimento da tour. A função E e a equação de deslocamento 

dos pontos do anel são definidas em função de um parâmetro K, que determina, 

durante toda a evoluqão do algoritmo, a maior ou menor deformacão do anel. Esse 

parâmetro possui comportamento semelhante ao parâinetro que simula a tempera- 



tura no algoritmo "Simulated Annealinf . Mais formalmente: 

Dados de entrada: 

Posições de N cidades distribuídas sobre um quadrado de lado L. 

Posicões de M pontos distribuídos igualmente sobre uma circun- 

ferência de centro no centróide das cidades. 

M = 2N. 

Inicialização de todos os parâmetros necessários ao desenvolvimento 

do algoritmo. 

Estabelecimento da taxa de redução do parâmetro K. 

Evolução: 

Enquanto K > O faça 

Para cada uma de n iterações faça 

Para cada j E (1,. . . , M) faça 

atualize as coordenadas de Y, segundo 11.1 

Reduza o valor de K de acordo com 

uma taxa de redução bem pequena 

Critério de Parada: 

O algoritmo pára quando para cada uma das N cidades i existir pelo 

menos um ponto do anel situado a uma distância desprezível. 

O deslocamento sofrido por cada ponto do anel obedece à equação 

O primeiro termo de 11.1 representa a força de atração que as cidades 
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coeficiente w;j responde pela influência que a cidade i exerce sobre o ponto j .  Essa 

influência é calculada em função da distância entre o ponto e a cidade, e em função 

do parâmetro K. Exercerá maior influência sobre o ponto a cidade que estiver 

situada mais próxima a ele. Conseqüentemente, cidades muito distantes do ponto, 

exercerão influência ínfima sobre ele. Para simular tal comportamento, adotou-se o 

uso da função exponencial. 

O número máximo de pontos distribuídos pelo anel (M), corresponde 

aproximadamente ao dobro do número de cidades. Estabelecer um valor para M 

maior que N é interessante, pois permite uma maior flexibilidade na escolha, pelo al- 

goritmo, do ponto do anel que irá convergir para cada uma das cidades do plano, con- 

tribuindo a todo momento, para a preservação de uma continuidade na deformação 

da tour. 

O termo w;j é então definido como 

onde $ ( I  X; - Yk 1, I() é uma função positiva definida por 

A normalização de wij, realizada pelo denominador de 11.2, é im- 

portante para que se garanta a distribuição uniforme dos pontos do anel por todas 

as cidades do plano, possibilitando assim o funcionamento do critério de parada do 

algoritmo. Se existir pelo menos uma cidade para qual não convirja nenhum dos 

pontos do anel, o algoritmo nunca terminará. Essa situação seria comum se w;j não 

fosse normalizado. Nesse caso, como cada ponto seria atraído para a cidade que 

estiver mais próxima de si, basta considerar a possibilidade, por exemplo, de uma 

mesma cidade possuir a menor distância dentre todas as outras, em relação a dois 

pontos distintos do anel, como na figura 11.3. 

Observando o comportamento da função 4 e a figura 11.3, é possível 

concluir que os pontos 1 e 2 do anel se deslocarão em direção à cidade A até que suas 
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Figura 11.3: A cidade A é a a mais próxima dos pontos 1 e 2 

outro ponto convirja para alguma das outras cidades, existirá pelo menos uma pela 

qual não passará nenhum ponto do anel, e assim não existirá uma tour passando por 

todas as cidades. A normalização de w;j então, permite que a força de atração das 

cidades seja "balanceada" pelos pontos do anel. Desta forma, na situação acima, a 

influência total de cada cidade seria unitária, e então, um peso maior seria atribuído 

ao ponto que realmente estivesse mais próximo, em detrimento dos pontos restantes, 

possibilitando que estes fossem atraídos por outras cidades. 

Observando-se a equação 11.3, é interessante notar que, quando I< 

assume um valor bem pequeno, os deslocamentos sofridos pelos pontos em direção 

às cidades são bem suaves, pois como eles já estão perto de seus objetivos, o avanço 

em direção às cidades torna-se bem lento. 

O parâmetro a! no primeiro termo da equação 11.1, funciona como 

um "regulador" da maior ou menor atração do ponto pelas cidades. O segundo 

termo da equação 11.1 representa a força de atração que os vizinhos do ponto j no 

anel, exercem sobre ele. O coeficiente ,BI- responde pela intensidade dessa atração. 

É o segundo termo da equação 11.1 que é relacionado com o comprimento da tour. 

O parâmetro I< é decreinentado lentamente até que, no final do processamento do 

algoritmo, I< assuma um valor próximo de zero. Assim, para um determinado valor 



ITERACAO I N I C I A L  CONFIGURA@O DO S I S T E M A  
APÓS ALGUMAS ITERACÕES 

Figura 11.4: O "encolhimento" do anel 

de 6, a intensidade da atracão do ponto pelos seus vizinhos diminui de acordo com 

o decréscimo de I<. Se o valor de ,8 for alto, a circunferência inicial, onde estão 

distribuídos os pontos, "encolhe", transformando-se quase que num ponto. Com a 

evolução do algoritmo, ele volta a se deformar, transformando-se por fim, na tour 

que passa por todas as cidades. Essa situação é ilustrada na figura 11.4. 

É interessante observar que os parâmetros u e ,f? são responsáveis pelo 

balanceamento das forcas na equacão (11.1). Com a ajuda deles, é possível ajustar 

o equilíbrio entre a força que puxa os pontos para as cidades e a forca que os atrai 

entre si. 

A cada valor de I<, cada ponto do anel sofre n deslocamentos, de 

acordo com o número de iterações estabelecido para cada I<. Na verdade, para 

cada K é interessante que o algoritmo seja processado, calculando sucessivamente 

os deslocamentos de cada ponto do anel, até que a funcão de energia E, associada 

ao algoritmo, chegue a um mínimo. Essa funcão foi definida como 
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do anel. Mais formalmente, poderíamos descrever tal propriedade como 

Como E é limitada inferiormente, essa redução ocorre até que a 

função atinja algum mínimo. A constante mudança do valor de I< é interessante, 

para que seja possível assim, a procura de mínimos locais mais próximos do ótimo 

global. Com o decréscimo do valor de I<, a energia se desestabiliza e então novas 

iterações são necessárias para calcular outro mínimo de energia, para o novo valor 

de K. Para efeitos de rapidez na execução do algoritmo, foi fixado o número de 

iterações para cada IC. 

Durante a evolução do algoritmo, a influência das cidades sobre os 

pontos do anel vai se modificando. Em outras palavras, no decorrer do algoritmo 

cada cidade se torna associada a seções do anel, ou seja, alguns pontos do anel se 
, 

tornam associados a ela, de acordo com a distância a que eles se encontram dela. E o 

parâmetro K o responsável pelo aumento de especificidade de cada cidade em relação 

aos pontos do anel. Quando K é pequeno, seções do anel tornam-se associadas a 

subconjuntos de cidades, dispostas na forma de conglomerados ou "clusters" . Dessa 

maneira, todos os pontos no final do processamento estarão associados a todas as 

cidades do plano. Nesse momento, também o anel estará deformado de tal maneira 

que se transformará numa tour que passa por todas as cidades. 

11.5 Aplicações do Algoritmo Elástico e alguns 
trabalhos relacionados 

Wong & Funka-Lea [30] utilizaram o algoritmo Elástico desenvolvido por Durbin & 

Willshaw em uma extensão do Caixeiro Viajante. Essa extensão consiste basica- 

mente no Caixeiro Viajante com mais uma restrição: vários obstáculos espalhados 

entre as cidades. O que se quer é se encontrar o menor caminho fechado, que passe 

por todas as cidades, evitando os obstáculos. Uma alteração realizada por Wong & 
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Foi introduzido um terceiro termo que funciona como um termo de "penalização", 

para prevenir que o caminho entre cada duas cidades do tour se interceptem com 

algum dos obstáculos. Resultados de testes com até 100 cidades, com razoável de- 

sempenho, foram exibidos neste trabalho. 

Já em [4], Burr propôs uma melhoria para o Algoritmo Elástico de 

Durbin & Willshaw adicionando a idéia de forças simétricas. Foi adicionado mais 

um termo na equação de cálculo de deslocamento do ponto do anel. Enquanto 

um termo responde pela força de atração que a cidade i exerce sobre o ponto do 

anel que vai ser deslocado no momento, o outro representa a força contrária que 

atrai a cidade para o ponto do anel que estiver mais próximo dela. A variação do 

parâmetro K é feita de acordo com o cálculo da distância média entre cada cidade 

e o ponto do anel mais próximo dela. Essa medida é interessante pois ajuda na 

rapidez da convergência dos pontos do anel às cidades no plano. Com essa melhoria, 

a convergência do algoritmo foi atingida mais rapidamente. 

Kohonen [17], em 1982, propôs um algoritmo motivado pelo processo 

de auto-organização de certas estruturas biológicas. Apesar de ser facilineilte especi- 

ficado, a análise matemática desse algoritmo é bastante sofisticada. Esse algoritmo 

já foi utilizado em várias aplicações, como em reconhecimento de fala (Kohonen, 

1988). Eòrt [10] reformulou o algoritmo de Kohonen para aplicá-lo no problema do 

Caixeiro Viajante. 

A motivacão e a idéia desse algoritmo se assemelha bastante ao Algo- 

ritmo Elástico. Existem, basicamente, duas diferenças; a primeira é que o Elástico é 

determinístico; a segunda, no Elástico, uma função de energia é especificamente defi- 

nida para o problema com o objetivo de minirnização de alguma função. Baseando-se 

no algoritmo de Kohonen, Hueter [15] propôs a construção de um anel adapta- 

tivo para a solução do Caixeiro Viajante. Basicamente, uma solucão é alcancada, 

adaptando-se um conjunto de N nós a um conjunto de N cidades espalhadas den- 

tro de um quadrado de lado unitário. É então selecionada uma cidade L. Os nós 

do anel competem entre si, selecionado-se aquele que se encontra mais próximo de 

L. As novas posições dos pontos são ajustadas obedecendo à regra de aprendizado 

de Kohonen. Analogamente ao Elástico, esse algoritmo pára quando todos os nós 



tiverem convergido para as cidades. 

Angéniol, La Croix Vaubois, e Texier [I] propuseram um algoritmo 

com uma idéia semelhante ao Elástico. Nós distribuídos em um anel continuamente 

evoluem num processo iterativo, até que cada cidade no plano tenha sido "captu- 

rada" por algum ponto do anel. A idéia da atracão dos pontos pelas cidades e da 

atração de cada ponto pelos seus vizinhos no anel tem aqui um enfoque um pouco 

diferente. O nó do anel que estiver mais próximo da cidade em questão se move 

em direção a ela, induzindo os outros nós do anel a fazerem o mesmo, porém numa 

intensidade de deslocamento menor. Essa correlação entre os nós do anel deter- 

mina implicitamente a tendência de minirnização das distâncias entre os pontos do 

anel. Determinado pelo processo de competição inerente ao algoritmo, processos de 

eliminação e criação de nós são associados a ele, permitindo a redução de cálculos 

através da eliminação de pontos não selecionados pelo processo de competição. Seu 

desempenho quanto à rapidez de execução mostrou-se bastante satisfatório, mas os 

resultados de comprimento de tourforam piores que os obtidos pelo Elástico, quando 

aplicado aos mesmos conjuntos de cidades, 

Em [8], uma comparação de desempenhos de alguns algoritmos apli- 

cados ao problema do Caixeiro Viajante é realizada. Dentre todos, o algoritmo 

Elástico apresenta os melhores resultados, perdendo apenas para o Algoritmo Ge- 

nético. 

Goodhill & Willshaw ([ll], 1989) usaram o Algoritmo Elástico numa 

nova aplicação - o desenvolvimento, no sistema visual dos vertebrados, de projeções 

binoculares em forma de faixas. Em 1979, Malsburg já havia proposto uma extensão 

do modelo de comércio de chá entre a Índia e Inglaterra, descrito neste capitulo, para 

a formação de faixas após o estabelecimento dos mapeamentos topográficos. Nesse 

modelo, ele postulou a existência de marcadores químicos para indicar a visão. 

Para utilizar as características do Algoritmo Elástico aplicado ao Cai- 

xeiro Viajante, Goodhill & Willshaw formularam o problema em termos do alonga- 

mento de uma corda elástica entre pontos, representando respectivamente o córtex 

visual e células pré-sinápticas. Foram estudados dois casos nesse trabalho: o ma- 



peamento de duas retinas numa região do cérebro no caso de uma e duas dimensões. 

No primeiro caso, as células das duas retinas dispunham-se paralelamente em forma 

de fila, separadas por uma distância especificada pelo algoritmo. O córtex, repre- 

sentado pelo anel elástico, move-se livremente entre as células. A distância entre um 

ponto situado no anel e uma célula na retina representa a quantidade de conexões 

existentes entre aquela parte do córtex e a célula. A topologia do anel representa a 

topologia do córtex. Regiões vizinhas no córtex são representadas por pontos vizi- 

nhos no anel. A disposição em faixas no córtex representa justamente a intensiclade 

de conexões existentes nas suas diversas partes. A equivalência pode ser feita dire- 

tamente com o Algoritmo Elástico aplicado ao Caixeiro Viajante, associando-se as 

células da retina às cidades no plano, e as células no córtex aos pontos no anel. O 

caso bi-dimensional possui um mecanismo similar. 



Capitulo 111 

O Filtro - uma variacão 3 do 
Algoritmo Elástico 

111.1 Introdução 

Será apresentada neste capítulo uma variação do Algoritmo Elástico proposta neste 

trabalho - denominada Filtro - que visa melhorar o seu desempenho em termos 

de tempo de execução. A avaliação das possíveis alterações nos resultados, no que 

diz respeito ao cálculo do comprimento final da tour e tempos de execução, será 

apresentada no capítulo V. 

Nas próximas seções, serão discutidos tanto os motivos que deram 

origem à elaboração da variação, quanto a sua descrição. 

111.2 Motivação 

Como explicado no capítulo anterior, o Algoritmo Elástico, quando aplicado ao pro- 

blema do Caixeiro Viajante, consiste na sua essência, em siicessivas atualizações de 

pontos distribuídos sobre um anel, de maneira a deformá-lo, transformando-o numa 

tour que passa pelas cidades distribuídas no plano.Essas atualiza@es obedecem a 

equação 11.1 que basicamente rege os deslocamentos dos pontos em função de suas 

relativas distâncias aos seus vizinhos no anel e às cidades no plano. O termo dessa 

equação que responde pela atração do ponto pelas cidades possui um coeficiente, w;j, 

i á  mencionado e descrito no ca~í tulo 11, aue fornece a influência que a cidade i exerce 



sobre o ponto j do anel em função da distância entre i e j. Segundo essa equação, a 

atualização das coordenadas de um ponto j do anel exige o cálculo das distâncias de 

todas as cidades do plano a j. Como existem M pontos distribuídos pelo anel, são 

realizadas O(NM), ou melhor, 0(2N2) cálculos a cada uma das iterações realizadas 

pelo algoritmo, já que M corresponde aproximadamcntc ao dobro do número de 

cidades. Conseqüentemente, à medida que o número de cidades cresce, o tempo de 

processainento requerido a cada iteração aumenta muito. 

A preocupação com a redução do tempo de processamento do algo- 

ritmo motivou a elaboração, nesta tese, de modificações realizadas em cima de dois 

pontos: o primeiro, o número de pontos do anel nas primeiras iteracões, e o segundo, 

o número de cálculos de influências, a cada iteração. 

111.3 Descrição 

A seguir serão descritas as duas modificações que constituem a variação do Algoritmo 

Elástico. 

A primeira consiste na manipulação dos pontos do anel. Inicia-se o 

processamento com poucos pontos e a cada decréscimo no valor de K, duplica-se 

essa quantidade até que se atinja o número máximo de pontos, correspondente ao 

dobro de cidades, aproximadamente. Considere, para uma maior visualização, a 

aplicação do Algoritmo Elástico na solução do Caixeiro Viajante com 200 cidades. 

Com 400 pontos distribuídos pelo anel, 80.000 cálculos seriam realizados a cada 

iteração, durante todo o processamento do algoritmo. Se, no entanto, iniciássemos 

o processamento com apenas três pontos, numa primeira iteração seriam realizados 

apenas 600 cálculos. Na próxima redução do valor de I<, esse número aumentaria 

para 1.200 e assim sucessivamente, até que fosse atingido o n h e r o  máximo de 

pontos do anel. Procedendo dessa forma, uma quantidade razoável de cálculos pode 

ser evitada, reduzindo conseqüentemente o tempo de processamento. No início da 

deformação, o número reduzido de pontos no anel não prejudica a evolução do 

algoritmo, desde que seja estabelecido proporcionalmente ao número de cidades, 

alterando-se apenas a maneira como o anel é alongado. No final do processamento, 



no entanto, é importante que se tenha um número de pontos maior que o de cidades, 

para que se possibilite a convêrgencia do algoritmo, associando-se pelo menos um 

ponto a cada uma das cidades. 

A outra modificação consiste na redução do cálculo de distâncias, 

levando-se em conta a influência das cidades sobre os pontos do anel. 

Através da análise da equação 11.3, no capítulo anterior, é possível 

concluir que, dado um ponto do anel, as cidades mais próximas exercem uma in- 

fluência muito mais significativa sobre o ponto do que as outras. O cálculo da 

influência de uma cidade muito distante do ponto pode ser desnecessária, acarre- 

tando apenas desperdício de tempo de processamento, pois sua contribuição para o 

deslocamento do ponto é praticamente desprezível. 

Nesse caso, dado um ponto, é importante que se calcule apenas as 

influências das cidades que efetivamente contribuem para o seu deslocamento. E aí 

que surge o problema. Como avaliar adequadamente se uma determinada cidade é 

ou não significativa para o cálculo do deslocamento de um ponto? Como determinar 

exatamente aquelas que devem ser realmente levadas em consideração nesse cálculo 

e as que podem ser desprezadas, sem alterar a evol~ição da deformação da tour, 

evitando-se perdas significativas em seu comprimento? 

Considerando C como o conjunto de todas as cidades distribuídas 

pelo plano, nossa proposta se resume em determinar, para cada ponto j do anel e 

cada valor de I - ,  um subconjunto de C associado a j, C,(j, K), que compreenda 

apenas as cidades que realmente possuam uma influência significativa sobre o ponto. 

Deseja-se então que 

onde di = IX; - e w E (O, 1) é responsável por "filtrar" a quantidade de cálculos 

a ser realizada. 
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Figura 111.1: Área de influência das cidades que distam r  de j 

\ 

tos é muito difícil, uma vez que eles variam de acordo com a posição de cada ponto j ,  

Por esse motivo, adotou-se uma aproximação, baseada na hipótese da existência de 

um número muito grande de cidades, distribuídas uniformemente por todo o plano, 

com densidade p. 

De acordo com essa hipótese, considerando-se que os elementos de 

C,(j, K )  se encontram no interior de um círculo de raio R e centro V,, o somatório 

das influências das cidades pertencentes a Cw(j, K) pode ser dado aproximadamente 

Por 

onde 2mdr representa a área que compreende todas as cidades de Cw(j, I<) que estão 

situadas à uma distância r  de j . 



Desenvolvendo o lado direito da equação 111.2 obtemos 

Se considerarmos todas as cidades do quadrado de lado L, como 

compreendidas em um círculo de raio R = e cuja área corresponde à área do 

quadrado, podemos deduzir, pela aproximação desenvolvida em 111.2 e 111.3 que 

Considerando-se que para cada valor de w e cada valor de I<, os 

elementos do conjunto C,(j, I<) estão compreendidos em um círculo de raio R,(K), 

igual para todos os pontos do anel, podemos deduzir, das equacões 111.1, 111.2, 

111.4 e 111.4 que 

de onde se obtêm o valor desejado de R,(K) 

Analisando a expressão 111.5, observa-se que o raio do círculo diminui 

de acordo com o decréscimo de I<, o que é razoável, pois, como discutido no capítulo 

11, à medida que o valor de K diminui, secões do anel se tornam mais específicas de 

pequenos grupos de cidades. Desta forma, não se tem necessidade de que o número 

de cidades a ser considerado no cálculo do deslocamento de um ponto seja muito 
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seja pequeno. O valor de w determina, no início do processamento, o maior ou menor 

comprimento do raio do círculo referente a cada ponto. Esse parâmetro age como 

um "filtro" que controla o número de cidades a serem pesquisadas. Se w assumisse 

o valor unitário, o comportamento do algoritmo, com o filtro, seria semelhante ao 

osiginal, pois Rw(K) seria, a toda iteração, fixo e igual a LG. No entanto, algumas 

cidades seriam desprezadas pois o que se tem, é a igualdade das áreas do círculo e 

do quadrado. Quanto menor for o seu valor, menor será a área considerada para 

cada círculo no início da evolução do algoritmo. 

No Filtro, o somatório do primeiro termo da equação de deslocamento 

de cada ponto do anel é realizado apenas sobre as cidades que pertencem ao conjunto 

Cw(j, K), assim como a normalização do coeficiente w;j é realizada apenas sobre os 

pontos que sofrem influência de i. 

O processo de duplicação dos pontos sobre o anel foi implementado de maneira 

a manter uma uniformidade em sua distribuição. Para representá-los, foi criada 

uma lista encadeada contendo os valores de suas coordenadas. A cada duplicação, 

novos pontos são inseridos entre os elementos da lista, preservando uma distribuição 

uniforme. 

Já para facilitar a implementação da outra modificação, referente à 

formação de círculos, foi realizada a divisão do quadrado onde estão distribuídas 

todas as cidades, em pequenos quadrados de lado S. O tamanho de S foi estimado 

como a distância média entre as cidades. 

Desta maneira, pode-se associar diretamente cada cidade ao qua- 

drado a que ela pertence. Analogamente, pode-se identificar o quadrado 6 x S a que 

cada ponto do anel está associado. O processo então se resume no seguinte: 

Dado um ponto do anel, calcula-se o valor de Rw(I-)  para aquele 

ponto através de 111.5. Uma vez calculado, identifica-se quais quadrados S x S 

interceptam o círculo de raio Rw(K). O deslocamento do ponto será efetuado ape- 



Figura 111.2: Área considerada no cálculo do deslocamento de j 

nas em função do cálculo das influências das cidades situadas no interior desses 

quadrados. Esse procedimento é repetido para todos os pontos do anel. A figura 

111.2 representa, para um determinado ponto j ,  os quadrados que interceptam o 

círculo de raio R,(K), onde estão situadas as cidades consideradas para o cálculo 

do deslocamento de j . 

Na nossa implementação, encontram-se associadas a cada um dos 

quadrados 6 x 6, duas listas, referentes respectivamente, às cidades e aos pontos 

situados no seu interior. 

O número de quadrados considerados diminui de acordo com a evolucão 

do algoritmo, assim como diminui a área dos círculos centrados nos pontos do anel. 

Desta forma, o algoritmo é processado "localmente", i.e., apenas 

seções do quadrado de lado L são consideradas no cálculo do deslocamento dos 

pontos. 



Capítulo IV 

O Algoritmo de Lin & Kernighan 

IV.1 Introdução 

O problema do Caixeiro Viajante, por ser NP-completo, é extensamente usado para 

testar a eficiência de muitos algoritmos import antes. A simples enumeração de confi- 

gurações viáveis para o problema cresce exponencialmente com o número de cidades. 

Por esse motivo, foi proposta uma série de algoritmos como alternativas mais efi- 

cientes de solução, no sentido de, mesmo sem a garantia do ótimo, encontrar uma 

solução razoável num tempo de computação viável, ou seja, polinomial. A avaliacão 

da eficiência desses algoritmos se dá, muitas vezes, em função da comparaqão de 

seus resultados. 

Neste capítulo será apresentado um algoritmo proposto por Lin & 

Kernighan (1973)) referenciado ao longo de todo este trabalho por LK, considerado 

como clássico na solução do problema do Caixeiro Viajante, já que, apesar de ter 

sido proposto há bastante tempo, possui um desempenho melhor que várias abor- 

dagens propostas recentemente. Por isso, será usado aqui como comparação para o 

Algoritmo Elástico. 



O algoritmo 

Dado um conjunto S, descobrir um subconjunto T de S que satisfaça algum critério 

C e minimize uma função f ,  é um típico problema de Otimização. Como já foi dito, 

em caso de S finito ou enumerável, o problema é considerado Combinatório. 

Nesses termos, o problema do Caixeiro Viajante se resume em des- 

cobrir o subconjunto T ,  do conjunto S de todas as arestas de um grafo completo de 

N nós (correspondentes ao número de cidades do problema), que forma uma tour 

de comprimento mínimo. 

Para resolver tais problemas, surgiram muitos métodos aproxima- 

tivos (heurísticas). A maioria desses métodos consiste em processos iterativos de 

melhoria, onde soluções iniciais geradas aleatoriamente para o problema são modi- 

ficadas segundo algum critério, gerando soluções melhares(i.e., de menor custo). É 

a formulação desses critérios que diferencia uma heurística da outra. Em outras 

palavras, esses processos iterativos resumem-se em gerar uma solução TI a partir 

de uma solucão inicial T, satisfazendo a condição f (TI) < f (T). f (T) representa a 

funcão de custo do problema associada à solução T. Esse processo é repetido até 

que a condição acima não seja mais satisfeita, o que indica que um mínimo local foi 

encontrado. Esse mínimo corresponderá à solução final gerada pelo algoritmo. Se 

essa solução estiver muito distante do ótimo, novas configiirações iniciais poderão 

ser geradas e então todo o processo pode ser repetido em busca de um novo ponto 

de mínimo. 

Um exemplo desse tipo de heurística consiste em um procedimento 

discreto de troca de um número fixo de elementos entre os conjuntos T e S - T, 

modificando T e gerando uma solução T', viável e melhor. Quando não for mais 

possível obter soluções melhores através dessas trocas sucessivas, é porque algum 

mínimo local foi encontrado. O que se deseja é que esse mínimo coincida com o 

mínimo global correspondente à solução ótima para o problema. Para isso, é preciso 

que se escolham os elementos certos a serem trocados, assim como o número k 

apropriado de elementos. Infelizmente, a satisfação dessas condigões não é uma 
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Esse tipo de estratégia já foi aplicada em trabalhos anteriores com 

considerável sucesso, com L fixado em 2 (Croes [6]) e em 3 (Lin [18]). Fixar o valor 

de L, no entanto, pode não ser vantajoso. Se L for grande, o número de elementos 

a serem trocados entre os conjuntos também o será, e assim, conseqüentemente, o 

tempo de computação crescerá t ambém. A escolha de k pequeno pode, muitas vezes, 
, 

fazer com que boas soluções para o problema não sejam alcancadas. E preciso então 

encontrar um valor para L de modo que se obtenha uma solução de boa qualidade 

num tempo viável de computação. Baseando-se nisso, Lin & Kernighan propuseram 

uma maneira de se determinar o valor de L iterativamente, durante o processa- 

mento do algoritmo. Dada uma solução inicial T, deseja-se encontrar L elementos 

xl, . . . , xk de T que ao serem trocados por y l ,  . . . , yk  de S - T, transformam T numa 

nova solução TI, de melhor custo. Como não se sabe a priori, o valor apropriado 

de L e os elementos 21,. . . , xk e yl, . . . , yk a serem trocados, tenta-se descobrí-10s 

iterativamente, elemento a elemento. Em outras palavras, tenta-se identificar o par 

de elementos (21, yl) cuja troca acarreta um ganho ou melhoria na função de custo 

associada à solução. Feito isso, determina-se o segundo par de elementos, que junto 

com (xl, yl) continua produzindo ganho. O processo continua até que a troca do 

conjunto X = {xl,. . . , xk) por Y = {yl,. . . , yk) não produza mais ganhos. 

Mais formalmente, o processo pode ser descrito como: 

Geração aleatória de uma solução inicial T 

i = 1; 

Enquanto (a t roca  d e  elementos d e  X por elementos d e  Y prod 

u m a  melhoria n a  função d e  custo) 

o  Selecione o par (x;, y;) escolhido de maneira a maximizar a 

melhora alcançada na troca de $1,. . . , xi por y1,. . . , y;; 

l xi E T - {%i,. . . , x;-1) e y; E S - T - {yl,. . . , yiPl); 

o i = i + l ;  

k = i; 

uzi 

Troque xl, . . . , xk por yl,. . . , yk, gerando TI. 

Repita todo o processo acima a partir de TI. 



Caso não se tenha mais melhorias, repita todo o processamento a partir de uma nova 

solução gerada aleatoriamente, se desejado. 

Algumas restrições, regras e estratégias de controle precisam ser es- 

pecificadas a fim de tornar o algoritmo mais eficiente. E preciso que se defina: 

1. Uma Regra de Seleção eficiente - a escolha dos elementos a se- 

rem trocados entre os conjuntos deve ser feita de uma maneira eficiente e rápida. 

A determinação de uma ordem na escolha dos elementos é importante, principal- 

mente para evitar a geração de soluções não viáveis para o problema, disperdiçando 

conseqüentemente tempo de computação. 

2. Uma função que represente o ganho total, dado um conjunto de 

trocas. Para representar o ganho obtido dada a troca de dois elementos, define-se 

g; como o ganho associado à troca do elemento x; por y; na iteração i, dado que 

x1, yi, . . . , xi-1, yi-1 já foram trocados. 

Assim, quando ~ ! = ~ g ;  5 0, para um determinado k, o processo de 

troca de elementos é interrompido, pois a troca de uma seqüência maior de elementos 

não será mais lucrativa. 

3. Uma vez terminado o processo de seleção, é preciso verificar se 

a troca de xl, . . . , xr, por yl, . . . , yk, para um determinado k ,  é viável. Essa veri- 

ficação é importante para que se previna a possibilidade de gerar, após a troca de 

uma sequência grande de elementos, uma configuração não viável para o problema, 

desperdiçando tempo de computação. 

4. Uma Regra de Parada indicando que o conjunto de possíveis ele- 

mentos a serem trocados já foi totalmente examinado ou que as trocas efetuadas já 

não produzem mais ganhos. 

5. {xl,. . . , xr,) n {yl,. . . , yr,) = 0. Se essa condição for satisfeita, a 

sequência de elementos selecionada para troca será conservada durante toda uma 
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Figura IV.l: T e T' 

Essa medida é importante pois assim, a seqüência de elementos que produzem uma 

melhoria na função de custo não é danificada, reduzindo tempo de computação, 

simplificando a função de ganho e possibilitando a definição de uma regra de parada 

eficiente. 

As trocas são efetivadas, gerando novas soluções usadas recursiva- 

mente como pontos de partida para o processo descrito acima, até o momento em 

que o ganho obtido com a troca de elementos não seja mais positivo, indicando que 

mais nenhuma melhora pode ser alcançada pelo algoritmo. 

IV.3 O algoritmo na solução do problema do 
Caixeiro Viajante 

Nesta seção, será descrita a aplicação do algoritmo de Lin & Kernighan ao problema 

do Caixeiro Viajante. Para isso, é preciso que se considere o conjunto S de todas 

as arestas de um grafo completo de N vértices, T como um subconjunto de S que 

corresponde a uma tour e f (T) a função que representa o comprimento da tour T. 

Seja T' uma tour com comprimento f (TI) < f (T), como na figura 

IV. 1. 



Figura IV.2: Transformação de T em T'  

A existência de 3 arestas distintas entre T e TI responde pela dife- 

renqa entre seus comprimentos. O algoritmo tenta transformar T em T', identifi- 

cando sequencialmente as k arestas em T que podem ser trocadas pelas h arestas em 

TI. Em outras palavras, identifica-se o conjunto de arestas X = {xl, . . . , xk) em T 

e Y = {yl, . . . , yk) em TI de tal maneira que as arestas de X são substituídas pelas 

arestas de Y. O resultado é uma tour de custo menor, igual a f (TI). A diferença 

entre os comprimentos de T e TI é justificada pela existência de arestas distintas 

entre as duas tours. Se considerarmos I x; I e I y; I como os comprimentos das 

arestas x; e ye e g; =I x; I - I y; I como o ganho obtido ao trocar x; por y;, é 

imediato concluir que g; = f ( T )  - f (TI). Como f (T') < f (T) , então gi > 0. 

E possível, no entanto, que ocorra alguma troca cujo ganho g;, para algum i, seja 

negativo ( I  y; / > I  x; I). Essa troca é considerada válida, desde que a soma total dos 

ganhos obtidos com todas as trocas seja positiva, indicando que um tour de menor 

custo foi gerada. 

As arestas a serem trocadas são identificadas e numeradas sequen- 

cialmente. As arestas x; e y; compartilham um mesmo nó, assim como y; e x ;+~.  

A aresta x1 será trocada por yl, 22 por y2, e assim sucessivamente. A figura IV.2 

ilustra como as trocas de arestas são realizadas quando k = 3. 



É preciso também que se defina o parâmetro G* que representará a 

melhoria realizada sobre a tour T, a cada conjunto de trocas. G* é inicializado com 

O e assume valores positivos e monotonicamente crescentes durante a evoliição do 

algoritmo. A cada valor de G* é determinado também, um valor para k que indica 

o número de arestas a serem trocadas para alcançar G*. 

Tendo em mente todos esses conceitos, será exposto, a partir de agora, 

o algoritmo em todos os seus detalhes. 

Geracão aleatória de uma tour inicial T; 

G* = o; 
Escolha aleatória de ti entre os N vértices da tour; 

Escolha de uma das arestas adjacentes a tl: xl = (tl,tz); 

i = 1; 

Escolha da aresta yl = (t2,t3) com gl =I xl I - I yl I> 0; 

Gl = 91; 

A aresta yl é escolhida dentre as arestas de S - T que partem de t2 

e chegam a um dos N - 3 vértices de T não-adjacentes a ti. A aresta escolhida será 

aquela que produzir o melhor ganho dentre todas, ou seja, será aquela de menor 

custo. Caso não exista tal aresta, retoma-se o processo a partir da outra aresta 

adjacente a ti em T, xl = (tl, t;). Caso não se obtenha sucesso novamente, retorna- 

se ao nível anterior, escolhendo outro nó tl como ponto de partida para o algoritmo. 

Processo de Seleção de Arestas 

Enquanto ((todos os candidatos a arestas x; e y; não tiverem sido examinados) 

e (G; > G*)) 

i = i + l ;  

Escolha x; = (t2i-1, tZi) tal que: 

A sequência (tl, . . . , tzi, tl) forme uma tour; (Criterio de Viabilidade) 



Figura IV.3: Passo inicial do algoritmo 

Escolha yi = (tz;,tzi+i) tal que: 

( ~ 1 , .  . .,xi) n {YI,. . . , ~ i )  = fl; 
e G; > O ;  

e permita a escolha de uma aresta x;+1 que satisfaça o Criterio 

de Viabilidade no passo i + 1; 

Se G* > O então 

Considere a tour T' formado apos as Ic trocas de arestas; 

f (TI) = f (T) - G*; 

Repita todo o processo usando TI como tour inicial; 

Se G* = O então 

efetue BACKTRACKING; 



Figura IV.4: (a)Forma uma tour (b)Não forma uma tour 

Critério de Parada 

O algoritmo termina quando todos os vértices da tour são escolhidos 

como ponto de partida para o processo de se1eçã;o de arestas, sem que se obtenha 

uma tour de menor custo. 

A escolha da aresta x; é unicamente determinada pela aresta y i - ~ ,  

selecionada no passo anterior. Das duas candidatas a aresta x;, apenas uma possibi- 

litará a formação de uma tour. O Critério de Viabilidade garantirá a escolha dessa 

aresta. A aplicação desse critério é importante para que se possa evitar esforços 

computacionais desnecessários, como o de submeter o algoritmo a um processo de 

seleção de arestas que não conduzem a uma tour. 

Dentre todas as arestas de S-T, possíveis candidatas a y;, é escolhida 

aquela que: 

a Já não tenha sido escolhida em passos anteriores do processo de 

seleção, evitando assim que a seqüência de trocas seja alterada e alguma aresta even- 

tualmente escolhida anteriormente para ser retirada, seja agora selecionada como 

uma das novas componentes da tour. 

Mantenha o ganho - referente as trocas até aquele momento - 



Xo', 

Figura IV.5: Justificativa da terceira condisão para a escolha da aresta y; 

positivo, indicando ser vantajosa para a formação de uma tour de menor custo a 

troca das arestas selecionadas até então. 

0 Assegure que o Critério de Viabilidade será garantido no passo i + 1. 

Nem toda aresta que atenda as condições acima garante a formação de uma tour, 

como mostra a figura IV.5. 

Antes da inserção da aresta y; ao conjunto Y, verifica-se se a tour 

(t l , .  . . ,tai,tl) produzirá um ganho melhor que G*. Em caso afirmativo, o valor de 

G* é atualizado. É importante ressaltar que G* representa a melhoria alcançada 

levando-se em conta a tour formado após as trocas de arestas. A cada passo do 

processo de seleção, é verificado se a nova tour formada produz um ganho melhor 

que o anterior. Desta maneira, a última tour formada com a mudança das L arestas 

será sempre aquela que produzirá a melhor redução no custo computado. 

É possível que G* não seja atualizado por muitas iterqões e o con- 

junto de arestas a serem trocadas continue a ser atualizado. Isso acontece porque 

o que se compara com o último valor de G* é o comprimento da tom formada até 

a escolha de e;. Se o ganho obtido com a formação dessa tour não for melhor que 

G* então G* não é atualizado. Em compensação, se a escolha de y; acarretar num 

ganho G; maior aue G*. então o processo de seleção continua. 



A seguir será descrito um exemplo que mostra em detalhes como 

funciona o algoritmo. 

Seja a tour T cujas arestas possuem custos especificados como na 

figura 1V.G e e xl = (tl,t2) uma aresta de T. y1 foi a aresta escolhida em S - T 

para ser trocada por xl. Assim, já sabemos que gl =I xl I - I  y l  I >  O. Caso não 

existisse tal aresta, seria preciso que o Baclctraclcing fosse efetuado, escolhendo-se 

a outra aresta xl adjacente a tl. Uma vez escolhido o primeiro par de arestas, 

passamos para a próxima iteração, onde será escolhido o próximo par a ser trocado. 

É escolhida então a aresta 2 2  em T que possibilite a formacão de uma tonr. Daí, 

antes de selecionar a aresta yz, verifica-se se o ganho obtido com a tour formada 

é maior do que o ganho G* computado até então. Para prosseguir com o processo 

de seleção de arestas, é preciso que o ganho computado até então com as trocas 

seja maior que o ganho total, G*, caso contrário, a última troca não valerá mais 

a pena. Nesse momento então, todos os pares de arestas selecionados para serem 

trocados até essa iteracão são efetivamente trocados e uma nova tour TI, de menor 

custo é formada. Todo esse processo é novamente aplicado sobre TI, na busca de 

uma nova tour de menor custo, até que não se consiga mais encontrar tais tours. 

Esse momento indica que um mínimo local foi encontrado e este mínimo representa 

a menor tour encontrada pelo algoritmo para o problema. 

O BACKTRACKING, citado no algoritmo, só é efetuado nos dois 

primeiros níveis do processo de seleção, ou seja, só se tem a possibilidade de escolher 

novas candidatas para as arestas xl, y l ,  x2 e y2. O BACIITRACKING é efetuado 

por passos, como descrito a seguir. 

Quando se chega ao ponto de trocas em que G* é igual a zero, o BA- 

CKTRACKING é efetuado, ignorando-se todas as arestas selecionadas no processo 

de trocas até então e retornando-se ao ponto de escolha da aresta yz. Assim, os 

passos para a realização do BACKTRACKING são: 

1. Repita o processo de seleção de arestas considerando agora uma 

nova aresta yz de maior peso, até que gl + g2 > O. A partir daí, continue o processo 

normalmente. (BACKTRACKING 1) 



Figura IV.6: Um exemplo 



Figura IV.7: (a) Não forma uma tour (b) A violação do Critério de Viabilidade (c) 
Forma uma tour 

2. Se todas as escolhas para yz não causarem sucesso, retroceda 

mais profundamente no Bacldracking, escolhendo agora a o~itra candidata à aresta 

xz. Já sabemos que essa aresta violará o critério de viabilidade. Mas tal violação é 

permitida nesse momento pois ocasionará post eriorinent e a volt a ao curso normal do 

processamento do algoritmo, como mostra a figura IV.7 , possibilitando o encontro 

oportuno de um tour de menor custo. (BACKTRACKING 2) 

3. Se mesmo assim nenhum ganho for produziclo, escolha agora uma 

aresta y l  de comprimento maior e retome todo o processo novamente. (BACKTRA- 

CKING 3) 

4. Se todos os candidatos a y l  são examinados sem procluzir ganho, 

tente a outra candidata a aresta xl.(BACKTRACKING 4) 

5 .  Caso todo's os items acima falharem, um novo nó tl é selecionado 

e todo o processo é reiniciado a partir desse novo nó. 

Depois que todo o algoritmo foi exposto em todos os seus detalhes e 

peculiaridades, é interessante notar que o processo de BACKTRACKING é bastante 

custoso e complicado. Ele se processa no pior caso, ou seja, no caso em que todos 
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os seus níveis são efetuados, da seguinte maneira. 

BACKTRACKING() 

{ 
Se (existe outro candidato a aresta ya )  

BACKTRACKINGI; 

senão 

{ 

Se (a outra candidata a 22 não foi escolhida) 

BACKTRACKINGL; 

senão 

Se (existe outro candidato a aresta yl) 

BACKTRACKING3; 

senão 

{ 
Se (a outra candidata a xi não foi escolhida) 

BACKTRACKING4; 

1 

É interessante notar também que o BACKTRACKING poderia ser 

realizado em todos os níveis do processo de seleção. No entanto, isso ocasionaria um 

tempo de processamento absurdo e não traria resultados tão vantajosos a ponto de 

justificar tal perda de tempo, como relata o artigo [19]. Experiências citadas nesse 

artigo mostram que os melhores resultados obtidos pelo algoritmo foram obtidos 

com o BACKTRACKING restrito aos dois primeiros níveis de seleção de arestas. 



Capitulo V 

Avaliacão 3 dos resultados 

V.1 Introdução 

Apresentaremos nesse capítulo, uma análise dos resultados obtidos a partir de tes- 

tes realizados com os três algoritmos implement ados neste trabalho, utilizando como 

instâncias do problema do Caixeiro Viajante, conjuntos de cidades geradas aleato- 

riamente. 

A variação de valores para o conjunto de parâmetros usado tanto no 

Algoritmo Elástico quanto no Filtro, foi a base dos testes, realizados em busca de 

uma tour próxima do ótimo. 

V.2 A implementação 

V.2.1 Utilização de memória 

Uma das preocupações na implementação de algoritmos elaborados para a solucão 

do Problema do Caixeiro Viajante é a utiliza~ão mínima de memória de maneira 

a não comprometer a quantidade total de tempo de processamento. Tal inini- 

mização é importante, pois como esse problema é NP-completo, a utilização de 

instâncias de grande porte possibilita uma melhor avaliação da eficiência dos al- 

goritmos, necessitando-se nestes casos, de um maior espaco de memória para a 

manipulação dos dados. 



A quantidade de memória utilizada pelo Algoritmo Elástico torna-se 

um problema quando o níiinero de cidades é grande. Em funcão disso, na sua iinple- 

mentação, foram introduzidos meios alternativos de estruturacão do armazenamento 

dos dados necessários ao processamento do algoritmo. 

O cálculo do deslocamento de cada ponto do anel depende de um 

coeficiente que mede as influências exercidas por cada cidade sobre cada ponto. 

Deste modo, a cada iteração do algoritmo, esse coeficiente é atualizado N x M 

vezes, sendo N o número de cidades e M o número de pontos do anel. Desta 

maneira, seria necessário o armazenamento desses valores numa matriz de dimensão 

N x M, uma vez que, para o cálculo de cada coeficiente, é necessário que se tenha 

armazenado os valores das influências de cada cidade i a todos os pontos do anel. 

Com esse tipo de armazenamento, instâncias grandes do problema 

não poderiam ser avaliadas, pois não existiria memória suficiente. 

Com o objetivo de remediar essa situacão, tornou-se necessária a es- 

pecificação de tipos de estruturas que permitissem uma economia de memória, mas 

que não penalizassem o tempo de processamento do algoritmo. Sendo assim, foi ape- 

nas necessário definir um vetor contendo as coordenadas das N cidades distribuídas 

sobre o quadrado, uma lista encadeada com as posições de todos os pontos situados 

sobre o anel e um vetor , também de dimeilsão N, contendo em cada uma de suas 

posições, o somatório das influências da cidade i sobre todos os pontos. Esse dado é 

utilizado para a normalização do coeficiente w;j. Desta forma , a memória utilizada 

pelo Algoritmo Elástico é da ordem de O(N $ M). 

Para o Filtro, proposto neste trabalho, foi preciso que se definisse 

mais uma estrutura. Agora, o deslocamento de cada ponto não é realizado em 

função das influências de todas as cidades, e sim daquelas que contribuem significa- 

tivamente para o deslocamento. Tais cidades encontram-se no interior de um cículo, 

determinado no Filtro, cujo centro coincide com o ponto. A fim de facilitar a imple- 

mentação, considera-se a subdivisão do quadrado de lado L em quadrados menores, 

de lado 6, correspondente à distância média das cidades. Os cálculos realizados são 

apenas aqueles referentes às cidades situadas no interior dos quadrados S x S que 



circunsc~evem o círculo. 

Para armazenar esses dados, foi preciso definir dois vetores de listas 

encadeadas, ambos de dimensão Q, correspondente ao número de quadrados S x S 

existentes. Cada vetor contém respectivamente em cada uma de suas posições, a 

lista das cidades e dos pontos que se encontram no quadrado q, 1 5 q 5 Q. Sendo 

assim, a memória utilizada pelo Filtro é da ordem de O((N + M)(1 + Q)), no pior 

caso. 

V.3 Avaliação do comprimento da tour gerada 
pelo algoritmo 

Em todos os trabalhos relacionados ao Algoritmo Elástico, a tour gerada pelo al- 

goritmo é entendida como o comprimento do anel, cujos pontos são mapeados nas 

cidades. 

Neste trabalho, a concepção da tour é um pouco diferente. Considera- 

se a convergência do algoritmo quando, para cada uma das cidades, existir pelo 

menos um ponto do anel em sua vizinhança, sendo associada a cada cidade i o 

ponto que estiver mais próximo dela. Desta forma, a avaliação do comprimento da 

tour, considerada apenas como a soma das distâncias entre os pontos do anel, não 

resultaria numa medida real. 

O fato de se comparar, neste trabalho, o desempenho do Algoritmo 

Elástico e do Filtro com um algoritino que realiza melhorias no custo da tour a partir 

das próprias cidades - o algoritmo de Lin & Kernighan (LK) - reforça o intuito de 

não se estabelecer o comprimento do anel como o custo da tour. Dentre os pontos 

que se encontram na vizinhança de cada cidade, considera-se a sequência daqueles 

que estiverem mais próximos delas. O custo da tour é então aquele equivalente à 

permutação das cidades associada à essa seqüência. 



V.4 Apresentação e análise dos resultados 

Com o objetivo de explorar a potencialidade do Algoritmo Elástico e analisar suas 

características de acordo com o crescimento do número de cidades, foram realizados 

testes com conjuntos de 100, 200, 300, 400, 500, 750 e 1000 cidades. 

A escolha das estações de trabalho SUN para efetuar tais testes foi 

realizada basicamente devido a sua grande velocidade de processamento e extensa 

capacidade de memória, necessárias principalmente para os testes com 1000 cidades. 

Nesta seção, apresentaremos tabelas com os resultados dos testes que 

convergiram para cada conjunto de cidades, para que seja possível a interpretacão e 

análise do efeito de cada parâmetro na equacão de deslocamento de cada ponto do 

anel, apresentada novamente em V.l a fim de facilitar tal análise. 

Se observasmos cada parcela P;, 1 5 i 5 N ,  do somatório do primeiro 

termo da equação V.l e considerarmos a definição do coeficiente w;j apresentada 

no capítulo 11, podemos concluir que as parcelas que contribuem com valores altos 

para o somatório e consequentemente para um maior deslocamento do ponto, são 

aquelas referentes às cidades que estiverem mais próximas dele. 

O parâmetro a é responsável pelo "controle" da maior ou menor 

atuação do primeiro termo no deslocamento. Valores de a próximos de 1 contribuem 

para uma atracão muito grande do ponto pelas cidades uma vez que praticamente 

todo o somatório é considerado, induzindo ao ponto um deslocamento muito brusco 

e contribuindo para a não convergência do algoritino. Estipular valores para a 

maiores que 0.8 provocam situações como a da figura V.1. 

Todos os conjuntos de cidades foram gerados aleatoriamente dentro 

de um quadrado de mesmo tamanho. Desta forma, quanto maior for o tamanho 

do conjunto, maior também será a densidade de cidades no interior do quadrado, 
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Figura V.l: O anel não convergiu 

sequentemente muito mais parcelas do somatório do primeiro termo de V.l con- 

tribuirão com maior peso para o deslocamento, causando com maior facilidade si- 

tuações como a exibida na referida figura. 

No sentido de proporcionar aos pontos deslocamentos mais amenos 

em direção às cidades, seria mais prudente considerar, a medida do crescimento do 

niímero de cidades, valores cada vez menores para a. 

E preciso no entanto, que se tome cuidado para não estimar valores 

para a extremamente pequenos pois isto também poderia ocasionar a não con- 

vergência do algoritmo. A influência das cidades sobre o ponto decresce a medida 
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daquela cidade que estiver bem próxima dele. Por esse motivo, neste estágio do 

processameato, o primeiro termo de V.l influencia muito pouco no deslocamento 

(praticamente apenas uma parcela do somatório contribuirá com um valor alto). A 

atração exercida por esse termo sobre o ponto torna-se menor ainda pelo estabe- 

lecimento de um valor muito pequeno para a. Em muitos casos, neste momento 

do processamento, nem todos os pontos estão suficientemente próximos das cidades 

para que o algoritmo convirja, como o que aconteceu com os testes realizados, por 

exemplo, com os seguintes conjuntos de parâmetros 

a P K TRK C 

0.1 3.0 0.21 5% 0.03 

A situação descrita acima pode ser ilustrada pela figura V.2, que 

representa a configuração do sistema para 750 cidades, quando IC = 0.000056. Nota- 

se que existem ainda várias cidades que não foram atingidas por nenhum ponto do 

anel e neste estágio do processamento, os deslocamentos sofridos pelos pontos em 

direção às cidades são praticamente desprezíveis. 

Para densidades grandes de cidades, o melhor procedimento seria 

então estabelecer valores para a que não permanecessem constantes ao longo do 

processamento do algoritmo. Como nas primeiras iterações o valor de I< ainda é 

alto, a contribuição do primeiro termo da equação para o deslocamento é muito 

grande, sendo necessário o estabelecimento de um valor pequeno para a, não muito 

adequado, no entanto, no final do processamento, onde a contribuição do primeiro 

termo é ínfima, não produzindo praticamente nenhuma alteração da posição do 

ponto em direção da cidade à qual ele será associado. 

Seria interessante definir a inversamente proporcional a K . E preciso, 

no entanto, que essa definição seja cuidadosamente especificada, para que não se 

altere o comportamento do algoritmo no final do processamento, pois a constante 

diminuicão de K contribui para amenizar os deslocamentos dos pontos, quando estes 

se encontram mais próximos das cidades. O estabelecimento inadequado de a em 

função de K poderia causar também a não convergência do algoritmo. 



Figura V.2: O anel não convergiu para 750 cidades 



Para um valor de a constante, observou-se a diminuição do custo da 

tour de acordo com o aumento do valor de ,8. O estabelecimento de um valor alto 

para ,O induz um "enrijecimento" do anel, deformando-o em direção das cidades, de 

maneira lenta e gradual. 

Entretanto, quando esse valor é muito grande, o coeficiente PK au- 

menta muito também, principalmente no início do algoritmo, quando o valor de 

K é alto, causando um efeito contrário ao desejado. A força atribuída ao ponto 

em direção aos seus vizinhos é muitas vezes maior que a própria clistância entre 

eles, forçando-o a um deslocamento brusco e causando um comportamento seme- 

lhante aquele da figura V.1, Nos testes, valores de ,B maiores que 4.0 provocaram 

tal situação. 

Por sua vez, o crescimento de a pode induzir o crescimento do com- 

primento da tour. O estabelecimento de um valor alto para a pode provocar deslo- 

camentos grandes dos pontos, acarretando a geração, pelo algoritmo, de uma tour 

de alto custo. 

Outro fator importante para a determinacão do comprimento da tour 

é o número de pontos que se encontram, na primeira iteração, sobre uma circun- 

ferência de raio 0.1, valor este estabelecido em todos os testes realizados. Uma vez 

que as influências das cidades sobre os pontos são normalizadas pelo número total 

de pontos existentes no anel, quanto maior for o número de pontos, maior será o de- 

nominador da razão que define o coeficiente wij. Em alguns testes verificou-se uma 

diminuição no comprimento da tour, apenas com o aumento do número de pontos 

iniciais, mantendo-se, no entanto, o mesmo conjunto cle parâmetros. 

Com o estabelecimento de mais pontos sobre o anel, cada cidade 

exerce uma força menor sobre cada ponto (sua influência foi dividida por mais 

elementos) e conseqlientemente contribui para um deslocamento menor, equivalendo 

ao fato de se estabelecer para ,8 um valor maior, "enrijecendo" a deformação do anel. 

Deste modo, para um mesmo conjunto de parâmetros, podemos obter uma tour de 

melhor custo, como mostra a tabela abaixo, se aumentarmos o número inicial de 

pontos, pois a deformação do anel tende a ser menos brusca. 



200 cidades 

M. znzczal . . a ,L? IiniCia Tempo de  execução(seg) Percurso 
52 0.8 3.0 0.24 475 14.202735 
104 0.8 3.0 0.24 522 12.290537 

Se o valor de /? já é alto, esse procedimento pode aumentar o com- 

primento da tour, em vez de diminuir. O fato é que o aumento de pontos provoca 

uma redução das suas relativas distâncias. Como ,h' é grande, a força de atração 

exercida sobre cada ponto por seus vizinhos o "empurra" em direcão oposta a estes, 

provocando o alargamento do anel, como já discutido anteriormente. 

Quando o número de cidades distribuídas pelo quadrado é muito 

pequeno, também é pequena a força de atração exercida por estas. Desta forma, ao 

atribuir um valor grande para ,L?, o anel,ao invés de se deformar gradualmente rumo 

às cidades, se "encolhe", pois a força de atração entre os pontos é tão grande que eles 

se aproximam todos entre si. A medida que I< decresce, o valor do coeficiente PK 

fica cada vez menor, relaxando a força de encolhimento do anel e consequentemente 

favorecendo a força de atração das cidades, que se torna mais significativa. Com 

o aumento da importância dessa força, o anel volta a se deformar em direção das 

cidades, rumo à convergência do algoritmo. 

Essa situação pode ser observada na figura V.3. 

Na maioria dos testes realizados adotamos uma taxa de redução para 

K de 5%) que permite um decréscimo mais rápido sendo menor a quantidade de 

valores altos de K que contribuem para um maior deslocamento dos pontos. No 

entanto, para os conjuntos de 750 e 1000 cidades, foi necessária para certos conjuntos 

de parâmetros, a realização de testes com o Filtro, para uma taxa de redução de K 

de 2%. Foram realizadas 2 sub-iterações para cada valor de K em todos os testes, 

pelo fato de não se alcançar, para um maior número de sub-iterações, melhorias 

significativas no custo da tour, aumentando-se apenas o tempo de processamento. 

Discutiu-se até agora todas as características observadas no compor- 

tamento, tanto do Algoritmo Elástico quanto do Filtro, na maioria dos testes reali- 

zados para todos os conjuntos de cidades, no sentido de se encontrar o conjunto de 



Figura V.3: A evolução da deformação do anel para 10 cidades 



A seguir serão apresentadas as tabelas com todos os testes que conver- 

giram para o Algoritmo Elástico (AE), Filtro (F) e o Algoritmo de Lin & Kernighan 

(LK). Oportunamente, serão feitas algumas observações durante a análise de cada 

conjunto de cidades. 

fAE) - 100 cidades - E = 0.05 , , 
a ,8 1 Tempo d e  execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.24 130 8.475682 

O conjunto de parâmetros testados para 100 cidades foi o mesmo para 

os conjuntos de 200, 300, 400 e 500. Para 750 e 1000 cidades não foi mantida essa 

uniformidade de testes, uma vez que a medida que a densidade de cidades aumenta, 

diminuem os casos, dentre esses parâmetros, que convergem. Por esse motivo, para 

esses conjuntos, foram escolhidos parâmetros que parecessem mais adequados para 

atingir a convergência do algoritmo e fornecessem os menores comprimentos de tour 

possíveis. 

Observa-se na tabela acima que para valores de ,f? maiores que 4.0, 

o algoritmo não convergiu, exceto para a igual a 0.2. Uma vez que a densidade de 

cidades e o número de pontos iniciais distribuídos sobre a circunferência são peque- 

nos, as distâncias entre os pontos tornam-se mais significativas, contribuindo para a 

atração destes pelos seus vizinhos e possibilitando o "enrijecimento" da deformacão 

da tour. Com o aumento do valor de a, o primeiro termo do deslocamento torna-se 

muito grande e o número de pontos do anel não é grande o suficientemente para que 

as parcelas relativas as influências diminuissem (em função da normalização de wij), 

permitindo um menor deslocamento do ponto. 



Figura V.4: Uma tour no momento da convergência 

É importante relembrar aqui o critério de convergência usado no Al- 

goritmo Elástico. E preciso que para cada uma das cidades, exista pelo menos um 

ponto do anel em sua vizinhanca. Um ponto será associado à cidade i se ele for o 

mais próximo dentre todos aqueles que estiverem na vizinhança de i. Para os testes 

até 500 cidades, o raio da vizinhança (denotada por E )  foi de 0.05. 

A definição de vizinhanças para as cidades é interessante, uma vez 

que quando os pontos se encontram à uma distância relativamente pequena das 

cidades já se sabe qual ponto será associado a que cidade e assim não é preciso 

gastar mais tempo de processamento. Entretanto, existem situações em que mesmo 

com uma pequena densidade de cidades, podem existir grupos em que elas estejam 



muito próximas umas das outras. Nestes casos, pode ocorrer a associação de um 

ponto à duas cidades distintas, que estejam muito próximas, pois suas vizinhanças 

se interceptam. A escolha de qual cidade ele será associado pode acarretar a escolha 

de uma permutação de cidades que gere uma tour de maior comprimento. Nesses 

casos, a escolha de vizinhanças menores pode eventualmente sanar esse problema, 

uma vez que a probabilidade de mais de L L T ~  ponto estar situado na vizinhança de 

cada cidade é muito pequena. 

Por esse motivo, foram feitos novos testes, com todos os conjuntos 

de cidades considerando vizinhanças de raio menos para os conjuntos de parâinetros 

que geraram as melhores tours, tanto para o Algoritmo Elástico quanto para o Filtro. 

Para 100 cidades obtemos 

100 cidades 
E a K Tempo de ezecução(seg) Percurso 

AE ( 0.02 0.2 4.0 0.24 187 8.190472 

Podemos observar que não houve uma melhoria significativa nos com- 

primentos das tours, o que era esperado pois, além da densidade ser pequena, poucas 

eram as cidades muito próximas umas das outras. 

As tabelas a seguir, nos mostram os resultados dos testes com o 

Filtro, realizados com o mesmo conjunto de pasânietros usados para o Elástico, 

porém avaliados para valores de w iguais a 0.8, 0.6, 0.4 e 0.2. O parâmetro w foi 

introduzido no capítulo 111 e faz paste da equação que determina o raio da c'rculo 

que define a região de atuação do algoritmo para cada ponto do anel. 



f F )  - 100 cidades - E = 0.05 
\ ,  

a ,i3 w I n i c i a  T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.2 1.0 0.8 0.24 93 8.533650 
0.2 2.0 0.8 0.24 90 8.478294 
0.2 3.0 0.8 0.24 96 8.480454 
0.4 1.0 0.8 0.24 90 8.896465 
0.4 2.0 0.8 0.24 86 8.976612 
0.4 3.0 0.8 0.24 9 3 8.524789 

(F) - 100 cidades - E  = 0.05 . , 

a ,i3 w I n i c i a  T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.2 1.0 0.6 0.24 79 8.533589 

(F) - 100 cidades - E = 0.05 
a ,B w I n i c i a  T e m p o d e e ~ e c u ç ã o ( s e g )  Percurso 

0.2 1.0 0.4 0.24 74 8.480421 

(F)  - 100 cidades - E = 0.05 , , 

a ,B w Kinicial Tempo  de execução(seg) Percurso 
0.2 1.0 0.2 0.24 7 1 8.732889 



Observamos que a razão entre o tempo de execução do Algoritmo 

Elástico e do Filtro aumenta de acordo com o decréscimo do valor de w, ao contrário 

do que acontece com o comprimento da tour, não sendo, no entanto, muito maior do 

que aquela gerada pelo Elástico. Para densidades maiores de cidades, foi possível ge- 

rar com o Filtro, comprimentos de tour até menores do que os gerados pelo Elástico. 

Isso se justifica pela hipótese de elaboração do Filtro, que se aproxima mais do 

algoritmo Elástico para densidades maiores de cidades. 

Na busca de valores menores para a tour gerada pelo Filtro para 

100 cidades, foram feitas experiências, mudando valores de alguns dos par âmetros 

mantidos fixos em todos os testes, como por exemplo, a taxa de redução e o número 

de sub-iterações de K. 

No teste A, aumentou-se o número de sub-iterações para cada va- 

lor de i- para 3, conseguindo-se uma tour de menor valor, porém num tempo de 

processamento maior, uma vez que mais iterações foram realizadas. 

(F)  - A - e = 0.05 . , 

a ,LI w K n C a  Tempo d e  ezecução(seg) Percurso 
0.15 3.5 0.8 0.24 180 8.273021 

No teste B aumentamos o número de sub-iterações, a cada valor de I - ,  

para 5. A tour foi reduzida mais ainda, mas o tempo de processamento praticamente 

dobrou. 

(F) - B - E  = 0.05 
a p w - n i c ~ a l  Tempo de  ezecução(seg) Percurso 

0.15 3.5 0.8 0.24 339 8.190655 

Por último, além de ter aumentado o número de sub-iterações para 5, 

diminuiu-se a taxa de redução de K para 3%. O tempo de processamento aumentou 

assustadoramente porém o comprimento da tour gerada foi bastante próximo daquele 

conseguido pelo algoritmo LK. 

t / 

Q: ,LI w K n a  Tempo de  execu~ão(seg) Percurso 
0.15 3.5 0.8 0.24 559 8.162786 



Por fim, para efeito de comparação, realizou-se também, uma série 

de testes com o algoritmo LK. Esse algoritmo se mostrou bastante eficiente para 

100 cidades, pois comprimentos de t our s  menores que o Elástico e o Filtro foram 

conseguidos, num tempo de processamento igual ou melhor que o Elástico. 

(Lli') - 100 cidades 
T e m p o  de execução (seg) Percurso 

42 8.012726 

Nos primeiros testes realizados com esse algoritmo, todos os níveis de 

Backtraclcing foram executados, gerando tempos de processamento muito grandes. 

Constatou-se entretanto, que a eliminacão de alguns desses níveis durante a execqão 

do algoritmo não acarretava numa perda no custo da t o u r  gerada. Essa eliminação 

foi então adotada no sentido de se obter tempos de execucão mais rápidos. 

A seguir serão mostradas as tabelas dos testes realizados com o Al- 

goritmo Elástico e com o Filtro, para 200 cidades. 

(AE) - 200 cidades - e = 0.05 I ~ r 

a @ K T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.2 1.0 0.24 534 12.156892 



(F) - 200 cidades - e = 0.05 
a p w i n i c i a l  Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.8 0.24 373 12.268305 

(F) - 200 cidades - e = 0.05 
a ,8 w K n C a  Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.6 0.24 367 12.434623 

(F) - 200 cidades - E = 0.05 
a p w K C a  Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.4 0.24 355 12.034768 
0.2 2.0 0.4 0.24 358 12.143627 

(F) - 200 cidades - e = 0.05 
a ,8 w i n i c i a l  Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.2 0.24 326 12.264388 
0.2 2.0 0.2 0.24 286 12.592870 

Com o conjunto de parâmetros com o qual obteve-se o menor com- 

primento de tour, realizou-se, tanto para o AE quanto para o Filtro, um teste com 

e = 0.02. A diferenqa entre os comprimentos de tour foi um pouco maior, o que era 

de se esperar pois a densidade de cidades aumentou. 



200 cidades 
c a ,L? i n i c i a l  Tempo de execução(seg) Percurso 

A E  1 0.02 0.2 4.0 0.24 859 11.72 

Observou-se nos testes realizados, que a propriedade de diminuição do 

comprimento da t our  de acordo com o aumento de ,L?, para um valor de a constante, 

muitas vezes não foi satisfeito. Este fato pode ser justificado, em casos de leves 

diferenças, pelo critério de avaliação da tour  gerada pelo algoritmo, discutido em 

v.3. 

Os testes realizados com o algoritmo LK para 200 cidades foram 

I (LI0 - 200 cidades 
Tempo de execução (seg) Percurso 

894 11.228683 

No caso de 300 cidades , o Algoritmo Elástico se comportou como 

para os outros conjuntos de cidades. No entanto, para a = 0.2 e P = 4.0, ao 

invés de uma t our  menor, obteve-se uma maior. Isso se deve ao fato de se ter 

estipulado um número inicial de pontos da circunferência bem maior do que nos 

outros casos, tornando a distância entre eles mínima. Como o valor de ,L? é nluito 

grande, os pontos se deslocam em direção oposta a seus vizinhos, 'Aumentando" o 

comprimento do anel. 



(AE) - 300 cidades - e = 0.05 
a ,ü 1 Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.24 1645 14.822573 

Dentre os testes realizados com o Filtro, a menor tour obtida foi para 

- 

(F) - 300 cidades - e = 0.05 
ar p w K C a  Tempo de ezecução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.8 0.24 820 14.898540 

(F) - 300 cidades - e = 0.05 
a B w I n i c i a  Tempo de ezecuçãofseq) Percurso 

(F) - 300 cidades - e = 0.05 
a! 0 u i T e m m  de execucãolseal Percurso 



(F) - 300 cidades - e = 0.05 
a w I a  Tempo de ezecução(seg) Percurso 

0.1 1.0 0.2 0.24 709 15.501309 

Para w = 0.2, não ocorreu a convergência do algoritmo para nenhum 

dos parâmetros avaliados com os outros valores de w, convergindo apenas para ar = 

0.1 e ,B = 1.0. A justificativa de uma tour melhor neste caso, porém num tempo 

pior, se deve ao valor de a. Como a é pequeno, a força de ,B se acentua, tornando 

mais lenta, a execução do algoritmo, e melhor contribuindo para a minimização da 

tour. Além disso, o número inicial de pontos na circunferência foi também bem 

maior (208), exigindo mais cálculos nas primeiras iterações. 

Podemos comparar, a seguir, os testes realizados para E = 0.02. As 

tours obtidas foram de menor comprimento. 

300 cidades 
c a ,B I a  Tempo de execução(seg) Percurso 

AE 0.02 0.2 2.0 0.24 1352 14.470851 

Os testes com o LK para 300 cidades foram 

1LKI - 300 cidades 
Tempo de ezecução(seg) Percurso 

1412 13.813244 

O Algoritmo Elástico testado para 400 cidades gerou os seguintes 

resultados: 



(AE) - 4 0 0  cidades - e = 0.05 
a ,ü K n  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.24 2409 17.297983 
0.2 2.0 0.24 2285 17.119900 
0.2 3.0 0.24 2381 16.937376 
0.2 4.0 0.24 2294 17.233791 
0.4 1.0 0.24 2254 17.442051 
0.4 2.0 0.24 2129 17.291521 
0.4 3.0 0.24 2259 16.862270 
0.6 1.0 0.24 2133 20.056059 
0.6 2.0 0.24 2284 20.916960 
0.6 3.0 0.24 2195 20.723671 

No Filtro, basicamente todas as propriedades citadas anteriormente 

foram satisfeitas. Assim como para 300 cidades, a diminuição do valor de w causou 

a diminuição de casos que convergiram. Note que a diferença entre a t o u r  gerada 

pelo Algoritmo Elástico e o Filtro vem diminuindo com o aumento do número de 

cidades, obtendo-se t our s  melhores em tempos inferiores. 

(F) - 4 0 0  cidades - e = 0.05 
a ,ü w K n i c  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.8 0.24 1928 17.121510 
0.2 2.0 0.8 0.24 1660 17.053814 

I (F)  - 4 0 0  cidades - e = 0.05 
\ ,  

a ,ü w íí;n;cial T e m p o  de ezecução(seg) Percurso 
0.2 1.0 0.6 0.24 1248 17.688753 
0.2 2.0 0.6 0.24 1351 17.189056 
0.2 3.0 0.6 0.24 1381 17.094851 
0.4 1.0 0.6 0.24 1320 17.148020 
0.4 2.0 0.6 0.24 1373 16.919930 
0.4 3.0 0.6 0.24 1251 17.216640 



[F) - 4 0 0  cidades - E = 0.05 
L ,  , I a ,B w I T e m p o  de execução[se.q) Percurso I 

(F) - 4 0 0  cidades - E = 0.05 
a ,B w Inicial  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.1 2.0 0.2 0.24 1436 17.951866 

Os casos testados para um valor de E menor (0.02), nos deu, como 

esperado, comprimentos menores de tour.  

Os testes realizados para o algoritmo LK foram 

4 0 0  cidades 

(LI<) - 4 0 0  cidades 
T e m p o  de execução(seg) Percurso 

AE 

É válido ressaltar que todos os testes com o algoritmo LK foram 

realizados a partir de uma t o u r  gerada por uma outra heurística, a heurística do vi- 

zinho mais próximo. A t o u r  obtida é usada como t o u r  inicial. Com esse conjunto de 

cidades fizemos uma experiência aplicando o algoritmo LK numa t o u r  gerada aleato- 

riamente, sem nenhuma melhoria. O tempo de processamento aumentou bastante, 

como. mostra a tabela abaixo. 

E a, B K i i  T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.02 0.4 3.0 0.24 2747 16.650024 



(LI{) - 400 cidades 

15.420321 

O comportamento do Algoritmo Elástico e do Filtro, para 500 cidades 

foi semelhante aos demais. 

fAE)  - 500 cidades - E = 0.05 , I I a D I(,,cial Tempo de execucãofseq) Percurso 

(F) - 500 cidades - e = 0.05 
a ,B w I<inicial Tempo de  execução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.8 0.24 2217 18.707186 
0.2 2.0 0.8 0.24 2930 18.887478 
0.2 3.0 0.8 0.24 2639 19.131365 
0.4 1.0 0.8 0.24 2107 19.158161 
0.4 2.0 0.8 0.24 2014 19.368954 
0.4 3.0 0.8 0.24 2248 19.153448 
0.6 1.0 0.8 0.24 2456 20.840771 
0.6 2.0 0.8 0.24 2203 19.216772 
0.8 1.0 0.8 0.24 1967 19.739744 

(F) - 500 cidades - E = 0.05 I 
a w K a  Tempodeesecução(seg) Percurso 

0.2 1.0 0.6 0.24 2019 18.571651 

(F) - 500 cidades - E = 0.05 
a ,B w I n i c i a  Tempo de execução(seg) Percurso 

0.1 1.0 0.4 0.24 2349 19.424685 



(F) - 500 cidades - E = 0.05 
a ,B w IGniCiaa T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.08 1.5 0.2 0.24 2297 19.91 

Em vista da dificuldade de se encontrar um conjunto de parâmetros 

para w = 0.4 que resultasse na convergência do algoritmo, optou-se por realizar um 

teste com uma taxa de redução de I< igual a 2%. Obtivemos um valor para a t our  

gerada bem melhor do que aquele realizado, para esse valor de w, com a taxa de 

redução igual a 5%. Nota-se que a t o u r  gerada foi melhor até do que aquelas geradas 

pelo Algoritmo Elástico, porém em um tempo pior, uma vez que os testes realizados 

com o Elástico foram com uma taxa de redução de I< (TRK), de 5%. 

(F) - 500 cidades - E = 0.05 - (TRK = 2%) 
a ,B w I < i i c  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.07 1.0 0.4 0.24 7080 18.303869 

O teste para um valor menor para a vizinhança de cada cidade 

(e = 0.015) resultou em comprimentos de t o u r  razoavelmente menores do que aqueles 

gerados para e = 0.05. 

Os testes realizados com o algoritmo LK foram 

500 cidades 

(Lli') - 500 cidades 
T e m p o  de execução(seg) Percurso 

17.469341 

AE 

F 

E a IGnicial T e m p o  de eaecução(seg) Percurso 
0.015 0.2 3.0 0.24 5619 18.162119 
0.05 0.2 3.0 0.24 3769 18.547966 

0.015 0.2 1.0 0.24 2745 18.397887 
0.05 0.2 1.0 0.24 2019 18.571651 



Em todos os casos testados até agora, o número de pontos iniciais 

distribuídos pela circunferência foi de ou $, sendo N ó número de cidades dis- 

tribuídas pelo quadrado. Já para os conjuntos de 750 e 1000 cidades, estabeleceu-se 

apenas o valor de $ como número inicial de pontos da circunferência. 

É interessante relembrar neste momento que, associado à evolução 

do Algoritmo Elástico, existe uma função de Energia, limitada inferiormente, com a 

propriedade de decrescer a cada deslocamento de um ponto do anel até atingir um 

mínimo. 

Segundo Durbin [8], quando Ií + 0, todos os mínimos de energia 

correspondem a tours válidas para o problema do Caixeiro Viajante. 

Simmen [26] contradisse esse argumento quando provou a existência 

de configurações geradas pelo algoritmo, porém não válidas como tours, quando 

K + 0. Ele provou que configuracões onde se encontra algum ponto do anel situado 

exatamente entre duas cidades, correspondem a situacões de equilíbrio (ou mínimos 

de energia). Ocorre o fato de ambas as cidades exercerem forças opostas, porém de 

mesma intensidade fazendo com que o ponto não saia do lugar. 

Se a vizinhança de cada cidade não for o suficientemente grande para 

"capturar)' esse ponto, o algoritino nunca convergirá. Foi o que aconteceu em alguns 

dos testes realizados quando o valor de c era menor que 0.015. 

Os testes com 750 cidades para o Algoritmo Elástico e o Filtro serão 

mostrados a seguir. Como a densidade de cidades é bem maior, o valor de e consi- 

derado para a convergência do algoritmo foi de 0.03. 

(AE) - 750 cidades - e = 0.03 
a í Tempo de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.24 9638 23.508518 
0.3 3.0 0.24 9136 23.508518 

Os testes com o Filtro foram 



(F) - 750 cidades - E = 0.03 
a w I i i a  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.8 0.24 5114 24.460466 
0.3 3.0 0.8 0.24 6279 23.588985 
0.4 3.0 0.8 0.24 5021 24.679857 
0.6 3.0 0.8 0.24 6228 23.994911 
0.8 1.0 0.8 0.24 6507 25.052166 

(F)  - 750 cidades - E = 0.03 
a ,kl w K n a  Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.6 0.24 6002 24.019114 

Para os valores de w iguais a 0.4 e 0.2, não se encontrou um conjunto 

de parâmetros que resultasse na convergência do algoritmo. Pode-se observar, ao 

longo da descrição dos testes, que quanto maior for a densidade de cidades, menor 

será o número de casos que convergem para valores pequenos de w. 

Isso se deve ao fato de que, quando a densidade de cidades é muito 

grande, a contribuição para o cálculo de influências, mesmo quando w é pequeno, é 

bem grande também, já que existem muitas cidades próximas do ponto. Como no 

caso do Filtro, a influência de cada cidade não é normalizada por todos os pontos 

( apenas por aqueles que são influenciados por ela), então a parcela de influência 

torna-se ainda maior. Para que os pontos não tenham um deslocamento muito 

grande, é preciso que se estipule para a um valor bem pequeno. 

Acontece que, à medida que K -+ O, o número de quadrados em volta 

do ponto diminui (ver capítulo 111). Daí, a influência em torno do ponto torna-se 

menor e consequentemente o primeiro termo da equação de deslocamento do ponto 

fica muito pequeno, em um momento em que as distâncias dos pontos às cidades 

não são suficientemente pequenas para que se possa considerar a convergência do 

algoritmo. Sendo assim, aqui também seria interessante definir a como sendo inver- 

samente proporcional a I<, sem comprometer, no entanto, a definição do algoritmo. 

Uma outra alternativa seria estabelecer, nesses casos, testes com a taxa de redução 

A P  K imial a 9% 'nnpsta maneira m e s m n  ~ & n i i l a n d n  n m  valnr mil i tn neriiienn nai-a 



a, a convergência do algoritmo torna-se possível, uma vez que são realizadas mais 

iterações com valores grandes de I(, permitindo um deslocamento maior dos pontos 

em direção das cidades e conseqüentemente a convergência do algoritmo. A -cínica 

desvantagem é que o tempo de processainento nesses casos, aumenta muito, tanto 

para o Elástico quanto para o Filtro, como mostram os resultados abaixo. 

(AE) - 750 cidades - (TRIC: 2%) - e = 0.03 
a ,B K n C a  Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.06 1.0 0.24 17272 23.680923 
0.2 3.0 0.24 15747 22.937342 

(F) - 750 cidades - (TRIC: 2%) - e = 0.03 
a ,B w I Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.8 0.24 13789 23.013813 

(F) - 750 cidades - ( T R K :  2%) - e = 0.03 
cx ,8 w I n a  Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.6 0.24 12790 22.881351 

fF) - 750 cidades - f T R K :  2%) - E = 0.03 , I ! ' - /  - 
. - -  

a ,í? w Inicial T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.06 1.0 0.4 0.24 15931 24.108826 

fF) - 750 cidades - fTRK: 2%) - e = 0.03 I 
\ ,  , - / - - 

a ,í? w I n i c i a  T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.06 1.0 0.2 0.24 15573 23.353386 

Com o objetivo de encontrar uma t o u r  de menor comprimento, dimi- 

nuiu-se o valor de E para 0.01 e a taxa de redução de I< para 2% para o conjunto 

de parâmetros que originou o menor comprimento de t o u r  quando o decréscimo de 

K era de 5%. O ganho obtido em relação ao comprimento da t o u r  foi bastante 

razoável. 



(F) - 750 cidades - (TRIC;: 2 2%) - e = 0.01 ~, 

a ,LI w I n i c i a  Tempo  de execução(seg) Percurso  
0.3 3.0 0.6 0.24 18767 22.456593 

Outra alteração realizada foi quanto ao tamanho do lado do qua- 

drado onde estão situadas as cidades. Mesmo para valores de w pequenos, que 

determinam áreas pequenas de atuação do algoritmo para cada ponto do anel, o 

número de cidades que influenciam o deslocamento do ponto pode ser grande, cau- 

sando deslocamentos bruscos. Aumentando-se o lado do quadrado, as cidades ficam 

mais espalhadas e consequentemente a densidade diminui. Na tentativa de encontrar 

uma t o u r  melhor fizemos testes com o lado do quadrado igual a 2 para os seguintes 

conjuntos de parâmetros 

(AE) - 750 cidades - ( T R K :  5%) - e = 0.03 
a ,LI K C a  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.24 8219 46.23365 

para o algoritmo Elástico e 

(F)  - 750 cidades - ( T R K :  5 %) - E = 0.03 . , 
w Kinicial Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.8 0.24 5938 46.350834 

(F) - 750 cidades - ( T R K :  2%) - e = 0.01 
a ,8 w K C a  Tempo  de execução(seg) Percurso  

0.3 3.0 0.6 0.24 17304 45.273937 

para o Filtro. 

Dividindo os comprimentos das tours  obtidas pelo tamanho do lado 

do quadrado, obtemos 23.116825, 23.175417 e 22.636968, respectivamente. Foram 

medidas muito boas, obtidas em menor tempo. 

Por fim, exibiremos os resultados obtidos pela aplicação do algoritmo 

LK neste conjunto de cidades. 



(LI<) - 750 cidades 
T e m p o  de execução (seg) Percurso 

18349 21.308992 

O último conjunto de cidades submetido a testes de parâmetros, foi 

o de 1000 cidades. 

Considerou-se nestes testes, a convergência do algoritmo quando exis- 

tisse pelo menos um ponto do anel numa vizinhança de cada cidade, de raio 0.02. 

A tabela abaixo, mostra os resultados obtidos para o Algoritmo 

Elástico, considerando-se a taxa de redução de IC de 5%. 

fAE) - 1000 cidades - E = 0.02 
7 B , .  Tempo  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.24 17144 26.652563 

O teste com a = 0.2 e @ = 3.5 gerou uma t o u r  de custo alto. Isso se 

justifica pelo número inicial de pontos estabelecido neste caso - 600. 

Os resultados obtidos para o Filtro foram 



(F) - 1000 cidades - e = 0.02 
a p w K C  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.15 3.0 0.8 0.24 12231 26.801439 
0.2 3.0 0.8 0.24 11865 26.611864 
0.2 4.0 0.8 0.24 11623 26.923534 
0.4 2.0 0.8 0.24 10740 26.676498 

(F) - 1000 cidades - e = 0.02 
a! /? w K i C i  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

- 

11029 26.846542 
11545 26.141281 

Como para o conjunto de 750 cidades, nenhum caso convergiu para 

os valores de w iguais a 0.4 e 0.2. Pelo mesmo motivo, foi realizada uma série de 

testes, tanto para o Elástico quanto para o Filtro, com a taxa de redução de I{ igual 

a 2%. 

(AE) - 1000 cidades - (TRK:2%) - E = 0.02 
a ,B Kinicia T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.24 245 12 25.738924 
0.3 3.0 0.24 20166 26.253941 

Com o intuito de comparação com os casos testados para os valores 

de w iguais a 0.4 e 0.2, realizou-se um teste com o Elástico, para os parâmetros 

a = 0.06 e ,B = 1 .O, que no entanto, não convergiu. 

A melhor t o u r  obtida pelo Algoritmo Elástico foi para a! = 0.2 e 

/? = 3.0. Reduziu-se então, para esse mesmo conjunto de parâmetros, o valor de e 

para 0.01, obtendo-se um resultado bastante razoável. 

(AE) - 1000 cidades - ( T R K  = 2%) - e = 0.01 
L ,  

p Icinicial T e m p o  de execução(seg) Percurso 
0.2 3.0 0.24 47752 25.524446 

Os resultados dos testes realizados com o Filtro foram 



(F) - 1000 cidades - (TRK:2%) - E = 0.02 
a ,f? w K C a  Tempo de  execução(seg) Percurso 

0.06 1.0 0.8 0.24 26315 27.079483 
0.2 3.0 0.8 0.24 20862 26.611864 

(F) - 1000 cidades - (TRK:2%) - e = 0.02 
a ,f? w i n c a l  Tempo de  ezecução(seg) Percurso 

0.06 1.0 0.6 0.24 23820 26.725420 
0.3 3.0 0.6 0.24 25211 26.063679 
0.2 3.0 0.6 0.24 16105 25.894808 
0.6 2.0 0.6 0.24 12582 28.369907 

(F) - 1000 cidades - (TRK:2%) - E = 0.02 
a ,8 w Kinicial Tempo d e  execução(seg) Percurso 

0.06 1.0 0.4 0.24 15937 26.817377 

(F) - 1000 cidades - (TRIC:2 %) - E = 0.02 
a ,f? w K n C a  Tempo de  execução(seg) Percurso 

0.05 1.0 0.2 0.24 14331 26.706167 
0.06 1.0 0.2 0.24 18805 26.653877 

Com o objetivo de se encontrar uma tour de melhor custo, modificou- 

se alguns parâmetros, mantidos fixos em todos os testes. Na primeira tabela a 

seguir, aumentou-se o número de sub-iterações para cada valor de I< para 4 e sua 

taxa de redução foi de 1%, enquanto que na segunda, manteve-se a taxa em 2%) 

aumentando-se apenas o número de sub-iteracões para 4. 

( (F)  - 1000 cidades - Taxa de redução de  K :1% - 6 = O. 01 I . , 

a ,f? w K n C a  Tempo de execução(seg) Percurso 
0.2 3.0 0.8 0.24 66692 25.751961 

(F) - 1000 cidades - Taxa de redução de  K:2% - c = 0.01 
a ,8 w I n i c i a  Tempodeexecução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.8 0.24 64264 25.849808 

A tour gerada não foi boa o suficiente para justificar um tempo de 

processamento tão grande. Algumas mudanças de parâmetros que não comprome- 

tem tanto o tempo de processamento, produzem até comprimentos de tour melhores, 

como mostra a tabela abaixo. Escolheu-se neste exemplo, o conjunto de parâmetros 

que gerou a melhor tour, dentre todos os testes realizados com o Filtro, agora para 



(F )  - 1000 cidades - Taxa  de redução de K:2% - c = 0.01 
a ,L? w K n  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.6 0.24 32078 25.521399 

Foram também aqui realizadas, experiências mudando-se o tamanho 

do lado do quadrado onde estão situadas as cidades. Aumentou-se o lado para 3, já 

que a densidade de cidades é maior. Os resultados obtidos foram bastante razoáveis, 

se considerarmos principalmente os tempos de execução. 
-- -- 

(F)  - 1000 cidades - Taxa de redução de K :  5% - s = O. 01 
a w KiniciUl T e m p o  de execução(seg) Percurso  

0.2 3.0 0.8 0.24 22109 75.77708 

(F) - 1000 cidades - Taxa de redução de I(: 5% - E = 0.03 
a ,LI w I n  T e m p o  de execução(seg) Percurso 

0.2 3.0 0.8 0.24 14160 77.025 

Dividindo os valores das t our s  obtidas pelo tamanho do lado do qua- 

drado obtemos respectivamente, 25.259016 e 25.675. A primeira t o u r  foi a melhor 

obtida, dentre todos os testes realizados com esse conjunto de cidades. 

Apresentaremos agora, os resultados obtidos pela aplicacão do algo- 

ritmo LK. 

(LK) - 1000 cidades 
T e m p o  de execução(seg) Percurso 

60843 24.240452 
62773 24.271664 
55012 24.148943 
50043 23.945404 
39319 24.539206 

Uma vez que foram obtidos bons resultados com os testes realizados 

com a mudança do lado do quadrado, aplicou-se o algoritmo LK para o mesmo con- 

junto de cidades gerado para esse caso(conjunto este, modificado proporcionalmente 

ao tamanho do lado do quadrado), obtendo-se 



A alteração do lado do quadrado é apenas significativa para o Algo- 

ritmo Elástico e o Filtro, unia vez que estes são algoritmos essencialmente geomé- 

tricos, ao contrário do LK. 

V.5 Gráficos 

Exibiremos a seguir, uma série de gráficos que representam os respectivos desem- 

penhos dos três algoritmos implementados neste trabalho, observados ao longo de 

todos os testes realizados. 

Tour 

Figura V.5: Menores comprimentos de tour obtidos 



Número de cidades 

Figura V.6: Tempos de execucão 

A figura V.5 representa os menores comprimentos de tour encon- 

trados. Observa-se que o desempenho do algoritmo LK foi bastante razoável. No 

entanto, o tempo de execução requerido pelo LK para alcançar tais resultados foi 

bem pior, principalmente para conjuntos maiores de cidades, como mostra a figura 

V.6. 

O gráfico dos percursos médios foram (obtidos respectivamente, para 

cada algoritmo, a partir de todas as instâncias que convergiram para cada conjunto 

de cidades. Tal gráfico pode ser encontrado na figura V.7. 

Observa-se que os comprimentos de tour obtidos pelo Filtro para 400 

p. i rinn r.irla.rlp.s. fnram a i 6  melhnres dn mie a.me1es nhkirlns neln F;lá.st,ir.n. 



Tour 

- - -  

Número de cidades 

Figura V.7: Percursos médios 



Número de cid.ades 

Figura V.8: Tempos médios 



Como para os conjuntos de 750 e 1000 cidades nenhum teste realizado 

com o Filtro, para valores de w iguais a 0.4 e 0.2, convergiu, não foram apresentadas 

nos gráficos acima, as medidas correspondentes a esses valores. Por esse motivo, nos 

gráficos exibidos a seguir, considerou-se para esses dois conjuntos de cidades, a taxa 

de redução de I< de 2%. 

Tour 

O 100 200 300 400 500 750 

Número de cidades 

Taxa de reduçao de K: 2% (750 e 1000 cidades) 

Figura V. 9: Menores compriinentos de tour obtidos 



O 100 200 300 400 500 750 

Número de cidades 
1 OOC 

Figura V.lO: Tempos de execucão 



Tour 

O 100 200 300 400 500 750 1 O00 

Número de cidades 

Figura V. 11 : Percursos médios 



O 100 200 300 400 500 750 

Número de cidades 

Taxa de reduçao de K:2% (750 e 1000 cidades) 

Figura V. 12: Tempos médios 



Capitulo VI 

Conclusões 

O Algoritmo Elástico consiste em mais uma das inúmeras heurísticas existentes para 

obtenção de soluções aproxiinadas para o problema do Caixeiro Viajante. 

A avaliação e comparação de seu desempenho com o de outros algo- 

ritmos, através de testes com conjuntos de até 200 cidades, foram realizadas em [23]. 

Nesse trabalho, o Algoritmo Elástico foi comparado com algoritmos famosos como 

Redes Neuronais, "Simulated Annealing" e Algoritmos Genéticos. Dentre todos, esse 

algoiitmo apresentou um bom desempenho, q ~ ~ a n t o  ao comprimento de tour obtido, 

perdendo apenas para o Algoritmo Genético. 

Com a realização dos testes descritos no capítulo V, verificou-se que 

o custo de tours obtidas pelo Filtro é bastante próximo do custo daquelas obtidas 

pelo Elástico, sendo inclusive, para alguns conjuntos de cidades, um pouco melhor. 

Isso reforça o argumento de que "filtrar" as influências exercidas pelas cidades sobre 

os pontos não acarreta necessariamente em uma perda no custo da tour. 

Observando-se os gráficos apresentados na seção V.5, pode-se notar 

que, tanto o Algoritmo Elástico quanto o Filtro, apresentam comprimentos de tour 

piores do que o algoritmo LK. As figuras V.11 e V.12 exibem respectivamente os 

percursos médios e os seus tempos médios de execução, obtidos para cada conjunto 

de cidades. A razão entre o tempo de execucão do Filtro e os tempos de execuqão 

dos outros dois algoritmos, cresce rapidamente com o incremento do número de 

cidades, principalmente em relação ao algoritmo LK, reforçando o argumento de 



que o Filtro pode ser útil para a aplicação em problemas onde a restrição de tempo 

é muito importante. Sua vantagem é apresentar, em melhores tempos, soluções para 

o problema do Caixeiro Viajante bastante próximas daquelas obtidas pelo Elástico. 

Tanto o Algoritmo Elástico quanto o Filtro mostraram-se bastante 

sensíveis ao conjunto de parâmetros ao qual eles estão subordinados. Nenhum 

dos trabalhos relacionados com o Algoritmo Elástico apresentou, até hoje, análises 

teóricas significativas acerca das relações entre esses parâmetros. Entretanto, al- 

guma contribuição neste sentido pode ser encontrada em [26]. Nesta tese, algumas 

análises realizadas através de avaliações experimentais, relacionadas com o Algo- 

ritmo Elástico e o Filtro, foram realizadas. Tais análises possibilitaram a estimativa 

de valores, tomados neste conjunto de parâmetros, de forma a acarretar melhoras no 

custo da tour obtida, em detrimento do tempo de execução requerido, ou vice-versa. 

Ganhos obtidos em tempos de execução consistem em uma restrição 

muito importante para algumas aplicações práticas do problema do Caixeiro Via- 

jante. Reinelt [25] discute em seu trabalho a aplicação de algumas técnicas apro- 

ximativas para a solução do problema do Caixeiro Viajante, quando aplicado a 

problemas práticos, como a perfuração e gravação de placas de circuitos integrados. 

Neste trabalho, Reinelt explora as características do problema, quando definido geo- 

metricamente, para a obtenção de heurísticas mais rápidas. 

Como geralmente, as perfurações realizadas nessas placas - corres- 

pondentes aos nós do problema do Caixeiro Viajante - são em grande número, 

torna-se muito difícil a obtenção de soluções muito boas em tempos curtos. Como 

a restrição de tempo é muito forte, prefere-se muitas vezes soluções de pior custo, 

porém, em tempos significativamente rápidos. Neste sentido, o Filtro constitui uma 

técnica razoável para a obtenção de soluções para esses problemas. 
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