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Capítulo I 

A Teoria e Computação das 
Funções Mochila 

Definição de uma Função Mochila de iuna dimensh: 



Daqui para frente, trabakaremos com a h ç b  F &airua: 

F(a,y) = max(nlzl+~2z2+~.~+nmzm;3 umaformaguilhotinade se 
cortar o retângulo com dime&s (re, v) de modo a termos zl retângulos 
com dimensões wí), $2 retãnguio~ com dimensões &, u5), . . . , um 
rethgulos com cli~~~ensões (I,,! w,,) ) 



Exemplo: 

As~urrEremos as seguintes liripóteseis para o restante do capítulo: 



1.1 Fundamentos Teóricos 

As funçk  mochila satisfazem as seguinteu desigualdadw: 

Demonstwçüo 

I*) 
F satisfaz L 1.2 e 1.3. Óbvio. 

Queremos mostrar 1.4. Dado (s, g) seja K o nhnero de cortes tipo 
guilhotina, que serão i~ecesdrios para, ~ i e  chegar à, soliiçk 6tim que define F(z, y). 
A prova de L4 ser6 feita por indução sobre Representarem a solução 6 t h ~  

,+ por a* = (,zT, z;, * . . , *,). 

(b) 8 retângulo de dirnei&s (3, y ) 2 quakl~zer retângulo de clinienRõt3i3 ( I ; ,  tui) 
Z T = ~ = - ~ ~ =  , ?&=O.  Logo, f ; ' [ x , . g r ) = F ( O ! O ) .  . . PorI.IeI.2, tiramos: 

Suponhamos o resultado vSdo  para um certo K. Isto é: 



Figura I. 1: O retgngulo depois do corte 

"Se um retâugdo com dimensk (a, b )  mces;sita de no máxima K 
cortes, K 2 0, para fornecer a solu@o 6 t h a  que cIri P(a? B ), então 
G(a, h )  3 Fjrir, b)" 

Vamos demonstra o resultado pua Av+ 1, isto é, estarnos &a&e da 
seguinte situqão: urn rekBngulo com dimensões (x: y) necessita de fi' 4- 1. cortea, 
K 2 0, pua fornecer a solução 8tima do problema de miixirno. Queremos provas 
que: GIZ, $4) 2 V I- 

Como JS + 1 3 1 p& K 1 O? segue-se que pdo menos iim corte foi 
realiza&. Sem perda de generalidade, podem supor que hieiive ie primeiro corte no 
Ido  com ehnemão r, debando 21 e r 2  t& que 2 = r1 + a-2. Assim, c o m  oy corte8 
&o do tipo B;"l.hotina, n6a tivemos (ai& o corte) a divisão do re%ân&o 
(2, y) como matrada na figura 1.1 

Afirmação: 

a? = a: + 2: Vi  É (I ,& .. . . , m). De fato? u prínleirci corte na m1uçk &.irna para o 
retTimgdo (2. y) é o dado na figura 1.1, perpendicuilax ao lado 2 ,  dividindo-o em 31 
e 23. 

Sejam F1 e Fs duas fiin@es tais que: 





Assim, (zo,yo) t=Gm satisfaz: x < xo =) G(z,M) 2 F(x,yo) A 

3 a,Q * G(% a,) 2 q x o ,  a,). 

Afirmação: 

(xo, yo] não pode ser uma fonte para F. De fato, se fosse, existiria um i tal que 
(zo, a) = ( i; ,  wi j, pois, por iíip&ese, 

CONJUNTO DAS FONTES DE F = ( ( l i ,  wB); i = 1,2$. . . ,m) 

confradizendo o &to de que G satisfaz LS. 

Vamos: supor que o ctodnio de uma ce&a funçaU mochila seja im 
quRdfdo h i t o  contendo a origem. Pelo teorema 1.1, lmdemos estabelecer um PPL 
para cdcular P(r, y) no dodhio em que n w a  função mocMa F definida. 
De1130temos por D o domOdo de F, e [i;, qj, i= 1,3, .  . . , m., EU# pontoti fontes. 



Teorema L3 Sejam ql (Ij, wj ) dados, j E 2. &iste uma daim J(srnp?a qre  é 
sobuç& pa.m u equação abaixo: 

FIZ, Y) = ={FQ(X, Y), F(Q, g) + F(Q, Y), F(x ,  yi 1 + 
- F(a, pJ; z 2 z1-k 22, O < 5 za, 

~ > ' y . i + ~ z  A O<y&yid 11.5) 

Para mostrarmos que a funçào F é a fnnção machita associada aos 
tamanhori ( l i ,  wij e nos dores s: devemos antes provas que: 

(2.1) F satisfaz 1.1. 
F(z, y f 2 &(2, y) 2 O, esta Ultima desigualdade vem da defini+ de &(z, y]. 

(2.2) F satisfaz 1.2. 

Sejam z' e I" tak que (a°', yj, (P, y) e (a°'+ z", y) E DF! para algum y. Vamo9 
analisar os seguintes casos: 



(2.2.2) a', x" > 0. Awini, 

f . w ,  x") v (;r", 23) E ((r33 4; 
O < zx < 22 A 21 + 22 5 + ~ ~ $ 1  

Logo, F ( z r  + 2", y) 1 F f z " y )  + F(zi',g) 

Analogrunt.nte, sejam yf e y" i&- que (ai, y'), (I, p/') e (n, y' + y") E DF, pra 
algurn S. Vomw an&m ay seguintes ccãaùs: 

(2.2.3) y' = O V y" = O. Sem perda de generalidade, podemos supor yft = 0. 

a função mochila aamciada aos sem pontas fonte. Sejam A = conjunto d a  pontas 
fontes de F em d o 6 0  D 3 ((ij, wj),  j = 1,. . , , m) e F' = f ~ i l ~ h  
mochila asmcida. aciei t8m-hos (li, ~ j )  com valores .irj. Querem magitrãr 
F = F', v (2,y) E D. 

Seja (z, y) E A (vide oberv-ry;ão abaixo). Temas oa seguintes casos 
a considerar: 

(6) 33; retângulo (ij., wj) C retângulo ( x ,  9 ) .  -Assim, Ft(+, I )  = 0. Corno ( z ,  g) E A, 
aegue-se. que FIZ. g) = Fo(z, y) = 0, pois (Ij > s V Wj > 31), Vj. j = I,. . . , rn. 
Do& .se condui que F'(z, y )  = O = F(z ,  y) Ft(z ,  y) > F ( s ,  y). 

b i m ,  se consideram06 os pontos fontes de P e apr0pria F mochila 
veremos que, em relaS.p;o a esses duis, F* satisfaz 1.3. Como F é a mochila, ela deve 
811,tiher 1.4 e, portamto, F'(2, y! 2 F[2, y), V ( r ,  y) E D. (**! 

Por (*) e I*"), P = Ff, e o resultado está provado. 



Okrvaçb: Púh risamas constaatemente o fato de que, se (3, y) E A 
entãa F(z.g) = &(s, g). Suponhamos, por absurdo. não ser este o ocafio. absim. 
das duas uma: 

Sem perda de generalidade, vaarias supor a primeira. 

Se si + s2 = x ,  então x não poderia ser um ponto fonte de F. Logo, 

Temos as seguintes possibilidades: 

(i) F(z{,f i )  > F ( q , y )  V F( tb ,  y) > F(zzr l ) .  N a s e  C ~ O ,  não ~odedsrnas ter: 

(ii) F ( z : , g )  = F ( s i , ~ )  /\ F(xi ,  y] = F ( z z ,  y). Nesse caso, z Q A (absurdo!). 

1.2 Discussão Te6rica de Funções Mochila de uma 
Dimensão 

rPrataremos naia secçk de tunç6es raochua de urna d i m d o ,  isto é, aquelas de- 
h i d a  a partir de comprimentos Il,i12,. . . r lm, cqjos \dores ââO m, r ~ , .  . . , r*, pela 
equaçãlo: 

Claramente: F satisfaz a primeira forma de 1.5: 



Definição: 

Definição: 

M n i ç ã o  

Seja F umã funçãa mochila. 

Z2(s) =max{l, i; P(t) = F(z - I ; )  + 7; A x 2 l i )  



Assuma il > &. Se r < I;, entk q, = O? o que é absurdo. Logo 
s 2 bil e temos que andaar as duas possibilidades: 

1. F ( z  - li,) + q, > F ( z ) ,  absurdo pela definyiin de F ( z ]  

2. F ( z )  > F(x  - li,) + +il j Gl = 0, ~ 0 i 8  3il > 1 * F(2)  = J!X - 41 I T i l -  

A h r d o ,  pois 2i, llk pode ser udo. 

Daqui para frente, chamaremos simple8mente i {o)  = l l ( z ]  = S ( z ) .  

Teorema 1.4 A finçia mochila F ( z )  em nrma dinztrozsda 6 dtfitzida pala aq~1uçãa 

FIZ) = ={O,  F(x - 4 )  + O > I ( z  - li),  x 2 ti A i = 1,2, .  . . ,m) (1.10) 

Suponhamas, então, a 2 &(li; i = 1,2, . . . , .m). Seja (zl, +, . . - , rm) 

a pastição aseiùciatia, a F(+) e r = i(+). Aeiim: 

Por outro lado, como q l l  + %Ez + + (.r7 - l)ir < z - 4, segue-se 
que: 

F(z -[r) 2 7i1zl +T~ .Q+  + * m + 7 i r ( ~  - 1) (I. 12) 



Afirmação: 

(za? 32,. . . , - -,O,. . . ,O]  é a prtição at3eiOCiE4da a F(x - L,). De fato, sQ nos r e t a  
provar que: se (.;zi, 4, . . . 2;) 4 uma outra partição que realiza F(s - C}, ela rcatish 
a ~ i  condi~õe~l abaixo: 

CoIiiudexemas, então, o vetor dado por (z:, 4, . . . , z: + 1, . . . , z& ). Ele 
a t i s h  as relagOes .~tbaaso: 

Como .P = l(x), pelo lema LI, segue-se que F(x) = P(z - &) $. r,. 
Asim, a parilição (G.z&. . . .2: + 3. . . . . &j reádba F(z). Pela definição de pwtic$b 
associada a F(z) e, levando-p)t? e m  conta que (zl, $2,. . . , z,, 0,. . . ,O) 8 a p d ç f i o  
associada a F(z), podemos concluir (z],(iz] e (iii). 

Portanto, l j z  - I,) ' r e z 2 I,. Logo, 

Daqui para frente, codderare3nos a seguinte ordem para os tama- 
d c m  dados h, h , .  . . . f, : 

Teorema 1.6 Para cada r, 1 p r 5 m-1, &sfe 90 = x*(r] ta l  que Vz 33z1 e z,; F(+) = 
Fc~8,J(6  + flr+i8mj(~i) 

.vp c XO e .v1 + rrl 4 z [ ~ 4 j  



Fqa ao = alil + + a,$. Tomemoa (rl, zz , .  . . ,h) satisfazendo 

Logo, F ( a )  = F ( x i )  + FIZ:). Absurdo, pois eiicontramos 

Consideremos o caso r = rn - 1. Segundo o teorema 1.5, existe um 
aro com o seguinte %dor: 



Assim, este 80 pode ser reescrito como: 

Ta;mbém, pelo teorema 1.5, ternios que pua cada x existem r1 e r 3  

satisfazendo $1 + zn 5 z, F(z) = I;t,,,j[zl) + F,t,m-ij[~a) e %a < zoa 

Dmde se conclni que: 

De: onde concluimos uma vez maia F ( z )  = F(z - 6,) + ~r,. 

teremos o seguinte, para todo x, z > ao: 



Assim f : (sol .o) H R, dada por f(s) = F(s) - [ x / i I R ] ~  4 
periodica de pedodo = I,, onde ao = so(m - l)(so 6 função de .m - 1). 

Afirmação: 

p(2) = fia) Vx > zo. 

Seja x qualquer fim. Temas draw possibilidades: 

1. Ai; i 2 I(a: - 4 ), 1 2 4. Mrn, pela equqão L 10, &'(a:) = O e, pelo definido 
hi p(2) = O. Conseyüentemente, temos: 

2. {i; i 3 l(z - l i )  e 3: 2 1;) # %. Nesse caso, por 1.10, 343 s,s&dâzendo F(x] = 
F(r  - I*)  + %. Assim, por clefini<;ino de F(r)  e pela equação 1.10, temcw: 

Isto conclui a prov8c, Então: 

Agora, consideremos a seguinte notiqão: 



Awim, p o d e m  escrever: 

h 2 z - i -  f ( ~ - & ) + $ + ( [ - ] - [ - ] $ [ _ _ 1 1 ) * ~ =  f { z - l i ] +  
L drn 4% 

Obs.: [z + Y ]  = [z] + 3 desde que 3 E 2. 

Donde se conclui que: 

A f u n ç h  f é definida para toda s, porém' é mais interessante norr 
concentrarmos apenas em um. intervalo correr9pondenh a um período. Ou seja,, 
ivstwemw interes~iadcw na função abaixo: 

É só acompanhar o raciodko desenvolvido antea do lema. 



Dado x? podemos escrever: 

Se z > N'I, então S ' [f;;] ee, dessa forma, cdocamos: 

[C.Q.D.] 

i 1 l(3: - 1;) e z 2 li) desde que 

2. - 1, > zo vi; i 2 I(z - l i )  s z ) C;. 

--- 

i 2 1(z - 1;)  e z 2 I;) desde que g - 1; 2 NI, Vi;  i 2  I(= - 4 )  e s 2 l i. 

As e q u e  1.15, I. 16 e 1.17 foram obtidas atravb da aniüise do caso 
r = rn - i. Daqd para frente, n& refarema essa an&e redefhhdo de uma outra 
forma (um ponto diferente) as fmçães ~ c n t & ~ r e .  



Seja x qualquer fim. Tem- dnaa pdbiliddes: 

1. @i; i 2 I(e - ii), e  2 4. b a h ,  pela equação LlO, P(z)  = O e, pelo deI"ini& 
acima,, jj@) = -(r /E,iqm. Con~ueqüentemente, temw: 

Isto conclui a prava Entào: 

C -. li r n a x ( - ( - j * ~ ~ ,  f [ ~  - 4 j - ( - ) * n , + ~ i ;  i , l ( x  -i;), s 2 h )  
1, L 

dwde que z - I ;  > $0, V6 8'2 l(x - l;j e a? 2 li, 

Definição: 

%i)  = T(.X& + i )  V[ E [O, C), onde R é um inteiro aatib-faeendo 
H l m  > Xg. 



Andogamente: 3s) = 8 r ( s / lm)  1. Por fim, fazendo as suhst i tu içb,  
cúduimos: 

A seguir, acompanhemos o raci~'nio a k o :  

Donde, finalmente, chegamns B fOrrnula W: 

desde que as condlçOes abaixo sejam todas satisíiitas: 

Vamo8 supor, agora, que a seguinte restrição seja acrescida h equã;a;ãa L7: 

Dewa forma, podwios rdefinir a função mochila como islencilo: 

É p-'vel que a condição 1.2, para ease tipo de fun@b, nào seja 
saWta.  Exemplo: 

Desenvdvemos, a seguir? uma e x p r d o  que nas permita cdcular 
Gjk, 4). Para isso, refaremos algumaci pariaagem anteriores, só que adaptadas para, 
o novo caso. 



M n i ç ã o  

(4,6,. . . , 3;) é a partição associada a G@, z) se da é u m a  partição 
realizando G(k, 3) e para toda parti& (rl, zs, . . . , h) realizando G(b, z), t e m e  
zm 5: 32 e: 

M n i ç ã o  

Lema 1.4 C1(&, x) = &(E, x), Vk, Vx 

Demomlrugio 



Assim, ((S 4,. . . , si2 + 1,. . . 4) é uma partição rediesndo G(k, 2) .  

' ( associada a G(k, a]  

As~iurna il > ia. Se P < li$ então ri, = O, o que k absurdo pela 
defiaiçiia de i l .  SuporihR, então, que! x 2 li,. Tenaos dum possildidades: 

Logo, G[R, a) = G'(R - 1, i - lil ) + .n, j E (i; G(K, s) = 
G(h - 1, z - + q h r 2 i;) L.> il j 21 (.absurdo!). 

Doravante, chamarem simpleiamente i{ li', 2) = In (k, z) = &(k, x ). 

Suponha z < &(li; i = 1,2,. . . , m) entãa {i; z 2 1; h 2 1: I(k, r. - 
I + ) )  = ta e o segundo membro da equar;ãio 1-23 é zero. Ocorre que G(k + 1. z j  = O 
pois P < &(li; i = I ,&.  . . , na). O resultado fica., então, provado para este caao, 

Suponha r. 2 &(li; i = 1,2,. . . , m). Seja (q, E=, . -. apaiti&a 
associada a G@ 4- 1.. sc) e seja r = I @  + 1, r). lkim,  usaado o lema L4 acima, temos: 



Afirmação: 

Q,  32,. . . , (zr - 1) 4 a partiçib associada a G(k, 3: - 1). De fato, n& 
já temos: 

Aasim, sá rios resta provar amas que se (zi, 4, , . . , & ) é uma outra 
paxtiçãio reabando G(j, r - i,), ela satisfaz as condiçõeâ abaixo: 

Consideremos, então, a partição dada por (=i,&. . . ,zi + 1,. . .. ,z.). 
Eia satísh as relações abaixo: 

Portanto, Z(h, x - l, < r e x 2 I,. Lago, 

[C.Q.D.] 



Capítulo I1 

O Problema da Mochila em Duas 
Dimensões sem Restrições 

11.1 Definição do Problema 

Este capítulo está baseado no paper escri%o par J, C. Here referem 
ciado em 1211. OS principais redtaidcis e teoremas podem ai eer en~ont~rado5. 

Dado urn retângulo R e nrn conjunto S de retângulo8 "pequenosn, 
querem encontrar uma, forma de se extrair dgum elernerhs de S do ref &@o R, 
de modo que o valor retoniado seja máximo. A cada elemento de S é: atnbuid~ urn 
valor. Os cor6es realizados em R sáa dc~ tipo gnifhdina, Egtamos supondo que nãa 
haja IimiLea para o número de ocorrências de u m  elemento qualquer de S ger& 
por um tipo de corte sobre R, 

Sejam a e b as dime&s da retângulo R. ~ p r e s e n ~  por S = 
{(S.+); i = I ,&.  . . , nJ. Tome c m  sendo vi o valor sseocíado ao "peda&' (R, n). 
Fa@una: 

Se repreaenhmos por #A? o múmero de elementas de um conjunto 
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Figura IL1: unaa pequena translqb resolve o problema 

A, podemos concluir, de acordo com a notqão acima: 

i(:; x p s a )  < w  e #{3; z q  b )  < w 

Rtpreséntema P = (zP; 3p 5 a) e Q = {zq; rq 5 b) ,  

Chamamos de &siaecçk do retâmgulo R o remltlado final de uma série 
de cortes nele realizados. Uma a b k a  de umar hsecção é a distância entre a linha 
vertical que representa um corte no pn%o da abcisea e o lado do rethga10 R mais 
B esquerda Andogamerite, temos também wnia ordenada da disseclçb. 

Teorema 11.1 A cada dissecçiío do ~efikgulrbo R podemos  associa^ uma ozl i~a de 
tlcslor refornado pelo loaenos igual, tal que f o d ~  as suas abcissua e orbenadas estão 
em P e Q: reqectivamente. 

A demmtração eer& feita por indução. 

O caso inicial 6 aquele em que o rettlngdo R tem a seguinte proprie- 
dade, que cha.tna.rmos de pr~pridade A: 

''A mebar diasecç8ú do rethgulo R é v e l a  que produz um iinico 
ped- do conjunto S:" 

Para um retângdo que tem a propriedade h, é fácil ver que o teorema 
é vaiiido, conforme. a figura 11. I. 

Seja o casa geral. Assumirema um retângdo R e uma dissecção D 
sobre R, A~umirernos~ sem perda de generalidade, que a primeira linha de corte L 
6 vertical. Sejam Ri e R2 os re tândos  redtantes desse corte. 

Admitamos que para RI e O tearema esteja provado. Ou seja, 
existem disseqk " nteIhores'' Dl de RI e D2 de &, em que todas as a b c k  eatão 
em P e todas as ordenad~ em Q. As & h s  de Da aân medidas a, gmfir de L. 

Se a abcisrca de L pertence a P, a uni& de D1 e Da é uma dissecçk 
de R satisfazendo o teoremõ: 

Se 2 E P, c' E P e c + c' < a então x + x' E P 



Figura 11.2: b&a deelùcarmos L 

Se a aBcissa de L niio pertence a P: entb consideremos 
L' = insx{a E P; z 6 al~issa de Di). O b t e m  D por construção. Basta des- 
locasmoa o ponto de corte correspondente à linha vertical L paa o local onde foi 
feito o corte L'. Veja a figura 11.2. 

O teoreina, fica, aasim, provado. De fato, se RI ou R2 safidizerem 
a propriedade A, basta repetirmos a ra&cuiio empregado uo ccraio gexd para e s m  
dois ret"guic38. Atd que, finalmente, teremos chegado a subrtilfiingulw para o ~ i  quaia 
é válida a propriedade 4, em que o teoreina ji foi demonstrado. 

Uma cbaecção em que todaa aa abcissaa estia em P e todas as arde- 
nadas em Q h dita ser uma dir9secçãio canônica. 

N& denominamos de dissecção homogênea aquela que pradns rethgnlcm 
de igiiaie ciirnenh (vejam figura 11.31. Aa a k i m  são p;, 221;. 334, . . . , etc e as 
ordenadas são q;, agi, 3yii, . . . , dc para algum 2. 

Teorema 11.2 Para cada clissecção iz60 homogéneo e ca~6tzica de R, a b f e  uma 
dksecça'n canônáca de igual valo~, de nado que a coordenada do prinaeiro tos.& 6 na 



Figura 11.3: uma dissec\çao homogênea c~dlôiuca 

mckimo metade da dimensáo dos lados do retiingub R aiade 4 rw!s'zado o corte. 

Suponha que a primeira linha verticai de ab&a c é maior do que #- 
Se. a, segunda M a  for vertical em urna, abchaa, menor do que ou igual a $, ~ d e m o s  
inverter a ordem e corarsider&-h como sendo o primeiro corte (figura 11.4). 

Se a segunda linha P vertical tamMm cm ama abossa maior do que i, 
podemos permutar o retângulo gerado por esm doia c~rtes  com o fithgdo mais h 
esquerda [figura 11.51. Observe que a permuta de retângulos prwerira a canonicidade. 

Se a segunda linha é horizontal, tame. d = max(o; z 4 akissa de 
algum rethgdo utilieíivel gerado pelos cortes ). 

Se CP > C, basta desenh- uma linha vexticnl em c' (desde que 
c' < u )  e permutarmos o retângulo compreen&do por c e c' com o que fica mais à 



Figura 11.5: Simetria&b - Segnndo Caso 

esquerda (figura 11.6). 

Se c = c', pademos extender a segunda linha atél atingir- o lado 
que fica rnaia à direita (figura 11.7). Então, de8praa;mcw o primeiro corte. &te sb 
gera retângulos não utiEebr4s m& B direita AmPm, o segundo cmte fica sendo 
o primeiro. O procesao se repetel s6 que o estudo se processa com os cortes na 
horizontal. 

Finalmente, o &ltirtm caso a eer estudado é o da iigura 11.8. Podemos 
stingir ease caso, quando suceisivamentie d~praamos c;crrt;eR horiicontais e verticais 
pelo fato de geraem mbraa (simetrização - qlnmto cauo). Porém, este áIt.Uno casa 
n h  aatisfaz aa hipóteses do teorema,, poia é do tipo homogênm. 

11.4 Exclusão 



Figura 11.8: Simdriza&o - Qninto Caso 



bte~ conjuntos permitem que limitemos a n-a bmca aos pedaços 
(pi,qi) que a t ã ~  dentro de (a, p). 

Inicialmente, mostremos que Pab C G. Seja z E PaP, ia, z = ip, 
onde r satisfaz (qi > j9 = oj e ( q  5 fj. Temos, h: 

Por (1) e (2), vem x E 5. 

Admita que existe i com g; > j3 e T.. > O. Lago, 

Por (3) e (41, o resultado segue-se. 

[C.Q.D.] 

Analogunente, p r o i n  t d m  que: 

A vaatagem cle trabaaharma com e Q que a9 fun* F e G 
podem ser calcuianlaél à parte. Elas não dependem de cu e 8. 



11.5 Recursão Principal 

A dissecção ótixna de um retângulo com dimensões a, e ,t? será a dada 
por um das três seguhtes EStua&s 

(i) A dissecção Otima é homog4nea; 

(ii) 0 primeiro corte da disãecçãa ótima 8 vertical e o valor dessa dkwçk corres- 
ponde & sorna dm valores obtidos dos retãngulm geradas por e- corte: 

(iii) O primeiro corte da dissecção ó b  é horizantal e a atuqão é andloga a 
an.terior. 

11.6 Uso de Cotas 

Suponha que estamo9 &udando wn retângulo [a, p). De tod~163 cw 
cortes efetuada neste rettângulo, dizemos que aquele que teve o melhor aproveiti+ 
mnto produziu o d o r  a. Supanha que esfanna~ estudando um modo de cortar em 
*, e que o rethguio ( y? @) j6 tenha sido estudado e v(y3 $1 = w. i i 8 8 h .  se tivermorr 
v 2 u + p{a - r, p) enth 1; ilesnecessairio e ~ t u d a m  o retBngulo [a - r, p). 

En resumo, podemos dizer que exirste ~ 3 1  que 4 o menar vdor 
que devemos ex&rrtir de um retângulo (a,@) que justitique seu wrte. h&m, se 
pfa, 13) 1 v0 então (a,.@) poderá ser cortado e entramos na, recur&o. Com cw 
cortes em (a, j?) eW são aceitdveis dcsde que prodwm um valor superior ou igud a, 
v,,, este u,, não pode ser perdido e é passado como parasletrci para s rotina recursiva, 
que 6 a realizadora dai cortes. Asirn, dentlrú do proc&arienti0 recureiivo, ao invés 
de trabalharmcw com v, que é o maior d o r  obtido & o momnto do rethplo 



estudado na recu~ão,  trabalhamos com max(u, vo). bte último valor é o que serve 
como pnrhtro  para decidirmos sobre a realiza@% ou não de um corte.. 

A rotina de renirsk fica r u s h  

ROTINA RECU RSIVA r(x, 3, %) 

$e o retângulo (zo, yo] fci disaecíldo 
retorne com o d o r  da icUaecça0 

genàn, calcule a melhor k ç ã o  homogênea de (2, y j  
Se a melhor dissecção homogênea = y [t, y) 
entk retorne com o v A r  correspondente para a melhor dissecção hamogênea - 
genâcr 'G' + melhor diasecç8o homog2nea 

Para cada c E P,,, fag~: 

Para cada s E Qqt f + ~  

Retome com u 



A rotina recursiua é chamada com parnJmettros a, bt 0. A seguir? mos- 
tramos um procedimento iteratim que tem o mesmo efeito do recursiw. Denomi- 
nernùs por u[r, 3) o valor &imo retomado por um retânguio (r,  y). Observe que 
a rotina itexativa calcula, a rne&or dissecção para o retbgulo dado e toda os eieus 
sub~:ethgulcs 

Para cada c E P faca: 

Pãra cada d E Q tal que d $ F(c), faça: 

Encontre a melhor diESwcçh homogênea de (c, d)  

& a melhor dissecção homogênea de ( r ,  b) = ~ j c ,  d ]  
E ~ C ,  d) - p(c.d) 
salte para o d seguinte 
P; r- a melhor diwcç8io homogênea 

Para cada e E Pd 

Para cada i. E Q,A 

O procedimento geral que nus fornece a melhor dissecção do retângulo 
(a, bj  C dado por: 



(2 )  Construa P e Q 

(3) Aplique a rotina recuxsi~a ou iterativa 

(4) Imprima a dkwção ótima 



Capitulo I11 

O Problema do Corte em 1 
Dimensão 

111.1 Consideraçóes sobre o Caso Geral 

As seções III.1 e IIL2 foram baseadas no p a p ~  escri.bo par Gihore 
e Gomory referenciado em [E]. A seção JIJ.3 foi baseada no paper tiunbh escrito 
por Gilrnore e Gomory referenciado em [lq. ,As seções III.4 e 111.6 foram baseadas 
no p.per de Hnrald Dyckhoff referenciado em 1121. A seção 111.6 foi baaeadn no 
capítido 13 do livro de. Chvátal referenciado em [6]. Qs princilxh resultados podern 
ah sex eeiiclontrados. 

Seja dado um estoque de peçati com uma &mena& relevante. Os 
diversa tamanha asaumem valores no conjunto (Ll, .L3, . . . , LK) . 

Seja dada uma demanda por pedqas, de tamanhm wuiadas, com. 
umit dimensão relevante. h pedaço8 podem ser obtidas por mio de cortes rea- 
lizada nas peçm em estoque. A demanda conwste de N, pedaço8 com h e n s ã a  
1;: i = 1, ..., rn. 

Há muitas formas de se. cortar uma peça L*, cam h E (I, 2,. , . ,K), 
de modo a geraamo8 pedaçcm I;  com i f ( I ,&.  . . , m). Sejam n a diversos modwt 
de se cortar peças vindaip do estoque, cada unrn deles caractehdo por uma peça Lh 
e uma série de pedqm i; obtido8 a partir do corte nesta peça 

A cada forma de carte j, com j = 1,2: ...: a: E associada uma vruri8lvel 
Zj .  Uma sduçB0 para o problema de cortes é o conjunto ordenado (zl, z2,. . . , s,), 
onde cada vafi&vel tj nos indica, o número de vez- que a forma de cortar j é 
executada. 



Em corte do tipo i, com j E (1,2,. . . , sr), 6 gexadasc pedaços com 
dimensão &. com i E {I, 2,. . . , m). Denotemoa par aij O n h r o  dessas pedàçm. 

O modo de cortar j h executado em cima de uma peça &hi com 
k E (1, I , .  . . , X'). Essia peça. tem um d o r .  Seja cj o custo aeriociado ao modo de 
cortw j !  que 6 igual ao valor da peçir Lk onde o corte é reali~rado. 

De acorclo com a nota& acha, o problema, pode ser escrito como: 

Introduzindo variáveis cle folga, o problema pode ser reesdio como: 

Obter os int&ros rj  que rescrlvárm o PPL abaixo 

Jio se resolver o PPL acima, podernos encontrar duç&s não inkirae. 
Vma maneira de se contornar o problema, seria o de arredondarmos os valores 
obtidos "para cima'', acrescentando um v a h  ao custo final. Outra forma seria a 
de medonda;rmos oa v a h a  encontradas "pasta baixoy': e a demanda não satisfeita 
seria resolvida com a aplicação de métodoa muito paxticularee. Se os resultados 
obtido8 no PPL forem frr;inonáriw muito grandes? ent& o arredondamento dado 
deveri causar iun erro tolerável. 

Vamw tentar resdver o PPL acima sem a restrição de integridade. 

Lema 111.1 Pam urda soltlçiio viável do PPL acima, err;iste uma soluçlso em que 
todas as variúveis de folga asilzmern uabres ridos com a segzlUade cawcterz'stica: o 
valor nela calculado pela funçüo objebivo é no mtkimo igwd &pele encontrado com 
a g&meh soluçEo &da. 



. d Consideremas uma solução (zi, 32, .  . . , zWm) em que a vanavel a,+p 
tenha valor nãio nulo, com 1 5 g I m. 

Suponha que não haja nenhum indice i para a quai %.p; 2 r=+,. 

-%mim, sejam zj, j E {I1 2,. . . , B),  como sendo a primeira variãvel a w d r  um 
valor náU nulo em nílilssa solução! e k o modo de cortar idêntica a Q exceto pelo fato 
de ele não gerãr pedqas de comprimato i,. Assim: apk = O e ad = aqk Vg # p. 

Considerem08 os elementos abaixo: 

Se ainda não tivernioe pma essa nùv& salução algum índice ã saiida- 
zendo $r; 2 s,*. então continuamos o proçeaero aicima a s  coni~eguirm~. 

Seja, então, o indica j' 6 4  que ap;q > 2. +p Considere E o modo da 
cortar siemelhmte a 7 exceto pdo fato de ele não geru pedw de: comprimento i$. 

Tome uma nova soluçh: (observe que ad > 0, pa0s a,; = O + s* = 01. 



Daqui para frente, b u ~ e r n o s  nossa soiuçh &irna apenas entre 
aqudaa cujas vari&.eis de folga asÊiumem tdorea nulos. 

111.2 Um Procedimento para o Caso Geral de 
Cortes 

V w a s  determinar urna base inicial para a PPL. Q objetivo deasa 
base illicial é dar início ii compufaçiio pelo método simplex com uma aaluçik básica. 
viável inidd. 

Cada d u n a  i da base corresponde a u m  d a  de cortas. Para cada 
i E (1, S.. . . , m), eacolha uma peça de tamanho Lj 2 e defina o modo de cortu 
relativo B coluna 9 como comistindo wenas de an pças li extraídãs da peça Lj onde 
aii = [*I. Gamo foi dito, O custo associado a eite modo de mrtar é o da pega de 

.4 comprimento Lj. 

Assim, podemos escrever: 



N - variáveis não-básim 

Seja P uma duna não básica, ie, P f N. Seja r a variável carres- 
ponden'e. Então, se c h ~ m 0 é 1  de a nova io~~Iu& obtida com a, im1mB~1 de P, 
teremo8: 

R X = B - ~ ( ~ - ~ P ) = + Q ( ~ ) = c ~ ~ ~ + c ~ ~ ~ = c ~ ~ - ~ ( ~ - ~ ~ ) + c z ~  

onde c h o custo associado a P. 

for p"tivo, onth  a no- solução S que 6 obtida com a inciush de 
P na base B P melhor que a anterior associada a B. 



Conclusão: 

Uma condição suficient,e para que uma coluna não básica P ser 
colocada na ba#e é que existam inte!im Iiao neg&ivm al, a=, . . , a, satiisfazenilo: 

Uma calnna nâjo básica tem duas posaibdídades. Pode se referir a 
uma i.thin&vel de folga ou não. Pelo lema íH.1 basta  tomar^ aa colunw P que 
se referem a varirIve'u3 que n h  sã0 de folga -kim.,   considerarem^^^ apenw aquela9 
colmas que se referem a d o e  cle codar uma barra da estoque de comprimento L. 

6 i n t ~ ~ t e  notar que basta reõoI~ermos o probiema abaixo para 
nma barra de compririeento L qualquer escolhida do estoque: 

onde [y] = d o r  inteiro que nâ;o excecle v. 
Chamarem (al, a*, . . . , h) de *' a sdução imedíafa " . Se a. saluçh 

(ai, m, . . . , a,) assim obtida ri& sa;tiaiizer 111.2 (isto 4, a d u ç h  imediata náio fun- 
cima) entáo partinrnoe para resolrw o do probl&ma da mochila abaixo: 



Se existir uma solução para o problema da mochila e ela satjsfieer 221.2 
entk terem gerado uma nota coluna P para a base. Caso cori.tr%ot a sdução 
atual para o PPL n b  admite melhora e terem chegado ao final. O proceclimento 
completo é o seguinte 

1. Existe algum índice j para o qual Lj 1. li para todo i, i = 1,S, . . . , n ? Se a 
r a p t a  for sim vá, para (31; 

a. 0 PPL não admite solut;b. FIM; 

3. Obtenha urna solnção básica I.iá1veI. inicial; 

4. A soluçk h d i a t a  funciona? Se a resposta for sim, VS para (81; 

5. O problema da mochila admite solução? Se a resposta for não enth v& para 

(7); 

6. A salui;ão para o probkma da mochila qne foi obtida satinrfw III.2? Se a 
resywstta, for sim entrío vá para (8j; 

7. A soluçh atual é titima. FIhC 

8. Obtenha uma nova base com a incliwão da cdum P. VS para (4); 

Notação: 

Vamos supar ciilculaclo F,(L), para algum 3. A seguir, calculemas 
F'+l(L). Temos duas hiprjteses a considera: 

Donde, concluimos que: 



111.3 Um Procedimento para a Solução do Pro- 
blema da Mochila em uma Dimemão 

Este procedimento, segundo Glnnore e Cbmoryr P cerca de cinco v- 
maia rápido que o mcatrado no final da úIt;irna, secção k a d o  em progrítlpa,~h 
dinâsnica: 

e reordene oe t d n n  de estaque tal qne L 3 La > > Lj, 

Explicaç%. essa rearderqão possibilita uma convergência mais rá,pida do 
algoritmo. 

b;/& = densidade de valor da pqa de primento .& 

(1.2) Introduza a mri6veJ %+I com bm+= = 0 e = 1 

Explica,çBo: é paxa tornar passívd a r&q% do passo (4) 

Explicaçãa EA,. = maior valor possi'vel, por meio de cortes, que eu posso 
exirair da, barra Li. j E {1,2.. . . , k) 
A barra Li tem valor 5. Logo, só fará sentido cúrt&la caso seja b<ável extrair 
pequenas k a s  cujoa valores somadas ~ilt~rapasern y. Assim: 
Mj = cj, caso nB;, tenha sido 1EeiIo nenhum corte 

Mj = C:, birri, desde que zg, liia; > cj, onde 



ai = n h e r o  de peças de comprim. li que foram geriulu a partir da bazra f ; j  
Portanto.. 4 = =(cj,  mas Cg. b;ní sujeito a xz, &ai 5 Lq) 
A variável f. fornece o menor M c e  para o q d  é possi~e1 qne o wxtor (a), a 
uer gerado niw conduza a uma melhora em Mj com J' 2 t .  O mtor (a), ser& 
gerado a partir de cortes em L* 

Explicação: determinamos o maior s para o qual 6 possível existir alguma 
ex.temão de a nos conduzir a uma melhora em pelo menos um dos 

senão vá para (5) 

ExplicaçBo: T e m  uma s d u ~ ~  {a),. Ao fazermw a, s- a, - 1 criamos as 
condiç&s para saber se é pwdvel ou m ã o  grtra melhores soluções a putir 
de (a],-l. A v d w d  t fornecerá o m'nimr, dm candidatos j para ois quais 4 
IMgSivel t e m  uma melhora em Mj. Se exktir tais j 's irerrros p a a  ( 6 )  . . gerar 
a extensão de (a), que melliorará o resultado atual. va&he1 t 6 escoE~da 
como o mínimo pelo faia de orr comprimentos estarem ordenadm na forma 
LI > Js > > e gerarmos sempre a n d m  sdução leMeagr&fica possivel. 
$ alguma extensão de (a). nos conduzir a uma melhora em pla mmo. 
um dos %pS? 

Se L j > X * (a], então podemos 0b9e~a.r que: 

/3 * (a), + h,+i (Lj - X {a),)/C,+i < Mj =-i$ NBo i! pi3ível melhorar-m? em 44 
a parfir de (a),. 

Isto ocorre porque msirm trabalhando com. s melhor hipijteae:, que 4 atribuindo 
a a,+l o seu %dor mrlximo (observe que estamos trabalhando com a hipótese 
da ordena& f: 2 t 2 > k)  n6o C O ~ & T I X ) ~  melhorar o resdtado até 
apui obtido. 



ExpIicaçBO: Entr- em (5) para dsrwobrir um aovo s, pade ser ate o anterior, 
tal. que poderi n w  conclu&ir a uma soluçiio (a), melhor. Caso n& 
exista tal s 6 porque evidentemente atingimos o ótimo. 

ExplicaçBo: nwe passo, cdcdamú~l a maior lexíc0grAfica extemb de (CI],~ a 
partir de L$. Como sabemos que ela melhora a valor de -44' para alguns 3's 
euti% desviamos para (2) a fim de at1u$i~ilFrno8 esses 

Observaçk: Foi verificado que, a~ se aprOmmar da d u ç k  6ti1~1~b, o algori.bm0 
requer um tempo considerád paxa se obter pequena evduçC;eS. Gil- 
more e C;omry adotaram ama certa "cutoff hedtic", que encerra a programa 
de apiicqão do dgoritmo quando dee consecutivos passos de pivoteazmnto são 
aplicad~i~ sem prdrnir uma melhora de pelo menos 0.1 $5 no rwdtado obtido. 

111.4 O Problema dos Cortes com Reaproveita- 
meiato 

Uma nova proposta para o problema de cortes é ct~mpmada com o 
mddo anterior para o problema de cortes em uma dimensk, pari o qual Gilmore 
e Gozmry pro1msera.m um método de geração de colunas. f i t a  noiía tentativa leva 
em conta as perdas obtidas nos diversos cortes, pois elas: podem ser reaproveitab 
na geração de novos pedaçw. 

Um processo red qne implenientaria o modelo anterior pode ser des- 
crito pela q ã o  simultânea de diversa cortdorea em número %mit.ado, que p d u -  
ziriam os pedqa sdicitadcs. 

Agara, nós imenama~  um novo procesm de gera& das pedqus de- 
mandados: um único cortador efetua um n h r o  i l i d d o  de cortes, Este processo 
pode ser melhor detalhado assim: 

(A) O n&ro de cortes é % d a d o ;  

(B) Em cada corte, pela meuos um d a  d& ptdaçois prodiizidois faz- p t e  da de- 
mauda; 

(C) Pedque que são g e r d  em um corte. e que & fazem parte da demancla 
podem ser cocortadoéi para se produzir novoa pedqos; 





Denotemos par q o custo de d i s a ç ã o  da peça em estoque I E S. 
por y h ~  o niimero de vezes que o modo de cortar & ; I ]  6 executada em 

uma determiilada yoluçib, onde I f D e k - b 4 um. resto reddud. 

A seguir, temos, se I E (D ti R)\S. 

quantidade de peças de dimensão i ge- c %,t = radas para satisfazer a demanda de 
kER1 peças do tipo I 

C ~*+lr - - quantidade de peças de dimensh i ge- 

IÇEB~ radm como sendo pesas residuais; 

quantidade de pegu de ctimensb I que 

1 gn,k - - s k  residuais e ntiliaahias na geração de 
~ E C I  outrw peps que fazem parte da de- 

manda 

O novo modelo f em como objetivo resolver o seguinte problema: 

sujeito a 111.3 e 111.4, 

onde 
n-0-ro de peças cam comprimenta c Y I , ~  = padrão 1 ueihadas para se satisfazer a 

k € 4  demanda 

C Bk+i,X - - número de peças cam comprimento 
&E, p d r k  i geradaa como peças residuais 

número de peças Uin& do estaque com 
C Y1.k - C Yx+r,r = coui~rimento paira0 l utilizadas para 

kEC# k€Bi se aatisfit?:er a demanda 

Pela equação acima, se tismios para urn dado I E S. 2 
&.a 

O que significa dizer que o retomo para o estoque das peçàs com 
comprimento padrão I E S é levado em conta. &te valor retornado ao estoque 
diminui o cusb totd. Isto está de acordo com as hipótese9 D e G. 



Se não let-ùs em canta o retorno das peça residuais com compri- 
mento padrão ao estoque, então a f u ç h  a ser &i&ada tornwx: 

111.5 Um Exemplo 

Sejam. dados: 

Então o conjunto de peças residuais B 6 o dado por: 

Os tipos de corte [7; 41, [6; 4, e [5; 31 são similares a íf; 31, 16;; 21 e [5; 21. 
&&emos os tr& primeiros para s e m  uthndos na formulqão do novo modelo. 

nRso1venclo-se o PPL acinm, obtemos: 

A soluçh Otima para o problema acha de acordo com o modelo 
anterior ncw daria 

r c a r t a  cada wn ctos 10 pedaços de tamanho de estoque 6 em um pedqo de 
&amanho 4 e um de t d ú  2; 

+ cortar cada wn h 10 pedaço8 de t n h o  de estaque 9 em um pedqo de 
tamanho 2, um pedaip de tamanho 3 e um. pedaço de tamanho 4. 

O custo totd dessa solução é 170. 



111.6 Uma Tdcnica para se Determinar uma Solução 
Inicial para o Problema de Cortes 

Suponhamiots que todas aa barras do estoque sejam de mesmo com- 
primento L e que a d e m d a  tenha sido ordenada mim: & > , i  > - -. > &V,,,. 

Obterem uma base iniciat 3 e uma s01uC;ao inicial .X em rn iteraçães. 

A cada iteraçãq obternas primeiro uma coluna de B composta dos 
elementos a ~ ,  a ~ ,  . . . , a,. Em ~gu ida .  com base no vetar ( ~ Y f f ~ = ~ ~  ,.-. p. que i5 inicia- 
Bzdo ccrmo Ni = íy.i Vil obtem- m a  comyop1.ente do v&or mluçlio, 

Em cada iteraçr;io, seja R conjunto confenc3.o índices relativos às 
componentes do vetor srrlu+ que ainda não foram determiuadaa, 

Seja a iterqão j, j E (1,2,. . . ,m). Desejanlos determinar a jn com- 
ponente da wtor duçiuç Até o momeata for- encant~adas j - 1 compneiiees 
desse vetar. Portanto, em R devemos ter ni - fj - 1) = +m - j + 1 elementos w e  
ciadm a componentes que devem ser determinadas. Para determinarmas a coluna 
de Bl a = [al, . . , am]ti fazemos d m :  

Seja H ta9 que: 

Ern seguida, hemos: 

a nova componente do vetor solução. 



a ú o o  48.5 
0 2 3 0  

0 2 0 0  131.67 



Capitulo IV 

Problemas de Corte em Duas e 
Três Dimensões 

IV.1 O Problema Geral de Cortes em Duas Di- 
mensões 

Es(& capítulo foi baseado no trabalho de Gilmore e Gomo- [lE(l. 

Neste problern- o doque dis* de uma quantidade iafinita de obje- 
tos em forma de pardelepípedo de comprimento L e largura %V. Queremos satisfwex 
uma demanda por Ni objetas em forma de garalelepipedo com a mesma altura que 
aqnelea do estoque rnas com comprimento li e hgura wi. O indice i toma 
no conjunto (1.2,. . . ,412). 

O problema 6 d e l a d o  como segue. Sãa efetuados cortes tipa gni- 
lhotina nas pqm em estoque a fim de produzirmofi a demanda,, Dada uma peça, 
estocada, existem diversas fonnas de se cortárla. Sejam t a  061 modos de cortar, onde 
cada modo de cortar 6 furu;ãù doa pedaços que de gera e do objeto em estoque sobre 
o qual d e  atua. Aawciemos a, cada modo de cortar j ,  onde j  = 1,2,. . . , n, uma 
twiáitel zj que denota o número de vezes que esse tipo de corte 6 realizado em uma 
deteripinada soluçiia do problema. 

O objetivo consiste em se obter as variciveis SEI I x2, . . . , x* de tal modo 
que a demauida, seja aatisfeitn com a ut&a@o da, m e m  quantidade poeirn've1 de 
objetos estocadm. Ou seja, se denotarmos 



O problema pode ser escrito como: 

sujeito a AX = H, 

ande A é uma matriz em que cada coluna A, representa um modo de 
cortar um objeto do estoque, da rreguinte forma 

onde a* é o n.Umero de pedaça cam dim& b x WA. gerados pelo 
i-&imo modo de cortar, 1. < k < na. 

Se nos apiicarmos o método de geração de c o i w  da tremna hrma 
como no caso de I dimensão, ~lurge a nt?ce~~~ida,cie de resolvermos um problema da 
modula: 

sujeita a [ai, as, . . . , a,,J corresponde a um modo de se cortar o objeta L x W 
do estoque onde a; representa a quaatidade de ~~ wm 
dirne& ti x 2l?; obtidw 

Seja G(a, y) o d o r  obtido pela hiiçlio mochila definida como acima 
para um estoque composto de peças wm comprimento 2 e largura y. Se denotarmos 
por g( s, y) = mau(& q; s > li e y > w i )  então poderemos reescreser: 

Z Y , ande I' = [O, ;_I x [O, 
d 

A demonstração do fato acima pode ser obtida estudandcwe as tr& 
situações mutuzbmenh excludentes: 

(i) O corte redizado no objeto de dinzenJoes a! e y 6 perpendicular ao 
comprimento. Ele produz dois retângulo81 de compdmeutos $0 e x - ro.  

Conseqüeatemente, G(z, v) = G(zo, y) + G(z - zo, y). 



(ii) O primeiro corte realizado no objeto de dimensk z e y k perpendicular h 
largura. Ele produz dais retihgdos de laxgura e - -0. 

Conseqüentemente, G(2, y )  = G{z,yo) + G{z,y - yO). 

(E) Nãa foi realizado nenhum corte. Logo: G(z, y) = max(0, ai; z 1 I; e y 1 w;). 

N . 2  O Problemade Cortes Tipo Guilhotinaem 
Dois Estágios 

Anzrlogamente aos casos anteriores, para resolvermos este tipo de pr* 
ldema de cortes, h s t a  resolvermos o corre~iponclente problema da mochila descrito 
abaixo: 

eujeito a [al, a*, . . . , am] corresponde a um modo de cortar tipo 
guilhotina em doia estagim 

Para resolvermos a PPL acima, ccnneçamos reordenando os pedi- 
dos de modo a tennos u : ~  5 u+ < & * - ,< wtW. Neste método de corte por dois 
est&~a, primeiro soce! corta a lmrra L x W ,  de modo a obtermoa tirm de diniensb 
L x !Vii, L x H$?:, . . . , L x H$, onde i%, , MTh, . . . , FV, ti (M5, WiB, .. . I Mim). No se- 
gundo estágio, você irá cortar cada uma dessas tiras na direcb perpendicular ako 
comprimento de modo a termoa a.1 quantidades de comprimento i1 e lasgura maior 
do que ou igual a wl? a2 quantidadeir de comprimento e laqpra maior do que 
ou igual a w, aG finalrzif.nte temna a, quantidades de comprimento I, e largura 
maior do que ou igual a a:*. sakiafaa;eado: 

A d u ç h  do problema abaixo nos deve b yuajs tiras faram gera- 
das no primeiro eatágio: 



Se ( b l ,  bs, . . . , h,] é a solução do problema acima então: 

B; > 0 +-. a tira L x Wo Gn gerada no primeiro estágio 

Senda assim, fica dam como resolvermos o problema da mochila para 
cortes tipo guilhotina em dda estigios. E &i realizar- os dois passos aba&: 

IV.3 Formulação do Problema como um PPL em 
Est &os 

&te novo rnhbdo se destina a moldeiar o problema corno um único PPL. 

Seja A uma matriz contendo 2rn linhas e pazticimada verticalmente 
em m + 2 matrizes A,. Seja um vetor cduna particionado ho&onta,lmenbe em 
compondência a A, em For TI!. . . Fmr E , onde Zs são as vari6veis de fdga. Seja 
Ar um 2m-vetor coluna particionado em um m-vetar de zeros e um m-vetar r 
conkndo os valor eu iVi sniicitaclos na demaai& em ordem crescente daB larguras d a  

Assim, podemos escrever: 

As calunas de Ao correspondem am modos de codeis m re%&pdos 
em estoque de modo a termos as tiras geradas no primeiro estágio. Ou seja, a j- 
ésirna, coluna de & é um 3m-veta cujaa m primeiras compc,nentes 61 b3,.  . . , bm 
satisfaeem biwi 5 W. e as demais são nulas. 



As aratriew rwstantes A, (1 5 s 5 m) que decom+ -4 podem ser 
r.istas como segue. Fixado um s. a matriz A, se comfi. de colunas que representam 
mdos de cortar o retilngulo de largura gerado no primeiro wtkgio. As coluiim 
de A, contém zeros nas rn primeiras linhasi exceto a s-ésima linha que co&m -1. 
H6 inteiros nb-negativa a; nas linhas m + i, i = 1,2,. . . , s (observe que estamos 
supondo wl < 2~13 < . < w,) e zeros abaixo, satisfazendo aili 5 L. 

FUlhente, Am+l h m a  matriz 2m x m, onde suas rn primeiras 
hhas siia, to& nulas e as restantes formam a matriz -1. Esta Ié matriz de 
coeficientes para as variáveis de folga dw dtim rn rrqqk no PPL abaixo. 

O problema pode ser colocado então: 

As primeiras m equações e s t u w e m  que apenas aa tiras resultam 
t s  do corte no primeiro eattigio são usadas no segundo. -4s restaates 773 equqões 
estabelecem que a demanda 4 satisfeita a paztir de cortes nestas tiras realizados no 
segundo eBtzigio. 

IV.4 O Problema de Cortes e m  3 Dimensões a 
3 Estágios 

Este prob1ern.a ca&e em se aatisfaaer ama demanda de paade- 
lspfpedos de d i m e h  Ii x u:* x hi, i = 1.2,. .. ,m, a partir de cortes em um 
~mdelepipdo de dimensões 4 x WM" x E. Os cortei3 sito feitos de modo semelhante 
ao anterior: apenas que aãn reali~ackls em 3 &&QB. 

Analogsmerrte acwc casasi anteriares, pua malvernas; a t e  tipa de pro- 
blema de cortea, basta resoltvrmcrs o correapandente problema da mochila, descrito 
abaixo: 

sujeito a [al, as, . . . , corresponde a iim modo de corta tipo guilhotina em 3 esta+ 

O problema acima pode ser resol~,ido da stguhte for= 

(i) Para cada i, considerem um pardelepipedo de $iinensOeS x wi x H. De- 
notemos por v([;, wi, h;) o valor retomado pelo paralelepípedo de dimensiùes 
li x wi x &. Denokmois t d . m  por Ai O conjunto Çj; O retângulo de: di- 
mensõea I, e w j  está contido no retângnlo de d i m e n k  li e 1~4). Seja u [i,, w; ) 
a solação do problema abaixo: 



sujeito e C aj.hj < H 

(ii) Resdva o problema da mochila em duas dllnm0,: extrair do rethgulo L x tV 
pedaços i; x wi! i = 1,2, . . . , m, w m  valores dadas a&, u;,) de modo que a soma 
dos vaioreis dos pedqos obtidos seja mAxima. Como o corte será realizado por 
est&m, a 801uçà.o desse problema é a dada na mão anterior. 



Capítulo V 

O Problema da Mochila em Duas 
Dimensões com Restrições 

V.1 Definição do Problema 

Consideremas um retângulo --Io = {Lo, CVO) e uni conjunto de p d a p ~  
R = (vly tul) ,  (i3, %), . . . , VIRI i~,)), onde cada pedasp (iiy tui) em R tem um valor 
Q. O problema, conellak e m  

e existem uma &Se de cortes tipo guilhotina sobre Ao que produeem 
ti p d q m  de CiimenaõeÊi li e w;; 

Daqui 
da~os. Os elementos 
poremos que i;o, 1 6 ,  

para frente, chamarremos os elementos do conjunto R de pe- 
produdos por cortes em Ao chamaremos de rethgiloé~, Su- 
i; e wi sejam inteiros, qudqner que seja i. 

A arienteo  dos pedaços será considerada fk& kto é, um pedw de 
c-mnta I e  largura w não é o mesmo pdwo de comprimento w e largura I .  



V.2 Procedimento Enumerativo 

Os tipos p d v e i s  de corte poderiam ser representa& por uma ir- 
irore, onde a ramos dessa tuirore indicam os tipus de corte e oa nós finaia destes 
ramos representam o rethgulo gerado por esse corte. 

Um tipo de corte que 6 muito hipurtmte no dgoritmo que ser& 
deaenvdr?do 6 aquele que deixa, o retânlP;ulo intacto. Chama-lo-ernus de O-corte. 
,Ilsslln, um retângulo que sofreu a qib de corte O-corte nib será, candidato a sofrer 
futuros cortes, e deverá ser considerado a partir do nó em que se encontra em 
diante. 

V.3 Efeitos de Simetria 

Chamam- de um r-=te um corte trsbnsversal ao eixo dos a's. Ana- 
logamente ternos um y-corte. 

V.4 Efeitos na Ordenação dos Cortes 

Suponha um corte no retângulo (p, q) em n: = a, proclimhdo as 
retângulos (a, yr) e (p - a, q). Peguemos este .iilthno ret.ângdo (p - a, yr) e r&- 
zenios nele um corte em r. = a + b com O < b < [?]. -bb.iira, passamos a k r  ors 
seguintes re*ke+.nl- (a? q), ( 4  g), e e3i - a - 4 Y). 

lX .d i zem agora e m  [p, q )  urna outra seqÜr3nga de corterp. f rimiro 
em z = b, prduiaindo (6, p) e @ - 6, p). Segundo, em 3 = t> + a, sobre @ - 6, p), 
prodiuz;iudo (a, p) e (p - 6 - a, q). AO todo, produzimos ou mesmos rethgulm que a 
8eqGGncia anterior: (a, q), @, q )  e Ig - a - b, g). 

Para evitar que tal ocorra, e s t a m o s  a seguinte orden%iia n a  
cortes que aão re&da:  dado um retânguio (p, q) ,  se fbi redimdo luri corte em 
s = o, os prázjmDs corta rt serem feitos n a  retthgdm remeacenh (a, p)  e 
(p-a, q) deverão ocorrer para I 2 2u. Ou seja, o pr6ximo retângulo a ser cortado só 
poderáser (p-a,yr),desclequea 5 [ ~ ] , e m w p o n t o z t d q n e 2 a  5 x <[a+?]. 



Figura V.1: Tipo de Corte Não Norrnaiizadú 

Figura, V.2: Forma Normalizada cio Tipo de Corte Acima 

V.5 Cortes Normais 

Um c- a em (p, q )  4 dito normal quando exis$e uma combinagão 
de pqm (ij,u;ti), com 3 = l ,2 ,  ..., t ,  satisfwendo u;il 5 Vj, 3 = l ,2 , . .  . , r s ,  e 
a = C;=, li. Todo tipo de corte não mr&ado ymsuá uma forma equivalente. 
normaillieab (ver figura V.2). Daqui para frente, restringiremos os cortes a serem 
feitos no eixo doa z3s e dos 8's apenas aui cortes m d .  

Notação: 

SQ = conjun%o dos podas no eixo dos ar's onde os cortes realizadoti 
têm a cariwteristica de aerm normaia. 

TP = análogo ao anterior, si5 que para o eixo dos y's 

Coma nó8 obterna o conjunto SQ? Assuma que utl 5 ztb I - - 5 w,. 
Seja 1 < r < nz. Definima: 



Lema V.1 A h b e h  fi(z], 1 < i < m, O 5 z < i;* pode ser yemdo pela ru?~'~rrsZo: 

Suponha x 2 4. Gcmsideze as a i i ~ m a ~ k s  abaixo: 

(iii) A ocorrência sidtâuea de 

não P poÉisive1. A demonstrqib será feita por absurda De fato, temos: 

i-1 

h E salísfaaendo x = Cgij+ kli parir d m  tal que O 5 5 h, 
j=l - 

&EZ, j=l, ..., i-lelsC<b,. lasoéposs~vd,pisfi(~)=wc 
h (**), para esse k deveriamos ter f,-l(z - kIi) = co, o que 6 absurdo. 

Por (i), (ii) e (2;) fica l>rcn& o lema. 



Segue-se da definição acima, que: se f,(z) 5 q entik 5 se escreve 
m: 

como a! = ZEli. aatisfasendo O < 5 < bi .  5 E Z e wi < q se E > O. Logo. nesse 
i r 1  

casa. texemtx s E $4. 

V.6 Descrição do Algorit mo Enumerativo 

A cacla nb n e m  namo dgoritma estará msociado um conjunto L 
de retânguio8. Cada elemento de I, ser6 repicesentãdo por um conjunto ordenado 
(p, g, s, y) onde p P o comprimento e y a largura do re~ângulo em quattãio e ;a e y 
sáo int& tomando va10res n a  intrrdos O j z < bj2] + 1. 1 j y < [4/2] + 1. 

se esse rethgdo hi escolhido para ser 
1 5 z 5 b/2] - cortado, o pr6liimo corte terá um Z- 

COE*. 

d 
(um O-corte foi redzado) o retângulo 
jp, q') em queeitáo não ser6 mais cortado 

V.7 Algoritmo de Busca em Árvore 

Dado um nO de nossa &vare, seja H. o conjunta daa r d â n ~ l o s  de 
L para CM qu&s já foi reidi~~ado um O-corte. Na solução a ser obtida seguindo-se 
este nó, teremos um pedaço d a d o  a cacla icethgalo em Ho. Para obtermos uma 
cota superior dos valma que podem ser obtido8 das r e t â q d o ~  que c o e  H@, 
prwuramoi~ preacher us ped;ay;os nus retiingulos de ama fuma Otimn. 



A melhor forma de alocaz pedaços aos retbgulaa é dado pela sduçk 
do problema dos t raqior tes  

Uma cota supriar para c d a  um d a  retasgulos que compõem. 
L - H0 pode ser obtida reeidvendo-se um problema de cortes de dum dimemk 
sem restriçk utilizando-se o procedimenfo em progrítmagão dinâmica dado por 
Gilmore e Gomory [16]. 

Chamemas 9 a cota supxiicw obiida do conjunto L i duçB, do 
pmble~a  dos transporteu + ~~)luçfto dos probkrnas de progrmqh dPnEbmica }. 
C~nvencionemo~s como sendo 3 o maior d o r  obtido até o momento de (Lo,  W0), 
respeitando-se as restrições. Tmm as +te8 atuqoerj pdveis:  

(i) 2" 5 T. Se a melhor forma de cortar partiudo.se dos retângulos atuais n h  
consegue produzir um valor maior do que o melhor obtido ate5 o momento, 
entk não hb necessidade de se efetuar no- cortes. Ou seja, devemos retomar 
aos nós anteriores (ha.cktracinng). 

(r) r= > T e as restri* bi esth mndo respeitadas noa cortes que originam 9. Se 
a melhor forma de wdar é viável e supera T, então ela deve passa a ser Q 

n-o ótimo atuãl. 

Isto é, devemos fazer 5 i 2". O modo de cortax que origina r* deve tmbém 
ser guillcdado c o m  o melhor modo de cortar obtido até o momento. Devemos 
retomar (bachrackng]. 

@i) i > Z? e as restri* bi n b  estão sendo re9peitdas nos corta que originam 
2". A m&r forma de corBtu não C vihel. Nesse c m ,  da isãù núer intere;ssa. 
Porém, como ela supera Z, devemos continuar fazendo cortes a partir do n8 
atual, pois h po8$1'vel que ainda, encontremos uma s e h ~ ã o  que, mesmo nãa 
sendo t8o boa quanto a nossa atual c d a  superior a*: ainda assim supere i e 
tenha a vantagem de ser vi8%vell. 

V.8 Métodos de Rarniflcagão 

O processo de escolha de um retlhgdo cle L - 19;i pam ser cortado 
pode ser feito de diversas formas: 



(i) Tomama a retgngulo (A, g,) com a muor dimwão r), no eixo dos t's. E.in 
caso de empate. tornamos aquele' com a menor &e& q,. Andogaanente. 
poderiama tomar com a maíar dimensão. 

(ii) A c& retângulo é associado um d o r ,  que R o dado pela sdução do problema 
de programação diuâmica. Escolhemos aquele retângulo com valor máximo 
a880ciado. 

(U;) Para cada i = 1,2,. . . , m sejam t$ e r': a quantidade cle pedarp a' obtidas, 
respectivamente, da aolui;ão do problema dm traaisporterr e clos problemas de 
programa& dinâmica d a  rethgulm de L - H@. C o m  e ~ t a ~ 1 0 ~  escdhendo 
uni retâaignko para aer ccrrtdo, devemoa ter, para algum i, 1.: + r': > bj. Da 
contr&io, não haveria neceddade de se efetum um novo corte. Seja i" tal que 
bí* - (t(* + r':,) é mínimo. Tomemos o r& ângulo que contém a d o r  quanti- 
ClacIe de pedags wf) fornecidos pela wluçb do problema de programaçk 
dinâmica Se d e  for c,ort.a.do, é de se =peru que a, quasf.ida.de de pedacps 
(lr, e) diminua quando formos analisar os retângulos oriundoc3 desw corte (os 
cortes &o feitos de modo que as cotas superiores B; não sejam ultrapassadas). 

V.9 Uma Rotina para Solução do Problema 

A variável ci contém o número de pedqos do tipo i obtidos do dculo 
da cota superior para o conjunto L, isto é. é a aoma doa pedaiçm obtidos da solução 
do pr~l>lerm dos tramportes com aquelt<a ol3tídos da soiuçh dris proHema~~ de pro- 
gríumqiio dinâmica 

(1.1) &a: n = 1, L = ((L*, Mf*, 1, 1)}, Z = O 

CALCULO DA COTA SUPERIOR 

(2.1) Calcule o valor ds r* e 4, i = 1,2, ..., rn para a lista L. 

(2.2) Se u" 1 3 ponha k = O e v-6 para (6.1); caso contrário, continue. 

E q k a . ç h :  Se o me1hor d o r  obtido até o momento (21 for supexior ou igual 
à cota &ma r* p~881'vel de ser obtida então nào há nada que p o s s m  fazer 
a partir do nó em que um encontramos. Efetuama um backtrackhg a partir 
de . (6.1). . O h g  k = O nos diz que nãa seri feita a recuperqão de nenhum nO, 

(2.3) Se bí 3 r,, V i  i = 1,2 ,..., rn, fap F = X ,  R = O e vá para (6.1); caso 
contrzhb, continue. 

Explicação. Se, no cáiculo da cota m $ h  2*, a quantidade c; de pedaças 
(4, wi j fur inferior ou igual ao limite bi ,  então o modo de cortar as p g m  para, 



(2.4) Escollia um retângulo (p,,, q,, q,ya]  da lista L com s, # O, e para, (2.5); 
caso contr&rio, pilha k = O e trA para (6.1). 

Explicaçk Um retângulo presente em L com r, = O é um que não mais 
será curtido. nem mesmo um &corte. Portanto. ae tadas CM retâugdos em i, 
tiverem g, = O, riaQ h& nada mais a ser feito e retornainos (Backtrackingf. 
Caso obtenhamos um retângulo com 2, # 0, va;mas cortá-lo. 

(2.5) E4qa = s, e I: = ym 

Explicação: A ha9idade de Xn e Y, pode ser explicada pela a*% abaixo. 
Suponha a seguinte arituaçãlo: 

O fütimnr nó cortado foi o nó 3. me gerou o n6 3', a;brav& de O-corte. O n6 3' é 
retirada de L. A seguir, alguns p s o r r  exticutardm pelo algaritmo e moatzadcs 
como atluà;nam na sifuaçk a c i m ~  
(6.5.3) hça L = E - { ( f i , g , , O , % ) ) ,  k = 1 e v6 para (6.1) - 

3' 

O d o r  n só p ~ d e  se referir ao nó 3, que 4 o úItimo que fai cortado. 

(6.3) L = L LJ ( I P n ,  qmr .fn, Yw.)}. Você recuperou o nD 3 a partir do primeiro 
corte. L*, você poderá cortá-lo de todas aw fornas poslciveis nownente, ceuuo 
haja n~easidade, a pwtir de uma, a,vnliqão em (2.1). Ficamos com: 



(6.11) Ponha n = n - 1 = n6 2. 

(6.5) btirain-se os nós 4 e 5 e, eventdmente, faz-se wm novo corte: 

Voltamos gara (2.1). Nesse ponto, pode-se chegar à coucluh de que são 
pos~n*vei~~ novos cortes para, ae mehrar o reszdtado até o momento. Inclusive 
em (3). 

Portanto, 4 = L U {(h, <ln, Xn, &) 1 serve para recuperarmos um nó que seria 
&til no carso de r e d i e a m  novos cortm. 

(2-6) Fwa L = L - (h, q,, =,, yn)) 

Expliqào: Se o retângulo @,, qn, x. ,  gi.) for cortado então ele deve desapere- 
cer de L. É para isso que temos a deckuaqãa L = L - {(p,, g,,r,, v,?). Em 
#eu lugar, eer& incluidos os prdintcm dtwe corte. 

"FORWARD BRANCHING (X-CORTE)" 



(3.2) Se r 2 [I] + 1 então façn zn = z + 1 e vá para (4.1) 

ExpEca,çh Conforme &mas, se x 2 [+] + 1 então n k  ser4 realizado 
nenhum r-corte. Sendo assim. n<nr d d m &  para o item (4.1) e verifc- 
se 6 posdvel OU n813 fazer-se um y-corte. O de x, 4 incrementado de 
1 para que em. (6.5) Be fqa  uma avaliair;& correta de qual foi o úItimo corte 
reaihada. 

(3.3) Se x 6 S* vá para (3.4): caso contr&o, fqp a! = a! + 1 e vá para (3:2). 

Expkaçãno: Se x 4 S* então o corte & é normal. Assim, d e  c a t e  possui 
um equivaleute normal diferente dele. Para se eiitax dupliciy;õtrs, eyigi.mas 
apenas que u corte normal seja feita. 

(3.5) Faça zn = x + 1, n = ti + 1 e $4 para (2.1). 

" FORWARD BRANCHIMG (Y-CORTE)" 

(4.2) Se y 2 [F] + 1 v& para (6.1) 

Explicaçk: De acardo cam o que f& dito anterimente, como já temas 
s 2 [g + i? se y 2 + 1! O pr6Xí11m corte ser& um &corte. Portanto, 
iremos para (5.1). 

(4.3) Se y E pn para (4.4); caso contrihio, f a p  y = y + 1 e v á  para (4~21. 

(4.5) Fqa y, = y + 1, n = n + 1 e vá para (%I), 

"FORWARD BRANCHIMG (@CORTE)" 

(5.2) Fqa r, = O, n = n+ 1 e v& para(2.1). 

ExplicaçBo: Pazemos e, = O para o caso de no item 1.2) haver um desvio para 
o item (91 e s a b e m  ai qual foi o bltima corte rdzado. 

" BACKTRACKING" 

(6.1) Se n = 1, pare; todos os cortes normaia foram gerados. 

Ex'pficaçh Em linhas gerais, o &oritmo funciona assim: 

Bom? primeiro ele gera uma árvore até que não haja mais sentido em se cortw, 
Bnks do início do primeiro baik-tracking. 



Analisamtis o diagrama acima. E s t u h m  todar, as possibilidades de corte a 
partir dele. 
A+ h, novo backtracking para A e a geração de nmm cortes: 

Depois de tflpla esgotado todas ars possibilidades para A, esgotaremos bdas 
aa po~lsibilidadea paxa o i16 anterior a A (poei&velmente Bj. E neisim por diaate, 
ate chegarmos ao n6 raiz 1. 



(8.2) Se k = 0, vá para (6.4). 

(6.4) Faça n = n - 1. 
(6.5) Se zn > [a] + 1! vá para (6.52). Se z, = O, 14 para (6.5.9); caso contrário, 

continue. 

O ÚLTIMO CORTE FEITO FOI UM Y-CORTE 

(6.5.3) Faiça L = L - {(pfl ,q , ,O,yfl)) ,  b. = 1 e v& paxa (6.1) 

Explicação: N6s fazemos h = 1 para que poasõmcs recuperar o nó que deu 
origem ao &corte. 

V.10 RESUMO FINAL 

(1) P o d e m  gerar uma melhora a partir das peças existentes em L ? 

Se a respasta for d o  vi para (31. 

(2) Efetua-se um novo corte. Vi para ( 1 ). 

(3.1) .ra = 1 ? Se a r a p t a  for não v& para (3.3). 

(3.2) F M  DO ALGORITIMO. 

(3.3) Localize o nó pai <lo iíltllno corte realizado. 

(3.4) O Ú1timo corte foi nm z-corte ou p o r t e  ? 
Se a resposta for sim, vá para (3.7). 

(3.5) Exhaia o nó corresponclente ao O-corte. 



(3.6) Recupere a nó da qual foi extraído a @corte. 
Vá para (3.3). 

(3.7) Extraia do conjunto I os 2 filhos do nó pai corrrspondentes ao Úztima 
corte realizado 
Vá para (2).  



Capitulo VI 

Dois Algoritmos para o Problema 
da Mochila em Duas Dimensões 
com Restrições 

VI.1 Definições 

Este. capitulo foi baseado no paper escrito por P. '1'. Wang [27']. -4 
b l h n  seçãa, foi baseada no trabalho de Jd Fesnmdo Oliveira e Jm6 Liotiuo Fexreira 
E1530 

Sejam J,-, x ITi  um. tipo de retângulo eãn atoque e R um conjunto 
de rethguios RI, &, .. . , R, com dPmeris9es I1 x q, I2 x e(i2,. . . , I ,  x w,. 

De5 n ição: 

Seja dado um znodrr de cortar G de nnri item de estoque. O seu 
correspondente ~tãngub0 gui~fzofina S 6 o menor refângido clue confem os pedaços 
fl; gerados pelo modo de cortar G, matidas ais posiçk re]La.tivas que ois pedaqa fb 
guarda entre ai  (figuras VI.1 e V1.2). 



F i p a  VL1: Um tipo de corte n o d a d o  G 

F i a  'c.1.3: Uma construção horkantd e outra vertical de AI e A2 



Definição: 

Uma const twçh kcr&ontal de dois metângn106 Al = fi x gíl e = 
fi x q3 6 um retâqpd~ S, com dimensóes rnmdpl, p2) x (ql -6 qa j e contendo Al e As. 
Uma cotlstmçüo w t i d  6 ~ u n  retâagdo S, com dimensk Ipi $ p3) x -(gll q2) 
também contesdo A, e Ra (veja a figura, V1.3j. 

Os tipos de corte no retkgdo .&o x Wo serh  representados por um 
retauigdo guilhotina S &ido a partir de. eamtlrrii~Ot!a horizontais e vertieaia dos 
pedqw RI, &, . . . , R,. I w  6 pcwdYe1, porque todos os cortes tipo guilhotina 
passuem uma forma. normalisada equivdente. 

Os retângulos eihotina S gerados poderão ter sobras. As sobras 
devem satisfcbeer uni teto máximo, que pode ser & ou &r dependendo do algoritmo 
utilizado. A percentagem das sobras do retângulo guilhotina S em re1açb a área do 
item de estoque Ao x Wo chama mo^ de ,dl. A percentagem das sobras do retângulo 
guilhotina S em relqão a &ea aES) do pr6prio retihgulo S di- de &. 

VI.2 Os Algoritmos 

ALGORITMO UM 

PASSO (1) 

(i) T c? formado a partir da coustruçh horieontal ou vertical de 
dois retângdos de I ; ( ~ - ~ I  e e&& contido no item de estoque 
L. x GVO; 

(ii) .As perdas em T não excedem ,81L01V& 
(%i) Os retângulos Ri cons.tiitullitea de T não exdaapaiam as limites 

b; respectivos. 

2.b Faca Lf = Bk-lIu F@). W r e  do navo conjunta Lib) os elementos 
que aparecem repetida. Isto C, de dois rethgulos gai1hotina com ars 
meamas dimens6es e os mwmm r e t i inds  Ri conatifuinteri, apenas 
ura fica. 

PASSO (3) 
Se F h )  é nBo vazio, faça R i. L + 1 e volte arx, passo (2). Caso 

cont&i o, 



PASSO (4) 

4.a FaçaM=k-1. 

4.b &calha o retângulo de LiM1 que gera o menor r a i a  quaaido colocado 
dentro do item de estoque x Wo- 

ALGORITMO DOIS 

Tome !f& no lugm de & no passo 1.n. O passo 2.n (ii) torna-se: 

(ii) As perdas em T não excedem & u(T]; 

VI.3 Limites para o Erro e Condições Ótimas 

À medida que ar valorni de 81 e & são hcrementados desde o valor 
O até 1, as retângdoa T geradas pelas dais algaifmas crescem em n b r a  ahsnrdo. 
Dessa forma, a soliição ótima obtida a partir de LIM) é "pelo menos tão l~oa'' quanto 
ãs 'anteriores obtidas de conjuntos Liai] menores, cmapondenh a &, menor=. 

Chamamos de perda interna aa sobras dentro da &ea compreendida 
por um Betermiinado retângulo (veja figura Vi.4). Seja p a perda interna de ritm 
retangnio S = h x w gerado a partir de ujma seqGncia de construçúes horizontais 
e/ou verticais dai retângida RI, R2,. . . , sujeitos aos limites bl,  h,. . . , b, e 
percentagem de mbraa mikíimna .i. Seja !I! o d a r  totd da perda quando o rethgulo 
S (5 cdocibdo dentro do ítem de =toque x bV0. A~irri, Y = LaFfr0 - ILUi $ p. 

Denataremas por SSi" a perda total cmrespondate à salnçiio átima da 
i,sol>lema da mochila. Ou aejg 4 a menor perda de urrr retângulo obtido de coujuntos 

crnn assumindo qnaâqner valores pcsssi8veia. Considerem o conjunto Sl 
como senda constituida par todos as retãngnias que possnem perda total QS. 

Denotemos por fl a rnemr valor que fi deve adisurnir para qne seja. 
gerado pelo menos uui elemento cio conjunto SE. A B ~ ,  exkk um Sf retângulo de 
St com perda interna pi tal que ?I$* 2 pT = ,g IloW$. h a  tiltima Pguddade vale 
para pelo menos um elemento de $2. Mas pode n2bo d e r  para toda, que embora 
tenham a mesma perda total YP, podem não ter a me8ma perda interna p*. 

Consideremos dois casos: 



a Interno 

Externo 

Figura VI.4: Uma soPução pa,rciai e dois diferentes tipos de perdas 



[C.Q.D.] 

Teorema VI.2 Se a perda 9 de um mflingub guilhotina S obtido do alyo~itmo I 
com um valor fixo satisfat. Y < &aíEoWFoo, entüo S c o m s p o d e  a unz modo de 
coi.ira~ ótimo e P = 9*. 

Suponha que 9 5 ,&LolFo. ,Se S R? d ã o  < 8: e 
%V" 2 a;Tl;ol'G'a > $ILoWo 2 !@, c;ontrzadizerido a otimnlida.de de V. A s k ,  S E 0. 

Se S tem dunel118cies LI, x então %J = p 5 ,6'lLOfV~- Aplicando-se 
o teorema VI.3, obtemos o resultado desejado. 

[C.Q.D.] 

Dizemos que uma seqiiência, de retâaphs SI, S3:. . . e St gera w;n 

retângulo guilhotina S se satisfazem 

(i) Si+l é &tido a partir de Si pela construçáo, horizontal ou vertical, deste 
com d g w  rethgulo R,, i E (1,2,. . . . n2): 

Denotemos por pl, *, . . . , pt as perdas internas dos refhgulw 
Si, si,..., Si. 



Figura VL5: Retângulos parciais que geram Si 



b i m 3  claramente, temos: 

O cálculo de {&I se juiificq pois somente se ,&' tiver pelo 
menos esse valm, será ps ive l  a g&&ão de cada elemento da seqüência SI, S2, . . . , St 
a fim de chegã1~10fi ao S. Veja figuras VI.5 e VIA. 

Seja p o rethplci de menor área, submetido h restrições b;, obtido 
a paxtir da construção. horbontd ou vertical, de dais retângulm quaisquer & e 
4, A : # &  

Seja S, o retiingula pnrcial para o qual temos @ = $&. Seja 5'; CI 
retângalQ de R gerado pela -ri&& de rethgnlcs cla. qnal Sp fa;c parte. Assim, 
P; > i+ 

Então, supondo que não é nenhum do61 &I,, podemos concluir 
c p :  

\u* r cc.2 r = tq 1 fq ~ ( P I  



[C.Q.D.] 

[C.Q.D.] 

O ideal é at.ribnirmos rs e valores um pouco acimri do ideal fi,* 
e & irias que pennitani um;i, convergência suficientemente rápida do algoritmo. 

O teorema W.5 nae permite tirar vmtagem de uma primeire aprú- 
rimwão feita à mão para o problema da modula Ela nos daria um limite superior 
a@:e&. 

Se nOs aplicarmos os dois algorit- com & = ,& O conjunto ~ ( ~ 2 1  

gerado pdo algoritmo 3 s e r i  uni subconjunto de ZIM'J gerado pelo algoritmo 1. 
Tfmn idéia seria a de aplimnios primeiro o algorifluo 2 e a perda total P de sua 
solu@h wr utilizadat (de acordo com o twrema 'tTI.5) em iama cota superior para @;. 
Aí, em. seguida, aplicaríamm o algoritmo 1. Dema forma, poderíamob chegar maia 
rapidamente a yma solução ;iceitável. 



VI.4 O Problema do Corte de Chapas 

0 s  dgdtmos I e 2 podem ser utilizados na geração de salum 
aproximadas para o problema do corte de chapa. 

Suponha que ao todo tenbrunm f i  modos de corta assùciadcs aos 
retângulos em estcque. Cada modo de cortas ser& executado zj vezes a um custo 
cj, onde j = 1,2,. ..,n. 

Definã~~~os urna matriz A coma tendo n colunas, cada uma delas 
arirwlciada a um modo de cortar. O elemento cã;k da A representa o nlimero de 
pedqcw R, = I; x q extraidos no modo de c0rh.r h. 

O proldema pode então ser colocadU da seguinte for- 

O problema pode ser resolvido r e h d o - s e  as restriç0es: 

A idéia é reitii&mcls o número de cdunarr de A a wrn valor aceitrivel, 
que permita a solução do PPL acima, sem m&a demora. O método 6 desaito 
abaixo. 

Os algontmos, 1 cm 2 são aplicadas no retângulo Ao x W'. As restrições 
bi podem ser determinadas como sendo bi = [ e ] . para i = 1,2. . . . , rn. 

Do conjunto L("] eerb estiaidos as r e t ~ ~ o 8  guilhotina que cor- 
respondem aos, modos de cortar. As colunas de A estarão d a d a s  aos retbgulos 



guilhotina, O iiuniero de elementos de .LiN1 esc01hidas s e r k  responeriveis pela ra- 
pidez com que o PPL ser8 re801vido. A precisão do resultado obtido é função dwr 
tipos de rethgulos gdhutina selecionadofi. 

VI.5 U m a  Nova Proposta Melhorada 

Coruicierernoés o teorema VI.3. A concliçiio dada no tearema h m- 
íicie.de para garantirmos a otimddade. Assim, bwmm a gerat&~ apenas de. 
w l n ç ~  que mtisfa~errà a hip6ttese do t.eorema. 

Seja nm retângulo guübtina T com perda interna T,,t. Considere- 
mos a parte não aproveitada & T quando e&e 4 cdocndo dentro de um ikm & 
estoque . Podemos gerar wna ÉIéne de mtângulos a partir desta p h  não apro- 
veitada T o m o 8  a menor perda possi've]. aa geração desses rethgulos dentro da 
parte não aproveifada, Seja T,, o seu valor. a menor perda passível de 
retiia.gdos gdhotha obtidos a partir de cons%nxç~  sobre T atsrá Te,t $ T~a. 

A condi.;& S.& (2) paxa O algoritmo 1 toma-se: 

Dendarrnos, novamente, corno m d o  o menor vdor que & deva 
assumir para que seja gerado pelo menos I& elemento do conjunto R. As&. existe 

=O 

5: ~etânpnio de ~1 tal P* 2 + IS~),: = R L Q ~ I ~ *  

Os teor- anteriores permanecem vdidm. Suas dernomtra&es 
para o novo caw aão idhf icaa. 

A 5.m de gerarmos o retârngulo de dimensks HT e Wa temas duas 
pcmibilidades: 

(1) efetuamos um corte horizontal produzindo o retângulo (a) e outro vertical. O 
crwto minimo r e d h n t e  ser& $ f,,(La - HT' Wi) + P~,(EIT, Wi - WT) 

(2) efetuam um corte vertical produ&~do o retkgulo fb) e outro horizontal. O 
custo mínimo mdtante será: T,,,, + P,,,(L0, IFo - WT) t- P+,,,(L, - HT, ~VF). 





Assim, para o rethgulo T de dimenBões HT e WT, a perda minims 
a ser obtida será: 

Os valores P&(li, w) podem se$ obtidos a piori, anka da aplicat$io 
do algorit;mo paxa todo retIaãigulo h. x u; contido na rei@& L. x i%,, ie, h. 5 L. e 
w 5 WT0. Com este dores, formamtx unia talaela. 

Este novo dg,;aritrno foi testado :, José Fernando Oliveira e José 
$bebo Ferreira [13] e os readtados se comprovazam meLhores que o ~ i  obtidm corri os 
algoritmos de P. Y? '5Yang. p;ril. 



Capitulo VI1 

O Problema de Alocação Discreta 
em Duas Dimensões 

VII.1 Introdução 

&te crtgifuio foi baseado no trabalho de David \V. Pesfico [23]. A 
seção VIX 7 foi baseada em Zmgw3l [B]. ii atha seção foi baseada. no papa de 
Wdfmn 8281. 

Tem- qne satisfazer uma dermimda de objetas dados por duas di- 
memões. Surge um problema: a rraiedade d a  tipm de peças não permite que 
mantenhamos em estaque todos os tipos de objetos possfveis de serem solicitados 
(cada tipo é definido por um par que representa an dimensúe:~ da peça). Sendo assim, 
deveremai selecionar um conjdo de tipos de peças para 9er mantido em estaque, 
que pmam satisfazer a demanda, da seguinte fmm&: se um detednado objeto 
não tiver nnr aidar e m  estaque, então um outro qne esteja arumzmizcio é escChidr) 
para ser cortadot e originar o objeto com as dirnmwões req.uer%das. 

Coma selecionax taste ranjunta de tipos de pc?~as a pastu. da c~rijnnto 
de todos os tipos de peças que compõem a demda? E qual a qumtidade de cada 
elemento deste conjunto que ser& m~~1t~ic1.a em estoque? 0 s  seguintes custa &em 
ser leiados em canta: 

1. Qualquer que seja o tipo da peça, existe iun custo aswcbdo i peça para mantê- 
la em eatrrque (é urn custo intrkeco; ele inciepende da, quantidade da peça em 
estoque e do tipo da pqa  estocada]; 

S. Custo que depende do tipo da peça e da quantidade da peça de nni determinado 
tipo mantida em estoque: 

3. Custo ctas perdas resultantes em se cortas urna peça do estoque yara ae originar 
aquda que está, sendo demaudada. 



Uma o k r v a ç k  cabe aqui: quando nos: referimos a peças que ~~eriarn 
cortadas e posteriormente utilizadas em lugar de outra, estAvam08 pensando em 
placas planas com cZ11m &naen;sk (hgwa e altura) com sendo essas peças. .h 
perdas mescionadas em (3) se~iam os restas de rnate~id que seriam joga ido^ fora 
@ os cortes. Contudo, podem05 dar outra interprete problema, Ao invA 
de terma como dirnenirões de um objeto sua largura, e ma, altura teriunos duas 
outras qualidades quaisquer. A subtituiç.0 de um objeto por ou$ro s6 ocorreria se 
as qualidades do primeiro permitissem a este executar as taxefas do outro. Embora, 
daqui para, frente. sempre @amm referência aa problema de corte de chapas, todo 
o raciocínio desendvida aqui também se apliwB a uma s i t u ~ o  mai-.- genérica. 

Outra ob~ervação. a substituição se dS na raaão de um objeto do 
eribqne para um objeto sdicitdo na dermanda. 

VIL2 Formulação do Problema 

Sejam orr coTfjumntorr abaíxo: 

--f número de peças com dimensões (i, k] que serão rnantidas 
em estoque; 

dik: - d e m d a  das peças com c l i n i e h s  (i, h ] ;  
E& = {(jqm); j 5 z'e rn 5 k); 
Sjm = {(i,k]j i 2 j e k 2 ma}; 

(Uik,jm - número de pepi  @, k )  usadas pwa, substB~~~r;em um igual 
n h r o  de. peças (3, rn].'; 

Sikim(y) --+ custo da subitniçâ;o de y peças com dirnemh (3, rn) 
por p peças com dimnsiies (i, k) '; 

c ~ ~ ( z ]  --+ CUS~O ">a$& se r r ~ l i ~ ~ t ~ e ~  em atoque 2 ~ 6 %  com dimensões 
G S  fti 1; 

Hi+eses feitas sobre os custos: 



W.3 Representação e m  Redes 

Constrói-se iuna matriz como mostrado na figura VIL1 (fonte 6 a 
representação simbólica do estoque). Daqui para fiente, faremos referências a nós e 
y eças, hdhtintamnte, como seindo a mesma coisa. 

" Sejam .iV um conjunto de n& e A um conjunta de mcas;. C&de- 
remos o sebouinte problema em progamíqak, linear: 

c&) = 0 
~ ~ ~ ( 2 ~ ) ~  onde (e, f )  E A, ama funcçk côncava 

Se o problema acima tiser como d u ç h  ótima uui wtor z = 
(e, f E .I) onde e é w nó qndquer, entãw 



FONTE 

-- 

Figura VIL 1: cada nó (1, j ] representa uin tipo de pe.p com dimensões * i" e " f' . 



1 3 3 . . . 121 - 1. % 

Figura VI1.S: A maior pate da demanh fica na diiyyond principal 

-h7 tem Ii- fontes a e tem no máxima K entradas positivas '' 

O nosso PPL (1) tem uma forma similar 3eo do resultado acima. De 
acordo com sua, representagão, o PPL (1)  EU^ tem uma, fonte. Asirn, dado um n6 
(i, j), ele a6 pode ter no m8;r;imo lima entrada positiva. O resultado segue-w. 

[C.Q.D.] 

VIL4 Padrões de Estocagem Aninhados 

Um estudo feita par Diegel e Bocker 11 11 " on the demand for panes 
of glaa " sugere que a, hipótese de uma correl- positiva entre as clnas dimensõeu 
que defiuern cada tipo de objeto 4 rmaávd de aconte.cer. h1w o que significa essa 
correlação positi~d? Considere a figura LIII.2. NO caso de haver uma correlayão 
positiva entre as duas dirnensks, a maioria dos n b  que cornpUem a demmcla ficam 
pr6ximos i. diagonal principal. Esta correlação positiva sugere a seguinte defhiç.0: 

Definição. Uma pai;tica de estoque 6 naninhada'' se, dados os tama- 
nhos possíveis de serem estocados (i, k], ( j, rn), . . . , (a, v), nóS tivermos á < j < 

* < u. e k e m < < v. Mo é, a @ttica k "aninhada" R cada. elemento estacado 
é maior, em ambas as dintensiks, do que o próximo tamanho (menor) a ser estocado, 

Vdtemus aa norcao problema, supondo desta vez, que  temo^ uma 
política "a iz inhda l :  a k m a  um conjunto ,V de pqas com duw dimeusOes que 
compOr?m a demauda. Desse conjiinto, vamos extrair um subnjiinto daqiida5 



Vamos eupor que ás peças com dimensk (&I) v5.0 para estoque na 
pditica de estocagem 6 t h ~ ~  Então, nesse caso, dá para se saber qmis serão ~LCI 

peças com dimensões menores do que ( 1,1] que irão para o estoque? S i  a respmt a 
é nenhuma: (&I) é a meaor dimens5.o poasivel para uma peça dada. Vamo6 mar a 
notaqão abaixo: 

C;iQ = custo para se satisfazer a demanda de todas as peças com 
dim& menores do que ou igrd a ( i ,  h),  supondo que 
a p o W a  de mtocagerri utilizada é a ótíí e a pqa (i, k) 
fique armnada  em estoque neusa politicã, 

Gik(j, rn) = cuiito &mo para se satisfazer a demanda de: todas a9 
peças com &me& ~nemree  do que au igual a; ( i ,  k), 
supondo que a palitica ótima guarde (i, k) em e~toque: e 
a próxima peça a  ser mmenada seja (j, m) 

Gih = igual ao anterior, só que, neste caso, ( i ,  k)  é a iiltima 
peca mmtida em estoque pela política de edo-pem 
btirna 

Vamos sipar que a peça com h e a & s  (1,S) vá para o estoque. 
Tema duas pdbiliddes: 

(I) A peça (I, 1) t ambh ser4 estocada Logo: 

( 2 )  A peça (1, i) nb wril estocada. Loga: 

Suponha, agora, que a peça com &mens& (a', h) seja estocada em 
nossa mIução 6tima. Assim, podem= eiscrever: 



Rqgistranms o sucessor de (i, k] (se houver] na solução ótima. 

O algoritmo apresentada a c h a  ncs permite chegax ao Mmo. for 
quê? Seja (i4, &j a, m a  de dimens&s mrllurs que faz parte da demauida. Eviden- 
temente, e h  nerR eatloca,da. Dado que (io, ho) ser& estocado, seja (&, hl 1 a p r 0 k  
peça a ser mantida em estoque, obtida pelo algoritmo acima E asim por diante, 
aké cheganna a (i,, k, j uma peça que não possui sucessor algum ~~~gurzdo a política 
ótixm Dmsa forma, {(i*, ko)? (il, K i ) ,  . . . , (i,, k* ) )  éI o conjunto f o r d o  por todas 
as peças que irirão para estque utilizandese a política ótima de estocagem. 

VIL5 Caracteristicas da Politica Ótima 

Defin@o. Uma. púzitica de ictst~que 6 reta~3gulmme~te segmentada se, 
dado que um ohjeto (i, L) é estocado e supre a demanda de um outro objeta (jCg, m], 
eutaú de deve eiuprir a, demada de toda a inter~lltfdiáricm (p, .r), ie, F 2 p 3 j e 
k > r r m .  

Qud deve ses o custo de se suprir por meio de 1 peça (i, k) a d h  
unidade req~usitada. de objetos (j, m)? &%poeta: c ; k ( e i k )  - c&;k - 1) -i hjn, - 1  = 
Acifc(zik) + k k  ,jm 

Como a fonte ( i ,  k) 6 a que fai escolhida, devemos ter: A ~ ( r i k )  + 
5 %J~hrn + 1) + h+.jm 



* -e 

( j ,  mi E Eihn 

(h,  n) E Sjm. 

(i, k )  supre a demanda de ( j ,  m) 

(h;n) supre a demanda de (p ,  r )  

Figura VII.3: A peça (i, k supre a d e d a  por ( j ,  na) 

custo para se suprir por meio de = A%(zik + 1) + batP 
1 peça (i, k) a ultima unidade re- 
quisitada de mas Cp, r )  

ciisto para se suprir por meio de = Lhhs(zrcn) + t , ~ , . ~ . , ~  
1 peça (h, n) a ~Utima unidade R- 

quisitada da peças (p ,  7 9  

Dessa fc+rma, poderemos transferir a fonte de abastehento da iili;imia 
d d d e  da peça, (ip, 7.1 requisitada,, do estoque {h, n) para o e&xpte (i, 31.) , sem qud- 
quer wrbcim no cu8t.o final. Executandcme isso v%as vezes, chegama arr reuui- 
tada h4 de que podemos suprir a demanda de todas as unidades de peça (p!  t.), 
esfocad+se mais per;as (i, k). 



[C.Q.D.] 

VIL6 Resultados Comput acionais 

Drfiniçk.Seja (2, I É )  um nO dado. 

Teorema VIL3 Se c ; ~ ( z )  é CÔ'ILCCIZIO IC cik(lPik) - - dj,) + t is jm djm. > 
cjlR(4+w) PUPQ aigzrm (j, 4 5 [i,  k) então (i, . k) . nzo ser6 fonte de ( j ,  m) enr nenhuma 
polz'ticu de! estoque ótima. 

Vâmas supor uma palítica de estocagari na cpal se paria (i, L) para 
suprir a dema-nda de ( j ,  on). Proporemas algumas perguntas para orientarmos o 
noeis0 raciocínio: 

(1) Quanto gastariamos cano a de1zli~nda de ( j ,  m) fosse toda satisfeita por peças 
[ j ,  rn) rnmtidas em e~~toque? Resposta: cjtn(djna). 

[C.Q. D.] 

Tearema VIIA Se cik(x) e + (a)  são c6ncaz?as então, desde que acèsk uiyzsrn 
(pr P) < (i, k) com @ik[&) - Q(& - dpw! + & > +(,dpr)! em uma polática 
de estoque 6fima. (i. i) n b  s e r i  fonte poni nenhnrn (,j3 rn) tal que ti, m) < @, r). 



(1) Quanto gastmia~~)b- caso a demanda de ( p ,  i.) fase. tada satisfeita por pqas 

[p ,  mantidas em estoque? Resposfia: cF (4.) 

Como ) < eil<(Dii) -%&(Da -4 ) +b e& é mab ínteresãank 
passarmos a, ter (p .  1') em estaque. Agora, suponha que exista ( j ,  rn) < (p ,  r) tal q ~ e .  
na política &irna., (i, b)  supre as defici6~cias de (j, m). Veja a figura VII.4. 

De acordo com o temema VII.2 (i, k) deveria ser fonte para ip, r) na 
politicn ótima Iato contradiz as nossas olbserm$es mterioree, 

VIL7 O Problema do Custo Mínimo em Redes 
para uma Função Gomava 

Nata seção abordama o resdtaclo demmstrdo por Z a n g d  (1968). 

Urna rede [X, A] consiste de u m  conjunto Anito N de n& maii9 um 
conjunto de arcoa A. Cada arco é mposto levar materid de um nii para outro. 
NoIlaçk 

o*, > o -i o n8 "d? 6 fonte de material 
r, < O - o nó "e" 6 destiuo de materid 
~4 i quantidade de material enviada ao longo do arco (e, f). Res- 

trição: sei 2 O 
a: - com componente8 ;irei - o custo de se enviar EJ unidades ao longo do arco (e ,  1) 



O problema consiste em determinarmos um fluxo, chamado ótimo, 
que minimisa a função t+(zaf) sujeito às seguintes retri@es: 

C%$ 

Seja s um fluxo viável, ou seja, sathfaa as restriçb acima. Então, 
definamos: 

Eles correspondem As sduç&s W c a s  viáveis naando o &iodo sim- 
plex. 

Seja E = {eir ea,. . . , e-), n 2 '2 uma calesão de n&. Se tirrermm 
(ei, € A para i = 1,2, .. . . , n - 1 c h a m i m  de cadeia a seqüência de nós e arcos 
formada por e1 U (cl, e2] U . . . u (e,,i, e,] U e,. Toda cadeia na qual tivemos e1 = e, 
é chamada de ciclo. 

Definição. Duas cadeias El e & s80 ditas cadejm sepazaiias se as 
duas possuem um iinico ponto e m  comum, 

Definição. IJm a6 f 6 dito se$ uma eatmda positiva de um nó e com 
reiaçào a uma solução ~i&ve]. 2, se f, e) f -4 e ao g, > 0. 

A se&: zun r d t a d o  que não vai ser demonstrado aquil mas que 
p d s  aar obtido do te& abaixa: 

Dantzig, G.8. Linear Pqmmmip1g und EtP6msions. Princeton Uni- 
vereity f ras. Princeton, N.J., 1963. 



I FONTE I matend i SORVEDOURO I 
Figura VIL$: Um exemplo ilnstrativo 

Teorema WI.5 Sejam r zbns fim wtrerno em zcmu rede simples e e um no dado. 
S e  e tena k cadeias fonte separadas etata"o e kna n o  naijzinao k e t z h d a s  positizws. 

Para cada entrada positiva f ,  consideremos o conjunto 
B( f j = ( p ;  ( p ,  f) E A).  Se exietir dgum fi E B( Jj; sp,f > 0, façamos com o 
nó pl a mesma m&ke feita com o nó f ,  e deixemos o xco (n, f )  regiatirada Se. 
e&tir pz E BIfi); a,, > 0, repitamos a nresima anáJise, agora com ps. E assim 
por &ante, até que te&- obtido a cadeia (P, , P&, . . . , &, P2, fi ! f ) tal que 
(y E B(pJ e s,, > O) = 0. Nesse caso, pn, 6 uma fonte, pois neJe entram apenas 
fluxos m10éi cm nenhum e sai um fluxo positiva 

Faç5tllllm o mesma raum'nio para todas as .entradas pdtivas de 
e. X f i r m m  que as f m t s  pm assim obtidíla a;iO fadas &tintas. De fatxr, caso 
conttrhio, teríagnas duas cadeias positivas com dois n h  em comum. Isto originaria 
um laço positivo. Contradição para o fato de r ser imm Auxo extremo. 

Como toclas as fontes de tz siia distintas? por hip(itese, e h  devem 
ser uo m&o i. Mas cada pn corresponde biiauivocmente a uma entrada positiva. 
O resultado -e-se. 

Corolário ViI.1 ( X, AA) 6 arna d e  com li: fontes, e u m  nó dado e x una fruzo 
w t ~ e r n o  enf io  c terti no nahimo k endradm positivas. 

Corno aplicação do teorema e dos corolazios antexiores cmsiderems 
urna fante que fornece material para ser c o n s ~ d o  por lim sorvedouro, como mos- 
trado na figura VIL.5. 

A fonte enxia mataria1 para o somedouro em n pdõitcia de tempo? 
que serâo repretitentados doravmte pela, letra i ,  com i variado d d e  1. at6 n. Ocorre 
que em cada penodo i a fonte envia uma quantidade yi de material e o sonwdouro 



Figura VII.6: A fonte envia rna%erM para o sorvedouro 

Cama nãa nas interessa guardar mais nada depaia da último paido 
de. tempo, devemoa ter In = 0. 

Sejam os custos abaixo: 

p&;] -3 custo para que a fonte forneça y; uni- 
dades do material no período i. 

Bi(4) -i custo para que sejam guardados e m  
estoque 1, unidades do material em 
questk no imbagtr? i. 

O PPL que será resc)lvido é o h3e8U;Lte: 

Vamos supor que tenhaslos determinado a d u ç b  &ima X" desse 
PPL. Essa solução. evidentemente, é um fluxo extremo. Consideremos urn 11ó 1:: que 
relxewnta o período i. Cbmo o nosso fPL só postam uma Uiiica fonfe:? esse nó i 



(pdo cordário) deve tez no rnikha umá eutnada positiva. Assím, se y; > O enth 
l i , ,  = o. 

VIL8 O MBtodo de Wolfkon para o Problema 
Unidimensional 

Suponha que desejwnas satisfazer urna dernaada iVr por "tau~idm'' 

El onde 1 = 1,2,. . . , K, Admita 1% 5 *V2 5 - - 5 2%. Evidentemente, qualquer 
que sejam ors tipos de tamanhas que ser& mmtidcw em estoque, o item de estoque 
I = K ser$ guardado. Quando iuna peça sokitada não possui s idar  em &oque, 
escolhese m a  peça do estoque cujo t d o  aeja maior que o da peça dada. A 
peça maior é então cortada e et demanda satkfeita. 

Seja o niirnero -dB(.T, K) para um dado f K - 1 que represenlia 
a perda obtida ao se cxsbcaz 0i5 tmanhos I e K em quantidade auliciente para ae 
f;a,tUsfazer a demanda, Esta perda 6 çrhtida da seguinte formmt: 

Geaericamenb Mando, seja n niímero &(I, K) para um dado fr < 
K - R + 1 que representa a perda obtida ao se estocas R tamanhos arbiBr&ios entre 
1 e E, intlusi5re. kbim: 

A respmta para o problema é, portasta: 

hhitas vezes, optase por escdher entre diversas opções de niirnero 
de elementos estacados. aquela que for a melhor levando-se em conta outros fatores 
que não apenas a~ sobras reetulfantes doi3 cortes. 



Capitulo VI11 

Um Algoritmo para o Problema 
de Alocação em duas Dimensões 

VIII. I Introduçáo 

&te capitulo foi baseado no paper de J. E. Bewley 8.21. 

(i) Qual6 o subconjunto do estoque que deve mr extraído ? Qu aeja., que tipos de 
peças serão ae1Lecionadas e qual a quan~idade de cada tipo ? Existe um limite 
para a quaatidde de tipos se1ecionadoR de peça. 

(!i) Qual k a melhor forma de se cortar uma dada peqa do estoque ? Existe um 
limite superior e inferior para a quantidade de pedqos de um determinado 
tipo gerada por todm a cortes. 

VIII.2 Formulação do Problema 

Natação. Temos parra as de6nigGes abaixo: i = 1 r gY . . . n e 
j= 1,2,. ..,m. 



n I-+ n6uléro de diferentes tipos (tâlânaahos) de retak~gdos em estoque dk- 
pníveisi 

Li i--. comprimento de urn item de estoque do tipo i. 

W, c-. largura de um item. de atoque do tipo i! 

w custo 5x0 associado ii n t ~ a ç ã o  de um fiem de estoque do tipo ã para 
corte, 

C ci quantidade dx ima  de tipos diferentes de Itens de estoque que são 
ut*adw nos cortes, e 

c, i-i custo por unidade de áxea não utilizada de um. ítem de estoque qual- 
quer. 

rn + número de tipos diferentes de pedqix que são gerados nos diversos 
cortes paa sa,tisfaz;er a demada, 

i; w c o m p h t o  de umn pedaço do tipo J' gerado pelo6 &versos corta, 

lu, I-- Iõrgma de um pedqo do tipo j gerada pelos diversos curte8 

aj w W t e  inferior para o número de peda.çm do tipo j gerados pelos di- 
versos corrtea [aj 2 0). e 

bj I-+ limite superior para o nfimero de pedaços rlo tipo i geradas pela di- 
versas cortes (bj 2 ai). 

(3) Modm de Cortar 

P(i) ci conjunto f o d o  por todas aa maneiras de! se cortar o item de es- 
toque do tipo i, e 

z~ ep c6me:ro de vezes em que o modo de cortar p E P(i)  d executado em 
uma soluçik do problema, e 

ui i-i nfimro de pedqrxr cortados do tipo ,j em uma sduçã~ do pmB1ema 

O probiema pode ser escrito como: 



7E 

A desiguddade uj < dj+xiiz*, j = 1.2,. . . ,m, nos p e d e  
k1pe.q~) 

consiclerar uma ganm maior de p a . &  de csrte paxa se obter a 8i01ngk de nosm 
problema, que n h  seria pasível isewemofi obrigados a aprotreitar todo~i os pedaços 
{lj, wj] gerados. 

Porlema shp&cas a função objetivo, definindo: 

Uma sim$fickS;ão que pode ser feita no modelo acima i fazermas 
f i = v , = i Q ,  Yf.jeca,=l.  

O número de itens de estaque qne serão ntiljzados em nossa sdução 
ótima pode ser considerado h. IRSO 6 pdveI ,  porque podemos fazer artificialmente 
yi = 1 para at, itens de estoque que nâo venham a ser utilizados, sem afetar a sohqão 
6m.l. Em virtude disso, o prolderna gode ser dividido em dois problemas menores: 

(1) Çelqiio doa padrões de corte a serem utilizados. Dado um conjunto B de ítens 
cle estoque, qual é a melhor forma de cort.&los de modo que a demanda seja 
satisfeita. 

( 2 )  Seleção dos itens de estaque. Das n item esbcadas qu& serão aqueles que 
comporão o nosso conjnrtto de tamanho h. 
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Os Algoritmos Utilizados 

Seleção dos Padrões de Corte 

Seja K o conjunto fmmado por todos os itens de estoque pa~~'veis 
de serem cortados. 

Gera& Inicial d m  Padrões 

(I.) O rethgulo e s t o c d ~  de diinensk Li x 'EK; 

(2) o lj x wg com dor 5; 

(3) o  pedaço 4 x wq (g # j ,  q = 1,2,.  . . , m) com dor V9/lr, ande N é uma 

comtanta pmitiva. Fazendo iV relativamente grande, o prolderna nos fornece 
a m e i r a  cie. se obter a maior quantidade possive. de pedaçm x wg da item 
de estoque i. 

Se utilizarmos para resolver o problemae o método de programação 
duiiwiica dado por GElmore e Gomory entIk basta remlvermus a problema, para 
o retângulo max(Li; i = l,2, . . . , n) x amx{WiJ B = I,%,.  . . , n). -48 so l iMs  
intemediárias, obtidas dos diveryx retkgdos menores, podem ser colocadas em 
uma, tabela, para consultas eventuais. 

Este procedlinento consiste em se c d d a r  para algum retângulo i ae- 
Itlcionadu do estoque ib d h o r  forma, de cort &lu que gera a quantidade de retiingulos 
necess&a gasa satisfazer a demanda de pelo menos PUP &ipo de pecbiq~ mliútado 
a um custo minirno. Uma vez que a demanda de pelo menos um tipo de retânguio 
tenha, sido sataideita, o problema é remlvido iricavmente para se obter um modo de se 
cortar algum outro retqângula da estoque! agora dessa vez para satbfmer a demanda 
por uma quantidade menor de pedaços. 



Consideremos os conjuntos abaixo: 

Se o conjunto $1 h vazio, então não h& necessidade de se ef&ua;r 
cortes nos retbgi1os do conjlmto K. 

Tme wn retângulo f em K,  Considere cada p d q o  j em camo 
tendo valor ti;: e cada pedqo j em Q3 como tendo %dor 15/M com A4 grande. 

Proldema: Dado o retângdo .L; x U/b, qual é o rnaior valor que eu 
pciisao extrihir dele a paxtir dos pedasos em Q1 e Q2 com os valores asmdados acima. 
respeitaslm CB limites bj ? 

Sduçk .  trata-se de um problema da m&a em duas dimensk 
com rest&ões. Algoritmos que podem ser u t f i d o s  830 ofi propostos por "Nicos 
Chrishfides e Cha;rles FVXtloclf ou por V. Y. F'Vaqf. Podem08 simplilicar o pro- 
Idema e considerar o retângulo max{Li; i = l, 2,. . . , n )  x max{Mí;; i = l, 2,. . . ,a). 
Paxa esse retângulo aplicamos o m6todo de programação dlinâmica proposto por 
Gilmore e Gonmory. E-le nos dará a sohçâa ideal (8em restriçiks) para todos os 
rethgdcs cnjas dimensões caibam no reiSnga10 comiderad~. hpob, desprezamos 
aqndee pedaços na solução M a  que extrapdam as limites 6; e os comideramas 
com perdas. 

Sejam -4; o maior d a r  pad#u*vel de se extrair do i-6simo retãragdo 
de modo que os pedqos gerada n h  u l t r a p ~ ~ e m  os limites h j ,  e e,  o número de 
pedaços x wj  presentes nessa duc$io. 

Tamem.09 t o retângulo parra o qual seu valor citirno A, mais se apre 
rima de se11 custo Ft, e que satiafqa a dmanda de pelo menos rn pedaço solicitaria 

(As colisões são resolvidas arbitrariamente] 

Esta;rrws supondo F* - Af 2 O que é o caso da d o r i a  das dtnações. 

Barra o retâuigolo L, x 1%; escallniclo anteriormentet já foi determinada 
a, melhor fornia de corta. Com essa forma de cortar m d o  executada, s vem, temos 
que cada pedaço foi gerado nnrr certo número de vezes, dada por: s para o pedw 
i1 x u;~; s em para o pediy;o i2 x u;a, e as& por diante. 

A idéia é tomarmos s camo sendo: 

O tipo de corte ideal para o retângiulo f seri executado um certo 
ndmero s de vezes, de modo que a demanda, de pdo menoa um pedaço é &iafeita. 



Utilizamos o &mo para o caso de algum etj s ultrapassa a de- 
masda rntabelecida aja 

Programa Linear 

Ap,lkmss o algoritmos que nw A& uma "Gerqk  IniQal das PadrOeaJ'. 
Ele xios f~nnece um padrão de corte para cada t e j ,  onde i E (1,2, .  . . , n) e 
j E ( 1 , P ,  . . . , m). Essw pndries de corte farãu parte do conjiinto P(i] .  

Apl;camc#s depois o algoritimo ''Gul<affsan. Ele decima um m&a 
de nz p a d r k  de corte. Também estes serão incluído8 em I'(';). 

Uma vez detexininaria iimn. aproximação para Pli), utilizadamos o 
algoritmo simplex para remlvermos o PPL abaixo: 



Uma ves os x .t sendo inteires? os tyS também o serão! em virtude 
rps  de que t e m  u m  n-jmero inteiro de p e d q  l j ,  w j )  presentes em cada mado de cortar 

p E Piq. 

(1) Resolva o PPL rdaxztdo, isto $ sem as resfnções inkiras. Fqa  em paralelo (3) 
e (31; 

(2.1) Arredonde a sdução encontrada 'para chd5): 

(2.2) Procure reduzir alguns vdores inteiros obtidos de uma unidade, como 
no "dtgdo de simples medondamenton. Vi para (4); 

* h& a vmiávei ~r,, cuja parte. fracionária maás se aproxima de 0.5; 

* b d v a  o novo PPL com o &todo dual airnple.; 

(3.2) A solução obtida 6 inteira ? Se a resposta for sim vi para (3.3). Se a 
rapmta. for n4.o \vi para (3.4): 

(3.3) Procure reduzir alguns d o m  inteiras obticiw de urna unidade, como 

no H m 4 t d ~  de simples wredondamento" . Vá para (4; 
(3.4) O n h r o  de "f-cuts" já acrescentados ao PPL 4 muito grande ? Se a 

raywska for sim vá para (3.5). Se a resposta for não vá para (3.1); 

(3.7) A solução obtida é htWa ? Se a resposta f a  sim vá para (3.3). Se a 
resposta for não v& para (3.5); 

(4) Co~rxpare os dois resultados obtidos: o prirneiro em (2); o segundo em (3). 
Depois escolha o melhor. FIM. 



VIII.9.2 Seleção dos Retângulos do Estoque 

Como o niimero de subconjunks a ser estudado é! em geral, mnita 
grande: ophnos por uma hewistica capaz de oferecer uma aduç ib  aceitável com 
um menor tempo utilizado: 

(4) Considere tini T, T 5 n-k. Csnstruamos3 o conjunta ST = (i/ Ci está no conjunto dos T 
maiores F + r ,  em ídor que não estão presentes em K) .  

(i) Aplique o dgoritm que seleciona os padróes de corte para K = 8- {i1 1 + 
{&) e avalie o resul.t,ado. 

(ii) Se houve uma melhora no resultado obtido então fqa K = K-(ii) + { iz)  
e & = S& + {il) -{ia). Quando não houver 6 pazes (il, i2) f K x ST 
que proctuz.am uma melhora ou o tempo coinyutacional fiver ido &m do 
lUriitel o problema, acaba. 



Capitulo IX 

CONCLUSOES 

De acordo com A. I. P I iman?  o problema tratado pela tese não está 
definido dotando-ae um padrão. Isto 6,  exlstem diveraas denomina&s desta classe 
de proldemas, e dada uma delw, o mesmo pode ser posto de folc1~1z1.s &versas. 

Os m6toda aipraentadw a%, cmfarme o trabdba mostra dara- 
mente convergenttm. A Rivemidade de problemas para M qu& d e  ee aplicam torna 
clifr'ul rei.diz;itr-;se comparaçks, pois as problemas s b  diferentes. 

O autor da  tese acredita numa tendência a se ntillaruc pracerssmnto 
paratdo na, m1tuçã.o d t t ~ ~ ~ e ~  problemas, visto que a d o r i a  dela se utiliza, para ma 
dução,  do dedo de f ~ u i ~ ~ s  mochila, qiie 6 paralelizád. 

A tese contribuiu no sentida de mostrar uxn tipo de problema e m  di- 
IWSM perupecbirias numn forma didgtica, e seu dacion~mez~to com diversos outros. 
Por exemplo, o estudante encontrará nesse material h ligqiio enke o problema 
de cortes e o de tostacagem, nem sempre evidente. Em vi.rtude da dtada did&tico, 
C ) ~ Y  d g o r i t m  a p r e s e n t a  serão mais facilmente ep1kndPdm e, portanto, implemn- 
tados. 
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