
Problemas Separadores para 
.m. 

Grafos de Caminho 
Márcia Rosana Cerioli 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO 
DOS PROGRAMAS D E  PÓS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA 
DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO 
PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA OBTENÇÃO 
DO GRAU DE MESTRE EM CIÊNCIAS EM ENGENHARIA DE 
SISTEMAS E COMPUTAÇÃO. 

Aprovada por : 

a O c L w 1 / - 1  
Prof3 Leila Maria Ripoll Eizirik, D.Sc. 

Prof. Oscar Porto, D.Sc. 

Prof. Ronaldo Cesar Ma&ho Persiana, DSc. 

Rio de Janeiro, RJ - Brasil 
Outubro de 1992 



Problemas Separadores para Grafos de Caminho [Rio de Janeiro] 1992. 
VIII, 78 p., 29,7cm (COPPE/UFRJ, MSc., Engenharia de Sistemas e Com- 
putação, 1992) 
Tese - Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE. 
1 - Algoritmos 2 - Árvores 
3 - Grafos de Caminho 
I. COPPE/UFRJ 11. Título (série). 



Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos 

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

Problemas Separadores para Grafos de Caminho 

Márcia Rosana Cerioli 

Outubro, 1992 

Orientador : Jayme Luiz Szwarcfiter . 

Programa : Engenharia de Sistemas e Computação 

Grafos de interseção são os grafos obtidos de uma família de conjuntos, 

associando-se a cada conjunto um vértice e, definindo-se que dois vértices são 

adjacentes se e somente se os conjuntos correspondentes têm interseção não 

vazia. 

De interesse particular são os grafos cordais, que são os grafos de in- 

terseção de subárvores de uma árvore e os grafos de intervalo, que são os 

grafos de interseção de intervalos na reta real. 

Examinamos neste trabalho outras classes de grafos de interseção: as 

classes dos grafos de caminho que são os grafos de interseção de caminhos em 

uma árvore. Quando a árvore for não direcionada, diremos que se trata de um 

grafo de caminho não direcionado, ou UV. Quando a árvore for direcionada 

ou direcionada e enraizada dizemos que se trata de um grafo DV ou RDV, 

respectivamente. 

É sabido que INTERVALO C RDV c DV c UV C CORDAL. 

Um problema de decisão é dito separador para A e B,  B C A, se este pro- 

blema é NP-Completo quando restrito a A mas é polinomial quando restrito 

a B. 
Neste trabalho consideramos problemas separadores para grafos de ca- 

minho, isto é, problemas separadores em que pelo menos uma das classes 

envolvidas é de grafos de caminho. Estes problemas são: CONJUNTO DoMI- 

NANTE MÍNIMO, separador para UV e RDV; CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, 

separador para cordais e UV e CIRCUITO HAMILTONIANO, separador para DV 

e de intervalo. 

Consideramos também o problema ISOMORFISMO DE GRAFOS que é I- 
Completo para grafos UV mas polinomial para grafos RDV. 
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Intersection graphs are those obtained from a family of sets, associating 

a vertex with each set of the family. Two vertices are adjacent if and only if 

the intersection of the corresponding sets is not empty. 

Two classes of intersection graphs ai-e of special interest: chordal graphs 

and interval gi-aphs. The former are the intersection graphs of subtrees of a 

tree, while the latter are those for the intervals of a real l he .  

In this worlc we examine some other classes of intersection graphs: the 

classes of path graphs, which are the intersection graphs of paths of a tree. 

When the tree is undirected we obtain an undirected path gi-aph, or UV. When 

the tree is directed or rooted directed then the corresponding graph is called 

DV or RDV, respectively. 

It is known that INTERVAL C RDV C DV C UV C CHORDAL. 

A decision problem is called separating for A and I?, I? C A, if it is 

NP-Complete when restricted to A, but polynomial for I?. 
In this worlc we consider separating problems for path graphs, that is, se- 

parating problems in which at least one the classes involved is a path graph. 

The problems are: MINIMUM DOMINATING SET, separating for UV and RDV; 

MINIMUM DOMINATING CLIQUE, separating for chordal and UV; and HAhiZIL- 

TONIAN CYCLE, separating for DV and interval. 

We also consider the GRAPH ISOMORPHISM problern. It is Isomorphism- 

Complete for UV graphs, but polynomial for RDV. 
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Capítulo 1 

Int roducão B 

Muitos problemas em ciência da computação podem ser formulados como 

problemas em grafos. De maneira geral, muitos destes problemas são NP- 

Completos. A idéia, então é restringir a atenção a classes especiais de grafos 

para as qiiais o problema se torne tratável e um algoritmo polinomial que o 

resolva possa ser desenvolvido. 

Um problema de decisão é dito separador para duas classes de giafos A 
e B, quando B C A e o problema é polinomial quando restrito a B mas é 
NP-Completo quando restrito a A. 

Uma maneira usual de obter classes de grafos é considerar grafos definidos 

pela interseção de elementos de uma fanlília de conjuntos. Estes são os bem 

conhecidos grafos de interseção, que aparecem em várias aplicações, desde na 

recuperação de informações até em biologia molecular e arqueologia. 

De interesse particular é a classe dos grafos cordais, a classe dos grafos 

de interseção de siibávores de uma árvore. Existem algoritmos lineares, no 

tamanho do grafo, pasa encontrar um clique máximo, o níimero cromático, 

um conjunto independente máximo e uma cobertura por cliques mínima, em 

um grafo cordal. 

Uma subclasse dos grafos cordais, também muito estudada, é a classe dos 

grafos de intervalo, os grafos de interseção de famílias de intervalos na reta 

real. Algoritmos eficientes para encontras um conjunto dominante mínimo, 

um clique dominante mínimo, um circuito hamiltoniamo e decidir se dois 

grafos são isoinorfos existem para grafos de intervalo. Estes problemas são 

NP-Completo e Isomorfismo-Completo, respectivamente, para grafos cordais. 

Este trabalho examina uma generalização de grafos de intervalo, ou, ana- 

logamente, uma restrição de grafos cordais, chamados grafos de caminho. Os 

grafos de caminho são os grafos de interseção de caminhos em uma árvore. 

Quando a árvore é não direcionada, os grafos são chamados de grafos de ca- 



minhos não-direcionados ou UV (undirected vertex path graphs).  Os grafos de 

interseção de caminhos em árvores direcionadas, ou enraizadas são os grafos 

de caminhos direcionados, chamados DV (directed vertex path graph) ou RDV 

(rooted directed vertex ya th  grayh),  respectivamente. 

Conclusão imediata das definições é que todo grafo de intervalo é RDV, 

todo grafo RDV é DV, todo grafo DV é UV e todo grafo UV é cordal. 

Neste trabalho descrevemos três problemas separadores para estas classes 

de grafos, os únicos encontrados na literatura, em que pelo menos uma das 

classes envolvidas é de grafos de caminho. Descrevemos, ainda, o problema 

ISOMORFISMO DE GRAFOS que também tem um comportamento "separador" 

para a classe dos grafos de caminho, embora não tenho sido mostrado, sequer 

no caso geral, ser NP-Completo. 

Esta tese apresenta em linguagem uniforme todos os resultados da litera- 

tura referentes a problemas separadores para grafos de caminho. O trabalho, 

mais completo, anterior a este, é o de Monma e Wei [37], que apresenta so- 

mente caracterizações. 

Nosso trabalho está organizado em oito capítulos. 

O capítulo 1 é esta introdução. 

O capítulo 2 contém definições da teoria dos grafos e da teoria da comple- 

xidade, utilizadas nos capítulos seguintes e necessárias para o entendimento 

do texto. Interesse especial é destinado aos grafos de interseção. 

O capítulo 3 é destinado a um estudo teórico das classes de grafos de 

caminho. Começa com as definições e exemplos de grafos de caminho, bem 

como um resumo histórico de seu surgiinento. Segue coin o resultado que 

não são criadas novas classes quando a interseção própria é considerada. A 
propriedade Helly é apresentada e segue a caracterização básica dos grafos 

de caminho, que é em termos de sua árvore característica. O capítulo é 
complementado com um resumo dos principais algoritmos para o problema 

do reconhecimento para estas classes de grafos . 
Os capítulos 4 a 7 são destinados aos problemas separadores de comple- 

xidade para gsafos de caininho. 

O capítulo 4 é destinado ao problema CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO. 

Para grafos UV é NP-Completo, para grafos RDV é polinomial. Descrevemos 

nossa breve tentativa de solução para grafos DV, que continua em aberto. 

O capítulo 5 é destinado ao problema CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO. 

Sendo um caso particular do problema anterior, é NP-Completo para grafos 

cordais mas polinomial para grafos UV. Encerramos o capítulo desenvolvendo 

um algoritmo linear para encontrar um clique dominante mínimo em um grafo 



de intervalo. 

O capítulo 6 é destinado ao problema de determinar se um grafo contém 

um circuito harnilloniano. Este problema é NP-Completo para grafos UV ou 

DV estando em aberto para RDV. O capítulo segue com a consideração do 

problema CAMINHO HAMILTONIANO para estas classes de grafos. 

O capítulo 7 considera o problema de isomorfismo de grafos. Inicia com 

uma breve revisão teórica do que significa um problema ser I-Completo. Re- 

produzimos a transformação que indica que esta problema é tão difícil quando 

restrito para grafo UV quanto para o caso geral e encerramos o capítulo ci- 

tando as direções seguidas por Dietz em sua tese de doutorado, onde conclui 

que este problema é polinomial para grafos RDV. 

Finalmente, o capítulo 8 conclui com uma coletânea dos problemas em 

aberto apresentados neste trabalho, como forma de sugerir direções para pes- 

quisas futuras. 





Capítulo 2 

Definisões e Background 

Começamos com uma lista das definições básicas de teoria dos grafos, 

utilizadas neste texto. As notações e definições são extraídas principalmente 

de [5] e [23]. 

A seguir, revisamos as definições de teoria da complexidade, em relação as 

classes P, NP e NP-Completo de problemas, necessárias para o entendimento 

do que segue. As notações e formalizações são extraídas principalmente de 

[17] e [29] . 

2.1 Grafos 

Um grafo é um par ordenado G = (V, E) onde V é um conjunto finito e 

não vazio de vértices e E é um conjunto de pares não ordenados de vértices 

distintos, chamados arestas. Se G é um grafo, VG e EG denotarão seu conjunto 

de vértices e arestas, respectivamente. Se (VG( = 1, G é chamado trivial. Um 

vértice u é adjacente a um vértice v em G se {u, v} é uma aresta de G. Neste 

caso também dizemos que 2~ e v são vizinhos em G. Na maioria dos casos, 

denotaremos uma aresta {u, v} simplesmente por uv. 

O conjunto dos vértices adjacentes a u é denotado AdjG(u). Um vértice u 

de G é isolado quando AdjG(u) = fl e é universal quando AdjG(u) = VG - {u}. 

Uma aresta e = UV é incidente aos vértices u e v, que são os extremos de e. 

O grau de v, gG(v), é O número de vizinhos de v, isto é, gG(v) = IAdjG(v)l. 

Em geral, quando o grafo a que estamos nos referindo for claro no contexto, 

os subscritos serão omitidos. 

A ordem de um grafo G é o número de vértices de G. O tamanho de G é 
a soma do número de arestas de G com o número de vértices de G. 

Dois grafos G e H são isomorfos se existe uma bijeção q5 de VG em VH 

tal  que a aresta TLV E EG se e somente se ~ ( T L ) ~ ( v )  E EH. A função q5 é um 



isomorfismo de G em H. 
Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se VH C VG e EH C EG. Se G 

é um grafo e 0 # X C VG então o subgrafo induzido por X é o subgrafo H 
de G, tal que VH = X e ETI é o conjunto das arestas de G que têm ambos os 

extremos em X. O subgrafo induzido por X é denotado G[X] . 
Dados Hl e H2 dois subgrafos de um grafo G, a interseção de Hl com 

H2, d enotada Hl n H2, é o subgrafo H de G tal que VH = VH, í l  V H ~  e 

EH = EHl n EH2. 
Um passeio, P = (v0, el,vl,.  . . , ek,vk), em um grafo é uma seqüência 

finita e não vazia , cujos termos são alternadamente vértices v; e arestas ej, 

tal que para todo i ,  1 < i < k ,  os extremos de e; são v,-l e v;. Dizemos que 

P é um passeio de v0 a vk, que os vértices v. e vk são os extremos de P e que 

P passa por seus vértices e arestas. O inteiro k é o comprimento de P. Uma 

seção de P é um passeio que é uma subseqüência de termos consecutivos de 

P. Um caminho é um passeio sem vértices repetidos. Se P = (vo, a i , .  . . , vk) 

e Q = (uO, bl, . . . ,um) são passeios e vk = uo, então a concatenação de P com 

Q, denotada por PQ,  é o passeio (v0, al, . . . ,vk, b l , .  . . ,um).  P-' denota o 

reverso de P, e é o passeio (vk, ak, . . . , al, vO). Um passeio P = (v0, a l ,  . . . , vk) 

fica determinado pela seqüência (v0, V I , .  . . , vk) de seus vértices. 

Um passeio é fechado se tem comprimento diferente de zero e seus extre- 

mos coincidem. Um passeio fechado (v0, vl, . . . , vk), k > 2, é um circuito se 

(v0, VI, . . . , vk-~) é um caminho. 

A distância d(u,v) entre dois vértices u, v E VG é o comprimento de 

um menor caminho de u a v em G. Se não existe um caminho de u a v, 

então d(u, v) é considerada infinita. O diâmetro de G é o valor diam(G) = 

~nax{d(u, v)/u, v E VG}. 

Por convenção, a palavra 'passeio' ('caminho', 'circuito') também será 

usada para denotar um grafo (ou subgrafo) cujos vértices e arestas são os 

termos de um passeio (caminho, circuito). 

Um grafo G é conexo se, para todo par de vértices distintos u,v em G, 

existe um caminho de u a v. Um componente conexo de G é um subgrafo 

conexo maximal de G. Um grafo G é desconexo, se não for conexo. 

Uma árvore é um grafo conexo sem circuitos. Um subgrafo de uma árvore 

que também é uma árvore é chamado subárvore. Um vértice de grau 1 em 

uma árvore é chamado folha. 

Sejam u e v vértices de uma árvore T, de forma que u e v sejam vizinhos. 

A operação de identificação de u e v consiste em retirar de T a asesta uv e 

substituir os vértices u e v por um novo vértice x de forma que Adj(x) = 



A d j  (u) U A d j  (v) - {u, v}. 

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G são 

adjacentes. A menos de isomorfismo, existe um único grafo completo com n 

vértices, tal grafo é denotado Kn. 
Dados A, B c VG, dizemos que A domina B se todo vértice de B - A é 

adjacente a algum vértice de A. Um conjunto V' C VG é dominante  em G se 

V' domina VG. 

Um grafo é bipartido se VG pode ser particionado em dois conjuntos X e 

Y (X U Y = VG e X n Y = f~),  tais que cada aresta tem um extremo em X e 

outro em Y. Uma tal partição (X, Y) é chamada uma bipartição do grafo. 

Se G é um grafo, o complemento de G, denotado G é o grafo onde VG = VG 

e para todos u, v E VG, tais que u # v, uv E EG se e somente se uv $ EG. 

Um conjunto de vértices X C VG é um clique se G[X] é um grafo completo. 

X é um conjunto estável se X em G é um clique. 

Uma k-estrela é uma árvore com E + 1 vértices onde um vértice u é 

universal. O vértice u acima é chamado central. 

Um grafo é split se VG pode ser particionado em dois conjuntos e Y, 
tais que é um clique e Y é um conjunto estável. 

Se C = (v0, el, . . . ,vk) é um circuito em G e e = uv E EG, então e é 
uma corda em C se u e v são vértices de C e e # e;,  para todo i = 1 , .  . . , k. 
Um grafo G é cordal se para todo circuito C em G com pelo menos quatro 

vértices, existe uma corda em C. Grafos cordais também são chamados de 

grafos triangularizados, circuito rzj idos ou de el iminação perfeita. É fácil 

verificar que todo grafo split é cordal. 

Uma coloraçiio de VG é uma partição de VG em conjuntos estáveis. Um 

grafo G é perfeito quando todo subgrafo induzido de G admite uma coloração 

e um clique de mesma cardinalidade. Neste caso, a coloração é mínima e o 

clique é máximo. Berge, em 1960, provou que todo grafo cordal é perfeito. 

Um conjunto M C EG é um emparelhamento em G se cada vértice de VG 

é extremo de no máximo uma aresta de M. Um conjunto M C EG é uma 

cobertura de vértices por arestas se todo vértice de V é incidente a pelo menos 

uma aresta de M. 

2.2 Digrafos 

Um grafo direcionado ou digrafo é um par ordenado D = (V, E), onde 

V é um conjunto finito e não vazio de vértices e E é um conjunto de pares 

ordenados de vértices distintos, chamados arestas ou arcos. Se D é um digrafo, 



VD e ED denotarão seu conjunto de vértices e arestas, respectivamente. Se 

]VD[ = 1, D é chamado trivial. Em muitos textos sobre teoria dos grafos, 

os grafos apresentados na seção anterior são tambem chamados grafos não  

direcionados, aqui usaremos exclusivamente a palavra grafo. 

Um arco a = (u,v) é incidente aos vértices u e v ,  que são os extremos 

de a. Além disso, dizemos que a aresta a sa i  de u e entra em v. O grau de 

entrada de v é o número de arestas que entram em v. O grau de saz'da de v 

é o número de arestas que saem de v. Se o grau de entrada de um vértice 

v é nulo, v é chamado fonte. Se o grau de saída de um vértice v é nulo, v é 

chamado sumidouro.  

Dois cligzafos D e D' são i somorfos  se existe uma bijeção 4 de VD em VDl 

tal que o arco (u, v)  E ED se, e somente se, (q!(u), q!(v)) E ED1. A função 4 é 
um isomoi-Jismo de D em D'. 

As definições de subgrafo, subgrafo induzido por um conjunto de vértices 

e de interseção de subgrafos são as mesmas que para grafos, resguardadas as 

direções das arestas. 

Um passeio direcionado em um digrafo D é um seqüência finita e não va- 

zia, P = (vo, el, vl, . . . , ek, vk),  de forma que e; = (v,-l, v;) E ED, 1 < i 5 k .  
Um passeio direcionado cujo primeiro vértice é u e o iíltimo vértice é v é 

chamado um (u ,v ) -passe io .  O inteiro k é o comprimento  de P. Uma seção 

de P é um passeio dii-ecionado que é uma subsequência de termos consecu- 

tivos de P. Um caminho direcionado é um passeio direcionado sem vértices 

repetidos. Um passeio direcionado é fechado se tem comprimento diferente de 

zero e seus extremos coincidem. Um caminho direcionado fechado é um cir- 

cui to direcionado. Por convenção, a palavra 'passeio' ('caminho', 'circuito') 

direcionado também será usada para denotar um grafo (ou subgrafo) direcio- 

nado cujos vértices e arestas são os termos de um passeio (caminho, circuito) 

direcionado . 
Um grafo direcionado acz'clico é um digrafo D sem circuitos. Em um 

digrafo acíclico D ,  um vértice u é ancestral de v (e v é descendente de u) 

se existe um (u, v)-caminho direcionado em D, caso contrário, u e v são não  

relacionados. Se u é ancestral de v e (u, v )  E ED então u é pai de v e v é filho 

de u. 

Seja D um digrafo acíclico. Se forem desconsideradas as direções das 

arestas de D ,  obtém-se um grafo, chamado grafo subjacente a D. 

Quando o grafo subjacente a um digrafo D for uma árvore, D será uma 

árvore direcionada. 

Uma Lrvore enraizada é um árvore direcionada na qual todos os vértices 



têm grau de entrada 1, exceto um, a raiz,  que é fonte. Um vértice de uma 

árvore enraizada é chamado folha se for um sumidouro. 

A operação de identificação de dois vértices vizinhos em uma árvore di- 

recionada é análoga ao caso de árvore. 

Grafos de Interseção 

Uma famz'lia .F = { F ,  : i E I) é uma coleção de elementos indexados, 

não necessariamente distintos. I é chamado o conjunto de z'ndices de .F e é 

denotado I(.F) . No presente texto consideraremos somente famílias finitas 

em que nenhum de seus elementos é o conjunto vazio. 

Uma família .F é uma representação da interseção de um grafo G ou, 

simplesmente, uma representação de G, se I(.F) = VG e para todo par de 

vértices distintos x e y em VG, F, n F, # Q) se e somente se x e y são adjacentes 

em G. Neste caso, G é o grafo de interseção da família T .  

Uma família .F é própria se, para todo par de elementos distintos de T, 
nenhum é subconjunto próprio de outro. 

Quando .F é uma família de conjuntos arbitrários, a classe de giafos ob- 

tida como grafos de interseção é, simplesmente, a classe de todos os grafos 

(Marczewski, 1945). 

Dada uma classe de grafos, C, Scheinerman [42] fornece condições ne- 

cessárias e suficientes sobre C, para a existência, para todo grafo G de C, de 

uma família .F, tal que .F é uma representação de G. 
O problema de caracterizar os grafos de interseção cle famílias de conjuntos 

tendo alguma topologia específica é interessante do ponto de vista teórico e, 

fiequent ement e, tem aplicações no mundo real. 

Um grafo de intervalo é o grafo de interseção de uma família de intervalos 

da reta real. Um grafo de intervalo próprio é o grafo de interseção de uma 

família própria de intervalos da reta real. Um grafo de intervalo uni tário é 

o grafo de interseção de uma família de intervalos da reta real, de forma que 

todo intervalo tenha comprimento unitário. Roberts, em 1969, mostrou que 

as classes de grafos de intervalo próprio e de intervalo unitário coincidem. 

Estes grafos também são chamados indiferença. 

Um grafo é ai7co-cii-cular se é o grafo de interseção de uma família de arcos 

de um círculo. Um grafo é arco-circular próprio se é o grafo de interseção de 

uma família própria de arcos de um círculo. 

Um grafo é cz'rculo se é o grafo de interseção de uma família de cordas de 

um círculo. 



Um grafo é clique se é o grafo de interseção dos cliques maximais de um 

gr afo . 
Mais especificamente, dado um grafo G (direcionado ou não) que possui 

um determinado padrão, é interessante caracterizar os grafos de interseção 

de famílias de subgrafos de G que possuem uma estrutura específica. Neste 

caso, uma representação de G é dada pelo par ( G , F )  onde os elementos da 

família F são subgrafos de G. Por exemplo, os grafos de interseção de famílias 

de subárvores de uma árvore, são chamados de grafos de subárvore. Gavril, 

Walt er e Buneman [20,23] mostraram, independentemente, que um grafo é 
corda1 se e somente se é grafo de subáxvore. 

Os grafos de intervalo podem ser considerados como os grafos de in- 

terseção de seções de um caminho. E os grafos indiferença como os grafos de 

interseção de seções de um caminho, todas de um comprimento fixo, E. 
Renz [40], foi o primeiro a considerar os grafos de interseção de caminhos 

em uma árvore. Atualmente, esta classe é chamada UV e, em conjunto com 

as classes DV e RDV, a serem definidas, são chamadas de grafos de caminho.  

Estas classes são o objeto de estudo do presente trabalho. 

2.4 Hipergrafos 

Um hipergrafo é um par ordenado H = (V, E) onde V é um conjunto 

finito e não vazio de vértices e E é uma família de conjuntos de vértices, 

chamados al-estas. 

Quando cada uin dos conjuntos de E tem exatamente dois elementos, H 
é um grafo. 

O hipergrafo clique de um grafo G = (V, E) é o hipergrafo H(G) = (V, C) ,  

onde C é o conjunto dos cliques maximais de G. 

Observe que, claramente, o hipergrafo clique H(G) e o grafo clique K(G)  

de um grafo G não coincidem. A figura 2.1 ilustra ambos os hipergrafos. 

O dual de um hipergrafo H = (V, E) é o hipergrafo H* = (I(E), E') onde 

I(E) é o conjunto de índices de E e E' = {{Elv; E E),v; E V). 

Por exemplo, para o grafo G, dado por 



Figura 2.1: Um grafo, seu grafo clique e seu hipergrafo clique 

Considerando a = {1,2,3), b = {2,4,5), c = {3,5,6), d = {2,3,5), 

temos que o dual de H(G),  é o hipergrafo H*, dado por: 

Um hipergrafo H = (V, E) é RDV, se existe uma árvore enraizada T com 

vértices VH, na qual cada aresta em EH induz um caminho direcionado. 

É claro que nem todo hipergrafo é RDV. Por exemplo, para o hipergrafo 

H = (V, E) onde VH = {a, b, c, d) e EH = {{a, b, c, d), {a, b), {a, c), {a, d)) 
não existe árvore enraizada com a propriedade descrita acima pois, no máximo 

um dos vértices b, C, 011 d pode ser pai do vértice a,  restando aos outros dois 

serem filhos. Logo, pelo menos dois vértices devem ser filhos de a e {a, b, c, d) 

não pode induzir um caminho direcionado. 

Um trabalho inteiramente destinado ao estudo de hipergrafos é [3]. Nesta 

seção, apresentamos apenas algumas definições úteis para a compreensão do 

trabalho de Dietz [15] sobre grafos RDV, uma das classes de grafos de carni- 

nho. 

2.5 As Classes P, NP e NP-Completo 

De um modo geral, um problema (algorítmico) pode ser caracterizado 

como iun conjunto de todos os possíveis dados do problema, denominado 

conjunto de instâncias e uma questão solicitada, denominada objetivo do pro- 

blema. Resolver este tipo de problema consiste em desenvolver um algoritmo, 

cuja entrada sejam dados específicos do conjunto de instâncias e cuja saída 



responda ao objetivo do problema. Sempre que necessário r(D, Q) denotará 

o problema 7r com conjunto de instâncias D e questão Q. Seja I E D, ~(1) 
denotará a questão Q aplicada a I. 

Por exemplo, o ~rob lema de verificar se um grafo é ou não um grafo 

cordal, pode ser esquematizado como segue: 

Problema: RECONHECIMENTO DE GRAFOS CORDAIS 

Instância: Grafo G = (V, E). 
Questão: O grafo G é cordal? 

Um problema é de decisão quando o objetivo consiste em decidir a res- 

posta SIM ou NÃO a uma questão. 

Um algoritmo é eficiente ou poíinomiaí quando sua complexidade de 

tempo é uma função polinomial nos tamanhos dos dados de entrada. A 
classe de problemas de decisão para os quais existem algoritmos eficientes 

que o resolvam é chamada de poíinomiaí, e é denotada P. 
Seja 7r um problema de decisão. Se é dada uma justificativa J para a 

resposta SIM do problema e existe um algoritmo eficiente para reconhecer que 

J está correta e a entrada deste algoritmo é formada pelo par J e a entrada 

de 7r, então 7r pertence a classe de problemas NP. 

É imediata a conclusão que P C NP e conjectura-se que P # NP. 

Dados 7rl(D1, Ql) e 7r2(D2, Q2) dois problemas de decisão, uma trans- 

formação poíinomiaí de 7rl em 7r2 é uma função f : D1 + D2 tal que as 

seguintes condições são satisfeitas: 

1. f pode ser computada em tempo polinomial, e 

2. para toda instância I E D1 do problema ri, tem-se que 7r l ( I )  possui 

resposta SIM se e somente se 7r2(f (I)) possui resposta SIM. 

A definicão acima nos diz que se existe uma transforma+o polinomial de 

um problema de decisão 7rl em um problema de decisão 7r2, então a existência 

de um algoritmo eficiente que resolva 7r2 implicará na existência de um algo- 

ritmo eficiente que resolva ri. De fato, dada uma instância I E Dl, aplicando 

a transformação f a I, teremos f (I) uma instâiicia de 7r2. Agora, a solução 

encontrada aplicando-se o algoritmo dado a f (I) é a solução de 7rl para a 

instância I. 

Um problema de decisão 7r pertence a classe NP-Completo quando as 

seguintes condições são satisfeitas: 



1. 7r E NP, 

2. para todo problema 7r' E NP existe uma transformação polinomial de 

7r' em 7r. 

Observamos que esta definição indica que se algum problema em NP- 

Completo puder ser resolvido em tempo polinomial, então todo problema em 

NP também admitirá um algoritmo polinomial e, conseqüentemente, P = NP. 

A classe NP-Completo é, então, a classe dos problemas mais "difíceis" entre 

todos os problemas em NP. 

Sejam 7rl(D1, Q) e 7r2(D2, Q) dois problemas em NP, tais que D2 C D1. 

Decorrem das definições acima as seguintes relações: 

1. Se 7rl E P, então 7rz E P. 

2. Se 7r2 E NP-Completo, então 7r1 E NP-Completo. 

Como é usual, um problema em P será chamado polinomial e um problema 

em NP-Completo será chamado NP- Completo. 

Um livro dedicado a este assunto é [17], o qual contém também uma lista 

com centenas de problemas NP-Completo. Informações atualizadas sobre no- 

vidades na área da complexidade de problemas podem ser obtidas na Coluna 

do Johnson, no Journal of Algorithms, a partir de 1981. A 16a edição desta 

coluna, em especial, é dedicacla exclusivamente a problemas em grafos [29]. 

Já  [30] apresenta atualizações na coluna [29]. 

2.6 Problemas em Grafos 

Uma tarefa importante na investigação de problemas (algorítmicos) em 

grafos é encontrar classes tão grandes quanto possível, de grafos, tais que pro- 

blemas NP-Completo quando considerados para grafos gerais, sejam polino- 

rniais quando restritos a estas classes. Por outro lado, também é cle interesse 

encontrar classes tão pequenas quanto possível, para as quais o problema 

permaneça NP-Completo. 

A noção de "separação em complexidade" de classes de grafos, introduzida 

por Johnson em [29] tem exatamente o intuito de "medir" o quanto duas 

classes de grafos A e B, B C C, são "separáveis em complexidacle" , isto é, 
quantos problemas são NP-Completos quando restritos a classe C mas são 

polinomiais quando restritos a classe B. A estes problemas, Johnson chamou 

pl-oblemas separadores para C e B. 



Neste trabalho apresentamos em detalhes os únicos exemplos, encontrados 

na literatura, de problemas separadores em que pelo menos uma das classes 

envolvidas é um grafo de caminho. Estes problemas são: CONJUNTO DOMI- 

NANTE MÍNIMO, separador para UV e RDV; CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, 

separador para corda1 e UV e CIRCUITO HAMILTONIAMO, separador para DV 

e de intervalo. 

Em último lugar, consideramos o problema de ISOMORFISMO de grafos 

de caminho, onde verificamos que avaliar se dois grafos UV são isomorfos é 
tão difícil quanto no caso geral enquanto que, para grafos RDV, existe um 

algoritmo polinomial. 



Capítulo 3 

Grafos de Caminho 

Neste capítulo apresentamos detalhadamente os grafos de caminho, bem 

como os resultados teóricos e caracterizações necessários para o desenvolvi- 

mento dos algoritmos dos capítulos que seguem. 

3.1 Definições e Exemplos 

Um grafo G = (V, E) é dito UVse é o grafo de interseção de uma família 

de caminhos em uma árvore. A sigla UV vem do inglês, undirected vertex, 

deixando claro que a interseção dos caminhos é não vazia somente quando 

os caminhos contém pelo menos um vértice em comum e que tanto a árvore 

quanto os caminhos são não direcionados. 

A figura 3.1 mostra um grafo G, uma árvore T e uma família de caminhos 

P = {Pl, P2, P3, P4, P5, P6) em T, de forma que o grafo de caminho obtido de 

(T, p) é G. Logo, G é um grafo UV. 

Peter Renz [40], em 1970, foi o primeiro a considerar a classe dos grafos 

Figura 3.1: Grafo UV e uma representação UV 



Figura 3.2: Grafo RDV e uma representação RDV 

de interseção de caminhos em árvores. Ele chamou esta classe de grafos de 
caminho e deu uma caracterização não algorítmica para estes grafos. No 

mesmo artigo, Renz propôs o problema de encontrar um algoritmo eficiente 

para o reconhecimento de grafos UV. 

Como um grafo cordal é um grafo de interseção de subárvores em uma 

árvore, no caso particular em que toda subárvore é um caminho, temos um 

grafo UV. Assim, temos o seguinte resultado: 

Teorema 3.1 Todo grafo UV é um grafo cordal. 

Dada uma árvore T e P uma família de caminhos em T, o par (T,?), 

que representa G é chamado uma representação UV de G. 
Um grafo G = (V, E) é dito RDV se é o grafo de interseção de uma 

família de caminhos direcionados em uma árvore enraizada. A sigla RDV 

vem do inglês, rooted directed vertex, deixando claro a que tipo de interseção 

e a que tipo de caminhos se refere. 

Na figura 3.2 temos um grafo G, uma árvore enraizacla T e uma família 

de caminhos direcionados P = {Pl , P2, P3, P4, P5, P6, P7) em T, de forma a 

mostrar que G é um grafo RDV. 

Tal par (T, P) para um grafo RDV é chamado de representação RDV de 

G. 
É claro que desconsiderando-se as clireções das arestas de T e dos caminhos 

em P, uma representação RDV é também uma representação UV para o 

mesmo grafo, o que conclui o seguinte: 

Teorema 3.2 Todo gl-afo RDV é um grafo UV. 



A recíproca, no entanto, não é verdadeira. O grafo da figura 3.1 é um 

grafo UV mas não é RDV pois, a menos de isomorfismo, o par (T,P) é a 

única representação UV para G e não há  como escolher uma raiz para T de 

modo a todos os caminhos ein P serem direcionados. 

F. Gavril [21], em 1974, foi o primeiro a considerar esta classe de grafos, 

já apresentando uma caracterização de modo a obter um algoritmo eficiente 

para o problema do reconhecimento. 

Também foi Gavril [22], em 1978, quem resolveu o problema proposto 

por Renz, apresentando uma caracterização para grafos UV que conduz a um 

algoritmo eficiente para seu reconhecimento. 

Tanto as caracterizações quanto os algoritmos propostos por Gavril são 

muito parecidos e serão detalhados nas seções seguintes deste capítulo. 

Um grafo de intervalo pode ser visto como um grafo de interseção de 

caminhos em um caminho, bastando, para isto, associar um vértice a cada 

ponto da reta real que é o início ou fim de algum intervalo. Como é fácil 

direcionar as arestas de um caminho de forma que todos seus subcaminhos 

também sejam clirecionaclos, podemos concluir o seguinte: 

Teorema 3.3 Todo grafo de intervalo é u m  grafo RDV. 

A figura 3.2 mostra que nem todo grafo RDV é de intervalo. 

Finalmente, os grafos DV, são os grafos de interseção de caminhos em uma 

árvore direcionada. Seu nome vem do inglês directed vertex, deixando claro 

que a interseção é considerada em caminhos direcionados, em uma árvore 

direcionada, que têm pelo menos um vértice em comum. 

A figura 3.3 mostra um grafo G, uma árvore direcionada T e uma família 

de caminhos P = {Pl, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8), de forma que (T, P )  repre- 

senta G. 

Para um grafo DV, um pai- (T, P) que o representa é chamado de repre- 

sen taç lo  DV de G. 

Os grafos DV foram considerados pela primeira vez por Monma e Wei 

[37], em 1986, e foram eles que introduziram a terminologia UV, DV e RDV. 

Antes deles, os grafos UV erain chamados de gl-afos de caminhos n l o  direcio- 

nados e os grafos RDV eram chamados de grafos de caminhos direcionados. 

Neste mesmo artigo, outras três classes de grafos foram consideradas: UE, 

DE, RDE, onde a interseção de dois caminhos é não vazia se e somente se 

eles têm pelo menos uma aresta em comum. A consideração de arestas ao 

invés de vértices na interseção dos caminhos gera três classes de grafos com 

coinp ortamento completamente diferenciado dos siinilai-es UV, DV e RDV, 



Pl = (a) 

Figura 3.3: Grafo DV e uma representação DV 

e só foram citadas neste texto como justificativa da necessidade do "V" nas 

siglas UV, DV e RDV. 

Como toda representação RDV é uma representação DV, temos: 

Teoreina 3.4 Todo grafo R D V  é um grafo DV. 

O grafo da figura 3.3 mostra que a recíproca não é verdadeira, pois a 

direção das arestas de T não podem ser modificadas para transformar T em 

uma árvore enraizada e T é única, a menos de isomorfismo. 

Como para grafos RDV, é fácil ver que uma representação DV pode 

ser transformada em uma representação UV apenas descoiisiderando-se as 

direções. Isto leva a seguinte conclusão: 

Teorema 3.5 Todo grafo D V  é um grafo UV. 

Mas a inclusão das duas classes é própria pois o grafo UV da figura 3.1 

não é DV pois, nenhuma escolha para as direções das arestas de T produziria 

caminhos direcionados e T é única, a menos de isomorfismo. 

Finalmente, o grafo cordal da figura 3.4 não é um grafo UV. Uma repre- 

sentação cordal para tal grafo pode ser obtida da representação UV da figura 

3.1 acrescentandos-se a própria subárvore T a família P .  

A figura 3.5 resume os resultados desta seção. 

Considere um grafo desconexo G e sejam Gl, . . . , Gk seus componentes 

conexos. Vamos assumir que para todo G;, 1 5 i 5 L, existe (Ti, P;), uma 

representação RDV de G;. Então, obtemos (T, P), uma representação RDV 



Figura 3.4: Giafo corda1 e árvore de representação 
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Figura 3.5: Diagrama das classes dos grafos de caminho 



de G, do seguinte modo: acrescentamos para todo i, 1 < i < L, uma aresta de 

uma folha de Ti para a raiz de Ti+l, obtendo T e consideramos P = ~f==,Pi. 
Portanto, para fins de representação, podemos nos restringir somente a grafos 

conexos . 
É claro que esta observação também é válida para representações DV e 

UV pois, nestes casos, basta acrescentar uma aresta de um vértice qualquer 

de T; para um vértice qualquer de 1 < i < L. 

Portanto, a menos de menção explícita em contrário, todos os grafos de 

caminho considerados no texto são conexos. 

3.2 Grafos de Caminho Próprio 

Por analogia a grafos de intmvalo próprio ou grafos arco-circulares próprio, 

é interessante considerar grafos de caminho próprio, isto é, grafos de interseção 

de famílias próprias de caminhos (direcionaclos) em uma árvore (direcionada 

ou enraizada) . 
Gavril considerou grafos RDV e UV próprios, já em seus astigos de carac- 

terização de grafos RDV e UV. Os próximos teoremas mostram que não são 

criadas novas classes de grafos, ao serem consideradas somente as famílias de 

caminhos (direcionados ou não) próprias e portanto, não é necessário consi- 

derá-las separadamente. 

Teorema 3.6 (Gavril, 1975) Um grafo G é RDVse e somente se G é RDV 
próprio. 

Prova: 

(t) É claro que uma representação RDV própria é também uma repre- 

sentação RDV. 

( J )  Seja (T, P) uma representação RDV de G e IVGl = 12. Para cada caminho 

direcionado P; E P, 1 < i < n, seja u; seu último vértice. Seja T' a árvore 

enraizada obtida de T da seguinte maneira: acrescente n vértices diferentes 

wl,. . . ,w,, com as n arestas (ui,w;), 1 5 i 5 12. Para todo i, seja P;' o 

caminho direcionado obtido pela concatenação de P; com o caminho, cle uma 

só aresta, (u;, (u;, w;) , w;) . 
Claramente, G é o grafo de interseção da família P' = U:=,P;'. Mas P' é 

uma família própria. Logo, G é também um grafo RDV próprio. w 

Teorema 3.7 Um grafo G é DV se e somente se C= é DVpl-ópio. 



Prova: 

Mesma prova do teorema 3.6, bastando substituir a ocorrência das pala- 

vras 'RDV' por 'DV' e, 'enraizada' por '&secionada'. w 

Teorema 3.8 (Gavril, 1978) Um grafo G é UV se e somente se G é UV 
próprio. 

Prova: 

Mesma prova do teorema 3.6, bastando substituir a ocorrência das pala- 

vras 'RDV' por 'UV' e suprimir todas as ocorrências das palavras 'enraizada' 

e 'direcionado'. i 

3.3 Propriedade Helly 

Dada uma fam'lia F = {F; : i E I), &zemos que F satisfaz a propriedade 

Helly quando para todos J C I, i ,  j E J, se Fi n Fj # 0, então njEJ Fj # 0 .  
Gavril [20], em 1974, mostrou que se F é uma família de subárvores 

de uma árvore, então F satisfaz a propriedade Helly. Vamos mostrar que 

as famílias que representam grafos UV, DV e RDV também satisfazem a 

propriedade Helly. Estes resultados aparecem em [21] e [22]. 

Leina 3.1 (Gavril, 1975) Uma família de caminhos direcionados em uma 

árvore enraizada satisfaz a propriedade Helly. 

Prova: 

Sejam F = {Ti : i E I) uma fainília de caininhos direcionados em uma 

árvore enraizada T e J G I .  

A prova é por iiidução em I JI. 

Base: Se IJI = 1 ou IJI = 2éclaroque[Vi,j  E J, TinTj # 0  + n jEJT j  # 01. 
Hipótese: Se I JI 5 k então [Vi, j E J, Ti n Tj # 0 + njE Tj # 01. 
Passo: Seja J = {il, . . . , iL+l) 2 I, k > 2, de forma que Vi, j E J, Ti n Tj # 0. 

Então, pela hipótese de indução, existem caminhos direcionados sl,  s2  e 

s3 em T tais que: 

Além disso, s l  n s2 n s3 # 0 pois, caso contrário, a árvore subjacente a T 
conte~ia um circuito. Como SI n s2 n s3 C ~ : L : T ~ ~  temos que ~ : L : T ~ ~  # 0. i 



Lema 3.2 U m a  famz'lia de caminhos direcionados e m  u m a  árvore direcio- 

nada sat is faz  a propriedade Helly.  

Prova: 

Mesma prova do lema 3.1, bastando substituir a ocorrência da palavra 

'enraizada' por 'direcionada'. w 

Lema 3.3 (Gavril,  1978) U m a  famz'lia de caminhos e m  u m a  árvore satisfaz 

a propriedade Helly .  

Prova: 

Mesma prova do lema 3.1, bastando suprimir todas as ocorrências das 

palavras 'direcionado', 'enraizada' e 'subjacente a'. 

A caracterização de Renz para grafos UV pode ser finalmente enunciada: 

U m  grafo G é U V  se  e somen te  se  G é cordal e G é o grafo de interseção 

de u m a  famz'lia .F de caminhos e m  u m  grafo tal  que .F sat is faz  a propriedade 

Helly.  

3.4 Teorernas da Árvore Característica 

Nesta seção vamos considerar uma caracterização para os grafos de cami- 

nho, e também para grafos de intervalo e cordais que vai produzir um método 

eficiente de resolver alguns problemas em grafos de caminho. 

Dado um grafo G = (V, E ) ,  denotamos por C o conjunto de todos os 

cliques maximais de G e, para todo v E V, denotamos por C, o conjunto de 

todos os cliques maximais de G que contém o vértice v. 

É bem conhecido que um grafo cordal G = (V, E) tem no máximo IVI 

cliques maximais [16,19]. 

Teorema 3.9 (Gavril, 1975) U m  grafo G = (V, E) é R D V s e  e somen te  s e  

existe u m a  árvore enraizada T, chamada árvore característica de G, tal que 

VT = C e para todo v E VG, T[C,] é um caminho direcionado e m  T.  

Prova: 

(e) Dada T, uma árvore característica de G, tomando I  = VG = (1, . . . , n) , 
podemos considerar P,  a família de caminhos direcionados em T, P = {P;  : 

P; = T [C;], i E I ) .  (T, P )  será uma representação RDV de G. 
(+) Seja (T, P) uma representação RDV de G, onde T tem o menor número 

possível de vértices. Observe que todo vértice de T corresponde a um clique 



Figura 3.6: Duas árvores características para um grafo de caminho 

em G. Vamos mostrar que existe uma bijeção dos vértices de T nos cliques 

maximais em G. 
(sobrejetividade:) Dado C, um clique maximal em G, como uma família de 

caminhos direcionados em uma árvore enraizada satisfaz a propriedade Helly 

(lema 3.1)) existe um vértice de T associado a C. 
(injetividade:) Sejam nl e na dois vértices distintos de T e suponha que eles 

correspondam a dois cliques Sl e S2 de G tal que Sl C S2. Então, todo 

caminho direcionado de P que passa por nl passa também por na. Como T 
é enraizada, vamos supor, spg, que exista um (nl, na)-caminho em T. 

Sejam n3 o vértice adjacente a nl no caminho de 121 a na em T e S3 O 

clique associado a na. É fácil ver que Si C S3 (pois OS caminhos associados 

aos vértices de Si passam por todos os vértices do (nl, na)-caminho). 

Obtenha uma nova árvore T' a partir de T, identificando nl  e 123. Todo 

caminho direcionado em P que passa por nl também passa por n3 (pois passa 

por na). Considere P' a família de caminhos direcionados obtida de P somente 

identificando nl e n3. Então (TI, P') também é uma representação RDV de 

G só que ]VT, I < ]VT 1, uma contradição. Portanto, os vértices distintos de T 
correspondem a cliques maximais distintos em G. 

Assim, temos VT = C e T[C;] = P; E P isto é, T é uma árvore carac- 

terística de G. I 

O teorema acima não caracteriza de maneira única uma árvore carac- 

terística, pois como pode ser visto na figura 3.6, dado um grafo RDV, G = 

(V, E), podem existir árvores características de G, não isomorfas. 

Teorema 3.10 (Moilina e Wei, 1986) Um gi-afo G = (V, E) é DV se e 



somen te  se existe u m a  árvore direcionada T ,  chamada árvore característica 

de G, tal que VT = C  e para todo v E VG, T[C,] é um caminho direcionado 

e m  T .  

Prova: 

Mesma prova do teorema 3.9, bastando substituir a ocorrência da palavra 

'enraizada' por 'direcionada' e 'RDV' por 'DV'. I 

Teorema 3.11 (Gavril,  1978) Um grafo G = (V, E )  é UV se e somen te  se 

existe u m a  árvore T ,  chamada árvore característica de G, tal  que VT = C  e 

para todo v E VG, T[C,] é um caminho e m  T .  

Prova: 

Mesma prova do teorema 3.9, bastando suprimir todas as ocorrências das 

palavras 'direcionados', 'enraizada' e substituir 'RDV' por 'UV'. 

As figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostram exemplos de árvores características para 

os grafos dados. No grafo da f igua  3.1 por exemplo, temos que seus cliques 

maximais são: {1,2,3), {2,4,5), {2,3,5) e {3,5,6) b a s t a d o  considerar, 

a = {1,2,3), b = {2,3,5), c = {2,4,5) e d = {3,5,6) para verificar que 

T[CI]  = ( a ) ,  T [ G ]  = (a,b,c), T [ G ]  = (a,b,d), T [ G ]  = (c), T [ G ]  = (c,b,d) 
e T[Ce] = (d) são t oclos caminhos em T .  

Note que, pela demonstração dos teoremas da árvore característica, o 

número de vértices e portanto, das arestas é o menor possível, isto é, dentre 

todas as árvores que representam G, uma árvore característica é mínima, com 

relação ao número de vértices. 

Uma outra propriedade importante de uma árvore característica T ,  é que 

toda folha F de T ,  contém um vértice v, tal que v não pertence a nenhum 

outro vértice de T .  Isto acontece pois caso contrário, F seria subconjunto de 

C, o finico vértice adjacente a F em T .  Mas isto contradiz o fato de todo 

vértice de T  ser um clique inaximal. 

Note também que devido ao fato de um grafo cordal ter no máximo IVGl 
cliques maximais, as árvores características de um grafo cle caminho G têm, 

no máximo IVGl vértices. Além chsso é possível listar todos os vértices dos 

cliques maxiinais pois, em uin grafo cordal, a soma das carcliilalidades dos 

cliques maximais é, no máximo, JVG 1 + IEGJ [19]. Este fato é importante para 

o desenvolvimeilto de algoritmos eficientes para a construção e manipulação 

das árvores características de grafos de caminho. 

Não vamos demonstrar aqui mas, os teoremas da árvore cai-acterística 

também são válidos para grafos cordais e de intervalo [20,23]. 



Teorema 3.12 (Gavril, 1972) U m  grafo G = (V, E) é cordal se e somente 

se existe u m a  árvore T, chamada árvore característica de G, tal que VT = C 

e para todo v E VGi T[Cv] é u m a  subárvore de T.  

Teorema 3.13 (Gillinore e Hoffman, 1964) U m  grafo G = (V, E) é de 

intervalo se e somente se existe u m  caminho T, chamado caminho carac- 

terístico de G, tal que V* = C e para todo v E VG, T[C,] é u m  caminho e m  

O teorema de Gilmore-Hoffman foi originalmente descrito em forma de 

matrizes. Uma matriz cujas entradas são zeros e uns é &ta ter a propriedade 

dos I's consecutivos para colunas se suas linhas ~ o d e m  ser permutadas de 

maneira que os 1's em cada coluna ocorrem consecutivamente. A matr i z  de 

cliques cle um grafo G é a matriz de inciclêiicia onde a cada linha corresponde 

um vértice e cada coluna corresponde a um clique maximal. O teorema de 

Gilinore-Hoffman tem origiiialmente o seguinte enunciado: U m  grafo G é de 

intervalo se e somente se sua mat r i z  de cliques possui a propriedade dos I 's  

consecutivos. 

3.5 Problema do Reconhecimento 

Nesta seção, vamos fazer um resumo de como se comporta o problema do 

reconhecimento para a classe dos grafos de caminho. 

O problema do reconhecimento, para uma determinada classe de grafos 

C consiste em, dado um grafo G, clecidir se G E C. 

Problema: RECONHECIMENTO CLASSE C 
Instância: Grafo G = (V, E) .  

Pergunta: G E C? 

Para este problema, nem sempre se conhece uma solução polinomial. E o 

caso dos grafos perfeitos, por exemplo, que é um fainoso problema em aberto. 

Ou para os grafos thicltness-k (k  > I) ,  onde o problema do reconhecimento 

é NP-Completo. Um grafo G = (V, E) é thickness-k quando seu conjunto 

de arestas E pode ser particionado em El, . . . , Ek de forma que G = (V, E;), 
1 5 i 5 k é planar [29,36]. 

Para os grafos cordais, no entanto, o problema do reconhecimento foi re- 

solvido em 1976, por Rose, Tarjan e Leuker [23,41] que, fize~am um algoritmo 

que verifica se um grafo é cordal, com complexidade linear no tamanho do 

grafo. 



Para grafos de intervalo, baseados na caracterizaqão de que suas matrizes 

de cliques possuem a propriedade dos 1's consecutivos (teorema 3.13), Booth 

e Leuker, em 1976, desenvolveram um algoritmo que reconhece se um grafo 

é de intervalo também em tempo linear no tamanho do grafo. A estrutura 

de dados necessária para testar a propriedade dos 1's consecutivos é a árvore 

PQ, que foi definida por Booth e Leuker, exatamente para este propósito. 

Uma árvore PQ é uma árvore enraizada onde os nós internos são de dois 

tipos: P ou Q. Os filhos de um nó do tipo P não ocorrem em nenhuma ordem 

particular, enquanto que os filhos de um nó do tipo Q apaxecem em ordem, 

que deve ser preservada. As folhas da árvore PQ estão em hijeqão com os 

cliques maximais do grafo. 

A idéia do algoritmo é, dado a família de cliques .F = {{C,,), 1 5 i 5 n) 

construir uma árvore PQ de forma que, no final da execuqão, as folhas da  

árvore P Q  estão na  mesma ordem que os vértices de um caminho carac- 

terístico para o grafo. O artigo de Booth e Leuker [8] deve ser consultado 

para maiores detalhes. 

O reconhecimento dos grafos RDV foi resolvido por F. Gavril, em 1975 

[21]. Este algoritmo tem complexidade O(n4) e dá, como resultado, uma 
árvore característica, no caso afirmativo. 

Também foi F. Gavril quem resolveu o problema do reconhecimento para 

grafos UV [22]. Em 1978, ele apresentou um algoritmo O(n4) p u a  construir 

uma árvore característica ou responder que o grafo não é UV. 

Ambos os algoritmos de Gavril, têm a seguinte idéia: Primeiro, verifica-se 

se G é cordal. Se não for, então G não é um grafo de caminho. No caso de 

C: ser cordal, começa-se com uma árvore Ti, sem vértices. E no estágio m 

do algoritmo, tem-se a árvore Tm e deseja-se construir a árvore Tm+l, como 

segue. Considera-se um vértice v E VG tal que VTm n C, # 0 e C, @ VTm. 
Tenta-se construir um caminho característico com vértices C,, satisfazendo 

algumas condições. Se tal caminho não pode ser construído, então G não é um 

grafo de caminho. Se p é o tal caminho, então obtem-se Tm+l, identificando-se 

vé~tices apropriados de Tm e p. Continua-se até obter, em algum estágio k, 
a árvore Tk tal que VTk = C, isto é, ao conjunto dos cliques maximais de G. 
Então Tk é uma árvore característica de G, e G é um grafo de caminho. 

O algoritmo requer O(n4) passos pois, a construção adequada de p requer 

O(n3) passos. 

O reconhecimento de grafos DV foi considerado por Monma e Wei, em 

1986, no mesmo artigo em que eles consideraram a definição desta classe de 

grafos [37]. O algoritmo de reconhecimento exibido por eles nesta ocasião 



é polinomial mas não constrói uma árvore característica, pois é baseado em 

outra propriedade estrutural dos grafos de caminho. 

Um algoritmo de reconhecimento de grafos RDV, também foi estudado 

por P. Dietz, em 1984. O algoritmo de Dietz é linear no tamanho do grafo mas 

tem uma implementação muito complicada pois é baseado em uma estrutura 

intermediária chamada árvore de caminhos parciais. Ele dá procedimentos 

para construir uma árvore de caminhos parciais com uma determinada raiz, 

que constrói uma árvore de caminhos parciais com qualquer raiz e que con- 

verte uma árvore de caminhos parciais para uma árvore direcionada e enrai- 

zada, que é característica para um grafo RDV. Todos estes algoritmos podem 

ser executados em tempo linear, e usam como subrotina, a construção de 

árvores PQ para os subgrafos de intervalo. 

O método de Dietz é todo escrito em termos do dual do hipergrafo clique 

do grafo considerado, o que, como foi visto no capítulo 2, nada mais é do 

que considerar a família { C , ,  v E V), isto é, os cliques maximais de G, que 

contém v, para cada vértice v do grafo. 





Capítulo 4 

O Problema do Conjunto 
Dominante Mínimo 

Neste capítulo, vamos considerar um exemplo de problema separador 

para as classes de grafos UV e RDV, que é o problema CONJUNTO DOMINANTE 

MÍNIMO . 
Na primeira seção definimos o problema em si, apresentamos alguns exem- 

plos e um sumário dos resultados básicos. 

Na seção seguinte, reproduzimos uma transformação polinomial devida 

a Booth e Johnson [7] e concluimos que CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO é 
NP-Completo, mesmo quando restrito a grafos UV. 

Na t erceira seção, apresent amos um algoritmo p olinomial, também en- 

contrado em [7], que determina um conjunto dominante mínimo em um grafo 

RDV. 

Concluimos o capítulo, mostrando que nenhum destes resultados pode ser 

trivialmente adaptado para decidirmos a que classe de complexidade CON- 

JUNTO DOMINANTE MÍNIMO pertence, quando restrito a grafos DV. Na ver- 

dade, este problema continua em aberto. 

4.1 O Problema do Conjunto Dominante 

Dado um grafo G = (V, E), vamos considerar o problema de encontrar 

um conjunto V' c V tal que todo vértice de G que não pertence a V' é 

adjacente a algiim vértice que pertence a V'. 

No grafo da figura 4.1, por exemplo, o conjunto D = {1,4,6) é dominante 

enquanto que o conjunto {1,3,6) não é pois, o vértice 4 não é adjacente a 

nenhum de seus elementos. 

É claro que o próprio conjunto V, contendo todos os vértices do grafo, 



Figura 4.1: Grafo de intervalo 

é dominante, e o problema assim, sem restriqões, torna-se trivial. Para tor- 

nar o problema interessante, podemos restringir o conjunto V' de forma que 

satisfaça alguma propriedade adicional, por exemplo, ser independente, ser 

clique ou GIV1] ser um circuito sem cordas. 

Neste capítulo, vamos considerar o problema com a restrição de que V' 

seja um conjunto dominante de menor tamanho, entre todos os possíveis 

conjuntos dominantes. A versão decisão deste problema é: 

Problema: CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

Instnncia: Um grafo G = (V, E ) ,  k E Z. 

Questão: G tem um conjunto dominante V', tal que' IV'I 5 k ? 

Novamente, no grafo da figura 4.1, observamos que {1,4,6) não é mínimo 

pois, por exemplo, {2,6) também é um conjunto dominante. Observamos 

ainda que apesar de {2,6) ser minimal não é mínimo pois (5) também é um 

conjunto dominante sendo 5 um vértice universal. 

Claramente, temos que quando um conjunto V' é dominante, todo con- 

junto que contém V' também é dominante. 

0 problema CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO é NP-Completo no caso 

geral, pois é NP-completo para grafos planares com grau máximo 4 [17]. 

Johnson também dedicou uma seção de sua coluna no Journal of Algoritlzms 

[28] excliisivamente para CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO. Nesta coluna, de 

1984, já era conhecido que o problema é NP-Completo tanto quando res- 

trito a grafos bipartidos quanto para grafos UV e que pode ser resolvido em 

tempo polinomial para grafos RDV, fortemente cordais, arco-circulares, série- 

paralelos e árvores. E m  sua coluna de 1985 [29], Johnson acrescentou dois 

novos resultados, a saber, CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO é NP-Completo 

para grafos split e polinomial para grafos de permutação. 



4.2 CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO para gra- 
fos uv 

Para mostrar que CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO é NP-Completo para 

grafos UV, vamos apresentar uma transformação polinomial a partir do pro- 

blema emparelhamento 3-dimensional, que é reconhecidamente NP- Completo 

P71. 
Esta transformação é devida a I<. Booth e H. Johnson, e aparece em [7 ] .  
O problema do emparelhamento 3-dimensional, consiste em, dados três 

conjuntos disjuntos X, Y, Z, com mesma cardinalidade q e M um subconjunto 

cle X x Y x Z, de cardinalidade p, encontrar M', um subconjunto de M, tal 

que IM'I = q e que cada elemento de X, Y ou Z ocorre exatamente em uma 

tripla de M'. Para ilustrar o conceito, vamos considerar o seguinte exemplo, 

Um conjunto M' que satisfaz este problema é: 

Obviamente, a existência de um conjunto M' satisfazendo as condições 

do problema, depende do conjunto M conside~ado. A versão decisão deste 

problema pode ser enunciada do seguinte modo: 

Problema: EMPARELHAMENTO 3-DIMENSIONAL 
Instância: X, Y, Z disjuntos, 1x1 = (Y( = (21 = q, M C X x 

Y x Z ,  IMI=p. 

Questão: Existe M' C M tal que, para todo a E X U Y U Z, existe 

um único m E M' tal que a é termo de m?. 

Podemos assumir que cada elemento de X, Y ou Z ocorre em pelo menos 

duas triplas de M pois, caso contrário, a única tripla que conteiia o elemento 

deveria estar na solução e poderiamos reduzir o problema a um problema 

menor. 

A idéia da transformação é construir uma árvore característica de um 

grafo UV, G, a partir dos conjuntos X, Y, Z e M dados, de forma que 

dado M', um emparelhamento 3-dimensional, sabemos determinar em tempo 



polinomial um conjunto dominante que responde afirmativamente a questão 

do problema CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO e, reciprocamente. 

Temos então, o seguinte teorema: 

Teorema 4.1 (Booth e Johnson, 1982) CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

para grafos U V  é NP-Completo. 

Prova: 

É dada uma transformação polinornial a partir do problema EMPARELHA- 

MENTO 3-DIMENSIONAL, que é NP-Completo [17]. 

Parte 1: A transformação: 

Sejam X = {xl,. . . ,x,), Y = {yl,. . . , y,), Z = {a,. . . ,z,) e M C 
X x Y x Z ,  M = {q,. . . ,m,). O grafo UV, G, será dado através de sua 

árvore característica T, de acordo com o teorema 3.11.  

Tal árvore terá 6p + 3q + 1 vértices, obtidos da seguinte forma: 

Para cada m; E M ,  existem seis cliques cujos vértices dependem somente 

de rn; e não dos elementos que formam rn;. Estes seis cliques formam a 

subárvore correspondente a m;, que é ilustrada na figura 4.2. Para 1 I i I p, 

os cliques são: 

{Ai, Bi , Ci , Di) 

Para cada elemento de X, Y ou Z ,  existe um clique que depende de quais 

triplas de M o elemento pertence: 

{Jj) U {Ai/xj E m;) para I 5 j L q,  

{Kk) U {Bi/yj E mi) para 1 5 tk I q,  

{ L , )  U {Ci/zj E mi) para I I 1 L q. 

E, finalmente, há o clique 



Figura 4.2: A subárvore correspondente a m;. 

A descrição da árvore característica é completada considerando as ad- 

jacências dos vértices acima: Os vértices {A;, B;, C;, D;) das subárvores cor- 

respondentes a m;, 1 < i < p, são adjacentes ao vértice {A;, B;, C;, 1 < i < p), 

assim como os vértices que contém Jj, Kk, LI, 1 < j ,  k, I 5 q. 

Considerando ml = (xl, yl ,  z2), m2 = (21, y2, zl), m3 = ( ~ 2 ,  y2, zl), mq = 

(x2, y1, zl) e m5 = (x2, y2, z2), no exemplo anterior, a figura 4.3 ilustra esta 

relação de adjacências . 
Notamos que os vértices de T, são cliques de G que não estão contidos 

em nenhum outro vértice de T. Logo, são cliques maximais de G. Nota- 

mos também que os grafos induzidos pelos cliques que contêm Jl,. . . , J,, 
IG , . . . , I{, ,Ll, . . . , Lq , Fl, . . . , Fq , Gl , . . . , Gp , Hl , . . . , Hp , 11, . . . , Ip S ~ O  to- 

dos triviais, isto é, cada um é formado por um único vértice. Os grafos 

induzidos pelos cliques que contêm Dl,  . . . , Dp, El, . . . , Ep são caminhos de 

três vértices. Estes caminhos estão inteiramente contidos nas subárvores cor- 

respondentes a ml,  . . . , mp, respectivamente. Como uma tripla m; contém um 

único elemento de X, digamos xj, o vértice A; só aparece no clique maximal 

que contém Jj, entre todos os possíveis cliques maximais que contém algum 

J. Assim, como na subárvore correspondente a m;, A, também induz um 

caminho, os grafos induzidos em T pelos cliques maximais que contém A;, 

1 5 i 5 p, são caminhos. Como uma análise análoga vale para os cliques que 

contém B; e C;, 1 < i 5 p, podemos concluir que a árvore T é, realmente, 

uma árvore característica de um grafo UV. 
É claro que T pode ser construída em tempo polinomial. 

Parte 2: Resta mostrar que o problema do emparelhamento 3-dimensional 



Figura 4.3: A árvore característica do grafo UV 



dado tem solução se e somente se o grafo UV, G, tem conjunto dominante de 

tamanho 2p + q. 

( J )  Se M' é um emparelhamento 3-dimensional para o problema dado, basta 

construir D,  um conjunto dominante em G, escolhendo, para cada m; E M', 
os vértices A;, B; e C; e para cada m; E M - M', os vértices D; e E;. 

Escolhemos então 39 + 2(p - q) = 2p + q vértices. Logo, I DI = 2p + q. É fácil 

verificar que D é, realmente, um conjunto dominante. 

No exemplo dado, D = {AI, B1, C1 , A3, B3, C3, D2, E2, D4, E4, D5, E5) - 
(+) Seja D um conjunto dominante em G, de cardinalidade 2p + q. 

Observamos que {D; , E;) é o único conjunto de cardinalidade 2, que do- 

mina os vértices envolvidos na construção da subárvore correspondente a m;. 

Por outro lado, existem várias possibilidades de conjuntos de cardinalidade 3 

dominarem os vértices envolvidos na formação da subárvore correspondente 

a m;. Entre estes, {A;, B;, C;) é o mais interessante, pois domina também os 

vértices fora das subárvores. Logo, para cada i ,  1 5 i 5 p, ou {D;, E;) C D 

OU {A;,B;,C;) C D. 

Notando que se existem t triplas m; para os quais A;, B;, C; foram esco- 

lhidos em um conjunto dominante de tamanho 2p + q, e p - t duplas de D;, E; 
escolhidas, temos que 3t + 2(p - t)  = 2p + q H t = q. 

Logo, escolhendo as q triplas m; para os quais A;, B;, C; E D, temos uma 

solução para o problema emparelhamento 3- dimensional. m 

4.3 CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO para gra- 
fos RDV 

No mesmo artigo em que mostraram que CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

para grafos UV é NP-Completo, Booth e Johnson exibiram um algoritmo li- 

near, no tamanho do grafo, para determinar um conjunto dominante mínimo 

em um grafo RDV [7]. Este algoritmo é baseado na árvore característica 

do grafo que, como já foi mencionado na seção 3.5, pode ser computada em 

tempo polinomial. A idéia central é percorrer a árvore, que neste caso é en- 

raizada, cle modo a garantir que cada vértice seja visitado uma única vez, 

que quando um vértice é visitado todos os seus filhos já foram visitados e que 

a escolha de um vértice do grafo para pertencer ao conjunto dominante, é 
feita de modo a maximizar o número de cliques maximais dominados. Desta 

forma, o número de vértices escolhidos é mínimo. 

O algoritmo é detalhado a seguir, onde IVGl = n e I EG 1 = m. 



Algor i tmo 4.1 CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

Entrada: Grafo G = (V, E), RDV. 

Saz'da: D, um conjunto dominante mínimo em G. 

1. Encontrar T, uma árvore característica de G. 

2. Para cada C E VT, calcular o inteiro pro f (C) que é o comprimento do 

caminho da  raiz de T a C .  

Gerar tainl~ém a lista dos vértices no clique. 

3. Para cada v E VG, encontrar o inteiro alt(v) que é a profundidade do 

clique mais alto (isto é, de menor profundidade) a que v pertence. 

Marcar todo vértice de G como "não dominado" 

5. Percorrer T em pós-ordem efetuando a seguinte operação: 

Se existe um vértice v no clique corrente C marcado "não dominado " e 

&(v) = pro f (C), então escolha x E C, o vértice que tem o menor valor 

para alt(x) entre todos os vértices em C. Acrescente x a D e marque 

toclos os vértices em Adj(x) U {x) como "dominados". 

Teoreina 4.2 (Bootli e Joliiisoii, 1982) O algo~itmo 4.1 encontra corre- 

tamente um conjunto dominante mínimo em um grafo RDV, 

Prova: 

Seja T uma ásvore característica, enraizada, para G. 
Se G é um grafo completo, T terá um único vértice e qualquer vértice 

de G, sendo universal, formará um conjunto dominante mínimo em G. Neste 

caso, na execução do passo 5 do algoritmo, todos os vértices estão marcados 

"não dominado" e alt (v) = pro f (C) = O para todo v E VG. Assim, escolliendo 

um vértice x qualquer, teremos que D = {x) é o conjunto determinado pelo 

algoritmo que é um conjunto dominante mínimo em G. 
Se G não é completo, tomemos Ci, C2,. . . , Ck, k > 1, os cliques de T 

na ordem em que são visitados pelo algoritmo. Devemos salientar que como 

os vértices da ásvore são visitados em pré-ordem, a seqüência acima tem a 

propriedade que se Cj é descendente de C; em T, então j 5 i. 
Vamos mostrar, por indução no número de iterações do passo 5 que, 

imediatamente antes da interação i ser executada, D domina os vértices de 



Cl U C2 U . . . U e existe D', um conjunto dominante mínimo em G tal 

que D C D'. 

Base: Temos que imediatamente antes do passo 5 do algoritmo ser executado, 

D = 0,  e como nenhum vértice de T foi considerado ainda, D é dominante 

por vacuidade e todo conjunto dominante mínimo em G, contém D. 

Passo: Seja C;, 1 5 i < k o vértice de T, a ser examinado. Pela hipótese de 

indução, D domina Cl U . . . U C;-l e existe D', conjunto dominante mínimo 

em G tal que D C D'. 

Se todos os vértices de C; são marcados "dominados", então D também 

domina C; e, portanto domina Cl U . . . U C;. Claramente D C D'. 

Se algum vértice de C; está marcado "não dominado" mas alt(v) # 
prof (v) para todos os vértices não dominados de C;, então C; não é fo- 

lha (pois tocla folha F tem um vértice v tal que alt(v) = prof(F) ,  e estes 

vértices não são marcados "dominados" antes da folha F ser visitada). Neste 

caso, quando os descendentes de C; foram exarninaclos, algum vértice de C; 
foi escolhido para entrar em D,  pois, caso contrário G seria desconexo. Então 

C; n D # 0 e D domina C;. Logo D domina Cl U . . . U C; e, claramente 

D c 0 ' .  

Se existe v E C; tal que v está marcado "não dominado" e &(v) = 

pro f (C;). Seja x o vértice escolhido. Como x E C;, D U {x} doinina C; e, 

pela hipótese de indução D domina Cl U . . . U C;-l, logo D U {x} domina 

Cl U . . . U C;. Resta mostrar que existe um conjunto dominante mínimo em 

G que contém D U {x}. 

Seja D' o conjunto dominante mínimo que contém D.  Se x E D', nada 

resta a demonstrar. Se x @ D', seja y um vértice de D' que domina v. 

Considere D" = D' - {y} U {x}. Vamos mostrar que D" tainl~ém é dominante 

em G. 

Suponha, por absurdo, que existe z E VG tal que z não é dominado por 

D". Note que z @ Cl U . . . U C; pois, caso contrário, z seria dominado por 

D U {x} e, portanto, por D". Além disso, yz E EG pois D' U {x} domina z 

mas D' U {x) - {y) não domina. Temos então que existe um clique maximal 

li tal que y, z E li e x @ I(. Além disso, y E C1 U . . . U C;, pois y domina 

v. Como o grafo induzido em T pelos cliques que contém y é um caminho 

direcionado, y E C;. Mas da existência de I( e do fato de T ser enraizada, 

temos que nlt(y ) > nlt(z) , uma contradição com a escolha de x. 

Logo, D" também é um conjunto dominante em G, ID"I = I D I e, D U {x) 

está contido em um conjunto dominante mínimo em G. 

Para finalizar, basta observar que, o conjunto D,  após o clique Ck-l ser 



visitado, também domina Ck, a raiz de T. Mais ainda, Ck n D # 0 pois, caso 

contrário, Ck n C; = 0, 1 5 i < k, uma contradição pois G é conexo e tem 

pelo menos dois cliques maximais. 

Teorema 4.3 (Booth e Jolmson, 1982) O algoritmo 4.1 t e m  complexi- 

dade de t e m p o  O(n + m). 

Prova: 

Basta observar que cada um dos passos pode ser executado em tempo 

linear no tamanho de G (passos 1 e 4) ou no tamanho da árvore característica 

de G isto é, na soma dos tamanhos dos cliques (passos 2, 3 e 5). 

Logo, o algoritmo inteiro pode ser executado em tempo linear no tamanho 

de G, O(m + n). H 

Com exceção da construção da árvore característica, que usa o algoritmo 

de Dietz [15], o algoritmo anteriormente descrito é formado inteiramente por 

algoritmos clássicos da teoria dos grafos, isto é, todos os passos nada mais são 

do que buscas em profundidade em grafos. O algoritmo de Dietz, no entando, 

pode ser substituído pelo algoritmo O(n4) de Gavril[21], razoalvelmente mais 

fácil de ser implementado e com provas de complexidade e correção bem mais 

claras, sem perder o limite polinomial do algoritmo de Booth e Johnson. 

4.4 CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO para gra- 
fos DV 

Os dois resultados das seções anteriores concluem que CONJUNTO DO- 

MINANTE MÍNIMO é um problema separados para grafos UV e RDV. Como 

a classe de grafos DV é propriamente intermediária a estas duas, é interes- 

sante saber a qual classe de complexidade CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

pertence quando restrito a grafos DV. Este problema até o momento, não foi 

resolvido. 

Observamos que a transformação polinomial apresentada para grafos UV 

não pode ser extendida para grafos DV simplesmente direcionando-se as ares- 

tas da árvore caracteristica pois, por exemplo, na subárvore correspondente 

a m;, os caminhos associados aos vértices A; e B; deveriam ser direcionados 

como mostra a figura 4.4 e, conseqüentemente, o caminho induzido por E; 
não seria direcionado. 

O algoritmo 4.1 também não pode ser utilizado para grafos DV. Isto, 

primeiramente, deve-se ao fato que as funções p r o f  (C) e portanto, & ( v )  não 



Figura 4.4: A subárvore não pode ser direcioaada. 

Figura 4.5: pro f (C;) =? 

estão bem definidas para árvores direcionadas que não são enraizadas. Veja 

esquema da figura 4.5. 

Mesmo que fosse possível determinar, em tempo polinomial, uma função 

que representasse quantos cliques maximais anteriores a C, também contém 

o vértice v, em uma árvore direcionada não enraizada, o que substituiria 

o cálculo de pro f (C) e alt(v), a demonstração da correção do algoritmo, 

apresentada aqui, não se aplicaria. 

Isto pode ser visto claramente no momento em que se chega a uma con- 

tradição na escolha de x, do fato de supor que existe z E VG, não dominado 

por D". Em uma árvore direcionada e não enraizada, é possível que y, z E IC, 
x I<, x E Cr mas alt(y) 5 alt(x), inviabilizando a estrutura da prova. 
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NP- Completo 

Figura 4.6: Complexidade do CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

Logo, CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO para grafos DV deverá ter uma 
solução independente dos detalhes dos resultados p x a  grafos UV e RDV. 

A figura 4.6 resume os resultados deste capítulo. 



Capitulo 5 

O Problema do Clique 
Dominante Mínimo 

Neste capítulo, vamos considerar um exemplo de problema separador para 

as classes de grafos corda1 e UV, que é o problema CLIQUE DOMINANTE 

MÍNIMO. 

Em oposição ao problema do capítulo anterior, nem todo grafo possui um 

clique dominante, então torna-se interessante analizar o comportamento deste 

problema para a classe de grafos de caminho. E o que fazemos na primeira 

seção deste capítulo, onde mostramos que CLIQUE DOMINANTE é polinomial 

quando restrito a grafos cordais. 

Estabelecido o problema CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, mostrai.emos uma 

transformação polinomial que conclui que este problema é NP-Completo para 

grafos cordais e exibimos um algoritmo eficiente, devido a Icratsch que conclui 

que este problema é polinomial para grafos UV. 

Encerramos o capítulo mostrando uma caracterização de clique dominante 

em um grafo de intervalo o que conduz a um algoritmo linear, no tamanho do 

grafo, para encontrar um clique dominante mínimo em um grafo de intervalo. 

5.1 O Problema do Clique Dominante 

Dado um grafo G = (V, E), vamos considerar o problema de determinar 

se G tem um conjunto dominante que é um clique, isto é, um conjunto V' C V 

tal que 

1. para todo u E V - V', existe v E V' tal que UV E E, 

2. para todo par de vértices distintos u,v E V', uv E E. 

Este problema, versão decisão, pode ser apresentado do seguinte modo: 



Problema: CLIQUE DOMINANTE 

Instância:  Um grafo G = (V, E). 
Questão:  Existe V' c V tal que V' é clique dominante? 

No caso geral, CLIQUE DOMINANTE é NP-Completo, pois o é para grafos 

perfeitos [9]. 
Este problema só é de interesse para grafos de diâmetro no máximo 3 

pois, claramente, um grafo com diâmetro maior que 3 não terá um clique 

dominante. 

A recíproca, no entanto, não é verdadeira no caso geral. Basta considerar 

um circuito sem cordas de comprimento 6, este circuito não tem clique domi- 

nante mas tem diâmetro 3. no grafo da figura 4.1, por exemplo, o conjunto 

{1,4,6) é dominante mas não é um clique, mas ( 5 )  é um clique dominante 

mínimo. 

Para a classe dos grafos cordais, no entanto, CLIQUE DOMINANTE é poli- 

nomial. Foi Damaschke [33] quem caracterizou os grafos cordais que possuem 

um clique dominante. Esta caracterização é baseada na árvore característica 

de um grafo cordal, e no lema a seguir: 

Lema 5.1 Se ja  G = (V, E) um grafo que possui u m a  árvore caracterz'stica 

T. U m  clique C  de G é dominante  se e somente  se para cada folha F de T, 
C n F f 0 .  

Prova: 

(+) Seja C C V um clique dominante em G. Seja F  uma folha de T e v 

um vértice que é apenas deste clique maximal. Como C é dominante, v E C 
ou existe um vértice u,  adjacente a v, tal que u E C. No primeiro caso, 

v E F  n C.  No segundo caso, u E F ,  pois caso contrário, v pertenceria a dois 

cliques maximais distintos, a saber, F  e um que conteria u. Logo, u E F  n C. 
(e) Seja C C V um clique em G e u E V - C (devemos mostrar que existe . 

v E C tal que uv E E). Sejam R e S cliques maximais que contêm C e u, 

respectivamente. Se R = S, u é adjacente a cada vértice de C. Se R # S, 
como T é árvore, existe um caminho de R a uma folha F  de T, passando 

por S. Por hipótese, existe v E V tal que v E C n F  e, como T é árvore 

característica, v E S.  Como S é clique e u E S, temos que uv E E. m 

Teorema 5.1 (Damaschke,l992) U m  grafo cordal G t e m  um clique domi-  

nante  se  e somen te  se d i a m ( G )  5 3.  



Prova: 

Temos somente que mostrar que todo grafo cordal, com diâmetro menor 

que 4, tem um clique dominante. Isto será feito por indução em n, a ordem 

de G. 

Base: Se n = 1, a afirmação é trivial. 

Passo: Seja G um grafo cordal com n vértices e diâmetro no máximo 3. 

Seja T uma árvore característica de G e I a família de subárvores de T, 
correspondente aos vértices de G. 

Seja F uma folha de T. Considere F' o conjunto (não-vazio) dos vértices 

de G que ocorrem somente no clique F. 
Seja G' o subgrafo de G induzido por V - F'. A árvore característica de 

G' é T' = T - {F). Seja I' a família de subárvores de T' correspondentes a 

vértices de G'. I' é obtida a partir de I removendo F das árvores de I e 

suprimindo as árvores que se tornaram vazias. 

Aplicaremos a hpótese da inducão em G'. 

Claramente, G' também é um grafo cordal. Para verificar que diam(G1) 5 
3, basta observar que todo caminho P em G com extremos em V - F e que 

passa por algum f E F', passa também por dois vértices distintos u, v E 

F - F'. Logo, a (u, v)-seção de P pode ser substituída por (u, v), gerando um 

caminho mais curto, sem vértices de F', entre o mesmo par de vértices de P .  

Pela hipótese da indução, G' tem um clique maximal dominante. Seja 

C' um tal clique. Como C' corresponde a um vértice de T, seja C o vértice 

de T mais próximo de C', no caminho de F a C', com a propriedade que 

existe uma árvore em I que contém tanto F quanto C. Note que C # F, 
caso contrário, F seria um vértice isolado. Mostraremos que C é um conjunto 

dominante em G. 

Se C = C', então C é dominante em V - F' e, por construção, todo 

vértice de F' é adjacente a um vértice em C n F. Logo, C é um conjunto 

dominante em G. 

Suponha que C # C'. Considere uma folha Ii de T, Ii # F. Pelo lema 

5.1, devemos mostrar que alguma subárvore de I contém Ii e C. Removendo 

C de T, T será desconectada em pelo menos dois componentes. Seja Tci o 

componente que contém C'. 
e Se Ii 6 V%!, como C' é um conjunto dominante de G', existe uma subárvore 

em I' contendo tanto C' quanto Ii logo, contendo C. A árvore correspon- 

dente em I contém Ii e C. 



Se I< E VTc,, seja E um vértice de G que ocorre somente em K. Seja f ,  um 

vértice de G que ocorre somente em F. Como o diâmetro de G é no máximo 

3, d(L, f )  < 3. Mas d(L, f )  # 1 ~ o i s  L e f não estão em um mesmo clique. 

Se d(L, f )  = 2, então (E,  x, f )  é um caminho em G e x E K e x E F, logo 

T[C,] contém K e F e, portanto C. 
Se d(k, f )  = 3, então (k ,x ,y , f )  éumcaminho em G e x E I< e y E F. 

Logo I{ E VT[C,] e F E VT[cVI e como xy E EG temos que VT[C,] n VT[C~I # @. 
Pela definição de C, nenhuma árvore de I contém F e um vértice de Tc,. 

Logo, T[C,] contém I< e C. 

0 teorema anterior fornece um algoritmo polinomia1 para resolver CLIQUE 

DOMINANTE ein um grafo cordal. Basta calcular o comprimento do menor ca- 

minho entre todo par de vértices do grafo, e depois verificar se alguma destas 

distâncias é superior a 3. Isto pode ser feito, por exemplo, por n aplicaqões do 

algoritmo de Dijlcstra [I], que determina o comprimento do menor caminho 

de um vértice fixo a cada um dos outros vértices do grafo. Como o algoritmo 

de Dijkstra admite uma impleinentação, usando filas de prioridade, com com- 

plexidade O(m log n), CONJUNTO DOMINANTE para grafos cordais pode ser 

resolvido em tempo O(nm log n). 

Como conseqüência, temos que CLIQUE DOMINANTE para grafos UV, DV, 

RDV e de intervalo também é polinomial. 

Uma variante natural de CLIQUE DOMINANTE a ser considerada é quando 

o clique dominante procurado é o de maior cardinalidade. 

Problema:  CLIQUE DOMINANTE MÁXIMO 

Instância: Um grafo G = (V, E), k E Z. 

Questão: G tem um clique dominante V' tal que IV'I 2 E ? 

CLIQUE DOMINANTE MÁXIMO é NP-Completo para a classe dos grafos 

perfeitos [9] pois, caso contrário, CLIQUE DOMINANTE não seria NP-Completo 

para esta classe de grafos. 



Figura 5.1: Grafo com cliques dominantes de tamanho 3 e 5 mas sem cliques 
dominantes de tamanho 4. 

Vale observar que um clique maximal que contém um clique dominante 

também é dominante, logo para resolver CLIQUE DOMINANTE MÁXIMO, po- 

demos nos restringir a verificar se os cliques maximais são dominantes. 

Como um grafo corda1 tem no máximo [VG [ cliques maximais [19] e existe 

um algoritmo linear no tamanho do grafo para verificar se um dado clique é 
dominante (pois basta considerar cada uma das arestas do grafo e verificar se 

pelo menos um de seus extremos pertence ao clique dado), também existe um 

algoritmo polinomial para resolver CLIQUE DOMINANTE MÁXIMO para grafos 

cordais . 

Uma variante mais interessante é o problema CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, 

cuja versão decisão segue: 

Problema: CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO 

Instância: Um grafo G = (V, E), k E Z. 
Questão: G tem um clique dominante V' tal que [V'] 5 L ? 

A seguinte afirmação é verdadeira: Se G tem um clique dominante de 

tamanho Li e um clique dominante de tamanho k3, G não tem, necessaria- 

mente, um clique dominante de tamanho L2, Li < L2 < L3, L; E Z. A figura 

5.1, por exemplo, mostra um grafo onde {1,2,3) é um clique dominante de 

tamanho 3, {4,5,6,7,8) é um clique dominante de tamanho 5, mas não existe 

nenhum clique dominante de tamanho 4. 



Decorre da afirmação acima que para encontrar um clique dominante 

mínimo em um grafo não é suficiente encontrar um clique dominante de ta- 

manho k e mostrar que não existe clique dominante com b - 1 vértices. 

Neste caso, é interessante observar que se um clique maximal não é domi- 

nante, ele não contém um clique dominante. Logo, a procura por um clique 

dominante mínimo pode se restringir aos subconjuntos dos cliques maximais 

dominantes. 

É claro que CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO é um problema em NP. Vamos 

mostrar que este problema é NP-Completo quando restrito a classe de grafos 

cordais e que CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO está em P para grafos UV e 

portanto para grafos DV, RDV e de intervalo. Para grafos de intervalo, 

vamos exibir um algoritmo linear no tamanho do grafo. 

5.2 CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos 
cordais 

Para mostrar que CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos cordais é NP- 

Completo vamos considerar a subclasse dos grafos split e mostrar que este 

problema é NP-Completo para esta subclasse. 

Temos, inicialmente, o seguinte resultado: 

Lema 5.2 Em u m  grafo split, u m  conjunto dominante mínimo e u m  clique 

dominante mínimo t ê m  a mesma cardinalidade. 

Prova: 

Seja G = (V, E )  um grafo split. Se G não é conexo, a afirmação é tri- 
vialmente verdadeira. Suponha G conexo e V = K U S onde I{ é um clique 

e S um conjunto estável. Sejam C e D,  respectivamente, um clique e um 

conjunto dominante mínimo em G. É claro que I D I < (C], pois todo clique 

dominante é um conjunto dominante. 

Suponha que ICI = b e que, por absurdo, IDI < b. Logo, D não é um 

clique em G e existe v E D tal que v E S.  Mas Adj(v) C K ,  pois S é conjunto 

estável, e Adj(v) # 0 pois G é conexo. Além disso, v tem pelo menos um 

vizinho u tal que u 6 D, pois caso contrário, D não seria mínimo. 

Sejam D' = D - v + u  e t o  E V -  D'. Se w = v ,  como u é adjacente a 

v,  wu E E.  Se w # v então, como D é conjunto dominante, w é adjacente a 

algum vértice de D. Se wv E E, então w E K e como I{ é clique uw E E. Se 

wv 6 E, w é adjacente a algum vértice de D - v logo, w é adjacente a algum 



vértice de D' - u. Em todos os casos, w é adjacente a algum vértice de D'. 
Então, D' é um conjunto dominante, ( D / (  = ID( mas (D' í l  S (  < ( D  í l  SI. 

Prosseguindo desta maneira, é possível coqstruir D" um conjunto domi- 

nante tal que D" C K isto é, D" seria um clique dominante e ID1'I = ( D /  < 
I C [ .  Um absurdo. Logo, em um grafo split, ICI = ID I. 

A demonstração do lema acima nos fornece uma transformação polino- 

mia1 de CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO para CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, 

ambos restritos a classe dos grafos split. 

Como Corneil e Perl, [12] mostraram que CONJUNTO DOMINANTE MÍNIMO 

é NP-Completo para grafos split, temos que CLIQUE DOMININANTE MÍNIMO 

também é NP-Completo quando restrito a esta classe de grafos. 

Temos, como conseqüência, o seguinte resultado: 

Teorema 5.2 CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos cordais é NP-Com- 

pleto. 

5.3 CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos 
uv 

O problema CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO restrito a grafos UV foi con- 

siderado por Icratsch, em 1990 [32]. Neste artigo ele exibiu um algoritmo 

polinomial que encontra um clique dominante mínimo em um grafo UV. O 
algoritmo de Kratsch é baseado na estrutura da árvore característica do s a fo .  

A relação existente entre um clique dominante e uma árvore característica 

de um grafo UV é estabelecida pelo lema 5.1 que permite a elaboração do 

seguinte algoritmo para resolver CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos 

uv. 

Algorit mo 5.1 CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO 

Entrada: Grafo G = (V, E), UV. 

Saída: CD M, uin clique dominante mínimo em G ou "G não tem 

clique dominante". 

1. Encontrar T, uma árvore característica de G. 

2. Para cada C  E VT que é dominante, determinar um menor subconjunto 

S C  tal que Sn F # 0, para toda folha F de T. 



3. Se não existe um tal S, então "G não tem clique dominante" 

senão CDM é um conjunto S que possui o menor niímero de vértices. 

Para mostrar que o passo 2 deste algoritmo pode ser executado em tempo 

polinomial vamos considerar o seguinte problema de decisão: 

Problema: CONJUNTO ESCOLHA MÍNIMO 

Instância: Uma família F de subconjuntos do conjunto C, k E 

N* . 
Questão: Existe S C C, ISI 5 k tal que S n F; # 0, VF; E F? 

O problema CONJUNTO ESCOLHA MÍNIMO é equivalente ao passo 2 do 

algoritmo, de fato, basta considerar C, um clique maximal de G e a família 

Fc formada por C n F;, onde Fl, . . . , Fk são as folhas de T. 
No caso geral, CONJUNTO ESCOLHA MÍNIMO é NP-Completo [17] mas, 

novamente, estamos consiclerando uin caso especial. Note que, como G é um 

grafo UV, cada vértice v E VG pertence a no máximo duas folhas de T logo, 

uma instância deste CONJUNTO ESCOLHA MÍNIMO especial, é formada por 

um conjunto C e uma família F de subconjuntos de C, onde cada elemento 

de C pertence a, no máximo, dois elementos de F. 
Este caso especial do problema CONJUNTO ESCOLHA MÍNIMO, é poli- 

nornial. Vamos mostrar como resolvê-lo modelando-o numa cobertura de 

vértices por arestas em um grafo auxiliar H. 

Seja C um clique maximal de G, considere Hc = (Fel, Ec), o grafo in- 

terseção da família Fc. 
Para cada aresta B1 B2 E Ec, escolha um vértice arbitrário de Bl n B2 # 0 

como rótulo desta aresta. 

Observamos que cada vértice isolado de Hc corresponde a um clique 

B E Fc com B n (u(Fc - {B})) = 0. Portanto, cada clique dominante 

mínimo C' C C contém exatamente um vértice arbitrário de B.  Logo, pasa 

encontrar um conjunto escolha mínimo de (C, Fc) basta tomar um elemento 

em cada vértice isolado de Hc e considerar H, = (F,, Ec) o grafo obtido 

de Hc pela retirada dos vértices isolados. A restrição acima se deve ao fato 

de não podermos considerar cobertura de vértices por arestas em grafos com 

vértices isolados. 

Como conseqüência óbvia da construção de Hc e H,, temos o seguinte 

lema, onde R é o conjunto que contém exatamente um vértice de cada B E 

Fc - F,. 



Lema 5.3 S e  E& C Ec é u m a  cobertura de vértices m í n i m a  de H&, então  o 

conjunto R' dos rótulos das arestas de E& é u m  conjunto escolha mz'nimo de 

(C, F&), e R U R' é u m  conjunto escolha m í n i m o  de (C, Fc). 

Sabemos que o problema de encontrar uma cobertura mínima de vértices 

por arestas está fortemente relacionado ao problema de encontrar um empare- 

lhamento máximo, isto é, dado um grafo G sem vértices isolados e M um em- 

parelhamento máximo em G, uma cobertura mínima é obtida acrescentando- 

se uma aresta incidente a v, para todo vértice v que não é extremo de uma 

aresta de M. 
Podemos agora, reescrever o algoritmo 5.1, da seguinte maneira: 

Algoritmo 5.2  CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO 

Entrada:  Grafo G = (V, E), UV. 
Saída:  CDM, um clique dominante mínimo em G ou "G não tem 

clique dominante". 

1. Encontre T ,  uma árvore característica de G. 

2. Se nenhum vértice de T é clique dominante de G, pare, com saída "G 
não tem clique dominante". 

3. CDM +Um clique maximal dominante de G. 

4. Para todo clique dominante C E VT faça: 

Calcule Fc; 

Construa Hc ; 

Construa R e H&; 

Determine uma cobertura mínima em H&; 

Construa R'; 

Se IR U R'] < ICDM1 então CDM + R U R'. 

5. Pare, com saída CDM. 

Teorema 5.3 (Kratscli, 1990) O algoritmo 5.2 encontra corretamente u m  

c l i p e  dominan te  m í n i m o  e m  u m  grafo UV. 

Prova: 

Conseqüência imediata dos lemas 5.1 e 5.3. 



Teorema 5.4 (Kratsch, 1990) Dado u m  grafo UV,  G, IVGl = n e IEGI = 

m, e u m a  árvore caracterz'stica de G, o algoritmo 5.2 t e m  complexidade de 

tempo O(n2*5+nm), Se  é dado apenas o grafo G, a complexidade do algoritmo 

é O(n4). 

Prova: 

Vamos analizar a complexidade de cada um dos passos: 

Passo i: O algoritmo de Gavril [22] encontra uma árvore característica de G 

em tempo O(n4). 

Passo 2: Verificar se um clique dado X c VG é. ou não, um um conjunto 

dominante, tem complexidade O(m), pois basta verificar se cada aresta de G 

tem pelo menos um de seus extremos em X. 
Como são, no máximo n cliques a serem examinados, este passo pode ser 

executado em tempo O(mn) 

Passo 3: É trivial. 

Passo 4: O laço do passo 4 é executado no máximo n vezes. 

A cada passo, Fc é trivialmente calculado, o grafo Hc tem IFcI < n 

vértices e, no máximo n arestas pois, cada vértice de G contribui para a 

existência de no máximo uma aresta em Hc. E possível construir Hc per- 

correndo a lista dos elementos das folhas, formando a lista de vértices e ad- 

jacências de Hc, junto com o rótulo das arestas, em tempo O(n). 

Uma busca no grafo Hc é suficiente para construir R e H&, o que tem 

complexidade O ( 1 1 ) .  

Para encontrar uma cobertura de vértices por arestas mínima, pode-se, 

como já foi dito, acrescentar arestas incidentes aos vértices não incidentes 

a arestas de um emparelhamento máximo. Para encontrar um emparelha- 

mento máximo, utiliza-se o algoritmo de Micali e Vazirani que tem comple- 

xidade O ( J V J ~ / ~ . I E J )  em um grafo G = (V, E). Logo, em H;, encontra-se um 

emparelhamento máximo em tempo 0(n3l2). 

Como esta é a operação de maior complexidade no laço, o passo 4 é 

executado em tempo 0(n5l2). 

Logo, a complexidade do algoritmo é O (nm + n29') se for dada uma árvore 

característica e O(n4), caso contrário. m 



5.4 CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO para grafos 
de intervalo 

Os gafos de intervalo, por possuirem árvores características mais sim- 

ples, apresentam uma propriedade que dará origem a um algoritmo mais efi- 

ciente que o apresentando para grafos UV, para resolver CLIQUE DOMINANTE 

MÍNIMO. A demonstraqão desta propriedade é baseada no seguinte teorema 

de caracterização de grafos de intervalo, onde três vértices distintos formam 

uma tripla astroidal se eles não podem ser ordenados de maneira que todo 

caminho do primeiro ao terceiro passa por um vizinho do segundo vértice. 

Teoreina 5.5 (Lekkerkerker e Boland,  1962) Um grafo G é de intervalo 

se e somente se G é corda1 e não contém uma tripla astroidal. 

Teorema 5.6 Seja G um grafo de intervalo. Se G tem um clique dominante 

C entiio (C( = 1 ou (C( = 2. 

Prova: 

Seja C um clique dominante minimal em G e suponha, por absurdo, que 

(C1 > 2. Sejam ul, u2, u3 três vértices distintos de C. Como C é dominante, 

e C - u; não é dominante, i = 1,2,3,  existem vértices VI, v2, v3 E VG - C, de 

forma que u;v; E EG, i = 1,2,3 e u;vj $ EG, i # j .  

Como C é clique, VI, v2, v3 formam uma tripla astroidal em G e portanto, 

pelo teorema 5.5, G não é grafo de intervalo, um absurdo. 

O algoritmo seguinte, determina um clique dominante em um grafo de 

intervalo. 

Algor i tmo 5.3 CLIQUE DOMINANTE EM GRAFO DE INTERVALO 

Entrada: Grafo de intervalo, G = (V, E ) ,  [V(  = n,  IEl = m. 

Saz'da: C, um clique dominante mínimo em G ou "G não tem 

clique dominante". 

1. {Verifique se G tem um vértice universal) 

Calcule grau(v), para todo v E VG. 

Se existe v tal que grau(v) = n - 1, C t {v), pare. 

2. {Se nenhum vértice é dominante, verifique se G tem uma aresta dominante) 



Calcule um caminho característico T, de G. 

Sejam Ci e Ck suas folhas. 

Se G[C; u Ck] é conexo, seja uv E EG tal que u E C1 e v E Ck. 
C t {u, v), pare. 

3. {Se G também não tem aresta dominante) Pare, "G não tem clique 

dominante". 

Teorema 5.7  O  algoritmo 5.3 encontra corretamente u m  clique dominan te  

e m  um grafo de intervalo.  

Prova: 

Conseqüência imediata do teorema 5.6 e dos seguintes fatos, válidos para 

um grafo de intervalo G, que não possui vértices universais, sendo C1 e CI, as 

folhas de um caminho característico de G. 
1) G tem uma aresta dominante {u, v) se e somente se u E Cl e v E Ck; 
2) Uma aresta {u, v) tem uma ponta em Cl e outra em CI, se e somente se 

GICl U CI,] é conexo. rn 

Teorema 5.8 O  nlgori tmo 5.3 t e m  complexidade de tempo O ( m  + 12) 

Prova: 

No passo 1, devemos calcular o grau de cada vértice e verificar se existe 

algum vértice de grau n - 1. Para calcular os graus, é necessário considerar 

uma vez cada aresta, o que implica em O ( m )  passos. Para verificar se algum 

dos graus é igual a n - 1, basta percorrer a lista dos graus, o que implica em 

O ( n )  passos. Logo, o passo 1 tem complexidade O(in  + n).  

No passo 2, a árvore característica pode ser determinada em O ( m  + n). 

Construir o subgrafo GICl U Ck] e determinar se ele é conexo, tem comple- 

xidade O ( m  + n)  e, para encontrar uma aresta com um extremo em cada 

conjunto, basta percorrer o conjunto de arestas. 

Logo, o algoritino 5.3 tem complexidade O ( m  + n ) .  H 

A figura 5.2 resume os resultados deste capítulo: 



RDV 

Figura 5.2: Complexidade do CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO 





Capitulo 6 

O Problema do Circuito 
Hamilt oniano 

Neste capítulo, vamos considerar os problemas CIRCUITO HAMILTONIANO 

e CAMINHO HAMILTONIANO que são exemplos de problemas separaclores para 

grafos DV e de intervalo, estando em aberto para grafos RDV. 

Após a coloca,aão do problema e de uma breve revisão de como CIRCUITO 

HAMILTONIANO está resolvido para várias classes de grafos, reproduzimos 

a demonstração, devida a Bertossi e Bonuccelli que este problema é NP- 

Completo, mesmo q ~ ~ a n d o  restrito a grafos UV. 

Na seção seguinte, demonstramos que CIRCUITO HAMILTONIANO também 

é NP-Completo qtiando restrito a grafos DV. Esta demonstração é indepen- 

dente a de Narasimham [38], que estabeleceu este resultado. 

As demonstra@es dos mesmos resultados para CAMINHO HAMILTONIANO 

seguem de uma idéia de Bertossi e Bonuccelli [4]. 

6.1 O Problema 

Um circuito hamiltoniano em um grafo G = (V, E) é um circuito que 

passa por todos os vértices de G. Isto é, C = (vl, v2,. . . ,vn) é um circuito 

harniltoniano em G quando VG = {vi, v2,. . . ,vn), v;v;+l E EG, 1 I i 5 n e 

vlv, E EG. Dizemos que um grafo é harniltoniano se ele contém um circuito 

hamiltoniano. 

O problema do circuito hamiltoniano, versão decisão, é definido como 

segue: 

Problema: CIRCUITO HAMILTONlANO 

Instância: Um grafo G = (V, E). 
Questão: G contém um circuito hamiltoniano? 



Este problema é um dos mais estudados em teoria dos grafos e, no caso 

da instância considerar grafos arbitrários, é NP-Completo [17]. Uma possível 

estratégia para resolver este problema é considerar classes especiais de grafos 

onde, a partir de características particulares da classe, possa-se construir um 

algoritmo de tempo polinomial, que decida se um grafo é ou não hamiltoniano 

ou, se CIRCUITO HAMILTONIANO continua NP-Completo. 

Muitas são as classes de grafos para as quais já existe solução e, entre elas 

temos que CIRCUITO HAMILTONIANO permanece NP-Completo para a classe 

dos grafos grade [27], dos grafos cúbicos planares 3-conexos [18], dos grafos 

círculo [13], para os grafos bipartidos [27] e split [26]. Entre os casos para os 

quais existe um algoritmo de tempo polinomial estão: grafos de intervalo [31], 

grafos indiferença [3], grafos arco-circulares [3], grafos planares 4-conexos [26] 

e recentemente para grafos co-comparabilidade e de permutação [14], além de 

casos triviais, em que G possui pelo menos uin vértice de grau menor que dois 

(a resposta é sempre NÃO) ou G é um grafo completo (a resposta é sempre 

SIM). Outro caso em que a resposta é sempre SIM é quando G é um grafo 

arco-circular próprio, que não é de intervalo [3]. 

HAMILTONIANO para grafos 

O problema para grafos de caminhos não direcionados (UV) foi tratado 

por Bertossi e Bonuccelli, em 1986 [4]. Apresentamos a seguir, a demonstração 

deste resultado que segue, em linhas gerais, a demonstração original. 

Teorema 6.1 (Bertossi e Bonuccelli, 1986) CIRCUITO HAMILTONIANO pa- 

ra grafos UV é NP-Completo. 

Prova: 

É dada uma transformação polinomial a partir do mesmo problema, para 

grafos bipartidos com grau máximo 3 que é NP-Completo [27]. 

Parte 1: A transformação. 

Seja B = (M, N, E) um grafo bipartido com grau máximo 3. Podemos 

supor que B é conexo, IMl = INI e não há vértice de grau 1 em B pois, caso 

contrário, B não seria harniltoniano. 

O grafo UV, G, criado a partir de B, será dado através de sua árvore 

característica T, de acordo com o teorema 3.11. 

Tal árvore T terá p + 2q + 1 vértices, onde IMI = p e q é o número de 

vértices de N com grau 3. Cada vértice de T será um clique em G como 

segue: 



Figura 6.1: A árvore característica T, do grafo UV, G, obtida do grafo bipar- 
tido B. 

Para cada vértice m; E M, existe um clique da forma: 

Ii: = {x;) U {aij/minj E E e g(nj) = 3) U {bj/m;nj E E e g(nj) = 2) 

Para cada vértice n j  E N tal que g(nj) = 3, existe um clique da forma: 

e um da forma: 

Iij' = {yj) U {aij/m;nj E E) 

Ii: = {zj) U {aij/minj E E). 

E um clique, denotado por li, que contém todos os a;,'s e bj's previamente 

definidos. 

As arestas de T conectarão os vértices Ii; com Ii para 1 5 i 5 p, Ii! 
com Ii: e Ii! com Ii para 1 5 j < p e g(nj) = 3. 

Notamos que os vértices de T são cliques de G que não estão contidos 

em nenhum outro vértice de T logo, são cliques maximais de G. Facilmente 

pode ser verificado que a família de tais cliques que contém um certo vértice 

de G (aij, bj,x;, y; ou 2;) gera um caminho em T. Tais caminhos são da 

seguinte forma: Os x;'s, y;'s e 2;'s) I 5 i 5 p, induzem caminhos triviais. 

Os bj's induzem caminhos com três vértices (Kf , Ii, Iir) , onde m; e ml são 

os vértices adjacentes a n j  em B. E os aij's induzem caminhos com quatro 

vértices, (I<?, I<, I(,Y, Iq). 
Também é claro que T pode ser construída em tempo polinomial em n, 

onde n é o número de vértices de B. Por construção n = 2p, [VT[ = p +2q + 1 



e como q < p, [VT[ < n/2 -/-n -/- 1 = O(n) e IATI =p-/-2q = O(n). 

Na figura 6.1 há um exemplo desta transformação onde p = 3 e q = 2. 

Parte 2: Resta mostrar que: 

B é hamiltoniano se e somente se G é hamiltoniano. 

(+) Seja C um circuito hamiltoniano em B. Neste caso C é uma conca- 

tenação de p caminhos da forma (m;, nj, mk). Podemos obter um circuito 

hamiltoniano em G, substituindo cada seção (m;, nj, mk) de C pela sequência 

(x;, a;j, y j ,  ahj, zj, akj, xk) se Adj(nj) = {m;, ml;, mh) ou por (x;, b j ,  xk) se 

Adj(nj) = {m;, mk). Note que todos os vértices de G que possuem j como 

índice estão nestas seqüências. Chamaremos (aij, y j ,  ahj, zj, akj) ou (b j )  de 

j-bloco. 

É fácil verificar que tal substituição gera um passeio fechado D,  em G, 

pois como C é um circuito e todas as seções assim geradas de D têm seus 

extremos em x; e xk ao invés de m; e mk. Também é fácil verificar que em D 
não há vértices repetidos, dado que todos os vértices internos das seções têm 

j como índice, e que uma repetição em D implicaria em uma repetição de 

vértices em C. Além disso, D passa por todos os vértices de G pois como são 

p seções, cada uma começando com um x;, seguida de um j-bloco distinto e 

todos os outros vértices, diferentes de x;'s têm j como índice. 

Logo, D é um circuito hamiltoniano em G. 

(e) Seja D um circuito hamiltoniano em G. Primeiramente, observamos 

que para cada j correspondente a um vértice n j  de grau 3, uma seção do 

tipo (aij, y j ,  ahj, zj, ah)  deve aparecer em D pois, caso contrário, y j  e zj não 

estariam em D.  E no caso de n, ter grau 2, bj é o único vértice de G a ter 

j como índice. A seção (aij, y j ,  ahj, zj, akj) ou um único bj  será denominado 

j-bloco. Observamos também que D deve ser uma sequência em que cada x; 

é sempre precedido por exatamente um j-bloco e portanto também seguido 

por exat arnente um j'-bloco. Isto segue do fato de existirem exatamente p 

x;'s distintos dois a dois não adjacentes e exatamente p j-blocos. 

Finalmente, obtemos um circuito hamiltoniano C em B, a partir de D, 
substituindo a seqt~ência (si, j-bloco, xk) pela sequência (m;, nj, mk). O que 

termina a.prova, isto é, o problema CIRCUITO HAMILTONIANO é NP-Completo 

para grafos UV. 



CIRCUITO HAMILTONIANO para grafos DV 

A transformação polinomial utilizada por Bertossi e Bonuccelli para gra- 

fos UV não pode ser diretamente utilizada para grafos DV isto é, não podemos 

simplesmente orientar as arestas de T a fim de encontrar uma árvore carac- 

terística direcionada com caminhos direcionados. 

Veja, por exemplo na árvore característica da figura 6.1, os caminhos 

induzidos por b2, a21 e ~ 3 1 .  Se o caminho induzido por a21 for orientado de 

I<," pasa I<,", o caminho induzido por a31 deverá ser orientado de I<," para I<: 
e, como conseqüência, o caminho induzido por b2 não será direcionado. Se o 

caminho induzido por a21 for orientado de I<; para I<;, novamente chega-se 

a uma impossibilidade para a orientação do caminho induzido por b2. 

Observamos que a impossibilidade de obtermos uma orientação para a 

árvore casacterística, deve-se ao fato de existirem vértices bj , do grafo, repe- 

tidos nos vértices I<: da ásvore. O único caso em que não existem bj's na 

árvore característica é quando todos os vértices do grafo bipartido têm grau 

3. 

A seguir, mostramos uma transformação polinomial, baseada na trans- 

formação de Bertossi e Bonuccelli, que nos permitirá orientar a árvore carac- 

terística e os caminhos, isto é, provamos que o problema CIRCUITO HAMILTO- 

NIANO também é NP-Completo quando restrito a classe de grafos DV. Esta 

transformação também aparece em [38] embora sejam trabalhos independen- 

tes. 

Teorema 6.2 CIRCUITO HAMILTONIANO para grafos DV é NP-Completo. 

Prova: 

Apresentaremos uma transformação polinomial análoga a apresentada no 

teorema 6.1 a partir do mesmo problema, restrito a grafos bipastidos com 

grau máximo 3, que é NP-Completo [27]. 

Parte I: A transformação. 

Seja B = (M, N, E) um grafo bipartido com grau máximo 3. Vamos 

supor que B é conexo, IM I = IN I e não há vértice de grau 1 em B pois, caso 

contrário, B não seria harniltoniano. Seja q o número de vértices de N com 

grau 3, M = {ml, m2, . . . , mp) e N = {nl, n2, . . . , np). 

Mostrairemos como construir uma instância G = (V, A) do problema CIR- 

CUITO HAMILTONIANO restrito a grafos DV, tal que B é hamiltoniano se e 

somente se G é hamiltoniano. 

G será dado através de sua árvore característica T, isto é, descrevere- 

mos todos os seus cliques maximais, o que de acordo com o teorema 3.10, 



Figura 6.2: A árvore característica T ,  do grafo D V ,  G, obtida do grafo bipar- 
tido B. 

determina G. Tais cliques são os seguintes: 

Para cada vértice m; E M, existe um clique da forma: 

ICax = {x ; )  U {aij/minj E E ) .  

Para cada vértice nj E N ,  existe um clique da forma: 

IC; = {y j )  U {aij/minj E E ) .  

Correspondente a cada nj E N tal que g(nj )  = 3 ,  existe um clique da 

forma 

IC; = { z j )  U {ai j /minj  E E ) .  

ic = {I-}u{ICaX/i = i , .  . . ,p)u{IC!/i = 1 ,  . . . , p ) ~ { ~ i ; / $ ( n j )  = 3 ,  1 < j < p) 

é o conjunto de todos os cliques maximais de G, sendo 

Seja T  a árvore direcionada com conjunto de vértices ic, e arestas orien- 

tadas da seguinte forma: (I-;", I - ) ,  1 5 i < p,  ( I - ,  I-!), 1 < j < p,  (I-!,  I-;), 
15 j < p  e g(nj )  = 3. 

Os vértices de V induzem em T  caminhos irecionados. Tais caminhos 

são da seguinte forma: Os xi's, yi's e z;'s, 1 5 i < p ,  induzem caminhos 



triviais. Os aij's induzem caminhos com quatro vértices ou três vértices, a 

saber: (I<{, Iq, I<, I<;) se g(nj) = 3 ou (I<:, I<, I<:) se g(nj) = 2. Portanto, 

T é uma árvore característica para G, o que prova que G, assim construído, 

é um grafo DV. 

Como 1x1 = 1 + 2p + q temos que T, e portanto G, podem ser construídos 

em tempo polinomial na ordem de B. 

Na figura 6.2 há um exemplo desta transformação para o mesmo grafo 

bipartido da figura 6.1. 

Parte 2: Resta mostrar que: 

B é hamiltoniano se e somente se G é hamiltoniano. 

(+) Seja C um circuito hamiltoniano em B. Obtemos a partir de C um cir- 

cuito hamiltoniano D, em G, substituindo cada seção (m;, nj, mk) de C por 

(x;, aij, Y j ,  ahj, zj, akj, xk) se Adj(nj) = {m;, mk, mh) ou por (x;, aij, yj, akj, xk) 
se Adj (nj) = {mi, mk). D é um circuito hamiltoniano pois todo vértice de G 

é coberto exatamente um vez, pela mesma razão que no teorema 6.1. 

(e) Seja D um circuito hamiltoniano em G. Primehamente, observamos 

que para cada j correspondente a um vértice nj de grau 3, uma seção do 

tipo (aij, yj ,  ahj, zj , akj) deve aparecer em D pois, caso contrário, y j  e zj não 

estariam em D. E no caso de n j  ter grau 2, a seção (aij, yj ,  akj) é obrigatória 

em D,  pois caso contrário, yj não estaria em D. Denominaremos j-bloco uma 

seção (aij, y j ,  ahj, zj, akj) ou um único bj. 

Como existem exatamente p x;'s e p y;'s em G. A cada j-bloco, está 

associado um x;. Logo, D será formado por concatenações de seções da forma 

(~i,aij,yj,ahj,zj,akj,~k) se g(nj) = 3 ou (xi,aij, yj,akj,xk) se g(nj) = 2. 

Basta então, substituir cada uma destas seções pela seção (m;, n j  , mk) 

para obter, com a concatenação destas, um circuito hamiltoniano em B. 

Como a classe dos grafos DV está contida na classe UV, o resultado acima 

também permite concluir que CIRCUITO HAMILTONIANO restrito a grafos UV 

é NP-Completo. 

6.4 CIRCUITO HAMILTONIANO para grafos RDV, 
cordais e de intervalo 

Infelizmente, a árvore característica obtida na demonstração do teorema 

6.2 não é enraizada e, aparentemente, não é fácil transformá-la de modo a 

obter uma solução para CIRCUITO HAMILTONIANO, restrito a grafos RDV, 

análoga as anteriores. Na verdade, este problema encontra-se até o momento, 
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Figura 6.3: Complexidade do CIRCUITO HAMILTONIANO 

em aberto, isto é, ainda não se conhece um algoritmo de tempo polinomial 

que encontre um circuito hamiltoniano em um grafo RDV, ou decida que 

ele não é hamiltoniano e nem se codece uma demonstração que CIRCUITO 

HAMILTONIANO restrito a grafos RDV é NP-Completo. 

O fato de que CIRCUITO HAMILTONIANO para grafos cordais é NP-Completo 

pode ser concluído a partir do fato de que todo grafo UV é cordal, mas já 
havia sido observado independentemente por Colborn e Stewart [ll] e [26] 

como conclusão de ser NP-Completo para grafos split. 

O problema de encontrar um caminho hamiltoniano ou um circuito ha- 

miltoniamo em tempo polinomial para grafos de intervalo ou seu modelo (um 

conjunto explicito de intervalos) foi primeiramente considerado por Bertossi 

[3] que examinou o caso de intervalos próprios. Neste caso o problema CA- 

MINHO HAMILTONIANO é trivial pois um caminho hamiltoniano existe se e 

somente se o grafo é conexo. Então, uma ordenação da esquerda para a direita 

dos extremos da esquerda dos intervalos fornece um caminho hamiltoniano. 



Keil [31] mostrou que um circuito hamiltoniano pode ser construído para 

um modelo geral de intervalos (não necessariamente próprios) 

A figura 6.3 resume estes resultados. 

6.5 O Problema do Caminho Hamiltoniano 

Um caminho hamiltoniano em um grafo G = (V, E )  é um caminho entre 

dois vértices de G que passa por todos os outros vértice de G. O problema 

CAMINHO HAMILTONIANO é o mesmo que CIRCUITO HAMILTONIANO a menos 

da necessidade da existência de uma aresta entre o primeii-o e o último vértice 

do caminho. A versão decisão, deste problema, é definida como segue: 

Problema:  CAMINHO HAMILTONIANO 

Instância: Grafo G = (V, E) .  

Questão : G contém um caminho hamiltoniano? 

Assim como CIRCUITO HAMILTONIANO, este problema foi amplamente 

estudado e também é NP-Completo para o caso de G ser um grafo arbitrário 

[17]. Em geral, o problema CAMINHO HAMILTONIANO é respectivamente NP- 
Completo e polinomial, para as mesmas classes de grafos que CIRCUITO HA- 

MILTONIANO o é. Este fato é devido a que na  maioria das vezes as trans- 

formações polinomiais para CAMINHO HAMILTONIANO são basicamente as 

mesmas encontradas para CIRCUITO HAMILTONIANO, acrescidas de modi- 

ficações triviais. 

Bertossi e Bonuccelli também trataram deste problema quando restrito a 

classe UV e apresentamos a seguir as modificações sugeridas por eles em [4]. 

Teorema 6.3 (Ber t  ossi e Bonuccelli, 1986) CAMINHO HAMILTONIANO 

para gi-afos UV é NP-Completo. 

Prova: 

A transformação, como no caso do CIRCUITO HAMILTONIANO (t eorema 

6.1), é feita a partir do problema CIRCUITO HAMILTONIANO restrito a um 

grafo bipartido com grau máximo 3. A construção da árvore característica 

T, é feita como no teorema 6.1, com as seguintes modificações: T terá dois 

vértices a mais: Si = {w, sl) e S2 = {xl,s2). O novo elemento, w, também 

estará no clique a que x1 pertence, isto é, I q .  Os dois novos cliques são 

adjacentes a I(,". 

Obviamente Si e S2 também são cliques maximais em G e os novos ca- 

minhos são obtidos do seguinte modo: os vértices s l  e s2 induzem caminhos 



Figura 6.4: A árvore característica T ,  do grafo U V ,  G,  obtida do grafo bipar- 
tido B ,  para CAMINHO HAMILTONIANO. 

triviais e os vértices w e x1 induzem os caminhos ( I - : ,  Si)  e ( I - ; ,  S2 ) ,  respec- 

tivamente. 

É claro que esta árvore pode ser construída em tempo polinomial. 

Devido ao fato de sl e s2 terem grau 1 em G, é fácil ver que em qualquer 

caminho hamiltoniano em G, o primeiro vértice deve ser sl ,  seguido por w, e 

o último vértice deve ser s2, precedido por xl. 
Seja G' o grafo obtido de G retirando-se os vértices sl, s2 e w. Observe 

que G' é o grafo obtido na transformação do teoreina 6.1. 
Seja D um caminho hamiltoniano em G, então D = ( s l ,  w ,  alj)D'(x1, s2) ,  

onde D' é um caminho hamiltoniano em C=/. Como xlalj é uma aresta de 

G', D1(xl ,  ali) é um circuito hamiltoniano em G' e, como foi demonstrado no 

teorema 6.1, existe um circuito hamiltoniano em B .  
Seja C um circuito hamiltoniano em B. Pela demonstração do teo- 

rema 6.1, existe um circuito hamiltoniano D em G'. Seja xlalj uma aresta 

de D. O caminho D - xlalj é um caminho hamiltoniano em G'. Logo, 

( s2 ,x l )D(al j ,  w, s l )  é um caminho hamiltoniano em G. 

Teorema 6.4 CAMINHO HAMILTONIANO para grafos DV 6 NP-Completo. 

Prova: 

Considerando a árvore orientada T ,  obtida na demonstração do teorema 

6.2, a demonstração é a mesma do teorema anterior, bastando orientar as 



Figura 6.5: A árvore característica T, para o grafo DV, G, obtida do grafo 
bipai-tido B, para CAMINHO HAMILTONIANO. 

. 

novas arestas de Si para I<; e de S2 para I<;. 

Uma variante para o problema CAMINHO HAMILTONIANO é a seguinte: 

P rob lema:  CAMINHO HAMILTONIANO ENTRE DOIS VÉRTICES 

Instância: Grafo C: = (V, E) e dois vértices u, v E V. 

Questão: G contém um caminho harniltoniano com início em u e 

término em v? 

Este problema também é NP-Completo no caso geral e, as demonstrações 

de que continua NP-Completo quando restrito a grafos UV ou DV são as mes- 

mas apresentadas para CAMINHO HAMILTONIANO, considerando os vértices 

sl e s2 da transformação como o início e o fim do caminho. Além disso, este 

problema é NP-Completo quando restrito a classes em que CIRCUITO HA- 

MILTONIANO é NP-Completo pois, se existisse um algoritmo polinomial que 

resolvesse CAMINHO HAMILTONIANO ENTRE DOIS VÉRTICES para uma deter- 

minada classe de grafos, a aplicação deste algoritmo a cada aresta do grafo 

forneceria u m  algoritmo polinomia1 para resolver CIRCUITO HAMILTONIANO 

restrito a esta classe de grafos. 





Capítulo 7 

O Problema do Isomorfismo de 
Grafos 

Dois grafos G = (V, E) e H = (W,F) são isomorfos se, e somente se, 

existe uma bijeção 4, de V em W, tal que vw é uma aresta de E se e somente 

se d(v)d(w) for uma aresta de F. Tal bijeção é chamada um isomorfismo de 

G em H. 
O Problema do isomorfismo de grafos, versão decisão, pode ser apresen- 

tado do seguinte modo: 

Problema: ISOMORFISMO 

Instância: Dois grafos G = (V, E) e H = (W, F) 
Questão: G e H são isomomorfos? 

Até hoje, nenhum algoritmo de tempo polinornial para resolver ISOMOR- 

FISMO foi encontrado e nem se sabe se o problema é NP-Completo. Há pelo 

menos alguma evidência teórica de que ISOMORFISMO não é NP-Completo 

pois, se fosse, a hierarquia polinomial de Meyer-Stocltmeyer colapsaria a seu 

segundo nível 1431. 

Os estudos de restrições e generalizações de ISOMORFISMO resultaram em 

uma classe de problemas que são "tão clifíceis de resolver" quanto o problema 

de isomorfismo para grafos arbitrários. Estes problemas, polinornialmente 

equivalentes a ISOMORFISMO, são chamados, por analogia a NP-Completo, 

de Isomorfismo-Completo ou simplesmente, I-completo 1171. 

Uma motivação p u a  mostrar que um problema é I-Completo é que a 

descoberta de um algoritmo polinornial para algum problema nesta classe 

resulta na existência de um algoritmo polinomial p u a  cada problema da 

classe. E, mos t ra  que um problema nesta classe é NP-Completo, resulta em 

todos os problemas I-Coinpleto serem NP-Completo. 



Seja Ç a classe de todos os grafos e C uma subclasse própria de 6. Para 

mostrarmos que decidir se existe um isomorfismo entre dois grafos de C é tão 

difícil quanto decidir se existe u m  isomorfismo entre dois grafos arbitrários de 

6, devemos mostrar que existe uma transformação T de Ç em C, que satisfaz 

as seguintes propriedades: 

1. T(G) E C,  para todo G E Ç; 

2. T(G) e T(H)  são isomorfos se e somente se G e H o são; 

3. T(G) pode ser computada em tempo polinomial na ordem de G. 

Tais tranformações são conhecidas para muitas classes de grafos tais como: 

bipartidos, compxabilidade, regulares (todos os vértices têm o mesmo grau), 

eulerianos (todos os vértices têm grau par), hamiltonianos e muitas outras. 

Booth e Colbourn [6] apresentam mais de vinte classes de grafos para as quais 

existem tais transformações. 

Para árvores, grafos planares, grade, permutação, RDV, de intervalo e 

outros, existem algoritmos polinorniais que constroem o isomorfismo, quando 

ele existir [17,29,30,34,15]. 

Vamos apresentar aqui a transformação para grafos UV, devida a Booth 

[6]. Reproduzimos ainda, em linhas gerais, o algoritmo polinomial apresen- 

tado por Paul Dietz [15] que encontra o isomorfismo, se existir, entre grafos 

RDV e o algoritmo de Booth e Lueker [34] para ISOMORFISMO restrito a 

grafos de intervalo. 

Para grafos DV o problema ISOMORFISMO continua em aberto. 

7.1 ISOMORFISMO para grafos UV 

Seja G = (V, E) um grafo, com VG = {vi,. . . ,v,) e EG = {el,. . . , e,). O 
grafo subdivisão de G, denotado S(G), é obtido pela subdivisão de cada aresta 

de G por um novo vértice. Então VS(~)  = {vl, . . . , V,, V,,, . . . , vem) e EqG) = 

{e;, e:, . . . , em, em), onde e: e e: são as arestas obtidas pela subdivisão da 

aresta e; pelo vértice vei. Chamaremos os vértices v;, 1 5 i 5 n de originais 

e os vértices v,, ,1 5 j 5 m de novos. 

Conectando os vértices novos de S(G), dois a dois, obtem-se o grafo 

US(G). 

Lema 7.1 O grafo US(G) é UV, para todo grafo G. 



Figura 7.1: Exemplo da transformação U S  

Figura 7.2: Um grafo US(G) degenerado 

Prova: 

Observando os cliques maximais de US(G), notamos que os vértices novos 

formam um clique maximal dominante, quando m > 2, e que cada vértice 

original, junto com os vértices novos adjacentes a ele, formam um clique 

maximal. A árvore característica T de US(G) será uma n-estrela tendo no 

centro o clique formado pelos vértices novos e cujas folhas são os n cliques, 

cada um contendo um vértice original. 

Cada vértice vi está em um único clique maxiinal de US(G), que é uma 

folha em T. Cada vértice v,, está em três cliques maximais de US(G), a 

saber, no centro de T e nas folhas onde estão os extremos, em G, de e j .  Logo, 

cada vértice de US(G) induz um carninlio em T. 
A figura 7.2 mostra um exemplo em que G tem &as arestas e o clique 

formado pelos vértices novos, não é maximal. Nos casos em que m 5 2, 

a árvore T nem sempre se comporta como na descrição acima, mas é fácil 

verificar que US(G) também é UV. 

Teorema 7.1 (Booth, 1976) ISQMQRFISMQ para grafos U V  é I-Completo. 

Prova: 



Dados dois grafos G e H, basta considerar a transformação US, que 

claramente pode ser computada em tempo polinomial, na ordem de G. 

Resta mostrar que G e H são isomorfos se e somente se US(G) e US(H) 

o são. 

(3) Seja # : VG -+ VH um isomorfismo. Um isomorfismo $ de US(G) em 

US(H) é definido da  seguinte maneira: 

Se v é vértice original, $(v) = $(v); 

Se v é vértice novo, sejam v; e vj os dois vértices originais adjacentes a v 

em G, $(v) será igual ao vértice novo, adjacente aos vértices originais #(v;) 

e #(vj) em H .  

(e) Seja $ : VUS(G) -+ VUS(H) um isomorfismo. A restriqão de $ aos vértices 

originais em US(G) fornece um isomorfismo de G em H. 

0 fato de que ISOMORFISMO para grafos cordais também é I-Completo 

é uma conseqüência do Teorema 7.1 e do fato de todo grafo UV ser cordal. 

Uma transformação polinornial para este caso pode ser encontrada em [6] ou 

[341 

7.2 ISOMORFISMO para grafos RDV 

Paul Dietz, em sua tese de doutorado, de 1984, deu um algoritmo poli- 

nomial (mas não linear) para decidir se dois hipergrafos RDV são isomorfos. 

Como dois grafos RDV são isomorfos se, e somente se, os duais de seus hi- 

pergrafos clique são isomorfos, o algoritmo permite decidir rapidamente se 

dois grafos RDV são isomorfos (usando o fato que o hipergrafo clique de um 

grafo cordal pode ser encontrado em tempo linear com o algoritmo de Rose- 

Tarjan-Luelter). Os algoritmos por ele apresentados usam uma variante do 

algoritmo para isomorfismo de árvores P Q  de Lueker e Booth, que por sua 

vez é baseado no algoritmo clássico, de tempo polinomial, para isomorfismo 

de árvores. 

7.3 ISOMORFISMO para grafos de intervalo 

Lueler e Booth [34], em 1979, mostraram que para grafos de intervalo, 

ISOMORFISMO pode ser decidido em tempo O ( m  + n). Primeiro, constrói-se 

uma árvore PQ para cada grafo, depois atribui-se rótulos para as árvores, 

de maneira que as árvores rotuladas representem os grafos a menos de iso- 

morfismo e, então compara-se as árvores usando uma versão modificada do 

algoritmo de isomorfismo para árvores. 
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Figura 7.3: Complexidade do ISOMORFISMO 

A figura 7.3 mostra o estado atual do problema. 





Capítulo 8 

Conclusão 

Neste capítulo, revisamos os problemas em aberto citados no decorrer do 

texto como forma de sugerir direções para pesquisas futiiras no assunto. 

Em primeiro lugar, quanto a caracterizações de grafos de caminho, se- 

ria interessante determinar uma estrutura que acarretasse em um algoritmo 

para o reconhecimento destas classes de grafos, de complexidade linear no 

tamanho do grafo. Há necessidade também de encontrar um algoritmo de 

reconhecimento excliisivo para grafos DV que construísse uma árvore carac- 

terística para o grafo. A existência deste algoritmo facilitaria o tratamento de 

problemas restritos a esta classe de grafos. Seria ainda interessante melhorar 

o algoritmo que constrói uma árvore característica para grafos UV ou RDV, 

de forma a diminuir sua complexidade. 

Uma outra possibilidade, agora para o estudo teórico da classe dos gra- 

fos de caminho é determinar como estas classes se relacionam com outras 

classes de grafos tais como, grafos de comparabilidade, grafos split , grafos 

arco-circulares, grafos de permutação, et c. 

Quanto aos problemas tratados neste trabalho, nem CONJUNTO DOMI- 

NANTE MÍNIMO nem ISOMORFISMO para grafos DV foram até o momento, 

resolvidos. Aliás, existe um único trabalho que trata de um problema exclu- 

sivo para grafos DV, que é o de Narasimhan sobre CIRCUITO HAMILTONIANO. 

O problema CIRCUITO HAMILTONIANO por sua vez, não está resolvido para 

grafos RDV. Não se conjectwa para nenhum destes três problemas a que 

classe de complexidade cada um pertence. 

A busca de problemas separadores para grafos cordais e UV teve seu fim 
com CLIQUE DOMINANTE MÍNIMO, mas continua em aberto para UV e DV, 

DV e RDV e também para RDV e de intervalo. CIRCUITO HAMILTONIANO é 
candidato para uma das duas Últimas, enquanto que CONJUNTO DOMINANTE 

MÍNIMO o é para uma das duas primeiras. 



Grafos de caminho são um tópico ainda pouco difundido cla teoria dos 

grafos. Como observamos acima, existem várias possibilidades para comple- 

mentação deste estudo. Esperamos que o leitor, após o estudo deste texto 

sinta-se motivado a prosseguir na investigação de resultados ainda não esta- 

belecidos para estas classes cle grafos. 
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