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O es tudo  dos g r a f o s  p e r f e i t o s ,  g r a f o s  c u j o s  subgraf o s  

induzidos possum número cromCrtica e tamanho de  d i q u e  m&xima i g u a i s ,  

necessar  i arnente deve i nc l  u i  r e s tudos  s o b r e  mui tas subçl. a s s e s  

i mpor t a n t e s  : gr  a f  o s  d e  compar ab i  l i dade, gr a f s s  Lr i a n g d  ar i rados  , 

g r a f o s  de  permutação, " threshold  graphs" e g r a f o s  de  i n t e r v a l o ,  para  

c i  t a r  apenas a1 gumas . 
O o b j e t i v o  d e s t a  diççertac$io & f a z e r  uma resenha,  tão 

completa quanto possd ve l  , de  uma d e s t a s  subc lá s ses  , o s  chamados graf os 

de i n t e r v a l o ,  g raf  o s  isornorf o s  a um conjunto de i n t e r  vai  os. 

E s t e  t r a b a l h o  se d i v i d e  essencia1mente e m  t r&s p a r t e s .  A 

p r imei ra  p a r t e  se dedica  a co3.et.ar as c a r a c t e r i a a g 8 e s  m a i s  

importantes  e d t e i s  C de um ponto de  v i s t a  a lgo r í tmico  3 dos g r a f o s  de  

i n t s r v a l  o C Capí t u 1  o 2 3 e dos graf  os de i n d i f e r e n ç a  C Capi tu1  o 3 3 , 

uma conhecida s u b c l a s s e  dos g r a f a s  de  i n t e r v a l o  na. qual o s  

g r a f o s  podem ser represenLados por modelos onde todos  o s  i n t e r v a l o s  t B m  
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o mesmo comprimento. 

A segunda parte t r a t a  de problemas em teoria  dos grafos 

res t r i tos  ao caso dos grafos de intervalo: Reconhecimento e Isomorfismo 

C Capí t u 1  o 4 3 , Con j unto Independente Máxi mo, Cobertura Mínima por 

Cl i ques , Colar ação bii ni ma, Caminho H a m i  1 toni ano, C i  r cui t o  HamE 1 toni ano, 

Conjunto Dominante Minimo, entre outros C Capítulo 5 3 .  0s algoritmos 

propostos para a solução destes e de outros problemas, como & lbgico, 

fazem 1 argo uso das caracterizações previamente descri tas e de 

propriedades matemAticas af ins  sakisf ei t a s  pela estrutura dos graf os de 

intervalo. EsLas çaracteri zaçBes e progri edades permi tem-nos reduzi r a 

complexidade de tempo requerido. para a s o l u ~ ã o  de problemas que, para 

graf'os em geral,  exigem complexidades maiores - muitos deles 

NP-compl d o s .  

F i  na1 menke, a terceira  parte contem alguns topicos 

rel  açi onados com o estudo dos graf os perfeitos: o nfxmero de i nler val o, 

o "i nterval count" , h i  pergraf os de intervalo, graf os de i ntersecção e 

di gr af os de i nler val o. 



I n t e r  val G r  aphs : Char a c t e r  i z a t i  ons , Probl e m s  and iP*F gor i thms 

FAbio P r o t t i  

Thesi s Super vi sor  : Jayrne Lui z Szwar cf i ter 

Department: Computer Sysk.ems Engineering 

The s tudy  of i n t e r v a l  graphs graphs whose indrsced subgraphs 

have chrornatic number equal t o  t h e  s i z e  of a mximum d i q u e ,  inc iudes  

n e c e s s a r i l y  ç tud ieç  on many important subclassos  of them : 

comparabi i l t y  graphç , t r  i angwl a t e d  graphs , permutati on gr aphs , 

threshold  graphç, and i n t e r v a l  graphç, t o  name j u s t  a f e w .  

The purpose of t h i ç  d i s s e r t a t í s n  is t o  present  a survey,  as 

comp1et.e as poss ib le ,  on ane of t h e s e  classesl t h e  so c a l l e d  i n t e r v a l  

graphs,  graphs t h a t  a r e  isomorphic t o  a set of i n t e r v a l s .  

This work is e s s e n t i a l l y  divided i n  t h r e e  p a r t s .  The f i r s t  is 

devoted ts c u l l e c t i n g  t h e  m c l s t  important and useful  C from an 

a lgor i thmic  poin t  of view 3 e h a r a c t e r i z a t i a n s  of i r r terval  graphs 

C Chapter 2 3 and i n d i f f e r e n c e  graphs C Chapter 3 4 ,  a well-known 

subclass úf i n t e r v a l  graphs i n  wki9ci-1 graphs can be represented  by 

m o d e k ç  where a11 Lhe i n t e r v a l s  have t h e  s a m e  l ength .  

The seçond p a r t  d e a l t h s  with prubiams i n  graph theory  

vi i 



r e s t r i c t e d  t o  Lhe case of i n t e r v a l  graphs:  Recogni t i o n  and Isomcirphism 

C Chapter 4 3 , Maxi mum I ndependent. Set , M i  n i  mum C1 i que Cover , Ui n i  mum 

Col orP ng, H a r n l l  t o n l  an Pa th ,  H a m i  l t o n i  an  C i  r c u i  t , M n i  mum h m i  n a t i  ng 

Sek, and a t h e r s  C Chapter 5 9 .  Tke a lgo r i t hms  t h a t  have been prrsposed 

f o r  Lhe so luck ion  of t h e s e  and o t h e r  problems, of ccuurse, m a k e  heavy 

u s e  of e c h a r a c t e r i  z a t i  ons  prev ious l  y describwd and r e l  a t e d  

mathematical p r o p e r t i e s  satisf i e d  by I h e  s t r u c t u r e  of i n t e r v a l  graphs .  

These c h a r a c t e r i z a t i o n s  and p r o p e r t i e s  a l l o w  r r s  L0 reduce  t h e  t i m e  

complexi ty  r e q u i r e d  t o  s o l v e  prablems t h a t  f o r  graphs  i n  gene ra l  

r e q u i r e  l a r g e r  t i m e  complex i t i e s  - mny of them NP-complete. 

F i n a l l y ,  t h e  t h í r d  p a r t  incl t rdeç s o m e  t o p i ç s  r e l a t a d  t o  t h e  

s t u d y  of S n t e r v a l  gr  aphs: Lhe "i rrLerva1 number 'L khe "i nkerval  ccmnt-*' % 

i n t e r  va l  hyper gr aphs  , i n t e r  s e c k i  on gr aphs  , and i n t e r  va l  d i  g r  aphs. 

v i i i  
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Claude Berge, no i n i c i o  da drScada de â0, d e f i n i u  a c l a s s e  dos 

"gr af os  per f ei t o s  " , graf  o s  cu j o s  subgrafos i nduzi dos t ê m  nbmero 

cromático e tamanho de  c l i q u e  m%xima i g u a i s .  Ap&s s e u  surgirnento, se 

multiplicaram o s  t r aba lhos  sobre  eles, e hoje  se conhece muitas classes 

e sub-classes  de gra fos  i n c l u í d a s  na dos p e r f e i t o s ,  ta is  corno o s  de  

compar abi  1 i dada, o s  t r  i angul ar i zadoi; , s de  per mutaçXrs e OS de  

i n t e r v d o .  

Uma l i n h a  de  pesquisa no es tudo dos graf  os p e r f e i t o s  L e m  s i d o  

ai de prczcurar propriedades m a t e d t i  c a s  e a1 gor í  t m i  c a s  de  ta is  c1 asses, 

resul tando da í  exLensa li ter a t u r a .  A s  pesquisas  não r a r o  s30 motivadas 

pe la  sua  apl  i cabi  1 i dade e m  probl emas r eai s: si ncr oni zaçQZa d e  pr ociessas 

para1 el o s ,  oti m i z a ~ ã o  de eçpaqo de  memdri a ,  seqaenci amento de t a r e f a s ,  

" s o r t i n g ' b  anA1ise de  es t rukuras  gen&ticas ,  para  c i t a r  alguns.  

Uma praocupaçSo cons tan te  nas inves'tiga@õças & a de  reduzi r  a 

complexidade de  c e r t o s  problemas, p o i s  alguns d d e s  - NP-completrns no 

caso  ger al  - tornam-se t r a t d v e i  s quando r estri tas aos  graf  o s  p e r f e i t o s  

ou a algumas de  suas ~ u b - ~ l a s s e s .  O C & ~ C U ~ Q  do nt3mfvr0 c r o m A t i c ~ ,  p. ex. , 

pode ser f e i t o  e m  tempo polinomial para graf  o s  perf eitcrs ; o problema 

de  encontrar  u m  c i  cl o hamil tona ano, embora per maneça NP-conipl e t o  

r e s t r i t o  aos g ra fos  p e r f e i t o s ,  pode ser reso lv ido  e m  tempo polinomial 

para o s  graf  o s  de  i n t e r v a l o .  



N e s t a  d i s s e r t a ç ã o  trataremos de  uma dessas  sub-c1 asses das  

g ra fos  pe r fe i  t o s ,  o s  GRkFQS DE INTERVALO. Hajkis estudou-os p e l a  

pr imeira  vez e m  10E37, considerando o problema de,  dado um gra fo ,  saber  

se O possi*gel associar a cada v&ltice um i n h r v a l o  sobre  uma r e t a  de 

modo que d o i s  viert ices estso conectados por aresta se e somente se os 

carrespondenkes i n t e r v a l o s  associados se interceptam. O s  g ra fos  de  

i n t e r v a l o  e s t ã o ,  a s s i m ,  i n s e r i d o s  no contexbo m a i s  ge ra l  doi; g ra fos  de 

i ntsrsecc$o, c o n s t i t u i  nda-se num d e n t r e  o s  exempl oç m a i s  c1 A s ç i  cos 

d e s t e  ampl o par adi  gma. 

M a i s  t a r d e ,  Gilmore e Hoffman mostraram que os gra fos  de  

i n t e r v a l o  s ã o  o s  graf  o s  t r  i angular i zados cu j o s  campl ementos são gr  af o s  

de  comparabilidade, o que & erma caracterisíac$b b a s t a n t e  f o r t a  a que 

proporcionou a descober t a  de  mui tas gr opr i edades i ntmr e s s a n t e s  , L a l  

como a '"propriedade dos 1 ' s consecut i  vos para c a l  unas", proveniente  de  

uma formulação mcitricial dos r e s u l t a d o s  de G i l m a r e  e Hoffman. OrItro 

f r u t o  Q um algori tmo l i n e a r  de reconhecimento de  g ra fos  de i n t e r v a l o  

por Booth e Lueker . 

r par t e  dos problemas c1 Qssi cos conheci dos e m  os 

podem ser reso lv idos  e m  tempo polinapni a1 para graf  o s  de  i n t e r v a l o ,  t a i s  

como CONJUNTO ESTAVEL W I M O ,  CLIQUE I Mi-IMERO IC=ROM%TX&O cca 

CI RCWI TO H M  LTBNI AMO, e n t r e  out ros .  bil guns a i  nda e s t ã o  apar enkemente 

e m  abe r to ,  como CORTE PONTSERjnJ3aO DE I?LRESAS W I M O  e TNICTICE CROmTICB. 

NCio se conhece nenhum problema NP-completo para  g ra fos  de  inbervalo ;  

reçka uma poss ib i l idade  para o s  d d s  ii4timos c i t a d o s ,  embora pareça 

m a i s  provAve1 que eles tamb&m nCio a s e j a m .  



O objetivo desta disserta$Xo 9 procurar coletar e organizar o 

materi a1 existente sobre os graf os de i nterlral o, c1 assi  f i cando-o de 

,reaneira a f a c i l i t a r  a consu lb  sobre o tema. Houve u m  esforço de 

sistemati zação s uniformização de dif erontes notações, especi a1 mtanto no 

tocante A f ormulaçSo das caracteriraç8es e sua conseqiiente apl icaçsjlo 

nos algori tmos que delas s e  servem. Quando julgamos oportuno para uma 

mai or c1 areza e f l uênci a da exposi~Zo, fornecemos demonstraçE5es 

a l  ternat i  vas das resul tados e comentár i os que pr ocrxrassem r el aci onar 

estes diversos resultados com as idbias geom&tricas subjacentes ca as 

propostas a1 gorS tmicas f d u r a s .  Procuramos tamka&m relacionar os 

pr ubl emas c r i  nda abertos na medi da do possi vel , subsi di os par a u m  

i nf ci  o de investi gac$3o dos mesmos. 

E s t e  trabalho s e  encontra assim estruturado : no primeiro 

capítulo tratamos das definições que serão util izadas ao longo da 

oxposí Ç ~ Q ;  for neçemos tambem uma i ntroduçSo aos graf os de intervalo, 

def i n i  ndo-os e descrevendo al gumas de suas apl i cações. 

Na C a p i  tu1 e 2 tratamos das diversas caracteri  zaç24es dos 

graf os de intervalo. 

O Capítulo 3 Q dedicado ao estudo de uma sub-classe 

muito importante dos grafas de intervalo, as  GRAEOS DE PNDIFERENÇA. 

Seguindo a miátodo do Gapf tu lo  2 procuramos enfocar sobretudo as 

diversas caracterizações existentes para es ta  sub-cl asse. 

No C a p i  t u 1  o 4 descr evemos m i  nuci osamente a1 gor i &mas l i near es 



de reconhecimento e ve r i f i caqão  de  bsamcrfismo para  g ra fos  de 

i n t e r v a l o .  0s algori tmos são da a u t o r i a  de  Eooth e Lueker. 

No c a p i t u l o  5 procuramos l o c a l i z a r  o s  g ra fos  de  i n t e r v a l o  no 

universo das g ra fos  p e r f e i t o s  e es tudar  como se comportam alguns 

problemas conhecidos e m  t e o r i a  dos g ra fos  quando restritos à c l a s s e  

dos g ra fos  de  i n t e r v a l o ;  Lraitamos dos "quatro problemas clAssicos" em 

gra fos  p e r f e i t o s  C CLIQUE MJXLMA,  CONJWTO ESTAWL MAXIMOI, GOLORAÇXQ 

MTESIl4.A e COBERTURA POR CLIQUES Mf MIMA 3 e de íautros problemas 

C C M  NHQ/CI RCUI 3'0 W M  LTONI ANO3 CQNJW6TO DQMI MNTE 3 . 

O Capítulo i6 i n c l u i  vArios tbp icos  rdacicrnados com o esLudo 

dos g ra fos  de  i n t e r v a l o .  Podemos c i  L a r  o HEYTERVAL COUNT cCG3 - o 

ndrmeso m i  n i  mo possi  vel  dia compri ment,os d i f e r e n t e s  de i n t e r v a l o s  e m  

representaçBes por i n t e r v a l o s  de  um g r a f o  de  i n t e r v a l o  G dado - e o 

NOMERO DE IhITERVLGi i que (assim e define:  representando cada 

v & r t i c e  v de um graf'o G por uma coleçCio de t i n t e r v a l o s  fechados 

f i n i t u s  I z . . .  ?i de t.al moda que d o i s  r & r & i c e s  v e w s;ão 
V , &  v , C 

adjacentes  se e somenLe se algum i n t e r v a l o  I i n t e r c e p t a  algum 
v,i 

i n t e r v a l o  T Y  , iCG3 & o menor i n t e i r o  620 para c a tal 

No dl ti m o  capi  tu1  o apresentamos nossas c o n d  us8es. 



Seguinda a natagzo usual  da  m a t e d t i c a ,  ;.; E 91 i n d i c a  que x & 

um elemento do conjunto  X e k X que A é um subconjunto da  r(: C não 

necessa r i  arnente p rdp r i  e 3 .  A ç a r d i  na1 i dade ou tamanho da  X 4 denotada 

par 1x1. Para  subconjuntos  A e B de X, as nokagões A n B, A V B e A - E 

denotam as operargões u s u a i s  d e  i n t e r s e c g ã o ,  união e subtraç3.o de  

conjuntos .  mando  A e IB sã0 s ~ l b c a ~ l j u n t o s  d i ç j u n t a s ,  f requentemente  se 

denota  a união e n t r e  eles com u m  s i n a l  de  ad ição  : C = A + Bi i n d i c a  que 

A n B = 0 e C = k U B, onde B d o conjunko vazio.  

UA coloção Y X. 
i 3 i . = ~  

de subconjirntos da u m  con jun to  X c5 

urna p a r t i ç ã o  d e  X se Lf X "  = X e X. ri X = Q para  i , j  E I C i # j 31 .  
i . d  

L i 

Uma relaçzo b i n k r i a  R s o b r e  u m  conjun.ico X & um subconjunto d e  

X x X ,  e pode s a t i s f  aze r  uma ou mais das  s e g u i n t e s  propr iedades:  

. anti-sim&.krica : Cx,x9 3 R R Cx7 n x 3  ã R . para  x # x' ; 

. r e f l e x i v a  : Cx,x4 E R, V x 1~ X ;  

. i r r e f l e x i v a  : C x , d  6 R, Y x G X;  

. transâibiva: Cx,y2 E R ,  Cy,z3 E R + Cx,z3 il R;  



L r  a n s i  ti vzr ; 6 uma w-de~n par ci  a1 se B t r  a n s i  L i  va ; t+ uma ordem par  ci al 

estrita se & t r a n s i L i v a  e i r r e f l e x i v a  C e, por t an to ,  antí-sinirS.trír=a 3 ;  

Um g r a f o  G = ÇV,E> c o n s i s t e  num con jun to  f i n i t o  'd e numa 

r e l açZo  bkzlncsjlria E Ci V x V. Pdemcm 'nos r e f e r i r  a um gs-afo t a r n b 6 m  com 

digrafo ou  grafo dírércionado. V chamado conjzrnt.o de v&rt.ices e E 

c o n j  un to  de ar estas ou ar estas or í e n t a d a s  ou ar estas d i  r %i onadas. 

o longo  do t e x t o ,  a rel.ãqã;D b i n á r i a  E ser$ usualms1ik.e 

aresba da forma Cv,*rr3i será chamada ' ' l~i~p' ' .  

que a aresta vw i n c i d e  sobre o v&rtice w e que w conec ta  cs 7rr6rt.icccilç v 

e que  v S o i n í c i o  e slir c5 o tt5.rmino da  aresta 5 .  Mgumas vezes, 

u t i l i z a r e m o s  u m  letra mínfiscula para des ignar  uma aresta C p. ex. , e = 



D i r e n m s  que um g r a f o  G .E. vaz io  se VG = 8. bnotaremcxs o g r a f o  

vazio gcrr 8, c o m o  par a cm f untos. 

Di r e m -  que uni grafo G est& c o n t i d o  em um graf o H, fat.0 que 

 denotarem^ p r  G S H, se VG 4 W s EG 5 EM. A9. t e r n a t i  sramentw, d i  r e m o s  

Um y ~ - a f o  G ser6 w n  suhgrafo  d e  H se G 5 H;. n e s s e  caso, 

dir-anos al t e r n a t i  vamente que H & um sugergraf  o d e  G. O graf o Ei ser i5 um 

swbgrafcl induzido  d e  H se, a l g m  d i s s o ,  vaie: vw E EH e v , w  E VG =, 

está con t ido  e m  G 3 se -F E VG, e que G contgm v. De maneira semdhan%e: 

S i 3  diremos que uma a r e s t a  vw per t ence  a G C ou est.6 conLi.da em G 3 se 

vw E EG, e que G cont&~n -w; 

Ci iã  diremos que um conjunto  Y d e  rrCr t.ices C ou arestas 3, est6 c í ~ n t i  d o  

em G se Y S VG C ' r 's  EG 3 ,  e que G cont&m Y. 

Definimos o tamanho d e  um y r a f o  G C O J ~  a soma IVGI + IEGI. 

D i r e m o s  que os v g r t i c e s  v e w são adfactrnles ou viziníxxs se 

m E EG. Denotaremos por kd jf v3 f ou ccinj un to  d e  ad jac&nci a d o  -&r ti ce 

Seja X !Z VG. Definimos AdjCX3 = U AdJÇu3, e VCX3 = U Wu3. 
uçx UEX 

denutarcrmcs por Adj C X 3  como o confunto  d e  vCr t i ces  a d j a c e n t e s  a X 
H 

AdjyCX3,  onde Y c5 um conjunto  qualquer d e  v&-Licerr;. 

A s s i m  com d e f i n i  m a s  -&r ti ces ad jacen'ces , d d i  n i  m o s  ar estas 

adjacenkes;  duas  arestas que  compartilham uni m e s m o  ponko extremo. 



bis grafos G e H sXo isomorfos C G 2 H ? se existe uma 

bi jeção E: TdG + W que satisfaz: 

xy ç EG e+ fCx?rfCy?r E EH, 1J x,y E YG. 

Em yarticcrlar, G e H SZQ iguais se VG = VH e EG = EH. 

Dado um szrbconjzrntrs X 5 VG, definimos o subgrafo induzido por 

X: - X=CX,E 7 ,  ande E = < vw E E(Z f v CE X e w CE X 3 .  x- X 

Sejam G G H ffrafos, X 4 VG, W <C EG. Definimos: 

G - H como o grafo G va-v= r 

r G - X como o grafo G 
Ya-X 

s G - W como o grafo cwn conjunto de ~5rLíces VG e conjunto 

de arestas EG - W. 

Sejam G ' e  Gi'ssbgrafos de um grafo G e X 5 VG. Defínímos: 

Seja G um grafo. O grafo G-' S o grafo com conjunto de 

e anti -Lr ansí Li vo se EG á uma r el ag3o anti -'LI- ansi ti va. 

Dado um grafo G qualquer, o fecho t r ans i l iw  de G 6 o grafo 



com con f un to  de -&r ti ces VG e con j un to  d e  ar estas E tal que 

Um g ra f  o G 6 chamado nZo d i  reci onado se EG = CEG~-', i s to  6, 

se EG = EG; ou a inda ,  se EG R uma r e l a q ã o  s i & L r í c a .  U t i l i z a r e m E X s ,  a 

nomencl a t u r  a a r  esta nZo d l  r eci onada par a i ndi car um cw.1 j un to  
- - 

<vw, w1r3 t EG, que ser& denot-ado por C ou imr 3 .  Escre"\r~~remos E EG 

S e j a m  G = CV,E3 g r a f o  n2ío d i r ec ionado  e H = CV,T) g r a f o  

ar-ientado. Se T + ri = E, dizemos que G B g r a f o  strfijacente d e  H e T 

GT. P ser& uma orientaçcn'o Cant i -3 t rans i  t i v a  se (ST B g r a f o  

C aiiti -3 L I - ã n s i  ti y.0; n e s s e  caso ,  G 6 chamado g r a f o  d e  - 

Seja G um gra f  o não direcionado.  Definimos o complc31mmt.a G~ 

de G com o g r a f o  com conjunto  de  T&rtices VG e con jun to  d e  arestas E 

tal que  E = < Cw,w3 E VG x VG f v w e Tw 1 EG 3. O complement-o d e  u m  

gra f  o de c c r a l o i  l i dado Q chamado graf  o de c o - c o m p a r  abi l i dado. 

U m  d e f i n i ~ c i o  impor tan te  6 a definiq'Siu d e  grau.  Dado um g ra f  o 

G qua lquer ,  o g r a u  d e  sai da C d e  um -&rbice v d e  G rl i yual a 



se$-& denotado pclr K . 
h 

Seja X crm çcrbconjwnto dos v&-ticea d e  um g r a f o  G. X i0i um 

conjunto  completo d e  v & r t i c e s  ou uma d i q u e  se X d conpleto. Uma 

c l i q u e  X rl d i t a  maxi m a l  se nYo h& no graf o nenhuma o u t r a  c l i  que que 

contenha propriamente a X. Alguns a u t o r e s  f a z e m  uso for te d o  t e r m o  

c1 i que, designando por el e sempre uma c1 i que m a . d  i n a l .  

Sendo 95 VG, G grafo, diremos q~re X rá Gm conjunto  est.&?r~.l ou 

independente se EG = 8. 
X 

Dado um g r a f o  G, uma cade ia  e m  G C ou d e  G 3 d um subgra fo  de 

G t a i s  qrre e. = v.~. ou e. = v. 'ir a 0 5 i 4 1-1. Dize~rros que o 
E. L ‘L+& E. %+i s 

caso degenerado , car acter i za uma 

cade i  a vazi a, F O caso l = O uma cadei  a t r  i -vi al . 
Um passeia F" em G 6 uma cade ia  onde cada aresta e. .FS da i'urma 

s 

v e v e s t Z a c u n s t a d o s  por P3, e que as d r t i c e s  I~...,v C se 
O t t-l 

Um c i r c u i t o  B um p a s s e i o  ande T ~ o  = v 
I' 

Um c i c l o  €5 um c i r c u i t o  onde os v&tices não se repetem C A 

Uma corda réi. rrmã aresta que une d o i s  v & r t l c e s  não consecut iTms 

Um c i  clo induzido  C ou sem co~-ifíns 3 com n d r t i c e s  6 um ciclo 



w v . . . v v para  o qwaf nZo exi skem cordas ,  e ser d denotado por C . 
O í n-í O n 

Analcrgamente, denotaremcts por P o caminho induz ido  c o m  n rrCrtices. 
Ii 

Um gr af o G é conexo se dados doi s -&r ti ces qual squer  v, w d e  

G, e x i s L e  uma c a d e i a  da forma v.. . w em G. Uma componente d e  G .e? um 

subgraf  o cone.xo maxi mal d e  6. 

Um g r a f o  G 4 a c l c k i c o  se nXo cont&~n nenhum ciclo c o m o  

e5 acf cl ico. 

Quando nSo houver m a r g e m  a d U ~ i d a s ,  nos ref esiremos a u~n 

g r a f o  não  d i r ec ionaáo  simplesmente co33io g r a f o ,  e a uma areska nXo 

di r eci onada si mpl esmente como ar esta. 0s ter a i o s  passe i  o e caini  nho, 

al g u n ~ s  -vezes, poderão tamEs&m ser u t i  l i zados d e  manei r a í ndi sti n t a .  

m subgraf  o d e  um graf  o não d i r ec ionado  ser& ustxalmente 

cons i   de^-ado como um gr a f  o nCio d i  r eci onado. 

3 40 GRAFO TRf AHGtlLARf ZADQ G W O  DE INTERVALO, MODELO DE IMERVALOo 

Um v& L í c e  w d e  um g ra f  o 11ão d i r ec ionado  G & s i m p l i c i  a1 se 

AdjCv3 6 unia c l i q u e .  Se, a l & m  do m a i s ,  G - VCv3 & cone=, e n t ã o  r (5. 

f o r  temente si mpl i ci af . 
Um graf  o não d i  reci onado G 6 t r í  anguf ar í zado se t o d o  ci cf o de 

G d e  compri mento a s t r f  tamente m a í  or do  que L r t k  possui  uma corda ,  ou7 

equf val enbemente, se G nZo cont&m wn1 subgraf o induz ido  isomorf o a C 
n 

para 1'1 > 3. Os graf l rs  b r i a n g u a a d  e+..tão es tudados  c o m  profundidade 



Fornecemcls s e m  demmstraqão um l e m a  que nos se r i  fitil 

ad i  an te :  

Lema 3 . 3  Seja G uni g r a f o  

possui doi s v&- ti c e s  si m p l  i ci a 

kr i angul ari zado não compl eto. Então, G 

is não ad jacen tes .  

Um modelo de i n t e r v a l o  M de  Cpai-ai um grafo nClrz d i rec ionado  G 

rC um conjunto  d e  i n t e r v a l o s  fechadas  4 I 3 sobe um conjuntm 
v v E V a 3  

1 i nearmente ordenado C p. ex. , a reta real 3 tal que exi s%e u m  J>i jeqão 

M: VG a < Iy E com a segui  n t e  pr opr i sdade: 

W E e M C V ~  $71 Kkr3 f @ 

C i s to  6, (;ii, i n t e r v a l o s  I = MCv-9 e I = M w 3  se i n t e rcep tam 9. 
v W 

existe apenas r m o t i  rirg d e  s impi i f ica~Cío .  Pode-se mostras c o m  

f a c i l i d a d e  que existe um ~nodelo d e  i n t e r v a l o s  fechados pa ra  G se e 

soment-e se existe um modelo d e  inLerva los  quaisquer para G. 

D i z e m c s  que o i n t e r v a l o  I 6 a i m a g e m  do  -IÉ.rtice 'ir no modelo 
V 

M, au  que v S representado  por I no modelo 14. Alguns aubores  se 
V 

I-ef e r e m  a n ~ r x f e l  QS d e  i n t e r  va1 o c u m ~  "r-epresentaqGes p r  i n%er val  aCs3 do  

g r a f o  €3". 

E claro que nem todo  graf  o não d í r e c i  onado admí te um modelo 

d e  ínLerva lo  para si. Us g r a f o s  que admitirem modelos d e  i n t e r v a l o  

srrrXo chamados GRMOX DE I~J'ERVALQ. Um g r a f o  d e  i n t e r v a l o ,  c o m o  B 

bis i n t e r v a l o s  I e .J d e  um modela M s X o  chanmdos b i s  j u n t a s  

9 o ponto e x t r e m o  esquerda e 9 denatado pcir eCI3, e f;i & o prrntcl e x t r e m o  



d i r e i t o  e B denotado por df I3 . 
Um i n t e r v a l o  I de um modelo M é e x t r e m o  d c  modelo se ou: 

eCI3 I eCJ3, Y J G M C e, nes se  caso, I B o 

i nLerval o e x t r e m o  esquerdo d e  M 3 , ou dC I3 I dC J3 , V J E M C e, n e s s e  

caso ,  I 4 i n t e r v a l o  e x t r e m o  d i r e i t o  d e  M 3 .  

Seja G u m  g r a f o  d e  i n t e r v a l o ,  M u m  modelo de i n t e r v a l o  de G e 

H um subgrafo  induz ido  d e  G. O conjunto  d e  i n t e r v a l o s  MCH3 = 

= f MCv3 I v .(E W 3 4 um submodelo do modelo M. Podemos nos referir 

tamb&m ao conjunto  MCX3, ande X Z VG: MCX3 = MCG 3 .  Dessa forma, d e  
X 

maneira n a t u r a l  , podemos d i  zor  "imagem e m  M d e  um subgraf  o d e  G" , 

"imagem e m  M do u m  caminho d e  G" e L c .  

Apresentaremos som demonstr agião mai s al guns r e s u l  L a d o s  

s imples  que nos serão u t e i  s: 

Lema 1.2 Seja G um g r a f o  d e  i n b e r v a l o r  M um modelo d e  i n t e r v a l o  d e  G 

e v v & r t i c e  for temente  s i m p l i c i a l  d e  G. Então, MCv3 & um i n t e r v a l o  

e x t r e m a  d e  M. 

L e m a  1.4 Se G Q um g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d a  e v v . . . v v  c& um c i r c u i t o  
i 2 k 1 

e m  G com k 2 4, enkão alguma d a s  opções aba ixo  B verdade i ra :  

Ci;) v+ = v ou v* e v 530 v iz inhos ;  
3 3 

Cio;) v = v. cu v e v são v iz inhos  pa ra  algum i E X 4 , .  . . ,k3. 
2 L 2 i 



Antes de passarmos ao tópico seguinte, remetemos o le i tor  a 

Garey e Johnson C19783 para familiarizaqão com a nomenclatura da Teoria 

de Complexidade de Algaritmos. Cremos não ser necessArio para esta 

dissertatão recolocar aqui as definições de 'hlgori tmo", "instâincia", 

"classe 9 ", "'problema MP-completo", "tempo C espago 3. linear", 

"OCfCn.23." etc. 

1.5, ALGUMAS APLãGAÇõES DOS G W O S  DE INTERVALO 

Muitos problemas que envolvem arranjo dos dados numa certa 

ordem particular C p. ex. , cronoldgica 3 podem ser resolvidos com 

auxilio dos chamadas graf as de compatibilidade, dos quais os graf os de 

vértices correspondem aos objetos que serão arranjados, e as arestas 

correspondem Aqueles pares de abJetos que são compativeis de algum 

modo. Embora nem todo grafo de compatibilidade seja u m  grafo de 

intervalo C pais intervalos que não se  interceptam podem algumas vezes 

corresponder a v6rtices adjacentes num graf o de compatibilidade 2 ,  

apresentamos a segui r al  gums apl i caçE5es i nter essantes tanto dos gr af os 

de çampati bi l i dade como dos graf os de i nter val o, pela estr  ei t a  rel açZo 

que existe entre eles. Remetemos o le i tor  a Wilson e Watkins C19901, 

pp. 61 a 6Q, e Golumbic CIQ8011, pp. i81 a 184. 

1.5,1, Psicologia 



No estudo de caracteri stí cas ou a t i  tudes compor tamentai s de 

c r i an~as  , cada uma destas caracteri sti cas/aLi tudes pode exist i  r durante 

u m  certo periodo de tempo e depois desaparecer. A questão é construir 

uma escala de tempo na qual as diversas caracteristicas ocorram em 

or bem cronol dgi ca. Podemos i nvesti gar o probl ema estudando vár i as 

caracterlsti cas presentes num certo ntimero de crianças e observando 

quando duas caracteristicas diferentes estão presentes na mesma 

criança. Analisando as diversas formas nas quais o grafo de 

compatibilidade caracteristicas C v-értices 3 / crianças C arestas 2 

pode ser representado como u m  grãfo de intervalo, podemos ser capazes 

de col ocar as v&- i as car acter i sli cas em ordem cr onob bgi ca. 

Consi der ems u m  sistema de rádio móvel , como por exemplo o 

utilizado pela policia. Cada u m  dos carros de policia mantgm contato 

por meio de u m  rádio que usa u m  canal a parti r de bandas de f requências 

pr 4-determi nadas a1 ocadas A l oca1 i dade onde os carros c i  r cul am. A menos 

que se  possa garantir que as bandas nCio se  interceptam em localidades 

vi zi nhas , podem ecor r er i nter f er &nci as. Como devem, poi s , ser a1 rscadas 

as frequências, de nodo que a cada localidade seja associada uma banda 

de f r eqWnci a relativamente 1 arga ? 

Podemos representar este problema por u m  grafo de 

compatibilidade no qual os vgrtices correspondem A s  localidades e as 

areskas a pares de localidades nffo vizinhas, e analisar as cliques que 

contQm u m  determinado v-értice. Associamos uma banda de frequência a 

cada u m a  destas cliques e representamo-la como u m  intervalo aberto de 



freqtiências sobre a r e t a .  

1.9.3. Sincronizaçãlo de sinais  de trSrsito 

Numa inLersecção de  ruas  ou avenidas, dizemos que do i s  f luxos  

de t r á fego  de ca r ros  sCXo compatfveis se ambos podem f l u i r  ao mesmo 

tempo s e m  col i são .  Representamos esta s i tuaç30 por um gra fo  de  

cornpati b i l idade  no qual os  v&-tices correspondem aos f f uxos de L r  Af ego 

e a s  a r e s t a s  unem pares de  v&r t i ce s  que correspondem a f luxos  

compatíveis. A questão & s incronizar  os  s i n a i s  de t r a n s i t o  de  tal  modo 

que f luxos  não compativeis n$o e s t e j a m  l ibe rados  simultaneamente. 

Evidentemente, procuramos maximizar o número de f l uxos compatf v e i s  e m  

cada i n s t an t e .  

A s o l  uçgo, novamente, & encantrar  , para cada vZ-r t i c e ,  as 

c l iques  C maximais 2 do graf'o de compatibilidade, que correspondem a 

f l uxos mutuamente campati vei s. B p o i  s , bas ta  d iv id i  r o perí odo de tempo 

disponível pe lo  namero de  c l i ques  mximais  e alocar  a cada uma o 

periodo r e s u l t a n t e  da divisão.  

3.5.4. Ecologia 

Para ol estudo das rela$TSes e n t r e  animais, p lan tas  e seus  

m e i  os ,  os  ecbl ogos u t i  l i zam um gr af o d i  r e c i  onado conheci do coma cadeia  

al imentar ,  onde os vbrkices correspondem As esp&çies,  e e x i s t o  uma 

a r e s t a  or ientada  de uma e s p k i e  A para uma espécie  B sempre que A seja 

predadora de B. ã h & m  da m a i s ,  introduzem um graf o não direcionado que 

ind ica  quais  especi es competem por cer  t o  alimento, conheci do como graf o 



d e  competi@o, c u j a s  arestas unem pa res  d e  e sp8c ie s  que compartilham 

uma p resa  comum. 

A maior p a r t e  dos  g r a f o s  de competição que ocorrem na p r % t i c a  

são g r a f o s  d e  i n t e r v a l o .  A representai$Xo por i n t e r v a l o s  t e m  

s i g n i f i c â n c i a  eco ldg ica  no s e n t i d o  de  que i n t e r v a l o s  que se 

i ntorceptam g e r a l  mente correspondem a e s p k i  es que reagem do m e s m o  m o d o  

a f a t o r e s  ambi e n t a i  s par L i  c u l  ares, ta is  como temperatura ,  umidade e 

a l t i t u d e .  

Suponhamos que c ipcZJ  . . . .cr, são campostos químicos que devem 

ser r e f r i g e r a d o s  s o b  condi ç B e s  cuidadosamente moni t a r a d a s .  Se o 

composto c. deve ser mantido a uma temperatura  e n t r e  t. e t: g raus ,  
L i 

quantos  r ef r i gerados es ser ão necessar  i os par a armazenar todos  os 

compostos ? 

Definimos um grafis de i n t e r v a l o  G com vt - r t i ces  cl , .  . . ,cn e 

conectamos d o i s  v&- ti ces sempre que os i n t e r v a l o s  d e  tempera tura  

correspondentes  se in te rcep tem.  P e l a  propr iedade  d e  H e l  P y C Gol umbi c 

E19803, p. 92 2 ,  que t- s a t i s f e i t a  p e l o  conjunto  d e  c l i q u e s  maximais d e  

um g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d o ,  se C ci ,. . . , c i  > & uma c l i q u e  d e  G, enLCio 
1 k 

os i n t e r v a l o s  do conjunto  < [C i  ,tT 1 1 .j = I,. . . ,k 3 terão um ponto d e  
L .  

.i J 

i n t e r secçZo  cemum t. Um r e f r i g e r a d o r  à temperatura  t poder& con te r  os 

compostos c. , . . . , ci . Por t an to ,  uma c o b e r t u r a  mínima d e  G por c l i q u e s  
r k 

m a x i  m a i  s sol uci  ona o pr obl  ema. 



1.5.6. O%imiza.r;30 d e  armazenamento e m  mediria 

Seja X u m  conjrrruto de i t e n s  da dados d i s t i n t o s  C r e g i s t r o s  3 

e seja 9 uma cole$%o de  subconjuntos de  X chamados consultas .  A questão 

R saber se X pode ser armazenado sequencialmente de modo que o s  membros 

de  cada I G 9 sejam armazenados e m  Iocaç8es consecutivas.  Quando este 

t i p o  de  conf iguraçzo de  armazenamento possf vel , o s  r e g i s t r o s  

pertencentes  a qualquer consul ta  podem ser acessados com do i s  

par 3 m e t r  o s  apenas : rim ponteiro-base e um deslocamento. Esta  

possi bi 1 i dade def ine  a "Br opr i edade de  Recuper a ~ ã o  Consecuti va" , que 4 

um desdobramenLo do 'Trobl e m a  Geral de Arranjo Consecuti vo" C Capf t u l  o 

4 3 .  Portanto,  a qzrestCTo pode ser reso lv ida  ef icientemente com o uso de 

"PQ-5rrores" C Capítulo 4 3 1 .  

1.5.7. Arqueologia 

Uti l iza-se  e m  arqueologia 0 termo "seriaçSo" para a 

c l a s s i f i c ação  de um conjunto de  i t e n s  e m  sua ordem cronoldgica prbpria .  

E s t e  problema t e m  muito de comum com os  grafos  de  i n t e r v a l o  e com a 

"propriedade dos 1 's c o n s e c u t i v ~ s "  C Capítulo 2 3 .  

Seja  A um conjunto de a r t e f a t o s  que foram descobertos e m  

vhr ias  tumbas. A cada a r t e f a t o  deve corresponder um i n t e r v a l o  de 

tempo, a p r i o r i  desconhecido, durante o qual o a r t e f a t o  es tava  e m  uso. 

A cada tumba se associa  um ponto no Lempo C tambh desconhecido 3 ,  que 

corresponde ao momento e m  que o conteddo da tumba f o i  ne l a  depasitado. 

O problema é esquematizar o s  relacionamentos temporais e n t r e  o s  

a r t e f a t o s  e os  l o c a i s  onde foram depositados. 



Consideremos a mat r iz  de  i n c i d ê n c i a  M c u j a s  l i n h a s  

representam as tumbas e c u j a s  co lunas  OS a r t e f  akos que e s t ã o  ou não 

p resen tes  e m  determinada tumba. Supondo que uma tumba contgm todos  o s  

membros d e  A e m  uso no momento da  deposií;ão, a matriz M possu i r& a 

pr opr i edade dos 1 * s consecut i  vos par a c01 unas. Cada permutação das  

h i nhas que produz 1' s canseeu t i  vos cor  responde a uma ser i a ~ ã o  acei tbve l  

das  tumbas e d e f i n e  uma possf rel associação d e  i n t e r v a l o s  d e  tempo pa ra  

a. 

Consideremos agora o g r a f o  G c u j o s  v 4 r t i c e s  representam o s  

a r t e f a t o s  e cuJas  arestas conectarn a r t e f  atos encontrados e m  alguma 

Lurnba comum. Supondo que cada par de a r t e f a t o s  c u j o s  i n t e r v a l o s  d e  

uLil izaçSo se in te rceptam devem ser encontrados jun tos  na m e s m a  tumba, 

t e m a s  que G fl um graf  o de i n t e r v a l o  e que qualquer modelo pa ra  G 4 um 

candida to  pa ra  o s  i n t e r v a l o s  d e  u t i l i z a ç ã o  dos a r t e f a t o s  d e  A. 

I. 5.8. Genética 

0s g e n e t i c i s t a s  t ê m  considerado o cromossomo como um a r r a n j o  

l i n e a r  d e  genes,  e 4 n a t u r a l  ques t ionar  se a e s t r u t u r a  f i n a  d e n t r o  do 

yene tãmfsE-m & a r r a n j a d a  d e  maneira l i n e a r .  E s t e  problema B conhecido 

como o "problema d e  Benzer ". In fe l i zmen te ,  esta e s t r u t u r a  é de ta lhada  

demais pa ra  ser observada d i re tamente ,  e somos obrigados a es tuda r  

a1 t e r a ç õ e s  nas  es t ruLuras  dos genes C "mutaç8es" 3 .  

o a n a l i s a r  a e s t r u t u r a  genQt ica  de  um virrrs b a ç t e r i a l  

chamado "phage T4", S e p o u r  Benzer considerou as mutações que se 

produzem quando p a r t e  do gene F9 perdida.  Em p a r t i c u l a r ,  es tudou 

mutac$es nas  g u a i s  o s  segmentos perd idos  se in te rceptam,  e expressou 



s u a s  conclusBes na forma de  uma "matriz de  intersecc;ão" M. Es ta  matr iz  

B a matr iz  de  adjacgncia  de  um g r a f o  de  compatibi l idade G cu jos  

w5rt ices  correspondem a mutações e çujas arestas a pares  de mutações 

CLIJOS segmentos perdidos se interceptam. N e s t e s  termos, o  problema de  

Benzer c o n s i s t e  e m  determinar se M r ep resen ta  o conjunto de  

in te r secç8es  de  u m  c o l e ~ ã o  de  i n t e r v a l o s ,  ou C equivalentemente 3 se G 

B um g r a f o  de  i n t e r v a l o .  D e  f a t o ,  e x i s t e m  modelos de  i n t e r v a l o  para  G. 

Embora o f a t o  de  G ser u m  graf  o de  i n t e r v a l o  nZo provar que a 

e s t r u t u r a  f i n a  den t ro  do gene E- a r ran jada  l inearmente,  esta h ipó tese  

f i c a  bas tan te  f o r t a l e c i d a .  Benzer estendeu sua  a n a l i s e  a m a i s  de  145 

mutar;aes representadas  por um g r a f o  de i n t e r v a l o ;  d e s t e  modo, mostrou 

que, pelo  menos para  o v i r u s  '"piaage T4", há f lortissima evid&ncia do 

a r r a n j o  l i n e a r .  A l é m  do m a i s ,  Cohen, K o m l ó s  e Muller m o s t r a r a m  que a 

probabi l idade de  que Benzer tenha  observado um graf  o de i n t e r v a l o  '>ur 

acaso" Q praticamente zero. 



2.1. TRIPLAS ASTEROIDAIS E SUEBGRAFOS PROIBIDOS 

Um dos primei r o s  t r  aba1 hos conheci dos  d e  i n v e s t i  gação s o b r e  

g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  - d e  a u t o r i a  d e  C.G.Lekkerkerker e J.C.Boland,  

publ icado e m  1962 - t r a z  duas  c a r a c t e r i z a ç õ e s  da  família. A pr ime i ra  

d e l a s  é b a s t a n t e  n a t u r a l  e r e f l e t e  a d i s p o s i ç ã o  geomE-trica d e  um 

conjunto  d e  i n t e r v a l o s  t r a ç a d o s  s o b r e  uma reta, que s e m  perda d e  

gener a1 i dade supomos f eçhados : 

C13 por um l a d o ,  numa sequdncia  d e  p e l o  menos 4 i n t e r v a l o s  onde cada 

um que não seja e x t r e m o  da sequênc ia  SB i n t e r c e p t a  rr a n t e r i o r  e o 

s e g u i n t e ,  ÉI c l a r o  que o Q l t i m o  i n t e r v a l o  da sequ&ncia  não pode 

i n t e r c e p t a r  o pr imei ro ;  

C111 por o u t r o  lado, dados t r O s  i n t e r v a l o s  que mutuamente não se 

in te rcep tam,  qualquer o u t r o  i n t e r v a l  o que i n t e r c e p t e  os i n t e r v a l o s  

e x t r e m o s  esquerda e d i r e i  t o  necessar iamente  i n t e r c e p t a  o i n t e r v a l o  

r emnescen te .  

Fornecemos, pois, a p r ime i ra  c a r a c t e r i z a ç S o  da. família dos 

gra f  os d e  i nLerva1 o: 



Teorema 2,l C Lekkerkerker e Boland f19ê21 3 Um g r a f o  não d i r ec ionado  

G 4 um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  se e somente se s a t i s f a z  as condições  : 

Ci3 G não contQm c i c l o  induz ido  c o m  m a i s  de q u a t r o  vcSrtices C i s t o  6 ,  

G Q t r i a n g u l a r i z a d o  3 ;  

Ci i3  quaisquer  t r&s v í i r t i êe s  de €3 podem ser ordenados d e  modo que todo  

Lodo caminho do pr imei ro  v & r t i c e  pa ra  o terceiro v & r t i c e  passa  

p e l a  vi z i  nhança do segundo. 

Tr&s v & r l i c e s  que não s a t i s f a ç a m  a condic$b C i i3  cons t i luem 

uma TRIPLA ASTEROIDL: d o i s  a d o i s ,  são não ad, jacentes  e conectados por 

u m  caminho que nSo a t r a v e s s a  a v iz inhança  do ~ Q r t i c e  remanescente. 

Dizemos que um g r a f o  C3 B -EROIDAL se cont(irn três v é r t i c e s  

que cons t i tuem uma t r i p l a  a s t e r o i d a l .  Dessa forma, o Teorem 2.1 pode 

ser reescrito do s e g u i n t e  modo: um g r a f o  nZo d i r ec ionado  G (i um gra f  o 

de i n t e r v a l o  se e somente se é t r i a n g u l a r i z a d o  e não a s t e r o i d a l .  

As condi çi-ies C i 3  e C ii 4 do Teorem 2.1 podem ser v i s u a l  i zadas  

geometricamente , respect ivamente ,  p e l a s  observaçães  C I 4 e é I I 3  f ei tas 

an te r iormente .  V e j a - s e  as F iguras  2.1 e 2.2. 

A condição i do  Teorema 2.1 pode ser subsL i tu ida  p e l a  

s e g u i n t e  forma mais f r a c a :  

é ii ' 3 quaisquer  t r&s ver ti ces si mpl i c i  ai s d e  G podem ser ordenados d e  

modo que todo  caminho do pr imei ro  v é r t i c e  pa ra  o t e r c e i r o  v & r t i c e  

passa  p e l a  v i z i n h a n ~ a  do segundo. 

Uma o u t r a  c a r a c t e r i z a ç ã o  que Lekkerkerker e Boland fornecem 



Figura 2.1. 0s grafos de intervalo nãp podem conter ciclos induzidos com 
mais de 4 vértices. 

I1 I4 I5 I3 

Figura 2.2. 0s grafos de intervalo não podem conter triplas asteroidais. , 



no seu  t r a b a l h o  é por "subgr af o s  pr o i  b i  das  " . Es ta  manei r a de  

c a r a c t e r i z a r  u m  f a m i l i a  3' qualquer de  g ra fos  c o n s i s t e  e m  encont rar  um 

conjunto d n i  m a l  X de  graf  o s  t a l  que um graf  o G qualquer per tence  a 3 

se e somente se G não conk&m como subgrafo induzido nenhum elemento 

per tencente  a X .  Evidentemente, o s  g ra fos  de  X çSo c r i t i c a s ,  i s t o  4, 

m i n i m i s  com re la~Cio  B propriedade "não ser membro de  F". Quando uma 

f a m í l i a  3: de  g ra fos  possui a propriedade de  h e r a n ~ a  C todo subgrafo 

Induzido de  u m  membro de  3: tamb.&m per tence  a 3: 3 ,  en tzo  ela pode ser 

ca rac te r i zada  por conf i gurações pr o i  b i  das. 

Taorema 2.2 C L e k k e r k s r k e r  e Baland C1Q621 3 Um g r a f o  nzo d i rec ionado G 

B um g r a f a  de  i n t e r v a l o  se e somente se: 

C i i i 3  G não contém como subgrafo induzido nenhum d e n t r e  o s  graf  as C , 
n 

% Ai, D e Ek C n 2 4, m 2 2, k 1 1 S [ V e j a - s e  a Figura 2.31. 
m 

A demonstragEo d e s t e  teorema est& baseada na c a r a c t e r i z a ç ã o  

fornecida  pe lo  tearem a n t e r i o r :  os gra fos  %,A2, D, e Ek s ã o  g r a f o s  

d n i m a i s  com relag3o &. propriedade de  conter  t r i p l a s  a s t e r o i d a i s .  Os 

c i c l o s  C para n26 t a & & m  contdm t r i p l a s  a s t e r o i d a i s .  
n 

Farnecc;rmos a segu i r  a demonstração dos Teoremas 2.1 e 2.2. 

Podemos supor n e s t a  e nas o u t r a s  demonstrações d e s t e  c a p i t u l o  que as 

g ra fos  s3o conexos, p o i s  lis fcicil v e r i f i c a r  que um g r a f o  G é de  

i n t e r v a l o  se e somente se cada componente de  G Q um g r a f o  de  i n t e r v a l o ;  

i s t o  se depreende, a l i&,  pe lo  f a t o  de  a f a d l i a  dos g r a f o s  de  

i n te r  val o possuir  a supra-ci  t a d a  propr i  edade de  herança. 

E c l a r o  que as condições C i S  e C i i  ' 3  e m  conjunto implicam 

C i i i 3 .  I s t o  0, b a s t a r i a  demonçkrar a s u f i c i & n c i a  da condição C i i i 3 .  

Preferiremos, contudo, apresentar  as demonstrações separadamente. 



\ , m 2 2 pontos  ,.- 
/ 

1 - .- L- 
I 

@ T r i p l a  a s t e r o i d a l  ' 

Figu ra  2 .3 .  O s  g r a f o s  de i n t e r v a l o  não 
contêm como subgra fo  induz ido  nenhum 
d e s t e s  g r a f o s .  



Demonstração do Teorema 2.1 

C =+3 A necessidade das  condições Ci3 e Ci i3  para  que G seja graf  o de  

i n t e r v a l o  Q de v e r i f  i c a ~ ã o  simples.  Seja M um modelo de  i n t e r v a l o  

de  G. Suponhamos primeiramente que G contenha um c i c l o  induzido com 

m a i s  de  4 v b r t i c e s  v o> v* 9 . - . ,vk-.lDvo, com k14. Em M, escolha u m  ponto 

'i 
E I fi 4: para i = 1 , .  . . , k - 1 ,  onde P d a i m a g e m  de v. e m  M. Desde 

i-i i i. t 

que I e I n2b se i nt-srcsptam, E: pl , . . . , pkeb 3 Q uma sequencia  
i-i i+% 

e s t r i t a m e n t e  c rescen te  C ou decrescente  5 ; logo,  & imposslvel que v e 
O 

v se interceptem, o que con t rad iz  a exis t t -ncia  da aresta que os; 
k-i 

conecta e m  G. 

Suponhamoç agora que G contenha uma t r i p l a  a s t e r o i d a l  

C V  ?vZ,v  3. Em M, o s  i n t e r v a l o s  I Ize Ia. imagens de v 
1 ) 1-2 

e V d o i s  
1 3 a ' 

a d o i s  rtEo se interceptam. Por tanto ,  s e m  perda de  general idade,  podemos 

supor que I est& compreendido e n t r e  I 
2 d * I3 C dCId=i 4 eC123 o 

dCIZ2 < d 1 3 3  2 ,  i s t o  &, que I i n t e r c e p t a  algum i n t e r v a l o  da imagem a m  
2 

M de  cada caminho C de  vi a v . Logo qualquer caminho de v a v 
3 1 3 

a t r a v e s s a  a vizinhança d e  v o que con t rad iz  a h ipb tese  de  CvApv2,v33 
2 ' 

ser uma t r i p l a  a s t e r o i d a l .  

Com estas consideraçães concluimos a pr imeira  p a r t e  da 

demonstração. 

C &  Passemos agora d. comprovagão da s u f i c i ê n c i a  das condigBes Ci3 ia 

C i i3 ,  i s to  8, de que se G & um g r a f o  t r i a n g u l a r i a a d o  e não a s t e r o i d a l ,  

então G 4 de i n t e r v a l o .  Suponhamos G não camplelo C o caso  c o n t r à r i o  O 

t r i v i a l  3 .  

Em seu  t r aba lho ,  Lekkerkerker e Boland dividem a demonstração 



da s u f i c i r l n c i a  e m  dois casos, c o n f o r m e  G seja " e x t r e m o "  ou ngo. Um 

grafo G tâ exl;rem quando Z o d o  v&rtic(;;l s i m p l i c i a l  v de G i& f o r t e m e n l e  

s i m p l i  cial C recorde-se a seçSo 1 . 4  3 .  

Caso 1. G & e x t r e m o .  

É claro que G não pede conter 3 v & r t i c e s  s i m p l i c i a i s  dois  a 

dois não adjacentes; caso c a n t r A r i i 3 ,  por s e r e m  f o r t e m e n t e  s i r n p l i c i a i s ,  

dois a dois  s e r i a m  conectados por x m  caminho que não atravessa a 

vizinhança do vkr t ice  remãnescente - i s to  &, c o n s t i t u i r i a m  u m a  t r i p l a  

asteroidal. B a s t a  pois provar que se G não c o n t & m  3 vértices tais ,  

então G Q de intervalo.  

S u p o n h a m o s  1 VG 1>1 e que o resultado vale para grafos c o m  

m e n o s  do que IVGI vkrticec;;. 

S j a m  v vvértice f o r t e m e n t e  s i m p l i c i a l  de G e S o subgrafo 

c o m p l e t o  c o n s ~ i  t u i d o  pelos vt5;rtices s i m p l i c i  a i s  de G contidos e m  VC v2. 

Seja G' = G-S. S e r &  i r t i l  para a d e m o n s & r a ç ã o  notar que VG' 

pods ser escrito c o m o  VG' = C VG-VCv3 3 U C V C v 3 - S  3.  

O grafo 6" t r iangular izado.  Para aplicar a hipótese de 

indução a G ' ,  Q necessbria d e m o n s t r a r  que G V  = e x t r e m o  e que não c o n t d m  

3 vdr t ices  s i m p l i c i a i s  dois a dois não adjacentes. E o que p a s s a r e m o s  a 

fazer agora. 

C a 3  G' & e x t r e m o .  

Seja u v & r t i c e  ç i m p l i c i a l  de G'. V a m o s  m o s t r a r  que u d 

for t e m e n t e  si m p l  i ci  al . T e m o s  que ou u E G-VC v3 ou u E VC v2 -S. 

Suponhams que u E G-VC v3. C o m o  u a VC S 3  , VEIC u3 =Va,C u3 i s t o  



4 ,  u é vértice C f o r t e m e n t e 3  s i m p l i c i a l  de G. A s s i m ,  se u e u são 
i 2 

v& tices e m  G-V€ u3, exi ste u m  caminho C. e m  G-VC u3 que conecta u e u * 2' 

% m a n d o  C de c ~ l l m p r i m e n t o  m í n i m o p  & clâro que não pode conter n e n h u m  

v Q r t i c e  de S. L o g o ,  C e s t A  contido e m  G ' - V C u 3 ,  donde u Q v&r+Ace 

for t e m e n t e  s i m p l  i ci  a1 de G' . 

S u p o n h a m o s  agora que u E Wv3-S. S u p o n h a m o s  t a & & m  que 

G V -  V C u >  tenha uma c o m p o n e n t e  não vazia C. EntSo, o grafo C U VU,Cu3 
U' 

não & c o m p l e k o ,  donde possui u m  v & r t i c e  s i m p l i c i a l  w e V Cu9 pelo 
C U' 

Lema 1.1. A s s i m ,  w e V C v 3 - S ,  e 
C 

V C wa3 = 'd,,Cw,3 = G C w G 4 .  
C w vtu> 

L o g o ,  w G VC Q v & r t i c a  s i m p l i c i a l  de G, não adjacente a v. 
C 

Se supuse rms  q-de G'-V C u 3  possui uma outra c o m p o n e n t e  C '  nnão vazia e 
a' 

d i s t i n t a  de C ,  fazendo o m e s m o  raciocinio chegari ams a s x i s t & n c i a  de 

w E VC* vEjrtiee s i m p l i c i a l  de G, não adjacente a v n e m  a w . C o m o  
C' C 

por kipbtese G não c o n t & m  3 v & r t i ~ e s  s i m p l i c i a i s  dois a dois não 

adjacentes, segue que G" V C u 3  possui no m A x i m o  uma c o m p o n e n t e  não 
a' 

vazia C Q canexiz 3 .  f st.0 b, er & v & r t i  ce f o r t e m a n t e  =i m p l  i ci  a1 de G'  . 
k d e m o n s t r a ç ã o  da parte C a 3  e s t %  c o m p l e t a .  

CbS G' não c o n t é m  3 vértices s i r n y l i c i a i s  dois a dois não adjacentes. 

C o m o  para qual  quer w E G-V€ v3 , w Q v r á r L i  ce s i m p l i  cial de G 

se e s o m e n t e  se w & -&rtice s i m p l i c i a l  de G \  segue que os v & r t i c e ç  

s i m p í i c i a i s  de G b e m  G-VCv3 f a r m a m  urna  c l i q u e  C pois G por hipótese 

15 tal  que G - VCv3 não pode conter dois v & r t i c e s  s i m p l i c i a i s  não 

ad j acenbes 3 .  

U&-m disso, c o m o  os v & r L i c e s  s i m p l i c i a i s  de G 3  que p e r t e n c e m  

a VCv3 -S t a m M i n  f o r m m  urna c l i que ,  segue que G h c o t & m  no d x i m o  dois 



vier ti c e s  si mpl i c i  a is  não adjacentes .  I ç s o  conclui â demonstração da 

p a r t e  fB3. 

Podemos agora a p l i c a r  a h ipó tese  de  induqão: existe M' 

model o de  i n te rva l  o de  G' . Como G' não & completo, pe lo  Lema 1.1 

possui um v Q r t i c e  s i m p l i c i a l  u s Xv3-S. Pe lo  L e m a  1.2, u O 

representado e m  M" por u m  PntervaLo e x t r e m o ,  p. ex. esquerdo. Como 

V€ v3 -S S VGC u3 , pode-se r ep resen ta r  a esquerda,  e m  M' , o s  i n t e r v a l o s  

correspondentes a VCv3-S. Representando cada vF-rtice de  S por um 

i n te rva l  o que i n t e r  cep ta  exatamente ais i n te rva l  ais correspondentes a 

QZv3-S, obt&m-se um modelo de  i n t e r v a l o  de  G. 

A demonstraçSo para  o Caso 1 est& completa. 

Caso 2, G não Q extremo. 

Suponhamos por indução que cada subgrafo p rópr io  de G é. de  

i n t e r  va1. a. 

S e j a m :  v v & r t i c e  s imphiçial  de  G, mas não for temente 

s i m p l i c i a l  ; 

CI, . . . , Ck C k223 as componentes de  G-'trç v3 ; 

M um rnadel o do I n t e r v a l o  de  G 4 v 3  ; 

1 a i n t e r s e c ç ã o  dos i n t e r v a l o s  e m  M que s ã o  imagem 

dos ver ti c e s  de  Ad j € v3. 

Dado um yra fo  H ,  u E 5% ta U S W, denotaremos por u f U o 

f a t o  de  u ser adjacente  a todo .&r t ice  que per tence  a U, e por u #- U o 

fato de  existir e m  U um v é r t i c e  nSo adjacente  a u. 

k demonstração çera d i v i d i  da em alguns casas. 



C a s o  2.1. Nenhuma coiriponente C. cont&m um v&rLice u t a l  que u AdjCvD 
L 

N e s s e  caso, I nZo i n t e r c e p t a  nenhum o u t r o  i n t e r v a l o ,  donde 

obt&m-se Ma modelo d e  G adicionando-se a M o i n k e r v a l o  I ,  

e s c o l h i  do pa ra  i mâgem d e  v. 

C a s o  E'. 2. E x i s t e  um í n d i c e  i ta l  que pa ra  todo  v é r t i c e  u  d e  C. ,  
L 

u I RdjCv3 

Em M, todos  os i n t e r v a l o s  que são imagens dos v b r t i c e s  de C. 
L 

in te rcep tam I ,  c e n s t i  tuern m o d e l o  d e  um conjunto  conexo d e  v e r t i  c e s  e 

nflo i n t e r  ceptam ouLr o s  i n t e r  va l  os imagens de v& ti ces de 6-VC v3 . 

Podemos r e d u z i r  a r b i t r a r i a m e n t e  as dimenst-;es do submadel a d e  C e m  M e 
i 

ad ic iona r  â M um i n t e r v â l o  J I imagem d e  v, a f i m  d e  o b t e r  u m  

modelo d e  6. 

C a s o  2.3. E x i s t e  um í n d i c e  i para  o qual C. contdm d o i s  vc5rtices u  e w 
e 

L a i s  que rr I AdjCv3 e w AdjCv3 

Por indur;ão existo um medolo N do g ra f  o  VCv3 U C.. 
L 

Cama v d v&rtice fortemente s i m p l i c i a l  de VCv3 U Ci, 6 

r ep resen tado  onr N por um i n t e r v a l o  ext-remo J, p. ex. d i r e i t o .  

Tomemos um i n t e r v a l o  K e m  N que nSol i n t e r c e p t a  I pa ra  o qual  

dCK2 B minimo. Seja o rubmodela c o n s t i t u i d o  por i n t e r v a l o s  que 

representam v k r t i c e s  d e  AdjCv3 e que in t e rcep tam K, e seja M o 
w 

subrnodel o de VC v4 e m  N C M = MC VC v3 3 3. 
v  

N o t e m o s  que cada conjunto  d e  i n t e r v a l o s  N% o b t i d o  de N 

colocando-se à esquerda um ou mais i n t e r v a l o s  d e  M e A d i r e i t a  um ou 
K 



m a i s  in tervalos  de M e5 ainda u m  modelo de VC v3 U Ci. 
V 

C a n s i d a r a m o s ò  agora M, que c o n t á m  a l g u m  m o d e l o  de 

f V f v 3  U C. > - € v 3  = A d j C v 3  LJ C .  S e j a m  K '  e I V n t e r v a l o s  e m  M  
L i 

correspondentes aos i n t e r v a ã o s  K e I e m  N ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  entSo K e 

I não se i n t e r c e p t a m ,  donde s o m  perda de generalidade p o d e m o s  supor 

dCK" < e C I I ' 3 .  

To;memos u m  intervalo L tal  que  cada intervalo de MCC.3 e s t c l  
L 

contido propri a m e n k e  e m  L e cada intervalo de MCC.3 C p a r a  j # i 3  não 
3 

in tercepta  L. E n t ã o  as pontos d C L 3  e ef L3 sd p e r t e n c e m  a i ntarval ctç de 

MCVCv33,  e cada in te rva lo  de M C A d j C v 3 3  in tercepta  L C p o P s  existe u ta l  

que u I A d j C v 3 3 .  

a j a  V a conjunta  das v & r k i c e s  curresparidentes aos 
K 

in te rva las  e m  M  i s t o  6, tal que M =NfVK3.  Seja x E VCv3 - V c, s e j a m  
K *  K K 

R = M C < X ~ ~  e R"MC<>r)3. T e m o s  que R n K = sd; lago, R" fi K b  a. k s  8" 

in tercepta  I >  logo, e C R ' 3  1 d C K 2 3 ,  donde eCL3 a R ' .  I s to  Q,  e C L 3  sd 

pode pertencer a i nterval os e m  M 
K ' 

Pode-se ;;gora c u n s t r u i r  u m  m o d e l o  de G: t o m a - s e  M, r e m o v e - s e  

os interval~=rs de M que i n t e r c e p t a m  L e insere-se o m o d e l o  N. 

A d i c i o n a m - s e  a esquerda i riter val os de M q u e  e m  M  c o n t é m  e C  L3 , e A 
K 

dire i ta  f ntervalos de M que e m  M c o n t é m  d C L 3 .  C o n c l u i - s e  a s s i m  a 
V 

d e m o n s t r a ç S o  para o C a s o  2 e do Teorema 2.1. i 

Antes de p a s s a r m o s  à d e m o n s t r a ç l r u  do T e o r e m a  2.2, p r o v a r e m o s  

a e q u i v a l & n c i a  e n t r e  as condi@aç C f i 5  e C i i  9 do Teorema 8.1. 



i + i T r i v i a l .  

Cii'3 + C i i 3  Suponhamos por absurdo que G contenha uma t r i p l a  

a s t e r o i d a l  Çv&,v f lV33.  Seja D um caminho e m  G-VCV 3 que canecta  v e 
2 5 1 

v - temos en tão  que v e YlP331, i s t o  &, G-VlD3 # a. 
2 ' a 

Seja C a componente de  G-VCD3 que contém v . 
3 

Aplicando o Teore;na i. 3 i com H = 5 3 ,  C cont&m um v k r t i c e  

v & v & t i  ce si mpl i c i  a1 de C IJ V< D3 e de G. Logo, v " VCD3 , 
3 3 

doride existe um caminho que conecta. v e Y ' rs não i n t e r c e p t a  nem 
3 a 

VC1qA3 nem K 2 3 .  

A s s i m ,  C v  , v z , \ ' 3  & uma t r i p l a  ãs ter t s ida l ,  e repe t indo  o 
1 

r a d o c i n i o  para v e v , obter-se-& no final.  uma t r i p l a  astercrida1 
1 2 

C\' ,v2' , vs 9 de  v & r t i c e s  s i m p l i c i a i s  de  G, u m  absurdo. i 

Pela  c o n d i ~ ã o  C i 3  do Teorema 2.1, G não pode conter  C como 
r< 

strbgrâf o induzi do, o p a l a  condi çãa  C i i 2  , não pode conter  As, S, \ e 
Ek,porque cada um d e l e s  contem uma t r i p l a  a s t e r o i d a l .  

e'& Suponhamos G t r i a n g u l a r i z a d a ,  a s t e r o i d a l  e minimal C isto &, nenhum 

subgrafo p rdpr io  d e  G é a s t e r o i d a l  3 .  V a m o s  mostrar que G é algum 

d e n t r e  o s  g ra fos  BI,A2,Drn e Ek. 

S e j a m  Cd, C2 P C3 três caminhos minimais tais que, parâ  

a3 C. conecta o s  d o i s  vF-rtices V. f para j ct i 3 ;  
3 

b3 v. e VCC.2. 
L t 

Corno G & minimal, C$ Li C2 U Ca = G; o para  j#i, como Ci 



& o n i n i m a l  , c o n t é m  apenas u m  vIF-rtice de A d j C v . 3 .  L o g o ,  A d j C v . 3  c o n . t & m  no 
J J 

m B x i m o  2 -J;ortices C pois  de v .  p a r t e m  d o i s  c a m i n h o d  . N o t e m o s e  t a m b d m  
J 

que se V b e m  e x a t a m e n t e  dois  vizinhos u e então eles são 
.i J 

adjacentes, j C r  que G 4 t r i a n g u l a r i ~ a d o  e ne le  existe u m  ciclo ande 

IT , V e w. c o m p a r e c e m  nessa o r d e m .  
j j J 

D i  vi d a m o s  a d e m o n s t r  â@ão e m  a1 guns casos. 

Caso 1. A d j C v . 3  I = 2, para j E <1,2,32- 
3 

T e r e m o s  nesse caso a si tuaçSo da Figura 2.4, onde: 

A d J C v . 3  = Xu., w . 3 ,  para j E <L ,2,33; 
J J J 

C = v u . . . w v  
1 2 2 3 3; 

Cz = v u  . w v  
3 3 "  i 1; 

c3 = v u . . . w v .  
1 i 2 2 

Os caminhos C, p o d e m  ter v & r t i c e s  interiores e m  c o m u m .  
I 

V a m o s  m o s t r a r  que dois deles t e m  c o m p r i m e n t o  dois. 

S u p o n h a m o s  por absurdo que C e C t e n h a m  c o m p r i m e n t o s  
2 3 

m a i o r e s  que S C i s b  4, u Z w e u ;t w 3 .  
3 1 1 2 

P e l a s  m i n i m z l i d a d e s  de G e das caminhos C ,  & fácil  

verificar que w não 4 adjacente a n e n h u m  w5rtice in ter ior  dos 
2 

c a m i n h o s  C . ,  A exceção de rn - caso c o n t r A r i o ,  e x i s t i r i a m  a l ternat ivas 
2 * 

para 0s caminhos, contrariando a m i n i n n a l i d a d e .  Algo análogo se pode 

dizer d e u  u e w 
2' a 3' 

O ciclo w u . . . w ur . . . w u . . . w  
2 * dessa f o r m a ,  e s t a r &  e m  

2 2 3 3 I I 

contradic$io c o m  a triangularidade de G C Lema 1.43. 

P o d e m o s  supor er i ' tâ io  q u e  C e CB t&m c o m p r i m e n t o s  
2 

dois rf veja-se a Figura 2.5 3 .  

D e v e m o s  ter rr adjacenke a w - caso c o n t r % r i o ,  
1 3 ' 

323 

i g u a i s  a 

ter f a m o s  



Figura 2.4 

Figura 2.5 



u r! w3 e CvA.v ,w33 t r i p l a  a s t e ro ida l  e m  G-<va>, o que c o n t r a d i r i a  a 
2 2 

minimdidade de 6. 

A s s i m .  pela t r i angu la r idade  de G e pela  minimalidade do 

caminho u . . . w devemos ter u adjacente  a w para cada v é r t i c e  w do 
2 3 r 

caini nho u . . . w Do mesmo modo, devemos t e r  u ad j acente  a w para cada 
2 3- 3 

tal vrSrtice w. 

Concluimos que G & o graf o E 0 caso k = 1 ocorre  quando 
k' 

u = w  
2 a"  

Caso 2. Exis te  u m  í nd i ce  _i C 1 5 j I 3 3 para o qual 1 AdjCv.3 I = 1 
3 

Suponhamos s e m  perda de general i dade que 1 Ad j C v 3 I = 1. 
i 

Seja u 0 único vizinho de  v - então  u E VC2 e u E VC3. 
1 ' 

Devemeis t e r  t a  u E V ; caso contrArlo,  Cu,v , v- 3 cS. t r i p l a  
2 3 

as teroida1 de  G - X i ) ,  conti-adf rendo a minimalidade de G. 

Aqui d i s t ingu i  mos a1 guns sub-casas . 

Sejam w e W' o primeiro e o dl t imo v é r t i c e s  de  C que s ã o  
i 

vizinhos de u C i s t o  &, se C = q0q & . . .  qr9 então w = qa 
e w" 

1 - '=b =Orn 

a ,  r a .C' b, u não adjacente  a qa, para O 5 a '< a e u não 

adjacente  a q para b < b 5  r 3 .  
b ' 

Aplicandri ri Lama 1 . 4  a u: e ao  t recho  w...w";d canainho C e 
1' 

observando que v e v não sQto vizinhos de  u,  segue que G conL&m a 
2 a 

gra fo  D . M a i s  propriamente, pe la  sua  minimalidade, G & o prbprio 
m 

g ra fo  D . 
m 



C a s o  2.2. I AdjCu3 n VCi I = 1, e u nZo t e m  v i z inhos  que não pertengam 

Seja w o vizinho de u que pe r t ence  a VC Necessariamente,  
i' 

w E VC e w e VC - logo ,  w nZfo Q v i z i n h o  nem d e  v nem de v . Segue 
2 3 * 2 3 

que G & o g r a f o  A .  
i 

C a s o  2.3. / Adj C u3 n VCs 1 = 1 , e u t e m  p e l o  menos um v i  z i  nhri que nZo 

per t ence  a VC U < v 3  
i i 

S e j a m  w e t os v iz inhos  d e  u ta is  que: w E VCi e 

t. e vc U (v>. 
i i 

Suponhamos s e m  perda d e  gene ra l idade  que t E VC . 
2 

Escrevarnoiz C = 4-+ . 9,- . . qr* onde p 2 i, r> 1, - - 
q-P 

v 
2 2 = 

3 'r = e % = w. 

N o t e m o s  que Cg é da  f arma v&ut. . . q-sq-s-i. . . qRp Cs2O3, onde 

os v & t i  ces que precedem q e m  C3 não pertencem a E= . Logo, s> O pela 
-S 1 

mir i iml idade  d e  C I s t o  &, q = w e C3 C veja-se  a Figura 2.6 3.  
3- 0 

V a m o s  m o s t r a r  agora  que C não contdm rrm v e r t i  ce x t a l  que x 
3 

& v iz inho  d e  q pa ra  algum 1?.0 C donde C não cantdm t a m b & m  nenhum 
L 3 

v 4 r t i c e  q pa ra  P Z . 0  4. 
L 

Supondo por absurdo que existe um t a 9  í n d i c e  1, t e m o s  x # u; 

entSo poderf a m o s  s u b s t i t u i  r C e Cz respec t ivamente  por 
i 

c *  = 
q-P 

XqLqL+&- . qr e P. 

C2' = v u . .  .xq,q,+,. . .q, 
i 

Ccaminhos que não contém q = w 3 ,  
O 

donde Cv9v2,v4 seria i a s t e r o i d a l  em iJ - C w = 
i 3 4, 3 9 

cantradhzendo a minimal i dade  de G. 



Figura 2.6 





gra fo .  i a d i a n t e  descreveremos um a lgo r i tmo  bem miç e f i c i e n t e  

C l i n e a r  3 dia ireconhecimento de g r a f o s  d e  i n t e r v a l o ,  d e  a u t o r i a  de 

Eooth e L ~ e k e r ,  o que t o r n a  d e s i n t e r e s s a n t e  a a n á l i s e  do a lgo r i tmo  

proposto  por Lekkerkerker e Boland. D e  qualquer forma, f i c a  j% 

assen tado  o faLo d e  que 

RECONHECIMENTO DE GRAFCS DE INTERVALO E 9 

Mais t a r d e ,  e m  1964, G i l m o r e  e Woffmann provaram o teorema 

s e g u i n t e ,  que se c o n s t i t u i  u na c a r a c t e r i z a ç ã o  mais conhecida da  

f a m i l i a  d a s  g r a f o s  d e  i n t e r v a l o :  

Teorema 2- 3 Ç G i l m o r e  e Hoffmann E 1Q641 3 Seja G um g r a f o  nZo 

d i  reci onado. São equi  val e n t e s  as s e g u i n t e s  a f  i rrnãc$5es: 

CiS G # um g r a f o  d e  i n t e r v a l o ;  

Cii3 G &o cont&m nenhum &ciclo induz ido  C s e m  co rdas  3 e é d e  

co-compar abi l i dade ; 

C i i i l ,  As c l i q u e s  mximais d e  G podem ser l inea rmen te  ordenadas d e  modo 

que,  para  cada v & r t i c e  v d e  G n  as c l i q u e ç  m a x i m a i s  que contem v 

acorrem cançecutivamente na ordem l i n e a r .  



Demonstração do Teorema 2.3 

3 I, CSi3  N a  demonsLra~ão do Teorema 2 .  parte C ,  já vimos a 

necessidade de G ser graf o triangularizado, donde é claro que não pode 

conter nenhum 4-ci c1 o induzi do. Kostraremos agora LambOm a necessidade 

de ser graf o de co-comparabilidade. 

Seja M = .E: I . . . , I 3 u m  mdel o de i ntervalo de G C I .  O 
n-P L 

a imagem de I E VG para O S i 5 n-l 3 .  Seja T uma orientação para o 

complemento de G, definida da seguinte forma: 

onde "I. < I " significa dCI.3 *C eCI 3 .  
.i J 

Motamos que se v v G T entZo I r I não se int;.erceptam; 
i j i j 

assim semdo, d clara que se f i  < I .  4 Ik, então 1 < Ik. Logo, T & de 
J i 

fato orientac;ão transitiva de G"; i s t o  e ,  Q grafo de 

comparabi l i dade. 

iiii + C i i i 3  Seja T uma arientaqão t.ransit;.iva de G~ e seja 

i9 = A ,  . . , A 3 a coleçZo de cliques maximaiç de G. Definamos uma 
m 

relaqão sobro 23 do seguinte modo: A. < A. s e  e somente s e  existe uma 
L J 

aresta orientada de T que p a r b  de u m  vdrtice de A. e chega a u m  

v&r t i r e  de A. C bal aresta ssmpro existe, caso contrCLrio A. u A. Q 
J 1, J 

d ique  de G , o que contradiz a maximalidade 3 .  

Afirmamos que todas as arestas de que conectam A e A 
j 

t & m  a mesma orientaçâfo em T. Caço n r o  se existem arestas 

distintas ab e dc em T t a i s  que a,c E A. e b,d G A *  
L j' 



a3 se a = c C donde b ?Ir d 4 , t e m o s  uma con t r ad ição ,  devi  do a que T & 

t r a n d t i v a  o bd e E G ~  C veja-se  a F igura  S.7.a 3 ;  

b3 se b = d, arualogarnente t e m o s  uma cont rad iç30  C veja-se a 

Figura  2.7. b 3 ; 

c se os q u a t r o  v&rtBces são d i s t i n t o s  C ve ja -se  a F igu ra  2.7. c 3 ,  

en tzo ,  s e m  perda de gene ra l idade ,  podemos supor que ad E E G ~  C jd que 

G não contém 4 - c i c l o  induz ido  3 .  Logo, ou a d  E T ou da E T. Se ad  G T 

C da  E T 3 ,  e n t ã o  a c  E T C db G T 3 ;  e m  qualquer c a s a ,  t e m o s  uma 

cont rad ição .  

Assim, C E * <  3 E- uma oirientagão completa. M o s t r a r e m o s  agora  

que é t r a n s i t i v a ,  e p o r t a n t o  ordena l i nea rmen te  E. Suponhamos que 

&.<A i- A.4~4,; e n t ã o  e x i s t e m  arestas a b  E T e cd E T ta is  que a E A,., 
j J L 

b ,c  e A. e d E A C veja-se  a F igu ra  2 . B  31 .  Consideremos d o i s  casos: 
3 k 

a 3 E  c, E G ~  ou bd E : nesse  casot p e l a  L r a n s i t i v í d a d e  d e  T, ad  T, 

donde A. < Ak; 
--- 

b 3 G  e E G " ~  bd e EG": nes se  caso, como ac , cb ,bd  E EG e G não contém 

4-c ic lo  induz ido ,  E E G ~ ;  e, p e l a  t r a n s i t i v i d a d e  d e  T, ad  E T, donde 

A. < A,. 
L 

R e s t a  mostrar  que as c l i q u e s  mxi,mais que cont&m um dado 

v é r t i c e  ocoir r e n  consecut i  vamente na ordem l i near . 

Suponhamos que a colec$So = -C A*, . . . , A  3 está l inea rmen te  
m 

ordenada de acordo c o m  a ordem c r e s c e n t e  dos f n d i c e ç  C i s t o  é, i < j  se 

e somente se A <  A .  3 .  
5 3 

S e j a m  A. ,  A. e Ak t a i s  que Ai < R .  i: Ak. Suponha par absurdo 
' L J  J 

que exista v E VG t a l  que v E A , ,  v ~;;s A. o v E A Como v t- A ,  existe 
J k' j 

um v & r t i c e  w E A tal  que ir EG C p o i s  se p a r a  t o d o  w E A 
.i j 

- 
~ i v & s s e m o s  w G EG, 5 u C v 3  seria c l i q u o  - o que c o n l r a d i r i a  a 



Figura  2.7.a F igu ra  2.7.b 

F igura  2.8 
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Figura  2.7.c 



contradição. Logo, v e A , e as cliques rnaximais que cont&m v ocorrem 
1 

conçecutiv-amente. I s to  prova C i i i 3 .  

Ciii3 + C i 3  Esta implicação Q de demonstraçSio bastante simples. Seja 

ICv2 o conjunto de todas as cliques maximais que conthm r. Notemos que 

os conJuntos ICv3, para v G VGs sso intervalos sobre C t?,< 3 .  E +  uma 

vez que dois v&rticos são adjacentes se  e somente se  estão conbidos 

numa mesma cl i que maxi mal , é c1 aro que 

o que mostra que M = f ICv3 
3 v  VO 

d u m  modelo de intervalo do G. 

A formulaçQa mais usual da condição C i P 3  do Teorema 8.3 é: 

C i i ' 2  G é ériangularizado e de co-comparabilidade. 

A equi val &nci a entre as condi ções C i i 3 e C i i ' 3 do Teorema 2.3 

C reside e m  que C não & graf o de comparabilidade para n 2 5. 
n 

A condigão C no trabalho de Gilmore e H o f  fman 4 

apresentada n u m  outra f ormul açso, baseada numa caracterização de graf o 

de comparabilidade que trazem no mesino trabalho : 



C P i  "3 G não cont6-rn nenhum 4-c ic lo  s e m  cordas  e G" não contém nenhum 

c i r c u i t o  impar s e m  corda  t r i  angul ar. 

Por "'corda t r  i anguP ar '" entendemos qual quer ar esta que una 

d o i s  v b r t i c e s  v e v de  um c i r c u i t o  v v . . . v  v C 1 e i+l 
i-& i+l 0 4. k-i 0 

t o m d a s  mbdulo k 3 ; lembramos que num c i r c u i t o  pode haver r e p e t i ~ ã o  de  

E s t a  ca rac te r i zaçSo  par corda t r i a n g u l a r  c a i u  e m  desuso por 

ser pouco "pra.kica", no s e n t i d o  d e  ser pouco Lrakbvel a l g o r i  tmicamente. 

No en tan to ,  a c a r a c t s r i z a ç ã o  m a i s  usual  C condi @o C i i  ' 3  3 ,  por de ixar  

e x p l i c i t a  a loca l iaayEo da  classe dos g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  no universo  

dos g r a f o s  p e r f e i t o s  - a i n t e r s e c ç ã o  d e  duas o u t r a s  classes, o s  

t r i  angul ari  aados e o s  de co-comparabi l i dade  - r a p i  damente tornou-se a 

mis conhecida. Um pouco depois  d e  v i r  Q tona ,  Fulkerson e G r a s s  já 

apr  e s e n t a r  i a m  uma i n t e r e s s a n t e  f or mul ação mtr ic ia l  d e s t a  

c a r a c t e r i z a ç ã o ,  que passamos a descrever  a segui  r .  

Diaemos que uma mat r iz  c u j a s  e n t r a d a s  s ã o  c o n s t i t u i d a s  apenas 

por l k e 0's possui a p ropr i  ebade dos I ' s consecut ivos  pa ra  cal unas se 

s u a s  1 i n h a s  podem ser permutadas de  modo que na ma t r i z  r e s u l t a n t e  da 

permutt.â~;ão o s  1's e m  cada coluna ocorrem consecutivamente. N a  F igura  

S. 9 a matr iz  lt9 possui a propriedade dos 1 k consecut ivos  pa ra  co lunas  
1 

parque suas l i n h a s  podam ser permutadas de modo a se ob te r  2; j A  a 
matr iz  M nEci possui a propriedade.  

3 

Dado um g r a f o  não vaz io  G, definamos a m t r i z  d e  c l i q u e  M de 

G como a mat r iz  d e  inc id&nc ia  d e  d i q u e s  maximclis-versus-v&rtices; i s t o  

&, para  1 ' 1  i 5 m e i  d  j 5 n, 



onde A 
i'. - - , A  são as c l i q u e s  maximais d e  G e 

m 

V ,, . . . , n sLo os v d r t i c e s  d e  €3. 

Teorema 2.4 C Fulkerson e Gross C19851 3, Wm g r a f o  não d i r ec ionado  G & 

um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  se e somente se a ma t r i z  d e  d i q u e  M d e  G possui  

a propriedade d a s  1 k c c a s e c u t i  vos para  cal unas. 

A demonsLração d a  Teorema 2 .4  d e c o r r e  imediatamente da 

equi va l  &nci a e n t r e  as rend ições  C i  4 e C i  i 4 do Teor e m  2.3 : uma 

ordenação d a s  c l i q u o s  maximaiç de G c o r r e ~ p o n d e  a uma permutação d a s  

l i n h a s  d e  M. i 

Podemos u t i l i z a r  a c a r a c t e r i z a ç S o  do Teorema S. 4 pa ra  

c o n s t r u i  r um a1 g a r i  t m r s  de reconhecimento de gra f  os d e  i n t e r v a l o .  D a d o  

u m  g r a f o  €3 nCio d i rec ionado ,  num pr imei ro  passo  ver i f icamos  se G 6 

L r i  angul ari  zado, e e m  caso a f  i r m a t i  vo enumeramos s u a s  cl  i ques maxi mais ; 

i ste pode ser execukado e m  Lempe 1 VG I + I EG I C ve ja -se  G o l  umbi c C 10801 , 

pp. gi e QS 3 , produzindo-se no Axi mo I VG I c1 i quos m a x i m a i  S. Depoi s , 

t e s t a m o s  se as c l i q u e s  podem ser ordenadas d e  modo que aque la s  que 

contam um m e s m o  v&rbicif- v acorrem ~ o n s e c u t i v a m e n t e  na ordenagão,  pa ra  

todo  v e VG. Rooth e Lureker C 137â1 m o s t r a r a m  que tarnb&m este passo  pode 

ser executado e m  tempo l i n e a r ,  o que veremos no Capi t u l o  4. 



Figura 2.9 



20 30 ORDENS DE INTERVALO 

N a  d e m o n s t r a ç ã o  do Teorama 2.3, i m p l i c a ç ã o  C i 3 4 i i 3 ,  h a v i a m o s  

def in ido uma orientação T para o c o m p l e m e n t o  de u m  grafo de intervalo 

G: sendo M = C1 3 u m  m o d e l o  da in te rva lo  de G, v V E V O  

onde I < I se e s o m e n t e  se d C I  3 < e C 1  3. 
v w V w 

A o r d e m  parei al  'V (" Q dencmi nada u m a  ordem de intervalo.  T a i s  

ordens f u r a m  caracterizadas por Fishburn E 9 W 1 7  c o m o  ordens parciais 

que s a t i s f a z e m  

M a i s  f o r m a l m e n t e ,  dado u m  conjunto V f Q, uma o r d e m  de 

intervalo Q uma re1aqão b in4r ia  C V , ? 3  que sat isfaz os segu in tes  

axiomas: Para quaisquer v , w , z , u  E V,  

C S 1 3  T 4 irreflexiva; 

C523 vw E T e zu E T i m p l i c a  w E T ou zw ç T. 

Pode-se pois  caracterizar OS grafas de intervalo c o m o  as 

graf os cu  j os c o m p í  e m e n t a s  p o s s u e m  orientações que sati sf a z s m  os axi omas 

acima. N o t e m o s  q u e  CS19 e CS23 junkos g a r a n t e m  t ransit ividade.  N o t e m o s  

t a m b é m  que* pela definição de conjunta  de arestas, CS13 Q s e m p r e  



s a t i s f e i t a  por qual quer o r i  sn&açEío, motivo FOI o qual omi t i r e m o s  a 

r e f e r ê n c i a  a este axioma no Teorema a s e g u i r .  

Teorema 2.5 C Fi shbur n  E i 971 I 3  Seja G u m  gr  af o n I o  d i  r eci onado. 530 

equi val  e n t e s  as s e g u i n t e s  condi qões: 

Çi3 G e  u m g r a f o d e i n t e r v a l o ;  

C i i 3 tSC possui uma o r i  en taçzo  T que s a t i s f  aa  o  axi orna C2223 ; 

C i i i 3  Toda orientaçCio t r a n s i  t i v a  T' de G~ s a t i s f a z  C a í .  

Ci3 + i Senda M = 4 I 3 u m  modelo de  i n t e r v a l o  de  G e 
v V Ç V G  

def i n i  ndo 

uma v i sua l  i zaiq3o geom&trP ca dos i n t e r v a l o s  e m  M permite  conclu i  r 

f ac i lmen te  que T s a t i s f a z  CS23. Ista &: vw E T e zu G T i d C I  3  ,< eCI 31 
V V 

Cii3 =+i+ C i i . i . 1  Seja T' uma o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  d e  G" e sejam 

v,w,z ,u  E VG t a i s  que vw G T' e zu E T9 .  E c l a r o  que E E& e 

E G ~ ,  donde vw Cou wv3 E T e ze? Cou uz3 e T. Podemos p o i s  d i v i d i r  

a demcinstragão e m  4 casos:  

Caso 1. v w  1~ f e zu E T 

N e s s e  caso ,  c o m  T s a t i s f a z  ÇS23 por h ipb tese ,  temos que 

v ~ :  E. T ou z w  E T, donde E EG= ou E E G ~ .  I s t o  Q,  considerando a 



o r i e n t a ç ã o  T' , podemos ter 4 sub-casos: 

I. b3 uv y. E' ; nesse casa: uv E TP =9 uw G TP i zw y. TZ 

T7 d t r a n s .  T' & t trans. 

1. d3 wz E T' ; nesse caso: wz E T7 =+ w E T7 -.p VM E T' 

TQ t trans. T? & t r a n s .  

Em qua lquer  dos  4 sub-casos ,  w E T' ou zw G T'. 

Caso 2. vw E T e uz E T. 

Temos e n t ã o  vz E T ou uw E T, donde E E E G ~  ou uw E E G ~ .  E 

novamente cons iderando  a o r i e n t a ç ã o  T ' ,  temos 4 sub-casos:  

2. a3 vz E S' g e n t ã o ,  c o m o  z u  E T? e TT' cl t r a n s i t i v a ,  w E T' . 

2.b3 zv G T P ;  entXo, como vw G TP e TP 6 t r a n s i t i v a ,  sw E T P .  

2 . ~ 3  uw E T': ent=lo, coma ZM y. T' e TP & t r a n s i t i v a ,  zw G T P .  

49 



2.d3 w u  E T 7 ;  entzo, somo vw E T' e T' Q. transitiva, w E T'. 

Em qualquer das 4 sub-casos, vu E T' au z w  E T ". 

Caso 3. wv E T e zu F T. 

Temos entzo w u  E T ou mv E T. Raciocinando analogamente, 

chegaremos facilmenke B conclusão de que este caso se reduz ao Caso 2. 

Este casa se  reduz ao Caso 1. 

Em qualquer dos casos de 1 a 4, temos na final w E T' ou 

zw E T a  , donde concl u i  mos que T' satisfaz o axi oma C S23. 

C i i i 9  =+- C i 3  Seja T uma oríentagãol de GC que satisfaz o axioma CSS3. 

I s to  significa que o complemento de G 15 de comparabilidade. Pelo 

Teorema 2.3, resta mostrar que G não cont&m 4-ciclos sem cordas. 
" 

Supondo por absurdo que v z w u v  seja u m  4-ciclo sem cordas, 

temos que e EG e e EG, donde v w  C O U  w 3  E T e zu COU uz3 E T. 

Logo, u m  dos 4 casos abaixo ocorre: 

Caso 1. w E T ou z w  G T. Então w e EG ou e EG, absurdo. 

Caso 2. vz E T ou u w  F T. Então E fid EG OU e EG, absurdo. 

Casa 3. w u  E T ou zv . c ~  T. Como no Caso 2, absurdo. 

Caso 4. wz E T ou uv <E T. Como no Caso 1, absurdo. 



Logo, G o c o n t & m  4-ciclo s e m  cordas, donde e grafo de  

intervalo.  C o n c l u i  m o s  a s s i m  a d e m o n s t r a ç ã o  do T e o r e m a  2.5. i 

h casa par t icular  de a r d e m  de in te rva lo  B a c h a m a d a  

s e m i - o r d e m .  Uma s e m i - o r d e m  C Y , T 3 ,  a P & m  de satisfazer os a x i o m a s  CS13 e 

CSZ3  de u m a  o r d e m  de intervalo,  sat isfaz segu in te  a x i o m a :  para 

quaisquer v , w , z , u  ç V, 

CS33 w E T e wz E T i m p l i c a  vu E Y ou uz e T. 

G r  af os c u  j os c o m p l  e m e n t a s  p o s s u e m  os- i leintac$es que sati  sf a z e m  

os axiomas de uma semi - o r d e m  são denominados yraf os de indi ferenqa ,  

uma isub-classe nui t u  i m p o r t a n t e  dus grafor; de i n L e r v a l o .  V e r e m o s  m a i s  

tarde, no C a p i t u l o  3, que ta is  grafos p o d e m  ser caracterizados c o m o  

aqueles para os q u a i s  e X i s t e m  m o d e l o s  de intervalo onde todos os 

i nterval os t B m  o m e s m o  c o m p r i m e n t o .  

O l a r i  u C ãQQl3 t a m b d m  apresenta uma caracterização da f amili a 

dos grafos de intervalo e m  L e r m o s  de u m a  certa o r d e m  i m p o s t a  aos 

v & r t i c e s .  E s t a  o r d e m  A l inear e possui u m  propriedade bastanke 

i n t e r e s s a n t e :  a conhecida h c a u r i s t i c a  " s e m p r e  u s e  a m e n o r  cor 

disponi vel " - ca algori t m o  guloso pa r i  coloração de  v & r t i c e s  -, aplicada 

a esta o r d e m ,  produz s e m p r e  uma coloração exata. M r S m  disso, alar iu 



exibe u m  a l g o r i t m o  de t e m p a  l i n e a r  para encontrar  tal  o r d e m ;  B o que 

v e r e m o s  c o m  m a i s  detal he no C a p f  tu10 S. 

Teorema 2.8 C O l a r i u  E19913 3 Um grafa não direcionado G rl u m  grafo de 

in te rva lo  se e s o m e n t e  se existe uma o r d e m  l i n e a r  "< " sobre VG t a l  que 

para quaisquer v6rtices u ,  v, w c o m  LI < v e v < w, uw E EG i m p l i c a  

E E EG. 

C - 3 S e j a - C I  3. u m  m o d e l o  de  intervalo de G. E s c o l h a m o s  < de 
v v E V U  

m o d o  que 

T r i v i a l m e n t e ,  < & uma o r d e m  l i n e a r  sobre VG. 

a j a m  agora u , v , w  G VG t a i s  que u < v, v < w e uw E EG. 

De acordo c o m  a escolha de < & f & c i l  verificar que 

e C I  3 5  e C I  35 e C I  3; a sendo G grafo de intervalo,  uw G EG i m p l i c a  
U v W 

I n I 2@. C o m b i n a n d o  estes dois result+ados, v e m  que I rr I $@, donde 
U W U v 

ui; E EG. 

C e 3 Seja < uma o r d e m  l inear sobre VG satisfazendo o enunciado do 

T e o r e m a .  Seja v I t V 2 ~  . u m a  e n u m e r a ç ã o  dos vértices de G de m o d o  que 

vi 
< v. #- i < j. U t i l i z a n d o  o Teorema S. 3, v a m o s  m o s t r a r  que G d 

J 

k r i a n g u l a r i  zado e que G= 18 de c r o m p a r a b i l i d a d e .  

Para m o s t r a r  que G B triangularizado , basta m o s t r a r  qua v Q 
n 

v & r t i c e  s i m p l i c i a l  , já que i s t o  se estende t r i v i a l m e n t e  a subgrafos 



induzidos de  G.SE.jam v. e v C i < j 3 v & r t i c e s  a r b i t r 6 r i o s  e m  V Cv 3 .  
j O n - - 

Se V.V. 4 EG, temos: vi < v ,  v < v , 
n Vivn 

E EG e v.v e EG. Absurdo. 
L J j j L j 

Logo, V Cv 3 induz um subgraf o completo. 
C4 n 

Para mostrar que G= é de  comparabiãidade, b a s t a  mostrar que 

dados três i n d i c e s  i < j < k ,  

- - - 
v.v.  e EG 0 v v  e EG implica v v e EEG. 
1 3  j k i k  - 

E fAci l  v e r i f i c a r  que se V.V E EG incorre-se  num absurdo, 
L k  

2.5. CIRCUITOS 

Uma o u t r a  caracLerização dos g ra fos  de  i n t e r v a l o ,  pouco 

conheci da ,  nos Q fornec i  da por h c h e t .  T a m b g m  aqui , como no Teorema 

2 .  , podemos ver r e f  1 eti  da a d i  spos i  r;ão geom&tri c a  de  u m  conjuntcl de  

i n t e r v a l o s  kraçados sobre  uma reta: sempre é possível  d i v i d i - l o s  e m  

d o i s  conjuntos de  modo que todo i n t e r v a l o  de  qualquer dos conjunLos 

sempre i n t e r c e p t e  pe lo  menos um i n t e r v a l o  do o u t r o  conjunto.  

Teorema 2.7 C Dilchet 1[ 19793 3 Um graf  o não d i r e c i  onado G c5 um grad'o de  

i n t e r v a l o  se e somente se G não conLém 4-c ic lo  s e m  cordas e para  todo 

c i r c u i t o  C = v v . .  . v  v C n E 5 3 e x i s t e m  sub-caminhos A = vi..  . v .  e 
0 1 n-1 O J 

B = v. . . . V de  C C o s  i ndices  sSo mbdulo n 3 &ais que: 
J + i  i-1 

I 3  Todo v f? r t i ce  e m  A t e m  pe lo  menos um vizinho e m  B; 

112 Todo v&rLi c e  e m  B t e m  pelo m e n a s  um vizinho e m  A. 



C e= 3 E s t a  impl icação 6 de d e m o n s t r a ç ~ o  t r i v i a l .  Supondo por absurdo 

que G n30 seja g r a f o  d e  i n t e r v a l o ,  G contrc5m como subgra fo  induz ido  

algum d e n t r e  os g r a f o s  l i s t a d o s  na F igura  2 .3  C Teorema 2.2 3 .  Com 

exceç9io do  &ciclo, e m  cada 'um d e l e s  e x i s t e  um c i r c u i t o  d e  comprimento 

p e l o  menos 5 para  o qual  não e x i s t e m  sub-caminhos A e B que s a t i s f a ç a m  

as condic$5es I e 11 do enunciado. 

i E + i " e j a M = < I  3 
v v E V S  

Suponhamos por 

C = v v . . . v  v C n 2 6 3 
O i n-i O 

nas  condi ç8es do enunciado. 

Tomemos e n t ã o  e m  

um modelo d e  i n t e r v a l o s  d e  6. 

absurdo que exista em G um c i r c u i t o  

pa ra  0 qual não 

C sub-cami nhos 

A = vi. . . v. e B = v.  . . . v C i nd ices  rndrdulo 
J J + i  i.-* 

Seja I a imagem d e  v, e m  M para  O 
i L 

exis tem sub-caminhos A e B 

quaisquer  A e B t a i s  que 

n  3 .  

5 i 5 n-1. 

- *i-% Em M, s e j a m  I = uLSi I r  e I. - A ic=j+i IIc. 

c l a r o  que as uniões  
I A  

e I se const i tuem cada uma por um 
B 

unico  i n t e r v a l o ;  podemos p o i s  e sc reve r  I = C a ,a I e I = C bl, bzl 
A i 2 e 

Clembrando que nossos i n t e r v a l o s  .são sempre fechadas  3 .  

Por h i p b t e s e  existe e m  A um v & r t i c e  v C r pe r t encen te  ao 
r 

conjunto  dos i ndi ces i ,  . . . , j tomados mbdul o n 3 que não possui  nenhum 

v iz inho  no sub-caminho B. Logo, I Tr IB = OI. Supondo sem perda 

d e  general  i d a d e  que dCI 3 I: eCI.3 = bl, e tomando v d e  modo que I 
r r 

seja o i n t e r v a l o  m a i s  .A esquerda pa ra  o qual  I R I* = Qi, conclu i  m o s  

que I r  B i n t e r v a l o  e x t r e m o  esquerdo do modelo M. 

Construamos agora  2 o u t r o s  sub-caminhos, A' = 
vi. . . V a 

r-i 

B' = v . . . v v . . . v Cindi c e s  mddul o n3. Ê claro que A' # 0 ,  caço 
r j j+i i-i 

c o n t r b r i o  L e r í a m o s  A = v , donde G não seri a conexo C lembrando que a 
r 



conexidade é suposiç3o subentendida e m  todos  os teoremas 3 .  Novamente, 

podemos tomar e m  A' Cou B'3  um v & l i c e  v C s e n t r e  O e n-1 =i que nCio 
5 

t e m  nenhum v i  z i  nho e m  B '+C ou A' 3 , d e  modo que I é i n t e r v a l  o e x t r e m o  do 
6 

modelo M, e evidentemente e x 4 x e m o  d i r e i t o  C 56 que I + I devido ao 
e, r 

f a t o  d e  I utMCB'3i i n t e r c e p t a r  I sMCA'3 3 .  
r r 4  

Fi na1 mente, supondo sem perda d e  genera l  i dade que I E MC B' 3 , 
S 

construamos 2 o u t r o s  sub-caminhos d e  C,  A' ' e £3' ' , da  s e g u i n t e  forma: 

A ' '  = Y . . .  V v . . . v  IP 
s u i  i-i i r-i 

B" = v . . .  v 
i s 

C f ndi ces mddul o n 3 .  

Da mesma forma que par- A ' ,  B" # 9. 

Por Ripdtese ,  encontraremos novamente um i n t e r v a l o  I C t t 

entre O e n-I 3 , i n t e r v a l o  extremo do modelo M, t a l  que It#Ir e IL+I . 
9 

Absurdo. Concluimos a s s i m  a deemonstra~F%ü do Teorema 2.7. a 



No capi  tu1  o 2 havíamos nos r e f e r i d o  aos  g ra fos  crrJos 

complementos possuem or ien taçães  que sa t i s fazem o s  axiomas de  uma 

semi -ordem, o s  graf  o s  de  i ndi f =r ença. D i  scuki  remos n e s t a  capf Lul o o 

contexto  e m  que surgem e as ca rac te r i zaç8es  da famfl ia .  Antes, por&m, 

cabe deixar  assentado que o s  g ra fos  de  indeferensa  sCto c ~ n h e c i d o s  

pr incipalmente como o s  g r a f e s  de  interseci;;a"o de  i n t e r v a l o s  de  mesmo 

comprimento. 

Uma v e r t e n t e  importante  da ps ico log ia  matemática e da t e o r i a  

da decisCio Q a t e o r i a  da preferdncia  e i n d i f e r e n ~ a .  Uma s&rie de  

modelos foram propostos como t e n t a t i v a s  de  quant i  f icar a pref e r h c i a ;  a 

a n b l i s e  dos mecanismos e m  que ela se processa nos permite compreendes 

melhor, e at& de  c e r t o  modo prever ,  o comportamento de  grupos e 

i ndi vi duos . 
Antes de  ãi s c u t i  r mos a1 gum dos model o s  propostos,  co l  oquemas 

o problema da p r e f e r h c i a  e m  %ermos de  uma e s t r u t u r a  combinatbria. 

Seja V um canjunt.o f i n i t o  de elementos sabre as qua i s  um 

determinado emissor de decis21es D* comparando-os d o i s  a d o i s ,  

inequivocamente ou p r e f e r e  um a o  o u t r o  ou B i n d i f e r e n t e  a seu  r e s p e i t o .  

Construamos d o i s  g ra fos  H = C V , ? 3  e G = CV,E3 da s e g u i n t e  

maneira: dados d o i s  elementos d i s t i n t o s  u e v de  'v', 



uv E T BP D p r e f e r e  u a v,  e 

uv E E @ D Q i n d i f e r e n t e  a r e s p e i t o  d e  u e v. 

E 'claro que uv G E se e somente se w E E,  donde G 65 gra f  o 

não d i rec ionado;  por oukro l a d o ,  H & um graf  o o r i en tado .  A l e m  d i s s o ,  

K = C V, T + T-i + E 3 & um g r a f o  completo, e os g r a f o s  K = C V ,T+T-*~ 
i 

e G são complementares. 

A e s t r u t u r a  do g r a f o  H r e f l e t e  ar p r e f e r g n c i a s  d e  D. Supondo 

qua i2 ~ m i t e  suas i=lacisães de manmira c o e r e n t e ,  65 de se Gsperar que o 

g r a f o  o r i e n t a d o  H seja a c í c l i c o  e m e s m o  t r a n s i t i v o ,  p o i s  ci razodval 

admi t i r  que c e r t o  elemento x seja p r e f e r i d o  a o u t r o  elemento z t o d a  vcaz 

que sxista um terceira elemsnta  y ta1 que x seja p r e f e r i d o  a y e este, 

par s u a  vez,  seja p r e f e r i d a  a z. 

I s to  6, S razoável  admi t i r  que T se c o n s t i t u a  numa ordem 

p a r c i a l  , embora h a j a  a u t o r e s  que apresentem argumentos c o n t r a  a 

t r a n s i  t i v i d a d e  da p re fe rgnc ia  C p. ex. , veja-se  Krantz,  Luce, Suppes e 

Tversky ClQ71,pg 173 3 .  

Discut,amos agora  o dosenvolvimantcil d e  um m d s l o  t e ó r i c o  pa ra  

a q u a n t i f i c a ç z o  da prefer&ncia .  S c o t t  o Suppes C1Q581 centraram s u a  

a t e n ç l o  s o b r e  o s e g u i n t e  problema: dado um conjunto  f i n i b a  V do 

elementos e uma riela#b b i n b r i a  T s o b r e  V, s o b  q u a i s  c i rcunst%nç=ias  

existe uma funqão f :  VaR kal  que 

vw E T w I C v 3  2 fCw3 + E ,  V v,w E V e pa ra  c e r t o  õ > O ? C13 

A idOia  embutida na definigCEo da  função f" é associar a cada 

e1 emento v d e  V um va lo r  f C v3 d e  modo que,  pa ra  quai  squsir v, w e m  V, v d 

p r e f e r i d o  a w se e somente se fCv3  B m a i o r  o su f  i c i e n k e  c a m  r e l a ~ ã u  a o  

va lo r  fC w3. O nrfrmero E > O f i x a  uma quant idade  que r e p r e s e n t a  a 



'Yndiferença"',  i s t o  &, que nos permite  estar i n d i f e r e n t e s  e n t r e  d o i s  

a1 nmentos c u j a s  aval  iaç8es diferem no m & x i  m o  d e  c. 

M a i s  formalmente, dada u m  rslar;Bo binAria  C%',TSI,  uma f unçSo 

f : V+R que s a t i s f a z  a condição ÇI 3 é denominada uma f u n ç k  de  u t i l i d a d e  

d e  semi -ordem pa ra  a r e l a ~ ã o  CV, i3 . O termo 'kerni -ordem" e5 empregado 

justamente p e l o  f ako  de S c o t t  e Suppos t e r e m  mostrado que ta is  r e l a ç õ e s  

C V, correspondem preç i  samente As semi -ordens i n t r o d u z i  das por Luce 

C veja-se  Lerce C 1Ç561 3. Como vimos, as semi -ordens C jd d e f i n i d a s  no 

c a p i t u l o  a n t e r i o r  3 são ordens p a r c i a i s .  

Teorema 3.1 C S r o t t  e Suppos C19581 3 Dada uma r e l a ç b  b i n á r i a  C V , ? D ,  V 

f i n i t o ,  existe uma função de  u t i l i d a d e  d e  semi-ordem para  C V , D  se e 

sumente se CV, i3 E- uma semi -ordem. 

A demonstra$ão do Teorema 3.1 a f a s t a - s e  um pouco do escopo do 

nosso t r aba lho .  D e  qual quer f ar ma, ap resen ta r  emos a demonstr aç3o da 

necessidade d e  CV, T2 ser uma semi -ordem pa ra  que exista a f unr;ão de  

u t i l i d a d e  f - f a t o  que nos ser& necessã r io  l o g a  ad ian te .  Para  a 

demonstração da  s u f i c i ê n c i a F  veja-se  Rabinovi t c h  C 19771 , S c r i r t t  C 1Q641 

ou Suppes e ti nnes E 19631 . 

Recordemos i n i  çi  a1 mente a d e f i n i  çZo d e  uma semi -ordem. Uma 

r e l a ç ã o  b i n b r i a  C V , n  rl uma somí-ordem se e somente se s a t i s f a z  o s  

s e g u i n t e s  axiomas: para  quaisquer v ,w,z ,u  E V, 

CS13 T .é- i r r e f l e x i v a ;  

CS23 w E T e zu G T impl ica  vtn ez T ou z w  E T; 



CS33 w e T e w z  E S imp l i ca  vu E T ou uz e T. 

Dada p o i s  uma relação b i n d r i a  CV,T-) pa ra  a qual  existe f:ZV+R 

funr;ão d e  u t i l i d a d e  d e  semi-ordem, vamos mostrar que T s a t i s f a z  

C a i  T s a t i s f a z  < S i 3  

C l a r o ,  p o i s  se vv E T, Lemos fCv3 2 iCv3 + ú: c o m  & > 0, 

absurdo. 

Cb3 T s a t i s f a z  CS33 

S e j a m  v,w,z,u,em V ta i s  que vw E T e zu  E T; ontSo,  

fCv3 2 fCw3 + & o fCz3 2 fCu2 + E,dande fCv3 ,+ fCz3 I ffw3 + fCu3 + 2 ~ .  

Suponhamos por absurdo que vu & S e z w  e TT; en tzo ,  f Cv3 < f Crn3 + E e 

fCm3 < fCw3 + E, donde fCvi + fCz3 i fCu3 + fCw3 + SE, absurdo. 

Logo, vu E T ou z w  E T. 

C c 3  T s a t i s f a z  CS33 

S e j a m  v,w,z,u e m  V t a i s  que vw E T e w z  E T; entZrz, 

f Cv3 2 fCz3 * 2s. Suponhamos por absurdo que vu 4 F e uz e T; ent-%o, 

fCv3 < fCu2 + E e fCu3 i fCz3 + E ,  donde somando estas des igua ldades  

vem f fv3  < fCz3 + 2.s, absurdo. 

Logo, vu E T ou uz E T. i 

Retrzrnemos agora  a nossa a tençso  aos  grafos H = < V , T 3  e 

G=CV, E3 d e f i n i d o s  an te r iormente .  Supondo que a relação binAri  a CV, T-, 15 



uma semi-ordem, e x i s t e  f:V-rR ta l  que, para  quaisquer v,w E V, vw E T se 

s somente se f€v> L: fCw3 + E,  pa ra  c e r t o  c *. 13. 

O graf  o G & claramente  um graf  o d e  i n t a r v a l u ,  p o i s ,  d e  acorda 

com o Teorema 2.5, = CV,T+T-'~ possui uma o r i e n t a ç ã o  C a or ien taçZo 

T 3 que s a t i s f a z  o axioma CS23. A l e m  d i s s o ,  4 f k i l  v e r i f i c a r  que 

írW E E e+ [ fCv3 - fCw3 jj < E,  Y v,w E V e para  c e r t o  E > O C113 

O g r a f o  G é um bipo e s p e c i a l  de  g r a f a  d e  i n t e r v a l o  denominado 

g r a f o  d e  ind i f e rença .  A s s i m  c o m  a e s t r u t u r a  de  H reflete as 

p r e f e r ê n c i a s  do emissor d e  d e c i s a s s  D, a e s t r u t u r a  de  G r e f l e t e ,  a 

juizo de D, as " indi fe renças"  e x i s t e n t e s  e n t r e  pa res  d e  elementos de 'V. 

Podemos, p o i s ,  o fe rece r  uma pr imei ra  d e f i n i ç ã o  da  classe dos 

gr a f  os d e  i ndi f  er ença. 

Definição I. UM g r a f o  n3o d i rec ionado G = CV,E3 & um g r a f o  d e  i n d i f e r e n ~ a  

quando, para  certo G > 0, existe f : V - &  que satisfaz CII3. 

Lembrando que a o r i e n t a ç ã o  T t a m b O m  s a k i s f  az o axioma CS33, 

i medi atamente podemos fornecer  a pr imei ra  caracteri z a ~ ã o  da classe dos 

g r a f o s  de  ind i f e rença :  a classe dos graf  o s  d e  co-comparabilidade d e  

semi -ordens . 

Teorema 3,2 C Rciberts C19691 3r Seja G = C'd,E> um g r a f o  nZo direcianado, ,  

k s e g u i n t e s  a f  irmaçEes s ã o  equiva len tes :  

Ci3 G B  u m g r a f o d e i n d i f e r e n ç a ;  

Ci i3  G~ admike uma o r i e n t a ç ã o  T que s a t i s f a z  o s  axiomas de  uma 

semi -ordem; 



C i i i 3  Toda orientaqão transitiva T-e satisfaz as axiomas de uma 

semi -ordem. 

Demonçtra$ão do Teorema 3.2 

Ci3 i Esta implicaçSXo decorre imediatamente da demonstraç3o da 

necessi dade da Tearema 3.1. 

i + i Suponhamos que G~ admita u m  orientação T que satisfaz os 

axiomas C S í 3 ,  CS33 e C533 de uma sed-ardem. 

Seja T' u m a  oriontaí;ão transitiva de G ~ .  Então T' satisfaz 

ÇS13 e CS23 C veja-se o Seorema 5 3 .  Vamos agora mostrar que T' 

saki sf az kamb8m o axioma CS33. 

Sejam v , w , z , u  E Zbl t a i s  que vw E T b  e w TETZ. É claro que 

E E G ~  e E G E G ~ ,  donde vw C ou wv 3 G T e wr C ou z w  2 G T. Como 

na demonstraçSo do Teorema 2.5, i m p l  i çação C i 3 d i i i , podemos di vi di s a 

demtlnstração em 4 canos: 

Caço 3 .  vw E T e wz E S. 

Então, por hipótese, vu e-- T atr uz E T, donde G EG= ou 

- 
uz E E G ~ .  Considerando a orientação T' , podemos ter  4 sub-casas: 

I. b3 uv E T' ; nesse caso: uv E T" =3 uw E T' =$ uz E T' 

L' & trans. T' Q trans. 



1 . ~ 3  rrz E T' ;  

1. d3 z u  ç T' ; n e s s e  caso: z u  E T' -P wu E Tr =& w E T' 

T' & t r a n s .  T Y  t r a n s .  

Em q u a l q u e r  d o s  4 sub-casos ,  vtr E T' ou uz e T? . 

Casa 2. vw E T w z w  E T. 

Como por h i p b t e s e  vw E T' , wz E Y b  TT' ii t r a n s i t i v a ,  segue 

que  vz E T ' ,  donde va C ou zv 3 ç T. 

Ternos e n t s o  d o i s  çub-casos: 

;%.a9 n E T 

Então ,  c o m o  zw E T C estamos no Caso 2 3 e T s a t i s f a z  C=>, 

w E T ore uw G T. Consi de rando  T' , seguem m a i s  4 sub-casos:  

2 . a . 1 3  vu E T' ;  

2.a.23 uv E T'; recaímos no sub-caso Cf.bSi; 

2 . a . 3 3  u w  E T ' ;  corno w z  E T? e T' & t r a n s i t i v a ,  ua ç T'; 

2.a.49 wu G T' ;  c o m o  v w  (E T' e T7 9 t r a n s i t i v a ,  w G T". 

2. b3 zv E T 

EntSo, c o m o  v w  E T C eskamos no  Caso 2 3 e T s a L i s f a z  CS33, 

zu T  ou v w  E T. Considerando T' , segurem m a i s  4 sub-çasos: 

Z.b.13 zu ç T' ;  recaímos no  sub-caso  C l . d 3 ;  



2 .  b. 2 3  uz E T' ; 

2. b. 3 3  u w  G T' ; r e c a i m o s  no sub-caso C2. a. 3 3  ; 

2. b. 4 3  wu E T'; r e c a í m o s  no sub-caso C2.a. 43. 

De qualquer maneira, no f i n a l  s e m p r e  L e s e m o s  w E T' ou 

uz E T'. 

Caso 3. wv E T e w z  E T. 

Este caso B semelhante ao Caso 2. 

Casa 4. w v  E T e z w  E T. 

E s t e  caso B s e m e l h a n t e  ao C a s o  1. 

C o n c l u i  m o s  a d e m o n s t r a @ i o  desta i m p l  i cae3o. 

Ciii3 =r C i i i ,  I m p . l i c a ç C T o  i m e d i a t a .  

C i i 3  Ci3. Se G~ admite u m  orientação T que satisfaz os axiomas de 

uma s e m i - o r d e m ,  entãa, pelo Tearema 3.1, exiske uma f u n ç ã S o  f :  Y+[R E, u m  

n b m e r a  E > O & a i s  que 

- 
c o m o  T+T-' = E G ~ ,  c l a r a m e n t e  L e m o s  que w E E se e s o m e n t e  se 

I fCv3  - f c w 3  I < E ,  v , w  E V. 8 

Como as semi-ordens são ardens de in te rva lo ,  t e m o s  o 



segui  n t e  Cor ol A r  i o: 

Corolário 3.3 Todo g r a f o  d e  i n d i f e r e n ç a  & um g r a f o  d e  inLervalo.  

3.2. VGRTICES EXTREMOS, GRAF05 DE IHJJIFERENCJ4 E S T R U T W S  

Roberts  C 196;91 d e f i n e  a classe dos g r a f o s  d e  i n d i f e r e n ç a  e m  

t e r m o s  do  c o n c e i t o  d e  " v & r t i c e  e d r e m o " .  Para  i s s o ,  u t i l i z a  uma relação 

de equi  va lenc i  a i n t r aduz i  da por Scatt a Suppeo E 19E383 : dado G = C V, E3 , 

dizemos que os vGr t i ce s  v ,  w E V são equivalenLes C V w ;I se e 

s o m e n t e s e G ~ E  e V U U : E C  E G E E G Ç E ~ ;  i s t o & ,  v s w s e e  

somente se YCv3 = VCw2 C d o i s  v & r t i c e s  são e q u i v a l e n t e s  se e somente se 

t & m  a mesma vizinhança 3 .  

Definida esta equ iva lênc ia ,  dizemos que v & "vOrt ice  e x t r e m o "  

se VCv3 Q um conjunto  completo d e  v&-tices e E w,rr E YCv3, w*, rrw 1 

imp l i ca  E 3 z E VCw3 n VCu3 %a1 que a e VCv3 1 CveJa-se a Figura  3.13. 

36 X * 
Definamos também o g r a f o  G = C V , E  3 do s e g u i n t e  modo: V* 

X Z íC 
& o conjunto  das  classes d e  - equiva l&ncia ,  e uma aresta v w E E 

se e somente se e x i s t e m  v,w E 91' ta i s  que ç E e Y , W  e s tZa  e m  classes 

* 
d e  G - equ iva l snc ia  d i s t i n t a s .  Informalmente, G O o g r a f o  o b t i d o  p e l a  

"cantração" das  classes d e  E - equival&ncia .  

* 
Finalmente, dizemos que G é reduz ido  se G é i somorfo a G . 
J% t e m o s  agora  elementos s u f i c i e n t e s  pa ra  i n t r o d u z i r  uma 

o u t r a  d e f i n i ç b  da c l a s s e  dos  g r a f o s  d e  i n d i f e r e n ç a .  

WfiniçZh 11. C Roberts  C196Q1 3 Um g r a f o  não d i r ec ionado  G = CV,E2 c5 



Figura 3.1 



um g r a f o  de i n d i f e r e n ç a  se pa ra  Lodo subgraf'o induz ido  e conexo H de G, 

Y 
H t e m  exatamente um v e r t i c e  C i s t o  é, H é completo 3 ou t e m  exatamente 

d o i s  v & t i  ces extremos não ad jacen te s .  

Cabe f r i z a r  qus, os c o n c e i t o s  d e  vcãrticrr ext;remo e v & r t i c e  

si mpl i ci a1 f o r  te co i  nc i  dem quando os r estr i ngi m o s  aos gr  a f  os d e  

i ndi f er ença . 

Mais a d i a n t e ,  no Teoroma 3.9, demonstraremos a equ iva lênc ia  

da  DefinigZo II c o m  a Def in ição  I an te r iormente  fo rnec ida .  f: 

i n t e r e s s a n t e  agora  tecer a lguns  comentar i os s o b r e  esta nova d e f i n i  çãa. 

Uma propr iedade da operação "w*" Q a de p rese rva r  

" ind i s t ingu ib i l i dade" :  dado G = CV,E> não d i rec ionado ,  G Q 

X 
r ep resen táve l  s o b  a forma C113 se e somente se G o 9 - b a s t a  associar 

pontos equ iva len te s  ao m e s m o  va lo r  real. Dessa forma, podemos nos 

limitar a tratar graf  o s  reduzidüs .  Fademos t a m b 8 m  nus limitar a g ra f  os 

conexos, uma vez que um y r a f o  & represen tdve l  s o b  a forma C113 se e 

somente se cada uma de s u a s  componentes tambarn e r ep resen táve l  sob esta 

forma. 

I n t e rp re t ando  os g ra f  os d e  i n d i  f e r e n ~ a  c o m o  conjuntos  d e  

pontos f C v 3  s o b r e  a r e t a ,  onde d o i s  pontos s%Iü " ind is t inguf  v e i s "  se e 

somente se a d i s t a n c i a  e n t r e  eles B menor que ü valor  f i x o  E > 0, 

torna-se  m a i s  clara a d e f i n i ~ ã e  d e  -+&rtice e x L r e m o  - que f i c a  

naluralrnente a s sac i ado  a u m  ponta  extremo da reta. 5e a rzi um ponto 

e x L r e m o  da  reta, pa ra  quaisquer  x, y temos 

C ia-xl 4:: E e (a -y [  < E > Ix-yI < E. 

I s to  est6 d e  acordo com L e r m o s  d e f i n i d o  um v k r t i c e  extremo d e  



modo que sua  vizinhança seja um conjunto  completo. A l O m  do m a i s ,  

supondo r e d u t i  v idade e conec t i  v i  dade,  Q f bci  1 mostrar que 

i s t o  l e v a  a conc lu i r  que se d o i s  v k r t i c e s  s ã o  v iz inhos  de  um v g r t i c e  

extremo, e n t ã o  e x i s t e  um o u t r o  v & r t i c e  v i z inho  dos pr imei ros  mas não 

do v & r t i c a  extremo. 

Es ta  in t e rp rekagão  dos g r a f o s  d e  i n d i f e r e n ç a  t o r n a  mais 

clara, albm do m a i s ,  a d d ' i n i ç ã o  de Roberts: u m  conjunLo f i n i  t o  d e  

pontos s o b r e  a reta contenda pe lo  menos d o i s  pontos t e m  precisamente  

d o i s  pontos exkremos. Com esta interpretaçZc3 puder-se-& compreender 

melhor kamb8m uma caracterizac$?io bem conhecida 613s g r a f a s  d e  

i ndi f erenqa que f orneceremos ad ian to :  aquel es graf  o s  para  o s  q u a i s  

e x i s t e m  modelos de i n t e r v a l o  onde todos  o s  i n t e r v a l o s  k@m u m  

comprimento f i x o  E. 

A f i g u r a  3.2 ex ibe  q u a t r o  classes da  g r a f o s  que não s ã o  d e  

ind i f e renga .  Tados eles &o reduzidas  e conexos. Os de  Tipo I nSa 

possuem pontos extremos, e o s  d e  Tipos I1 a IV possuem kr&s pontos 

extremos cada um C ass ina lados  na f i g u r a  3 .  O g r a f u  de  Tipo I1 B 

frequentemente denotado por KA3. 

Como se ver& a d i a n t e  C Teorema 3.9 3 ,  estes g r a f o s  são 

essencialmente  o s  bnicos g r a f o s  que não sSo d e  ind i f e renga ,  no s e n t i d o  

d e  que um g r a f o  Q de  i n d i f e r e n ç a  se e somente se nSo contbm nenhum 

d e s t e s  subgr a r o s  cümo subgr a f  o induzi  do. Denomi naremas as gr  af'as que 

nSo cuntrim subgraf mo induzidos d e  Ti pos I - I V  como graTos de i ndi f s renga  

estr ut-ur adas.  



T I P O  I 

T I P O  I1 T I P O  I11 T I P O  I V  

Figura 3.2 



D e  acordo com a  b f i n i ~ ã o  11, t odo  subgraf  o induz ido  d e  um 

graf o d e  i ndi f  erenqa & um graf  o  d e  i n d i f  erença.  Assimr podemos enunciar  

o Tearema a s e g u i r ,  d e  demanstxação i mediata. 

Teorema 3.4 Todo g r a f o  d e  i n d i i e r e n q a  d e  acordo c o m  a Def i n i ~ ã o  I1 4 

um g r a f a  d e  i n d i f e r e n ç a  e s t r u t u r a d o .  

Analisando o teorema e s t r u t u r a l  d e  Lekkerkerker e Boland pa ra  

g r a f o s  de i n t e r v a l o  C Teorema 2 3 ,  pode-se L a m b e m  demonstrar 

f a c i l m e n t e  os d o i s  Teoremas a s e g u i r .  

Teorema 3.5 Todo g r a f o  d e  i n d i f e r e n ç a  s s t r u t u r a d o  B um g r a f o  de 

i n t e r v a l o  e não cont&m Kiõ c o m o  subgrafo  induzido.  

Demnst.raq(ro. =ja G um g r a f o  de i r id i fe rença  e s t r u t u r a d o ;  por 

d e f i n i  çZo, G não conlOm Kia como subgraf o induz i  do. O Teorema S. 2 nos 

permi te  conc lu i r  que se C3 nXo 4 um g r a f o  de i n t e r v a l o  e não cont4m Kia 

induz ido ,  e n t ã o  G & algum g r a f o  de Tipo I ,  11 ou I V  C F igura  3.2 3 ;  

i s t o  c o n t r a d i z  a suposic;lEto do G ser um g r a f u  d e  i n d i f e r e n ç a  

e s t r u t u r a d o .  

Teorema 3.6 C McLrley 2 Suponhamos que G = CV,E3 E- um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  

e não contêm Kia corno subgrafo  induzido.  Então, admite uma 

o r i en ta$ão  T  que s a t i s f a z  o s  axiomas d e  uma s e r t i - o r d e m .  

De-nçtração. Pe lo  Teorema 2.5, arlmibe uma orienLagão T que satisfaz 

os axiomas d  uma ordem de i n t e r v a l o .  B a s t a  entXo mostrar que 1 

s a t i s f a z  o axioma E X 3 3 .  



Dados v,w,z ,u  E V, suponhamos que vw G T, w z  E T, w e i e 

uz T. Pe la  t r a n s i t i v i d a d e  de  T e p e l a  rs1ali;Cio E G ~  = T + T-', 

v e r i f i c a - s e  que o subgraf'o d e  G gerado por -Cv,w,z,u> ã isomorfo a Kia 

Ç Figura  3 . 3  3 .  Contradiqão. i 

Corol&rio 3.7 Se G Ié um g r a f o  de  i n d i f e r e n ç a  es t ruLurado,  entCio GC 

admite uma. o r i e n t a ç z o  T que s a t i s f a z  os axiomas ds uma ssmi-ordem. 

A demonstraçZo d e s t e  Coroldr io  B imediata .  

C a r o l % r i o  3.8 Seja T uma orientai$b para  o complemento de um graf  o não 

d i rec ionado G = Cis,E2.  Entáo T & uma seíni-ordem se e somente se T $5 uma 

ordem p a r c i a l  e G não contém KAa OU K C KZZ P C 3 como subgrafo  
22 4 

induzi  do. 

C 3 Suponhamos que T seda uma semi-ordem; e n t ã o  é c l a r o  que T B uma 

ordem par ci  a1 . 

a3 Suponhamos que G contenha K induzido,  de  acordo c o m  a F igura  
13 

- - - 
3.3.  EntCio, (: vw, WZ, vz 3 C E G ~ ,  donde vw Cou wv3, m Cou zw;], 

vzCou zv2 E T. Em cada uma das  poss ib i l idadt i s  para  a e s t r u t u r a  de  

-P- C .Cvw,.wz,vz> S T, < v w , z w , n 3  5 T etc. 3 invar iave lmente  e x i s t e m  

duas arestas tais que o tbrmino de  uma B o i n i c i o  da  o u t r a .  Podems 

p o i s  supor s e m  perda d e  genera l idade  que arw G T e w z  G i. Mas ,  p e l a  

Figura  3.3,  vu Q T e uz e T. Absurdo, p o i s  T s a t i s f a z  CS33. 

b3 Suponhamos que G contenha KZ2 induzido,  de acordo com a Figura  

3.4.  



Figura  3.3 

F igu ra  3.4 



-- 
Ternos en tzo  h, zu3 c E&, donde w Cou wv2.  zu Cou uz3 E T. 

~ u p ~ n h a m a s  que ~r, E T a zu G T. P e l a  Figura 3.4, vr~. sir T e z w  ss T; i ;69+0  

B uma contradiçZo,  p o i s  T s a t i s f  az C S 3 .  O meslnca raciocf n i o  se a p l i c a  

A s  o u t r a s  p o s s i b i l i d a d e s  para  T C €vw,uz3 'I= T7 < W , Z U ~  E T* 

Cwv,uz>. G T 3 .  Com i s t o  concluirnos a. demonstraçCXo d e s t a  implicação.  

C + i 533 T & uma ordem pa rc i  a1 , G & graf  o d e  co-comparabi 1 i dade; e como 

não cont4m KZ2 induzido,  pe lo  Teorema 2 .3  IC. g r a f o  de i n t e r v a l o .  Como €3 

tambsm não contém Ki3 induzido,  pe lo  Teorema 3.6 T é uma semi -ordem. i 

O Teorema a s e g u i r  u n i f i c a  toda  a d i scussão  apresentada  ate o 

momento, se lando a equiva l4nc ia  e n t r e  as b f  i n i ç 6 e s  I e 11 da c l  asse 

dos graf  as de i n d í f  erenqa.  

Teorema 3.9 C Robert,~ C1SBGl;iJ 3 a j a  G = CV.E3 um grafo nso direcionado.  

4s segui  n t e s  a f  i r rnaç8es s ã o  equi val  anLes : 

Ci3 G B u m g r a f o d e i n d i f e r e n ç a d e a c o r d o ç o m a D e f i n i ~ ~ o I I ;  

C i i3  G 6 um g r a f o  de  indiferenlfya es t rukurado;  

Ci iá3 G B u m  g r a f o  da  i n d i f e r e n ç a  d e  acordo com a ExefiniçSo I ;  

Civ3 admi t ,~  uma orientaçãc3i T que sa+,isfaz OS a x i ~ m a ç  de  uma 

semi -ordem. 

O método consistirSi. e m  demonstrar o c i c l o  de imp1icalç;ires 

CLv3 -B CLii3 + €13 + Cii3  + Civ3. 



C i i i 3  Ci3 Se G 4 um g r a f o  d e  i n d i f e r e n ç a  d e  acordo com a Definiç2So 

I ,  enbso G 6 repr.asentQlvel s o b  a forma CII3,  e & c l a r o  que kodo 

subgrafo  induz ido  e eonexo H d e  G kamb&m Ié sepresent2ivel s o b  a forma 

C 1 I Como a oper açEo "H" gr  eser va "i ndi s k i  ngui b i  1 i dade", bemos que 

x 
para  todo  subgrafo  induz ido  e conexo H de 6, H 6 r e p r e s e n t & v d  s o b  a 

forma CII3 ,  donde B f á c i l  conc lu i r  que o conjunto  < fCv3 e vH * ou & 
uni t A r i  o ou t e m  u m  va lor  mínimo s um va lo r  m & x i m o  d i f  e r en te s , ,  

C a ç o  1. < fCv3 > * & u n i t i r i o  
V E wn 

36 
N e s s e  caso ,  p e l a  radu,Lividads, H t e m  exatamente um v & r t i c e .  

C a s o  2. C fCw3 3 * & e m  um va lo r  minimo e um v a l o r  mdximo 
Y E V H  

d i f e r e n t e s .  

36 
. a  v e W tais que o va lo r  fCv3 & mínimo s o v a l ~ r  fCw3 

* 
6 n~Aximcr. Como H & reduz ido7  4 s imples  v e r i f i c a r  que w e w são os doi53 

* 
v 4 r t i c e s  ext-remos. não adjacenkes ,  de H . 

A s s i m ,  para  todo  subgrafo  induz ido  e conexo H de G, H* t e m  

exatamente um vé r t i ce  ou t e m  exatarnente d o i s  v&r.tices extremos rlgo 

a d j a c e n t e s ,  donde G B g r a f o  de  i n d i f e r e n ç a  d e  acordo com a DefiniçZZo 

V e j a - s e  o Teorema 3.4. 

Veja-se o Coro lá r io  3. S. 

73 



Uma o u t r a  c a r a c t e r i z a ç S o  da classe dos g r a f o s  d e  i n d i f e r e n ~ a  

prov&m d i r e t amen te  da equi val  &nci a e n t r e  as condições Ci i3  e C i i i 3 do 

Teor e m a  3.9: 

Teorema 3.10 Um g r a f o  G não d i r ec ionado  6 um g r a f o  de i n d i f e r e n ç a  se 

e somente se 6 t r i a n g u l a r i z a d o  C não contrãm nenhum g r a f o  d e  Tipo I na 

3C 
Figurá  3.2 3 e pa ra  todo subgraf  o conexo H de G, H t r e m  no m h x i m o  d o i s  

pontos extremos. 

A DefiniçZo I1 e s u a  versSo e q u i v a l e n t e  f o r n e c i d a  no Teurema 

3.10 s3o pouco prá t - icas  do p o n b  d e  v i s t a  a lgor i tmico:  v e r i f i c a r  a 

e x i s t 8 n c i a  d e  t r i p l a s  d e  ponLos e x t r e m o s  e m  todos  o s  subgrafos  conexos 

pa ra  reconhecer g r a f o s  d e  i n d i f e r e n g a  nZo 4 t a r e f a  s imples ;  melhor 

seria v e r i f i c a r  somente e m  componentes conexas. Contudo, o g r a f o  da 

F igura  3.8  EC conexo2 reduz idor  t e m  apenas d o i s  pontos e x L r e m o s  <a e Ia3 

e d o  é um g r a f o  de i n d i f e r e n q a ,  pois conLém K como subgrafoi 
i3 

induz i  do. PorQm, pode-se m o s t r a r  que seri a possi  veP checar pontos 

extremos somente e m  componenkes conexas,  desde que se checasse  t a & & m  

a oco r r4nc ia  d e  K induzido.  V e j a - s e  s teorema .a s e g u i r .  
ia 

Teorema 3*311 Um grafo G não d i r ec ionado  & u m  g r a f o  d e  i n d i f e r e n ç a  se e 

s~men tw se ír t r i a n g u l a r i z a d o ,  não cont&rn K*;, induz ido  e pa ra  t o d a  

* 
componente conexa H d e  G, H t e m  no mdxirno d o i s  ponCas extremos. 

Omiti r e m o s  a demonstraçEo d e s t e  Teor e m a .  



Figura 3.5 



A f i m  d e  aprof undarmos na relação ex i s t enLe  e n t r e  graf  os d e  

i n d i f e r e n q a  e g r a f o s  de i n t e r v a l o ,  notemos que pa ra  r e p r e s e n t a r  K por 
ra 

i n t e r v a l o s  s o b r e  a reta Q n e c e s s á r i o  que u m  dos i n t e r v a l o s  esteja 

c o n t i d o  propriamente no ou t ro .  V e j a - s e  a F igu ra  3.6. 

Es t a  observação suge re  d e f i n i  r um g ra f  O n30 d i  r eci onado G 

como um graf  o  d e  i n t e r v a l o  p r ó p r i o  se G pode ser r ep resen tado  por um 

moda1 o onde nenhum dos i n t e r  val  o s  está c o n t i d o  propriamente e m  ou t ro .  

Def inimos também graf  o de i n t e s v a l  o  u n i t á r i o  c o m o  aque le  pa ra  o qual  

existe um modelo onde Lodos as i n t e r v a l o s  t & m  o m e s m o  comprimento. 

Wegner C i9871 mostrou que os g r a f o s  de i n t e r v a l o  uni tario se equivalem 

aos  g r a f o s  de i n d i f  erenqa e s t r u t u r a d o s ,  f a t o  que se pode demonstrar c o m  

o  Teorema 3.5 e m  con jun ta  c o m  o  L e o r e m a  que apresentaremos a s e g u i r .  

I2 claro que Ki3 é um gra f  o de inkerlrailo m a s  n3o um graf  o de 

i n t e r v a l o  p rdp r io ,  donde não & um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  u n i t d r i o .  

Teorema 3.12 S e j a  G um graf  o nzo d i  recionado.  As s e g u i n t e s  af i rmações  

sZo equi  vá1 en te s :  

i G 6 u m  g r a f o  d e  i n d i f e r e n ç a ;  

C i i3  G 4 u m  g r a f o  de i n b r v a l o  u n i t á r i o ;  

Ci i i3G é um g r a f o  da i n t e r v a l o  própr io ;  

CivJ G rC? um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  e não contr;Sm Kr3 corno subgrafo  induzido.  



Figura 3.6 O i n t e r v a l o  I e s t á  cont ido  e 
propriamente no i n t e r v a l o  I a: 



i =4 C i i 3  Temos que G pode s e r  represenkado s ~ b  a forma CII3. O 

con.junto < I v ).v e Vçi onde I = C f<v3 - 642, f C v 3  + ~ 4 2  1,  4 um 
v 

modela de  i n t e r v a l o  para G onde todos o s  i n t e r v a l o s  t & m  a mesmo 

comprimento f i x o  E .  

t P i 3  + C i i i i  ImplicaçSo imediata ,  pois  é c l a r o  que num modelo e m  que 

todos o s  i n t e r v a l  o s  t e m  o mesmo comprimento não pode haver um i n t e r v a l o  

cont ido  propriamente e m  out ro .  

C i i i i  =P C i r 3  Se G 6 um g r a f o  de  i n t e r v a l o  prdpr io ,  enLão 4 um g r a f o  de  

i n t e r v a l o .  A l & m  do mais, como todo subgrafo induzido de u m  g r a f o  de  

i n t e r v a l o  p rbpr io  cS um g r a f o  de i n t e r v a l o  prbpr io ,  é c l a r o  que G nZo 

pode conter  K induzido. i a  

C i v l  * C i i  Veja-se os Teoremas 3.6 e 3.9, m 

Szwarcfi ter  C19901 descreve uma c a r a c t e r i z a ç ã o  dos g ra fos  de  

i ndi f er ença e m  ter mos dos "gr aif o s  de  compar abi  1 i dade 1 local " . que 

anal i sar emos agora. 

Se ja  T uma o r i en tação  a c k c l i c a  de  um g r a f o  não direciolnado G, 

e v p .  E VG. Se G~ cont&m um caminho de vi a v en tão  denominaremos v. 
,I 3 t 

ances t ra l  de  v , e v descendente de  vi. Denotemos por <vL,v.> T ?  OU 
j j J 



si mpl esmente por <v . ,  v.> , o subcon j u n t o  d e  v&s t i  c e s  simultaneamente 
J 

T descendentes  d e  v. e a n c e s t r a i s  d e  v. e m  G . 
I J 

T 
O diagrama d e  H a s s a  d e  GT B o subgra fo  a n t i - t r a n s i t i v o  d e  G 

que preserva  o f echo  t r a n s i t i v o .  

a D um y r a f o  d i r ec ionado  Cdigrafo3 t r a n s i t i v o .  Uma 

ex tensão  l i n e a r  de  D & um supe rg ra fo  t r a n s i t i v o  espalhado máximo d e  Q. 

a j a m  Li, LZv . , L ext.ians;Ses l i n e a r e s  d e  D. A di  rnensão de D C d i  m D 3 
k 

I$ o menor i n t e i r o  k pa ra  o qual  ELi n ELz n . . . n ELk = ED. A dimensão 

do graf  o de corngarabilidade sub.jacsinke G de D 6 def i n i d a  como a p r b p r i a  

d i  menção d e  D C pode-se mostrar que esta d e f i n i ç ã o  não é amkf gua 3 .  

Seja G um g r a f o  não d i r ec ionado  e R uma ordenação l i n e a r  

. ' V  
dos v & r t i c e s  d e  G. Uma o r i e n t a q ã o  T d e  G 62 i nduz ida  por R 

ri 

quando vivj E T imp l i ca  i < j . 
Seja M um model a de i n t e r v a l o  pa ra  G e R uma ordenaçZo l i n e a r  

vi, vz, . . . v dos v 4 r t i c e s  d e  G tal que i 4 j se e somente se 
n 

s C l  . > < s C I )  , onde I i a I são as imagens d e  vi a v e m  M. Então, R B 
I J j j 

chamada uma ordenaçãa çandnica ,  e uma o r i e n t a ç ã o  T induz ida  por R 6 uma 

o r i en taçSo  can6nica  para  G C pa ra  M 3 .  

Seja T urna orientac$Xo a c i c l i c a  para  um g ra f  o não d i r ec ionado  

T T 
G. G é localmente  t r a n s i t i v o  quando o subgra fo  induz ido  e m  G p e l o  

srukz;onjunto de vrãs t i t es  <v.nr) r;ir t r a n s i k i v u  pa ra  t o d a s  as arestas 

v w  e T. N e s s e  caço,  G cS um gr  af o de comparabi 1 i dade l oca l  , e T uma 

or i sn taqZo l ocal mente k rans i  L i  va da G. 

Seja D o fecho  L r a n s i t i v o  da G"P. Definimos dim T = dim = 

= dim D, e dim G como a mínima dimensão e n t r e  Lodas as orPenLaqõrvs 

localmente  t r a n s i t i v a s  d e  G. 

O teorema a s e g u i r  eskabe lece  que os graf  os de I n d i i a r e n q a  

são precisamente  os g ra f  os d e  comparabil idade local de dimensão um. 



Teorema 3.13 Seja G um g r a f o  não direcionado. G 6 um g r a f o  de  

comparabilidade l o c a l  de  dimensão um se e somente se G é um g r a f o  de  

i n te rva lo  prBpri o conexo. 

kmmnstrar;;Zh Ç =s P Seja G um g r a f o  de  comparabilidade l o c a l  de 

dimensão um. Então, G admite uma or ienta$ão localmente t r a n s i t i v a  T de 

dimensão um. Seja D o fecho t r a n s i t i v o  de  GT; D possui um caminho 

hamiltoniano C veJa-se seçCio 5 .3 .4  3 v ,v , . . .  ,v C n = IVG! 2 .  I s t o  & ?  
i 2 n 

o diagrama de H a s s e  de  D riS V V . . . V  e tal  caminho t a m b & m  est& presen te  
i 2 n 

e m  G ~ .  ~ o g o ,  G 6 conexo. 

Conskruamos agora um modelo de i n t e r v a l o  para G da seguint-e 

forma: cada v. e VG corresponderá a um i n t e r v a l o  I de L a l  modo que 
G i 

e C I  2 = n, d€I  i = n + l ,  e, para cada j 1 - 1  d I . 3  = j e 
n n J 

dCI .3 = k + jh, onde k 6 escolh ido  de  modo a s a t i s f a z e r  v v E EGT e 
J j k 

Consideremos a posiçCjlo r e l a t i v a  de d o i s  i n t e r v a l o s  I e I 
4 '  

i . j .  Temos que e C 1 . i  < e C I  2 .  Se dCI.3 > C .  deve existir uma 
L J L J 

aresta vivk G EGT ta l  que y v  e E G ~ .  j i k .  Contudo, v e < v . , v  > .  e 
J k i L k  

por tanto  o subgrafo induzido e m  GT por <vi,vk> é t r a n s i t i v o ,  o que 

implica v.v E EG*, uma contradiyZo. Logo. nenhum i n t e r v a l o  çonLBm 
J k 

propriamente a out ro .  

R e s t a  mostrar que I e I se interceptam se e somente se 
i J 

v . ~  E EG. I. n I @ en tão  eCI.3 < eC1.3 ,< dCI.3. I s t o  4 ,  existe 
i C .1 L J E 

uma aresta.  v.. G EG= t a l  que i < j < k. Novamente, uma vez que 
L k  

v E <vL,vk3 e GT B localmente t r a n s i t i v o ,  vv E EF. Inversamente. se 
j j 

v.v E E G ~ .  en tão  i i .j e dCI i 2 _i + i.&. Como eCI.3 = 1 e e C I . 3  = i ,  
C j t 1, J 

v e m  que 1; I .  ;r qd. 
J 



C& Seja C4 um g r a f o  de  i n t e r v a l o  prdpr io  conexo e M um modelo de 

i n t e r v a l o  de  G. 

Seja 5 ,  \, . . . , v uma ordenaqão candni ca dos v & r t i  c e s  de  G e 
n 

T uma o r i en tação  cananiça para M. 

Seja Ii  a imagem de  v  e m  M,  1 I i 5 n. 
L 

Gomo G 4 conexo.vv. E õG para c e r t o s  i..j t-ais que i 4 yi 5 n, 
L J 

I s t o  4 ,  eCI.3 < eCI.3 < dCI.3 < dCI.2. Como eCI"3 < eCIi+*3 5 d 1 . 3  e 
J J J 

dCI.3 < dCI 3 5 I .  c o n ~ l u i m o s  que I .  f l  Ti+, 3 , e portanLo 
G hi .I C 

v , v . . . . , w é um caminho hami 1 toraiano para G ~ .  
i 2 '  r( 

Mostraremos agora que B lacalmient-s t r a n s i t i v o .  Seja 

v.v E GT com i < k I j. Ent%o eCI.3 < d I k 3  5 eC1.3. Como nenhum 
1. j 1, I 

i n t e r v a l o  contdm propriamente a nenhum ou t ro ,  e C I  .2 < dCI.3 < dCIk3 5 
J L 

5 I Por tanto  v.v e E G ~  a para j r k temios que v v  E E G ~ .  
J L k  j k 

Como v E <v. .v .>.  o  subgrafo induzido e m  G~ por <virv.> é t r a n s i t i v o .  
k C f J 

I s t o  4, rS localmente t r a n s i t i v o ;  e sua  dimensgo 14. um porque cont8m 

um cami nho hami 1 t o n i  ano. rn 

E i n t e r e s s a n t e  f r i z a r  que as caracLerizações dos Teoremas 3.2 

e 3.13 são ,  e m  c e r t o  s e n t i d o ,  duais :  a exis tBncia  da uma orientar730 

Poca1ment.e t r a n s i t i v a  para as arestas de  um g r a f o  impl ica  a ex i s t&nc ia  

de urna or ientaç3o que s a t i s f a z  o s  axiomas de urna semi-ordem para as 

arestas do compl ement-o deçbe graf  o ,  e vice-versa. 



O reconhecimento de grafos perfeitos E- um famoso problema 

ainda par resolver ; nSo s e  sabe ainda se cY u m  problema NP-completo. No 

entanto. pr a t i  cámente todas as  çub-c1 asses conheci das de gr af os 

per f e i  tos  C apresentar emos a1 gumas no Capi t u 1  o 5 3 possuem a1 gor i tmos 

polinomiais de reconheçimento. N o  caso concreto dos grafoç de 

intervalo. descreveremos neste capf t u 1  o u m  a1 gori tmo 1 i near 

desenvolvido por BooLh e Lueker C19T61. 

O problema de verificaçSo de isomorfismo entre grafos, no 

caso geral, tambrjm B um famoso problema que há muito se encontra 

aberto. E i s t o  não muda de figura s e  o restringimos a isomorfismo entre 

grafos de uma mesma classe,  pelo menos no caso dos grafcis perfeitos e 

a1 gumas de suas çub-çl asses - t r i  angul a r i  zados, spl i t , de 

comparabilidade, biparbiiies e de caminho não direcionado : o problema 

r e s t r i t o  a estas  classes & equivalente e m  complexidade ao problema no 

caço geral. N o  entanbo, novamente Booth e Lweker  L19781 apcirtarn u m  

algoritmo polinomial - l inear - para decidir isomorfismo entre grafos 

de intervalo. Passamos agora, pois, a analisar os algori tmos de 

reconhecimento e isomorfismo para grafos de intervalo. 



Inic iamos a e s t u d a  do a1 g a r i  tm de reconheci  msnta snunci  ando 

o chamado "Problema Geral d e  Arran ja  Consecutivo'": dado um conjunfio 

f i n i t o  X e uma colegZo 8 d e  subçonjuntos  d e  X ,  existe uma permutaçzo n 

d e  X na qual  os membros d e  cada subccrnjunto C E YS ocorrem como uma 

çubseqii&ncia consecut iva  d e  n ? 

N o  caso do reconhecimento dos g r a f o s  d e  i n t e r v a l o ,  X & o 

conjunto  das  c l i q u e s  maximais e E = C ICv3 2 . ande ICv> á o 
v E YG 

conjunto  das c l i q u e s  m a x i m a i s  que contêm o v & r t i c e  V C ve ja -se  O 

Teorema 2 .3  3 .  V e r e m o s  como o a l g a r i  t m o  implementa esta i d e i a  a t r a v % s  

do uso d e  uma es t ruLura  de dados chamada PQ-Arvore, que passamos a 

def i n i  r .  

Dada um conjunta  un ive r sa l  d e  elementos U= <a , a  
1 2 " " '  

,a 3 ,  a 
m 

classe das PQ-árvores s o b r e  U d d e f i n i d a  c o m a  sendo o conjunto  d e  t o d a s  

as Arvores ordenadas e en ra i zadas  C Aho, Hopcroft e Wllman C19741 > 

cu.jas f o l h a s  são elementos d e  U e c u j o s  nds i n t e r n o s  se dividem e m  

P-nás e Q-nGs. 

Cada uma das s e g u i n t e s  operac3es conskrbi  uma PQ-árvore 

vAl i da: 



1. Todo elemento aL E U 6 uma PQ-árvore ç u j a  r a i z  & o prhpr i  o elemento, 

o qual & tamb$m a Única f o l h a ;  

2 .  Se Ti,TZ,. . . ,T são PQ-Arvores, e n t ã o  a e s t r u t u r a  da F igura  4 .1  O 
)r: 

uma PQ-árvore c u j ã  r a i z  4 um P-nd e ç u j o s  f i l h o s  da  r a i z  s ã o  

3. Se TI,T2.. . . ,Tk s ã o  PQ-Arvores, entãio a eçt-rutura da Figura  4.2 B 

uma PQ-Arvore cujã ra iz  é um 8;-ni$ e cu joç  f i l h o s  da ra iz  são 

Uma PQ-drvore 6 p r 6 p r i a  quando s a t i s f a z  cada uma das  t r&s 

convenções abaixo: 

1. Cada elemento a. . c ~  U ocor re  precisamente uma vez como f o l h a ;  
I 

2. Cada P-nó bem no mínimo d o i s  f i l h o s ;  

3. Cada Q-nó t e m  no mínimo t r k  f i l h o s .  

Drp, agora e m  d i a n t e  sempre que nos r e f  erirmoç a uma PQ-árvore, 

f i c a  subentendido que se t ra ta  d e  uma PQ-árvore p rópr i a .  E s t a s  

convenções assumi das  garantem r epr  esentac$ks úni cas de  PQ-ár vor ss par a 

o problema que estudaremos. 0s algoriLmos que ser30 d e s c r i t a s  

produzi r ã o  aa f i na1 sempre PQ-Ar vor es pr dpr i as. 

A Figura 4 .3  ex ibe  uma PQ-árvore p r d p r i a  para  o con.junto 

A l e i t u r a  d a s  f o l h a s  de  uma Arvore T ,  da esquerda para  a 

d i  rei t a ,  produz sua  f r o n t e i  r a ,  denotada por FRONTI ERC T3. Par a o exempl o 

da Figura  4.3, a f r o n t e i r a  Q ABCDEFGHPJK. 

Duas Arvores s ã o  equ iva len teç  se e somente se podem se 

tranformar uma na o u t r a  p e l a  a p l i c a ç ã o  de  z e r o  ou m a i s  t ransformações 

d e  equi val  &nci a. Cada t r  ansf  ar maqEXol espec i  f i ca uma r eolr denaçzo v&l i da 

dos nós de uma Arvore. Existem somente d o i s  t i p o s  de  transformações de 



Figura 4:. 1,. Um P-nó. 

F igu ra  4.2. Um Q-nó, 



Figura 4.3. 



equi va l  &nci a: 

1. permutar a r b i t r a r i a m e n t e  os f i l h o s  de um P-nó; 

2. r e v e r t e r  a ordem dos f i l h o s  de um Q-nd. 

Escrevemos T = T' quando as Arvores T e T h s ã o  equ iva len te s .  

A F igura  4.4 exibe uma PQ-Crrwre eqtrival ente CL Arvore da Figura  4.3. A 

nova f r o n t e i  r a é BHGI JKEFEA,  

O ~ ~ 3 n j w - k ~  d e  t a d a s  ar; f ron t - e i r a s  que podem ser o b t i d a s  por 

t r a n s f  orma$õss d e  equiva l&ncia  s o b r e  uma á r v o r e  T B chamado conjunko de 

Deff nimos m a i s  d o i s  Lipos e s p e c i a i s  de Arvores: a 

á r v o r e  un ive r sa l  s o b r e  U, que B c o n s t i t u í d a  por um Único P-n6 c o m o  r a i z  

e t rma  f o l h a  pa ra  cada elemento de U, e a A r v o r e  n u l a ,  que &o possui  

absol  ukamente nenhum nc5; na verdade,  a Arvora nu la  nZo B riem m e s m o  uma 

PQ-&r vor e v&l i da ,  m a s  será admi ti da  excepci onal  m e n h  por que 

eventual  mente pode ser o r e s u l  t a d o  da a p l  i caqão .3~ a1 guma í n s t â n ç i  a 

p a r t i c u l a r  dos  a l g o r i h o s  que apresentaremos.  V e j a - s e  a F igura  4.5. 

N o t e m o s  que o conjunto  d e  permutac$%s c o n s i s t e n t e s  de uma 

á r v o r e  un ive r sa l  corresponde ao cunjunto  d e  trodas as permutagGes d e  

A completa l i b e r d a d e  pa ra  permutar os f i l h o s  de um P-nd 

s i g n i f i c a  que n.30 h& nenhuma ordem necessârria e n t r e  elas. Com os f i l h o s  

d um Q-nb i s t o  j não ocorre; a restrição de se poder apenas 

r eve r  tê-1 as s i g n i f i c a  que as m e s m o s  d o i s  f i l h o s  serão sempre extremos,  

la todos  os demais i n t e r i o r e s ;  a l B m  d i s s o ,  cada f i l h o  i n t e r i o r  d e  um 

Q-nb sempre mant&m o s  mesmos v i z inhos  imedia tos  C n6ç "irmCíos" 

ad.j a ç e n t e s  2 .  



Figura  4.4. U m a  PQ-árvore equiva- 
l e n t e  à da F igura  5.7. 



Árvore Universal Árvore Nula 

Figura 4.5. 



E x i s t e  apenas uma operação s o b r e  PQ-drvores, e aqui chegamos 

a o  ponto c e n t r a l  da questZo d e  como u t i l i zamos  estas e s t r u t u r a s  para  

r e so lve r  o problema d e  reconhecimento d e  g r a f o s  de  i n te rvâ lo .  

Dado um sukconjunto S S U e uma á r v o r e  T, cons t rd i  -se uma 

nova á r v o r e  ç u j a s  permutaqA3es c o n s i s t e n t e s  s ã o  exatamente as 

permutac8es or ic i ina is  d e  T nas s u a i s  as f o l h a s  se l ec ionadas  por S 

ucorri;;im e m  alguma ordem c o m o  uma se;sqLr&ncia consecut iva.  Es t a  uperaçSo 6 

chamada S-redução d e  T T ddenotada por REDWGECT,S.  Eventualmente, a 

Arvore r e s u l t a n t e  dessa  redução pode ser uma Arvore nula .  O conjunto  S 

ocor re ,  no f i n a l  do procedimento, como uma snb-sequ4nçi a çonsecut i  va 

d e n t r o  de  FRONTIERC REDUCECT, S4 3 e da f r a n t e i r a  d e  qual quer Arvare que 

esteja na classe d e  equivalrância d e  REDUCECT, S. As PQ - á r v o r e s  foram 

p ro je t adas  d e  modo que esta propriedade seja -&lida. 

Para  comprovar se um g r a f o  G dado é um g r a f o  de  i n t e r v a l o ,  

consideramos U como sendo o con.,junto de t odas  as c l i q u e s  maximaiç d e  G, 

e T, no i n i c i o ,  como sendo a a r v o r e  universa l  s o b r e  U. b p o i s ,  para  

cada v E VGF consideramos S coma sendo o conjunto  d a s  c l i q u a s  m a x i m a i s  
V 

que cont&m v e efetuamos uma S - reduqZlo da  Arvore. Se no f i n a l  des sas  
v 

sucess ivas  rsduçi5es a árvore re su l t an t - e  nCEo 4 a frrvore nu la ,  entCEa 

e x i s t e  uma permutação das  c l i q u e s  m a x i m a i s  de G onde para  cada v e VG 

as cliqufrs que conL&rn v ocorrem consecutivamenLe na permutac$Xo; de 

acordo com o Teorema 2.3, G & um g r a f o  de  i n t e r v a l o .  Veremos agora 

d e t a l h e s  m a i s  concre tos  d e  manipulagão de PQ-Brvores de modo que 



possamos c o n c l u i r  que o reconhecimento d e  grafçss de i n t e r v a l o  d e  f a t o  

pode ser f e i t o  e m  tempo l i n e a r .  

O procedimenLo d e  redução a p l i c a  uma sequ4ricia d e  g a b a r i t o s  

C " t o m p l a t e s '  aos nds d e  uma PQ-Arvore. Cada yabar i  t o  t e m  um padrão de 

reconhecimento C "pat tern"3 e um padrzo d e  s u b s t i  t u i  ryão C "rsiplacement."3. 

Se um nlS s a t i s f a z  a padrzo d e  rsrconhscimenta clw certa g a b a r i t o ,  este 

padrão 4- subski  t u í d o  na %rvore  C somente o nd e s e u s  f i l h o s  3 p e l o  

padrCLo de s u b s t i t u i g ã o  do gaba r i to .  O r e s u l t a d o  d e s t e  procedimento é 

uma nova PQ-&r vor e. 

0s gabar i  tos sQio agl i cados segundo uma estratrSgi a 

"'bottom-up": um ncJ s d  O examinado se todos  os s e u s  f i l h o s  Já  t iverem 

=i da. 

Um nb X 6 chamada c h e i a  se todos  os s e u s  descendentes  e s t S o  

e m  S, vaz io  se nenhum d e  s e u s  descendentes  e s t b  e m  S e p a r c i a l  se 

a lguns  C m a s  n3o todos3 descendentes  e s t S o  e m  S. Um nb 4 p e r t i n e n t e  se B 

c h e i o  ou p a r c i a l .  A sub-Arvore p e r t i n e n t e  d e  T e m  rsla$ãa a S,  denobada 

por PERTINENTCT,S3, Q a menor sub-brvorsi de T c u j a  f r o r k e i r a  cont&m 

todos  os elementos d e  S. A ra iz  da sub-Arvora p e r t i n e n t e  d denotada 

por R001TCT,S. A F igura  4.a mostra a sub-Arvore p e r t i n e n t e  da  á r v o r e  da  

F igura  4 .3  e m  r e l a ç ã o  a S = -CE,I,J,K>. 

Descrevemos na F igura  4 .7  todos  as g a b a r i t o s .  A corrvençãa 

u t i l i z a d a  6 a segu in te :  

- Tados os f i l h o s  de um nG C s e j a m  P-nds, Q-nbs ou f o l h a s  3 

são i ndi sti nkãmente represen tados  c o m o  t r i  Sngul os ; 

- Um nO t-ot-alment-e haehurada 6 che io ;  

- Um nb nzo hachurado & vaz io ;  

- Um nd parc ia lmente  hachurado 4 p a r c i a l .  



Figura 4.6. 



Reconhecimento A Reconhecimento A 
substituição A 

GABARITO PO GABARITO P1 

GABARITO P2 para ROOT(T,S) 
quando é um P-nó 

n 

Subst ituiçzo- 

Reconhecimento 

/ i  
GABARITO P3 para um P-nó parcial que 
não é ROOT(T,S) 

Figura 4.7 

alternativas 
para P3 



Reconhecimento I 

A . . A  h A  GABARITO P4 para ROOT(T,S) 
quando é um P-nó com um 
filho parcial 

Substituição 

I 

Reconhecimento I 
I 

A...d A . . . A  GABARITO P5 para ?im P-nó par- 
cial que não é ROOT(T,S) com 
um filho parcial 



I 

Figura 4.7 ( cont. ) 

Reconhecimento 

I 

GABARITO P6 para ROOT(T.S) - . - 

quando é um nó com dois 

Reconhecimento 

GABARITO 42 para um 4-nó A A A .., A 
com um filho parcial 



Reconhecimento 

T I 

substituição 

GABARITO Q3 para um Q-nó com dois filhos parciais 

Figura 4.7 ( cont. ) 



Antes d e  passarmos aos  d e t a l h e s  da implementagão do a lgor i tmo 

de reduçzo, definamos a sub-árvore p e r t i n e n t e  reduzida  d e  T em relaçSo 

a 5 C denot-ada por PRIJNEDCT.S=r 3 como o menos subgrafo  canexo que - 
contsim todas  as f 01 has p e r t i n e n t e s .  A sub-Ar vore  p e r t i n e n t e  reduzi  da  

para  a sub-árvore p e r t i n e n t e  da Figura  4. C3 está representada  na F igura  

4.8. A r a i z  de  PRUNEKT,r5=r Q ROOTCT,S. 

bis passos sSo u t i l i z a d o s  na Pmplementa~ãcr do a lgor i tmo d e  

redução. O pr imei ro  i d e n t i f i c a  o s  nds que s e r ã o  processados C o s  nds d e  

PRWNEKT, X) > e o segundo a p l i c a  o s  gaba r i to s .  O a l g o r i  tmo combinado é 

chamado redução reduzi  da  porque examina apenas a sub-&r vore  ger ti nen te  

reduzida,  O s  d o i s  passos  u t i l i z a m  a e s t r a t 4 g i a  "bottom-up". 

Q pr imei ro  passo,  chamado '"hubbling-up", A medida que marca 

o s  nds d e  PF?lJNEDCT,S a p a r t i r  das  f o l h a s  p e r t i n e n t e s  e m  d i r e ç ã o  a 

ROOTCT,c?), a t u a l i z a  um contador para  cada n6 que informa exatamente 

quantos f i 1 hos d e s t e  nc5 s e r ã o  processados.  E s t e s  contadores  permi t i r ã o  , 

no segundo passo,  determinar quando Q que o d l t imo  f i l h o  p e r t i n e n t e  de 

um n6 X f o i  reconhecido,  e modo que se possa co locar  X e m  f i l a  

cor  r etamenke. 

E s t e  processo de  marcação pode ser sucintamente  d e s c r i t o  do 

s e g u i n t e  modo: no i n í c i o ,  sSo colocadas e m  f i l a  t o d a s  as f o l h a s  

p e r t i n e n t e s  ; poster iormente ,  cada i t e r a ç ã o  c o n s i s t e  e m  reLirar o 

pr imei ro  elemento da f i l a  e procurar  m a r c & - l a  como " p r o ~ e s s a d o " ~  

dando-lhe se necess%rio  um apontador para  seu  pai  na Arvore e 

eventualmente colocando o i em f i l a ,  ca so  i s t o  a inda  não tenha  



Figura 4.8. 



acontec i  do, 

A r a z ã o  p e l a  qual  4 necessAr4o algumas vezes  dar  a um nb um 

apontador pa ra  s e u  pa i  B que,  no i n i c i o  do processo,  nem todos  os n16s 

possuem apontadores  para  s e u s  p a i s  na á rvore .  I s t o  G a s s i m  para  e v i t a r  

uma. excess iva  atualizagâlo dia apontadores ,  a que i n f l u i r i a  na 

campl e x i  dade f i na1 do a1 g a r i  tmo. Aponkador es par a nds-pai são manti dos 

apenas para  f i l h o s  d e  P-nhs e f i l h o s  e x t r e m o s  d e  O,-nSs. F i l h o s  

i n k e r i o r e ç  d e  Q-n6s nSo necess i  t a n  manLer apontadores  pa ra  s e u s  p a i s  

todo  ol tempo: tom&-10s-ão d e  s e u s  irmãos que o s  possuem no momento 

apr  o p r i  ado , conforme expl i casemos agora .  

O processo d e  marcalyão pode f i c a r  temparar i  amente bloqueado 

e m  algum f i l h o  i n t e r i o r  de um Q-nb: nSo havendo apontador para  o pai  

d e s t e  nó, cC impossível  co locar  o pai  e m  f i l a .  Cada ncS i n k e r i o r  

momentaneamente s e m  apontador para  o pai  4 chamado bloqueado. 

Uma a.adeei a m ã x i m a l  de i rrn9ios ccsrnsecuti vüs blcsrqueadüs r ecebe  u 

nome d e  bloco. Quando u m  bloco,  à medida que c r e s c e  c o m  a incorporalyão 

d e  novos nbs,  encon t r a  um nb Y não bloqueado, Lodos os f i l h a s  

pe r t encen te s  ao b loco  reçebem o apontador d e  U e deixam de estar 

bloqueados: o bloco passa  a s s i m  a não m a i s  existir. E s t a  transmiçsZXo d e  

apontadores  pode ser executada e m  tempo d i  re tamente  pr oporci  onal  ao 

tamanho do bloco.  E mantido um contador i n s t a n t h n e o  d e  blocos  que 

informa quantos  b l  ocos e x i s t e m  e m  cada momento. 

Se Q impossível  r e d u z i r  a Arvore, pode se dar a caso de 

a1 guns nás  i n t e r  i ores permanecer e m  b l  oqueados no f i na1 do pr ocesso d e  

marca~So.  Se o contador de b locos  6. e s t r i t a m e n t e  m a i o r  do que um, por 

exemplo, não h& esperança alguma. d e  que a Arvore passa  ser reduz ida ,  e 

nesse  caso nem se executa  o segundo passo,  abortando-se a reducão. Se, 

no en tan to ,  R O O T C T , S  FC um Q-n6 e todos  o s  s e u s  f i l h o s  p e r t i n e n t e s  s%o 



i n t e r i o r e s ,  um contador d e  blocos i g u a l  a um no f i n a l  do "bubbling up" 

8 vál ido .  

O "bubbling up", teor icamente ,  deve r i a  terminar  a exeçuç=iio: na 

r a i z  de  PRUNEDC:T,S), m a s  como não Q s imples  d e t e c t á - l a ,  & m a i s  

producente cont inuar  a execução a t B  que: 

a3 o contador d e  blocos Q z e r o  e a f i l a  d e  nds a s e r e m  processados 

cont-ém somente um nó; 

b3 o contador de  blocos & um e a f i l a  d e  n6s e s t d  vaz ia .  

2% o passo d e  '"bubbling up" processa a r a i z ,  deve reter essa 

informaçSo. NCio há nds acima da ra iz  ;a s e r e m  proçessadçrs, m a s  o 

"bubbling rsp" deve " f i n g i r "  que a inda  o s  ad ic iona  B f i l a  a L Q  a t i n g i r  

al guma das  condi $ires de  ter m i  no da execução. Concei tua1  mente, pode-se 

imaginar uma "h ie ra rqu ia  i n f i n i t a  de nds v i r t u a i s " ,  a n c e s t r a i s  da r a i z  

da á rvore ,  sendo processados a%& o t&rminla da e x e c u ç b .  Se a r a i z  da  

á r v o r e  cEI encontrada e a f i l a  f i c a  vaz ia  com o contador de blocos não 

nulo,  a Arvore ngo d r e d u t i v e l .  

Lema 4.3 A f a s e  d e  "bubbling up" do a lgor i tmo de redução requer para  

sua  execuqão CX I PRUNEDC T, 2 3  13 passos ,  onde I T I O o nbmero d e  nós que 

comparecem na Arvore T. 

A cada i t e r a ç ã o  o t r a b a l h o  r e a l i z a d o  Q da ordem d e  u m  C o n6 

r e t i r a d o  da f i l a  3 m a i s  o nómero d e  nds que se tornam desbloqueados 

du ran te  esta iteorração. Alsárn do mais, cada n6 4 adicionado CL fila no 

rn&cirno uma vez,  e torna-se  desbloqueado tambdm no máximo uma vez. 

Por t an to ,  o t r a b a l h o  r e a l i z a d o  6 l i m i t a d o  p e l o  nCmaro de n6s 



processados.  

0s nds processados s ã o  os de PRUNEIXT,S) mais a lguns  

a n c e s t r a i s  v i r k u a i s  d e  ROOTCT, 52.  Naio  pode haver mui tos d e s t e s  n6s 

exbas. A e s t r a t 4 g i a  "bottom up" g a r a n t e  que se o n\Vr 31 4 processado 

a n t e s  do n6 X\ e n t ã o  o pa i  d e  X deve ser processado a n t e s  do pa i  d e  X '  

C a menos que o pa i  d e  X '  j A  t enha  s i d o  colocado na f i l a  por causa d e  

algum o u t r o  f i l h o  sendo processado 3 .  Cada a n c e s t r a l  d e  ROOTCT,S) t e m  

somente um f i l h o  p e r t i n e n t e .  I s to  impl i ca  que o ntimero total d e  

a n c e s t r a i ç  d e  R O O T C T , S  que s3o  rc;.almente processados o excede a 

m a i o r  d i s t a n c i a  d a s  f o l h a s  B r a i z  e m  PRUMECK;T,Sk esta d i s t â n c i a  & 

c e r  lamente  menor ou i gual a I FYRUNEX T, S> I . I 

Supondo que a Arvore B r e d u t i  vel , apbs o '"bbubl i ng up" Lodos os 

n6s a s e r e m  processados no segundo passo  possuem apontadores  v&l idos  

par a s e u s  pai  s , exce to  aquel  es que eventua l  mente este j a m  b l  aqueádos por 

serem f i l h o s  i n t e r i o r e s  do nó RuOTCT,S> C quando ele B um Q-nó 3 .  N e s s e  

caso, cria-se um "pseudo-nd" d e  Lipo Q-n6 que faz d e  "pai adot ivo"  para  

estas nds,  que se tornam desbloqueados. 

Passa-se enkão ao segundo passo do a lgo r i tmo  d e  redu$Za, a 

a p l i c a ç ã o  dos gabar i  t o s .  Como no pr imei ro  passo,  no i n í c i o  as f o l h a s  

p e r t i n e n t e s  são colocadas  e m  f i l a .  Cada i t e r a ç ã o  c o n s i s t e  em: 

a3 ret irar  o pr imei ro  elemento X da  f i l a ;  

b3 colocar o pai  de X no f i na1 da Ii l a  C c a s o  X não seja ROOTCT, S3 3 ; 

c3 t e n t a r  a p l i c a r  algum padrZu d e  reconhecimento a "famí l ia"  formada 
- 

por X m a i s  os s e u s  f i l h o s  C se ex isk i rem 3 a s u b s t i L u i r  este padrão 

p e l o  padrão d e  ç u b s t i  t u i  $30 cor  r e spondenb .  

A s  i t.eraqões se repetem a t 4  que ou a f i l a  f i q u e  v a z i a  ou 

nenhum padrão d e  reconhecimento possa ser a p l i c a d o  C c a s o  e m  que o 



a1 g a r i  t m o  da  redução 4 abor Lado 2 .  

Lema 4.4 A f a s e  d e  a p l i  ~ a q Z o  de gabar i tos do a1 gor i L m a  d e  redu@o 

requer  pa ra  s u a  execuç3o OC I PRUNEDCT, S) 13 passos .  

0 a lga r i tmo  pode ser f ac i lmen te  implementado da modo que o 

t r a b a l h o  r e a l i z a d o  e m  cada i t e r a ç ã o  tenha  complexidade da  ordem do 

nQmero e f i l h o s  per t inen t -as  do no X que f o i  r e t i r a d o  da  f i l a .  

Somando-se as compl exi dades p a r c i a i s  , obtemos que a c o m p l  ex i  dade f i na1 

do segundo passo d OC I PRUNEDC T, S) 13, 

Descrevemos a s e g u i r  um a lgo r i tmo  gen4r ico  de ut.iliza~c;;ão d e  

PQ-árvores, que e f e t u a  s u c e s s i v a s  reduções e combina o s  b o i s  passos  

anLer i or mente menci onados par a cada r edução. 

REDWCTI ON C U, 9; i ; 

i n í c i o  

T: = a r v o r e  un ive r sa l  s o b r e  U; 

para  cada S .F 9; f a g a  -- 
i n í c i o  

i': = BUBBLEC T, ; 

f im;  - 
devolva T 



O conjunto  U é o conjunto  un ive r sa l  d e  elementos,  s o b r e  o 

qual  sso d e f i n i d a s  as PQ-árvores. O vronj un to  4g; O um subcon j unto  d e  U-, 

C PC U> = .é: X 1 X G U 3 3 , e determina a seqüç3nci a d e  reduçiS;eç a s e r e m  

execuLadas. BWBLECT,S) é a funçSo que,  tendo c o m o  e n t r a d a s  uma 

PQ-Arvore T e um c a n j  urrLo S, devo1 ve uma á r v o r e  onde todas  os n6s de 

PRWEX T. X) estão marcados ; eventua l  mente. conforme v i  m o s ,  o r e s u l  t a d o  

pode ser uma PQ-árvore nu la ,  REDUCECT,S executa  a X-redução d e  T, e 

t a m b & m  pode eventualmente produzi r como resuPLado uma Arvore nu1 a ,  c a s o  

T nSo seja r e d u t i v e l .  

O r e s u l t a d o  da execução d e  REDWCTIONCU, $3 4 uma PQ-árvore T 

tal que em cada seqiIuiância P do conjunto  CQNSISTENTCT3, os elementos de 

cada S e S comparecem consecutivamente e m  alguma ordem em P, i s t o  4 .  

c o n s t i t u i n d o  uma sub-seqüência d e  P. Se T rá a Arvore nu la .  não existe 

nenhuma permutação P dos elementos d e  U tal  que pa ra  todo  S E S os 

s1srnento;ls de S ocorram consecutivamente e m  F. 

O Lema 4 .5  f o r n e c e  a cornpll exi dade da combi n a ~ ã o  dos passos  

BUBBLE e REDUCE , e o Teor e m a  4.6 d e  REDUCTI ONC U, S3. Def i n i  m o s  : 

a> no unArio corno aque le  nd na sub-Arvore perb i  nen te  que possui  apenas 

um f i l h o  p e r t i n e n t e ;  

b3 UNARYCT,S=, como o conjunbo d e  todos  os n6ç undr ios  e m  T com relação 

ao conjunto  S; 

e3 S I Z E C S 3  c o m o  a s o m a  dos tamanhos d e  todos  os conjuntos  na f a m i l i á  S. 

Lema 4,5 A combinaiç;a"o dos passos  BUIBBLE e REDWCE requer  somente 

Or: lS[ + IUNrSRYCT,S> 13 passos  pa ra  e f e t u a r  a S-redução da  PO*&rvors T. 



Existem apenas I S J f o1 has  ; 1 ogo, e x i s t e m  no m & x i m o  CX 15 ( 2 nbs 

n3o unár i o s  que não são f o1 haç e m  PRUNEX T, S 3 .  A s s i  m,  

]PRü3dEiXT,S) I = + M I S i 3  + iüNARY€T.S2 I = OC IS (  + IWARY€T,S2 12. 

Pelos  Lemas 4 .3  e 4.4, segue  que a combinação de BUBBLE e 

REDUCE t e m  complexidade OC ISJ  + IUNBRYCT,STi 13. m 

Teorema 4, f3 A c l a s s e  d e  permutaçt3es s o b r e  um conjunto  U nas  q u a i s  cada 

conjunto  d e  uma famfllia % G XU-) ocorre c o m o  uma sub-seqü&ncia 

consecut iva  pode ser colmputacla e m  OCrn + n + S I Z E € S ) S  passos  se U t e m  m 

o b j e t o s  e 9: t e m  n conjunkos. 

C a l  c ul  ar e m o s  a compl exi dade d e  REDUCTi ONC U , S3 . 
In i c i a lmen te ,  Q f á c i l  c o n c l u i r  que  o t r a b a l h o  e x t e r n o  às 

~hamadas  d e  BUBBLE e REDUCE usa tempo M m  + 7-24 somente. 

Pe lo  Lema 4 .5 ,  o t r a b a l h o  total e m  .todas as chamadas d e  

BUBBLE a REDUCE pode ser ca l cu lado  c o m a  a soma d e  duas pa rce l a s :  uma r% 

a c o n t r i b u i ç ã o  total devi da aos tamanhos dos con j untos ,  por t a n t a  P gual 

a SI =C %3 ; o u t r  a Q a s o m a  das  p a r c e l a s  I WNARYC T, S I  1 , que passamos a 

e s t i m a r  agora .  

Notemos que o s  dn icos  g a b a r i t o s  que podem ser a p l i c a d o s  a n8s 

undr ios  sSo P3, P6 e 42, j A  que um nb un&rio  não pode ser ROOTCT, S3 n e m  

pode ter os s e u s  f i l h o s  todos  vaz ios  ou todos  che ios .  

O g a b a r i t o  P3 não pode ser a p l i c a d o  m a i s  d e  duas  vezes  e m  

cada redução,  caso c o n t r á r i o  fo rça - se  a e x i s t 8 n c i a  d e  4x6s n&s p a r c i a i s  

t a i s  que nenhum d e l e s  Q a n c e s t r a l  d e  qualquer o u t r o  - o que impede que 

o s  elementos d e  S s e j a m  consecut ivos .  Gonr=luimos a s s i m  que o ndmero 



t o t a l  de  apl icações  de  P3 B OCm +. nSi. 

O g a b a r i t o  Q2 t e m  duas formas; seja Q2' o g a b a r i t o  QS quando 

não h& f i l h o s  p a r c i a i s ,  e Q2" o g a b a r i t o  Q2 quando um f i l h o  p a r c i a l  

esta presente .  Com um argumento similar a o  usado para P3, pode-se 

concluir que Q2' 4 ap l i cado  CXm + rJ vezes. 

Seja agora NORMCl3 o nQmero de Q-nCIs e m  T m a i s  o ntlrmero de 

nbs e m  T cu j o s  p a i s  são P-nbs. Não Ér di f i c i  l v e r i f  i car  as segui  n t e s  

a f  i r mag2Ses : 

C i i  In ic ia lmente ,  NORMCT3 d no mAximo m; 

Cii3 Qualquer padrão de subs t i tu içZo  incrennenta NORMCT3 no máximo de 

um; 

C i i i 3  0ç gabari  t o s  P5 e a2" ddecrementam NORMCT2 no minimo de  um. 

JQ vimos que s nQmero de  aplicilc$íes de todos o s  gabarikos 

C excetuando-se P5 e a* ' 3 &i OC m + n + SI ZEC %3 4 .  Como NORMC T-r L O, as 

af  i r mag8es açi m a  implicam que o nirmers de  apl  i caii,ões de  P5 e Q2'  ' 4 

Q í m  + az + rclIZECSi3. m 

4.2* 4. Aplicaqâsi do algoritmo de reduçXo aos grafos de intervalo 

k d i  car  -nos-emos agora a apl i car  REDUCTI ON ao caso  concre to  

do reconhecimento dos graf  o s  de i n t e r v a l o .  

O Teorema 2.4 es tabe lece  que um graf  o nZo di r e c i  onedo G 4 um 

g r a f o  de  i n t e r v a l o  se e somente se a matr iz  de c l i q u e  M de  G possui a 

pr opr i edade das 1 ' s connsecuLi vos par a col  unas. Ve j a m o s  i n i  c i  a1 m e n t e  

como podemos a p l i c a r  REDUCTI ON para testar esta propriedade. 

A f unq& bool eana desc r i  t a  a segui  r ,  baseada e m  REDWTI ON, 



t-orna c o m o  e n t r a d a  uma matriz M e devolve ve rdade i ro  ou f a l ç o  
n x m  

conforme M Lenha ou nCio a propriedade dos 1's consecut ivos  pa ra  

in f  c io 

U: = conjunto  das  co lunas  de M; 

T: = Arvore un ive r sa l  s o b r e  U; 

para  i: =l passo  1 até n f a g a  - 
in f  c io 

5: = con.j rrnto das r,ol unas de M que t O m  " ' na 1 i nha i ; 

se T é a á r v o r e  nu la  e n t ã o  devolva f a l s o  - 
f i m ;  - 
devo1 va ver dadei  r o ; 

f i m ;  - 

Teorema 4.7 Se M B uma mat r iz  de O ' s  e 1 's com n l i n h a s  e rn ca lunas ,  

e spec i f  i c a d a  por s u a s  f e n t r a d a s  nSo n u l a s ,  o teste da propr iedade  dos  

1 ' s conseçuLi vos par a c01 unas pode ser real i zado e m  Oç; m i n + f 3  

passos.  

Demonstração 

A funqão CONSECWTi'JE r e a l i z a  o teste desejado.  O numero de 

elementos no con.junto un ive r sa l  U d m, o niírmero d e  çonjunt.os na f iamilia 



S r% n e ;F;IZEC$;i é claramente  f .  Todo o t r a b a l h o  e x t e r n o  A rirsrduqão sij 

c la ramente  l i n e a r .  Pe lo  Teorema 4 .6 ,  é f k i l  mostrar  que as recluç8es 

exigem CXm + n i f 3  passas .  O teste pode ser f e i t o ,  po r t an to ,  e m  

tempo 1 i neâr . a 

Para cünstx  u i  r agora um a1 g a r i  t m o  pa ra  reconheci  mente de 

g r a f o s  d e  i n t e r v a l o .  o pr imei ro  passo,  dado G nSo d i r ec ionada ,  Q 

computar as d i q u e s  m x i m a i s  d e  6, cons t ru indo  uma l i s t a  d e  e n t r a d a s  

nCXo n u l a s  pa ra  a mat r iz  d e  c l i q u e  M d e  G. E s t a  t a r e f a  se t o r n a  

consideravelmente  m a i s  s imples  p e l a  f a t o  d e  todo  g ra f  o d e  i n t e r v a l o  ser 

um g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d o ;  a mat r iz  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  - ver sus  - 

v k r t i  c e s  d e  um g ra f  o t r i  ángul ari  zado pode ser c o n s t r  uf da  e m  CK n + e3 

passos  C onde n = (VG I e e = I ES I 3 u t i l i z a n d o  a t&cn iça  "iexicographic 

breadth  f i r s t  s ea rchng  C veja-se  Lueker E l Q 7 6 3  e Rose,Tarjan e Luaker 

C 10761 3. Uma p ropr iedade  b t i l  dos g r a f o s  t r i a n g u l a r i  zadas  4 a d e  t e r e m  

matrizes de ç l i q u e s  m a x i m a i s  - versus  - w&rtices t a i s  que o niímsso de 

e n t r a d a s  não n u l a s  d e  cada uma d e s s a s  ma t r i ze s  nunca ii% s u p e r i o r  a 

QCn + e3 C F u l k e r ç m  e G r o s s  C19651 3 .  

F e i t a s  estas çons ide ra#5es ,  apresentamos o s e g u i n t e  a lgo r i tmo  

de reconhecimento d e  g r a f o s  d e  i n t e r v a l o .  Seja G = CV,E3 um g r a f o  não 

d i  r eci onado . 

I NTERVALC V, E3 ; 

i n i c i o  

se G n3o Q t r i a n g u l a r i z a d o  e n t ã o  devolva f a l s o ;  - 
U: = c1iquç.ç m a x i m a i  s de G; 

T: = á r v o r e  uni versa1 s o b r e  W; 



para  cada v E V faça -- 
inf  c i o  

se T B a Arvore nula  e n t ã o  devolva f a l s o  - 

devo1 va ver dadei r o : 

f im; - 

Teorema 4.8 Dado G = CV, E> g r a f o  não d i rec ionado,  pode-se L e s t a r  se G 

& um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  e m  Uín + e> passos ,  onde n = IV] e e = (El. 

A função I N T E R V L  r e a l i z a  o teste desejado.  

No i ni ci o testa-se a L r  i angul ar i dade como condi ção  pr &vi a 

para  G. E s t e  teste pode ser f e i t o  e m  OCn + e> passos  C veja-se  Rose, 

Tar-jan e Lueker E 1 W6l 3 , e por t a n t o  nâ.0 a1 tera a complexidade f i n a l  

dese jada ;  a19m do mais, fo rnece  uma l i s t a  de d i q u e s  rnaxirmis coma 

'kubkgrodut-o" de  sua  execuqão. 

A ça fda  do teste d e  t r i a n g u l a r i d a d e  pode, p o i s ,  e usada 

como en t rada  para  o teste dos 1's consecut ivos.  O nGmero máximo de 

d i q u e s  m a x i m a i s  6 M n >  e o nbmero t o t a l  de  enkradas não n u l a s  d 

rX n + e>, donde a e t a p a  das  reduç8es t e m  complexidade C#; n  + 9 3 .  

A compl ex i  dade f i na1 de I NTERVAL & €X n + e>. a 

Um res f  duo i n t e r e s s a n t e  d e s t e  L e s t e  de g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  8 



uma PQ-Arvore reduz i  da  c u j a s  f o1 has  são as c l i q u e s  maximais. 

Teorema 4,9 Dado G=CV,E3 g r a f o  não d i r ec ionada ,  pode-se t e s t a r  se 6 & 

um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  e m  tempo CXn + s3, onde n = I'dl e e = IEI. A i Q m  

do m a i s ,  se G Q um g r a f o  d e  i n t e r v a l o ,  e n t ã o  existe um a lgo r i tmo  pa ra  

c o n s t r u i r  uma PQ-árvore p r d p r i a  TEG) a que (UONSISTENTC TCG3 3 4 

precisamente  o conjunto  d e  orderuaç8es d a s  c l i q u e s  maximais de G nas 

q u a i s  as c l i q u e s  d e  If v3 o c o r r e m  consecutivamente pa ra  todo  v e V, onde 

ICv3 é o conjunto  das  d i q u e s  m a x i m a i s  que contlAm v. H 

E poss ive l  usar  esta árvore g a r a n t i d a  p e l o  Teorema 4.9 corno 

base  pa ra  uma rep resen tação  canonica  pa ra  g r a f o s  do i n t e r v a l o ,  e 

obtemos a s s i m  um modo de c o n s t r u i r  modelas de i n t e r v a l o  e m  kempo 

l i n e a r .  Alsdm do m a i s .  pode-se por esse m e i a  testar isomarfismo e n t r e  

g r a f o s  da f a m i l i a ,  LambOm em tempo l i n e a r .  E s que m o s t r a r e m c a s  a 

s e g u i r  na seqão  4.3. 

Antes, importa  citar que Kor t rn r  e Mi5hring C19891 melhoraram 

l i g e i r a m e n t e  o a lgo r i tmo  de Booth e Lueker u t i l i z a n d o  uma versão  m a i s  

adaptada das  BQ-&r vores  ao gr  obl  e m a  do r ecrcrnheci mento, as chamadas 

'WQ-&r vor es " . Estas novas estr u tu r  as d e  dados u t i  1 i z a m  busca e m  

l a r g u r a  l e x i c o g r á f i c a  pa ra  s i m p l i f i c a r  s u a s  a tual izaç&as.  

4*3* ALGORI TMO PARA VER3 FI CAR I SOMORFP SMO EKTRE GRAFOS DE I NTEWVALO 
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Inic iamos o e s tudo  da verificaçCTo d e  isomorfismo e n t r e  d o i s  

g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  G e G' p e l a  comparação e n t r e  TCG3 e TCG'3.  0 

Tesrema 4.10 per m i  L i  rá coricl u i  r que gr a f  os i ssmor f os t & m  PQ-&r vores  

equ iva len te s .  Omiti remos s u a  damonstraqão. 

Teorema 4.10 5 e \ são PQ-Arrores c o m  o m e s m o  colnjunLo da 

f  o1 has  e tais  que CONSI STENTC TF3 = CONSI STENTC T 3 , e n t ã o  T = T . 
1- Z 

m 
2 

Fendo conc lu ído  que se C3 e G7 são isomoifo5 e n t ã o  X G 3  e 

TC G 7  ssão equi v a l e n t e s ,  devemos agora  t ratar  do prokl e m a  i n v e r s o ,  i s t o  

8, g a r a n t i r  que se TCG3 e TCG73, sâIo e q u i v a l e n t e s ,  entCio G e G* são 

içomorfos. A F igura  4.9 mostra que a r e c í p r o c a  nem sempre 6 

ver dadei  r a. 

Para  sol uc i  onar este pr obl  e m a  , devemos modi f i car as 

PQ-Asvares d e  modo que f orneçarn m a i s  i nf ormaqSo sobre a e s t r u t u r a  dos 

graf  os que representam. 

Dado um nb X d e  uma PQ-Arvore T, definimos FCX3, como a 

f r o n t e i r a  da  sub-Arvore d e  T c u j a  r a i z  é X .  Dado v +&rtice do yrafcy não 

d i rec ionado  G que o r i g i n o u  T, definimos Lambem o n(i4 ç a r a c t e r i ç t i c o  d e  

v,  denotado por CHABCv3, c o m o  o nd X e m  T tal que IC v3 FCXI e a - 
d i s t a n c i a  de X A s  f  o1 has  d e  T B a menor possf vel  C l embrando que I C v3 Q 

o çon,junto das  d i q u e s  m a x i m a i s  que eont&m v 3 .  A l g u m a s  vezes ,  

u t i l i za remos  a imagem i n v e r s a  d e s t a  função: se X Q um nó e m  T, 

C H A R - ~ C X ~  = < v E VG I K = CHARCv? 3. 

Dado um sulriconjunto S d e  f o l h a s  d e  T, c l a s s i f i c a m o s  um nó X 

como p e r t i n e n t e  com ra l açSo  a S se FCX3 cont8m a lguns  elementos d e  S, 

v a z i o  com r e l a q ã o  a S se FCX3 não contem nenhum elemento d e  S, 

c h e i o  com relação a S se FCX3 8 i n t e i r a m e n t e  composto por elementos de 



Um modelo p a r a  G :  Um modelo p a r a  G '  : 

U m a  PQ-árvore p a r a  
G ou G '  

F igura  4.9.  G e  G '  não são  isomorfos ,  mas T é PQ-árvore p a r a  ambos. 
O s  g r a f o s  e s t ã o  represen tados  na  f i g u r a  por  modelos de i n t e r v a l o .  A s  c l i q u e s  
e s t ã o  r ep re sen t adas  p e l a s  l i n h a s  v e r t i c a i s  pon t i l hadas .  



S e p a r c i a l  c o m  relação a S se FCX3 cont8m a lguns  elementos que s ã o  d e  

S e a lguns  que não o sZo. 

A modi f i cação que i nkr odeirzi r e m o s  nas  PQ-Ar wr  es cons i  s te  e m  

associar r ó t u l o s  a o s  nós. E s t e s  r b t u l o s  são ' s l r i n g s '  d e  i n t e i r o s  que 

indicam c o m o  o s  conjuntos  ICv2 estZío d i s t r i b u í d o s  na f r o n t e i r a  d e  uma 

A r  vore.  Def i nimo-os da segui  n t e  maneira: 

C a >  se X B um P-nb ou uma f o l h a ,  LAi2ELCX3 4- ~GHAF?-"cx~~ 1 ,  i s t o  &, o 

namero d e  v e r t i c e s  d e  G que possuem X c o m o  nó ca rac t . e r i s t i co ;  

C b> se X B um €2-n6, i n i  ii a1 mente formamos uma sequ4n i i a  X . X2, . . . , X 
1 k 

numerando os f i l h o s  d e  X da  esquerda para  a d i r e i  t a ;  depo i s ,  pa ra  cada 

v E CHAB-'cx~, seja C i , j >  um par tal que X & o f i l h o  d e  X p e r t i n e n t e  
i 

com r e l a ç ã o  a ICv> que se s i % u a  na ex%remidade esquerda,  e X o f i l h o  
j 

p e r t i n e n t e  que se s i t u a  na e d r e m i d a d e  d i r e i L a ;  ordenamos todos  os 

pares  e m  ordem PexiçogrBfica  não dec rescen te  e OS concatenamos pa ra  

for m a r  LBBELC X I . 
A a r v o r e  r o t u l a d a  & denotada por TLCG3. Um exemplo d e  

r o l u l a ç ã o  é i l u s t r a d o  na F igura  4.10. 

Teorema 4.11 Uma PQ-árvore r o t u l a d a  contém i n f  ormaçZo s u f i c i e n t e  pa ra  

r e c a n s t i t u i r  um g r a f o  isomorfo ao g r a f o  G=CV,E3 que a or ig inou .  

Dada uma PQ-árvore r o t u l a d a  T, const..rui m o s  um g r a f o  6' s o b r e  

um çonj  unto V' de v é r t i c e s  que contBm o s  s e g u i n t e s  elemenkos: 

C á 2  para cada folha ou P-n& X c o m  r i i t u l o  k', e x i s t e m  m v&rtices:  o s  

v6rLices  CX,r3 pa ra  1 5 r 5 m, correspondentes  aos m elementos d e  

CHAR-'c xa 



Figura  4.10. PQ-árvores r o t u l a d a s  T e T '  p a r a  o s  g r a f o s  G e G ' ,  
respec t ivamente ,  da  F igura  4.9.  



Cb3 pa ra  cada Q-nd Y com r o t u l o  LIBELCYI = ' C i i F J 3 C i 3 7 j a 3 . . . C i  ,jm>' 
i rn 

e x i s t e m  m vi5rtices: as quádruplas  CY,r , i  , j r 3  para  1 I r S m, 
r 

cnrrespondentes  ds modo n a t u r a l  -de acordo com a d e f i n i ~ ã o  dos r 6 t u l o s -  

a e1 ementos de CHBB-'€ Y3. 

A s s o c i e m o s  a cada v&rt.ice v' E V' um conjunto  I TV'> da 

s e g u i n t e  maneira: se v' & da forma C X , r > ,  seja I 'Cv73  o ~ c o ~ j u n t o  d e  

elementos d e  FCX3; se v-" da forma C Y , r , i ,  j > ,  seja I 'Cv9> o conjunto  

de todos  o s  e l e m e l i t o s  que eompareeem nas  f r o n t e i r a s  das n$s 

f i l h o s  de Y .  

O Lema a segui  r ,  e m  rvon j u n t o  c o m  a d e f i n i  ~ ã o  dos r d t u l  o s ,  

permi te  conc lu i r  f a c i l m e n t e  que se v e v'  são elementos cor respondentes  

de  V e V ' ,  r e s p e c t i v a m n t e ,  e n t ã o  ICv3 = I 'Cv'3.  A demonstraqSo B 

s imples  e será omit ida .  

Lema 4.12 Dada uma PQ-Arvore T, seja S um conjunto  não v a z i o  c u j o s  

elementos ocorrem consecutivamente e m  cada uma d a s  f r o n t e i r a s  de 

CONSI STENTC TJ . Então, a1 guma das  a f  i r maçcjies aba i  xo d ver dadei  r a: 

€a3 existe um P-nd Cou uma fo lha3  X tal que FCX3 d precisamente  S ;  

C b> exi ste uma sequênci a YI. YB. . . . , Y d e  f  i 1 hos consecut ivos  d e  um Q-nó 
k 

Y ta l  que o conjunto  d e  Lodos os elemenbos que comparecem e m  

FCYi3, FCY23,. . . . FCY 3 é precisamente  S. 
k 

Finalizamos a constrcrção de G' es tabe lecendo que v" e' são 

a d j a c e n t e s  se e somente se I 'Cv'3 e I 'CW'> se in te rcep tam.  Como d o i s  

v é r t i c e s  d e  um g r a f o  são a d j a c e n t e s  se e somente se estão c o n t i d o s  numa 

m e s m a  c1 i que, G e G' são i somorf os. 

m 



Para descrever  o teste d e  isomorfismo, def inimos a inda  as 

relações s e g u i n t e s .  Duas PQ-árvores r o t u l a d a s  T e T' são L-id&nticas  

C T = ' 2  se são isomorfas  a t & m  nbs cor respondentes  c o m  r b t u l o s  
L 

i g u a i s ,  e L-equivalentes C T E T 7  se T pode se t o r n a r  E - i d h t i c a  a T' 
L 

p e l a  aplicac$io de t r a n s f  o r m ç õ e s  de equi v a l l h c i a ,  tomando o cuidado d e  

sempre modificar ap ropr i  adlaments, r 6 t u l  os d e  $-nds cu.j o s  f i 1 hoa são 

r e v e r t i d o s .  N ã o  9 d i f i c i l  v e r i f i c a r  q u e  kal  mockificaçSo, pa ra  um Q.-nd 

c o m  k f i l h o s ,  pode ser f e i t a  executando-se o s  d o i s  passos  s e g u i n t e s :  

Ca3 s u b s t i t u a - s e  cada par C i  , j 3  e m  LABELTYI pe lo  par C k + l - j ,  k + l - i >  ; 

C b> reardene-se  os p a r e s  e m  ordem lexi cogr&f ica não decrescente .  

A demonstraçZo B imradiata a p a r t i r  dos  Teoremas 4.10 a 4.11.  

m 

Apresentaremos agora  um a lgo r i tmo  para  a r o t u l a ~ ã o  d e  

PQ-árvores. Dada uma PQ-árvore T com N nds , o r i  g i n 8 r i a  d e  um g r a f  o de 

i ru te rva la  €5 c o m  n v & r t i c e s ,  o a lgo r i tmo  r o t u l a  OS nbs de acordo com a 

d a f i n i ç S o  f o r n e c i d a  dos  r d t u l o s .  Como o s  g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  s3o 

t r  i angular  i zados , t ê m  no mdxi m o  n c1 i s u e s  m a x i  m a i  s :, por t a n t o ,  a 

PQ-Arvore t e m  no máximo n f o l h a s .  Como a Arvore & p r b p r i a ,  cada nd 

i n t e r n o  C nCio f o l h a  ? t e m  na mCl,uimo 2 f i1 hos, e e n t ã o  podemos c o n c l u i s  

que N = O( n3. 

No a l g o r i  tmo, cada n& possui  um campo CCOUNT, que informa o 

nx5mero de f i l h o s  do nb, e um campo NUMBEW, que a s s i m  se descreve:  se a 

seqiJ&nci a de f i 1 hos d e  um nd da esqcrer da  pa ra  a d i r e i  t a  6 X , X . , . . , Xk, 
i 2 



e n t ã o  NUMBEREX.1 é i .  
L 

Algoritmo de rotuãaç3o de uma PQ-Arvore 

i ni c i  sr 

para cada nd X e m  T f aga  

i n i c i o  

se X & u m  Q-ná en tão  - 
senzo 

LABELCXI: = ' ç t r i n g h n u l a  

LBBELCXI: = O;  

FCOüNTC XI : =O; .ÉFCOüNT conter& o no de f i l h o s  cheios  de  XX) 

f i m ;  - 
VLOOP: para cada v E VG f a ~ a  

i n i c i o  

FILA: =lis ta  do todos os elementss de  l C v 3 ;  

Cnbs cheios  s e r 3 ~  adicionados a FILA3 

FLIST: =lis ta  de  todos o s  al ementoç de  I C v3 ; 

FLQOP: enquanto FILA não est& vazia  f a ~ a  

i n f  c i o  

r e m o v a  um e 9 e m e n t a o  X do i n i ~ i m  de FILA; 

se ECOWTEX'3=CCOUNTCXY então  

i n i c i o  -C X *   cheio P 

adic ione  X ' a o  fim da FILA; 

adi c i  une X ' a FLIST; 

remova todos o s  f i l h o s  de  X '  de FLIST; 

fim; - 
fim; .C de FEWP 3- - 

-C ELIXT agora cont ,&m todos o s  nds que são cheios  m a s  

cu jos  p a i s  não são cheios  3 

se FLIST contQm u m  Qnico elemento - 
ent% se X não R u m  Q.-nb - 

enkão LABELC X 1 : =LABELE 5( 1 +l 



senão  a d i c i o n e  o par C 1, CCOUEJTC X 13  

a LABELCXJ 

senso  i n i c i a  

Y; =PAICX3; 

E"Q:=min(: NUMBERCXI 1 X está e m  FLIST 3 ;  

DI R: =max(: N W E R E  X3 I X está e m  FLI  ST 3 ; 

a d i c i o n e  o par C ESQ,, DI R3 a LPIBELC Y I ; 

f i m ;  - 
RESET; pa ra  cada campa FCQWTCXI modificado f a ç a  

FCQZTNTE X 1 : =o ; 
fim: - .i: d e  VLWP 3 

S R T :  pa ra  cada O;-nd Y f a ç a  

ordene o s  pa re s  e m  LAE3ELC Y I e m  ordem l exi cogr df i c a  

nSo dec rescen te ;  

f im; (: de LABEL 3 - 

Lema 4.14 O a lgo r i tmo  d e  rokulac$h B c o r r e t a  e pode ser implementado 

de modo que s u a  e x e c u ~ Z o  t o m e  tempo M n  + e3? onde n e e são, 

respect-ivament-e, os ndrneros de v 6 r t i c e s  e a r e s t a s  do g r a f o  que o r i g i n o u  

a d rvore  sendo ro tu l ada .  

Por induqzo sobre o n íve l  dos nbs,  conc lu i  m o s  que os nbs 

adic ionados  a FLIST C reja-se o a lgo r i tmo  3 sZo os ndç cheios na 

r C O ~ ~ - I J ~ L ~ ~  um nA 4 removido quando seo2 pai  B adicionado.  e a s s i m  

conc lu i  m a s  que a o  final de FLOOP, FLIST cont&m um n6 X se e somente se 

X 6 c h e i o  m a s  s e u  pai  não o 8 .  P e l a  Lema 4.1 S e p e l a  d e f i n i  qCio dos 

s d t u l o s ,  4 fácil  ver que o a lgo r i tmo  roku la  correLamente a á rvo re .  



Passemos à complexidade do a1 gori tmo. 

Ca3 tempo gasto em V L K P  

Como T FCI próprf a ,  cada n6 t e m  pelo menos dois f i 1 hos. Logo, o 

ndmaro de nós cheios com relac$io a S & l inear em I SI , donde o ndmero de 

passos em FLOOP para qualquer v& tiçe -4 M 1 v 3 .  Somando estaas 

parcelas sobrs todos as  v&rtiçes, obtemos OEn + e>. 

O passo RESET, se mantemos uma l i s t a  de nSs çujos campos são 

alterados, pode ser f e i t a  e m  tempo O(IICv>I>. O restante do 

processamenlo para u m  v&rtice & Q(= I I< V> 13 , donde o tempo gasto e m  %rLOOB 

B l inear .  

C b3 tempo gasto em SORT 

Utilizando o algoritmo de ordenaçSo 3.1 de Aho, Hopcroft e 

U l 1  man C 19741 , o tempo gasto para cada ordenação d 1 i m i  tado pelo 

comprimento de LBELC Y I mais a faixa de valores das elementos de 

LABELC Y I . Pela defini qão dos r Stul os, u m  1 i ml te  6 

a 1 CHAR-'c '93 1 + C C O ~ T T  Y I 3 . 
Somando es te  l imite  sobre sobre Lados os Q-116s obtemos 

OCn + N3= Md. 

Passamos ao t e s t e  de L-equi valência das Arvores. O a l g o r i h o  

transforma erma árvore rotulada T numa forma que & can&nica para 

L-equival&ncia. I s t o  é. T e T' são equivalentes se e somente se o 

algori tmo mapeia ambas para a mesma Arvore. 

L I ~ B E L ~ C Y ~  significar& o r&Lulo que o nd Y t e r i a  se seus 

f i lhos  fossem revertidos. AG X3 será uma sequ&ncia associada a u m  1-164 X 

durante a execução do à1 qort-imo; consi ste numa k t r i  rrig bomposta. por 



i n k e i r o s  p o s i t i v o s  e os sírnbulos T ' ,  'P' e '&'. 

Dada irmã famrilia d e  seqüênc ias  A , ,  . . . A ordenadas e m  

ordem 1 ctx i  cogrQlf i ca n3b dec rescen te ,  el i minadas as seqWnci  as 

dupl icadas ,  d i r e m s  que i B o i n d i c e  da A na f a m í l i a  se a saqu$ncia A é 

a i - & s i m a  na ardenação C na ordenaqão, adotamos as prsced8ncias  

'C' < "F" < 'Q' < o < 1 < 2,.' 3 "  

Duas b a r r a s  v e r t i c a i s  consecu t ivas  C 1 1  3 serão usadas g a r a  

i n d i c a r  concatenaçso de seqiMnci as. 

Aigoritm para kransformaq3o de uma PQ-Arvore rotulada numa Forma 

C a n G n i  ca para L-Epui val Gnci a 

CANONI C&C T3 ; 

i n i c i o  

LOOP: para  m: =O at& profundidade d e  T menos um f aqa - 
€ profundidade B o ndmero de n i v e i s  3 

i n i c i o  

CECIOP: para cada folha C no n i v d  rn f a ~ a  

AiCI:=LI$BELL:G1 I /  ' C C ' ;  

PLWP: para cada P-n6 X RO n i  v-e1 m f a ~ a  

i n i c i o  

re-arranje as f i l h a s  de P num 

ordem Xd7 Xz . . ., X d e  modo que 
k 

ACX 1 seja nSo dec rescen te ;  
k 

AEX I,. . . ,ACX I ;  
8 k 

f im;  < de PLQOF' > - 
QEOQP: para  cada (2-nd Y no n i v e l  m faqa 

i n i c i o  

s e j a m  Yi,Y .. . . ,Y os f i l h o s  de 
2 )E 

Y ,  da esquerda g a r a  a d i r e i t a ;  

L1 : =LABELC Y 1 ; 



senão inf  ci  o 

dos f i l h o s  de Y; 

M Y I :  =E; 

LABELIY 3 : 4 2 ;  

f i m :  

f i m ;  X de QLOOP > - 
I N D I C E S :  d : =  Ç ACXI 1 X está no n i v d  m  3 ;  

m 
para cada X no nivel  m faça 

a C X I :  = ind ice  de AEX3 e m  m; 
f i m ;  -C de LOOP 3 - 

f i m ;  < de CANONIGPJ, 3 - 

f 

O Lema a seguir  nZo & de d e m a n s t r a ç ã c i  d i f  i c i l  . O m i t i  -1a -emcus .  

Lema 4.15 O a1 gori t m o  C#NONI C A L  t r anç f  orm c o r r e t a m e r i t e  u m a  P Q - A r v o r e  

rotulada para f o r m a  can8nica. Isto da, se T a Tz são k-equivalentes,  e 
i 

o algori t m a  as t r a n s f o r m a  e m  T e T r e s p e c t i v a m e n t e ,  então T*' e T " 
i X 2 

Lema 4.16 O a1 gari t m o  CANClrUCAL pode ser i m p l  e m e n t a d o  de m o d o  que sua 

execução t o m e  t e m p o  Xn3. 

DemorrçitraçaEci do Lema 4.16 



de v é r t i c e s  c u j o  n6 c a r a c t e r i s t i c o  est& no m-ésimo nfvel .  Nião i5 d i f i c i l  

conclu i r  que para cada n ive l  m, um l i m i t e  para o comprimento t o t a l  das  

seqüências AC XI no rn-&simo n í v e l ,  e .&amb&m para sua  f a i =  de  va lo res ,  ri 

Mlastra.remos que o tampo usado no m-&simo passo e m  LDuP & 

l imi tado  por CI3. 

C a3 tempo g a s t a  e m  CLOOP 

E s t e  t r echo  do algori tmo é claramente l i n e a r .  

Çb3 tempo g a s t o  em PLOOP 

Seja CHILDLISTEWI uma l i s t a  de f i l h o s ,  no i n í c i o  vaz ia ,  para  

cada p-nb X do m-bsimo nive l  de T. 

Notemos que, na r n - é s i m a  passo, h& u m  l i s t a  dispunf vel  de  

todas  o s  nbs Y do Cm-13 -ésimo passo e m  ordem não decrescente  de  acordo 

com as sequ&nçias ALY3. Varrendo esta l i s t a  e m  ordem, para cada 226 Y 

com um pai )e do t i p o  P-nb, ad i  ri ona-se Y ao fim de CHI LDLI STE X 1 . Apbs a 

varredura,  cada CHILDLIST está e m  ordem não decrescente;  por tanto ,  a 

t r echo  PLLIOP pode ser executado claramente em tempo CKp + pm3. rn-A 

Cc3 tempo g a s t o  em QLQOP 

Recordemos que se Y e5 um nb com k f i l h o s ,  entZo um l i m i t e  

para o nfrnrero de pares em LABELCYI E- NE C H U - ~ C Y ~  + e um limite 

para a faixa de  va lo res  e m  LABELEYI & CKk3. Assim, o c á l c u l o  de  

LBBEE'LYI pode ser execuLado e m  tempo ~ C I C H A R - ~ T Y I  1 + Mk3, u t i l i z a n d o  o 

a lgor i tma 3.1 de  Aho, Hopcrcrft e Ullman L19741. 



amando-se este l i m i  te  s o b r e  todos  os Q-nds no m - & s i m o  n i  vel  , 

obtemos o l i m i t e  d e  CI3. Os passos  r e s t a n t e s  d e  QL"(3P podem ser 

executados f ac i lmen te ,  para todos OS nds de m-4si mo n í v e l  , e m  tempo 

l i m i t a d o  por Ch2. 

C 6 3  tempo gasto e m  INDICES 

Recordemos que para  c a l c u l a r  o s  I n d i c e s  devemos ordenar as 

seqü&nci as A par a os nbs do m - & s i  m o  n i  vel  . Ut i l i zando  o al gor i tm 3.2  

d e  Aho, Hopcrof t e U l l  man 19741 , o tempo g a s t o  p e l a  ordenação e5 da 

urdem do comprimento t o t a l  das  sequlic-ncias m a i s  o máxima va lor  d e  um 

elemento da  seqii6ncia. Po r t an to ,  C13 f o r n e c e  um l i m i t e  para  o cr2lculu 

dos f ndi ces. 

Podemos implementar a ordenação d e  tal modo que, à medida que 

as sequênc ias  M X I  sSo ordenadas,  o s  nds correspondentes  s ã o  também 

rea r r an jados .  A t a r e f a  s e g u i n t e  d e  numerar a seqüência  e m  ordem 

Pexicogrdf ica  não dec rescen te ,  a s s o c i a r  o m e s m a  número A s  d u p l i c a t a s  e 

encont ra r  o f nd ice  a ser as soc iado  a A t X I  para  cada nb X pode ser 

executado e m  tempo l i m i t a d o  por CIi. 

Teorem 4.17 Isomorf i s m o  e n t r e  graf  o s  d e  i n t e r v a l o  pode ser dec id ido  

e m  tempo P i near . 

Dados G e G' g r  a f  os de i n t e r  val  a ,  c o n s t r  uf m o s  i n i  ci  a1 menite as 

Arvores ICG3 e TCG73. I s t o  pode ser f e i t o  e m  tempo da ordem do nbmero 

d e  v&- ti ces somado ao nbmer o d e  ar estas C Teor e m  4 .9  2 .  U t i  1 i zando as 

a1 g a r i  t m o s  d e  r o t u l  ação e t r a n s f  ormaqão para  f arma candni ca, obtemos 



PQ-Ar vor es r o t u l  adas , canbni c a s  e prbpr i as T e T' , r e s p e c t i  vamente 

corresponderntes a TCG3 e TCG'3. B a s t a  depois  determinar se '9: e T' são 

L-idt-nticas. I s t o  pode ser f e i t o  e m  tempo l i n e a r  através de uma 

varredura e m  pr&-ordem d e s t a s  Arvores. Pe lo  Teorem 4.13, T e T' s3o  

E-idênt icas  se e somente se G e G b Z o  isomorfos. E 

E i n t e r e s s a n t e  notar  que, alem de  d e c i d i r  Psomorfismo 

ef icientemente,  obtivemos uma repr  esnntaqãa can&ni ca compacta para 

yrafos  de  i n t e r v a l o ,  i s t o  B ,  que usa espaço da ordem do ndmero de  

vsirti ces. 



CAPPTULO 5 

OS G M O S  DE ISdTERVALrS COMO GRAEOS PERFEITOS 

ALGUNS ALGORITMOS EM GRAFOS DE INTERVALO 

Em 19B0, Claude Berge introduziu a classe dos "grafos 

per f e i  tos  " , que def i r u i  r emoç à conti nuac$b. b s d e  a sua apar i ção, t e m - s e  

mostrado que mui t a s  c1 asses par ti cul ares de graf os, r e1 aci onadaç com o 

estudo de problemas especi f i cos , estão i ncl uidas na c1 asse dos 

perfeitos; t a l  O o caso da classe dos grafos triangularizados C que s 

prdprio Berge mostrou serem perfeiLos em 1960 3 ,  na qual est& contida a 

classe dos grafos de íntervalo. 

Como coral á r i  o do Teor ama E?. 1 pode-se conclui r que os gr af os 

de intervalo são grafos perfeitos. O ob.jetiva deste capitulo & inser i r  

os grafos de intervalo no universo dos graf os perfeitos e apresenlar 

a l  gunç a1 gor i tmos em gr af os de i nter val o, venda que apar &nci a tomam 

alguns problemas cl&ssi cos quando r e s t r i t o s  A c1 asse. Inicialmente 

faremos uma breve introdução aos graf os perfeitos. 



A pesquisa em graf os perf e i  tos ,  grosso modo, tem tomado dois 

rumos. Um deles li- a investigação da prova do Tearema dos Grafos 

Perfeitos C Teorema 5.1. 3 ,  a demonstração da Conjectura Forte dos 

Grafos Perfeitos e o estudo de outros aspectos gerais da classe. Outro 

rumo tem sido o de descobrir propriedades matem&ticas e algori tmicas de 

cl asses especiais de gr af os perfeitos,  que ocorrem raatcrr a1 mente em 

aplicaç8es do mundo real : grafos de comparabilidade C otiniiza~ão de 

consultas em bases de dados com estruturas hierárquicas 3 ,  grafoç de 

permutaçso C controle de ro%aç akreas 3 ,  grafas de intervalo 

C otimização do armazenamento de dados e m  memória, pesquisa de 

estruturas genkticas e outras apiicaçEes, conforme vimos no Capi t u 1 0  13 

etc .  Os aspectos matemáticos e algorf tmicos se auxiliam mutuamente: 

expl orar as  propri edades matemáticas s a t i s f e i t a s  a pri or i  por uma 

estrutura,  com muita f requ&ncia, torna passf vel reduzir a complexidade 

de tempo C ou espaço 3 requerida pâra solucionar um problema; e, 

inversamente, uma abordagem a1 gari t m i  ca pode conduzi r a resultados 

tebricos interessantes. 

A redução da complexidade de certos problemas rl de f a to  uma 

preocupação constante nas P nrest i  gaçõeç , poi s a1 guns de1 es  - 
NP-compl etos no caso ger a1 - tornam-se t r  atdvei s quando r es t r  i Los aos 

grafos perfeitos ou a algumas de suas sub-classes. O cBlcula do n.fímero 

crom&tico, por exemplo, pode ser f eiko e m  tempo polinomial para grafos 

per f e i  tos  ç o problema de encontrar u m  c i  c1 o kami 1 toni ano, embor a 

per snane@a NP-compl e to  r e s t r i t o  aos graf os perf e i  tos ,  pode ser resol ri do 

em tempo polinomial para graf os de intervalo. 

Passemos agora a t ra tar  da classe dos grafos perfeitos. 

Para u m  grafo não direcionado G definimos os seguintes 

par Ametr os : 



3 ,  0 tamanho de  um subgrafo  completo m6ximo C cliqwre 

xCG3 O nbmero crom&tico de G, o menor nlfmero de  c o r a s  

necessb r i a s  para  c o l o r i r  o s  v6rtices de  G de  modo que v 6 r t i c e s  

ad jacen tes  recebam c o r e s  d i s t i n t a s  - e m  o u t r a s  pa lav ras ,  o menor número 

d e  conjuntos  e s t á v e i s  necessh- ios  para  c o b r i r  o s  v & r t i c e s  de G;  

aCG3 ou n.trinero de  e s t a b i l i d a d e  de  G, o tamanho de  um conjunto  

estável mãximo d e  E: 

#C 63 , o menor ndmer o de c1 i ques necessAri as par à cobr i r o s  

V e j a - s e  a Figura  5.1, que i l u s t r a  o va lor  d e s t e s  4 

par Zimetros. 

E f á c i l  v e r i f i c a r  que, para  qualquer y r a f o  não d i rec ionado G, 

Um g r a f o  não d i rec ionado €3 O p e r f e i t o  se s a t i s f a z  as 

segui  n t e s  pr opr i edades : 

CP13. dGA3 = .dGA3, Y A C VG; 

C P23 aC GA3 = xC GA3 , V A S VG. 

Pode -se c a n c l u i r  Lambam f ac i lmen te  que um g r a f o  G s a t i s f a z  

CP13 se e somente se GC s a t i s f a z  CP22. 

Apresentamos a s e g u i r  o Teorema dos Graf os P e r f e i t o s ,  

ccrn,je.f;urado por Berge C1flâl1 (i provado por LcrvCrsr EiQ721, que 

e s t a b e l e c e  a equivalrlnçia e n t r e  as propriedades 1 C P22 e uma 

terceira i d e  descober ta  pe lo  p rdpr io  Lovász , ap6s j B  t e r  

demonstrado a n t e r i o r  mente a equi val  &nci a e n t r e  C P12 e C P22. Omi ti r emos 



Figu ra  5.1. O s  ~ a r â m e t r o s  a.,#?,X e w  p a r a  o g r a f o  C 7'  



a demonstração deste Teorema. 

Tecirema 5.1 C Teorema dos Grafos Perf e i  tos  - L O V ~ S Z  t 19721 3 Para u m  

gr af o ngo di r  eci onado G, as  segui ntes af i r  maqães &o equi val entes : 

Corol6rio 5.2 Um grafo G @. perfeito s e  e somente se seu complemento 

G~ zC perfeito. 

Costuma-se dizer que u m  grafo G 45 x-perfeito s e  G sa t i s faz  

C e a-perfeita s e  sa t i s faz  CP23. O Teorema 5.1 estabelece que u m  

grafo é X-perfeito se e somente se cS a-perfeito; al&m do mais, para 

conclufrmos que um grafo d perfeito, Q suficiente mostrar que sa t i s faz  

alguma das propriedades i Um grafo perfeito sa t i s faz  todas as  

pr opr i edades C Pi 3 . 

Passaremos agora a Lrutar da Conje~tura Forte dos Grafos 

Perfeitos. Para i sso ,  LC necessdria a noçziio de grafu p-crítico. 

Um grafo não direcionado G & chamado p-critico se G Q 

rninimalmente imperfeito. I s t o  &. G não - Q perfeito,  mas todo subgrafo 

induzido pr6prio de G & perfeito. Em y a r t i c ~ l a r .  um grafr;, g-critico 

sat-i sf az ; 

cxC G-v3 = 8CG-v3 

e 

cd G-v3 = ,?C G-v3 , 

para qualquer v&rt içs  v e VG C 1 elirbrandlo que G-v = GVCT-.CVI 3 .  



O c i c l o  impar C para  k > 2 > B um exemplo de g r a f o  

p - c r i t i c o ,  pa i s :  

a3 não 4 p e r f e i t o ,  Jâr que ctCCzk+13 = k e ?i.CGzk+h = k+l ; ou. 

a1 te rna t ivamente ,  12vCC2k+13 = 2 e x C C ~ ~ + ~ ~  = 3; 

bí todo  subgraf  o prbpr i  o  d e  Çek+* E! p e r f e i t o .  

Pe lo  Teorema 5.1, o a n t i - c i c l o  Pmpar CC tambdm é um graf  o  2k+l 

p-cri t ico. Na: r e a l i d a d e ,  estes graf  o s  são o s  Pinicos g r a f o s  p-cr i  ticos 

conheci dos. 

A Conjectura  F o r t e  dos Grafos P e r f e i t o s  foi  propos ta  por 

B e r  g e  e m  1 I80 e possui vár i as f o r  mul aq8es equi va l  e n t e s  : 

um g r a f o  n%o d i r ec ionado  Q p e r f e i t o  se e somente se nijio conL&m 

subgraf o induz ido  isomorfo a C ou sr+*q para  k 2 2 3 ; 
Zk+d 

m u m  g r a f o  não d i r ec ionado  & p e r f e i t o  se e somente se e m  G e e m  G~ 

t odo  c i c l o  ímpar de comprimento maior ou igual. a 5 possui uma corda ;  

o s  fInicos g r a f o s  p - c r í t i c o s  que e x i s t e m  são 21," ' C pa ra  
2k+f 

k 2 2 3 ;  

H não existe nenhum g r a f o  p - c r í t i c o  G t a9  que aCG3 > 2 e wCG> > 2. 

Fei tas estas breves  cons i  der  aqí5es ger  ai  s s o b r e  o s  g r  a f  os 

p e r f e i t o s .  ocupar -nos-emos agora  de descrever  a1 gumas de s u a s  

sub-c lasses  m a i s  impor tan tes .  A Figura  S. 2 C Johnson C19853 3 i l u s t r a  

as r e l a ~ e e s  d e  con t in8nc ia  e n t r e  t a i s  classes. Fornecemos a s e g u i r  uma 

breve d e s c r i ç ã o  de cada classe da F igura  S. 2. 

G r a f o s  B i p a r t i t e s  - Também chamados b i  par ti dos ,  são g r a f  o s  cu.jos 

conjuntos  d e  v é r t i c e s  podem ser pa r t i c ionados  e m  d o i s  conjunLos d e  modo 

que cada a r e s L a  possua uma extremidade em um c s n j u n t o  e o u t r a  

extremidade e m  ou t ro .  São p e r f e i t o s  porque pa ra  todo  subgraf o induz ido  



Figura  5.2.  ~ e l a ç õ e s  de con t inênc i a  
e n t r e  sub-c lasses  de g r a f o s  p e r f e i t o s .  
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I n t e r v a l  .u 
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recionado 

/ 



de um grafo b ipar t i te  o ntmero çromAtico e o tamanho da d i q u e  m2Lxim.a 

são ambos iguais a 2 ou ambos iguais a 1. Merecem mençso especial os 

subgrafos bipast i tes  completos, nos quais existe  a aresta  para todo 

par de vkrtices r e w que pertencem a conjuntos d is t in tas  da partiç%o 

do conjunto de v&rtices;  u L i l  izamos a notação K para significar um 
m*n 

grafo b ipar t i te  completo G onde VG Q particionado e m  conjuntos de 

tamanhos m e n. 

Gsafos Trianguéarizados ou Cordais - Grafos nos quaiç todo c ic lo  de 

comprimento maior que 3 possui u m  corda, i s t o  8 ,  uma aresta  que une 

dois ~ B r t i c e  não consecutivos do ciclo.  

Graf os Split - =o gr af os t r  i angul ar i zados cuj os complementos são 

kamb&m trriangularizados. Outras caracteriõaç2ses são: 

a3 Um grafw G 6 s p l i t  se existe  uma parkição VG = S + K de seu ccanjunLo 

de vértices t a l  que S é u m  conjunto estável e K & u m  conjunto completo; 

b> TJm grafo G i6 spl i t .  s e  não contdm subgrafo induzido isomorfo a 2KZ. 

C ou C C o yraf o 2K estA representado na F i  yura S. 3 3 .  
4 5 2 

Graf os Fortemente Triangdarizados - São gr af os tr i angular i zados nos 

quais todo c ic lo  par de comprimento maior ou igual a 6 possui uma corda 

'5mpar" C uma corda que une v&rLices separados por um nrlrmero ímpar de 

arestas na c ic lo  3 .  

Graf os de Comparabilidade - S o  grafos nCio direcionados para os qr~ais  

existem orientaçães transit ivas.  I s t o  é, atrav&s de uma apropriada 

aççoci agão de cii reções às arestas , tornam-se graf os di reci onados 

Lransitivos C grafos direcionados que possuem a aresta  ac Loda vez que 



ab e bc forem arestas 3 .  

Graf os de P e r d a c $ i c i  - SQi'o graf'os de çomparabi P i dade çu.j o s  compl ementos 

&o também gr af  o s  de compar ah i  1 i dadn. 

C o - g r a f o s  - S o  g r a f o s  que não cont&m P como c i c l o  induzido  C veja-se  
4 

a Figura  5 . 4  3 .  

Grafuirs de C a m i n h o  &i0 D i r e c i o n a d o  - Sãlo graf  o s  que podem ser modelados 

por um conjunto  de caminhos numa Arvore. de modo que cada vlert ice 

corresponda a um caminho e e x i s t a  uma aresta e n t r e  2 v & r t i c e ç  se o s  

caminhos correspondentes  t & m  pe lo  menos um v & r t i c e  e m  comum. 

Grafar de Caminha Direcionado - Sãa g r a f o s  de caminho não d i r ec i anado  

c u j a  representação  L& t a l  que para  algum v & r t i c e  " ra i z"  na á r v o r e ,  Lodos 

o s  caminhos s ã o  sulri-caminhos de caminhos que vZo desde a r a i z  aLé 

a1 guma f o1 ha. 

Arvores - São g r a f o s  que nãu contêm c i c l o s .  

Pe la  Fi yura 5.2, o s  graf  o s  d e  i n t e r v a l o  sCSo graf  o s  de  caminho 

d i  r e c i  onado, gr  af o s  d e  cami nho não d i  r eci onaclo e gr  a f  o s  f o r  temente 

t r i  angrrlarizados. Para  v e r i f i c a r  que s ã o  graf o s  de  caminho d i  recionado,  

por exemplo, b a s t a  cons iderar  que cada i n t e r v a l o  em liuni modelo d e  

i n k e r v a l o  pode ser i n t e r p r e t a d o  c o m  um caminho na A r v ~ r e  f ormada por 

um único caminho v v . . . v  tal  que cada C corresponde a um ponto 
4 2 r, 

extremo C esquerdo ou d i r e i t o  3 de um i n t e r v a l a  e i C ,j se o somente se 

o ponto e x t r e m a  correspondente  a v é menor que a ponto extremo 
L 



Figura 5.3 

Figura 5.4 



correspondente a v Csupomos, sem perda de generalidade, que os pontos 
j 

ehremos são dis t intos entre s i 2  ; o v&rLice v é a ra iz  da Arvore, e 
P 

v a Gnica folha. Pls outras duas inclus8es de classe tamlo4m s30 de 
n 

f áci 1 ver i f i caçzo ; a1 i A s .  os gr af os de ~ami nho di r eci onado estão 

i ncl uí das n e s t a s  çl asses. 

Tratar emos agora das compl exi dades de sol qães  de a1 guns 

prablemas bem  conhecido^ em teoria  dos grafos, restxPtoç A classe dos 

grafos de intervalo. 

Qs "quatro problemas çl A s s P  cos" para graf as  perfeitos est8o 

estritamente relacionados com as quatro parâmetros w ,  k, a e R : 

Dado G não direcionado. calcular d G 3  C exibir u m  subgraflo completo 

de G de tamanho máximo I ; 

m Dado G não direcionado, calcular o nbmero cromático xCG3 de G 

C exibir uma coloração mínima de G. i s t o  6 .  urna associação de cores aos 

ve5rtPçç's de G t a l  que v&rtices adjacentes recebam cores d i s t in tas ,  de 

mdo que se u t i l i z e  o menor número possível de cores I ; 

Dado G ngo direçionado, calcular o nrfmero de estabilidade d G = l  de G 

C exibir u m  conjunto estdvel de v&rtices de G d e  tamanho máximo 3 : 

I Dado G nCTo direcionado, calcular xCG3 I: exibir uma cobertura rninima 

dos v&rtices de G por conjuntos completos, i s t o  é, um conjunto 

<Vit Vz, . . . ,Vk> t a l  que cada V. 6 um çon"junto completo de v&rt.ices de 

VG, Viu Vzu . . . w  Vk= VG e k B a menor in te i ro  possível I .  

Todos estes  problemas podem ser resolvidos e m  tempo 



polinomi a1 para  graf  o s  p e r f e i t o s ,  e x i s t i n d o  p o r t a n t o  a lgor i tmos  

polinomiai s para  todas  as sub-c1 asses apresentadas  e m  r e l a ç ã o  a estes 

pr obl e m a s .  

Poder -se-i a ques t ionar  a p r e s t a b i  li dade da exi s t g n c i  a de 

a lgor i tmos  pollnlomiais para a slolução d e s t e s  e d e  o u t r o s  problemas e m  

graf  o s  p e r f e i t o s ,  u m  vez que sequer e x i s t e  a l g o r i  tmo polinomial para  o 

reconhecimento dos pr dpr i o s  gr  a r o s  per f ei t o s .  No en tan to ,  e m  ter mos 

p r á t i c o s ,  e m  grande p a r t e  d a s  vezes sabemos que um g r a f o  9 p e r f e i k o  

porque conçegrrimos reconhoc9-lo como p e r k e n ~ e n t e  a uma. sub-c lasse  dos 

perf ei t o s  ; e, para  niui tais destas sub-cl asses, s i m  e x i s t e m  a1 g o r i  t m c r s  

pol inomiais  d e  reconhecimento. E sob este prisma que devemos enfcrcar o 

que apresentamos no r e s t a n t e  d e s t e  capf t u l o .  

No caso dos g r a f o s  de  i n t e r v a l o ,  J& ci tamos no c a p i t u l o  

a n t e r i o r  que o c 8 l c u l o  de  d G >  pode ser f e i t o  e m  tempo Oç IVG[+lEG[> C a 

conçtrulç;Zo da matr iz  de c l i q u s s  max imis  de um g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d o  

toma tempo l i n e a r ,  de  acordo com Lueker E 19751 3 , .  Gupta, L e e  e Leung 

1 19821 apresentam al gor i tmos de complexidade CX nil ogn) para  o s  q u a t r o  

problemas, onde n B o número de  v& t i c e s ,  tomando como en t rada  modelos 

de  i n t e r v a l o .  Para  o problema de  co loração ,  O la r iu  E19911 a p a r t a  um 

a1 gor i  tmo l i n e a r .  Para  graf  os a u e r  todos o s  "quatro problemas 

cl A s s i  cos" s ã o  NP-r=ompP e t o s .  

Trataremos tambrjm de o u t r o s  problemas, t a i s  como Caminho 

Hami 1 t o n i  ano, C i r c u i t o  H a m i  1 Loni ano e Conjunto Dominante - en t r e  oud;rios- 

ana l i sando  como se comportam quando r e s t r i t o s  a grafos d e  i n t e r v a l o .  

5.3.1.. Algoritma para encontrar um conjunto estável dxim, de 

Gízpta, Lee e Leung [ 19823 



N e s t e  a lgor i tmo,  que & b a s t a n t e  s imples .  o g r a f o  d e  enkrada Q 

dado a t r a v k  de u m  modelo de i n t e r v a l o .  

O modelo é. fo rnec ido  como uma l i s t a  d e  2n pontos exlremos d e  

i n t e r v a l o s  C onde n  Q o n h m r o  d e  v&rt. icas 3 ,  s e m  perda d e  

gene ra l idade  d o i s  a d o i s  d i s t i n t o s .  

In i c i a lmen te ,  a a lgo r i tmo  ordena estes pontos e m  ordem 

c r e s c e n t e  d e  s e u s  va lo re s .  Depois, v a r r e  a l i s t a  da esquerda pa ra  a 

d i r e i t a  C i s t o  &, dos menores aos maiores v a l o r e s  3  atr i  encont ra r  um 

ponto extremo d i r e i t o .  EntZo, imprime o i n t e r v a l o  que crsn&&m este ponto 

c o m o  um membro d e  u m  conjunto  e s t á v e l  máximo, e remove t.odos OS 

i n t e r v a l o s  que cont&m este ponto. O processo 4 r e p e t i d o  a t b  que não 

h a j a  m a i s  i n t e r v a l o s  na l is ta .  

É claro que todos  os i n t e r v a l o s  do conjunto  f i n a l  C não se 

in te rcep tam.  Se supusermos por absurdo que d o i s  i n t e r v a l o s  I e 9 

per t encen te s  a C se in te rcep tam C com dCI3 < dCJ3. por exemplo 3 ,  na 

i t e r a ç S o  em que I f o i  impresso,  J d e v e r i a  ter s i d o  removido. p a i s  é 

c l a r o  que bCI3 e J. 

M$m do mais, o conjunto  C & m 6 i x i m o .  já que 8s ~onjuntYas 

CI,C,,-. . , C I c I  , onde Ci é o co~yjunto  dos i n t e r v a l o s  removidos na 

i -&si m a  i ter ação,  6 uma cober t u r  a por conjuntos  completos d i  s j  untos  do 

g r a f o  G C recordandlo que, dado G gra f  o não d i rec ionado ,  C çcmjunto 

e s t á v e l  de vrárt ices de G o K cobe r tu ra  dos v 4 r t i c e s  d e  G por conjuntos  

completos d i s j u n t o s ,  t e m - s e  / C /  5 IKl 4 .  

O passo d e  ordenaç2ío do a lgo r i tmo  pode ser implementado 

d e  modo que s u a  execu@io t o m e  tempo cX nl ogn3. A var r edur a da 1 i sta  pode 

ser e x e ~ u t a d a  e m  tempo Wn3 mantendo uma l i s t a  d u ~ l a m e n t e  l i g a d a  d e  



pontos extremos C i s t o  é, onde cada elemento aponta  para  o a n t e r i o r  e 

o s e g u i n t e  3 .  A complexidade f i na1 6 ,  p o i s ,  OC n l  ogn3. 

E s t e  a lgor i tmo pode ser usado bamb&m para  encont ra r  uma 

cobertura m í n i m a  de G por conjuntos compPetos c9is.junt.a~. B a s t a  

modi£ic%-lo de  modo que, quando o a lgor i tmo encont ra  um ponto extremo 

d i r e i t o  C ria e t a p a  d e  var redura  da l i s t a  3 ,  imprima tudos  o s  i n t e r v a l o s  

que cont&m este ponto, como u m  conjunLo completo. No f i n a l ,  o a lgor i tmo 

terá produzi do uma cober t u r a  por conjuntos  completos d i  s j untos .  A 

cober tu ra  será d n i m a  porque sua  c a r d i n a l i d a d e  i g u a l a  a de  um conjurko 

e s t á v e l  m % x i  mo. a 

5.3.2. Aigoritm para encontrar uma cobertura mínima por diques  

maximais, de Gupka, Lee e L e m g  C 1Q82B 

63 a lgor i tmo para  conjunto  e s t á v e l  pode ser modificado para  

encont ra r  uma cobe r tu ra  mínima por c l f  ques mximais. Como no a lgor i tmo 

para  con,junto e s t á v e l ,  este a lgor i tmo t e n t a  i d e n t i f i c a r  o s  membros de 

um conjunto independente máximo. Quando um ponto extremo d i r e i t o  y 4 

encontrado, l o c a l i z a  A sua esquerda o ponto extremo esquerdo x m a i s  

próximo, e ontzo  imprime tiodos o s  i n t e r v a l o s  que contém x ,  como uma 

c1 i que maxi m a l  . 
Cada conjunto  C impresso numa iteraçs.ão é uma c l i g u e  mximal , 

porque caço houvesse m a i s  u m  i nkorva lo  I que i n t e r c e p t a s s e  todos os 

i nbe rva los  d e  C,  necessar iamente  Lerf amos x < eCI3 < y - e e n t ã o  eCI3 

teria s i d o  e sco lh ido  no luga r  de  x. 

A cober tu ra  B mlnirna porque - novamente - t e m  c a r d i n a l i d a d e  



i g u a l  à d e  um conjunto  esL4vill m A x i m o .  

Podemos veri f i car f aci 1 mente que a compl e x i  dade d e  tempo 

t a m b é m  6r a nl ogn) . I 

Gupta, Lee e Letrng f 19'793 desenvcil veram tambgm um a1 g o r i  t m o  

para etrcontrar  u m a  coloração ,aí n i  m a  e m  t e m p o  Ocl nl agn) . Como pa ra  graf  os 

de i n b r v a l o  a c a r d i n a l i d a d e  d e  uma co lo ração  minima & i g u a l  à d e  uma 

c l i q u e  m C i x i m a ,  este mesmo a lgo r i tmo  - que tambBm t o m a  como e n t r a d a  

modelos d e  i n t e r v a l o  - pode ser  usado pa ra  determinar  o tamanho d e  uma 

c l i q u e  máxima. 

O la r iu  C19913 apresen ta  uma soluçEo l i n e a r  pa ra  o problema da  

coloração.  A e n t r a d a  do a lgor i tmo que prop8e 4 c o n s t i t u í d a  p e l o  prr5pri.o 

graf o e m  conjunto  c o m  uma ordenação d e  s u a s  c l i q u e s  maxímais, d e  acordo 

com a condi c;Zo C i i i > do Teorema 2.3 .  Recordando que, pa ra  graf  os d e  

i n t e r  val  o ,  a computaçXo das c1 i ques m a x i  m a i s  e s u a  p o s t e r i o r  a r  drsnaçZo 

podem ser f e i t a s  e m  tempo l i n e a r  , a çompl exi dade f i na1 do a1 gor i tmo de 

O l a r i u  - desde o g r a f o  " e m  e s t a d o  bru to"  aat a abtsncão  da co lo ração  

minima - não se a l k e r a  por causa d e s t a  compu%açãs i n i c i a l .  Prefe r i remos  

ap resen ta r  este a lgo r i tmo  a o  inv& do propos to  por Gupta, Lee e Leung. 

Antes, por ÉIm, cabe  r eco lhe r  uma conclusEo i n t e r e s s a n t e  d e s t e s  t r & s  

au to re s :  

Teorema 5.3 M n l o g d  ES um l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra ,  Lumndo c o m o  e n t r a d a  

um modelo d e  i n t e r v a l o ,  encont ra r  u m  conjunto  e s t á v e l  m á x i m o ,  uma 

cobe r tu ra  mini m a  por con j un tos  completos d i  s j un tos ,  uma caber Lura 

mfnima por c l i q u e s  maximais, uma co lo ração  minima e uma c l i q u e  m a x i m a  

em grafos de intervaio. 



Fredman a Weide CIST81 m o s L r a r a m  que lXrclogn3 &a um l i m i L e  

i n f e r i o r  pa ra  o tempo necessd r io  pa ra  determinar  se n i n t e r v a l o s  s o b r e  

a r e t a  real s ã o  mutuamente d i s j u n t o s .  0s i n t e r v a l o s  &o mutuamerrte 

d i s j u n t a s  se e somente se o tamanho d e  um conjunto  estAvel rrdtxirno, d e  

urna cobe r tu ra  minima por conjuntos  completos d i s j u n t o s  e d e  uma 

c o b e r t u r a  mínima par c l i q u e s  maximais é n ; analogamente, os n 

inLerl*ralús -30 mutuamente d i s j u n t o s  se O nt3mero d e  cores de u m  

co1orae;ão minima e o tamanho d e  uma c l i q u e  dxima s?io i g u a i s  a um. 

Por t an to ,  se fBssemos capazes  d e  r e s o l v e r  qualquer um dos c i n c o  

pr okl  e m a s  e m  tempo i n f e r i  or  a M nl  agn3 , poder i amos Lambiam d e t e r  m i  riar 

se n i n t e r v a l o s  s o b r e  a reta r e a l  são mutuamente d i s j u n b s  Fjrm tempo 

i n f e r  i o r  a G€ nlogn? , o que B i mpossi vel . H 

5.3.3 Mgoritmn para encontrar uma colaração m í n i m a ,  de  Oiariu 11991 ll 

E s t e  a Igor i tmo f a z  uso da conhecida h e u r i s k i c a  d e  coloração 

de graf  os baseada no "m&todo guloson':  

Passo I. ImpiSe-se uma certa ordem f i n e a r  s o b r e  o con jun ta  d e  v & r t i c e s  

do grafo G d e  en t r ada ;  

Passo 11. Percor re -se  os v & r t i c e s  de G n e s t a  ordem, assoc iando  a cada 

vrárt ice w o menor i n t e i r o  p o s i t i v o  C cor 3 que não esteja assaciado a. 

nenhum v iz inho  v de w que preceda w na ordem l i n e a r .  



I n i  c i  al ment,e mszslraremios que a ordem 1 i near do Teorema 2. Ei FC 

t a l  que O "m&.t.odo guloso", aplicado a e l a ,  produz sempre uma coloracão 

exata, i s t o  9, que u t i l i z a  o menor ndmero de cores. 

Teorema 5.4 C Olariu C1SSlál 3 Seja G=CV,E3 u m  yráfo não direcionado 

de intervalo e "< " uma ardem linear sobre V que sa t i s faz  
- 

u <  v ,  v . (  w : ,  U W É E ~ U V E E  Y U , V , W  E V C*3. 

Então, a coloraqão dos vhrtices de G obtida pela aplicacão do 

Passo I1 é uma coloraç%.;i exata C que usa ZC G3 Cores 3 .  

Suponhamos que a maior cor associada pelo Passo I1 a u m  

v&rkice & k k 1. Para mostrar que a heurfstica Éi exata, precisamos 

somente exibir uma clique de tamanho k em G. 

Seja v u m  vdrtice em €3 que recebe a cor k. 

Como nenhuma das cores 1 ,2, . . . , k -1 estava disponi vel quando v 

foi colori do, podemos encontrar v& ti ces v . v=, . . . . v t.ai s q u e  
1 k-i 

v. recebe a cor i ,  para todo i E < L 7 2 , .  . . r k - l ) ,  
L. 

Logo, C v/Z,. . . ) vk-i VI & uma clique. w 

8 prdximo passo B descrever um algoritmo que produza a ardem 

linear do Teorema 2.8. O algoritmo toma como entrada um grafo n%o 

d i  r eci onado G de i nter  val c, e uma ar denaçCio C , CZ, . . . , C de suas cl  i ques 
1 m 

maximais de acorda com a condi~ão C i i i C I  do Teorema 2.3. 



Como passo de prS-pracessamento, u t i l i zamos  o  a1 gori tmo de 

reconhecimento de g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  d e  Booth e Lueker d e s c r i k o  no 

capi  t u 1  o  a n t e r i  o r  , que toma tempo OC J VG I + I EG 13 e produz a ordenac$o de  

c1 i ques dese  j ada. 

In i c i a lmen te ,  u t i l i z a n d o  as i n f  ormaqBes d e  ad jacdncia  de G e 

a l i s t a  d e  d i q u e s ,  o  a lgor i tmo cons t rS i  u m  modelo de i n t e r v a l o  para  

G. E s t e  modelo B usado depois  para  c o n s t r u i s  a ordem l i n e a r  do Teorema 

2.6. A s  e s t r u t u r a s  de  dados u t i l i z a d a s  para  r ep resen ta r  o modelo 

consis tem e m  d o i s  v e t o r e s  para  cada v & r t i c e  de 6: eCv3 conLárn o  menor 

i ndi ce k para  o qual v  G C. , e d< v2 conkBrn o  maior P rrdi ce j par a  o qual 

v E C .  I s t o  &, para  cada v  E VG, C eCv2, &v21 S  O i n t e r v a l o  que 
j 

o  r e p r e s e n t a  no modelo. 

A s  e n t r a d a s  do vekor e s ã o  i n i c i a l i z a d a s  com z e r o s  e o s  

conjuntas  B. estão i n i  li al mente vazios .  

inf  c i o  

CLOOP: para  i : = 1 passo 1 atf5 m f aqa - 
cada faça 

se eCv? = O e n t ã o  eCv2 : =  dCv2 : =  i - 

BLOOP: para  cada v & r t i c e  T E VG f a g a  

ORDER: ordene cada B. e m  ordem c r e s c e n t e  de  acordo com dCv3 ; 



f im; - 

Teorema 5.5 O a1 g a r i  Lmo F3 NRORDER produz e m  tempo CX 1 VG / + j EG ( 3 u m  

ordem l i n e a r  que s a t i s f a z  C%>. 

Notemos que e m  v i r t u d e  do Teorema 2 .3 ,  o passo CLOOP B 

executado c a r  r etamente. 

O passo BLCXIP g a r a n t e  que a ordem l i n e a r  '"<'"reduzida 

s a L i  s f  az 

ecu4 < ecv3 

Cru 

C eCu3 = eCv? 3 e C dCu3 < dCv3 3. 

sempre que u < v. I s to  4, pela demolnistrac$h do Teorem S. 8 ,  o passo 

BLOOP g a r a n t e  que a ordem produzida s a t i s f a z  C*). 

A r e s p e i t o  da complexidade, notemos que,  como a soma dos 

tamanhos de t odas  as c l i q u e s  maximais d e  um graf  a de i n b e r v a l o  & l i n e a r  

no tamanho do grafrs C Fulkerson e Gross C196;51 3. çr passo CLOQP & 

executado e m  tempo l l n e a r .  A i & m  da mais,  cada can.j unto B C 1 < i 5 m 4 
L 

pode ser ordenada e m  tempo OC 1B. 12, donde a passo BLOOIP tamb.8m Q 

executado e m  tempo l i n e a r .  

F ina l  mente, obser  vemos que, a propaçi  t o  da  çonsLr u@Xo da 

enumer ac$o dese jada  dos v&r ti ces d e  G, devemos cons i  der  ar , pel  a ordem. 

as v&rLiceç e m  B seguidos  pe los  e m  B . e a s s i  rn por d i a n t e .  
2 

6 
% '  



Resta apresentar o algoritmo f inal  de coloraçCio baseado na 

heuristica descrita C Passo I / Passo 11 3. Ac; estruturas de dados são 

as seguintes: o velor C, iniçializadçr com zeros. cont&rn para cada 

v&r ti ce v e VG a cor que v recebe na Passo I I ; DI SIP & u m  vetar baul eano 

usado para significar que certa cor es tá  dksponivel para ser uti l izada 

de acordo com a associaçZo de cores aos v&rkices f e i t a  pelo Passo 11, e 

suas entradas são inicializadas com 1 ". 

in ic io  

FLCXIP: [i, vz,. . . 'vn] : = FIND-ORDERC G, C*. C=, . . . , C m 3; 

para i: = 1 passo 1 at& n faqa - 
in ic io  

DLOOPI: para cada vertice w G VCv.3 faça DISPC CCw3 >:=O; 
L - 

JLBOP: repi ta  j:=j+l a t& -- que DISPCj3=1; 

DLOOP2: para cada v&rtice w e VCv.3 faça DISPC CCw3 3:=1; 
'L - 

fim; - 
fim; - 

Teorema 5.6 O algori tmo COR c o l ~ r e  u m  grafo de inlerwalo G com zCG3 

cures e m  tempo l inear .  



A correção do algori tmo segue t r i v i a l m e n t e  do Teorema 5.4.  

QuanLo A complexidade, a l i n h a  FLQOF" do algorit-mo toma tempo 

C K ~ V G I  + IEGI;I C Tearema 5.5 3 :  as l i n h a s  DLOOP1, JLOOP e DLmP2, para  

cada vrSrtice v. C 1 I i 5 n I, tornam tempo =&v 3 3 .  A complexidade 

f i n a l  B, pois ,  QC]VGI + 1 ~ ~ 1 3  a 

5,3, 4, Aigoritm para anconl;rar um caminho kiamiltciniano C H P  - 
"Hamiltonian Path "3 e um circuito hamiltonlano CHC - "Hamiltonian 

Cireuil;"> 

Dentre o s  problemas c1 Assicos e m  t e o r i a  dos g ra fos ,  e s t ã o  o s  

de  encont rar ,  e m  u m  graf  o dado, um HP e um HC. U t i  1 i zaremcis as ç í  g l  as PMP 

9 PHC, r espec ti vamente, par a denotar mos estes doi s problemas. 

PHP c o n s i s t e  e m  enconkrar no g r a f o  um caminho que passe  por 

todos o s  vcárLices s e m  r e p e t i  -10s. Quando se quer que o caminho seja 

fechado C um c i r c u i t o ,  onde a primeiro e o 61timo v 4 r t i c e s  coincidem 2 .  

PHP se conver te  em PHC. Esquemaki camente: 

Problema do Caminho Hamiltoniano CPHIPí 

Instância% g r a f o  G nso direcionado com v4Srtices v v 
i' 2 ' * . . '  

v 
n 

QuestâSo: E possível encontxar u m a  orientaçZw [v 
i '  

v 
i " " "  

v I de 
i 

i 2  n 

v v 
i ' a r . - -  ' v de modo que v e v s e j a m  ad jacen tes  e m  G para k 

n i 
k 

i 
k+1 



Problema do Circui ta Hamiltoniano ÇPHQ 

Instância: g r a f o  G não direcionado com v 4 r t i c e s  v ,vZ, .  . . . v  
9. rl 

QuestClo: É possivel  encontrar  uma or ientaçZo [ v  i '  
V 
i " ' " "  

v I de  
!i. 

i 2 n 

vd,v :, . . . .vn de  modo que vi e v s e j a m  ad-jacentes e m  G para k e n t r e  
2 

k 
i 

k+l  

1 e n-1 e vi seja ad jacen te  á V ? i 
n 1 

PHP e PHC sZo probl emas reconheci damente '2 itsat6Lvei s" 

computaci cmal menCe; ambos s ã o  NP-compl e t o s  para quase Lodas as c1 asses 

de g ra fos ,  i n c l u s i v e  a dos p e r f e i t o s .  Para OS g ra fos  de  i n t e r v a l o ,  

contudo, pode-se r e s o l  v&-1 o s  e m  tempo po l i  norrii a1 . V & r i  o s  a u t o r e s  

propuseram a1 gor i tmos par a t a n t o ,  e, r eçen%emente, Manaçher , Mank us e 

Smith 1119903 mostraram que e x i s t e m  formas candnicas para um HP e u m  HÇ 

que podem ser produzidas por um algori tmo re la t ivamente  s imples  e m  

tempo e espaço &ti mos. M a i s  a d i a n t e  analisaremos este a1 gor i tmo. 

H i  s tor icamente,  Ber toss i  C 19831 f ai o pr imeiro a apresentar  

r e s u l  tádos  concretos  sobre  as complexidades do PHP e do PHC para graf  os 

de i n t e r v a l o .  Restringindo-se a g ra fos  de i n t e r v a l o  u n i t á r i o ,  mostrou 

que: 

C Um grafo de i n t e r v a l o  uni tAr io  G tom um HP se .e somente se G G 

conexo ; 

Cii3 PHC, para um graf'o de  i n t e r v a l o  uni t a r i o ,  pode ser r s s o l  vido e m  

tempo Mnlogn3, tomando-se como en t rada  um modelo com n intervaloc; ;  

C i i i 3  PHC, para u m  g ra fo  de  i n t e r v a l a  u n i t d r i o ,  t e m  l i m i t e  i n f e r i o r  

145 



M n l o g d  , tomando-se como e n t r a d a  um modelo com n i n t e r v a l o s .  

A demonstração de € i 3  é t r i v i a l :  por um lado, & claro que se 

G t e m  um H?, e n t ã o  G 6 conexo; por o u t r o  l a d o ,  cons t ru indo  um modelo d e  

i n t e r v a l o  pa ra  G. a ordenaqão dos pontos  exLrernos esquerdos dos  

inLer.8crlus e m  ordem c r e s c e n t e  fo rnece  um HB. 

Quanto a C i i 3 , B e r  tossi a p r e s e n t a  um a l g o r i  t m o  baseado no 

f a t o  de que,  dados G g r a f o  d e  i n t e r v a l o  uniLCcrio e M modelo d e  

i n t e r v a l o  de G. G possui  um HC se e somente se e x i s t e m  dois caminhos 

a1 t e r n a t i  vos uni ndo os i rutervâl os EC 19D e DC M 3  , onde 

dC ME/D 3 > c lCI3 ,  V 1 E M; 

i s t o  4,  ECbD e X M 3  s ã o  os i n t e r v a l o s  de M "'mais tl esquerda" e "mais .A 

d i r e i t a " .  respect ivamente .  Omitiremos a descr i -ão  d e s t e  a lgor i tmo,  que 

pode-se demonstrar & 6timo C i t e m  C i i i i  3 ,  u t i l i z a n d o  novament,e o 

r e s u l  t a d o  d e  Fr edman e W e i  d e  I: 19781 ; corno M nl  ogn> S u m  1 i rn i  te  

i n f e r i o r  do tempo necessb r io  pa ra  determinar  se n i n t e r v a l o s  s o b r e  a 

reta real são mutuamente d i s J u n t a s ,  se f6ssemos capazes  - de acordo c o m  

C i i3  - d e  d e c i d i r  para um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  uni t á r i o  €3 com modelo d e  

i n t e r v a l o  M se e - A s t e m  d o i s  caminhos a1 t e r n a t i v o s  unindo os i n t e r v a l o s  

EC 142 e DC M3 e m  tempo i nf eri or  a SX nl ogn3 , e n t ã o  poder i a m o s  tamlb4m 

determinar  se n i n t e r v a l o s  s o b r e  a reta real sSo mutuamente d i s J u n t o s  

e m  tempo i nf er i ar a I;K n l  ogn3 . 
Depois d e  B e r L o s s i  , K e i l  C19851 mostrou que se pode c o n s t r u i r  

um HC para  um modelo d e  i n t e r v a l o  é s e m  a r e s t r i ç ã o  d e  Lodos os 

i n t e r v a l o s  t e r e m  a m e s m o  comprimento 3 e m  t,ernpo e espac;o OCn+e3, onde 

ri, e são os nbmeras d e  v e r t i c e s  e a r e s t a s ,  respect ivamente ,  do graf o ao 

qual se r e f e r e  o modelo. O a l g o r i  t m o  d e  K o i l  t e m  a m e s m a  complexidade 



do a lgo r i tmo  d e  reconhecimento d e  Booth e Lueker C Cap í tu lo  4 i ,  sendo 

p o r t a n t o  Stimo no tamanho do g r a f o  sub jacen te .  

Passaremos agora  a descrever  u m  a l g o r i  t m o  d e  tempo CKnl ogn3 

d e  Manacher, Mankus e Smith C19901, que encon t r a  um HP çan6nico num 

modelo d e  i n t e r v a l o  M. O a lgo r i tmo  é s imples  e ótimo e m  tempo e 

espago, tomando como e n t r a d a  uma l i s t a  não ordenada d e  n i n t e r v a l o s  

dados c o m a  pa re s  d e  n6meras reais. Se a l i s t a  já e s t i v e r  ordenada,  a 

compl exi dade de tempo se reduz a CK nl ogC 1 ogn2 3 .  

A l g o r i k m  para HP 

I n i  c i  al mente, ordenamos as n i n t e r  val us pe los  s e u s  extremos 

esquerdos e os numeramos d e  modo que o i n t e r v a l o  com o menor extremo 

esquerdo r ecebe  o rcSrtulo e o i n t e r v a l  u c o m  m a i o r  extremo esquerdo o 

r d t u l o  5. 

Pr eci s a r e m o s  d e  al gumas d e f i n i  ções . 
caminho C ser& uma seqü&ncia [: I%, . . . , I C l  de 

onde Ii n IdIi P! @ C i = 1 . .  - 1  ;I e c = 

comprimsrnt-o da  s e q u h c i a  3 ; I A  e IG serão OS 

Para o a lgor i tmo.  um 

r 6 t u l o s  C i n t e r v a f  o s ) ,  

/ C ; [  C i s t o  6, C & a 

i n l e r  va l  os e x t r e m o s  do 

caminho. Para j 5 i C i  denota um sub-caminho de C C G í j  . . .  i l =  

Um caminho é um HP se B uma permutação de todos  os r b t u l a s  

I_,g,. . . ,c. Um HP á um HC se, a l B m  d i s s o ,  Ic IA Q. 

O a l g o r i  t m o  c o n s t r d i  uma seqiI&ncia .C e um çcynjunto S que 

sat.i sf azem as segui  n t a s  condi çóes: 

i In i c i a lmen te ,  C e S cans t i tuam uma part,iqão de M C ~ o n s i d e r a n d o  G 

simplesmente c o m o  um conjunto ,  ignorando a o r d e n a ~ ã o  dos i n t e r v a l o s  3 : 



i O pr imei ro  i n t e r v a l o  d e  C Q o de m a i o r  e x t r e m o  esquerdo: 

e C I > < e C I s > , V I ~ M  C I Z I 1 3  C23 

r Cada elemento d e  C i n t e r c e p t a  s e u  predecessor :  

V i  i I rilI 
i t-l 

c 3 3 ,  

i Para 1 i i -1; C ?  I i& O i n t e r v a l a  de M - C E1 . . .  i - 1 3  com maior 
i 

extremo esquerdo que i n t e r c e p t a  I i-r' 

Nenhum elemento d e  S i n t e r c e p t a  I : 
C 

V I  E S ,  I n I c = Q  C53. 

ApresenLamos p o i s  o algor i tmo.  Dada uma sequênc ia  d e  n 

i n t e r v a l o s  L, g, . . . , e, ordenada pe los  s e u s  pontos  extremos esquerdos.  o 

a lgo r i tmo  c o n s t r ó i  uma seqtiência C = C I i,. . . ,I 1 e um çonj  unto 5 d e  
c 

acordo com as fdrmulas  C 1 3  -C53. Cada i Leração move u m  elemento de S 

para  C. No f i na1 , quando a condi çSo do comando i lerati  vo é falsa. C 53 4 

ver dadei  r a. 

i n i c i o  

S: =<L,-,. . . ,d?; 
IA: =c; 

j: = L ;  



enquantoC 3 I E S  1 I t7I .  ;ZL Q 3  f a ç a  
J 

i n i c i o  

1 : =e1 amento d e  S com m a i o r  axtr e m o  esquerdo 

que i n t e r c e p t a  I .; 
.I 

j : =.j +1 ; 

f im;  - 

f im;  - 

E claro que se no final da  execuç2io S B vazio, entCio C c4 um 

HP. Provaremos que se S não 4 vazio, e n t ã o  M não t e m  HP. Para  i s s o ,  

pr eçi sar e m o s  das s e g u i n t e s  r e s u l  t a d o s ,  que a p r e s e n t a r  e m o s  s e m  

demonstração porque são de s imples  veri f  i caçzo: 

Terrirema 5.7 -.ja C = [ I  % , . . .  , Ic 3 u m  caminho e I um i n k e r v a l o  d e  M nso 

necessariamente em C. Suponhamos que e .  < e C I 2  < e 3 ,  pa ra  
J 

1 5 j < i 5 c. Então,  1 inL3rcept.a p e l a  menos um elemento d e  C C J . . . i 3 .  

Lema 5.8 Para 1 < j < i ,  se eCI.3 < eCI.3 ,  e n t z a  I i7 I.+ 0. 
J J 

Lema 5 9  Para  1 < j < i ,  se 4 1 . 3  < eCIL3, e n t z o  dCI.3 C e C I  3 .  
J J-* 

Lema 5,18 Suponhamos que C 12 -C 53 çe.j a m  ver dadei  r as. Ent.30, 

dCI3 < eCIc3, Y I E S. 



Para  completar m o s  a demonstração serão necessdr i os m a i  s 

a lguns  elemenLos. Para  1 5 j 5 i I c, & o caminho 

CIi71 i - l , . . . ,  I I C' = C ' K ~  . . .  c]. D i z e m o s  que ~ ' [ j  . . .  i 1  6 o 
j+* J 

r e v e r s o  de C Cj . . . .  i l .  

S j O o maior i n t e i r o  em C l , .  . . , i >  tal  que e C I . 3  4 e C I . 3 ,  
J 

e n t ã o  cPK j + l . .  . i 1  & chamado uma i l h a  e I s u a  c o b e r t u r a ;  i ,  B chamado 
j 

base  da i1 ha. 

Descrever e m o s  um al g s r  i t m a  auxi 1 i ar na  demonstr açZo que 

segmenta em i l h a s  s coberkuras  o r e v e r s o  do caminho produzido por 

F I N D  - PAIX. k n n t a r e m o s  a h-&sima i l h a  por Ah, sendo a s u a  base ,  h 

Por C 2 3 >  V j > 1 ,  e C I . 3  < e C I A 3 ,  de modo que 1% não pode ser 
.3 

uma cobe r tu ra  e i& membro d e  uma i l h a .  Portanko, a i l h a  que cont&m I 
i 

nScr tem cobe r tu ra .  A h-&sima c o b e r t u r a ,  se exist ir .  ser& denotada por 

i O processo  de  segmentagão de C' i n i c i a l i z a  I c  como a base  da i l h a  A*; 

In i c i a lmen te ,  i = G e h = 1 C@> g 

Seja ah , a base  da i l h a  Ah7 i g u a l  a Ii: 

3 j *E (I,. . . ,i) 1 V k E . C j + l , .  . . C e C I . 3  < e C I k 3  e e C I . 3  < 4 1 . 3 2  =+ 
J 

Condição de parada pa ra  o processo d e  segmenLaç3o: 

V j E C l , .  . . ,i-1) C e C I  > < e C I . 2 3  + A, = c r [ l . .  . i l  é a i l h a  f i n a l  C83. 
J 

C a s o  degenerado C não há c o b e r t u r a s  3 da  çeymentac$b de cr: 

V j E C l , .  . . , c - 1 3 .  C eCIc3 < e C I . 3  3  =+ C' = A 
I 

c 9 3 .  
J 



i Caso em que p e l a  menos uma caberluta e-Aste: 

3 .j , . . . ,  c3 1 d 1 . 4  < eCIC3 =+ 
1 

C'=A C A C . . . %Ck\+* para a1 gum k > O 
i 1 2  2 

ClOD.  

F o r n e ç a m o s  a seguir  uma. descriryso do a l g o r i t m o  de 

segmentação. A PnicializaçZo corresponde a CA3, a itesação bAsica a C74 

e 0 estado f ina l  a C83. O resultado f i n a l  r& descri t o  por C93 ou C1O3.  

i n i c i o  

enquanto C 3  J E Cl,. . . , i )  I eCI.3 < d I . 3  f aqa  
J r, - 

in ic io  

j: = maior indice em {i,. . . ,i3 t a l  que e C 1 . 3  < e C I . 3 ;  
J 

f i m ;  - 
devolva A,,= ~ ' i l .  . . i I ; 

f i m ;  - 

Supondo que, no f inal  da execuç30 de FIMD-PAFH, S # @ C  i s t o  
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4 ,  c < n 3 , e n t ã o  os 1 ems s e g u i n t e s  se apl icam 2i s a i  da d e  FIND-COERS. 

Lema S+ 1 f Para todo  h G <I . . . . , k +I>, cada i l h a  A fi, naSo vaz ia ,  uma h 

vez que, por çonsLruqão, a E Ah. 
h 

Lema 5,12 Para  h E <L.. . . ,k3 C k  4 1 3 e para  Lado I em A,,. 

dC I3 < eC ah+*3. C Consequ&nci a i medi ata do Lema 5.9 e d e  C 73 3 .  

Lema S. 13 Para  Ludos h , l  t a i s  que 1 2 1 < h I k i l  C k  2 1 3 ,  para  

toda  I E AL e pa ra  todo  J E Ah, &I3 < eC J2. C ConsequQrucia dos Lemas  

5.9 e 5.12 3 .  

Lema 5.14 Para  1 5  1 < h 5 k + l  C k 2 1 3 ,  se I E AL e J G A e n t ã o  
h ' 

I n J = Iõ. C Cansequência dos Lemas  5. Q ,  5.11 , 5.12 e 5.13 3. 

Lema 5.15 Fara todo  h ta l  que 1 I h 5 k i 1 ,  se I E S e J E entXo 

I n 3 = 8. C Consequêncirt dos Lemas 5. 10 e 5.13 2 .  

0s Lemas 5.14 e 5.15 coloçam i r k u i t i v a m e n t e  que t o d a s  as 

i l h a s  são duas a duas espacialmente  dis jcrntas  e que cada i lha .  ES 

espacialmente  d i s j u n l a  de S ;  faz  senkido,  p o i s ,  cons ide ra r  S como uma 

i 1 ha na seqWncia .  

Podemos f i na1 mente provar o r e s u l  Lado pr i nc i  pal  . 

Tieorsma 1;6 FIND-PATPI: produz um HP pa ra  M se e somfanh se M L a m  um 

#lkmxd5raçCi[o C + 3 T r i v i a l .  Quando FIND-PATH termina e S = 9, e n t ã o  



c = n. Por C33, C 4 um HP. 

C @ 3 Se a o  f i n a l  da execuçSo de  FIND-FATi-4 temos S ;r 13, e n t ã o  c < n ,  

e para  algum k 2 O ,  C'= A C A C . . . A k C i 4 + r .  
1 1 2 2  

Pe lo  Lema 5.16 e m  conjunto  com C93 e C 1  03, M c o n s i s t e  e m  k +S 

i 1 has e spac ia l  mente clesconectadas e somente k i n t e r v a l  o s  que podem 

coneck6-las num H-IB. N o  máximo k + 1  i l h a s  podem se , juntar  com k 

cobe r tu ras ,  deixando uma i l h a  desconeçtada. I s t o  6 ,  M ~ S C Y  possui HP.  

Algoritmo para HC 

Se apbs a execuçF~o de  FIND-PATH não se produziu um H P ,  entCLo 

M não t e m  HC. Caso contrCirPo, a p a r t í r  do H P  produzido,  tentaremos 

e x i b i  r u m  HC. 

Associaremos a cada elemento de C um r d t u l o  C "R" 'o W G " ' 3 ,  

e provaremos que se I e I possuem o mesmo rdkulo ,  en t2h  M não t e m  
C C-* 

HC; caso  c o n t r á r i o ,  exibiremos um HC. Assumiremos que c > 2. Lembremos 

que c = n. 

Fornecemos i n i  ci  al  mente uma d e s c r i ç ã o  P nf or  m a l  do a1 gor i t m a  

de ro tu l ação .  

i S e j a m  K C P i  o r b t u l a  assoc iado  a I e LCii o maior i n d i c e  e m  1.. .i-1 
b 

tal que KCLCi33 .1 KCi3. i2 c l a r o  que V j L C i +  . i ,  KC j 3  = K C i i .  

I n i c i a lmen te ,  associaremos a Ii o rciitulo R e a Iz o r ó t u l o  G: crirrno 

KC 1 i i' KC 23 , LC 23 recebe o valor 1 : 

KC13=R, KC23=G, kC2>=1 C 1 1 > ;  

V i e C , .  . 3 CLCi3 < i e KCLCi33 KCi.33 C123. 



i Sendo I o  pr6ximo i n t e r v a l o  a ser r o t u l a d o ,  pa ra  J E 
i+& 

C L C i > + l , .  . . ,i ), KC j9 = K C i S  e KCECi33 * KCi3. A regra para r o t u l a ç ã o  

Iá a segu in te ;  se I 
i+$ 

R I z! e i ,  e n t ã o  KCi+13 recebe L C i 3  c a s o  
i 

cont rAr io ,  K C i + á i  r ecebe  KCiJ: 

i Se K C i  +I 3 recebeu K C i J  , entSo  L é E 3  4 ainda o m a i o r  f ndi ce tal que 

K C i + l >  s MCLCi33. Porkanto ,  LCi+lS recebe  o  i n b i c e  LCi3; caso 

c o n t r á r i o ,  KCi+l3 e KCi3 são de r d t u l o s  d i f e renkes .  e e n t ã o  L€i+l3 

recebe  o i n d i c e  i ;  

10 s e g u i n t e  a lgo r i tmo  r o t u l a  o s  ~ P e m e s r t o s  de G d e  acordo tom 

as condições C113-ClS3. 

i n í c i o  

para i : = 2 ata ri-1 f a ~ a  - 

f i m  



senão i n í c i o  

devolva K C 1 3  , K C 2 3 , .  . . , K C n 3 ;  

0 l e m a  a s e g u i r  8 d e  d e m c y n s t - r a ~ ã o  s i m p l e s .  

Lema 5,17 Par a qua l  quer i E €2, . . . , n3, d e n o l e m o s  o i ndi ce LC i 3 por 

q. Se q+l 3 1, entSo para todo j E .(: q+2,. . . ,i 5 ,  d C I . 3  < e C I  3. 
J clt 

Demonstraqão. É claro que  para kodo j = - C  q+2, . . . ,  i 3 ,  K C j 3 = K C j - 1 2 ;  

i s t o  4, LCj3=q. L o g o ,  por C 1 5 3 .  I R I = iõ, e, pelo Lema 5.8, 
J Q 

eCI.3 < eCI 2. P o r t a n t o ,  dCI.3 < eCI 2 para todo .j E < q+2,. . . ,i 3 .  i 
J 4 J 4 

Teprema !%I8 

um HC. 

F I N D - C I R C U I T  produz um H C  para M se e somente se M t e m  

C a 3 Se K C n 3  + KC n-13 , o seguinte a1 gori t m o  exibe u m  



e n t ã o  HC: = I L 1 [ H-C 

senão  H-C: = H-C I I Ii; 

devo1 va H-C; 

Em H-C, quaisquer  d o i s  elementos contf  guos d e  m e s m o  r b t u l o  se 

ir i terceptam, por C133, C143 e C153. Por C33, 1% i n t e r c e p t a  IZ e I 
r> 

i n t e r c e p t a  I , e I e I s ã o  os extremos opos tos  d e  H-C. Logo, H-C 
n-i n ns-l  

6 d e  f a t o  um C i r c u i t o  Hamiltoniano d e  M. 

C 3 Suponhamos que KCn3 = KCn-li . Denot-emos LCn3 por q. Para  todo  

, e 2 ,  . . 3 C j 3 = KCn3 , KC j3 ;Ir KC q3 e, p e l o  Lema S. 17, cada I 
J 

se s i t u a  completamente à esquerda de I . Ao e n t ã o  denota  c r lq+2. .  . n l .  e 
q 

C. denota  I 4+i. 

Se a p l  i car m a s  FI ND-COVERS a o  cami nho L 1. . . ql C chamando 

FI ND-COVERSC I %, . . . . I 3 3 c o m  I como base  da i 1 ha 4, ver i f i car e m o s  
4 9 

que Cr= AoCo. AkCkAk+l , para  algum k 2 O. Pe los  Lemas 8.15 e 5.17, 

cada i l h a  Ak,  pa ra  k L O? É? d i s j u n t a  de todas  as o u t r a s  i l h a s  que 

FIND-CQWRC, i d e n t i f i c a .  Assim, M c o n s i s t e  em k + 2  i l h a s  d i s j u n t â s  a 

apenas Ki-l i n t e r v a l o s  que podem ccrrnecta-las; i s t o  4 ,  M nPTo possui  HG. i 

Para  mostrar que o algori t m o  FIND-PATH t e m  complexidade d e  

tempo CXdsgnJ, b a s t a  recordarmos que a ardenalçZo e a roterlagZo 

requerem tempo iIl# nl ogn.3 ; e, a1 ém d i s s o ,  mostrar  que as operações  "seJ a 

I a elemento d e  5 com maior extremo esquerdo que i n t e r c e p t a  " e 
= c  

"S: = S - C1 3 " podem ser f e i t a s  e m  tempo CK -1 09d. 

É b e m  s a b i d o  que se pode c o n s t r u i r  um "heap" ordenado e m  



.tempo l i n e a r  s o b r e  um conjunto  j A  previamente ordenado C Aho, Hopcroft 

e Ullman E19741 2 .  

Saja H u m  hoap crn.jas f o l h a s  &o i n L n r w a l ~ s  ordenados pe los  

s e u s  pontos extremas d i r e i k o s .  Cada nd i n t e r i o r  X cont8m o maior ponto 

extremo esquerdo d e n t r e  o s  i n t e r v a i o s  da sub-brvare da qual X é r a i z .  E 

c l a r o  que i s t o  requer espaço l i n e a r .  

A busca e m  S do i n t e r v a l o  I com maior extremo esquerdo que 

i nitercepta o s  derriai s 4 real E zCrvel devi do a o  IaLo de que a o  procurar  I ,  

nenhum i n t e r v a l o  e m  S pode se s i t u a r  complelamente A esquerda de IG. 

Para encont ra r  I .  u t i l i zamos  5 como uma " fa ixa"  e m  H ,  i s t o  

, local izamos o bloco de todos o s  i n t e r v a l o s  c u j o s  pontos extremos 

d i r e i k o s  se s i tuam dsnt-ro ou & d i r e i t a  de  I C se houver algum 3 ,  Enkrs c 

eles, local izamos o i n t e r v a l o  com maior ponto e d r e m a  esquerdo, que se 

Lorna I ,  u t i l i z a n d o  t é c n i c a s  kstandard' . 
Para remover um i n t e r v a l o  de H ,  u t i l i zamos  novamente t & ç n i c a s  

' s t a n d a r d ' ,  consumindo tempo O f l o g d  para  s u b s t i t u i - l o  por uma e n t r a d a  

ri c t i  c i  a. 

Os a1 gor i +,mos FI ND-GI RÇUI T a EXHI BI T H C  sZo c1 ar amente 

l i n e a r e s .  

5.3.5. Mgoritmo para encontrar ean coqjunto dominante minimo 

Um con.junto d e  v&rt- ices  D & um conjunto  dominante pa ra  u m  

graf o E SEI todo  ~ & i t f ; i ~ e  de G e s t A  con t ido  e m  D ou EC a d j a c e n t e  a u m  

v é r t i c e  con t ido  e m  D. 

Bookh e Johnson f198S1 apresenkam um a lgor i tmo de  tempo 



l i n e a r  para solucionar  o problema de  encontrar  um conwiunto dominante 

mínimo e m  g r a f s s  de i n t e r v a l o .  N a  verdade. o a1 yor i  tmo f o i  pro je tado 

para  a c l a s s e  dos g ra fos  de  caminho direcionâdo,  que conWm a c l a s s e  

dos graf  o s  de  i n t e r v a l o ,  e o a l g o r i  tmo que apresentaremos aqui 6 uma 

adaptação do o r i g i n a l  para o caso  p a r t i c u l a r  dos g ra fos  de i n t e r v a l o .  

O a lgori tmo 6 simples  e c o n s i s t e  em três passos. 

Passo I+ Executar n teste de  reconhecimento de  g ra fos  de i n t e r v a l o  de 

Boot-h e Lueker C Capi tu lo  4 J a fim de obter  uma o r d e n a ~ ã o  C%, . . , , C 
rn 

das  c l i q u e s  maximaiç de  G de acordo com o Teorema 2.3. In ic ia l i zamos  o 

conjunto dominanke D como vazio,  marcamos cada v @ r t i c e  de  6 como "não 

dominado'" definimos um vetor  HIGH para  o s  v & r t i c e s  de G, i n i c i a l i z a d o  

com zeros.  

Passo 11+ Varrendo as cliques da menor para L? maior indice, realizar a 

s e g u i n t e  operação: para  cada v 6 s t i c e  v na d i q u e  maximal C . ,  
L 

HIGHCr2 : =  IiIMCd + 1, 

No f i n a l  do Passo 11, HIGHCv3 con te rá  o maior i n d i c e  

j E Cl,. . . ,m3 para o qual v C VCj. 

Passo 1x1. Varrendo novamente as c l i q u e s  da  menor para o maior í n d i c e ,  

r e a l i z a r  a segu in te  operat$b: se existe u m  v b r t i c e  V na c l i q u e  c o r r e n t e  

C. marcado como "não dominado" e HIGHCvJ = i, en tão  escolher  e m  Ci um 

v 4 r t i c e  x possuindo a maios valor  H I r S H C d  en%re  todos o s  v & r t i c e s  de 

Ci. Adicionar x a D, marcar x como "dominado", e marcar cada um dos 

vÉir t i c e s  ad.jacenLes a x como "dominado". 

Teorema 5. IQ C Correção do algori tmo 3 N o  f i n a l  da execução do 



a lgo r i tmo  pa ra  conJunto dominante, DIQMCD3 = V e I D I = min i: [D" $ 1' 

S conjunto  dominante para  G 3 ,  onde DÇX3 denota  o conjunto  d e  v k r t i c e s  

dominadas por um conjunto  X de v á r t i c e s .  

Demnstraçâio, Por indução no ndmeru d e  c l iqwes  v i s i t a d a s ,  mostraremos 

que e x i s t e  um con.junto dominante mínimo D' que contBm D e que DOMCD3 

contém p e l o  menos os v & r t i c e s  que ocorrem somente nas  d i q u e s  

v i s i t a d a s .  

A base é t r i v i a l :  agbs z e r o  i t e r a ç z e s ,  D está v a z i o  e 

por t a n t o  c la ramente  con t ido  e m  a1 gum conjunto  domi n a n b  mf n i  mo. N 3 o  

ex is tem v 6 r t i c e s  dominados por D. 

Para o passo da induçSio, se não existe nenhum v á r t i c e  v que 

s a t i s f a z  a condição do Passo 111, a h i p d t e s e  con t inua  v a l i d a .  C a s o  

c o n t r á r i o ,  suponhamos que x & adic ionado  a i3 d u r a n t e  a v i s i t a  da  d i q u e  

Ci. Pela h i p b t e s e  d e  indução,  D-Cx) está c o n t i d o  e m  algum conJunto 

dominante mbnirno D' . Se x está c o n t i d o  em D' , nada a demonstrar .  C a s o  

c o n t r á r i o ,  seja v o  v é r t i c e  d e  Ci que não 6 dominado por D - Cx>. a , 

y v e r t i c e  qualquer de '5' que domina v. Seja D" = D" - 3 u xx3. 

Provaremos que D ' V  um con,junt-o dominanke pa ra  G. 

Suponhamos por absurdo que há um v é r t i c e  z não dominado por 

D"'. Notemos que z não o c o r r e  e m  nenhuma cl iqrre  C ta l  que k < i ,  c a s o  
k 

c o n t r á r i o  estaria con t ido  e m  DOMCD3, e p o r t a n t o  e m  DOMCDP73); da m e s m a  

forma, z não ocorre e m  Ci7 caso  c o n t r b r i o  estaria c o n t i d o  e m  DomCCxli.3 e 

por t a n t o  e m  DOMC D' ' 3 ; z sd ocor re ,  p o i s  , e m  c1 i ques de f ndi ce m a i o r  do 

que i .  

Conclui m o s  que y deve ocorrer numa cl i que d e  í ndi c e  j i 5 i , 

por que y domina v; mas tamb4m deve ocor re r  numa çl i que de i ndi ce j a 2 i 

porque y domina z. I s t o  6, p e l o  Teorema 2.3, pc realmente  o c o r r e  na 



c l i q u e  Ci. I s t o  g e r a  a contradiçZo dese jada ,  porque a e sco lha  de x 

ex ige  HIGHCx? I HIGHCy2, o que por s u a  vez impl ica  que para  v é r t i c e s  

que ocorrem e m  C our e m  c l i q u e s  d e  í ndicze m a l  o r  do que i C por axemplu, 
i 

z ? x poda s u b s t i  t u i  r y como d o d  n a n b .  

A PnduçZio está, p o i s ,  completa: D7 ' 6 um con jun to  dominante 

para  G, ]Di = (D'" C D" & minimo 3 e D domina todo  viCrtice que o c o r r e  

somente e m  c1 i ques *qi si t adas .  m 

0 r i t -  4 r n  l i n g a r  no 1-amanho d0 grafc3 G O 

Passo I toma tempo 0(: \brG( + ]EG/ 3 C ve ja -se  Teoremas 4 .8  e 4 . 9  3 .  o 

Passo I1 toma tempo IX 1 VGj + 1 EG1 3 C p o i s  a somatbr ia  dos tamanhos 

das  c l i q u e s  B QI: ]VG( + IEG] 3 - veja-se  Fulkerson e Gross C19651 3 e o 

Passo I11 também toma tempo QÊ /QGI( + 1EGI 3 .  

C i t e - s e  que vQr ios  problemas e m  v a r i a n t e s  d e  conJunto 

doimi nan te  C c s n j  unto domi nante  t o t a l  , can j un to  domi nante  i ndependente , 

çonjunto  dominanke conexo e o u t r a s  3 apresentam a1 yor i  tmoç p o l i  nomiais 

quando r e s t r i t o s  a g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  C ve ja -se  Ramalingam e Pandu 

E19881 2 .  

Lu,  Ho e CRany E 19901 exibem, para graf'os de  i n i k r v a l o ,  um 

a l g o r i  tmo l i n e a r  para  ci problema do "idomxLPc number" dCG3 d e  um g r a f o  

G, que a s s i m  se d e f i n e  : dCG> é rr mhximo i n t e i r o  k para o qual VG pude 

ser par ti ci  onado e m  k con j unkos dominantes d i  s J  untos  ,Dk. 

Mostram t a m b é m  que dCG3 = 6CG2 + I para  qualquer g r a f o  de  i n t e r v a l o  G, 



onde cSCG3 = min Ç &v> I V E VG 3 .  

Plãrathe, Ravi e Rangam C19921 consideram uma 

gene ra l i zação  do c o n c e i t o  de dominacpão d e  v & r t i c e s  e m  g r a f o s  do 

i n t e r v a l o .  Dados um i n t e i r o  i e um g r a f o  não d i r ec ionado  G, o ""Problema 

General i zado de i -Caber t u r a  d e  VQr ti ces"  C PGí CV) cons i  ste e m  encont ra r  

um conjunto  mf nimo de v 6 r t i c e s  tal que t o d a s  as d i q u e s  de G de +..amanho 

i contenham p e l o  menos um v Q r t i c e  d e s t e  con.jernto. Para  i = 2 .  este 

problema se reduz ao do conjunto  dominante minimo. 

O PGiCV é NP-completo pa ra  g ra f  os %riangwlar izados  quando i 4 

p a r t e  da  en t r ada .  No caso  dos g r a f o s  d e  i n t e r v a l o ,  Marathe. Rãvi e 

Rangam apresentam um a l g o r i  t m 0  gu loso  d e  tempo l i n e a r  pa ra  o problema. 

Whi te ,  Farber e Pul leybl  ank C lGJ%!ZI apresentam um a l g o r i  t m o  de 

tempo polinomial  pa ra  resoP ver o problema da  encon t r a r  uma Arvore d e  

S t e i n e r  num g r a f o  d e  i n t e r v a l o .  Dado um g ra f  cu não d i r ec ionado  G c o m  

pesos i n t e i r o s  nPio nega t ivos  nas  arest-as. um sukconjunto R 5 VG e um 

i n t e i r o  p o s i t i v o  k ,  este problema, no caso g e r a l ,  c o n s i s t e  e m  encont ra r  

uma sub-árvore d e  G que i n c l u a  todos  o s  v & t i c e s  d e  R e tal  que a soma 

dos pesos das  arestas na sub-Arvore não u l t r a p a s s e  k .  

Cabe a inda  ci tar  o u t r o s  dois problemas conhecidos que 

a inda  não possuem so lução  de tempo polinomial  p a r a  g ra f  os de i n t e r v a l o :  

Corte máximo 

InstSncia: graf'o nzo d i r ec ionado  G com pesos i n t e i r o s  p o s i t i v o s  nas  

arestas e um i n t e i r o  p o s i t i v o  k; 

Qraestãoi existe uma p a r t i ç ã o  de V e m  c<crn.juntos d i s J u n t o s  V" V" ta i s  

que a soma dos pesos  das  arestas d e  EG que possuem um extremo e m  V' e 

o u t r a  e m  V" Q no minimo k ? 



Pndice cramático C: ou coloraçSa minima de arestas 9 

Inst2hcia: graf o G não direcionada com EG r 8;  

i$.Ses%&t: encon t r a r  o menor i n k e i r o  pcs ik ivo  k tal que as arestas d e  G 

possam ser coloridas com k cores de modo que duas arestas que incidem 

sobre o mesmo v&rtice recebam cores dis t in tas  C em outras palavras, 

errçontsar a índice cromAtico k de G ou exibir uma k-çoloraqão de 

arestas de G 3 .  

Johnson E19853 faz notar que estas dais problemas 

possi vel mente possuem sol uções de tempo pol i nomi a l  si rnpl es . 



T r o t t e r  e Harary C19793 e, independentemenb,  Griggs e W e s t  

i I 9 8 Q 1 ,  propuseram uma genera l  i zação pa ra  g ra f  as d e  P n t e r  va l  o que 

model a na tu r  a1 mente a1 guns problemas d e  a1 ocação e sequenci  amento 

C restrições scirbre interaçllies enLre componentes de um sistema e m  graride 

escala 2 .  Para  um g r a f o  G não d i r ec ionada ,  d e f ' i n i m s  o nirmero d e  

i n t e r v a l o  C "i n t e r  va l  number "3 de 6, iCG35, com0 o menor i n t e i r o  

p o s i t i v a  L pa ra  a qual existe uma função  f que associa a cada v & r t i c e  v 

de G um con jun to  f Cv3 5 R que 4 a uni30 d e  C rio m á x i m o  3 t SnLervalcrs 

fechados s o b r e  a reta real C não necessar iamente  d i s J u n t o s  4 L a l  que 

u, v E V6 sSTa a d j a c e n t e s  se e somente se fC u3i 6'i fCv3 f Ja. Dado rr G VG, 

os e1 ementas d e  f C u3 são denominados u-i n t e r  va l  os. 

A função  f & chamada uma &-represen tação  d e  G. A 

r ep re sen taqão  será expos t a  se p a r a  t odo  íu'&rtice Y E VG existe um 

i n t e r v a l o  a b e r t o  I G fCai.3 a que I n fCu3 = 8 pa ra  t odo  v k r t i ç e  
v V 

Um número m & ~ h a ~ m d o  u m  1imi te s u p e r i o r  pa ra  u m  

representa@lia  f d e  um g ra f  o G quando, par a Y r G 19 f C v9 , r < m. 
v E V G  

O riirmera i.CG3 está bem d e f i n i d o  pa ra  qualquer  g r a f o  G: 



obtém-se uma rep resen taçzo  d e  G tomando, pa ra  cada aresta E EG, um 

par d e  i n t e r v a l o s  que se in te rcep tam C que se Lornam um v - in t e rva lo  e 

um w-i  n t e r v a l  o 3 ; os pa res  devem estar e spaç i  a1 mente separados e n t r e  

si. E c l a r o  que está ronstrcrc$Zr, nem sempre permi te  ob te r  o va lor  d e  

iCG3. 

A d e f i n i ç ã o  d e  iéG3 suge re  def Pnl r  o s  g ra f  os d e  i n t e r v a l o  

mdl ti p l  o como aquel es que exigem r epr  esentaçSieâ onde cada v&r ti ce 

cor responde a v&r i os i n t e r  val os. 

0s teoremnas a s e g u i r  s3o de demonstração imediata :  

Teoremna 8.1. Dado G nZo d i r ec i anado ,  G & d e  i n b e r v a l o  se e somente se 

iCG3 L< 1. 

Somente grafos s e m  arestas t & m  nirmero de  i n t e r v a l o  zero .  

Teorema 6.2. Dado G gra f  o não d i  reci opiado tal q u e  I VG 1 =p, i C G3 5 p-1 . 

A Figura  6.1 e x i b e  uma 2-representaçgo pa ra  C4, que não B um 

g r a f o  de i n t e r v a l o  C iCC42 = 2 3 .  A repre-ientac$a iE expos ta  parque 

I: n I = 0 , V  i,j E .C1,2,3,4> c o m  i ?r j. 
L j 

Um c o n c e i t o  semelhante ao d e  número d e  in t e i -va l a  d a d e  

"boxici t y "  C Rober ts  C l 96S l  1 , que se d e f i n e  do segui  nt,e modo: dado G 

graf  o não d i r ec i anado ,  a b o x i c i t y  de  G & Q merior i n t e i r o  t para  o qual  

G pode ser r ep resen tado  por i nlerseçc$5es d e  conjuntos  t -d i  mensi onai  s 

i 
C con t idos  e m  R 3 çrn j as bordas  s ã o  p á r s l  sl as aos ei xas  o r  togonai S. I s t o  

é, a cada v é r t i c e  v E VG Ç assoc iado  um conjunto  X V  G R' tal. que 



Figura 6.1. f (v)=I f (u)=I f (w)=I f ( z ) =  I U I 
2 ' 3' 4 '  1 5 



e d o i s  v & r t i c e s  v e w se interceptam se e somente se 

Dessa forma, o s  grafon de  i n t e r v a l o  s ã o  precisamente os  

g ra fos  com b o x i c i t y  no m;iximu I .  

Passar emos agora a apresentar  a1 guns r e su l  t ados  sobre  i C G4 . 

Teorema 6.3 C Grigys e W e s t  C19801 3 S e j a  G g r a f o  não direcionado com 

n v i l r t ices  e e>O arestas tal que G não cisntAm Ka c o m  subgrafo 

induzido. Então, iCG3 1 r Ce+l3/n 1. 

rIemstraç53-o. Suponhamos urna representaqão I de  G na qual não h& m a i s  

do que iCG3 i n t e r v a l o s  por v é r t i c e .  Como G rr3o conté-m K3, nhio pode 

haver e m  I tr&s i n t e r v a l o s  que contenham u mesmo ponta. Para cada 
- 

aresta v w  E EG, e x i s t e  uma. extensão de  pontos na reta onde u m  

v- in terva lo  i n t e r c e p t a  u m  w-intervalo; a exkremidade d i r e i t a  d e s t a  

e,xtensão coinc ide  com a extremidade de  um dos i n t e r v a l o s .  Logo, h4 no 

rninimo e+l i n t e r v a l o s  e m  I . I s t o  4,  algum vE4rLice deve ser 

representado por no máximo Ce+l3/n 1 i n t e r v a l o s .  



Tro t t e r  e Harary T1Q793 constrerir.am, para quaisquer m,n E N ,  

representacgães de  K que u t i l i z a m  no m A x i m o  Cmn + 13 C m  + n3 1 
m,n 

i n t e r v a l o s  por vBr t ice ,  provando que o l i m i t e  i n f e r i o r  do CorolArPo 6.4 

& precisamente o nGmero de  i n t e r v a l o  dos gr af o s  bi  p a r t i  tes compl e t c s :  

Teorema 8.5 C T r o t t e r  e Harary E19791 9 

i C  K 2 = r C m n  + 1 3  ./' C m  + n3 1 m 
m,n 

O prOximo Leorema e s t a b e l e c e  um limite super io r  C o melhor 

po&i vel 3 para iCG3 e m  f unçgo do grau m$ximo d e n t r e  o s  ver t i c e s  de G 

C o l i m i t e  i n f e r i o r  e m  funqão de  d é 1 para todo d 2 0 , p o i s  i C Kd+*3 =I 3 . 

Teorema 6.8 C Griggs e W e s t  E19801 ;i Se G rl um g r a f u  não d i rec ionada  

com d = max (: &v3 I v E VG 3 ,  entSo iCG3 5 h C6+13/2 1. 

Demnstração. Dado um g r a f o  nXo direcionado G qualquer ,  devemos 

e uma represenLação de  G que a s s o c i e  no d x i m o  f Cd+l3/2 1 
i n t e r v a l o s  a cada v&r t i ce .  Faremos i s s o  por i n d u ~ ã o  sobre  n = IVGI, 

aLrav&s da segu in te  h ipó tese  de  indução: para  qualquer v e VG, 

"existe urna representação de  G na qual o  i n t e r v a l o  extremo esquerdo E& 

um v- in terva lo  e, para cada w GZ VG, e x i s t e m  no mâximo f C 6Cw9t- I  3  J 21 

w-i n t e r  val  os. '" C X3 

A h i  pbtese  vá1 e t r  i v i  a1 mente par a n = 1. Suponhamos que n > 1 

e que C W  v a l e  para g ra fos  com menos do que n v k r t i c e s .  S e j a  v E VG. 



Construiremos uma representação que sati s f  az  C *3. 

In ic ia lmente ,  suponhamos que existe e m  G um c i c l o  

C = v w  . w v  que passe  por v C k 2 2 3 .  A Figura 6.2 ex ibe  uma 
'l i'' k 

representaãão I de  i n t e r v a l o s  das  arestas de  C 
1 1' 

Removamos as arestas de  C de  G C s e m  remover o s  v & r t i c e s  3 ,  
P 

e suponhamos que ainda exista no g r a f o  remanescente um c i r c u i t o  C que 
2 

passe  por v. Lonstruamos u m  representaç20 Is e C= u t i l i z a n d o  o 

i n t e r v a l o  exkremo d i r e i  t o  de  I i como i n t e r v a l o  extremo esquerdo de  I 
2' 

Removamos as a r e s t a s  de  C de  G, E continuemos repet indo u 
2 

processo 2t& que mais nenhum c i r c u i t o  passe por v. Sbja G' o g r a f o  

r e s u l t a n t e  das sucess ivas  remoções. 

N o  caso  de  C* não e x i s t i r ,  definamos 1% como um única 

v- intervalo.  Dessa forma, e m  g e r a l ,  se removemos m c i r c u i t o s  que passam 

por v, o nhmero de  v- in terva los  u t i l i z a d o s  na representaãão  I 

cons t i  tuP da por 
=i 

u I2 u . . .  V I é m + l ,  sendo que o s  i n t e r v a l o s  
m 

extremas de  I C 1 I P I m 2 s ã o  v- intervalos .  N a  remoção dos 
i 

c i r c u i t o s ,  o grau: de  cada v&t.ice w # Y & reduzido e m  duas vezes o 

número de  w-intervalos u t i l i z a d o s  na representação I .  

Se apbs a remoc;Zo v n%o per tence  a m a i s  nenhuma a r e s t a ,  

aplicamos C*> a G' a f im de  obter  uma representaqão que s a t i s f a ç a  o 

limite de  C*3 para cada vr lr t ice .  C a s a  contrCLrio, suponhamos que exis tem 

p > O v é r t i c e s  v ~ ,  v2? . . . , v adjacentes  a v e m  6' . E c l a r o  que o s  
P 

v b r t i c e s  v. pertencem a componentes d i s t i n t a s  de  G'-<v>, já que e m  G' 
I 

nenhum c i r c u i t o  passa por v. Seja G a componente de  GL<v3 que cont8m 
L 

vi 
. For Sndução existe um& representação J de  G na qual vi & extremo 

L L 

esquerdo e o número de  i n t e r v a l o s  para cada vSrLice 6 1 i m i  t ada  de  

acordo com C * 2 .  



Figura 6 . 2  



Coloquemos Ji à. d i  r e i  t a  d e  I, d e  modo que o exrtremo esquerdo 

d e  J i n t e r c e p t e  o extremo d i r e i t a  de I .  I s to  r e p r e s e n t a  a aresta e 
i i 

t odas  as ar estas e m  G Par a p > 1 , agreguemos p/2 1 V-i n t e r  val  os 
I' 

a d i  çi  onai  s à d i r e i  t a  dos i n t e r v a l o s  j a u t i  li zados. Rever t a m o s  a ordem 

das  represen taç&es  Jz, J4, Jb. . . de modo que h a j a  i n t e r v a l o s  para  

v , v4, V&, . . . que s e j a m  extremos d i r e i  t o s  das  r ep resen tações  a que 
2 

pertencem. Insi ramos J d e  modo que JZ esteja A esquerda do nova 
I 

v- in t e rva lo ,  Ia a s u a  d i r e i t a ,  I4 a esquerda do segunda novo 

v - in t e rva lo ,  e a s s i m  por d i a n t e .  O v . - in t e rva lo  e x t r e m o  e m  Ji deve 

i n t e r c e p t a r  um v- in te rva lo .  A F igura  6.3 mostra a construção.  

Para  f i na1 i zar a constrrsgão, representemos quai  squer  a r e s t a s  

r e s t a n t e s ,  por induqão,  c o m  i n t e r v a l o s  ?L esquerda d e  todos  os ou t ros .  

Dessa forma, t odas  as a r e s t a s  d e  G f icam represen tadas .  O i n t e r v a l o  

extremo esquerdo é um v - i n t e r v a l o ,  e no mCLximo r f 6Cw3+l=i / 2 1 
i n t e r v a l o s  são u t i l i z a d a s  pa ra  r e p r e s e n t a r  qualquer w E VG. I s t o  &, C*> 

e s t A  s a t i s f e i t a ,  s que e n c e r r a  a dersionstraqão do Teorema 6.6. H 

Para mostrar que o limite do Teorsma 6.6 Q o melhor p a s s i v e l  , 

b a s t a  e x i b i r  um g r a f a  G para  o qual  iCG3 = r Cd+ l3  ./ 2 1 : 

Corolário 6.7 Para  qualquer g r a f o  r e g u l a r  G não t r i a n g u l a r i z a d o  com 

d = max < 6év3 1 V E V G >  e n = IVGI, iCG3 = /rCd+13 / S :  1. 

Demnstração. Imediata:  G possui  exatamente nd/2 arestas, e, p e l o  

Teorema 6.3, 

iCG2 2 [ C  ndr2 4-1 31 / n 1  = f ~ d i l 3  ~ ' 2 1  a 

& s i m  c o m o  procuramos encont ra r  um limite s u p e r i o r  pa ra  iCG3 



Figura 6 .3  



e m  função do g rau  mAxirno d ,  podemos e s tuda r  o u t r o s  problemas extqemos , 
I 

t a i s  c o m o  r e l a c i o n a r  i C G 1  c o m  o número de a r e s t a s ,  o número d e  v é r t i c e s  

e o nrfmero d e  e s t a b i l i d a d e .  É o que faremos nas  Leoremas a s e g u i r .  

Teorena 6.8 C Griggs e W e s t  t19801 1 Çe IEGI = e ,  e n t ã o  iCG3 5 [e''?. 

Demonstração. Suponhamos que G possua e > 1 arestas e que o r e s q l t a d o  

va1 e pa ra  qualquer g ra f  o com menos do que e arestas. 

1/2 Seja k = e - 

Se a grau  máximo d de G .& e s t r i t a m e n t e  menor do q u ~  2 k ,  

en tão ,  p e l o  Seorema 6. 6, iCG3 5 k .  Suponhamos e n t ã o  que d L 2k, e seja 

v E VG ta l  que 6Cv3 = d. Representemos todas  as arestas que cont&m v 

por um v - in t e rva lo  que i n t e r c e p t a  u m  w-intervalo  para  cada viainh~ w de 

v. 

E s t a  consLrução e x i g e  no m A x i m o  um i n t e r v a l o  pa ra  cada 

v é r t i c e  d e  G. As e-d Ck -11" arestas remanescentes d e  G podem ser 

rep resen tadas  por no rnAximo k - l  i n t e r v a l o s  piar v é r t i c e ,  par indução.  r 

N a  verdade, o l i m i t e  s u p e r i o r  d e  r e'" 1 não 6 o melhor 

poss ive l  C para  e = 9, pode-se mostrar  que i C G 2  5 2 2 .  Conjectura-se  

que 1 + L e'" / 2 1 & o melhor r e s u l t a d o  possf v e l .  , 

Teorem 6.9 C Griggs í19791 1 Se IVGJ = n ,  ent.ão iCG3 4 Cn+13dF4 1, 
e este l i m i t e  & o melhor poss lve l .  

Demnstsat;Sa. I n i c i a l m e n t e  deixemos assen tado  o f a t o  d e  que o l i m i t e  

1 = Cn+13/4 1 & alcançado pe los  g r a f o s  L ~ / Z J ,  [n/zlP para  todo  n;  



i s t o  &, 1 G de  f a t o  o melhor l i m i t e  poãsfvel.  

A demunstração que Griggs apresenta  de que 1 4 um limita@ 

super ior  d d iv id ida  e m  d o i s  casos.  O pr imeiro considera g ra fos  

b i p a r t i t e s ,  e é de simples ve r i f i cação .  Já o segundo, que cons idera  

grafoâ que contém c i r c u i t o s  dmpares, & longo e Lrabalhoso, e por i s s o  

prefer i remos fornecer  apenas um esboço de  sua  demonstração. 

Caso 3 .  G é b i p a r t i t e  C não contkm c i r c u i t o s  de  comprimento impar 3 

A àemonstraqão, nesse casoL3, & ccnssqu&ncia d s  Teorem B. 3. 

Podemos adic ionar  arestas a G para c o n s t r u i r  um g r a f o  b i p a r t i t e  

completo H;  supondo que W é par t ic ionado e m  conjuntos de  tamanhos j e 

n-j ,  pelo Teosema 6.5, 

iCH3 = r C jCn-j3+1 3) / C j+Cn-j3 3 7 5 r C tn/2j [n/'2l + 1 3 ./ n 1, 
donde iCH3 < r Cn+131 / 4 1. 

B a s t a  po i s  provar que iCG3) I i C H 3 .  Não & d i f i c i l  mostrar que, 

dada uma representaç3o I de  H que u t i l i z a  no máximo iCHI1  i n t e r v a l o s  por 

v é r t i c e ,  podemos obter  u m  representaçCio de  G que t a m b & m  u t i l i z a  iCH3 

i n t e r v a l o s  por v & r t i c e  removendo ou deslocando inLervalos  de  I que 

representam arestas de  H não pertencenLes a G. E o que passamos a f a z e r  

agora. 

Suponhamos e = vtd E EH t a l  que e e EG. Podemos represen ta r  

esta aresta por i n t e r v a l o s  de  duas maneiras: 

Ca3 um v- in terva lo  cont ido  e m  um w-intervalo C ou o contrArio 3) ; 

Cb3 um v- in terva lo  que i n t e r c e p t a  um w-intervalo,  sem que nenhum dos 

d o i s  esteja cont ido  no out ro .  

Sempre que C a3 ocorrer  , basta r emover o i n t e r v a l o  de  menor 



comprimento; sempre que Cb3 o c o r r e r ,  b a s t a  r e d u z i r  o comprimento dos 

i n t e r v a l o s  par a e1 i minar as i n t e r  secq2íes. 

Como W nZo contém t r i â n g u l o s ,  não há t r&s i n t e r v a l o s  que 

contenham o m e s m o  ponto, de modo que estas opera$rjes nxo a fe tam as 

rep resen tações  d e  o u t r a s  arestas. 

Fazendo i s t o  para  toda  aresta e E EH trai que e e EG, 

obteremos uma representac$?b d e  G que U s a  no máximo i C H 3  i n l e r v a l a s  por 

v é r t i c e .  I s t o  6 ,  iCG3 5 iCH3. 

Caso S. G contém c i r c u i t o s  d e  comprimento f mpar 

A demonstra@h, nes se  caso ,  B por indução s o b r e  n. O Leorema 

v a l e  pa ra  n 5 3, e p o r t a n t o  podemos supor que JVGI > 3 e que o teorema 

v a l e  pa ra  qual  quer graf  o com menos do  que n v& t i ç e s .  

Podemos supor Lam@i&m que n & da forma 4k-1 C k L. 2 3 .  Se 

n = 4k-2 ,  4k  -3 ou 4 k  -4, podemos ad ic iona r  , r e s p e c t i  vãmente, 1 , 2  ou 3 

n 
v e r t i c e ç  i s o l a d u s  a G, c r i a n d o  um g r a i o  G c o m  4k-1 vE-rt ices t a l  que 

* 3€ 
iCG3 = i C G  3 .  Ut i l i zando  a indução s o b r e  n ,  demonstra-se que i C G  3 S k ,  

donde i C G 3  i- k = r Cn+13/4 1; i s t o  &, a argumentação pa ra  n = 4k-I  é 

s u f i c i e n t e  para  provar o Teorema e. 9, e requer  somente que o re su lkadc  

va lha  pa ra  g ra foç  c o m  4k -5 ou menos v& tices. 

A argumentação é expos ta  a s e g u i r .  Seja S E VG um con jun to  

c o m  p e l o  menos 4 v k r t i c e s  e s e j a m  S'=VG-S e GS=Gs,. Seja m tal que 

podemos r e p r e s e n t a r  por Pntersec@es d e  i n t e r v a l o s  t o d a s  as arestas e m  

G que cont&m p e l o  menos um v k r t i c e  e m  S, usando no mdximo k 

v- in t e rva los  para  cada v b r t i c e  v E S e m v - in t e rva los  pa ra  cada v & r t i c e  

v E S ' .  A s  arestas d e  G' podem ser rep resen tadas  u t i l i z a n d o  iCG'3 



v- in t e rva los  a d i c i o n a i s  para  cada v E S' . E s t e s  i n t e r v a l o s  e m  con jun ta  

representam t o d a s  as arestas de  G. Logo, 

iCG3 5 max k ,  m + iCG'3 3 .  

A conclusão desejada, i C G 3  5 k, regue se n 5 1S1/4 : por 

indução s o b r e  n ,  

i C 6 ' 3  I r 1s' I[/$ 1 = r C4k-l-ES/3/'4 1 4 k-ai, 

supondo que ]SI 2 4m. 

F e i t a  esta cons ideração ,  a d e m ~ n s t r a ç ã o  & d i v i d i d a  e m  ca sos  

onde s ã o  se l ec i anados  conjuntos  S apropr i adas  e s ã o  r ep resen tadas  de 

maneira e f i c i e n t e  as arestas que p s s u e m  um ví - r t i ce  e m  S ,  d e  modo que 

m 5 4 .  E s t e s  casos levam em considera@ía o comprimento do menor 

c i r c u i t o  impar e m  G: 

C a s o 2 . 1 .  j 253, JSI = j, m = 2 ;  

C a s o  2.2. j = 7 ,  ] S I  = 8 ,  m = 2; 

Caso 2.3. j = 5, ]SI  = 4, IPL = 1; 

Caso 2.4. J = 3, IS/ = 4, m = 1. 

Apresentaremos apenas a demonstras~ção do Caso 2.1. A medida 

que o va lo r  de Q diminui , o s  casos vão se tcfr nanclo progress ivamente  

mais Pntr incados.  

Caso 2.1. G contém um c i r c u i l o  impar C com j 2 9 vE-rt ices e nenhum 

c i r c u i t o  c o m  menos do que 9 v&r.t ices.  

Escrevamas C = v v . . v v  e representemos o ciclo C d e  
1 2- J 1 

acordo c o m  a F igura  6.4. 

N ã o  e x i s t e m  cordas  e m  C porque G não contém circuitos f mpares 

- 
menores. Representemos cada a r e s t a  -<.V E EG C c o m  v s C 3 por um 

L 
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v- in t e rva lo  J c o n t i d o  e m  algum vi - in te rva lo  t a l  que J nzo i n t e r c e p t a  

nenhum o u t r o  i n t e r v a l o .  Nenhum v k r t i c e  v e C B a d j a c e n t e  a mais do que 

d o i s  v 6 r t i c e s  e m  C ,  caso c o n t r á r i o  G c o n t e r i a  um c i r c u i t o  impar d e  

comprimento menor do que o d e  C. Dessa forma, representamos todas  as 

arestas que possuem um v k r t i c e  e m  S = C u t i l i z a n d o  no m á x i m a  d o i s  

i n t e r v a l o s  por v é r t i c e ,  com rn = 2, k 2 2 e (S I  = ,j L 8 = 4m. 

Para a demonstração do Teorema 6.10 necessi tamos d e  algumas 

def iniçSies. Dada u m  t -represenkaç%o 9 de um g ra f  o G, uma c l i q u e  K e m  G 

63 chamada expos ta  se existe um i n t e r v a l o  a b e r t o  J s o b r e  a reta real que 

esbá  c o n t i d a  si mul taneamente e m  todos  os i nLer val  os que representam o s  

v é r t i c e s  de K e não i n t e r c e p t a  nenhum o u t r o  i n t e r v a l o  d e  9; J Q chamado 

a porgão expos ta  de E=. Uma d i q u e  K é chamada srrper-exposta se todos  as 

s e u s  subconjuntos  são expostas .  

Teorema 6-10 C Llcheinerman 119883 9 2% G & um g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d o  

com uCG3 = m, entCío iCG3 4 C 1 + 0C13 3 rn4ogm. 

k DemnstraçSo. S e j a m  k: = logm - 2logClogm) e t = rai/k 1 + 2 . 
k 2 Como 2 d m z81u=igm, t = C 1 * fK19 2 mJ1agm. 

A demonstração & f e i t a  sobre n = /VGI, u t i l i z a n d o  a s e g u i n t e  

a f  i rmq3o:  

T d o  g r a f o  t r i a n g u l a r i z a d o  G c o m  wCG9 d m t e m  uma 

t - represen tação  c o m  a propriedade d e  que toda  clíqere maximal d e  G B a 

urniXo de r m/k 1 conjuntos  super-expostos d e  tamanho mdximo k .  " C**3 

A afi  rrnação & dbvi a se n = 1. Suponhamos que e1 a vad e pa ra  



todos o s  y ra fos  t r i a n g u l a r i z a d o s  com menos do que n vtsr t ices .  

Seja G g r a f o  t r i a n g u l a r i a a d o  com n v é r t i c e s  t a l  que wC-Gl i' rn. 

Seja v E VG VI-r t ice  s i m p l i c i á l .  Sejam G' = 6 - v e S = AdjCv3. S esta 

c o n t i  do e m  alguma c1 i q u e  maximal K de  G' . 

Fixemos uma t - representação  f  de  G que s a t i s f a q a  C W 3 .  

Por indução, K pode ser escri t a  coma a união de ãerkiiconjuntos 

super-expostos K u K2 u . . .  u K t a l  que r = r m.& 1 e /Kil S k .  Para  
i 

i = I,. . . r ,  s e  K = K .  u S. Como \S/ 5 m,podemos supor que IK '  1 k .  
i L i 

Definamos um v- in te rva lo  con t ido  ria porção expos ta  de  Kt para  
A 

cada i e n t r e  1 e r .  Seja Ki= Ki U €v>. Pe la  h i p h t e s e  de  indução, t c d a s  

as cl i ques m a x i  m a i  s de  G, a menos de  S V <v>, s a t i s f a z e m  C 1)EiED. Sabemos 
A 

que S LJ <v> = K; W K; ei . . . U K:, ande K;, . . . , K '  s ã o  super-expostas.  
r 

h 

B a s t a  agora  t o r n a r  K; super  -exposta de f in indo  um v-i n t e r  val  o conki do e m  

k cada uma das  C no m & x i m o  3 2 porções expos tas  dos subconjuntos  de  Ki. 

Notemos que a representação  expandi da saci s f  a z  C -3. 

Scheinerman mostra tamb4m que o limite do Teorem 6.10 & a 

melhor poss ive l  cons t ru indo  um g r a f o  G ande VG a união de d o i s  

conjuntos  X e Y t a i s  que 

2 Y = E Y :  1 A S X ~ L  S J S ~ ~ + I > ~  

e EG a s s i m  se def ine :  o s  v g r t i c e s  de  X formam uma d i q u e ,  o s  v t - r t ices  

de Y formam um conjunto  e s tdve l  e existe uma a r e s t a  e n t r e  i c X e 

Y.' E Y se e somente se i E A. I s t o  é. G & u m  g r a f o  s p l i t  tal  que i C G 3  2 
A 

Ent re  o u t r o s  r e s u l t a d o s  ob t idos  para  iCG3, Scheinerman e 



West C19831 mostraram que s e  G é u m  grafo planar, então i C G 3  5 3; 

Trotter e Harary C19T91, por rua vez, mostraram que s e  G é unia Arvore, 

então iCG3 = 1 se e somente se G Iri u m  "caterpil lar" ; u m  "caterpil lar " G 

uma Arvore t a l  que a remoção de s e u s  vértices de grau um resul ta  num 

cami nho. 

Uma questão m u i t a  interessante relacionada com o nrímero de 

intervalo & fornecer u m  caracteri zac$Za por subgraf os proi bidcs da 

coleção L P ~  = € G I i C G 3  5 k >,  para k 2: 0. Em outras palavras, trata-se 

de l i s t a r  os conjuntos E = € G j iC63 = k+l mas i C H 3  5 k para todo 
k7a 

subgrafo irrbuaido prçlprio H de G 4 ;  i s t o  &, um grafo G pertence B 

coleqão gk se e somente s e  G não cont.ém como subgrafo induzido nenhum 

dos grafos pertencentes ao conjunto 8 
k+l ' 

A coleção O é constituida pelos grafos sem arestas ,  e u 

conjunto "e 6 constituido por um grafo com apenas dois vértices 
I 

conectados por uma aresta.  

A coleção 9 Iri a classe dos grafos de intervalo; o Teorema 
1 

2.2 l i s t a  os grafos do conjunto E 
2' 

A coleqãci P2 É- constituida pelas chamados "grafos de 

intervalo duplo", gráfos de intersecção C veja-se segão 6 .4  adiante 3 

de famílias de conjuntos que sCía a união de dois intervalos da re ta  

real.  O resultado do Teorema 6.5 mostra que K e 9 para todo 
2 n , ~ n  n i i  " 

que K 
2n-1,2n+2 E 'n+i 

par a todo n e Harary 

notar que 5 deve incluir  necessariamente K e K 
494 3,õ' 



Otrtra l i n h a  de  pesquisa muito i n t e r e s s a n t e  e m  g ra fos  de  

i n t e r v a l o  c o n s i s t e  e m  procurar m i  n i  mi zar  o  número de  compri mentos 

d i f e r e n t e s  de i n t e r v a l o  e m  modelos de  i n t e r v a l o .  

Seja ky o ntimero de  comprimentos d i f e r e n t e s  de  i n t e r v a l o  

uLi1izadas e m  um modelo de  i n t e r v a l o  M. Dado G g r a f o  de  i n t e r v a l o ,  

definimos P '"interval count" cCG3 como 

cCG3 = min C k M  I M O um modelo de  i n t e r v a l o  de  G 3 .  

A questão a r e s p e i t o  do nt3mero cCG3 é procurar c a r a c t e r i z a r  

as f a m i l i a s  Fk = G I cCG3 5 k > de g ra fos  de  i n t e r v a l o .  

Pelo Teorema 3.12, 3. ri- a f a m í l i a  dos g ra fos  de  ind i fe rença .  
i 

Sabems t a m b é m  que K E 5. Para L 2 2, o problema permanece s e m  
1 3  

solucpão. Leibowitz l19781 i d e n t i f i c a  três fam41ias de  g r a f o s  de  

i n t e r v a l o  e m  F :  Arvores que s ã o  g ra fos  de  i n t e r v a l o ,  g ra fos  de 

i nLervaE o com um v é r t i c e  cuja remagão produz um graf  o  de  i ndif e rençâ  e 

os  chamados "Lhreshol d  graphs " . uma sub-c1 a s s e  dos graf  OS perf ei t o s  

c o n s t i t u i d a  por g ra fos  que admitem uma c e r t a  tgcn ica  de d i s t i n ç ã a  

e n t r e  con j untos e s tdve i  s e não-estCLvei s de v é r t i c e s  , que envol ve 

associ  açgo de "pesos "' aos v& ti ces .  Lei bowi t a  Lanrbcim apresenta  graf  os 

de " in te rva l  count'" para  txdo i n t e i r o  p o s i t i v o  k .  

Fishburn E1971 I mostra, de  maneira i n d u t i v a  com OS d o i s  

Teor e m a s  a segui r ,  que qual quer t e n t a t i v a  de  c a r a c t e r i z a r  as f  amí li a s  

Fk por subgrafos proibidos e s b a r r a  numa d i f  ieu ldade  de  re levo:  

Teorema 6.11 Suponhamos que 31 seja um con junto de  g r a f o s  de  i n t e r v a l o  
0 

tal que, para todo g r a f o  de  i n t e r v a l o  G,  G E F2 se e somente se nenhum 

subgraf o  induzido de G é isomorfo a algum g r a f o  e m  3 Então, Fa F- 
O' 



i n f i n i t o .  

Teorema 6.12 S e ~ a  n 2 2 e suponhamos que não existe um con,junto f i n i  t o  

O d e  g r a f o s  de  i n t e r v a l o  tal  que um g r a f o  de i n t e r v a l o  G está e m  se 

e somente se nenhum subgraf o induzido  d e  G 65 isomorf o a algum graf  o e m  

F . Então, o mesmo r e s u l  t a d o  Q vCLl i d o  para  3' no 1 ugar de  F . 
n+i n 

A demonstraç3o da base da  induçãu CTeorema 6.113 que Fishburn 

ap resen ta  é baseada na r ep resen tação  de  ordens d e  i n t e r v a l o  por modelos 

d e  i n t e r v a l o ,  concei tua1 mente um pouco d i f e r e n t e  da representaçZo para  

gr  a f  os .  Apresentar emos apenas a denlonstr a ~ ã o  do passo da 

indução C Teorema 8-12 3.  

Demonstração do Teorem 5.12 

Suponha que a h i p ó t e s e  do Teorema 6.22 vaie para n. YnLSo, 

para  todo  i n t e i r o  p o s i t i v o  k, existe um g r a f o  de i n t e r v a l o  G com IWGj>k 

que possui a propriedade de  não per tencer  a 3: a o  mesmo tempo que todos  
n 

o s  s e u s  subgraf o s  induzidos  prdpr i  o s  pertencem a 3: . i s t o  6 .  por 
pi ' 

h ipd tese ,  e x i s t e m  i n f i n i t o s  g r a f o s  com esta propriedade.  E 65 c l a r o  que 

t a i s  g r a f o s  p e r t e n c e m a  F - 3 -  e m p a r t i c u l a r ,  G E F  - 3 ' .  
n+% n ' n+1 n 

S j a  6' um g r a r o  c o n s t i t u i d o  por 3 cóp ias  de  G m a i s  um 

v 8 r t i c e  v que se conecta  a todos o s  v k r t i c e s  das  cbp ias  C ve ja -se  a 

Figura  6.5 3 .  E f A c i  l ver que qual quer. r ep resen tação  d e  G' requer  no 

minimo n+2 comprimentos d i f e r e n t e s  de i n t e r v a l o ,  já que G E F,+*- 3 . 
n 

Seja G" um subgrnfo minimal d e  G' e m  3: - A ta l  que tcrdci 
ntZ n+% 

subgraf o P nduzi do pr6pr i o d e  G' ' per. t encp  a 9 EntEo G' hconL65m v e 
n + ~ '  



Figura  6.5 



p e l o  menos uma das  cóp ia s  d e  G, c a s o  c o n t r 8 r i o  G" e s t a r i a  e m  

A l é m  do mais, IVGI 2 ~ C ~ L I  -i 1 = I: + I. 

A conclusão da demonstoagão é que pa ra  qualquer i n t e i r a  

p o s i t i v o  k , existe um g r a f o  d e  i n t e r v a l o  G com m a i s  do que k v & r t i c e s  

t a l  que G s Fn+i e todo  subgrafo  induz ido  p rdpr iu  d e  G p e r t e n c e  a 

3' 
n+i - 

6.3. HIPERGRAEOS DE INTERVALO 

Uma exLensão do c o n c e i t o  de g r a f o  B o c o n c e i t o  de h ipe rg ra fo .  

Um h i p e r g r a f o  H = CX,'82 1á composto d e  um conjunto  X d e  v b r t i c e s  e erma 

f amília 8 qualquer de  subconj untos  d e  X .  Um graf  o & um hipergraf  o onde 

a c a r d i  na1 i dade d e  todos  o s  conjuntos  e m  '8 B C menor ou 3 i yual a dois. 

Uti l izamas  a notação E E '8: ou E E H para  r e p r e s e n t a r  que o conjunto  E 

o c o r r e  na f a m í l i a  8 .  

Um caminho num hipergraf  lo é uma sequ&ncia xiEi. . . x E x que n n n+i 

a l t e r n a  v é r t i c e s  e a r e s t a s  e s a t i s f a z  

x. # x. para  1 5 i 4 j 5 n, 
J 

x # x. pa ra  2 I i 5 R .  
n+i 

O caminha se t o r n a  um c i c l o  quando x = x 
n+i 1' 

A imagem f C H 2  de um h i p e r g r a f o  H = C X , ' t d 3  rL um h i p e r g r a f o  

s o b r e  fCX2 c u j a s  arestas são ICE3 para  E E 8 C  f f uma função qualquer 

d e  X e m  um con j un to  Y 3 .  



U m  con t r ação  d e  H = CX,%3 por E E X B u m  funçzo 

c: X + CX-E3 u Ce3, onde e 6 um novo elemento. A função c & a s s i m  - 
def i n i  da: 

A imagem cCH3 B tamb&m chamada h ipe rg ra f  o c o n t r a í d o  d e  H por 

E au  con t r ação  d e  H por E, e é denotada por EIH. 

Sejam H = C X , % 3  e H 7 = C X ' , 8 ' 3  h ipe rg ra fos .  Se X '  S X e 8 ' s  Z, 

dizemos que H '  & um Ripergraf  o p a r c i a l  d e  H. Se, a l é m  d i s s o ,  t oda  

aresta E E H que conecta  x' , y' E X' t a m b & m  pe r t ence  a H ' ,  dizemos que 

H'& sub-h iuerarafo  induz ido  de H. 

O g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o  ou y r a f o  d e  inLersecqão d e  u m  

h i p e r g r a f o  H = C .C: X*,X =.... .X  3 .  C E,,EZo . . . ,  E 2- 3 é O g r a f o  
r) m 

denutado por LCH3 zlrjas v & r t i z e s  s g o  os ccrnjerntos E e d o i s  v & r t i c e s  
i 

E. r E são a d j a c e n b ç  se e somente se E e E ti3111 um elemento e m  
L J L 9 

comum C s o b r e  o s  g r a f o s  de i n t e r s e c ç ã o ,  veja-se  a s e ~ ã o  e s p e c i f i c a  8 . 4  

mais a d i a n t e  2 .  

Quando estamos t r a t a n d o  d e  uma c l a s s e  Ys: qualquer de 

h ipe rg ra f  o s ,  qualquer h ipergraf  o i somosf o a um membro d e  8 ser& chamado 

de  E-hi pergrafo .  0s gra f  os r e p r e s e n t a t i  vos dos "e-hi per y ra f  os ser30 os 

'e-gr a f  os. 

Os HelPy-hipergrafos,  nos q u a i s  t oda  f a m í l i a  f i n i t a  de 

arestas que &o cont;êm elementos comuns a t odas  conLdm duas  arestas 

d i s  j un ta s ,  t & m  um papel r e l e v a n t e  no domínio dos g r a f o s  

r e p r e s e n t a t i  vos. Todo g ra f  o G & r e p r e s e n t a t i v a  de um H e l  1 y-hi pergr  af o: 

* 
o h i p e r g r a f o  C CG3 a s s i m  de f in ido :  

* - o s  v & r t i c s s  d e  C CG3 s ã o  as c l i q u s s  maximais d e  Gç 



* - a s  arestas de C CG3 s ã o  os  conjuntos de  d i q u e s  maxionais de  G que 

contém um dado v é r t i c e  de  6. 

Uma r e t r a ç ã o  de  um Riperyrafo H = CX,'âS 6 uma fungSa r : X + X  

que s a t i s f a z  a segu in te  propriedade: rCE3 E E ,  V E E H. 

Uma R-classe de  h ipergrafos  & uma c l a s s e  E que s a t i s f a z  o s  

segu in tes  axiomas: 

C .AI 3 Todo E-hi per gr a f  o é um H e l  l y-hi per gr af a ; 

C E 2  Toda r e t r a ç ã o  de um 8-hipergraf a é um E-hiper yraf o. 

Um exemplo de  R-classe é a c l a s s e  dos h ipe rg ra fos  de  

i n t e r v a l o .  A d e f i n i  qhío dessa cf asse e de  o u t r a s  e5 motivada pe lo  Lema 

6.13, de  demnstraqZio simples e que omi ti remos. 

Lema 6.13 C Duchet C19791 3 Se ja  't: u m  R-classe. Um g r a f o  G é um 

* $9-gráfo se e somente se C CGI & um E-hi pergraf o. 

Um h ipergrafo  de i n t e r v a l o  H é it~m h ipe rg ra fo  isomorfo a uma 

fardlia Cf in i ta2  de  i n t e r v a l o s  sobre  a r e t a .  E m  o u t r a s  pa lavras ,  existe 

uma ordem l i n e a r  sobre  as v & r t i c e s  de  H t a l  que boda aresta de H & um 

i n t e r v a l o  para esta ordem. Notemos que, embora todo graf'o seja um 

hipergrafo ,  nem todo g r a f o  de  i n t e r v a l o .  pe la  de f in ição  que acabamos de  

fo rnece r ,  é um hipergrafo  de  i n t e r v a l o ;  o s  g ra fos  completos K , para  
n 

n L 4,  por exemplo, são gra fos  de inLervalo mas não hipergrafcrs de 

i n t e r v a l o .  

Uma primeira  caracterizaçâlo dos h iperyrafos  de  i n t e r v a l o  é 

fornec ida  no teorema a segu i r .  

ãeorema 6.14 C "uchetL19791 3 Um h ipe rg ra fo  H  = C X , ' â 3  é u m  h ipe rg ra fo  



de intervalo se e somente se a seguinte condi~;ão & sa t i s fe i t a :  

"dados t r$s  vé-rtices quaisquer de H ,  u m  deles es tá  si tuado entre 0% 

outros dai s " C w x 3 .  

Num hipergrafo, dizemos que um vértice a "'está situado entre" 

os vBrtices b e c quando todo caminho que une b e c conWm uma aresta  

que contkm a. 

Para a demonstração do Teorema 6.14 vamos precisar do 

seguinte l e m a ,  cu,ja demonstraçZo omitiremos: 

Lema 8.15 Seja H u m  hipergrafo que sa t i s faz  C a x 3  e sejam E , F  duas 

arestas de H que se interceptam. EntZXo, s e  adicionamos E u F Cou E ri F3 

como u m  nova aresta de H ,  o hipergrafo resultanLe tambh sa t i s faz  

C X M 9 .  SE- E-" ii? D e F-E ic O, a mesma propriedade vale para E-F C F-E 3 .  

A demonstraçãu da necessidade da condição C*-3 para que um 

dado hip'ergsaf o se ja  de intervalo é de demoristraçZo simples. Passemos 

h demonstragão da suficiência. 

Seja H um hipergrafu que sa t i s faz  C-]. 

Entre todos os hipergrafos CX,3" que satisfazem C-3 e 

contêm H como hipergrafo parcial ,  escolhamos H-om u m  namero máximo de 

arestas. Seja S o hipergrafu cesjas arestas são as arestas rnaximais de 

H' C c o m  relação Ct inclusão 1 com pelo menos dois v&rtices. Mostraremos 

que T é u m  caminho e que H é u m  familia de intervalos deste caminho. 

Seja E uma aresta de H ' ,  IEI 2 2,  e sejam a ,b  E E. 



Se .6a, b3- 6 H ' ,  a a a x i m l i d a d e  de  H-mplica que exis tem,  e m  

H'  a c r e s c i d o  de Ca,b>, tr&s v é r t i c e s  x, y ,z  e três caminhos xEi. . . E y, 
P 

yFI. . . F z , zG1. . . G x que s a t i s f a z e m  
q r 

E claro que €a,b3 E C E %,. . . ,  E , F  , . . . ,  F ,G t....G 3. 
P a  Y 1 r 

M & m  da mais,  podemos supor que: 

"A pr opr i edade C M 2  t a m b & m  v a l e  quando s u b s t i  t u i  m a s  qual  quer 

ocor r&ncia  d e  Ça,b3 na sequ$ncia E , .  . .F.. . . G  por qualquer aresta d e  H' 
L J k 

que contenha simultaneamente a e b ". 

Por t an to ,  s u b s t i  Luindo -ta, b> por E ,  podemos supor ,  sem perda 

de gene ra l idade ,  que z e s t b  s i t u a d o  e n t r e  x e y, o que imp l i ca  que 

a , b * z  sCío d i s t i n t a s ,  .Ca,biiT = E.  pa ra  algum j e z E E. Pe lo  Lema 6.15, 
J 

exis tem arestas A e B d e  H'  t a i s  que 

a E A, z C A e A conl&m, por exemplo, x ;  

b E B, z e E? e B contém y. 

M&m do mais,  33 e A, ca so  c o n t r á r i o  A poder ia  s u b s t i t u i r  

E = {a, b) no caminho que une x e y ,  o que c o n t r a d i r i a  C H W .  D a  m e s m a  
J 

forma, a e B. 

Logo, E-B e E-A s3o arestas d e  H'  que conectam a e b. 

Cuncl uf m o s  a demonstra~Zlo com as s e g u i n t e s  obser v a ~ 5 e s :  

Ca3 Se E é uma a r e s t a  de TI E = < e , f 3 ;  i s t o  6 ,  T Q um g r a f o ;  

Cb3 Quaisquer d o i s  v r l r t i ce r  d e  uma aresta E e m  H \ s M o  l i g a d o s  por um 

caminha e m  H b u j a s  arestas e s L ã o  i n c l u i d a s  e m  E. 

Sendo X uma a r e s t a  de H'  , T ci g r a f o  csnexo. Apl icando  C X-xw5 a 

T, podemos c o n c l u i r  que T & um caminho. Por indução s o b r e  I E 1 , tmda 

aresta d e  H' & um suconjunto  conexo de T. 



E x i s t e  tambgm uma car a c t e r i z a ç á o  da  c1 asse dos h i  per graf  o s  d e  

i n t e r  va l  o por sub-hi per gr  a f  as i nduzi dos pr o i  b i  dos: 

Teorema 6.16 C Tucker E19721 3 H Q um h i p e r g r a f a  de  i n t e r v a l o  se e 

somente se não contgrn como sub-hipergraf o induzido  nenhum d e n t r e  as 

hi per gr  a f  o s  da Figura  8. 8. 

Demnstração, O s  h i  per graf  o s  da F igura  €3. â não s ã o  h i  pergraf  o s  de  

i n t e r v a l o .  

Por o u t r a  l a d o ,  suponhamos que H = CX, %I n30 & um hipergraf  a 

de  i n t e r v a l o ,  e que todo  sub-hipergrafo induzido  p rbpr io  de  H seja um 

h i p e r g r a f a  de i n t e r v a l o .  

Seja x e X .  Cama H rBo s a t i s f a z  C-*) , e x i s t e m  d o i s  v&rt. ires y 

e z e m  X - x  e três caminhos xE . . . Epy, Si... F z , yG1.. .G z tais que 
I Y r 

Escolhamos p e q minimos d e n t r e  Lodas as p o s s i b i l i d a d e s  para  

y , z  e caminhos que canectam x,y e s C x f i x o  3 .  

Conclui mos a demonstr açáo com as s e g u i n t e s  obser v a ~ õ e s :  

Ca3 Se E1 n F1 = M, H contém algum c i c l o  Cn ; 

Cb3r Se E1 S: F1 C o caso  F S Ei (é s i m é t r i c o  3 pode-se encont ra r  
1 

f ac i lmen te  q, 0 o u  i4 como sub-kipergrafo p r d p r i o  induzido  de H ; 
2 n 

Cc3 Se E n F # 9, E -F # 9 e F -E ;r? @, as d n i m a l i d a d e s  de  H ,  p e q 
1 1 1 i 1 1  

implicam y E E -F s z E Fi-E%. O sub-hipergrafo induzido  por H 
1 f 

r 

s o b r e  o conjunto  
Gk 

u C E1 n F k  3 contQm Cg OU M cama 
n 

k = 1  



Figura 6.6 



sub-ki pergraf o parc i  a1 . a 

Um ponto muito i n t e r e s s a n t e  é que pode-se encontrar  

demanstrac;ões mais simples para r e su l t ados  e m  g ra fos  a p a r t i r  da 

m n i  pul ação de  hi  per graf  os.  Por exempl o ,  podemos demonstrar f aci 1 mente 

as Teoremas 2.1 e 2 . 2  v i a  h ipergrafos  de  i n t e r v a l o .  Oferecemos a segu i r  

uma denronstraçZo a1 t e r n a t i  va da suf  i c i & n c i a  da condição C i  i i 3 na 

Teorem 2.2. 

DemnstraçSo da suficiência da randi@ío C i i i 3  do Teorema 2.2. C veja-se 

h c h e t  C19841 3 

Suponhamos que 8 é um graf  o t r i a n g u l  a r i zado  mas não um graf  cir 

de i n t e r v a l o .  

A c l a s s e  dos h ipergrafos  de  i n t e r v a l o  & claramente uma. 

R-classe, de  modo que o Lema 6.13 pode ser apl icado.  Pe lo  Teorema 

36 
a n t e r i  or , o h i  per gr af o C C G3 possui como sub-hi pergraf o induzi  do a1 gum 

d e n t r e  o s  g ra fos  da Figura 6.6. 

Para compl etar a demonstração, prec i  sarnas do s e g u i n t e  & m a ,  

de  demonstração s imples  e que s e r &  omitida: 

Lema. Suponhamos que V e C s ã o  subconjuritos d i s j u n t o s  de  v é r t i c e s  de  

u m  graf o G. Suponhamos que V & conexo e que C é uma cl i que maxi m a l .  

EnLão, C contém um v & r t i c e  não ad jacen te  a V. 

Aplicando o Lema, concluimas a dernmnstraç$o com as segu in tes  

observaçiSes C veja-se a s  Figuras  2.3 e 6.6 3 : 



* 
Ca3 se C CG2 contém 4, G c o n t h  A2 ou 4 ; 

* 
Cb3 se C CG3 contBm q, G contem Ai, D ou D; 2 

Cc3 se C * C G ~  cont6m M , G cont6m algum Dm ; 
n 

Cd3 se C ~ C G ~  contkm N , G contém algum Er ; 
ri 

* 
€e3 se C CG3 cont&m Cn, G contém E& ou E2 . 

8.4. OS G W O S  DE IWEVALO COMO GRAFOS DE INTERSECGXO 

O e s t u d a  dos g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  s u g e r e  um paradigma m a i s  

g e r a l  pa ra  o e s t u d o  d e  vajri as c1 asses d e  g ra f  os que podem ser d e s c r i  tas  

como classes d e  g r a f a s  d e  in te rsecçZo.  

Seja 3. = C Si,Sz, . . .  *S 4 uma f a m i l i a  d e  subconjuntor  não 
Tr 

vaz ia  de um conjrrnito S. 0ç subçeiyrrjuntos não s ã o  necessar iamente  

d i s j u n t o s .  Denominemos o con jun ta  S "universo" e 05 subconjunt.as S 
L 

"abjetos" .  A1Bm d i s s o ,  definamos c e r t a s  reçt r ic ;Bes s o b r e  os o b j e t o s ,  

c o m a  por exempl o não permi ti r que um subcon j un to  contenha p ropr i  amenLe 

a o u t r a  ou e x i g i r  que cada subconjunto s a L i s f a ç a  uma propr iedade  

e s p e c i a l  . 

O graf  o d e  inlersecqCio G de F t e m  v é r t i c e s  v ,v , . . . ,vVn com 
i 2 

vi a d j a c e n t e  a v se e somente se Si i3 S .  # a. Denominamos o par 
j ,J 

H = C ,  um h i p e r g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o  d e  iritrrsecc;ão para G ou 

ri mpl esmente uma represen tação .  

Quando F & uma f a m i l i a  d e  i n t e r v a l o s  s o b r e  um conjunto  

l inearmente  ordenado, G B um g r a f o  de i n t e r v a l o  e H & um h i p e r g r a f o  de 

i n t e r v a l o .  Se adicionamos a restriçiaIo de que nenhum i n t e r v a l o  pode 



conter  propriamente a o u t r o ,  obtemos a classe dos g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  

pr6pr io .  

Quando F & u m  f a m i l i a  a r b i t r A r i a  d e  conjuntos ,  a c l a s s e  

o b t i d a  d e  g r a f o s  d e  in t e r sec$%o B o conjunto  d e  todos  o s  g r a f o s  nãa 

d i  r eci onados . 

A pesquisa  e m  g r a f o s  d e  i n t e r s e c ç ã o  t e m  tomado dois rumos. Um 

d e l e s  é exp lo ra r  i n t e r s e c ç õ e s  d e  f a m i l i a s  que possuem alguma e s t r u t u r a  

e s p e c i f i c a ,  t o p o l b g i r a  ou d e  o u t r a  t i p o .  Outro rumo Q procurar  

c a r a c t e r i z a r  certas c l a s s e s  bem conhecidas  d e  g r a f o s  e m  termos d e  

g ra f  os d e  i n t e r  sec$b; por exernpl o ,  g r  a f  os t r i  angul ar i zados s ã o  os 

g r a f o s  de i n t e r s e c ç ã o  d e  sub-Arvores de uma á r v o r e  C G a w i l  E19743 3 ,  e 

o s  g r a f o s  d e  co-comparabil i dade  são os g r a f o s  d e  i n t e r s e c q ã o  d e  cu rvas  

d e  funções  con t inuas  C Golumbic, R o t e m  e U r r u t i a  e19831 3 .  

A intersecgZío e apenas um dos t i p o s  d e  i n t e r a q ã o  e n t r e  os 

o b j e t o s  que definem um g ra f  o o b t i d o  a p a r t i r  d e  uma represenLac;ão H. 

Outros Lipos d e  int,eraç%o, c o m a  "overlap" C S. e S. se in t e rcep tam e 
L J 

nenhum d e l e s  cont&m o o u t r o  3 ,  "cont inência"  C S. E S .  ou S E S 3 ou 
J J 

"measured i n t e r ç e ç t i o n "  f Golumbic, Monma e TrotLer E14841 3 fornecem 

a inda  o u t r o s  t i p o s  d e  g r a f o s  a p a r t i r  d e  H. Veja-se a F igura  8.7. 

Dentre as g r a f o s  l i s t a d u s  na F igura  8.7, m e r e c i a m  p a r t i c u l a r  

a t enção  os g r a f o s  d e  a r c o  c i r c u l a r ,  que se definem considerando uma 

extensZo n a t u r a l  da  noqão d e  i n t e r v a l o s  s o b r e  uma l i n h a .  Se unirmos os 

d o i s  extremos da l i n h a ,  f ormando u m  c i rcunfer t -nc ia ,  os i n t e r v a l o s  se 

Lornam arcos s o b r e  a ci  rcunf e r s n c i  a. Permí ti ndai aos arcos que contenham 

o ponto d e  ronexLio, obtemos a classe dos g r a f o s  d e  arco c i r c u l a r ,  

e x t e n s i  vamente es tudados par A. C. Trrcker e o u t r o s .  

0s g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  e s t ã o .  p o i s ,  con t idos  na classe dos 



Figura  6.7.  Tabela que descreve  as c l a s s e s  de g r a f o s  de i n t e r s e c ç ã o .  

- 

NOME DA CLASSE INTERAÇÃO OBJETOS UNIVERSO RESTRIÇÕES 

Grafos de i n t e r v a l o  ~ n t e r s e c ç ã o  

I n t e r s e c ç ã o  

I n t e r v a l o s  Linha 

I n t e r v a l o s  Linha 

- 

Não h á  c o n t i n ê n c i a  p r ó p r i a  Grafos de i n t e r v a l o  
p r ó p r i o  

Grafos de c o n t i n ê n c i a  
de c í r c u l o s  

c o n t i n ê n c i a  

I n t e r s e c ç a o  

I n t e r s e c ç ã o  
de a r e s t a s  

I n t e r s e c ç ã o  
de a r e s t a s  

~ n t e r s e c ç ã o '  

Caminhos Árvore 

Caminhos Árvore 

Grafos de caminho 

I1Edge p a t h  graphs1I 

Caminhos Árvore llLocal edge p a t h  
graphs" 

Todos o s  caminhos devem - 

um v é r t i c e  em comum 

Grafos de a rco  
c i r c u l a r  

Arcos Circunf e-, 
r ê n c i a  

&o h á  c o n t i n ê n c i a  Arcos Circunf e- 
r ê n c i a  

Grafos de a r c o  
c i r c u l a r  , 

Grafos de cont inên-  
c i a  de i n t e r v a l o s  

c o n t i n ê n c i a  I n t e r v a l o s  Linha 

I n t e r s e c ç ã o  ~ e t â n ~ u l o s  Plano Grafos de i n t e r s e c -  
ção de r e t ângu los  

Cordas Circunf e- 
r ê n c i a  

Cl iques  Grafo não 
maximais d i r e c i o  - 

nado 

Grafos c l i q u e  

, 
Grafos t r i a n g u l a d o s  I n t e r s e c ç ã o  Sub-árv? Árvore 

r e s  

Cada cu rva  é o g r á f i c o  de 
uma função 

Grafos de comparabi- 
l i d a d e  

Curvas Plano 

Grafos de continên- 
c i a  de r e t ângu los  

c o n t i n ê n c i a  Retângulos Plano 



g r a f o s  d e  a r c o  c i r c u l a r .  Os g r a f o s  d e  caminha tambbm contêm os g r a f o s  

d e  i n t e r v a l o .  

De maneira an%loga A d e f i n i ç ã o  d e  g r a f o s  d e  i n t e r v a l o ,  que 

sãs gr  a f  os não d i  reci onados , podernos def i n i  r o s  d i  g r  a f  OS d e  i n t e r  val  o ,  

g r a f o s  d e  PntersecgSo d e  uma f a m i l i a  d e  pa re s  ordenados de 

i n t e r v a l o s  s o b r e  a r e t a  E: %n, Das, Roy e W e s t  C19891 3) ; a s s i m  sendo. 

não são graf  os nZo d i  reci onadoç. Ana1 i saremos m a i  s d e t i  damente e s t a  

d e f i n i  ~ ã o  a segui  r .  

Consideremas uma f a m í l i a  V de pares  ordenadas d e  ilcirijtrntos, 

assoc iando  a cada par um v & r t i c e  v. Chamaremos o pr imei ro  conjunto  

a s soc iado  a v conjunto  f o n t e  % de v, e o segundo conjunto  d e s t i n o  T 
v 

d e  v. O d i g r a f o  d e  i n L e r s e c ~ ã o  d e  u m  f a m i l i a  d e  pa re s  ordenados d e  

conjuntos  é o d i g r a f o  D=CV,E3) ta l  que uv E E se e somente se S T #Q. 
U V 

Notemos que,  p e l a  de f in i+To ,  as "Poops" são permi t idos  Cuu E E,  V u E # . 

DE-finimcis p o i s  um d i g r a f o  de i n t e r v a l o  como um digrafci de 

intersecç2ío d e  uma f a m i l i a  de  pa re s  ordenados s o b r e  a reta; i s t o  &, 

cada conjunto  f o n t e  e cada conjunto  d e s t i n o  15 um i n t e r v a l o .  

E x i s t e  uma carac te r izar ;ão  dos d i g r a f o s  de i n t e r v a l o  similar A 

c a r a c t e r i z a ç ã o  do Teorema 2.4 pa ra  g r a f o s  d e  i n t e r v a l o .  Para  

compreendê-1 a ,  s z o  necessar  i as a1 gumas novas d e f i n i ç õ e s .  

Def i ni m o s  d i  g r  ar o bi par ti te  campl eta gener a1 i zado C DBCG 3 

como um d i g r a f o  gerado por d o i s  conjuntos  do v é r t i c e s  X e il onde xy ia 



aresta se e somente se x E X e y E Y; dizemos "generalizado" porque n3o 

h& necessidade de  que X e Tg sejam d i s , jun ta s ,  o que quer d i z e r  que podem 

ocor re r  "1 oops " . 

Seja B = C C X k , Y k l ,  3 uma co leção  de DBCG7s s u j a  união d um 

d i g r a f o  D. Definimos mat r iz  de  incidOncia  f o n t e  para  B C abreviadamente 

V,X  - matr iz  2 como a mat r iz  de  inc idgnc ia  e n t r e  os v & r t i c e s  de  D e os 

conjuntos  f o n t e  C Xk >, e matr iz  d e  inç id&cia  d e s t i n o  para  B 

C abreviadamente V,Y - matr iz  3 coma a mat r iz  de  inc idgnc ia  e n t r e  o s  

v & r t i e e s  e o s  conjuntos  d e s t i n o  C 5 . Já temos os elementos 

suf  i çi  e n t e s  para  f orneçer  uma caract.erizaça"o dos d i  yraf  o s  d e  i n t e r v a l o .  

Teosema 8.17 D B um d i y r a f o  d e  i n t e r v a l o  se e somente se existe uma 

numeraçzo dos DBCG's em alguma cobe r tu ra  E3 d e  D tal que o s  1 ' s aparecem 

consecutivamente nas l i n h a s  da V,X-matriz e da V,Y-matriz d e  D. 

Para a s ,uf ic i&ncia ,  cons ide re  E3 c u f a  união  B D, e seja 

C X  ,Y 1 uma numeraçZo comum das colunas  da V,X-matriz e da V,Y-matriz 
k k  

que exibe a propriedade dos 1 ' s consecut i  vos para  ambas. 

S e j a m  S =Ca , b  I e T =[c , d  I ,  onde a ,b ,c , d  sSo 
V V W v v v V v v V 

def i n i  dos da segui  n t e  modo: 

V E X  @ a  I k P b  e 
k Y v 

V E Y  9 ) c  I k S d  . 
k Y Y 

Então, S n T # Q se e somente se u E X e v E Yk para  algum 
u V k 

Para a necessidade,  consideremos uma representaqão  de D por 



uma f ami l i a  CSw :, T 3 > de  pa res  ordenados de  i n t e r v a l o s .  Podemos 
V 

assumir que o s  i n t e r v a l o s  sa"o fechados e que t & m  pontos extremos 

i n t e i r o s ,  com S = 1 a ,b 1 e T = C cv,dv 3 .  Para cada i n k e i r o  k 
w v v v 

per t encen te  a qual quer d e s t e s  i n t e r  val  o s ,  d e i i  n i  m o s  um DBCG Bk= C Bk , i k3 

a p a r t i r  do d i g r a f o  d e  i n t e r s e c q ã a  dos pa res  de  inLerva los ,  

es tabe lecendo X = -C v 1 k E S > e Kk = C v  I k E T >.Então  S n T $0 
k V V u V 

se e somente se u E X k  e v E i para  algum k, de modo que o d i g r a f o  de  
k 

i n t e r s e c g ã o  dos pares  de  i n t e r v a l o s  & d e  f a t o  a união dos DBCG's 

e spec i f i cados .  Por cons t rução ,  a V,X-matriz e a V, K-matriz r e s u l t a n t e s  

LiSm simultaneamente a propriedade dos 1' s consecut ivos pa ra  l inhas .  i 



Destacamos agora a1 yuns aspectos que pudemos extrair  ao longo 

da preparação desta dissertação, a modo de conclusão. 

E m  primeiro l uyar . os graf os de intervalo possuem uma 

estrutura combinatdr i a que concei tua1 mente G muito natural , e pode-se 

comprovar este fa to  pelo elevado namero de aplicações e d s t e n t e s  para a 

classe C Capi tulo ;i > ; pode-se dizer que as  grafos de intervalo estão 

entre as  estruturas matemáticas mais Citeis para a modelagem de 

problemas do mundo real .  E interessante f r izar  também que surgiram 

rnativados pelo estudo de u m  pr~blema real concreto. do geneticista 

~ y m o u r  Benzer, e não corno "subproduto" da resolução de problemas 

combi natbri os puros ou como gr af os "auxi 1 i ar es'I na demonstr açCCo de 

inclusães entre outwras classes ou na caracLerizagão dos graf os 

per f ei tos. 

Por outro lado, sua estrutura ri? fortemente determinada: basta 

verificar o grande nbmero de caracterizações existentes para a classe 

C Capitulo 2 2 .  Outro f a to  que corrobora i s t o  .& a constata-~ção de que 

todos os algori tmos que estudamos para grafos de intervalo são de tempo 

polinomia1 - em geral,  estruLuras mais gcan$ricaç exigem maior 

complexidade de tempo dos álgori tmas que as  manipulam. 

N o  Capi t u 1  o 3 procuramos f ar necer tamb&m as cai-acter i zações 

mais conhecidas de uma importante sub-classe dos grafos de  intervalo,  



o s  gr  a i  o s  de  i ndi f er ença. Esper 6-amos encontr  ar na 1 i ter a t u r  a mai s 

exemplos de  a lgor i tmos  para  g r a f o s  de i n d i f e r e n ç a  - at& mesmo como 

f r u t o  da imposiçCio de  u m  r e s t r i ç ã o  ad ic iona l  C comprimento f i x o  dos 

i n t e r v a l o s  3 aos  a lgor i tmos  p ro je t ados  para  grai'os de  i n t e r v a l o  -, m a s  

constatamos que h& p o u c ~  pesquisa  n e s t e  sen t ido .  Uma l inha.  d e  

invest igar ;ão seria v e r i f i c a r  e m  que medida as complexidades d e  tempo de 

pr obl e m a s  para  graf  o s  de  i n t e r v a l o  se modi f i cam quando o s  restr i ngi mos 

aos  graf  o s  de i ndi f erença.  Não temos conhecimento de  um bom a1 gor i tmo 

par a r econkeci mento dos gr a f  o s  d e  i ndi f e r  enga. 

H á  muitas pesquisas  no s e n t i d o  d e  r e s o l v e r  problemas 

conhecidos e m  t e o r i a  dos g r a i o s  r e s t r ing indo-os  A classe dos g r a f o s  de 

i n t e r  va l  o.  Todos o s  pr obl ems que apr  esentamos possuenz s o l  erçBes de  

tempo pol inomial - a maior ia  d e l a s  d e  tempo l i n e a r  no tamanho do graf  o 

C p. ex.  , reconhecimento e isomorfiçrno, Cap i tu lo  4; coloraçZo minima e 

conjunto  domi nrante mi n i  mo, Capi tu1  o S 3 .  Muitos desses  problemas 

permanecem NP-completos para  a c l a s s e  dos g r a f o s  p e r i e i  t o s  e algumas de 

s u a s  sub-c1 asses. b n t r  e OS pr obl e m a s  m a i s  conheci dos que ger manecem 

a inda  s e m  soluiç;Cio d e  Lempo polinomf a1 para  graf o s  de i n t e r v a l o ,  c i  tamos 

no Capf t u l o  5 c o r t e  mAxirnú ponderado de  arestas e f nd ice  cromático.  E 

c l a r o  que a pesquisa  nesse  campo pode se es tender  b a s t a n t e ,  p o i s  r e s t a m  

ai nda mui t o s  problemas menos conheci das  que poder i a m  ser r e s o l  vi  dos 

para  graf  o s  de  i n t e r v a l o  a medida que desper tassem i n t e r e s s e .  

Sobre o a lgor i tmo de  reconhecimento, cabe f a z e r  cons ta r  um 

avanço r e c e n t e  C Simon t lQF921 3 do qual sc4 tivemos conhecimento ap6s 

esta d i s s e r t a ç ã o  jd e s t a r  concluída.  Conforme ci tamos,  a pr imei ra  f açe 

do a lgor i tmo de  Booth e Lueker , apresentado  no Cap i tu lo  4, u t i l i z a  um 

L e s t e  de  t r i  angular idade  que determina todas  as c l i  queç m a x i  mais de um 



yrafo ;  este teste é baseado e m  uma busca e m  l a r g u r a  l e x i c u g r i f i c a  

C '"exicographic breadth  f i r s t  s e a r c h ' b u  "lexBFS"3. N a  segunda f a s e ,  as 

PQ-árvores s ã o  usadas para  ob te r  uma representação  de  todas  as 

p o s s i v e i s  ordenaçães das  c l i q u e s  m a x i m i s .  Sirnon L 19921 e x i b e  uma nova 

soluçZo de  tempo l i n e a r  para  a segunda f a s e  u t i l i z a n d o  lexBFS 

novamente. O a lgor i tmo de Simon, cuJa t é c n i c a  consisLe e m  repeLir  

IexBFS 4 vezes ,  produz C se e x i s t i r  3 uma ordenação consecut iva  das  

c l i q u e s  m a x i m a i s  conforme o Teorema 2 .3 .  

No Cap i tu lo  6 h% d o i s  t b p i c o s  de pesquisa  muito 

i n t e r e s s a n t e s  , para  o s  quai s efe t ivamente  poucos r e s u l t a d o s  exi s L e m  

a inda  : o número de  i n t e r v a l o  e o " i n t e r v a l  count". C3 o b j e t i v o  6 

enconLrar C se pssç ive l  3 a lgor i tmos  de  tempo polinomial que 

o s  calculem, tomando g r a f a s  como en t rada .  Para  r=i número de i n t e r v a l o  

e x i s t e m  a o  menos "bounds" e m  f unç% de  v á r i o s  parâmetros d e  g ra f  o s  C 

nt3mero d e  v & r t i c e s ,  nQmero d e  arestas, grau nl%ximo, d i q u e  m á x i m a .  . - 3 ,  

m a s  o problema de  c a r a c t e r i z a r  g r a f o s  com número d e  i n t e r v a l o  Sk para  

k 2 2 permanece abe r to .  D a  m e s m a  forma, c a r a c t e r i z a r  g r a f o s  d e  

i n t e r v a l o  com " i n t e r v a l  count" 5k para  k 1 2 B um problema a b e r t a .  

Embora Fishburn tenha mostrado que um conjunto  de  subgrafos  p ro ib idos  

para  o s  g r a f o s  de i n t e r v a l o  da f a m í l i a  < G ] cCG3 4 k 3 Q i n f i n i t o ,  

lembremo-nos d e  que na c a r a c t e r i z a g ã o  do Teorema 2 . 2  o congunto d e  

subgrafos  p ro ib i  dos t a m b & m  é i nf i n i  t o .  

Fi na1 mente, queremos f a z e r  cons ta r  que o t r ã b a l  ho de  cal eta e 

c1 assi f i cação d e  c a r a c t e r i  zaç8êis e al g a r i  &mos , com o correspondente  

e s f o r ç o  por r eap resen ta r  o s  r e s u l t a d o s  d e  forma c l a r a  e numa. notaçSo 

unif a r m e ,  muita c o n t r i b u i u  para  o aumento da compreensão das  r e l aq8es  

e n t r e  e s t r u t u r a s  combi n a t b r i  as de  c1 asses par ti cu l  ares d e  graf  o s  e 



propostas al gori m i  ças de m a n i  pul açSo das m e s m a s .  
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