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SINOPSE

O principal objetivo deste trabalho ¢ a sélugao do pro-
blema do servomecanismo. Utilizando- se 0o método do espaco de es-
tado no dominio da f‘requ'éncia, mostra-se gque o0 compensador Pro-—
posto por Davison nao d 'robusto! com relagao a perturbagoes @n
todos 0s seus parametros. Entretanto, se as perturbagoes dos pa-
rametros 'sensiveis! for "pequena', 0 erro (que deve ser regula-
do) sera tambéem "pequeno! cOM a condicado adicional que o sinal a
ser rastreado € 0 ruido sejam limitados,

O problema do servomecanismo motivou un estudo de zeros
e polos em sistemas multivariaveis, bem como um pequeno estudo do
sistemas degenerades. Propoe-se a definicao de "zeros de bloqueio"”
para uma sélucfe sistematica do problema do servomecanismo.

A tese inclui ainda a demonstracao apresentada por Fran-
cis e Wonham da necessidade do modelo interno e da realimentagao

do erro (a ser regulado) para que 0 rastreamento seja 'robusto!

quando alguns parametros da estrutura sao perturbados.



RBSTRACT

The main purpose oOf this Bissertation is ths solution
of the servomechanism problem. Using the method of the state-
space in the frequency domain it is shown that Davison's com-
pensator is net robust with respect to ali of its parameters.
However, if the perturbations of the sensitive parameters i s
"small", the error to be regulated is also ¥smaii", provided
that the signal to be tracked and tho disturbances are bounded.

The servomechanism problem motivated a study of zeros
and poles im multivariable systems, as well as a study of dege-
nerate sustems. The notion of "blocking zeros" i S introduced
in order to make more systematic the solution of the servome-
Chanism problan

The Dissertation al so presents the demonstration (due
to Francis and Wonham) of the necessity of both the internal
model and error feedback in order for the tracking to be robust

with rsspect to some of the synthesis parameters.
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INTRODUCAO

0 presente trabalho versa sobre sistemas regidos por
Lind 3 . - 3 - » : L]
equacoes diferenciais ordlnarlag)llneares e com coeficientes cons-

tantes.

Dentre as ferramentas matematicas para abordar tais
sistemas foi escolhida a desenvolvida ultimamente principalmente
por Rosenbrock (ver (1)) e que pode ser denominada "método do es-

pago de estado no dominio da frequéncia'(ver (42)).
0 trabalho ¢ desenvolvido da seguinte maneiras

. -
No primeiro capitulo sao resumidos resultades fundamen-
* Y s . . .
tais Ja conhecidos e que serao utilizados oom mais frequgncla du-=
rante o desenvolvimento do texto. Ao final investiga-se proprie-

dades relativas aos modos desacoplados da entrada e da resposta. .

g ) -
0 segundo capitulo tem por objetivo um estudo sistema-
-
tico de polos e (principalmente) zeros em sistemas multivariaveis,
s i (3 1
Diversas definigo0es de zeros propostas ultimamente sao investiga=-
das e comparadas. Relagges entre polos, zeros e modos desacopla--
-~ N * . N hind i}
dos sho estabelecidas. Ao final e introduzida a nogao de "zero de:
bloqueiol, util para o estudo do servomecanismo, e demonstradas

duas de suas propriedades fundamentais.

0 terceiro e o quarto cap{tulos tratam do problema do

-
servomecanismo dividido nas suas duas etapas "classicas': ras-
bad = - -
treamento de um sinal e regulacao da resposta. E utilizado o

compensador proposto por Davison (ver (32) e (33)), empregando-



-

se entretanto ferramenta matematica distinta (a supra- mencionada),
0 que permite propor a forma do compensador de modo mais natural,
simplificar a demonstracao dos resultados e estabelecer com mais
clareza que o rastreamento {e/ou regulacao da resposta) nao & ro-
busto com relagao a perturbagoes de alguns parametros do compen-—
sador. Mais ainda, este método permite estudar o efeito das per-
turbagbes dos pardmetros "sensiveis" do compensador, concluindo-
se que o compensador permite o rastreamento com erro '"pequeno'" de
sinais limitados se a perturbacao dos parametros "sensiveis" tam-

bém for "pequena".

O 5% capituio, incluido depois que o trabalho de pes-
quisa ja tinha sido dado por encerrado, apresenta a demonstracgao
(proposta muito recentemente por Francis e Wonhan (53) e utilizan-
do o chamado "método Geométrico") da necessidade da realimenta-
¢ao do erro e do modelo interno no compensador para quele rastro-
amento seja robusto com relagio a perturbagoes em alguns parame-

tros. A

O Apéndice volta a empregar o metodo do espago de es-
tado no deminio da frequéncia para investigar algumas proprieda-

des dos sistemas degenerados.



1. CONCEITOS E RESULTADOS FUNDAMENTAIS

1.1 .Matriz do sistema e matriz de transferéncia

Seja 3 o sistema definido por:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.i,ia)
y(t) = ox(t) + Du(t) (1.1.1b)
x(t), u(t),e y(t) sdo vetores definidos sobre o corpo dos reais
de dimensdes nm e q respectivamente, AS matrizes A, B, C e D
também s%o definidas sobre o oorpo dos reais o tém as dimensdes
aproprizadas.

Tomando as transformadas de Laplace en (1,1.1), temos:
sx(s) = x, = Ax(s) + Bu(s) (1.1.2a)

y(s) = cx(s) + Duls) (1.1.2b)

3

sendo: xo = x(%)
t=0
(sT = A)x(s) - Bu(s) = xq

= ¢x(s) - puls) = - y(s)

[SI - A B}[x(s) [xo l
- ¢ D| | =uls) - ~y{ s)|

Se jat
sI - A B
P( S) = ° (1'103)
- C D
P(s), uma matriz definida sobre o anel dos polindmios, sera cha-
mada, seguindo Rosenbrock (ver (1), pg. 43), matriz do sistema.
E claro que P(s), tal como a quadrupla ordenada (A, B, C, D),

contém todas as informacGes "inerentes" ao sistema. §§§
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A matriz de transferdncia relaciona a resposta y(s)/ com

a entrada (ou controle) u(s) com condicdes iniciais nulas. De
(1.1.2) parax, = 0, vem:

x(s) = (sI-A)"1Bu(s)

v(s) = ¢(sT - &) Bu(s) + Duls)

v = als)uls) '

a(s) = C(sI - 4)"1B + D K ‘ (1.1.5)
G{s) é amatriz de tx:ansfer'éncia do sistema, definida sobre o cor-
po das fungoes racionaiso

-1
Meas (sT - A) = adjlsI - A)
[sT = Al

st - Al &0 polindmio caracteristico associado a matriz A, tam-

bém chamado polindmio caracteristico do sistema S

Se houver fatores oomuns entre todos os elementos n&o
nulos de adj(sT - A) e IsT - Al , eles podem ser cancelados, ob-

tendo-se:

(s - &) = _[(s) - (1.1.6)

“m(s)
I"(s) e chamada matriz adjunta reduzida. Pode-se demonsf rar (ver
por ex. (2), I, pg. 90 ou (3), pg. 89) que m(s) é o polindmio
minime associado a matriz A, isto &, m(s) & O polindmio mdnico
“aniquilador de A de menor grau. (Lembra~se que um polindémio f{s)
6 dito aniquilador de A se e somente se f(A) = 0.)
Claro que:

m(s) I |sT - Al

G(s) = € adj{sI - A)B  + D
[sT - Al .

= ¢Ms)B + D (1.1.7)
m\s B

Observe-se que eibora ndo seja possivel, por definigao, cancela-
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mento entre fatores de todos os elementos de ["(s) e m(s), & pos-

sivel haver cancelamento entre fatores de todos os elementos de
cl(s)B e m(s).

Exemplo 1.1.7a

-1 0 0 1 1
1 0 0
A=]0 -1 0 {: B=1|0 0 ; C = s D=0
0 1 0
0 0 -2 | O 1 - -
N 0 0 1 1|
(¢] s+l 0 0 0
P(s) = | O 0 s+2 O 1
-1 0 0 0 0
¢ -1 0 0 0
s+1 0 0
’ 2
Ilst - al = | 0 s¢41 O |= (s+1) (s+2)
6] 0 S4+2
F y
1{s+1) (s+2) 4] . 0
adj(sI - A) = 0 (s+1) (s+2) 0
' o 2
0 0 ; (s+1)J
S4+2 0 0
0 s+2 o
-1 . ’
(st - A) = 0 0 s+1

(s+1)(s+2)

s+2 0 0
sy =] 0 s+2 0

0 0 s+1

H m{s) = (s+1)(s+2)



s+2 s+2
CP(S)B: [ .
Lo 0.
1 1]
"G(s) = | s+1 s+1
0 o | §§$

Seja agora:

a(s) = lgg (sl 5 1=Toa; 3=Tm

De (10 1. 5) vems

-1
gij(s)z os(sI - A) bj + dij ‘ (1.1.8)

Ora, dada uma matriz -quadrada

onde M. e M4 também sao quadradas e M, ndo ¢ singular, pode-se

1
demonstrar que (ver (1), pg. 4):

1

~1
Seja
plr@secermml o or formado a partir da matriz P(s) e cons-

1:2’ooo,l’l,n‘¥j

tituide pelas linhas de ordem 1,2,...,n,n+i € pelas colunas de
ordem l,zgooo,n,n'i'j-o

De (1.1.3) vem: (simplificando a notagao)!

Pl,ooo,n','i _ sI - A bj ‘
1,000,1’3"‘3 - -C d. . \
. i ij

De (1.1.9):
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1;ooc,n+i -1
P " o= SI = A a - - .
lyoocosn+ ‘ ‘ Ici(SI A) bj + le

E finalmente de (1.1.8):

Pl,ooo,n'!‘i
gij(S) = “ljeco,nh] (1.1.10)

{ o
isI = Al

1.2 Operacoes elementares em matrizes. Formas de Smith e McMilan

Conforme uma matriz seja definida sobre un corpo (e,g-
dos reais, dos complexos ou das funcoes racknais) ou sobre o anel
dos polindmios, definem-se as seguintes operagoes elementares
(ver por ex. (1), pg. 7 ou (2), I, pg. 130):

a) Permutar duas linhas (ou colunas),

b) Somar a uma linha (ou coluna) uma outra linha ( ou coluna)
multiplicada por un elemento do corpo en questao (ou do anel
dos polinomios).

c) (Para matrizes definidas sobre un corpo)r Multiplicaruma li-
nha (ou ooluna) por un ekemento diferente de zero do corpo.

e!') (Para matrizes definidas sobre o anel dos polindmios): Mul-

' tiplicar uma 1inha (ou coluna) por un elemento diferente de

zero do corpo sobre o qual estdo definidos os polinomios.

As operagGes elementa es acima definidas correspon-
dem Operagées inversas que conduzem a matriz original:
a. ) Permutacgao inversa
b,) Diminuir de uma linha (ou coluna). s
C.) Multiplicar uma linha (ou coluna) pelo inverso (com relagao

a operagao de multiplicacao) do elemento en (¢).

°i) Multiplicar.. ,« pelo inverso do elemento en (ct),



e

Lembra-se (ver por ex, (4), pg. 101) que os elementos
de um anel n&o tém inverso (com relacao a opencao de multipli-
cagao), O que explica a diferenca entre as operagoes (c) e (ct).

E facil verificar que as operagoes elementares acima
definidas nao alteram o posto de uma matriz: com efeito, nenhu-
ma dessas operagdes altera o nmimero de linhas (ou colunas) 1ine=-
armente independentes. Lembra-se a este proposito que O posto
de uma matriz podo ser definido-eu como a ordem do menor(diferen—
te de.-zmero) de ordem maxima ou como o numero de linhas (ou co-
lunas) linearmente independentes sobre o menor corpo que con-
tém os elementos da matriz (ver (43), pg. 21). Assim, por exem-
plo, se se tratar de uma matriz polinomial, a independéncia li-
near das linhas (ou oolunas) deve ser verifhada sobre o0 corpo
das fung8es raciknais.

Outro fato bem conhecido 6 que as operagoes elementa-
res acima definidas sao equivalentes a pré~multiplicagGes (ou
pos-maltiplicagGes) por matrizes convenientes:

a) Suponha-se uma permutagao da i—esima com a j-ésima linha (ou
coluna). | sto equivale, como pode ser verificado facilmente,

a pre-multiplicagio (ou pos-multiplicagde) pela matriz iden-
tidade com a i-&sima e a j=8sima linhas permutadas.

b) Suponha-se que a i—-ésima linha (ou ckuna) seja somada a j-ési-
ma linha (ou coluna) multiplicada por un elemento x do cor-
po en questdo (ou do anel dos pelindmios). |sto equivale 3
pré-multiplicacgao (ou pgs-multiplieagge) pela matriz identi-
dade acrescida de elemento x celocade na posicdo (i) (ou na
posicao (j,i)).

- . . .
0) e e') Suponha-se que a i-esima linha (ou coluna) seja multi-
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plicada por um elemento x (diferente de zero) do corpo @n questzo.
| Sto equivale a pré-multjslioaggo (ou pc;s-multiplicaggo) pela ma-

triz identidade em que O i-ésime elemento da diagonal principal

¢ substituido por Xx.

(a) .0...1

-e

(b) ‘ looceX

(c) o

Nb caso de operacoes elementares en matrizes polinomi=
ai s (especialmente importantes para o presente trabalho), o ele-
mento x da matriz (b) = um pélindmio, p(s), enquanto que o ele-
mento x da matriz (c) = um escalar (real ou complexo).

ﬁffz;cil verificar que o determinante da matriz (a) e 1
(a menos do sinal), o da matriz (b) e 1 e 0 da matriz (c) 6 x.

Tendo em vista que o determinate de un produto de ma-
trizes = igual ao produto dos determinantes das matrizes, COn-
clui- se que uma sequéncia de operagoes elementares realizadas
en matrizes polinomiais (na indeterminada s) e equivalente a
pre‘-multiplieaqgo e pgs-multiplicag'a'o por matrizes polinomiais
cujos determinantes sdo independentes de s e diferentes de ze-

ro. Tagi matrizes sae chamadas unimodulares (ver e g. {3),pg.9%),



Dada uma matriz polinomial N(s), pode- se dememstrar (
(ver por ex. (3), pg. 91 ou (2), I, pg. 138) que ela pode ser

transformada atraves de ocoeragoes egmentares em:

diag( p,(s) ) 0
S(s) = P(s)N(s)Q(s) = (1,2.1)
0 €]
sendo:
i =1,p , sendo p = Posto N(s),
P(s) e @(s) sdo, como vimos, matrizes unimedulares)
p, (s) sdo polindmios monicos tais que:
pi(s) pi+1(s) 3 i=1, p-1 (1.2.2)
$(s) e a chamada forma de Smith de N(s) e é unica
pi(s) (i = 1,9) sao os chamados polindmios invariantes de N(s).
Pode-se demonstrar ainda quef ver (2), |, pgs. 139-141):
D.(s) . —
p.(s) = i 3 i=1,p (1.2.3)
i Di_1(37
onde:
Do(s) =1

ni(s) é 0 maior divisor comum (medeco) monico de todos os meno-

Se——r—

res de ordem i da matriz N(s); i =i, P §§§

Sej a agora G(s) a matriz de tranferéncia de um siste-
ma. Fagamoss

G(s) = N(s) . ] (1.2.4)
d(s

sendo?
N(s) uma matriz polinomial

d(s) menor denominador comum ménico de elementos de G(s)



Transformemos N(s) na forma de Smith por méio de operagoes ele-
mentares, ou sejat

S(s) = P(s)N(s)Qls)

Dividamos 8(s) por d(s), chamando M(s) a matriz resultante:

diagl( p;(s) 0
M(s) = 8(s) =. d(s)
dis,
0 0
3 (S) 0
_ diag( Wi ; ) L 1=TF (1.2, 5)
0 0

o . .
Na ultima passagem foram feitos os cancelamentos entre os even-

tuais fatores comuns de pi(s) e d(s).

M(s) é a chamada forma de Mo Millan da matriz de transferéncia.

De (1.2,3), wvem:

Ei(S)t§i+1(S) ;1= 1,p-1 A (1.2.6a)
kyi+1(s)ﬁyi(s) 3 1= 1,p=1 (1.2,6D)
Wl(s) = d(s) (1.2.6¢)

A dltima igualdade pode ser facilmente demonstrada por contra-
digao: se ela ndo fosse satisfeita, d(s) teria algum fator comum
com pl(s) e, consequentemente, ocom todos 0s demais pi(s), 0 que
significaria que todos os elementos de N(s) seriam divisiveis

por un fator comum, contrariando a hip6tese,



1.3 Controlabilidade e oObservabilidade

Os conceitos de centrelabilidade e observabilidade re-

presentam un papel fundamental na moderna teoria do controles,

Diz-se que o estado de un sistema é controlavel Sse e
somente se puder ser levado a origem en tempo finito por meio do
controle (ou da entrada) do sistema (ver por ex. {5), pg. 500).
E num abuso de linguagem (ver (1), pg. 177) diz-se que un sis-

tema e controlavel Se e somente se seu estado for controlavel,

. L4 . L4 - - . .
O eriterie (necessario e suficiente) de controlabili~-

dade provavelmené mais conhecido é:

Posto [B AB conse Apu\lB] = n, (103-1)
sendo p un nimero inteiro igual ou maior do que o grau do poli-

némio minime de A (ver por ex. (1), pgs. 73 e 161).

Um sistema e dito observavel Se e somehte se,conhecidas

a sua resposta y(t) e o controle u(t) durante un certo tempo, for

possivel determinar o valor inicial do estado x(0).

[d . . P
O eriterio(necessariole suficiente) de observabilidade
. - o
provavelmente mai S cnhecido et
o]

CA

°

Posto | « = n (1.3.2)

caP-1

Como eriterios de controlabilidade e observabilidade

usaremos com maior frequéncia neste trabalho os seguintes resul-
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tados demonstrados por Rosenbrock ( (1), pgs. 72, 161, 178-180):

(i) O sistema (1.1.1) é cmtrelavel se e somente se
Posto |sI - A& Bl = n VseC (1.3.3)
(sendo G o oorpo dos complexos)
(ii) O sistema (4.1.1) & observévellse 0 somente se
[st - Al
Posto o |= n Vse( (1.3.%)

1

De acorde cOM esses teoremas, portanto, se o sistema
~ - - R 0:
nao fOr controlavel (observavel), pare algum valor de se¢l. o pos-

to (sobre o corpo dos complexos) de [sl-A B](ou [sI-ﬁEl ) se-
-C

r; inferior an.

Os valores do se { que eventualmmte diminuem o posto

de (sl-A B] (ou [sl—ﬂ) sao evidentemente as rafizes do m.d.c.
-C

de todos os menores de ordem n de [sI-A B] ( ou [sx-.ﬂ ) u
-0

Exemplo 1.3.4a

-1 0 0 - 1
A=|0 -2 ol ; B=|o|; c=[1 1 o] ;p=0
0 0 -3 1

7]
+
ja}
o
o
o =

[sI - A B] = 0 5+2 0

0 0 s+3

" =

Menores de ordem 3 de [sI-A  B] : (s+1)(s+2)(s+3); (s31)(s+2);
0; (8+2) (s+3) |

m.d.c. dos menores de ordem 3 de [sI-A ESI 3 S+2
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o

ee S= - reduz o posto de [sl-A B] ,» 0 que neste exemplo

poderia ter sido verificado por simples inspecc¢ao.

[s+1 0 0 |

sI - A 0 s+2 0
-C B 0 6 s+3
I

Menores de ordem 3: (s+1)(s+2)(s+3); o0; (s+1)(s+3); ~(s+2)(s+3)

m.d.C, dos menores de ordem 3: s+3

s = -3 reduz o posto de [sI-A]

-C §§§

As equagoes diferenciais do sistema no exemplo acima

saos

xl = -xl + U
x2 = -2x2

X, = =3x_ + u
-3 3

y = X, 4+ X

Ora, da segunda equagao diferencial, vems
-2t

= k
xz(t) e
- ~ "'2 "~ - .
Verificamos entdo que e ® 130 ¢ afetado pelo centrole u(t) e di-
a
remoa, seguindo Rosenbrock ((1), pg. 64}, que s ===2 e un mede

desacoplads da entrada.

E faoil verificar ainda do sistema de equacoes diferen-

-3t .
ciais acima que e 3% h%o aparecera na resposta e diremos que

s-= -3 e un mode desacoplado 92 resposta



Para facilitar o desenvavimento dO que se segue, es-

tabelegcamos as seguintes definigoess

Definicao 1.3.52

O polindmio dos modos desacoplados da entrada ( pe(s) ) € 0 m.d.c.

mbico de todos os menores de erdem n de [sI-A

Definicao 1.3.6¢

-

O polindmio dos modos desacoplados da resposta ( pr(s) ) éc

m.d.c. monico de todos o#nenores de ordem n de lsI—A]o §§§
-C

Pode acontecer que algum valor de se{ reduza os pos-

tos de [sz-ao B| e de [ -A] . Tal valor de s sera entdo um modo
-

. comd
desacoplado da entrada e da resposta, Vejanos cme esses modos

sao determinados.

Seja o sistema (1.1.1) e suponha-se que S, seja un
modo desacoplado da entrada, Neste caso pode-se demonstrar (ver
(1), pgs. 60-62) que atraves de operagboes elementares sobre as
linhas de [sI-A B] , consegue-se obter uma linha divisivel por
S-S _» Dividamos a referida linha por S-S - Facamos en seguida a
mesma sequéncia de operaces com todos os modos desaooplados da
entrada, Depois de termos eliminado, por este processo, todos

0s modos desacoplados da entrada, [sl-A B] é transformado

~ /o,
na forma (n&o -unica) ['rl(s) 131] .

E claro que ao eliminarmos todos os modos desacopla-
‘ -
dos da entrada, teremos tambem eltminado os modos desacoplados
e -
da entrada e da resposta, pois o conjunto destes e necessariamen-

t e un sub-conjunto daqueles.
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Sejas
p;(s) = m.d.C. monico de todos os menores de ordem n de T (s)
T
1( )
. =C

(pode-se provar que p!(s) & Unico, apesar de T,(s) ndo O ser:
ver (1), pgs. 64=67).

Temos entao:

Definicao 1l.3.7:

Polinomito dos modos desacoplados da entrada e da resposta:: .

P (s) = pr(S)
er

p.(s)

observacdo 1.3.7a

Uma outra maneira, mais obvia, de determinar o polindémio dos mo-
dos desacoplados da entrada e da resposta e
p (s) = m.deoc.( p_(s), p (s) ) (1.3.72)
er r
§§§

Eliminemos de Tl(s) 0s modos desacoplados da resposta
-C
que restaram por meio de operagoes sobre as wlunas. Apos tal

eliminagao, [Tl(s) é transformado na forma (n&o-&ice) r

L-¢c |
Tz( S) - N ~
. Consequentemente, a matriz de sistema apos a eliminacae

-Cl

de todos os modos desacoplados ter; a forma (n3o-tinica):

Tz( S) Bl ’

-01 D

cuja matriz de transferéncia e (ver (1), pg.50):

Gp(s) = © Tp'(s)B; + D (1.3.8)
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Pode-se demonstrar que (ver (1), pg. 59):

G-z(s) = @&(s) = c(sI-A)'IB + D (1.3.9)

Qu dito em palavras, 0S modos desacoglados da entrada e da res-

posta nZo contribuem para a matriz de transferéncia. §§§

Pode-se demonstrar ainda ((1), pgs. 79 e 85) que dado
sI-A B -
P(s) = , existe uma matriz ¥ nao-singular e indepen=-
-0 D

dente de s tallque:

! ol |st-a B||H )
Pl(s) = s

0 I -C D||O I

sIpd O 0 ”
Pl(s) =| -Ay,  sIy=A,, Bl , sendo:

—01 -02 D

- - 1 e 3.10
Posto [512 A, 82] dim I, Vse (C (1.3.10)
Temos entao:
Ht  [sz-a B][H o] = [s1,-8,, © 0 (1.3.11)
o’ Posto [dl -A B] = Poste[SIl-All 0 0 ] Vse (G

=Ag, 2~hap By (1.3.12)

De (1.3.10) e (1.3.12), vem:
| _ _ 103.13)
pe(s) = 'sIl Alll (

Facamos agora operagoes elementares en s, = A;; de modo a trans-

forma=1a na forma de Smith:



?11(8) (sIl-All) Qll(s) = Sll(s) = diag(pi(S)) (1.3.14)
sendo:

i:l,nl ;nlzdlml

:pi(S) pi+1(s) (1.3.15)
Posto (Sil-Ail) = Posto'sll(s) Vse {j (1.3.16)
Ora, dependendo dos polindmios invariantes pi(s) (i = T, 7““1),

pode acontecer que se s. for umaraiz de sIl-A11 com grau de

multipliecidade j, O posto de Sllﬁs ) seja reduzido de um nume-
ro menor que j. Assim,por exemplo, se

pi(s) =1 (1=1, nj-1) e
(s=s ) (s) teremos:

Posto Sl (s ) = m-1

1

Por outro lado, a reducédo do posto de 8 (") nfo pode ser maior

11
de que j. Gam efeito, suponha-se que a redugio seja j+l. Teria-

mos entao:

(s=s¥)|p

(s)

nq

(s-5)] (s)

Py —J+1

[
o
L ]

(s=s%)

pnl(s)

Ora, tendo en vista que um polindmio invariante p,(s) é a rela-

cao entre 0S m.d.c. dOS menores de ordem i e i-1, concluiriamos:



i+l . - ... .
(s-s¥)Y , l |sIl-A11| , contrariando a hipotese inicial. Finalmente,
tendo em vista (1.3.16), (1.3.12) e (1.3.10), podemos conoluir:

Proposicao 1 3.17:

Seja s*

un modo desacoplado da entrada com grau de multiplicida=-
de j. Entao:

Posto [s¥I - A B = n-d, 5 1€d, <3 (1.3.17)

. L4 .
Por um desenvolvimento analogo podemos concluir o resultado dual:

Proposicao 1.3.18¢

Seja s un modo desacoplado da resposta com grau de multiplici=

dade j o Entao:

s*I - A
Posto[ };n—&. ; 1¢4d. <3 (1.3.18)
= 586

Por outro lado, a partir de (1.3.11) pode-se demons—
trar com relativa facilidade (ver (1), pg. 85) que o numero de
modos desacoplados da entrada (contados segundo os respectivos
graus de multiplicidade) é igual a reducdo (com relagaoc a n) do
posto de
B aB..... aP-1g]

E, paralelamente, o numero dos modos desacoplados da
resposta e igual a redugao do posto de

- -

C
CA

| caP™? §§§




Exemplo 1.3.19

Vamos ilustrar a maneira de calcular os modos desacopladosrt

(-1 0 0 0] "0 0]
0 =2 0 o} 0 0 0O 1 o0 1
A= ; B= ;3 O = ; D=0
0 0o -1 -0 1 0 0O 1 ©
L 0 0 0 =3 0 1
[s+1 0 0 0 o 0
. 0 s+2 0 0 0 0
[SI - A B] = . ;
0 0 s+l 0 1 0
0 0 0 s+3 0 1]

Por simples inspecgao, som precisar calcular o m.d.c. dos menores
de ordem 4, verifiica~se que -1 e -2 reduzem o posto de

[sl -A B]. E sao os Unicos modos desacoplados da entrada por-
que Posto B = 2, Donde:

pe( s) = (s+1)(s+2)

Analogamente de [SI-A conclui-se fagilmente que?

-C

p(s) = (s41)°

p () = medeco ( (s+1)(s+2), (s+1)%) = s41
er . , . ,

Calculemos per(s) pelo outro metodo mais trabalhoso: dividindo-

se a 1?2 linha de [d-A B'] por s+l e a 2% por s+2, vem:

1 8 0 0] 0O O

[SI-A B] _— [Tl(s) B]_] = Z e e e

o
1]
+
Y
o
ft
o

E portantos



1 0 0 0 |

0 1 0 0 ‘
Tl(s) 0 0 s+1 O
-C B 0 0 0 s+3

0o -1 0, -1

0 -1 0 0 |

o

' —
o' pr(s) = S-l:l
E portanto:

2 _
Pop(s) = (stl)” = s+l

Eliminando-se s+1 de [Tl(s)]. obtem-se a seguinte forma da matriz

[ -c
do sistema:

0 0 0 0 0]

@) 1 0 0 0 0

T,(s) B, 0 0 i 0 i 0
-Cq D - 0 0 0 s+3 o] i
o -1 0 -1 0 0

0o -1 | 0 0o 0 0

A matriz de transferéncia do sistema sem os modes desacoplados

é (ver (1.3.8)):

1 o 1 o 1|1 o o]
G,(s) = 04T, (S)B1 :lO L o OJ L O o o
1 1 o
O | I UCY
L s+3 ]
o 1.

il

@
.+

W
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E a matriz de transferéncia calculada a partir da matriz de sis~

tema original é:

_ o 1 o 1f 1 10 1
G(s) = O(sI-A) g = Sl O 0
o 1 0 o LA 0 o0
s+ 2
S 1 o0
s+1
O " 1l 4
] ' *3)
o _1
= s+3
0 0

Exemplo 1.3.20

Vamos agora verificar a Proposicae 1.3.17. Seja:

1 o o] 0
A= |0 1 of 3 B=|1
1 o0 1 1]
s=1 0 0 0
[sz-a Bl=| 0 s1 0 1
-1 ) s-1 1

Menores de ordem 3 de [d-A =
(s-1)3; (s-1)% -(s-1)% 5 0
e p(s) = (s=1)°

Portanto s* = 1 € un modo desacoplado com grau de multipliei~

dade 2, A
[o o o o

poste {s*1 - A Bl = PostofO O O 1| = 2
- 10 0
A redugao do posto & portanto igual a 1

, E por outro lado:



Posto [B AB A2B] = P;asto 1
1

(A reducSo do posto ¢ igual a 2)
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2, ZERQS E POLOS

2,1 Sistemas escalares (uma entrada e uma saida)

Para melhor compreendermos os significados matematico
e "risico" dos zeros e polos em Sistemas lineares, convem come-

car com sistemas escalares,
Seja a funcédo racional prdpria:

gls) = Xfls) | (2.1.1)
Pg(s)

onde supomos que Kp,g(s) e pg(s) sao menices e irredutiveis (né&o

ha fator comum entre eles).

As raizes de kPg(s) sao chamados zeros de g(s), enquan-

to que as raizes de pg(s) sdo chamadas polos de g(s).

Suponha-se agora que g(s) seja a fun¢gao de transferén-
cia de un sistema escalar. A interpretagao "fisica" obvia de um
polo da funcdo de transferéneia e que ele sera um modo da res-
posta do sistema submetido a uma entrada impulsional e com con-
digSes iniciais mulas. A interpretacao "fisica' dos zeros nio e
td0 obvia: A célocacdo dos zeros no plano complexo é importante
quando se estuda a estabilidade de un sistema com realimentacéao
da resposta: assim, no caso escalar, uma funcdo de transferéncia
com un zero no semi-plano aberto da direita oferece dificuldades
quanto 8 estabilidade quando se aplica realimentagdo da respos-

L. L’ .
ta (tais sistemas sao chamados de fase nao-minima: ver por ex.
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(1), pg.17%; (7) pe. 425; (8), pg. 191).

Para o presente trabalho, entretanto, € mais impor-
tante o fato que, por meio dos zeros da funcdo de transferén-
oia, podemos bloquear (atraveés do cancelamento) os modos da en-
trada. Tal propriedade ¢ usada, com efeito, no seguinte proje-

to classico de seraomeoanismo en que se deseja rastrear UN de-

grau
r(s) /™ €(s) g Kk g(s) s v(s)
—+ S
r(s) = _1_ 3 e(s) = r(s) - y(s) 3 y(s) = _k_ a(s)els)
s , : ) s ,
.. els) = s . r(s) = 1
s+kg(s) s+kg(s)

Supondo que o denominador da expressdo acima tenha as
raizes com a parte real negativa, podemes aplicar 0 teerema do
valor final, obtendo:

lim e(t) = 0
t— 00 §§§

Como & bem sabido, a funcao de transferéncia nao nOS

f ernece todas as informagoes sobre o sistema. Consideremo-Ilo

portmanto na forma do espaco de estado:

e

= Ax + bu - (2.1.2a)
y = ox + du (2,1.2b)
cuja funcao de transferéncia & (ver (1.1.5)):
gls) = k (\)g(S) = ofsI - A)-lb + d= |

Pg( s)



~-26-

= c.adj(sI - A).b + d (2.1.3)
[sT - Al :

p (s) é usualmente chamado polindmio caracteristico da funcéo de

transferéncia, enquanto que ISI-AI é, como Vimos, frequentemente
chamado polindmio caracteristico do sistema, E, paralelamente,
as raizes de pg( s) sao chamadas polos da funcdo de transferéncia
enquanto que as raizes de |sT-A| s&o chamadas polos do sistema,
Investiguemos agora a relagao entre |sI-A| e pg(s)o

Seja amatriz do sistema:

sI-A b

F(S) = (20101&)
-C d

Por meio de operacoes elementares sobre as linhas de [sl-A b]

podemos eliminar os modos desacoplados da entrada (ver secgao

1.3), obtendo:

T, (s) b,
1 1 (2.1.5)
-C d

Ora, como vimos, a passagem de [d-A b] para [TJ(S) bl] exi-—

ge a divisao das linhas pelos fatores oorrespondentes aos modos

desacoplados da entradda, Temos entao:

lsI-Al:: kllTl(S)|'Pe(s) 3k #+ 0 (2.1.6)

Facamos agora o mesmo tipo de operacoes elementares sobre as n
primeiras colunas de (2.1.5):

[Tl(s) bl} | To(s) b,

E analogamentes

Ity (8) = kp|To(s)| opLis) 5 Xy # O (2.1.7)

De (2.1.6), (2.1.7) e da definigao 1.3.7, vem:
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|s1-al= 15 To(5)] py(s) b, (s) (2.1.8)
Per(s)

De fato pode~se demonstrar que (ver (1), pg. 66)

!sI-A’ =p (s). pe(s)pr(s) (2.1.9)
& Per(s)

(Rosenbrock exprime este resultado de forma diversa, nao poli-

nomial),

Exemplor
T 2]'
A = diag(1,2,3,8) 3 b=0 0 1 2|  ;e=[1 0 1 ; d=0

E faoil verificar quer

p (s) = (s=1)(s=2) ; p(s) = Prls) _
© T “Popls)
g(s) = coadj(sI=A)ob + d = Ls~16 o'e p.(8) = (5-3)(s-U4)
sI~A . (s=3) (s~4) g
R p (s)p (s) B
o o Pgls)e e r = (s=3)(s-4)(s-1)(s-2) = |sI-A]
p_ (s) §§§

er

De {2.1.9), se 0 sistema nao tiver modos desacoplados,
temost
|sT~A)= pg(s)
Por outro lado, ¢ claro gue en todo sistema escalar, temos:
pg(S)lm(S) . (2.1.10)
sendo m(s) o polindmio minimo de A (ver (1.1.6)).
E tendo en vista que m(s)‘ |sI-A|, podemos concluir:
Em t odo sistema escalar controlavel e observavel temos:
m{s) = [s1-Al &
OU aindas Todo sistema escalar em que m(s) # |sz-4| € incontro-

- .
lavel e/ou inobservavel.
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Exemplo:
1 9 1 b1
A=l0 1 0| ; b=|b,|; c=o; o, 03];d::0
2
1 o 2 by
(s=1)(s=-2) 0 o |
adj(sI~A) = 0 (s=~1)(s=2) 0
(s~1) 0 (s-1)2

|sT-Al = (s-1)2(s=-2)

e m(s) = (s=1)(s=2) £ |sI~-Al

b, b, b,
Posto[b Ab A°b] = Posto|b b, - b =2
o0Sto = ) 2 2

bg by +2bg 3b1+lpb3‘|

E 0 sistema ¢ de fatc incontrolavel Vbl, by, b3 (mas observavel
para cy,c, 0 ¢4 apropriados, como pode ser verifioado facilmen-
te: )
§§§
Dada a funcao de transferénciat

gl{s) = c.adj(sI~A)ob + d ,
|sI-Al .

(2.1.9) estabelece uma relagao entre os denominadores da fungao
de transferéncia antes dos cancelamentos (isto &, |sI-Al) e de-
pois dos cancelamentos (isto, pg(s)) de fatores cemuns Nno 'nu-
merador,

Estamos interessados agora en investigar a relagao
entre os numeradores de g(s) antes e depois dos eventuais cance-
lamentos de fatores comuns do denominador.

g(s) = c.adj(sI-A).b + |sT-Al .4 (2,1.12)
[sT~A|
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E apés 0 cancelamento de eventuais fatores comuns:
P (s)

= ko g
Pg(S)

g(s)

As raizes de k?g(s) sao OS zeros da funcao de transferéncia.
Seguindo Rosenbrock (ver (9a)), definamos 0S zeros deo sistema
do seguinte modo:

Seja P(s) dado por (2.1.4). Entao:

Se (P(s)| =0 , {Zeros do sistemak = {Ra{zes de lsI-A!}

. (2.1.13)
Se |P(s)|F o0, {Zeres do- sistema} = {Raizes de (P(s)l}
OI‘a, de (10109), vems:
sI=-A b
= |sI-A]. (co(sInA) b + d)
-C d
= |sI=4|. c.adj(sI-A).b + IsI~Al.d
[sI-A|
= 6.adj{sI-A}b + |sI-A|.d (2,114 )

Comparando ( 2 1 e (2.1.12), verificamos que se |P(s)# o »
0s zeros do sistema sao as raizes do numerador da funcao de
transferénecia antes do cancelamente de eventuais fatores comuns
de lsI—AI.

Suponha-se |P(s)lF 0 e seja:

lP(SH — kl(?s(s) , sendo LPS(S) ménico (2.1.15)
Entaao tomos:

Proposicao 2.1.16:

se |p(s) F o0,

Ps(s) = LP (s). pe(s)pr(s) (2.1.16)
per( S)
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Gm efeito:
Através das operagoes ja conhecidas para a eliminagao dos modos

desaooplados da matriz do sistema, obtemos sucessivamente:

SI-A b] [rl(s) | bﬂ T,(s) bﬂ

L =c d | -c d =Cq d

E consequent emente:

sI-A b (o) T,(s) b (s) ) Ty(s) by
= k,p (s = k. k,p.(s)pi(s -
-C d 1 ¢ - d 172%e T -cq d
= k3pe(s)p}(s)(cloadsz(s).bl + ‘Tg(sﬂ .d) (2.1.17)

-~ .
O a, sabemos que a fuh¢ae de transferéncia nao se altera quando

os modos desacoplados sao eliminados. Entao:

gls) = k z (:) = ©og.adjT,(s)ob, + [T,(s).a
& ] [T, (s)|
"o ©j.adj T,(s).b, + ITz(sH od = k[Tz(s)lggég; (2,1.18)
Mas de (2.1.8) e (2.1.9) vem:
p(s) =k, l’l‘g(s)\
Substituindo em (2,1.18):
c,.ad} T,(s).b, + 1T2(s) d= kg §g(s)
De (2,1.15) e (2.1.17):
k'qg(s) = kg p_(s) p!(s) kg yg(s)
7o Pgls) = kg ks, Egié’Pe‘S’Pr‘s’ (2,1.19)

Kk p\'(3]."( S)

Camo todos os polinSmios em (2,1.19) s3o monicos, teremos for-
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¢cosamentes

k, &, _

3 5 = 1 , donde se segue o resultado (2.1.16).
Kl .

QO EO D'

Comparando (2,1.16) com (2.1.9) verificamos a "sinetria"
das nogoes de zeros a polos e podemos concluir ipso facto que a

nogao de zero do sistema introduzida por Rosenbrock 6 adequada.

Exemplo:
-1 0 0 0] [0
-1 -2 0 0 1 _
A= ' ; b= s ¢ =]|1 0 1 2] s d=20
0 0 -2 0 2 -
0 0 0 -3 1

E facil verificar que -1 =é O unico modo desacoplado da mer a-
da _Donde:

p (s) = s+1
e .

E também:

p (s) = pt(s) = s+2
r - r .

Por outro lado, efetuando-se, vem:

gls) = L(s+ 5/2)
(s+2) (s+3)

Dondes
() = + 5/2
g () = s+
TR Pl (ss1)(se2) (s45/2) 7o Quls) = (s41)(s+2) (s+5/2)
S o sss
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Observacao 2.1.20:

Quando lP(s)l = 0 e claro que tanto g(s) como L?g(s) sao i-

denticamente Nulos e consequentemente (2.1.16) nao vale heste
caso. Observe-se,entretanto, que o0 resultado geral demonstrado
em (9a), equivalente a (2.1.16), é apresentado en forma diversa,
nao polinomial. No easo particular em que |[P(s)] = 0, a fun-
cao de transferéneia N30 tem zeros, e a relagao entre 0S ze-

\

ros do sistema e es modos desacoplados &t

{Zeros do sistema) = {Modos desacoplados da entrada] + {Modos
desacopladoes da resposta& - {Modos desa-

coplades da entrada e da reSposta}

Exemplo: -
-1 0 0 .
A= s b= § o=|1 0]; d=20
0 -2 1

E facil ver ques

gls) =0

{zeros do sistema) = |-1, -2}

{Modos desacoplados da entrada) = {—1}

{Modos desacoplados da reSposta‘S = {-23

- - - k4
2.2 Sistemas multivariaveis

Nao ha unanimidade entre os pesquisadores de Sistemas
lineares a respeito das defini¢des de polos e (principalmente)
de zeros em sistemas multivariaveis.

Seja G(s) mma matriz definida sobre o corpo das fun¢o-

es racionais, Em analise classica (ver (11), pg. 241, apud (10))
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diz-se que um numero ¢ um polo de uma matriz se e somente se ele
for un polo de pelo menos un elemento da matriz, g,analogamente,
um ndmero € dito um zero da matriz se e somente se ele for um
zero de pelo menos un elemento da matriz,

Suponha-se agora que G(s) seja a matriz de transferén-
cia de (1.1.1) dada por (1.1.5}. Neste caso, a definigae acima
de zero, apesar de adotada por alguns autores ({(12)-(14) apud
(10)), nao satisfaz as interpretacoes "fisicas" dos zeros em
sistemas escalares (\;er gecgao anterior).peis & claro que um
zero colocado na posicao (i.,j) da matriz de transferéncia so
bloqueara O respectivo modo da entrada na i-:sima componente da
resposta e com a cendigao que 0 Modo so apareca na j-esima COM-
ponente da entrada.

A nog¢ao de polo dada acima, pelo centrario, satisfaz
a interpretagio "fisica': todo polo aparecera como modo de pelo
menos uma componente da resposta. Tal nogcdo de polo da matriz de

transferéncia e adotada por muitos autores (ver por ex. (6), pg.

85 e (10)). §§§

Por outro lado, o polindmio caracteristico de uma ma-
triz de transferéneia G(s) - usualmente definido (ver por ex.
(6), pg. 219) como 0 menor denominador comum ménico de todos os
menores de G(s), ou por outras palavras, & 0 m.m.co mgnico dos
denominadéres de todos os menores de G(s). (Como e usual, supSe—
se que todos os elementos de G(s) sao jrredutiveis).

E claro entdo que todo polo (de acordo com a definigao
acima) de G(s) sera uma raiz do polindmio caracteristico de G(s).,

o~ - .
mas nao ha necessariamen¢ qoincidgnoia quanto ao grau de multi-



plieidads, conforme pode ser verificado no seguinte:

Exemplos
- 1
nE s+1
G(s) = .
- 1
s+ 2 s

D, acordo com a defini¢cdo aeima, vemos que O, -1 e -2 sdo polos
de G(s)
- . . "o, Fd @
E e facil verificar que 0 polinomio caracteristico de G(s) e:
o .
s“(s+1) (s+2),
. §§§

Seria conveniente quo, tal como morre nos sitemas es-
calares, os polos de G{s) tivessem grausde multiplicidade idén-
ticos aos das respectivas raizes de polindmio caracter{stico.

Por esta razao e por outra que veremos mais adiante, adotaremos

a seguinte:

Definigao 2.2, 13

Os polos de uma matriz da transf eréncia G(s) sdo as raizes do i«
» ~ c

polinsmio caracteristico de G(s), ou seja, sao as raizes do me-

nor denominador comum ménice de todos os menores de G(s).

Portanto, de acordo com esta definigao, tanto para sis—
ternas escalares como para Sistenas mult¥ariaveis temos:
{Polos?da matriz (funcao) de transferéncial = iRa:fzes do poli-
némio caracteristico da matriz (fungoe) de transferéncia)
Observe-se porem que, aocomtrario do que ocorre em Sis-
temas esoalares, o0 grau de multiplicidade do un poloide uma ma-
triz de transferéncia ndo significa (como pode ser verificado

facilmente NO exemplo acima) que o respectivo modo vai aparecer
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na resposta do sistema ao impulso com o0 mesno grau de multipli-
cidade. Tal fato, alids, & favoravel a outra definicdo de polo
de sistemas multivariaveis mencionada no inicio desta secgao.
A razae principal da nossa preferéncia pela definicdo 2.2.1 vai
aparecer mais adiante, )
§§§

Rosenbrock ((1), pg. 113) define os pelos de uma ma-

triz de transferénoia como as raizes dos denominadores da forma

de McMillan de G(s), ou-seja:
" P ,
{Polos de G(s)} = ‘IRa{zes de r\\r Y, (s) S s (2,2.2)
i=1

sendo ¢ o posto (sobre o corpo das fungoes racionais) de G(s).
Vamos demonstrar a equivaléncia de (2.2.2) e da defi-

nigao 2,2.1 atraves det

Proposicao 2.2.3:

0 menor denominador comum monico de todos os mmores (nae nulos)

P

de uma matriz de transferéncia G(s) é ﬁ &‘J_(s) , onde L|J,(s)
. i 1

i=1
Ci= 1,p) sio 0s denominadres da forma de Mc Millan de G(s) e P

é o posto (sobre o oorpo das fungoes racionais)de G(s).

Para demonstrar a proposigao acima, Vamos usar o se-

guinte resultado obtido por Rosenbrock ((1), pg. 114):

0 menor denominador comum ménico de todos os menores de ordem k

(x = 1,?) de uma matriz de transferéncia G(s) ¢ o denominador

k
TT €5(s)

obtido de _i=l depois que todos os fatores comuns foram
A=

Ty (s)

i=1
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cancelados. ( €.(s) e Y, (s) sao respectivamente os numeradores

e denominadores da forma de M¢ Millan de G(s),)
Ora, tendo em vista este resultado’ para demonstrar a
Proposicao 2.2.3 basta provar que o menor denominador comum de

, o ¢
£1(S) , 81(35) 52(5) s eccoae El(ﬁ\ tz(b)ooo.ouoﬁ?(_s) e‘ /r'l} \{),(S) .
q’i-(S) Lpl(s) q)z(,S) Pq(® \pz(s)...o.“\{)?(s) i=1 '%

Mas sabemos que (ver (1.2.6):

:?"‘

H
=t
ok

Ei(s)‘ tieals) 32

ot

Lpi+1(8)‘ Py ls) 5 i =1,¢-
Ei(s) e '\Pi(s) (i= T,"’\S') ndo tém fatores comuns

Donde se cenclui:

El(s) e Lyl(s) nao ‘tem fatores comuns
E (s)E,(s) e Y, (s) ndo tém fatores comuns porque £,(s) e qJZ(S)

~ ~ .
£
nao os tem e El(s) 2(s)

c s ©o & 0

P
I:fl Ei(s) e kf)r(s) nao tém fatores comuns porque Ef(S) e LV?(S)
nao os tém e 5i(s) | Ef(s) (i = 1,?-1)
Consequentemente Y (s), Yy(s)s «ooe LP?(s) permanecen intactos em

pelo menos un dos elementos de

o p
' £, (s)
81(8) ) 61(5)52(5) y sececoecy :1.—!1 1 SA e portanto W‘Pi(s)
(s) i=1 —.
Y1t ‘Yl(s)‘VQYS) ﬁ%’i(S) i

i=1
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¢ realmente o menor denominador comum procurado.
Q,A EO DO

Estabelecida a equivaléncia entre.(2.2.2) e a definigao
2.2,1 , vamos agora investigar a relagao entre os polos de G(s)
€ os polos dO sistema, definideos, COMO ViMOS, como as raizes de
lSI"AIo
Considremss a matriz do sistema (1.1.1):
: sI-A B ‘
P(s) =
-C D
Atraves da eliminagae dos modos desacoplados da entrada e depois
dos modos desacoplados da resposta que restaram, obtemos sucessi-
vamente:
T.(s) B T, (s) B
1 2
P(s) — —_— :
-C D -C
| sto aoarretat
-A| = ~ = '
|s1-al = ky p(s)|T(s)] = % k, p (s) pr(s)[Tz(s)]
Tk ky pe(s) pr(s) |T2(s)l

_ 1

—_—

(2.2.4)

per(s)

Efetivamente pode-se demonstrar que (ver (1), pgs. 66 e 113):

I LEXUEXUN (2.2

per(s)

onde pGr(S) 6 o polindmio caracteritico de G(s).

(0 resultado acima, (2.2.5), do qual (2.1.9) é un case partiocu-

lar, é expresso por Rosenbrock em forma diversa, ndo polirggrgial.)
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Exemplo:
(-1 ] [0 0]
-2 (:) 0o o0 o 1 o 1]
A= ; B= ;3 C= ;s D=0
(:> -3 1 1 0 1 0 3 _
L -4 | 1 zJ

E facil verificar que:

lst-al = (s+1) (s+2)(5+3) (s+4)
p(s) = (s+1)(s+2)
p(s) = (s+1)(5+3)

P.(8) = s+l |

Efetuando G(s) = C(sI-A)"'B + D s podemos determinar pG(s) ou

pela definigao 2.2,1 ou por (2,2.2). A forma de Mc Millan de
a(s) é&:

1 0 .
M(s) =|s+h . o pG(s) = S+l4

0 0
§§§

-
E importante notar que an sistemas multivariaveis, ao
contrario do que ocorre em sistemas escalares (ver seccao ante-

rior) pode acontecer que pG(s)/l/m(S)

EXempl 0t
Seja o0 sistema controlavel a observavel:

:::B:C.‘:I2 D=0

| sT-al= (s-1)%

1 0
G(s) =] s=-1

0 1
s=1



Donde vemos que

m(s) = s-i

p (s) = (s-1)%

¢ §§§

Voltemos agora a nossa atengae para 0S Zeros em siste-

mas multivariaveis.

Ultimamente a definigcao de zeros de G(s) mencionada no
inicio desta secgao tem sido abandonada (além de (1), (9) e (9a),
ver por ex. (10), (17)-(26), (46) e (49)).

Adotaremos neste trabalho a seguinte definigao de ze-
ros de uma matriz de transferéncia proposta por Rosenbrock ((1),
pe. 113):

Os zeros de G(s) sSo as raizes dos numeradores da forma de Mc Mi-
1lan de G(s), ou seja:

4
{Zerps de G(s)} ::{Ra{zes de lefi(s)} ’ (2,2.7)

i=
onde p é 0 posto (sobre o corpo das fungGes racionais) de G(s)
e Ei(S) (i= T,’g?) sao 0s numeradores da~forma de Mc Millan de
G(s).

Vemos que essa definigao é simétrica oom relagho a de-
finig3o de poles de G(s) (ver (2.2.2)), indicio de que 3 uma de-

finigao adequada.
§§§

Por outro lado, estamos interessados também, tal como
Nnos sistemas escalares, em definir os zeros do sistema, Seguindo
Rosenbrock (9a) seja B{s) a matriz do sistema dada por (1.1.3).

Construamos 0s menores:



-0

Pl 2,.0.,n,n+11,..o,n+ip

1 z,uoo,n,n"}‘,}l,ooo,n*J?

Qu seja, os menores acima sao formados a partir de P(s) com as

(2.2,9)

linhas de ordem 1,2,Mo,n,n+il,n+12,”°,n+i e com as colunas

¢

de Ol’dem 1’2,Ooo,n9n+jlyn+32,ooo ,n'l'j

- sendo:

1;Cig<C 0000 i? -

G1< 3p<eeee < Gy

n+ p ¢ 0 posto (sobre o corpo das fungbes racionais) de P(s)
0<pg min(m,q)

Os zeros do sistema sae definidos como as raizes do m.d.c. de

todos 0s menores (Nn&o nulos) da forma (2.2,9)
§§§

Tal como nos sistemas escalares, estamos interessados
@n inveskigar a relagao entre os zeros do sistema e 0S zeros da
matriz de transferencia.

Seja entdo LPG(s) 0 polin6mio ménico oujas ralzes sao

0S zeros de G(s), ou sejas

(g (s) = Wus) : (2.2.10)

1_1,
E seja Qs(s) 0 polindémio ménico cujas raizes sao os zeroes do

sistema, ou sejat

Pl,ooo,n,n-l-il,ooon-‘l"i‘)L (2.2011)

>~ .
(8) = m.doc. monico de . .
L?S( ) lgopo,n,n'FJl,aoon'FJﬂ{
v d

Temos entao: .

Proposicao 2.2,12

Gs(s) = gg!s) Pe(;)’Pr‘S’ (2.2.12)
per s
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(Vamos demonstrar a igualdade acima somente para o caso em que
f=m= g « Para o caso geral ver {(9a), onde o resultado & expres-
so en forma diversa, naoc polinomial.)
G efeito, através das operagdes ja conhecidas para a elimina-
cao dos modos desacoplados, obtemost
[SI—A Bl [Tl(s) B]] | [rz( s) BlJ

_ —

-C D | -C D -6, D

Ora, sendo p= m=4¢g , temos:

sI-A B

Qs(s) =k 3k # 0 (2.2,13)

-C D

E por outro lado:

sI-A B T,(s) B A To(s) By
o o= k, pyls) . = k, kg p,(s) pL(s) o, o
Donde:
. T,(s) B
Pg(s) = Ky kp kg pols) p(s) 7277 1 (2.2.14)
Per(S) —cl
Mas de (1.1.9):
T,(s) B -1
20 1= 7,080, ToM(s) By + ]
1
= |1, (s)|-|apls)] = [ra(s)|-|as)] (2,2.15)
Do (2.2.4) e (2.2,5) vem:
| ¢
|T2(s)l = k), pG(s) = k, Elwi(s) (2.2,16)
E por outro lado: 0
TT e (s)
leo(s) = lats)] = kg =1 = (2.2.17)

/ﬁkl)i(s)

i=1
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De (2.2.14) a (2.2.17), vem:

(s) =k ky ko k k P.(s) Pr(s) FTJE (s)
2

37475 —
per(S) i=1

De (2.2.10) e tendo en vista que todos 0s polindmios da expres-—

S30 acima S30 monicos obtem—se O resultado (2.2.12)
Q.E.D.,

(2.2.12), do qual (2.2.16) é um caso particular, P
case—particulor, e uma relagho gue mostra a "simetria" (ver
(2.2.5)) entre as nogoes de polos do sistema e zeros do sistema,
por um lado, e entre polos da matriz de transferéncia e zeros da
matriz de transferéncia por outro, Esta simetria e o fato de
(2.2,12) e (2.2.5) serem generalizacos de relagoes validas para
sistemas escalares (ver (2.1.9) e (2.1.16)) constituem o motivo
principal da nossa prefer8ncia pel a defini¢ae de polos da matriz
de transf eréncia adotada neste trabalho (ver as ceonsideragoes Nno

inicio desta seccao),

Observagao 2.2.17a
Se p= 0 an (2.2.9) & claro que (ver (1.1.10)) a(s) =0 e \{)G(S) =0

e consequentemente (2.2.12) ndo vale, pois neste caso {q(s) = |sT-4l,

Tal oomo no saso escalar (ver Observagao 2.1.20), deve-se notar,
entretanto, que o' resultado geral demonstrado em (9a) equivalen-
te a (2.2.12) ¢ apresentado en forma diversa, nao polinomial,

No caso especial em que p= 0, e matriz de transferéncia nao tem
zeros 0 a relacdo entre 0s zeros do sistema e os modos desacopla-
dos et

f(Zeres.». do sistema) = {Modos desacoplados da entrada) + IModos de-

sacoplados da respostal ~ jModes desacoplados da entrada e da}
resposta
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Antes de investigarmos algumas propriedades doszeros em
sistemas multi‘varié‘veis, comparemos as definigoes de Rosenbrock
com algumas outras que apareceram ultimamente na literatura ecg-
pecializada,

Wolovich ((17) e (19)) define os zeros de G(s) do se-
guinte modo:
i) Utiliza o fato conhecido ((2',;) apud (10)) que qualquer matriz
G(s) definida sobre o corpo das fungoes racionais pode ser fa-

torizada (de forma nao unica) em

G(s) = D" 1(s)N(s) = f(s)D " (s) , (2.2.18)
sendo D(s) e N(s) matrizes polinomiais relativamente primas a
esquerda enquanto que N(s) e D(s) sfo matrizes polinomiais rela-
tivamente primas a direita. (Ver respectivas definicdes em, por
exemplo, (i) pg. 70 ou (43), pg. 36). Para verificar se duas ma-
trizes sao relativamente primas 5 esquerda, pode-se usar 0 segui-
te critério necessario e suficientes
Posto[D(s) N(s)] =q Vsel , sendo B(s) uma matriz qx q.
E para verificar se duas matrizes polinomiais sao relativamente
primas a direita, temos o resultado dual:

ﬁ(S) -
Posto| =q VYsel , sendo D(s) uma matriz gx q.

N{s)
(Algemonstragao desses critérios pode ser encontrada en (1), pg.71)
ii) Chamando N(s) e ﬁ(s) "numeradores” de G(s), demonstra que
dois numeradores de G(s) sao sempre 'equivalentes', isto é,
N(s) = r(s)N(s)als)

sendo R(s) e Q(s) matrizes unimodulares.



L=
i11) Os zeros de G(s) sao entdo definidos como os valores s'e ¢
para 0s quaist
Posto N(s*) < Posto(sobre 0 corpo das funcdes racionais) de N(s)
iv) Demonstra quelse un sistema for controlavel e observavel,

¥ '
se¢ sera un zero de G(s) se e somente se:

T - A B ’ SI-A B :
Post ‘ Posto 2.2,1
%% | ¢ o| & F(s)| _g n| ?)

onde Postoc denota o posto sobre o corpo dos complexos e
PostoF(s) denota o posto sobre o corpo das funcdes racionais.
§§§
Comparemos a definigao de Wolovich com a de Rosenbrock.
Suponha-se, para facilitar, que G(s) ja esteja na forma de

Mc Millan e que pP=m= g , OU S eja:
a(s) = diag( Ei¥s) y | (2.2.20)

1= 1,p

g _(s)
i+l

¢ (s)
1

Wi+1( s)‘ \{)i(s)

Fatorizemos G(S) do seguinte modo:

G(s) = ( diag(y,(s)) )-1 diag(g,(s)) = p"1(s) n(s) (2.2.21)
nw1(S) O soeco o o o O \61(5) 0. uu. 07

o . o0 )

(o(s)  n(s)] =| - " - .
. oO. o o . ° o ® \l:;?(s) qo . . ° o © EP(S)__
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E facil verificar que o posto da matriz acima é p para todos os
valores possiveis de del, e ccnsequentemente a fatorizacho
(2,2.21) é valida para a determinagae dos zeros no sentido de
Wolovich, os quais sao 0s valores de s*¢C que reduzem o posto

de N(s) = aiag( €,(s)) . Ora, tendo en vista que Eﬂ.(S)‘Ei+ (s),

1

conclui-se que os zeros de G(s) no sentido de Wolovich sao as
raizes de E‘,(s). Oo(gno os zeros de G{(s) no sentido de Rosenbrock

s%o as rafzes de | 6i(s) , cnclui=-se que todo zero de G(s) no
i=1

sentido de Wolovich sera também um zero de G(s) no sentido de -
Rosenbrock, e vice-versa, mas a definicdo de Wolovieh (ao con-
trario da de Rosenbrock) nao indica o grau de multiplicidade de

cada zero,

Exemplos
Suponha-se uma matriz de transferdncia que ja esteja na forma

de Mc Millan:

] s=1 0 ]
3
als) =|(*B)7
0 (s=1)%
i (s+2)%

E facil ver que

(s+2)3 0 s=1 0
Posto

. : S = 2 VS*G(]:
o (s+2)® o (3_1)2J

Consequentemente G{s) pode ser fatorizado do seguimte modo:

- ...1
(s+2)° 0 ] s-1 0
als) = 6 (s+2)i 0 (8—1)2
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Donde se vé que s=1 e uUn zero de G(s) no sentido de Wolovich
( e a sua definicdo nada nos diz a respeito do grau do multipli-
cidade do zero).

Por outro lado G(s) ja esta na forma de MeMillan pois
sao satisfeitas as condigoes (2.2.20). Entao 0S zeros no sentido
da Rosenbrock sao %1,1,1} .

Observe-se ai nda que a redugao do posto de N(s) para s =1 8
igual a 2, diferente portanto de grau de multiplicidade do zero
no sentido de Rosenbrock.

§§§

Comparemos agora as duns defini¢cdes utifizande 0 outro
eritério de Wolovich (ver (2.2.19)). Ao invés de utilizar a ma-
triz do transferénocia para calecular o0s zeros de G(s), o segundo
criterio utiliza a matriz do sistema (supondo que o0 mesImo seja
controlavel e observéveDo
E claro, poréem, que este criterio € uma oonsequencia
imediata de (2.2.12), pois se o sistema & controlavel e observa-

vel, temos:

Pgls) = Ps(s)

Donde se conclui mais uma voz que todo zero de G(s) no sentido

- L 4 -
de'Wolovich e tambem un zero de G(s) no sentido de Rosenbrock,
e vice=versa, mas o criterio de Wolovich nada nos die a respei-
to dos graus de multiplicidade dos zeros.

- - . -

Seja ainda observado que, ao contrario do que se pode-
- "~ N Lad -

ria pensar, a redugao do posto da matriz do sistema nao J neces-
sariamente igual ao grau de multiplicidade de un zero, conforme

pode ser verificado no seguinte :
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Exemplo:
o -1 ) o] -1 o]
1 -2 0 0 i 0 0 1 0 0 0 o
A= ; B= ; C= - 5 D=
0 0 0 -1 0 o 0 0 0 1 0o 1
0 0 1 -2 | 0 -y

Pode-se verifcar facilmens quﬁeste sistema €& controlavel € obser-
-

vavel,

Para determinar quais os valores de s que reduzem o posto de

sI - A B

o R ' rd A rd > .
s 0 unico metodo sistematico e determinar o m.d,c.
~C D

dos menores de ordem maxima, O que ja nos dara ipso facto os zeros
de G(s) no sentido de Rosenbrock com os respectivos graﬁ de mal=-
tiplicidade,
No caso presente a matriz do sistema e quadrada, e efetuando, ob-

-
tem-se:
sI - A B
= (S'-l)3

-C D
Donde se conclui:
1 & zero de G(s) no sentido de Wolovich

{1,1,1} sdo os zeros de G(s) no sentido de Rosenbrock.

Observe-se agora que para s* = | , temos: _
1 1 0 0 -1 0

-1 3 0 0 1 o

0 0 1 1 0 0

s*I - A B -
=10 0 -1 3 0 -L

-C D

) 0 -1 0 ) 0 )
0 0 0 -1 0 1
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E facil verificar que:
s'T - A B
Posto = N
-C D
| sto mostra que a redugao do posto (6 -4 = 2) nio é igual ao grau

de multiplicidade do zero no sentido de Rosenbrock (3).
§§§

Desoer e Sahulman {(10) de—finem os zeros de G(s) da

mesma forma que Wolovich e demonstram que:
i) Se un sistema tiver igual numemo do entradas e safdas os ze-
ros de G(s) sdo os polos da matriz de transferéncia do Sis-

tema inverso e vice-versa,

ii) Se a for un zero de G(s) entdo existe un vetor u; (cons-
tanto) diferente de zero tal que se a entrada for u(t) =
= ul. eat 0 modo ¢®% nao aparecerd na reposta,

Como todo zero de G{s) no sentido de Desoer-Schulman
€ tambem um zero de G{s) no sentido de Rosenbrock, e vice-versa,
conclui-se que as duas propriedades acima valem tambem para os
zeros de G{s) no sentido de Rosenbrock quando os graus de multi-
plicidade nao sao tomados en consideraggp; Resta a verificar, po-
rem, se as duas propriedades permanecem validas quando se leva
en consideragao os graus de multiplicidade dos zeros de G(s) (no
sentido de Rosenbrock). Ora:
i) A forma de McMillan da matriz inversa de G{s) é a matriz in-

versa da forma de MeMillan de G(s). Donde se eonclui que a pri-

- - -
meira propriedade permaneoe valida quando os zeros e peolos
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sao computados segundo 0s seus graus de multiplicidade.

ii) Vamos verificar que a segunda propriedade nao permanece vd-
lida quando os zeros sao Uomputados segundo os seus graus de

multiplicidade por meio do seguinte contra-exemplo simples:

S=a 0 )
dl(si uy
G(s) = ;. uls) = 1
6] sS—a ' (S_a)z up

dz(sf

Suponha-se que:

dl(s) e dz(s) S80 monicos
(s~a)] aj(s) , (s-a) [ day(s) , dy(s)| a;(s)

Con as hipoteses acima G(s) esta na forma de MeMillan, a sondo

un zero de G(s) (no sentido de Rosenbroék) com grau de multipli-

. - L at C
cidade 2. Ora, e faeil ver que o modo € aparecera na resposta

L4
a nao ser que u, = Uy = 0.

1 §§$

Davison e Wang (18) definem zeros de transmissdo do
sistema (1.1.1) como os valores s*ec © tais que:

T - A B
Posto ¢ n + min(m , q) (2.2,22)
-C D .

Definem por outro iado un sistema degenerado como aquele en que:

s1 - A B
Posto ' ¢ n + min(m,q) V se(C (2,2,23)
-C D ,

Portanto, quando o sistema e degenerado, 0sS zeros de transmisséo

sao todo o plano complexo.
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Comparando (2.2.22) com a definigao de zeros do siste-
ma de Rosenbroak, verificamos que se o sistema nao for degenera-
do, todo zero de transmissao sera um zero do sistema, e vice-
versa, mas a defini¢ao de zeros de transmissdo nada nos diz a
respeito dos respectivos graus de multiplicidade.

Para verificar que a reducao dolposto da matriz do sis-
tema nhe e necessariamente igual ao grau de multiplicidade do
zero do sistema, basta considerar o exemplo ja resolvido, en
que o sistema além de nSe ser degenerado, era controlavel e ob-
servavel (ver o exemplo ao final do estudo sobre a definigao de

zeros de G(s) no sentido de Wolovich, pgs. 47s.).

§§§

Observacao 2.2.24

Davison e Wang (18) interpretaram a definig¢ao de zeros de G{s)
de Rosenbrock como sendo as raizes de Els). E, ao que parece,
esta foi também a interpretagio de Wolovich (17) ao afirmar a
equivalénecia da sua definicdo a de Rosenbrock. Que tal interpre-
tacao & errdnea pode ser verifi;:ado das pr(;prias palavras de
Rosenbrock (ver (1), pg. 113 e (9)). Ver também o recente tra-
balho de Francis e Wonham (35%) no qual e apresentada uma nova

- ~ - - > L] Lind
definicao de zeros de transmissdo que coincida com a definigao

de zeros da matriz de transferéncia de Rosenbrock.

Observacao 2,2,24a

Doravante, neste trabalho, sempre que falarmos en zeros do—sis-

tema e zeros da matriz de tran feréncia, estaremos nos referindo

as defini¢gcbes propostas por Rosenbrock,
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verifiguemos agora, a titulo de exerci’cio, a relagao
entre o zeros de G(s) e os zeros de |G(s)] para sistemas en que

Pgpto G(s) = m = q.

Proposicao 2,2,2Lb:

Para sistemas an que Posto G{s) = m = q, temos:

5 _
lG(s)l = (?G(S) s sendo k uma constante, ou:
PG S

{Zeros de la(s)l} — {Zeros de G(s)}

{Polos de la(s)l} = {Polos de G(s)}

Vamos demonstrar este resultado de dois modos simples:

i) T |sI-A B ’ -1
eis) = | = |sI-A].|C(sI~4)""B +D| = [sI-4|.[G(s)
[B(s)l = k 9 _(s) = ¥ fals) Pe(s) p.(s)
S Pe]f‘z S)
ISI-A! = pG(S) pe(s) pr(s)
Po.(s)
Das tres igualdades vem:
|G(s)l = k LPG(S)  Sendo de netar que pode haver fatores oo-
p s
G

muns a (PG(S) e pG(s)o
ii) Seja M(s) a forma de McMillan de G{s). Entao:

m
Tr €;(s) - g (.PG(S)

la(s)] = klmu(s)l = x _i=1

143} P
7. Wi(S) @

i=1

]

§§§
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Investiguemos algumas outras propriedades dos zeros em
sistemas multivariaveis.

Rosenbrock (9a) demonstrou que quando un sistema e sub-
metido d realimentagao da resposta permanecem invariantas: .
i) O0s Z(;ros do sistema
ii) Os zeros da G(s)
iii) Os modos desacoplados da entrada

iv) Os modos desacoplados da resposta

v) Os modos dosacoplados da entrada e da resposta.

. ; -
Vejamos agora o0 que ocorre quando um sistema e subme-

tido a realimentacao do estado:

Proposicao 2.2.25

. - . -
Quando un sistema e submetido a realimentacao do estado permane-
cem invariantes:

(a) 0s modos desacoplados da entrada

-

(b) Os zeros do sisema se ele nao for degenerado e se 0o numero

de entradas for igual ao de saidas.

©sls) p.(s)

(c) A funcdo racional se forem satisfeitas as con-

per(S)
dicoes em (b).
Demohstraggo:
(a) Seja:
u==kKx+v
A matriz do sistema passara a ser:
sI-A=-BK B

-C~DK D



M asr
[s1-a-ex Bl = [s=-4 B 1 o

-K I
Ora, O.S polindmios invariantes nao Se alteram COM este tipo
de operagbes elementares (ver por ex. (2}, I, pg. 1b1).
Por outro lado, 0 m.d.c. de todos OS menores de ordem n de
[sI-A B] S igual ao produto de seus polinomios invariantes.

Com efeito (ver (1.2.3)):

p, (s) - — i = 1,n , sendo:
i-1
Do(s) =1

Di(s) = medsc, de todos 0s menores de ordem i
Dondes

n

D (s) = p,(s).D _,(s) = pn(s).pn_l(s).Dn_z(s) = eee= p, (s)

i=1
Mas o0 m.d.c. de todos oS menores de ordem n de [d-A B] e,
como vimos, o polindmio dos modos desacoplades p,(s).

. ~ N . . ~~ @
E como 0OS pelinomios invariantes permanecem identicos apos a
realimentacao do estado, concluimos que pe(s) tambem nao se
altera, 0 que demonstra (a),

(b) Suponha-se p=m = q

sI-A=-BK B sI-A B |I o
[-C-DK D B [-c D|| =K I
Dondet

sI~A-BK B |sI-A Bj

k (PS(S) , O que demonstra (b).

=“C-DK D -C D

Observe-se que se m# g OU se (Dré m = (g , alguns dos menores



-5l
de ordem maxima da matriz do sistema ndo conterdo as n pri-
meiras linhas (colunas) e portanto 0 m.d.0. dOS menores de Or-
dem maxima nac Sera o pelinémio cujas raizes sao 0S zeros do
sistema (ver (2.2.9)),

Seja dite de passagem que as raizes do m.d.c. de todos es-

tes menores de ordem maxima seriam Os zeros do sistema de a
cordo com a primeita definigao de Rosenbrock (9), corrigida
posteriormente (9a).

(c) Este resultado é uma econsequéncia imediata de (a), (b) e
(2,2.,12),

Por este resultado vemos que por meio da realimentagcao de es-
tado, un sistemn inobservavel pode se tornar observavel, e
vice-versa: NO primeiro case 0S Modos desacoplados da res-
posta passam a ser zeros de G(s) o no segundo caso pelo menos
un dos zeros de G(s) passa a ser modo desacoplado da resposta.
E claro também que se 0 sistema for observavel antes e depois
da realimentagao de estado, os zeros de G(s) permanecerao in-

varianteso

Exemplo:
-1 1§ (4] '
A= , B= |, c=[1 o] ,p=1
[¢] -2 1
si-A
= (s+1)(s+2) = @ (s) , p (s) = s+1 , p _(s) = s2
s r
-~C D , .
sI~A-BK Bl |s+1 0 0
-C-DK D B ~leq s+2=ko 1= (s#+1)ts+2) .
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P, (s) = s+1 , p. (s) =1
K K .

-1 o e
— 3 - Ao froacd 542 e o = o
GK(S) (can)(sI A-BK) "B + D S+ @GK(s) S+2

§§§

Vimos que Desoer e Schulmam (10) demonstraram que se

% for un zero de G(s), entao 3“1 # o tal que se a entrada for

. ot
u(s) = "1 , omodo e = nao aprecera na resposta.
5=

Pergunta— se agora como podemos bloquear o modo Xt per-
mitindo que uy seja qualquer, Para responder a esta pergunta,

introduziremos primeiramente a seguinte:

Definicho 2.2,26

. . . C -~ ©
Os zeros de blogqueio de un sistema multivariavel sae as raizes
do m.d.c, de todos os numeradores da matriz de transferéncia &%

G(s).

Observacao 2.2.26a

- - C
Na definigao acima supomos, como € usual, que nio ha fatores co-

muns entre numerador e denominador de cada elemento de G(s).

- - - - -
A utilidade da definigae acima aparecera no desenvolvimento que
se segue:

Suponha-se que a entrada de un sstema multivariavel e

T
U(S) = 1 [ul(S) cecoe s s um(s)] 2 (202027)
sendo qS(s) e ui(s) (i = 1,m) polinamios) gue SUPOMOS. Sem per-

~ .
da de generalidade, sem fatores cancelaveis.

Seja G(s) a matriz de transferéncia do sistema:
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a——c ————

G(s) = “gij(s)" 3 i=1,9 ; Jj= 1,m (2.2.28)

Suponhamos que se deseja que G(s) seja tal que todos os fatores
de d)(s) sejam bloqueados independentemente dos valores de ué(S)
(i= T,m). Qu por outras palavras, deseja- se que nenhum dos fa-
tores de Ci)(é) apareca nas componentes da resposta v, (s),

(i= 1,q9) para quaisquer usfs), (i= 1,m).

Vamos demonstrar que:

Proposicae 2.2.29

0 sistema cuja matriz de transferéncia ¢ G(s) e cuja entrada &
dada por (2.2.27) bloqueara todos os fatores de ql)(s) com ui(s)
(i = I,m) arbitrarios se e somente se todas as raizes de Qb(s)

forem zeros de bloqueio de G(s).

Gm efeito:
(a) Suficiéncia
Seja:

y n, .(s) . — . o , _
g, .(s) = i3'7" 3y i =1,9 3 Jj= 1l,m (2.2,30)
i dijfsf

- C
Entao a i-esima componente da resposta serat

2 Bon, (s) -u.(s)
y.(s) = Zg. (s) u.(s) = Z_ ij 3 (2.2,31)
i h 1J J £
=1 \ =1 dij(s) Pls)
d(s)
E ¢ claro que se ¢(s)|nij(s) os fatores de ¢(s) nao apare-
cer &~como modos da respsta.
(b) Neoessidade
alguma raiz

Suponha-se que as=wedemes de (i)(s) nao sejam zeros de bloqueio.

Entao Jk,0. tais que
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$(s) | ny,(s) (2:2,32)

(s). u.(rs) ) ue(s)

g .\s = ) + g (s
=10k §0s) F AT I (O N
J

<
w’\
2
I
™
=
0
!
™
o

m

- g, (s) Bsls) o my,(s) upls) (2.2.33)
% kJ ¢ (s) : dke(S) P(s)
J

E da Ultima igualdade vemos que se u, (s) # 0, alguma raiz de
(P(S) apareceré' como modo da k-esima oomponente da resposta.

Q. E. Do

Exemplor
[ u,(s)
| (s-a) s=b)

u,(s)

| (s- a)l s—b)_
sendo u;(s) e u,(s) polindmios nao divisiveis por (s-a) e (s-b).

. at bt . .
Desejamos bloquear os modos e e e por meio de un sistema

de duas entradas e duas sa:fdas:

a(s) = ;e () = Mgls) a5 =1,2
8y () go2(s) +d d; 4(s)

Efetuando, obtem=se:

y,(s) = n ., (s) d;,(s) u(s) + nyp(s) d4(s) uy(s)

(s=a)(s=b) dll( s) d12( s)
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y,(s) = Hails) doa(s) uy(s) + ngp(s) dpy(s) uy(s)

(s=a)(s-b) d21(s) d,,(s)

Donde se vé& que:

Bloqueio de et e &Pt vy ul(s), u2(5)<:i>(s-a)(s—b) nij(s);
i,j = 1,2
§§§

!

Investiguemos agora a relagao entre os zeros de blo-

gueio e os zeros de G(s) (no sentido de Rosenbrock):

Proposicao 2.,2.34

Todo zero de bloqueio com grau de multiplicidade j ¢ un zero de
G(s) oom grau de multiplicidade maior ou igual a jp , sendo p o

posto (sobre o corpo das fungoes racionais) de G(s).

Gm efeito:

Seja G(s) = g(s; , sendo N(s} uma matriz polinomial e d(s) o
S

menor denominador comum ménico dos elementos de G(S).
Transformemos N(s) na forma de Smith:

S(s) = R(s), N(s).,q(s) , sendo R(s) e Q(s) matrizes unimodulares.
A forma de MeMillan de G(s) &, cemo sabemos,

M{s) = 8(s)
)= 85

Sejam pi(s) oS polingmios invariantes do S(S):

D, (s) .
1

D, _-(s)

i=-4

D (s) =1
[

p;(s) =
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Di(s) = me.d.c., dOS menores de ordem i de N(s)

Sej a q)(s) 0 polindmio ménico cujas raizes SA0 OS zeros de blo-

queio de G(s). Temos entao:

o'(s)ny(s) 3 i=Top

E portanto:

$(s) = ¢es)fp,0s) = Pl oy o1 (2.2.35)
(bi—l(s) i D, _,(s

Mas por outro lado, como sabemos:

Pi(s) = &i(S) 3 i ::-1—,-‘-5 R
d(s) q)iisi

sendo 8i(s) e Y (s) os numeradores c denominadores da forma
1

de MeMillan de G(S).
De (2.2.35) e tendo en vista que nae ha fatores comuns entre
d)(S) e d(s), vem:

Bis)| e (s) 5 1 =Tp

Mas:

p
(s) = 11 E(s)
ﬁPG s g s (s
Donde finalmente:
¢P‘S) Pyls) (2.2, 36)
Q.E‘D.
Ex emplo: :

Seja:



i

s-a 0 (s=a)(s~1)
(s+1)Z (s+1)(s+2)°
G(s) = s=a (s-a)2 0
(s+1) (s+2) (s+1)3
0 (s-a){s-i) s-a
N (s+1)2(s+2) (s+1)

Donde se vé gqgue a & un zero de bloqueio com grau do multipli-

. - .
cidade unitario.

G‘(S) = N(S) 2
dis

sendo?

als) = (s+1)(s+2)?

(a—a)(s+1)(5+2)2 0 (s-a)(s+1)2(s-1)
N(s) = (s-a)(s:%) (s+2) (s—a)2(5+2)2 ' 0
0 (s-a) (s-1)(s+1) (s+2)  (s-a)(s+1)(s+2)”

E portanto:

ﬂl(s) = s=-a .

D,(s) = (s=a)Z(s41) (s+2)

Dy(s) = (s-a) (541)7(+2)® [ (s-a) (s+2)* + (s-1)(s+1)3]
pl(s) = s-a

PZ(S) =:(séa)(s+1)(5f2)

p3(s) = (s=a)(s+1)(s+2) [(s-a)(s+2)u + (s-1)2(s+1)3J



-G
K s=a 0 0

(s+41)°(s52)°

M(s) = 0 s~a 0
(s+1)2(s+2)

0 0 (s=a) [(s-a) (s+2)%4(5-1)%(s+1)7]
) (s¢1)%(s42)

-

o’ @a(s) = (s—a.)3 ks-a)(s+2)h + (s-1)2(5+1)ﬂ

E portanto a & um zero de G(s) com grau de multiplicidade 3.
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3 RASTREAMENTO DE UM SINAL EM REGIME PERMANENTE

A soluca-~do problema do servomecanismo € certamente
un dos objetivos principais de toda a teoria e pratica de contro-
le de sistemas lineares e tem sido sempre objeto de pesquisa,.
(Ver por exemplo, entre os trabalhos recentes, (28)-(36), (45),
(53)-(55)).

O problema do servomecanismo sera estudado neste tra-
balho de acordo com a distingao classica: rastreamento de um Si-
nal e regulagae da resposta de un sistema submetido a perturba-
coes.

Para melhor compreensdo do primeiro sub-problema, co-

mecaremos estudando ost

3.1 Sistemas escalares

Estamos interessados em resolver o seguinte problema:

Dado un sistema S esealar (isto é, com uma entrada e uma saida),
determinar uma estrutura (da qual S sera uma parte) tal que a
resposta de 8 seja uma 05pia em regime permanente de un sinal
dado,
Seja entao:
Ss ¥ = Ax + bu (3.1.1a)

y = ex + du , (3.1.1b)

cuja funcao de transferéncia e:

g(s) = o(sI - A)_lb + d (3.1.2);
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Seja r(t) o sinal a ser rastreado.
Desejamos achar uma estrutura (daqual S sera uma parte) tg| que:

1im y(t) = 1im r(t) (3.1.3)
t—=w t—©

Definamos o erro entre o sinal e a resposta:

e(t) = r(t) = y(t) , (3.1.4a)
cuja transformada de Laplace et

e(s) = r(s) - y(s) , (3.1.4b)
Nosso objetivo & portanto determinar uma estrutura tal que:

v

lim e(t) = O . (3.1.5)
£ —00

Suporemos en todo este trabalho, sem perda de generalidade, que
todos os modos do sinal (ou seja, as raizes do denominador da
sua transfermada de Laplace) tém parto real nao-negativa, pois
o0s medos com parte real negativa desaparecem quando t —w.

Seja h(s) a fungao de transferéncia entre o erro e o sinals
e(s) = h(s) r(s) (3.1.6)
Uma maneira de obter (3.1.53) é fazer:

h(s) =0 , (3.1.7)

0 que se pode conseguir fazendo na figura abaixo:

f(s) = 1 (3.1.8)
g(s)
r(s)—s] f(s) s g(s) [—-svy(s) (Fig. 3.1.9)
Com efeito:
y(s) = gl(s) f(s) r(s) = g(s) _1__ r(s) = r(s)
, gls

~

o e{s) =0 , hi(s) =0.
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O primeiro inconveniente 6bvio desta estrutura é que f{s), a fun-
¢ao de transferéncia do compensador, nunca sera uma funcgao racion .
nal estritamente prépria (ver (3.1.2)),podendo ser uma funcido ra-
cional impreopria (sed= 0 , fato indesejavel pela razdo que
tais estruturas amplificam o"ruido" do sinal (e tratando- se de
sistemas discretos, tais estruturas nao ‘sao realizéveiskisica-
mente) .
Estudemos mai s detalhadamente O Sistema de compensacao da figu-
ra 3.1.9:

Seja:
(s) = Rgls) | (3.1.10)
8180 = dg(s$

sendo ng(s) e dg(s) polinbmios, dos quais o segundo e sempre

suposto (sem perda de generalidade) ménico.
d (s)

n (s
g . A}

[ ]

¢ = f(s):

Suponha-se agora que por erro de implementagao ou por perturbacgao

dos parametros nao se consiga f(s) exatamente igual a —%

IO

[ )
mas ao inves, 'tenhamos:

'
fi(s) = Qg(S) , sendo né(s) £ ng(s) e dé(s) #:dg(s) .
nt(s)
g
Entaos
() = als) £1(s) r(s) = g = GLs) (s \
dg(s nh(s

. e(s) =r(s) - y(s) =
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1
:e(s) = 2y & & O +F (3o1o11)

Da ultima expressao VEmMOS quet
a) n(s) # O (em geral) e portanto os modos de r(s) aparecerao
(em geral) no erro en regime permanente.

b) Se né(s) e dg(s) tiverem raizes instaveis (isto é, raizes

com parte real ndo-negativa), os respectivos modos também
aparecerae (em geral) NO erro en regime permanente. Qu por
outras palavras, a propria estrutura de rastreamento pode se

-
tornar geradora de modos instaveis Nno erro.

§§§

Conclui-se portanto que a estrutura de rastreamento da
figura 3.1.9 é péssima e foi discutida aqui apenas por motives
de ordem didatica.

A condigdo (3.1.7) & muito forte, Nosso objetivo e
(3.1.3), o qual pode ser consegiido com uma condigao bem mais
fraca. Qum efeito, se h(s) # 0, obteremos (3.1.5) se e somente
se (tendo en vistato teorema do valor final):

i ) O denominador de h(s) tiver todas as raizes estaveis
ii) Todos os modos do sinal dividirem o numerador de h(s)

Por outro lado, sabemos que Un sistema sem realimen-
tagho 6 muito sensivel. A teoria classica de controles nos en-
sina, com efeito, que deve haver realimentagao da resposta pa-
ra que o erro seja corrigido. Consideremos portanto a seguinte

estruturas
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+ e(s)

r(S)‘ S f(s) g(s) > y{s)

?

.y

(Fig., 3.1.13)

g(s) é a fungao de transferéncia do sistema S dado e £(s) (que
dese jamas seja racional) € a fungao de tansferéncia do compen-

sador a ser projetado,

Sejam
(s) = %8 g(e) = Pels)
. dg(s des)

Temos entdo (omitindo o argumento s)r

e = 1 -y

[

y:g.f.e a o r = e = gfe

e = r
1+ gf
o = d, « 9 2 (3.1.14)
ég £+ ng ne
Seja I
T(S) = ro(s) ) ‘ (3-1015)

Qés)

sendo ro(s) e d)(s) polin6mios. 4)(8) sera sempre suposto (sem
perda de generalidade) ménico e, como ja foi dito, com todas as
raizes com parte real ndo- negativao

De (3.1.14) vemos que se for\possrvel escol her nf(S) e df(S) tais
que:

i) ¢(s)l d,(s)d.(s)

~ c
ii seja umn polinomio estavel
ii) dg(s)df(s) + ng(s)nf(s) J p ’
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obteremos o resultado almejado (3.1.5).
Ora ¢ exatamente isto que faz o controle classice para rastrear
degraus: utiliza un compensador cuja fungao de transfer@ncia &

f(s)= _%k_ (ver o exemplo ao infcio dd capitule anterior),
S

Exemplo 3.1.16
Se jas

g(s) = s+3 , r(s) = _%Yo (sinal senoidal)

(s+1)(s+2) s2,1,

Escolhamos un oompensador tal que:
s + k
f(s) = kl o
2,
s“al

De (3.1.14), vems:

els) = (s+1) (s+2) (s5+4) To
sZ+h

(s+1)(s+2)(52+u1'+ (S+3)(k15+ko)

ro(s+l)(s+2)

i

(s+1) (s+2) (s244) + (5?3)(kls+k0)
Se for poss:‘fvel escolher k, e ko tais que o denominador da ex-
pressdo acima seja esta‘{vel,o problema esta resolvido. Aplicando-
se 0 criteério de Routh-Hurwitz (ver por ex. (8), pg, 113) pode
se verificar que, por exemplo, kl = k_= 1 resolvem o0 problema.

4]

8§88

Voltemos a figura '3.1.13°. Suponhamos que seus para-

-

metres sej am perturbados e que ao invés de (3.1.1%4), tenhamos:

(3.1.17)
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"
Teremos entao:

¢(s)* dy(s) daf(s)

Consequentemente 0S modos (ou pelo menos algums dos modos) do
sinal aparecerao nNo erro.

Observe-se que & razoavel escélher O cornpensador de tal forma
que 4)(3)

relacao a pertﬂ\:bagges dos parametros do sistema S dado. Mais

df,(s). Neste caso, 0O rastreamento sera robusto com

ainda, se quisermos um componsador de ordem minima, & s6 fazer:
a(s) = d(s).

A grande wvantagem da estrutura da fig. 3.1.13 sobre a da fig.
3.1.9 é que (além de permitir un compensador com fungao de
tmansferéncia propria) se o denominador de h(s) fer'"bastante"
estavel, ele permanecera estavel mesmo perturbado, e, conse-
quentemente, a estrutura nao sera geradera de‘modos instaveis

NO erro.

§§§

No exemple 3.1.16 fizemos df(s) = d)(S) para que o
compensador tivesse ordem minima. Nada nos garante, pore?n, que
sempre seja possivel obter uma fungao de transferdncia estavel
oom un compensador de ordem mi nima. Assim, por exemplo, pode-

se verificar que se

gls) = s=2 , r(s) = Yo e f(s) = ¥15+Ks | ndo exis-
2 2 2
(s+1) (s-1) (s-1)

tem ke k_ tais que o denominador de h(s) (dado en (3.1.14))
seja estavel.
Seria interessante investigar quais as condigoes de

possibilidade de existéncia de un compensador (de ordem nao
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necessariamente igual ao grau de (f)(s))“:r gue permita o rastreamen-
to de Uum sinal mediante a eventual inclusdo de un elemento dina-
mico no canal de realimentagao, aproveitandd-se, por exemplo, os
resultados obtidos por Youla et alii (37} ou entdo os de Psarson
et alii (50).

No presente trabalho ndo investigaremos este proble-
ma. Seguiremos, pelo contrario, para a solucao do problema do ser-
vomecanismo, a idéia desenvolvida por Davison (ver especialmente
(32) e (33)), isto é, além da realimentagao da resposta e da u-
tilizacao de un oompensador cujo denominador da fungao de trans-

feréncia € 0 mesmo que o do sinal, utilizaremos a realimentacao

do estado de § que, como veremos, permitira estabilizar sempre
o0 denominador de h(s) (e, mais ainda, os polos do sistema em ma-
Ilha fechada) se forem satisfeitas certas condigoes de compatibi-
lidade,
§§§

Vimos que no problema do serovmecanismo ¢ desejavel
que o sistema ean malha fechada (i sto é, o sistema gue tem h(s)
como funcao de transfer®noia) seja nao semente estavel, mas
"bastante" estavel, isto &, ele deve permanecer estavel Mmesmo
se seus parametros forem perturbados dentro de certos limites

v, e - - r g g
0 i R A T £~ - ow oy ooMIr B e ez ¥ a

»
"razoaveis
. 4
Ora, para saber se o sistema an malha fechada e"bas-
f - ~ he .
tante! estavel, nao basta conhecer as raizes do polinomio carac-
. Ie
teristico de h(s). G efeito, mesmo que estas raizes tenham par-

te real "bastante" negativa, pode acmtecer que o sistema seja

precariamente estavel se Un modo desaooplado tiver parte real
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nao-negativa: efetivamente; uma pequena perturbacdo nos parame=
tros do sistema podera' fazer com que o referido modo apareca ha
funcdo de transferéncia h(s). Dito de outra forma, para saber se
o0 sistema é6"bastante"! estavel, nfo basta verificar os poles da
da func¢so de transferénocia, 6 preciso verificar es polos do sis-
tema.
Exemplos

Suponha-se que o sistema en malha fechada seja tal que:

~ [2 0] ~ 1 - .
A= s b= s 0:[0 1] sy, d=1

o -3 2|
nis) = s (st-X)"1 B +d = 2 +1
s+3
Se © for perturbado de tal modo que ot :[5 1] , Vem:
hi(s) = & + 2 + 1.
s=2 . S+3

Pelo motivo aeima, entre outros, passaremos doravante a tratar o

problema no espaco de estado,

§§§

Como foi dito, alem da.realimentaggo da resposta de

8, utilizaremos a realimentacao do estado. A estrutura de ras-

L d ”
treamento sera entao:

d —
T e 7 X = (SI-A)—lbu X * ¥
A £(s) Y ' 1ec ¥
+ fis + -1
A - + u + (sI-a) "x,
k &
o

(Fig. 3.1.19)
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Vimos que ¢ de todo conveniente escolher Un compensador tal que
o denominador da sua fung&@o de transferéncia soja (b(s).

Seja entao o compensador definido por:

z(t) = F z(t) + ye(t)

-] O20
n(t) = k z(t) , (3.1.20)
sendo:
IsT-7| = ¢(s)

Y é un vetor coluna de dimensie p (sendo p O grau de (]S(s) )
k 6 un vetor linha de dimensio p .

As equacoes do sistema en malha fechada serdo ent&o:

= Ax * bu

y = 6x + du

z = Fz + Xe (3.1.21)
n]:kz

u:kOX'hrvl

e = -y

Antes de estudarmos a estabilidade do sistema en malha fechada,
verifiquemos qual e a fungio de transferéncia entre o erro e o
sinal.
0 vetor de estado do sistema en malha fechada ¢ :
x(t)
z(t)
Das equacoes (3.1.21) obtemos sucessivamente:
X = AX + bk x + bn
= (A+bkoix + bkz

e =1 = ¢x - du

it

r -(c + dko)x - dkz
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N
i

Fz + ye
= Pz + Yr =Yle + dke)x - Ydkz
= =Y(c + dko)x + (F = ydk)z + yr
Reagr upandor
x= (A + bk _)x + bkz
( c+ dk )x + (F - ydk)z + yr (3.1.22)

e = -(c + d.ko)x - dkz + r

A matriz do sistema em malha fechada sera portanto:

s - & B
B(s) ={ ] , - {3.1.23)
- o d
sendo:s
x :{A + bk, bk ’ . :l'o
“yle w dig) o F =y ¥ (3.1.24)
o :I:-(c + dko) -dk:| C o, d=1

Ora, de (1-109)’ vems?

Ig(s)l = lsI - X .(8(SI-K)-1E + 3 )= JsI—K . h(s)
o.u h(S) = lﬁ(s)l (3«:1025)
|s1-|
Mas:?
SI—A—ka - bk 0
|B(s)| =|Yy(osak,) SsI-T+ydk Y
c+dl;0 - dk 1
Sej a:

Y:[yl 10 """YPJT
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Multiplicando no determinante acima a Ultima linha sucessivamen-

te por "?(1 ’ "Xz 3 e -Yp e somando respectivamente as li-

nhas de ordem n+l, n+2;, ssss , N+p, oObtemos:

SI-A-bk ~bk 0

|?(sﬂ =| o SI-F 0

c+dk dk 1
:lsI—A—bko . sl—ﬂ

Substituindo em (3.1.25), vem:

h(s) = |sI-A-bk,| . |sI-F (3.1.26a)
|sT= %]

= [sT-A-blk | . ¢(S) (3.1.260b)
lsI~Kl

E tendo en vista que :

e(s) = n(s) r(s) , r(s) = Fols)

$TsT
obtemos:
) = lsI-Arbkol ro(s)

lsI-Kl

e(s

(3.1.27)

Observacao 3.1.27at

De (3.1.26a) vemos que se desejarmos que O rastreamento seja

"robusto" ocom relagao a perturbagoes:'de A, b, k. 6 necessario

0
| sT-F

» Mais ainda, se dese-

qué o compensador seja tal que 4)(5)

- . o - .
jarmes um compensador de ordem mfnima, e necessario fazer

ISI—FI = ¢(S).

Do (3.1.27) vemos que se for possivel escolher k e k,

[
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tais que ISI-K' seja estavel, obteremos:

1im e(t) =0 .
t—00

Observe-se ainda (ver (3.1.26)) que 0s auto~valores de A sao os
polos do sistema em mal ha fechada. Se estes forem "bastante" es-
taveis (mediante escolha apropriada de k e ko), 0 rastreamento
sera "robusto" com relagac a perturbacoes em &, <, 1,

Por outro lado do (3.1.24) vemr

A+bk, bk A 4] b

X=| . = + [ko k]
-{(e+dk,) F-ydk| |-ye F| . |=-yd

~A+BE , (3.1.26)

sendo:

~ |A 0 ~ b ~

A= , b= , k=ko k] (3.1.26a)
“Ye T -yd

Ora, é um fato bem conhecido (ver por ex. (38); (4k) pg. 48;
. P A AR i
(1) pg. 169) que as raizes de |si-%| = |sI-A-bk| podem ser fi-
xadas arbitrariamente por meio de eséoelha apropriada: de K se
A A .
e somente se o par (A,b) for cotrolavel.

Por outro lado, de (1.3.3), vem:

(E,E) controlavel <——> Posto [SI&K g} =n+p Vsel (3.1.27)

Ora,
- sI-A 0 b
[SI"'K EJ = . (3' 1. 28)
Kc _ sI-F —Kd
Donde:

Posto[sI-K ‘S:I: n+p Ysg (EﬁPostol:sI-A 't%]:'—' n Vse
Mass

Posto [sI-A b]: n VYs¢ «—> (4,b) controlavel
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Entgo:

{1) (fl,i;) controlavel =—— (A,b) controlavel (3.1.29)

Por outro lade, de (3.1.28) temos tambemt
Posto [SI-K g]: n+p ¥sel = Prosto [Yc sI-F ..\“{l-_: p Yse(
Por meio de operacoes elementares obtemos sucessivamente:
Posto[Xo sI-F -yd] = POStO[SI-F ~Yd vel
= Posto[sl-B Y ch = Posto[}I-F ¥ 0]
(A primeria igualdade foi obtida por simples permutacoes de co-
lunas. A segunda igualdade foi obtida por meio da divisao da
(p+1)-ésima coluna por -d. A terceira igualdade foi obtida mul-
tiplicando- se a (p+1)~esima coluna sucessivamente por -c1 , =Cgq;
seoesy —c € somando-se respeotivamenta as n ultimas colunas.)
Donde:
Posto [sI-K g]:: n+tp VY se =—> Posto [sI—F (] =p VseC
M ass
Posto ESI—F x] =p Yse { =—— (F,Y) controlavel (3.1.31)
E portanto:

(Fsy) controlavel (3.1.32)

(i3] (A B) controldvel

Ainda de (3.1.28) obtemos por uma simples permutacao

de colunas:?
4]
sI-A b
POStO‘}I-K g]: Posto N (3.1.33)
ve -yd sI-
Efetuemos operacgees elemontaros sobre as p Ultimas linhas o co-

| unas de modo a transformar 8I-F na forma de Smith:
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sI-A b 0] 0
- ~v.(s)e v _(s)d (s)eeeeso ©
Posto[sI-K B]: Posto| 1 1, P15%7; .
~-v (s)e v _(s)d [ )
"p p( ) p(s)
(301.333)
Na matriz aaima:
pi(s) sao 0s polindmios invariantes de sI-F ; i = 1,p
ar ¢(s)
i=a
vi(s) sd0 polinodmies ; I=1,p

Soja Y 0 nmimero de polindémies invariantes pi(s) diferentes da 1 ;
16 \)ép a Qu por outras palavras, suponhamos que:

pi(s) =1, 1i=1, p-y

Seja 4 uma raiz de qS(s) tal que:

(s-o()l P (s)
p

-V+1
Entaot _
xI-A b 4] 0
—vl(o()c vl("()d 1, 0
Posto|«I-A b|= Posto| . ‘ SREIF
bt ( / { d 6 oooooooo.(')
] vp(o«)c vp(x) |

Examinando as colunas da matriz acima, vemos que:
~ ~

Posto[xI-A  B] g n+1+p-

Mas:

o~ ad - . -~ ”~

(A,b) controlavel —_ PestoﬁxI-A b]::n+p

Donde:

(4,B) controlavel ——> n+p ¢ nalep=~y <——> b\ﬁ 1



-77-
Mas ) 31

Donde:

(i1i) V=1 | (3.1.34)

As matrizes que satisfazem 3 condicao acima sae semelhantes; as-

sim, se& Fl er, satisfizerem (3.1.34), existe H tal :que

am efeito, duas matrizes quadradas tém 0S mMesSmos polindémios in-
variantes se e somente se forem semelhantes (ver por ex. (3),
pg. 96).

Note-se ainda que as matrizes que SO tém um polinémio invariante

diferente da unidade sao ciciicas (ver por ex. (48), pg. 280).

Voltemos a (3.1.33a), onde supomos que a condigao neces-

- . . . .
saria (iii) seja satisfeita, ou seja:

pi(s) =1 ; 1i=1,p-1
pp(s) = ¢(s)
Ent3ot: _ -
sI-A b 0 0
. - -vq(s)e vl(s)d N o
Posto[sl-A b]= Posto . . . .

1
O vees (s)

-vas)c vpzs)d

Multiplicando-se a (n+2)-ésima coluna sucessivamente por vi(s)c1 ,

vl(s)e cos vl(s)on , -vl(s)d e somando-se respectiwamente as

2’
colunas de ordem 1,2,.s:.,n,n+1l e depois fazendo Operagﬁes elemen-
targdo mesmo tipo oom as colunas de ordem n+3, n+l, ..., n+p,

Oobtemos:?



I SI"‘A b 0 cas o ey O_
”~ A~ 0 o 1 99 %08 0 O
POStO[SI"‘A b]: POStO o . * o . (3.1035)
v (sle v (s)d 0 .... $(s)
Sejam o (i=1,p) as raizes de (i)(s)o Entao da ultima matriz
vemos que:
(F,K) controlével::::;» VP(Ni) #0 , i=1,p (3.1.36)

Por outro 1ado, de (3.1.35) vem tambeéms

¥

o(iI"'A b O ¢ ¥ 0t O
. ~ -~ 6 O 1 [ 3N BN BN ()5
Posto[diI-A tJ::Posto . ° o . o
. . . 1.
--vp(b(i)c vp(b(i)d O eoes o_
D(iI-A b Oo s s .0
~v («,)e v (x,)a 0. . 0
= Posto] P 1% p o+
0 0 1 eeves O
L 0 0 O ¢coee 1
O(iI"A b O+ o o O
- d O . . o 0%
= Posto H i=1,p
0 0] 1.+ s« 0
e . . o o
_ 0 3R 3K ) O » . . L ] o 1

(Na primeira passagem acima fizemos permutag‘,ges de linhas e na

segunda dividimos a (n+l)-6sima linha por vP(o(i).)

Tendo em Vista que na wltima matriz o bloco identidade tem
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ordem p=-=1, vem:

. ®,I-A b
(A,b) controlavel ——> Posto 1= n+l ;i =1,p
-c qj
Donder
(iv) (A4,B) controlavel =——> S ndo é degenerado (3.1.37)

(v) (4,5) controlavel ——> As raizes de ¢(s) nao s30 zeros

do sistema de S (3.1.38)

Por outro lado, se a condicao (i )for satisfeita, isto e, se
(A, b) é controlavel, S nae tem modos desacoplados da entrada, e
portanto (v) pode ser substituido (para evitar redundanecia) por

(ver (2,1.16)):

(v-a) (A,b) controlavel ==>As raizes de ¢(s) nae sao zeros
da funcao de transferéncia nem mo-
dos desacoplados da resposta de S

(301- 386.)

E facil verificar qgue se todas as ecndigoes necessarias
Ci) . (ii), (iii), (iv) a (v) ou (v-a) forem satisfeitas, (K,‘;)
sera controlavel, ou por outras palavras, o conjunto das condi-
gges necessarias aoima ¢ uma condigao suficiente para a controla-
bilidade de (231,1'3). | sto nos permite formular o seguinte resulta-

do principal desta secgao:

Proposicao 3.1.39

Dado 0 sitema

$: %X = Ax + bu
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y(t) = ex(t) + du(s) ,
Suja resposta desejamos que rastreie an regime permanente o sinal

r(s) = ro(s)
(s

por mei 0 do compensador

2(t) = Fzlt) + Ye(t)

) = kz(t) ,

sendo e(t) = r(t) ~ y(t) , ult) = kox(t) + q(t),

O rastreamento sera robusto com relaggo a.perturbaggesem A, b e
k, e o compensador tera ordem minima somente se

|s1-5l= d(s).

Neste caso,0 rastreamento en regime permanente com umn regime tran-
sitorio arbitrariamente rapido (mediante escolha apropriada de k
e k_) sera possivel se e somente se:

(i) (A,b) controlavel

(ii) (F,)x) controlavel

(iii) F cfclica

(iv) S nao-degenerade

(v)  As raizes de $(s) nio forem zeros da fungdo da transferdn-

oia nem modos desaooplados da resposta de S

Exemplo:
1 0 1
A= , b= | ,e=[0 1], a=o0
0 2| |1
r(s) = _2
s=2

E facil ver que a condigao (i:)é satisfeita
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s-1 0~
sl-A b
=0 s-2 1= s-1
-C d
0 -1 0

Portanto as condigoes (iv) e (v) tambem sao satisfeitas,
Devemos ter ¥ = 2 ; para que (ii) e (iii) sejam satisfeitos
basta tomar Y# O ; fagamos Y =1.

Suponhamos que se deseja que 0S polos do sistema en malha fe-
chada sejam {-—1, -1, —1]- « Utilizando-se o algoritmo de (6},
pg. 275, encontramos:

k, :[lln -11] s k=28

Observacao 3.1.40

A condicdo (iii) acima e redundante o foi demonstrada apenas a
titulo do exercicio e para que tivesse destaque, Com efeito, e
fato conhecido ques

(F,{) controlavel —3> F ciclica .

A demonstragao deste resultado pode ser feita pelo mesmo metodo
para prévar (iii), ou sejas

Suponha-se (F,y) controlavel. Orar

(F,y) controlavel <<=——> Posto[sl-F K]: p Vse C
Efetuando-se operagoes elementares sobre [sI-F xJ de modo a

transformar sI~-F na forma de Smith, wvem:

pl(s)... 0 vl(s)

Posto[sI:F K}::Posto o ° N . s
O c6ees 5 v S
pp( ) p( 1

sendo pi(s) 0s polinamios invariantes de sI-F « Ora, se F nao
for ciclica, havera mais de un polinbmio invariante diferente de

1, e portanto o posto dduatriz acima sera menor do que p para
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algum valor de s, 0 que € equivalente 3 incontrolabilidade dO

-

par (F,K). Q. E.D.

Observacao 3.1.41

E facil verificar que a cendiche (iv) e equivalente a g(s) # O,

sendo g(s) a funcao de transferéncia de S

3,2 Sistemas multivariaveis

Seja:
81 x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(3.2.1)
y(t) = cx(t) + Dul(t) ,
onde supomos sem perda de generalidade que:
Posto B = m
(3.2.2)
Posto C="q =«
Queremos que a resposta y(t) rastreie o sinal
r(6) = [ry(8) o o oo ox (6], (3.2.3)
sendo
I‘i(S) = rio(s) F i :1,q [} (3.2.)4')

S

onde supomos que ri o( S) pode ser qualquer (desconhecido) e (j)(s)
(oonhecido) tem as raizes com a parte real ndo-negativao Tal su-
posigcao, C©COMO vimosna secg¢ao anterior, nae implica en perda de
generalidade. Suporemos tambem (ainda sem perda de generalidade)

i "~ . . ”~ .
que qb(s) e monico. Observe-se ainda que se o0 sinal nao tiver
i mpul sos nem deivadas de impulsos, vem:

grau rio(s) { grau (P(s) ;3 1= 1,q

Seja o0 erro entre o sinal e a resposta de S:



e(s) = r(s) - y(s) o (3.2.5)
e(s) = H(s) r(s) , (3.2.6)
sendo H(s) a matriz de transferéncia entre o erro e o sinal.

Vimos no final do capitulo anterior que as raizes de
4)(5) neo apareceraoc como modos de e{(s) para r. o(S) arbitrarios
se e somente se elas forem zeros de bloqueio de H(s). E tendo
@an vista a definigao de zeros de bloqueio, cncluimos que sb(s)
deve ser fator de todos os numeradores (diferentes de zero) da
matriz H(s).

Tal como no modelo da secgao anterior (fig. 3.1.19),
e seguindo Davison ((31)-(33)), o compensador tera o erro como
entrada e sua resposta (adicionada a realimentagao de estado de
S8) sera a entrada de S.
Seja p o grau de ¢(s). Domo o erro tem dimensao g, O compensa-
dor tera agora dimensao pq . (veremoslogo adiante un motivo
bem mais forte para justificar esta escolha),
Sejam entdo as equagoes de estado do compensadors
z{t) = Fz(t) +el(t)

(3.2.7)

'Yz(t) = Kz(t) ,
sendo?
F uma matriz(paxpq)
I uma matriz(paxq)
K uma matriz(mxpq)
u(t) = K _x(t) + ﬂ((t)
Kex(t) + Kz(t) (3.2.8)

e(t) = r(t) - cx(t) - Du(t)

L
Substituindo e reagrupando, obtem=-se:
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x(t) = (A+BK_)x(t) + BKz(t)

z(t) :~-F(C+Dxb)x(t) + (F-rDK)z(t) + Fr(t) (3.2.9)
o(t) = —(C+DK,)x(t) - DKz (%) + r(t) . |

Consideranoio[x(tﬂ como O estado do sistema en malha fechada, r(t)
z(t

a entrada e e(t) a resposta, temos a seguinte quédrupl.a:

A+BK0 BK . - 0
A= H B=

- C£DK ) F~"DK r

., © (3.2,10)
& =[-(c+DK,) -DK] ; D=1
A matriz do sistema e malha feohada sera entao:’
~ —sI-—K B
Bls) =| , .
-C D
’ [sI—A—BKo -BK )
=|M(C+DK,) sI-F+"DK r (3.2.11)
[ C+DK,, DK I
Mas
sI-APBKO‘ -BK 0 I 0 0|| sI-A~BK, -BK 0
r(c+DK ) sI-F+"DK [|=l0 I 0 sI-F 0|
C+Dﬁo "' DK I|] |0 0 I|| C+DK, - DK I
Donde:
sI-A~BK ~-BK 0
B(s)l=| o s1-F  O|= |s1-a-BK_|.|sI-F|
C+DK Dk I !

Por outro lado (ver (1.1.9)):

8(s1-%)"18 + 8= lsz-%l. |a(s)]

| B¢ s)l = ‘sI—Kl.

E portanto:



-8 5=

H(S) = ‘SI—A-BKol .
|sT-4|

sI-¥ (3.2.12)

Ora, queremos que 4)(3) seja fator de cada numerador (diferente
de zero) de H(s). Sendo H(s) uma matriz (gxq) isto implica (se

lB(s) # 0):

ci)q(s)llﬂ(s)l (3.2.13)
Ora, das duas ultimas expressoes Vemos que se desejarmos que O
rastreamento Seja robusto com relagae a perturbagoes em A, B e
K, € que o compensador tenha ordem minima, entao devemos esco-

lher F tal que:

lsz-7l= ¢%(s) (3.2.14)
Escelhamos F e [ quase- diagonais, isto é:

F = diag(F;) ; [ = diaglyy) ; i=1,q9, (3.2.15)
sendo :

F, matrizes (pxp)

¥4 vetores (px1) {3.2.16)
'SI"Fi': ¢(S)

Vamos agora oalcular o elemento generice hij(s) da matriz H(s)
a partir de (3.2.11) e utilizando (1.1.10).

Particionemos as matrizes C, D, K_ e K da seguinte formar

[+]
c d
c-°1 ‘ D._'l. K, =[kpg » « + Kon]
=l. | ; = . |;
eq a K:[kl e o . kpq]

=~

St
&

Entaos



°oq f dl(k01 o« o o kon) dl(kl . o o kpq
C + DKO = . ° . ;’ DK = ° . .
*Oq + dq(kol e o e kOn) dq_(kl ¢ o ‘kpq)
\‘1(01 o dl(kol . . L] kOn) )
rﬁ(C','DKe) = . [ . (3020173.)
Xq(cq +: dq(ko1 « o o kon))
X}dl(kl : . ookpq)
MDK = . . b (30 2. 17b)
d k LY * 'o
Xq C1( 1 kpq)
De (3.2.11) e (1.1.10) parai # j vem:
hy (o) = [Magtell (3.2.18)
|sT~X|
sendo:
sI-A-BK, -BK 0
- 4]
lN..(s)l: M C+DKy) sI-F+"DK Y.
13 . OJV
cifdi(kol R a, (ko o . L 0
sI—A—BKO - BK 0
Xl(clfdl(kol...kon)) (sI—Fl...0)+Kid1(k1...kpq) 0
= . . §/j
( o e e X} - .‘ d k ooak 6
Xé(cqqu(kol ko)) (0e..sT Fq)fxé q( 1 pq)
ci.+di(k01...kon)) di(kl...kpq) 0
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SI-A-BK_ ' -BK 0
Kl(cl-;tdl(kol...kon)) (sI~F; 0. . .0)+ Kldl(kl...kpq) 0
xi(cifdi(gol.o.kon)) (O...sI-Fi‘..O)+ Yidi(kl...kpq) 9

= » * : (302'19
: ' 3
Xq(cq"'dq(kol“'kon)) (0 & 40 Sl-Fq)+ quq(kl’”kpq) ‘0
‘ eifdi(kel...kon) L 0

(Supuzemos acima 14 J ; o caso i)> j ¢ tratade da mesma forma)
No determinante acima multipliquemos a Ultima linha sucessivamente
pelos elementos do vetor —\(i e somemos respectivamente as linhas
de‘ordem (nep(i-1)+1), (n+p(i=-1)+2),..., n+pi. Apos estés opera-

¢Bdes elementares as p linhas supra=mencionadas adquirirao a format
[O o o ] o SI"F. . [ ] o 0]
1 B

A seguir efetuamos opercoes elementares de modo a transformar

sI-F; na forma de Smith. As p linhas ficardo assims

sendo:

p, . (s) = polindmios invariantes ; k= 1,p

5 ) = d(s)

Desenvolvendo agora o determinante segundo 0s elementos das li-
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nhas em questao, vemos que

() |l (sl (3.2.20)
De (3.2.18) vemos que §(s) sera fator do numerador de todo hi_(s)
. J
para i # j se o sistema en malha feohada for estavel
Seja agora i =j « Ao inveés de (3.2.19), teremos agora:
In, . (sl =
11
SI-A-BK ' , ~BK )
xﬁ(°1fd1fkol°"kon)) (sI-F, o....oO)tYidl(kl..okpq) ?
= Yi(ei.’-di(kol'..kon)) (OoooSI—Fi.- "O)+ (idi(klcookpq) \("_i. (3,2.20
®0e ae e e -F 1 oo-k 0
Xq(oq-;:dq(kol k) (0. sI I*q)+. )éldq( Koo pq)
ei'l'di(koln‘.okon) di(klnooookpq) 1

Efetuando as mesmas op:,erag'&'es elementares gue nNno caso anterior,

obtemos igualmente:
¢(s)\an(s)l 3 1= 1,9 . (3.2.21)

Se for poss:‘fvel escolher K e K, tais que as raizes de |sT-Al
tenham parte real negativa, o sistema en malha fechada sera es-
tavel e aplicando o teerema do valor final obteremos o resulta-
do al nej ado:

1im e(t) = 0.
t—o

Verificaremos entretanto que, tallcomo na seccao preaedente, o

- P . 0y c
sistema em malha fechada é nao somente estabilizavel, mas tam-
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bém contrelavel, O que signfica que, mediante escolha apropria-
da de K e K, podemos obter un regime transitorio tao rapido quan-

to queirames € UM sistema en malha fechada "bastante" estavel.

Vejamos protanto quais as condicoes para a controlabi-
lidade do sistema en malha fechada.

De (3.2,10), temos:

-

A+BKO BK A 0 B
K = N ‘ = o+ [Ko K]
-re-rpx,  F-I'ok| |-f'c  P| |-I'D|
= 4 + BR , (3.2.22)
sendo:
A 0 B .
A= H 8= ; K :{KO K] (3.2.22a)
-re F| -"p

Ora ,sabemos que as raizes de |st-%l (isto 6, os poles do siste-
ma en malha fechada) podem ser fixadas arbitrariamente, mediante
escolha apropriada de K se e somente se (K,f%) for controlavel.

”~

Para investigar a cnntrolabilidade de (A,E) usaremos mais uma

>
vez O criteéerio:

(f\, B) controla{vel <——> Posto [sI—ﬁ ﬁ]: n +pgq Vse 0:

O a:
) sI-A 0 B .
-2 8l= | (3.2.22b)
re sI-F -"D
Donde:

Posto[sl-A  B]= n+pg VseC = Posto [s1-4 Bl=n Vse(
Qu sejat

(1) (£,8) controlavel =—=> (A,B) controlavel (3.2.23)
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De (3.2.22b) vem tambeém:

Posto [sI-ﬁ E]:: ntpq Ysel =— Posto[l"'c sI-F —I"D]-_-:. ra
Vse C

-~ Cc:luu,a,s
Ora, por permutacoes de I=kmlsss vem:?

Posto [PC sI-F -rn]: Posto[sl-F I"C -I"D]
E tambem:

| I 0 0
[sT-r  TC  -rp]=[sz-F T o ¢ o

o 0 D

Donder
Posto[sI-¥ e . -I'D|= Posto[sI-F I -I'|= Posto[s1-F ]
Mast _ -
sI---F1 P ¢ Xl o o o O
[sz-r 1= . I .
0ROy

Tendo en vista (3.2.16) vemos que:
Posto [sI-F ("]:: pa Ysg ( $<—>Posto [s:l:—}?:.L YJ.]:p Vse (C

<=(7,, Xi) controlavel 3 i = T,q

Donde:
(ii) (R,8) controlavel S(Fi, \(i) controlavel s i = 1,9
(3.2.24)

. c . P
(Donde se conclui tambem que as matrizes L devem ser ciclicas)

Voltemos a (3.2.22b). Por permutagges de colunas vem:



-0l =
sI-A B 0

Posto {sI—ﬁ E]: Posto
e ~"D sI-F

— -

sI=-A B O ¢ ¢ « o 0
Y. ¢ d sI=F. o o « « O
= Posto :.L ! -Xl 1 o 1- . (3.2.25)
’ "" d- Z) o Y v LOSI"‘F
| 1% Ya%q q

(Na Ultima passagem simplesmente efetuamos os produtor "¢ e {'D.)
Efetuemos agora operacoes elementares de modo a transformar sI-Fi

na forma de Smith. Obtém-se (tendo en vista que Fy & ciclica)r

| sT-4 B 0 » + o o 0 |
vll(s) -vll(s) 1
. 01 . dl ° o o o 0 R
vlp(S? -vlp(S) P(s) :
"-:POS‘GO B . ) . » » O (30 20 26)
_° -1 ‘— . T : 01
vql(s) vql(s) .
o og ° dg O L] L] f ] * ..
v__(s) -v__(s) Pls
ap ] i ap |

Facamos agora na matriz acima s=x , sendo x Umaraiz de ¢(s).

Consideremos 0 bloco formado pelas linhas de ordem (n+p(i-1)+1),

(n+p(i=1)+42)s o o u , n+pi @

= — —- s _1 -

vil(M) V:;Ll(o() .
. L d d O * L] * L ‘. [ 2 L] . * 0
. cy 5 _ i
° -y, (%) 0

vip(oc) 1p( | |
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Efetuando operagoes elementares sobre as colunas este bloco &

transf ormavel en

0

vip(x ) 3

L] L] L o

-v, (ot)d,
| ip i

-

=J

E clare que Vip( a) # 0 (poisdo contrario (F;,¥;) nao seria con-

trolavel) ,Dividamos entao a ultima linha do bloco acima por

—Vip(x)o

Facamos estas mesmas operacoes elementares para todos os blocos

(i=

Posto EXI-K

ﬁ]: Posto

[ I-A

-C

B

D

T,p ) da matriz (3.2.26). Obtemos apés permutacoes de linhas:

(3.2.29)

(Na matriz acima 1

p-1 significa matriz identidade de ordem

p"'l)o

Examinando as colunas de (3.2,29) concluimos:

(1ii) (2,8) controlavel ———> m) q (3.2.30)

Examinando as linhas de (3.2.29) vem:

. «I-4 B
(&,B8) controlavel —>Posto 5 =
-C

n-+g

Esta Ultima condig¢ao necessaria pode ser desdobrada em

(iv) (%,8) controlavel ——>$S nao ¢ degenerado (3.2.31)
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(v) (&,8) controlavel —— X nao &'zero do sistema' de 8§,
(3.2.32)

E tendo an vista que S nae podo ter modos desacoplados da entra-
da (ver (3.2.23)), aUltima condigao (3.2.32) pode ser expressa

do seguinte modo (para evitar redundancia):

(v-a) (A,8) controlavel —— As raizes de @(s) nao sao Zeros
da matriz de transferéncia nem
modos desacoplados da resposta

de 8. (3020323)

E facil verificar que se forem satisfeitas todas as
condigoes necessarias, a saber, (i), (ii), (iii), (iv) e (v-a),
(8,8) sera controlavel, ou por outras palavras, 0 conjunto des-
sas condigoes necessarias 6 uma condigao suficiente para a con-
trolabilidade do sistema em malha fechada, o que nos permite for-

mular 0 seguinte:

Teorema 3.2.33

‘Dado o sistemat
St %(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = cx(t) + Du(t),

cuja resposta se deseja que rastreie 0 sinal:

T .
T(S) :[TI(S) ¢ © o e o rq(sﬂ £
sendor ri(s) = rio(s) ;i = 1,9 5 T, (s) arbitrarios

—'¢'(Sj 10
por meio do compensador
2(t) = Fz(t) + Me(t)

M) = Ka(t) ,
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ondet
F = diag(PF;) ; M= diag(Y;) ; 1 = 1,q ; |lsT-7 4] = (s)
e(t) = r(s) ~ y(%)
e por meio da realimentacdo do estado, isto et
u(t) = Kox(‘b) + ﬂl(t).
Havera rastreamento en regime permanente com um regime transito-
rio arbitrariamente rapido (mediante escolha conveniente de K e
Ko) se e somente se:
i) (A,B) for centrolavel
ii) (Fi,\(i) forem controlaveis ; i = 1,9
iii) m»
iv) S8 nao for degenerado
v) As raizes de ¢(s) nao forem zeros da matriz de transferén-

cia nem modos desacoplados da resposta do S.

Observacao Je«2.34

Sejaz gb(s) = s® + Pp_lsp"l ¥ o e e+ PyS ¥ (30

Facamos!
0 1 0o « o0 0]
6 0 leoes O 0 —
Fi oid INPY . ) ® : H Xi = ° s 1= 1Lq
* L ] 1 L ]
“fo TPttt 7o g

poL
»

% faoid verificar que as cndigoes (ii) e (iii) acima sao satis-

feitas para este par (F Este e o0 cempensador usado por

i’

Davison (ver (32) e (33)).
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Exemplo:
1 -1 -2 1 1
-1 1
A= 1 -1] ¢+ B=|1 1} 3 C = i D=0
-3 -1 -
o 0 2 ¢ 1

As condicoes (i)e (iii)do teorema 3. 2,33 sao satisfeitas. En-
tretante, efetuando, obtém=-set

sIi~A B
= 0

-C D
Portanto o sistema e degenerado e nao permite rastreaa nemhum

sinal nao "trivial'.

Exemplo:
-1 0 o0 1 0
: 1 0 1
A= 0 2 0| ; B=|0 1] 3 C = s D=0
1 0 0

0 c -3

As condigoes (i)e (iii) sao satisfeitas. Efetuando, obtem-se:

sI-A B

~C D
Consequentemontc este sistema pode rastrear qualquer sinal em

~ 2% .
que nao apareg¢a 0 modo e . Se quisermos, por exemplo,rastre=-
ar un sinal senoidal,podemos usar 0 seguinte compensador que

. \ "~ -
satisfaz a condigao (ii)do teoremat

( Supuzemos O sinal senoidal tal que 4)(5) = g2 + 1)

Observacao 3.2.35

» o .~
O compensador utilizado neste trabalho nao € & unica solucao

-
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para o problema do servomecanismo: veja-se por exemplo a sol u-
¢ a4 apresentada an (28) e (29). A razao da nossa preferéncia pe-
1o modelo de Davison se deve a sua "robustez" conforme o seguin-

te:

Teorema 3.2.36

Sejamjo sistema S e o compensador do teorema 3.2.33., Se O siste-

ma en malha fechada for estavel, o sinal sera rastreado en regi-
me permanente mesmo que A, B, O, D, K, K e Xi (i= :‘4) sejam
perturbados, nze porém se Fi forem perturbados,

Demonstracgao?

Suponha-se primeiramente que A, B, C, D, K, K, © z{ (nao porem
e

F;) sejam perturbados. De (3.2.18) vem:

(0 = Lt
|s1-&1|

sendo:

N:!Lj(s) # Nij(s) ; K £ &

Sendo ‘sI—Kl estavel, \sI-K‘l também O sera se a perturbagao for

suficientemente pequena (ver (56)).

Vejamos o0 que ocorre com [N;j(s) .
De (3.2.19) vemos que ao efetuarmos as operagoes elementares so-
bro as linhas do ordem n+p(i-1)+1 , n+p(i=-1)+2, 2ua, n+pi, elas
adquirirao a forma:

0o eussT-F, oo . .0 (3.2.37)

Portanto:

¢(S)

]N;j(s)l
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Suponha-se agora que Fi soja perturbado, isto e:
1

|sz-F;] = ¢' ()

Teremos agoras

q>'(s)

Portanto, sendo qS'(s) £ qS(s), todas as raizes de (}9(5) diferen-

]
]Nij(s)l .

o ~
tes das raizes de (}5'(5) nao serdo canceladas e aparecerao COmMO

modos do erro an regime permanente

Q E D.

Observacao 3.2.38

Sendo satisfeitas as condicbes para a cntrolabilidade do Sis-
tema em malha fechada do teorema 3.2.33, 0 sistema an malha fe-
chada pode ser tornasdo "bastante! estavel (mediante escolhe
apropriada de K e K,) e, consequentemente, 'bastante robusto?

com relagcao a perturbagoes an 4, B, C, D, K, K, eY; (i= 1,q)
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4. RASTREAMENTO EM PRESENCA DE RUIDOS

(Nota: Na literatura especializada de 1ingua inglesa a palavra
"perturbation" ¢ usada para indicar perturbagdes NOS parametros
do sistema, enquanto que a palavra "disturbance! & usada para
indicar as perturbag6es Nas equagoes de estado, Usaremos neste
trabalho a palavra "ruidoe" (nafalta de melhor) para traduzir

"disturbance',)

4,1 Regulacao da resposta

Seja 0 sitemas:
st x(t) = Ax(+) + Bu(t) + vw(t)
. . (L”ol'ol)
y(t) = ¢x(%) + Du(t) + Twl(t) ,
onde x, U, y, A, B, C, D tém os significados e dimensdes dos
cap:'ftulos precedentes.

w(t) & um ruide tal que:

w(s) = [wl(\S) s e s e wa(s)]T

( R ()-,'01‘2)
Wi(S) = Wipls) i=1,a
40T
V 0 T sho matrizes com as dimensBes apropriadas
Wio(s) (i= 1,a) podem ser quasiqger, mas ¢(s) & suposto co-

nhecido, pois é este polinémio que define a classe dos ruidos.

- - a
Nosso objetivo e regular en regime permanente a resposta de S,

OU soja:
1im y(t) = 0. (4.1.3)
t=w

® . .
Ha mais de uma maneira de resolver este problema; veja- se



-.99..
por exemplo uma selugae recente apresentada por Bhattacharyya
((57) e (58)) na qual se obtém uma mariz de tansferéncia nula en-
tre aresposta e o rufdo..
Usaremos o mesmo compensador do capitulo precedente, o qual, co-
Mo vimos, permito uma estrutura bastante "robusta®,
A entrada do compensador Sera agora simplemente =-y(t) (pois
r{t) = 0 }, ou sejas

z(t) = Fz(t) ="y(t)

(Lo1.4)
m(t) = Kz(t)
u(t) e;Kox(t) + M) = K _x(t) + Kz(¢) (4.1.5)
Substituindo e agrupando, vems
x(t) = (A+BK,)x(t) + BKz(t) + Vw(t)
z(t) = -P(C+nxo)x(ti + (P=PDK)z(t) -MTw(t) (4.1.6)
y(6) = (C+4DK )x(t) + DKz (%) + Tw(t)
E portanto:
A+BK BK _ v
1= - H ﬁ:
- F-DK -rT
(C+D16) | - (4.1.7)
& = [crnK, x| = T

Vemos que a expressao de A & exatamente igual a do capcitulo pro-
cedente (ver (3.2.10)) e, consequentemente, as condigoes para
fixar os polos do sistema an malha fechada sao as mesmas ia de-
monstradas (ver 0 teorema 3.2.33).

Resta— nos portanto verificar se <P(s) ¢ fator de todos os nume-
radores (diferentes de zero) de H{s), a qual agora sera a ma-

triz de transferéncia entre y(s) e w(s).
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De ()J'o].o 7) vem:

-sI - X 8
B(s) = .
| - & i}
[sI-A-BK, -BK \
== P(cmxe) sI-F+MDK -7 (4.1.8)
-C-DK - DK T

Tal como no cap:'ftulo anterior facamos a seginte hipotese simpli-

ficadora quanto as matrizes F e s

F:diag(Fi) H = diag(Y;) 3 i

i
A
v
o]

sendo entao:

|SI-Fi] = ¢( s)

Particionemoes ¢, 1D, Ko 0 K da mesma forma que no capftulo ante-
rior (ver pg. 85). As expressdes de C+DK, s DK, [M(C+DK,) e I'DK
encontram-se a pag. 86.

Facamos além disso as seguintes particoes:

N ¥

1
V= lvl o o Va] ; T = . (401-9)
t
L q
Donde:
Yltl-
l"l’_[‘ - : (L"- 1093-)

De (41.8 e (1.1.10) obtem-se (tal como en (3.2.18) e (3.2.19)):

h; 4(s) = ‘Nij(s)‘ =75 : i=713 (ko.1.10)
Isz-X|



Observe~se quer

Xiti =

(Git3)y =

Gon esta notacgao,

|y, ()] =

1

” o e [—l?<

L &_p_

Ezltij1

cte & 0

4

1]

p

sI—A—BKo

%‘clfdl(kol

-

&}ci+di(k01

Kﬁ(cqqu(kol

—ci-sdi(k01

obhtemos:

sesk
o

ooako

..Ok

esok
Q

k. . o . t,]
il ia

E portanto a j-ésima coluna de Y, t;

)

)

on

)
n

)
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G1tyq

(sI-F

1

. L] o

LATRERE

-
serazt

O°'°O)+de1(kl°°°k

&ltia

t
p ia

.
X,

-BK

o

°

(Ooo.SI—FioooO>+xidi(k1eo okp

(o oos SI-F )+E’d

q 1

di(kl"°k

bd

...k
o]

)

(4.1.12)

Multiplicando a ultima linha do dterminante acima sucessivamente

por Xil’ XiZ’ s ® 4 2 b;

de ordem n+(p-1)1+1,

s20 transfermadas ems

[O..OSI-Fi...O]

ip

e somando respectivamente as linhas

e

n+(p~-1)i+2, + « . » n+pi , estas linhas

Bfetuando aggra operac;'Ses elementares tais que sI-Fi ¢ trans-

formada na forma de Smith,

concluimos:

(4.1,11)

V3
pq ‘(K1f1)j
" (Kif ),
) =Ygty
t, .
1]




Ots) [Ny s(s) 5 i=T;q9 5 3=Toa (4e1.13)

4.2 _SiLntes._e para o problema geral

Do capitulo anterior e da secgao precedente verifica-
mosS que 0 mesno compensador permite rastrear o sinal e regular a
resposta (em problemas separados) sendo gb(s) o denominador da
transformada de Laplace das componentes do sinal e do ruido.

Queremos agora rastrear (em regime permanente) um si-
nal r(s) com o sistema submetido ao ruido w(s).

Seja entao yr(t) a resposta de S quando o sistema en
malha fechada ¢ excitado pelo sinal r{t) o seja yw(t) a respos-
ta de 5 quando o0 sistema em malha fechada ¢ excitado pelo ruido
w(t) . Como a estrutura ¢ linear, podemos aplicar o princhio',
de superposicao, obtendo:

y(t) = y () + y (t)

onde y(t) € e resposta de S quando o sistema en malha fechada

6 submetido a excitacao do sinal r{(t) e do ruido w(t).

Donde:

lim y(t) = 1im yr(t) + 1im v (t) = 1im r{(t) + ©
£t £ 00 Ctan ¥ t>

= 1im 1r(%t)
t>®

Isto nos permite formular o seguinte resultado:
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Teorema U4.2,1

Dado o0 sistema:
S X(t) = Ax(t) + Bu(t) + vw(t)

y(t) = ox(%) + Du(t) + Tw(t) ,

onde:
T

wis) = [wl(s) o o . wa(s)]

~

wi(s) = Yiols) ; i=1,a , sondo ¢(s) conhecido e w. O(5)
¢(s§
quaisquer,

desejamos que a resposta de § rastreie (em regime permanente)
o sinal: T ( L
r(s) = [rl(s) s v o s rq(s% " ; ri(s) :f_siﬂo_g)ﬂ ; 1= Tyq
sendo rio(s) desconhecidos,

utilizando-se o compens§dor

z(t) = Fz(t) + Melt)

n(t) = Kz(t)

sendos

e(t) = r(t) - y(t)

F = diag(F;) , [ = diagly,) , sI-Fy =¢(s) ; 1 =Ta
u(t) = Kox(t) + Kz(t) .

Havera rastreamento (em regime permanente) do sinal com um re-
gime transitorio arbitrariamente rapido se e somente se:

(1) (A, By for controlgvel

(i1) (E‘i,)(i) for controlavel ; i =1,q

Ciii) msy q 2 sendo m = Posto B, q = Posto C
/4

(iv) S nao for degenerado
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(v) As raizes de ¢(s) nao foarem zeros da matriz de transferén-

cia nem modos deacoplados da resposta de S
§§§

Observacao 4,2.2

O resultado aocima também pode ser demonstrado diretamente, isto

e, considerando-se a atuagao simultanea do sinal r(t) e do ruido

w(t). Neste caso, O sistema em malha fechada tera [r(tﬂ Como
w(t)

entrada e e(t) como saida, E é facil verificar que as equacoes

de estado serao:

x = (A-l-BKa)x + BKz + Vw

z = -F(}emxo):{ + (F-I'DK)z + [ (r=Tw)

e = —L‘G&%’JKO)X - DKz + T - Tw

Qu seja:
A+BK0 BK 0 v
K = . ; ﬁ =
- (C+DK ) - DK r -I"T]
.° L (4.2,2a)
§ =[=(csDK ) -DK] ; B =[1 -T:

0 resto do desenvolvimento é semelhante ao do cap:'ftulo anterior
e o da secgao precedente, Note-se que & ¢ a mesma matriz, e por-
tanto basta verificar que qS(s) é fator de todos os numeradores
da matriz de transferéncia entre e(s) e [r(sq .

w(s)

Observacao Y4.2.3

~ . R ~ " .
Da expressac de X acima verificamos que V € T nao precisam ser

conhecidos para projetar o componsador 55
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O teorema seguinte define a "robustez" da estrutura!

Teorema 4.2.4

Sejam O sistema S € O compensador dO teorema 4.2.1. Se O siste-

ma en malha fechada for estavel, 0 sinal sera rastreado en regi-

me permanente mesmo que A, B, C, D, K, K , V, T, Y, (i= 1,q9) se-
jam perturbados, nao porem se F, (0= 1,q) forem perturbados.
Demonstraggo:

A matriz do sistema sera:

SI-A~BK, - BK 0 v
B(s) =|I"(c+DK,) SI-F+TDK r -PT
C+DK_ DK T ~-T

De (1.1.10), pg. 7, vem:(sendo X dado por(L4.2.2a) a pg. anteriox)

T Iy
hy ,(s) = |Ni3(s8) ;i =179 ; j=T,asa

IsI-Kl

A expressao de 'Nij(5)| é dada por (3.2.20a), pg. 88,para i = j,
por (3.2.19), pg. 87, parai # § , = 1,q ¢ por (k.1.12), pe.
101, para j = g+l, g+2; eseco, Q+a a

O resto da demonstracao e como a do teorema 3.2,26 (pgs. 96s).

§§§

Observacao 4.2. 58

Se forem satisfeitas as condigdoes do teorema 4,2.1 para a cokro-
labilidade do sistema en malha fechada, os polos do sistema en
malha fechada Poderaac ger escolhidos arbitrariamente (por meio

de escolha conveniente de K e KO), com parte real tao negativa
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quanto se desejar e entdo o compensador sera tao robusto quanto

desejével com relagcdo a perturbacoes gn A, B C, D, K, X, V, T,
o

Y (i =1,q).

Observacao l.2,6

O sistema de compensacao estudado neste trabalho utiliza a rea-
limentacdo do estado de S. As vezes 0 estado de S & accessivel
a medida direta. Casos porem ha en que esta medida ndo é possi-
vel, pois pode ocorrer inclusive que algumas componentes do es-
tado nem sejam grandezas "risicas". Nestes casos sera necessa-
rio o uso do observador para que o estado seja estimado (ver
por exemplo (38), (39) e (6), pg. 281). Ora, como € sabido,
isto impoe a condicdo adicional (se quisermos que os valores pré—
prios do observador possam ser escolhidos arbitrariamente) que
S seja observavel. O grave porem € que, conforme foi demonstra-
do por Bhattacharyya (ver (40)}), o observador naec , robusto com
relagao a perturbagoes an todos 0S seus parametros. Por conse-
guinte, se 0 estado nao for diretamente mensuravel, a realimen-
tagao do estadé através do observador pode introduzg{{ un erro
(no valor do estado realimentado) que poderé evoluir exponenci-
al mente com O tempo, Seria interessante investigar como & que
este erro na medida do estado estimado se reflete no erro entre

o sinal (a ser rastreado) e a resposta de S

Observacao 4.2.7

No sistema de compensagao utilizado neste trabalho foi suposto
que todas as raizes de d)(s) possam ser modos do sinal r(s) e do

ruido w(s). Se soubermos, entretanto, de antemio, que algumas
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das raizes de qﬁ(s) nao sao modos do ruide e/ou de algumas compo-
nentes do sinal, sera poss¥el eventualmente un oompensador de
ordem menor do que pg. Veremos, entretanto, no proximo capitu=

le, que tal oompensador € pouco'rebusto”.

4.3 Sensibilidade do servomecanismo

No capftulo anterior e nas seoggeslprecedentesverifioa-
Mo que o rastreamento de un sinal (e a regulacao da resposta) e
poss:fvel porque os modos do sinal (e/ou do ruide) sado cancela-
dos pelas raizes de lsI-Fil i = 1,q). E claro que este cancela-
mento & "orftico", isto e, se houver um pequeno erro de imple-
mentagao do compensador ou uma pequena perturbagac nos elementos
de alguma das matrizes F; , teremos IsI-—Fil # (}S(s) , © conse-
quentemente, nao havera cancelamento de algum(s) modo(s) do sinal
(e/ou do ruido), 0s quais aparecer3o no erro entre o sinal e a
regposta de S.

Ora parece pouco provavel que se possa evitar na pra-
tica algum pequeno erro de implementagao ou ligeira perturbacéo
nos parametros de un sistema, donde seriamos levados a conclusao
que o sistema de compensacac estudado neste trabalho é inutil do
ponto de vista pr§tico.

Ocorre,porem, que nao é possivel obter estrutura de
compensagao melhor, como sera Vvisto no préxime capi'tulo. Mais
ainda,veremos nesta Secggo que se a perturbagao nos elementos
do P, (i=1,q) for "pequena" o rastreamento sera satisfatorio.

(Veremos adiante quais as condi¢cdes que devem ser satisfeitas.)
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Lema L,3.1

Seja un sistema escalar tal que:
y(s) = g(s)u(s) ,
onde g(s) ¢ estavel (mesmo quando o sistema ¢ perturbado) e tal
que o seu numerador cancele os modos instaveis de u(s). EntaS:
1) Se uma perturbacae do sistema fizer com que un dos modos (com
grau de multiplicidade 1) de u(s) nao seja cancelado, o modo
aparecera en y(s), mas o seu rosiduo 8 sera tal que:
prrlurbocio do
%Toé = 0 , sendo & aVrespectiva raiz do numerador de g(s).
2) Suponha-se que 0 modo nao cancelado tenha grau de multiplici-
dade G >1. Sejam Si (i= 1,6¢) as perturbacfes (nao necessari-
amente iguais) daraiz (com grau de multiplioidade & } do nu-
merador de g(s) correspondente ao modo que se deseja cancelar
C sejam GJ (3 = T,7) os residuos correspondentes as diver-

sas poténcias do modo nao cancelado. Teremos:

5,—0

E an geral:

1im 95 =0 ; i=T,0 ; i=1,@ ; 6=1
8.—;09

i J=1
Demonstraqgos
. ot
1) Suponha-se que se deseja bloquear o modo © = de u(t), o qual

supomos para simplificar e sem perda de generalidade tal que:

u(s) = Yo

S= K

Suponha-se que por erro de implementagao Ou por perturbagao
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de Vramsgeveucie
ou por perturbagao nos parametros do sistema a funcaoYtenha
un zero en ol =9 ao invés de ® , ou seja:
g'(s) = (s-d+3)g_(s),
sendo gO(S) uma funcao racional cdm o denominador estavel.

A resposta com o sistema perturbado sera entdo:

yi(s) = g'(s)u(s) = s=4+§ g (s) u
. “s=x_ © o

s —8_. + a« « « modos estaveis correspondentes as rafzes
S=
do denominador de gO(S).

Da expressao dos residuos (ver por ex. (L41)):

ezppww(ﬂ

= Sg (d)u
s=Y 80 °

f

E portanto:
1im @ = O
§—0

2) Seja agerat

u(s) = uo(s)

(s~n)”

Suponha-se que por erro do implementaggo ou perturbagao NOS pa=-
- A - . o
rametros do sistema a funcao de transferéncia ao inves de ter um

zero en A com grau de multiplicldade ¢, seja tal que:
g
e
g'(s) =g (s) |l (s—axs)
° i=1

- . . C
onde gO(S) e uma funcgao racional com denominador estavel.

A resposta passara a ser:
.
yi(s) = g'(s)u(s) = Bols) wols) TT (auasy)
(s-«)" =1 '




+ . . ® ] ""! eo— + o u u mOdOS eSt;VeiS
(s=o) (s-x)Z T (s=)”

L]
correspondentes as
raizes do denomina=-
dor de gn(s)

Ora, da expressao geral dos residuos (ver por ex. (41), pgs. 168

e 202), vem:

o. . =_;___c_1.i.[(s—o<>“ y'(siJ
N j ’

S= oL

T
= 1 g [go(s)uo(s) TT (s-ot+51)} 3 3= 0,0-1
] y i=1 - s= o

Bas? (4.3.14)
Para j = 0O:
.
Donde:
lim eﬂ" = 0 (L}.B.Z)
Si—vo
Para j =1 :
¢ .
TT (s=4+ 8, )
—_ w o
e(1“-1 B "%g[g"(s’u"(.S) 1=1 R | P
¢ TQ:T |
T -4 9, )
= j!l(s-mi) __%g[go(s)uo(—s)] v gyls)ugls)| | (omwrdy)y
- T-1
f ill (S-ngi) f e o o f l:1 (S-X+§i) - x

ife



-111~

u : 3 i
=TTs, a go(s)un(sﬂ s Ou T8, & T8 o, ..
i:] d.S‘_ - | S:(/\ . v i_.:_z ) i:ll
i£2
g-1
* L] . + rﬁsi (Ll‘QB.B)
. i=1

Donde vemos quer

lim ©¢y = O (4.3.4)

Si—>o

E além disso comparando (4.3.1b) & (4.3.3) vems:

1im =~ B¢ = 0 (130 5)
ot

Vamos agora demonstrar que se a expressao abaixo for verdadeira
para j, também o0 sera para J+1 r
6 .= _1 lg(shus) 2 1

=3 7 (cr ) T=J
-3

(S’d+si) 4 o « « parcelas com pro-

dutorios am que o numero de fatores da forma (s—M+gi) e

maior de que G‘-j]

s=o
AU e ut .
= %'[go(oi)uo(o() 2 (lr-li S, 4 ° ¢ parcelas com produto-

n o » . .
rios ean que o numero de fatores 31 e maior do que 0’-31 .

(4.3.6)
f"\—
(Has expressoes acima Z ' l indica a soma de todos os produ-
((r(r‘) 0=J
-

5 i S 1 ! dutori
torios com (-3 fatores; e claro que o numero de tais produtorios

K (qﬁ.::.} ).
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Ora, da expressao geral dos residues (ver (4.3.1)) vem:

eg,_jgl = __1 djfl o (s)u (s) Ti {s—-b(-;-S
: (3+1)8 as?*? =1 s=«

= 1 d [ 1 dj té (s}u (s) TT)(s—q+S %
J Js=x

j+1 dsm it ds i=1
_4_|g,(s)uy(s) z:j (s=0+0:;) + « » « parcelas
(+15 ds| ° j o
(«T5)"

com produtéries em que o numero de fatores da forma

S=0+ Oy é maior do que (T-ﬂ

s=

= 1 {go(s)uo(s) ;;ii l l (s-4+d3) + +... parcelas

(3+1)7 F=j-1
com produtdrios em que o numero de fatores da forma
s+ &, maior do que O'—j-l"

Al s=«

= ___ g (d)u (<) [ ‘ S + o s « o parcleas
(j+153 ( T ) T-J- :
: - Jj~1
com produtéorios en que o numero de fatores 0, & maior

do que f-j*l] o (4.3.7)

Como (4.3.6) ¢ verdadeiro para j = 1 (ver (4.3.3)), a prova por
inducao matematica fica completa.

Comparando (4.3.6) e (4.3.7) vems:

1im e "’1.! = 0O ; Jd = 0,@"‘1 ; 1 = 13¢ ()4'03.8)
$.—>0 p_ .
i - J-1
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E da expressao de qy p (ver-(uQBAS)) para J = §=1 vem:

1im e = O . ) A ()4.3«,9)

Exemplo:
Desejamos bloquear o sinal senoidal

u(s) = 1

2
S +a

=

por meio de un sistema cuja fungao de transferéncia e

gls) = s°+a”

2
(s + 1)
Suponha-se que uma pequena pertubacao NOS parametros do siste-
ma faca com que a sua funcao de transferéncia passe a ser:
g'(s) = (s+ia +31)(s-ia+52) 3

(s+1)2

sendo I = \/-1
-
A resposta serat

y(s) = e1 + 92 7 =« o o mModos estgveis
s+lia . s-ia

P . . . Id
Efetuando, obtem—se para, os dois primeiros residuos:

Zia(l—ia)2

62 = 52 (Zia + 81)

2ia(l+ia)?

£ facil verificar também que 91 e 32 nédo podem ser indepen-
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dentes, mas devem ser tais que

e

1 * 92 5 real
0. - © & imaginario
2 1 g

§§§

Observagao 4.3.10

Do Lema (pg. 108) que acaba de ser demonstrado concluimos que
0S residuos dos modos n&o cancelados serao'pequenos' se a por-
turbagae do sistema também for !pequena'. Mais ainda, tratando-
se de modos com grau-de multiplicidade maior do que 1, 0OS re-
siduos tenderdo a zero tanto magé vapidamente, quanto Mal~ele-
vado o0 expoente. Assim, exemplificande, se 0S modos ot, tet,
t?el ndo forem cancelados, o residuo do terceiro tendera a ze-

ro mais rapidamente do que o do segundo, € este do que o do pri-

meiro.

Observacao 4.3.11

Suponha-se que a perturbagao do sistema seja 'pequena'. Do Lema
conclui- se que se os modos nao blogueados corresponderem a. fun-—
coes |limitadas, eles aparecerao na resposta, mas com amplitude
também pequena. Se pelo contrario os modos nao bloqueados cor-
*
responderem a funcees néo—linﬂtadassuabmplitude sera'pequena'l
somente durante un tempo finito e supondo que as condigoes ini-

. . . . L . .
ciais sejam nulas (ou entao que 0 regime transitorio seja sufi-

L -~
cientemente rapldol

§§§
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Vamos agora aplicar o Lema 4.3.1 ao problema do servo-
mecanismo,
Seja entao:

g: x = Ax + Bu + Vw

(4.3.12)
y = Cx + Du + Tw
cuja resposta desejamos que rastreie un sinal tal que:
r.(s) = Fiols) : i=1,q (4e3.12a)
sendo: .
w, (s) = Wiols) ; i=1,a (4.3.12b)
: THsT ’ ’

Para tal fim utilizamos o compensador do capitulo precedente e
das secgoes pocedentes.

Suponha-se agora que a sub-matriz Fp tenha seus etmentos pertur-
bados, isto é:

lsT-7, | = ¢'€s) # ¢(s) 1¢k<aq

we

Seja H(s) a matriz de tansferéncia entre e(s) e [rgs;] , isto &
wis

e g

i=1,9 j=1, g+a

we

H(s) = “hij(S)u

Ora, sabemos que (ver a demonstracao do teorema 4.2.4, pg. 1035):

n (s) = M) 5 b (s ;i=T59 ; =71, aea
e lsT-% ]| ¢ l " L7k
hkj(s) = lNﬁj(S” 5 ¢'(s) lNﬁj(s)! . =1, a+a

kI—K\

oo S .
Entao renumerando o0s:-indices;,; vem:



q —a
ek(s) :-;é% hﬂj(s) rj(s) f Z~a h' . (s) wj(s)

Definamos: fkj(s) tal que :

hl‘{J(S) = (p‘(s) fkj(s) H =1, q+a

Entaao:

o (s) = iqﬁ'(s)f (s)E jo ofs) _ Z()S(s)fk J+q(s) ¥i0(s)

=1 =1 ¢) (s

1)

%f:) _Z,. £ y(8)rjols) + ) fi grgl Dgol ) (43,13

= =
Se ja:
p
d(s) = TT (s-x) ;
P
()i)‘(s):frr(s-u(+88)'

Suponha-se primekramente que o grau de multiplicidade de todos

os modos do sinal seja 1.

\Entgez
e, (8) = ©2 + % +...+_5 + ... modos estavegh cor-
s-¥ s=o, . s-«b respondgntes as raizes
1 do '|sI-K| .

, -
Da expressao dos residuos temosla expressao do { -esimo:

Qe — (S(_Q"'O(l"‘.gg_)-.. 8& voe (°(Q_"‘0&p+8.p) . .
TD(Q_D(lj..°(O(q_-’D(Q-i)(xt-.O(E.\.i).o.(O(Q..Kp) J'—'*l

k (M )r (“ ) o+

a

jé_lfk’ NRCAEPR TN
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~

P
N “ (MQ-M(\+5 ) q
8,=3,. xqée L ficj(0)m50%) + ;fk,mmwjow (4.3, 1)
,\T(x - ) - _ S
né{
Donde se va quet
%11:0 6= 0 . { = 1,p (4.3.14a)

Supon‘*a-se agora que uma das raizes de (f)(s) tenha grau de multipli-

cidade @, ou seja:

T
(f)(s) = (S_o(l) (S"D<G.,+1.) o o o (S"'o(p)

Entaot

qb‘(s) = (s—o(l-njgl)(s'—éllf 52). o '(S_dl'*" 80)(5-9(0*1-0?8“1).'.0(s—D(p+ Sp)

De (L.3.13) vem:

ek(S) = ""’e'“:!-' + —-—-2—'6 toeveot __.__._..,.ew + 60—""‘- + esee <+ eB ﬁ'ooo
S—Q(l i (S"‘O<1)2 : '(S_D(l)@' - S—°<0_+1 S"'(Xp

- A - .O
« «x Modos estavegﬁ correspondentes as raizes de lsI—Kl

"~
Os ¢ primeiros residuos sao dados (de acordo cema expressao geral)

por:
] S
g-¢
6 = 1 a. (s=% ) ¢'(s) £, (s)r. (s)+ (s) s
! (-t} 474 T ¢(s) | =1 I Jo i K»d+q Jo JSZO(
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Ou seja:
r o ]
-
~ rTr (8= X+ 0y) rq-
0,=__1 a™ |l (smue 8y) Ammer P £
A (YD X gzt A= 1T A A gzl kJ(S)rjo(S) *
® 7T sy
{1 L
i A =0+l
a
&
f :.%;—:Lfk,j-&-q(s)wjo(s)
52:0(1
f: m (lh3-15)
Utilizando o Lema L.3.1, voms
1im 9. = 0 3 {=1,¢ ; I=T1,p ; 90:1 (4.3.16)
§—0 o - :
A ¢-1
lim B = 0 ;A =1,p (4.3.17)
51\“‘"0

| sto permite formular o seguinte teorema, expresso numa lingua-

e . . (S . ”~ . . .
gem nao MUItO rigorosa,em beneficio da concisao e simplicidade:

Teorema 4.3.18

Dado 0 sistema S o0 o compensador conectados de acordo com o
teorema 4.2.1 e supondo que O sistema em malha fechada seja
estavel, se 0s elementos da sub-matriz Fk forem perturbados,
aparecerao modos do sinal r{(t) o do ruido w(t) na k-ésima com-
ponente do erro entre 0 sinal a a resposta de S Os residuos
destes modos, entretanto, serao 'pequenos' se as perturbacgoes
das raizes do lsI—FkI tambem o forem. Se algum modo nao bloque-
ado tiver grau de multiplicidade maior do que 1. 0s residuos

correspondentes as diversas peténcias do modo tenderao a zero

-
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tanto mais rapidamente quanto mais altos 0s respectivos expoen-
tes.
y §§§

Observacao 4, 3.19

Se a perturbacao de F, for 'pequena'! e 0S modos nao bloqueados

k
forem funcoes limitadas, O erro entre o sinal e a resposta de

S tera amplitude pequena en regime permanente

Observacao 4. 3.20

Se 0s modos nae blogueados forem nao limitados, as respectivas
amplitudes s0 serac 'pequenas' durante um intervalo finito de
tempo € supondo gue 0O regime transitorio seja suficientemente
rapido (media&nte escolha apropriada de K e K, , casa sejam sa-
tisfeitas as condigoes para rR controlabilidade do sistema an

malha fechada: ver o teorema 4,2.1 , pg. 103)

Observacao 4.3.21

. . L4 . . -
£ de todo conveniente un regime transitorio arbitrariamente ra-

pido (o que implica a controlabilidade do sistema en malha fo-

. z . . d
chada), mesmo quando o sinal a ser rastreado e |limitado: so as-
sim teremos un bom rastreamento quando o sinal (e/ou ruido) -

sujeito a pequenas oscilagoes.

Observacao U4, 3.22

E digno de nota o fato que se a Unica sub-matriz perturbada for

L (o
F, , oS modos nao bloqueados sO aparecerao na K-e€sima componen-

te do erro,
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5. NECESSIDADE DO ' MODELO INTERNO' E DA REALIMENTACA0 DO ERRO

, 5.1 Introducao

Vimos nos dois capitulos anteriores que a estrutura
de compensagao utilizada ¢ bastante robusta, sé nao havendo ras-
treamento an regime permanente com erro nulo quando as sub-matri-
zes ¥, (i= T,9) sao perturbadas,

Como vimos tambem, a estrutura de compensagao Utili-
zada consistiu numa generalizagae do modelo classico: realimen—
tacao do erro e utilizacao de un cmpensador cuja funcao de trans-
feréncia tem 0 mesmo 'formato' do sinal a ser rastreado,

Ora, e claro que a estrutura de compensagcao estudada
nos dois cathqus precedentes nao ¢ a Unica possivel. Cabe por-
tanto a pergunta. a estrutura de compensacao estudada neste tra-
balho (porposta e estudada pela primeria vez por Davison) é a
melhor?

Comparando-a com outras solugoes para o problema do
servomecanismo apresentadas atée o presente momento (como por
exeplo as solugoes de Bhattacharyya e Pearson (28) e Bhattacha-
ryya (537)), aresposta é afirmativa, gracas a sua 'robustez!'.

Mas esta pergunta pode ser posta de forma mais cons-
tringente: e possi'vel obter uma estrutura de compensagao melhor?
Qu de outra forma (ur\na vez que o conceito 'melhor’ & um pouco
vago) s é necessario Utilizar a realimentacao do erro e un com~
pensador gcom O mesmo !formato! do sinal para se obter frobus-

|
tez?
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No 32 capitulo vimos argumentos suasorios a favor da
estrutura de compensacao empregada. Assim por exemplo (ver pg.
85) vimos que utilizando a realimentacdo do erro, € necessario
gue F seja tal que qu(s)lIsI—-Ff se quisermos que o rastreamen-

to seja robusto com relagéo a perturbagces en A, B, K_,

Nao se cnnseguiu, entretanto, uma demonstracao rigoro-
sa da necessidade da realimentacao do erro e de um cmpensador ,
com o 'formato! empregado utilizado- se o método do espaco de
estado no dominio da f‘requénciao

Neste capitulo apresentamos a solucao deste problema
proposta recentemente potr Francis e Wonham (53)r estes autores
demonstraram, utilizando o chamado 'método geométrico!, que pa-
ra que o rastreamento seja robusto com relacdo a perturbacoes
& necessa-

J
rio realimentar 0 erro o utilizar un compensador com um ‘'modelo

en alguns dos parametros da estrutura de compensagao

interne! (cujo sentido preciso veremos mais adiante) do sinal,

5.2 Notacao e cnceitos fundamentais

Como 0 método matematico utilizado e a maneira da co-
locar o problema do servomecanismo sao diferentes do restante
deste trabalho (4 capitulos anteriores e Apéndice), seguiremos,
com poucas alteragoes, a notacdo de (53).

As primeiras letras do alfabeto, en maiascula, com Ou
sem indice, indicardo operadores lineares ou Suas respectivas ma-

trizes: A, Al, B, Cl’ etCosa
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As ultimas letras do alfabeto, en maiﬁsculas, com ou sem fndices,

indicardo espagos vetoriaisr X, X Y, Z, etcaeos

1?
Asgﬁltimas letras do alfabeto, en minusculas, com ou sem indices,
indicarao vetores: X, Xy Us etCoooa

® indicara soma direta de espacos vetpiais

g(A) indicard o espectro de A, isto € o conjunto das raizes (e-
numeradas segunde 0S seus graus do multiplicidade) do polinomio
caracteristico de R

Im B ou B indicardo a imagem do operador B.

Nuc B indicara o espagco nulo de B.

<@1@> indicara o espaco controlavel do par (A,B), ou seja:

CAlB) = @+ AR + 4 . 44" 1

d(x)} indicara a dimensdo do espaco X.

B|v indicara a restrigao do operador B ao espago V. Assim por
exemplo se Bt U—X , V<U, entdao B|V: V—>X

~ indicara isomorfismo de dois espacos

Esp I{X, 7y Z} indicard o espaco espandido pelos vetores X, y, Z.

§§8§
Seja entao:
St %1 = Alx1 + A3x2 + Bi? , (5.2,1)
sendo X, O estado de 3, u o eontrole e X5 tal que:
X, = A_x (5.2.,2)

A_x & portanto o ruido na equacao de estado de S

32

Deseja-se regular?

+ sz (50203)

A =7D1x 2

1
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Dispoe-sSe para medida direta de:

y = Oyxq + Cox, (5.2.4)

(Podemos oonsiderar z como 0 erro quelse deseja regular en regime

permanente e D;x; como a resposta que deve rastrear o sinal-D2X2)

Seja 0 compensador:

X = A X
C

c c + ch (50 2, 53)

u = F x, + Fy s (5.2, 5b)

sendo x, O vetor de estado do compensador.,

Os vetores x4, X_v u, z, Y, X pertencem ao%espagos vetoriais

2

X 2 X5 Us Zy X, X (5.2.6)

de dimensobes nys N m a, p, n_ respectivamente

2’
Os operadores de (5.2.1)-(5.2.5) sao supostos invariantes no
£ empo.

Definamos o0 espagco de estado do sikema em malha fechada:

—- ' 02
XL_Xl@XO (5.2.7a)
Entaos

Xl ]
XL = G XL (5-207b)
Xc

Combinando {35.2.1), (5.2.4) e (5.2.5) vem:
% | A, + B,FC B.F ][ x A_ + B,FC
S I A B ety 3T YT (5.2.8)
x Bccl A x dgc

c c 2

Definamos:



Al + Bchl B, F A, + B,FC

A, = . — 2
L ! BL"" (5-2-9)
Bccl A

Definamos ainda D—l : X =7 tal que:

L
b, =[0; o (5.2,10)
Donde:
z = DX D,x, (5.2.11)

Podemos supor sem perda de generalidade que:

O"(Az) e (ff: {se C: Re (s) > O.} ’ (5.2.12)
[Cl 02] & sobrejetor. (5.2.13a)
ou equivalentementes

mle, ¢)= v , (5.2.13Db)
D, & sobrejetor (5.2.14a)

OuU equivalentemente:

Im Dy = V/ (5,2,14b)

Observe-se que ndo pode haver regulagao de z a nao ser que:

Im DZ Clm Dl

Diremos que "z(t) é legivel a partir de y(t)" se todas as infor-

macoes de z(t) estiverem em y(t), ou mais formalmente:

Definicae 35.,2.15

z 6 legivel a partir dey se existir um operador Q : Y — %
tal que z = Qy
E facil provar que isto o equivalente a

Nuc [01 02] - Nuc [Dl D, ] " (5.2.15a)
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Gm efeito:
Suponha-se que (5.2.15a) nao seja satisfeito. Entao 3 %, tal
que: ES
(e, cz]rl} =0, By p[x] #o0
Xz X2

—>Fa:lo, pl=afy o]
Mas:

3Q ¢ z =:Qy <= 3Q :[Dl Dé]: Q[Cl 02}
Donde:

Nuc [Cl 02] qi Nuc [Dl D2] — ﬁQ t 2z = Qy
Inversamente, suponha-se que exista Q tal que z = Qy
Seja

X

B Muefo; Gy e y=0 .z =0 :$[X1}€Nuc[nl D, |
. ,

N Nua[ﬁl CZ] C Nuc [D] DQ] s

completando a prova.
Se (5.2.15a) for satisfeito, diremos que o par

(fe, ©2] » [0y Dyl) & 1egiven (5.2.15b)

Escolhamos uma base para Y tal que
L = ) 020
e, ©,] =[B Ey| (5.2.17)

D1 D,

0 que permite fazer
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Sejam:

r,=Flw,r, =%z, B, =8]w,B =8|z

Podemos fazer ent&o:

r=r, ¥,] , By=[Byy Bog (5.2.18)

(5.2.17)-(5.2.18) sao verdadeiros se z for legivel a partir de v,
0 conceito de legibilidade sera Importante no desenvolvimento
deste cap{tulo. Veremos que a reghacao de z enm regime permanen=-
te sera robusta guando alguns parametros sao perturbados somente
se z for 1eg:‘fve1 a partir de y. Mais ainda, =z sera suposto legi-
vel a partir de y na demonstracao da necessidade do 'modelo inter=-
no! e da realimentacao do erro,
§§§

0 conceito mais importante na demonstracao de Francis

e Wonham é O seguinte:

Definicao 5.2,18a

Seja A + X—X . Dizemos que A incorpora uUm modelo interno de A,
se 0 polindmio minimo de A, dividir pelo menos q = d(z) poli-
nomios invariantes de A

Exemplo:

Suponha-se que O polindmio minimo de A, seja (s-a)(s-b) e q =

= d(Z) = 2, Seja

b

1
b

£ facil ver que OS p01in3mios invariantes de A sio:
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py(s) = (s-a)(s=b) , p_(s) = (s-a)%(s-b)?

Donde se conclui que A incorpora un modelo interno de A2.

Vejamos uma Qutramaneira de caracterizar a incorpora-
¢a0 de um modelo interno:
Seja A na forma de Jordan e X decomposto convenientemente (isto
e, segundo os diversos blocos de Jordan), ou seja:

X= @ ® Xix ) (5.2,18b)
Ae@la)  i=1,t())

onde t(}) é o numero de blocos de Jordan correspondentes a A\ .

enquanto que X% sao 0S sub-espagos primos correspondentes a ).
(5.2.180c)

Seja k()) o grau do fator (s-A) no polindmio minimo de Ay ,

NEa(a,).

Entao:

A incorpora un modelo interno de A, se e somente se para cada

\e G(AZ) houver sub-espagos primos independentes Xy , tais que

alxf)y k())  i=T,q (5.2.184)

No exemplo acima k{a) = 1, k(b) = 1, d(Xi) =1, d(Xi) = 2,

a(xl) = 1, d(xi) — 2 . E portanto cpncluijmos mais uma vez que

A incorpora un modelo interno de Aye

§§§
Seja A+ X—X , B: U—~>X, CI X—Y
Entao:
(4,B) comtrolavel<—=> X = Im (A-)I) + Im B , \eG(A) e el
' (5.2.18¢e)

(C,A) observavel<——>Nuc ¢ ) Nuc (ArAI) =0, ANEG(A)
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A demonstracao do segundo resultado acima pode ser encontrada an
(L), pg. 196 , enquanto que a prova dovprimeiro € por dualida-
de. Estes dois resultados também podem ser deduzidos a partir de
(1.3.3) e (1.3.4): com efeito, a 12 igualdade de (3+2.18e) ¢ e-
quivalente ao fato que todas as linhas de [sI-A B] sao 1.i.

Qsec { , enquanto que a 28 é equivalente ao fato que todas as

colunas de [SI—A} sdo l.i. VSE.C .
-C

Seja R, C X, , (5.2.,18fF)
sendo R, invarianta com relagao a A,
Seja P, @ XC-*'EG (5.2.18g)
a projegao canbdnica (ver (44) pg. 9)

Seja A, t+ X — X, o operador induzido por A, en 'ic, isto é

AcPG = PcAc (5.2.18h)

Entao:

Definicao 5.,2.18i

Diremos que o compensador incorpora un modelo interno de A, se

R, existir (ver (5.2.18f)) o tal que A . incorpore

un modelo interno de A. no sentido da Definicao 5.2,18a.

2

Definicao 5.2.18 ]

Suponha-se que o compensador incorpore un modelo interno de A,
e que além disso:

Nue F, () Nue (A - \I) = O >\EG‘(A2)~

Diremos entdo que o modelo interno é observavel por Ue.

(Ou seja, tendo em vista (5.2.18e), o0s A, -modos de A, sao ob-

2
- .
servaveis por F)
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Definicao 35.2,18k

Suponha-se que o compensador incorpore un modelo interno de Ay,
z seja legivel a partir dey e que além disso

Im B c R
CcwW c

X =1Im (&, = A\I) + Im B, , A€ g(ay)

sendo B{m = PEBoz .

Diremos entao que o modelo interno é controlavel por =
(Tendo en vista (5.2.18e) isto ¢ equivalente ao fato de os

A ~modos de —A'O serem controlaveis poOr ECZ)

§§§

Para compreendermos melhor a incorpora¢ao de um modo-

1o interno por un cempensador decomponhamos:

XO = RO®X02

Escolhida uma base oonveniente, pode- se mostrar que (ver (4h),

pg. 12):
B
A = Aol AoB , B = Bow1 , B = ozl
c ~ - ow cz T |3
0 Al A Boz

Fo :{?01 F02]

Se 0 compensador incorporar ui modelo interno de A2’ entae, por
definiggo, como vimes, o polingmio minimo de A, deve dividir pe=-
lo menos g polindmios invariantes de Kco | sto nao significa ne-
cessariamente, porecm, gue 0 polindmio minimo de A, deva dividr
pel 0 menes q polindmios invariantes de Ac como pode ser visto

no seguinte exemplo:
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Exempl o
Seja Az = 1 s Q= 2
_ i 0
A =3, A_ =0, A = )
G4 c3 [+} o 1

Os polindmios invariantes de Ae shos
pl(s) = pyls) = s-1
Portanto o compensador incorpora un modelo interno de A2 (pois
'ATC incorpora un modelo interno de 4,). Entretanto, 0s polindmios
invariantos de A_ saot

2
py(s) = pyl(s) =1 , pB(s) = (s-1)"(s-3) |
(Donde se v& que neste caso AC nao incorpora un modelo interno
de A,).

Observe- se porém que teremos sempre:

lsI-—Acl = lsi-—Ac'll ; ]sI—Kcl

Por conseguinte, se o compensador incorporar un modelo interno

Rl -
de A o0 polindémio minimo de A, dividira pelo menos q vezes

2 b

™. ' .
O polinomio caracteristico de Aca

5.3 Solucao do problema

A demonstracao da neessidade da realimentacao do erro

. . » -
e da incorporacao de un modelo interno pelo compensador e feita

do seguinte modo:

Lema 1

Suponha-se que 0 sistema an malha fechada soj a estavel. Entho a

regulagao do erre:= €. e equivalente a existéncia de un operador
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G : X2—+XL tal que:
ALG' - GAZ = BL (5.3.1)
DG =

L D2 9 (503-2)

sendo A, , BL e D, dados por (5.2.9) e (5.2,10)

s
Demonstracgao:

Sendo A, estavel, vem:

G(a, )N a(a,) = ¢ (conjunto vazio)

Consequentemente (ver (2), I, pg. 225), (5.3.1) defige G de for-
ma unicat ou por outras palavras, a s#lucao da equacao matricial
(5.3.1) en G € unica porque A © A2 ndo tém nenhum autovalor em

comum.

Por outro lado, de (5.2.7)-(5.2.11), vem:

XL = ALXL f BLXZ

7, = DLXL + D2x2

Definamos:

XS:XL ®x2

A B
oo L L fuastd ‘.2C
Ag = , b = [p D] (5.3.2a)
0 A
2
XS = ASXS
Z = DSXS

o ”»
Seja XS(AS) 0 sub-espaco instavel de XS relativo a Agq
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A regulacao da resposta € entao equivalente a

X;(AS) C Nuc Dy (5.3.3)

Definamos Q ¢ X —X tal que
S

s
I =R
a={ L
0 I,
Donde:
. I. R A ~A, G+GA_+B
=t . qlago]t TR
0 1 S
2

- 0 AZ

Substituindo (5.3.1), vem:

A o1
-1 7L
Q TAgQ =
_o AZ—
Donde:
+ 0 ] -R
X S(AS) = Q Im = Im
o] Iz

E de (5.3.2a):

- R + D2 = 0

L Y
Q'E.D.
Proposicao 1
i i un sub-espaco primo de X, correspon-
Seja h¢ G(4,) e seja X, paco p 5 P

dente a M. Facamos k = d(X,,) e definamos o sub-espago
/ 5 da seguinte format
T Xl @ 1{0 g
T = {fxl,xo) H Bcclxl o+ (Ac - AI)xC = 0, xlg Nucliﬁ:i s
L~ -
X € <Ac|BoC1Nu° D1> + Im (A, - L) } 7(5.3.}4)
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Entao O erro z 6 regulado mesmo quando A3 ¢ perturbado (no sen-

tido da Observagao abaixo) somente se d(T)) n -

Observacao 5.3.4at

Na Proposigao acima a perturbacac de AS deve ser tal que

BEsp { 5a3,1} = Xl >

sendo da 1 a perturbacao da 12 coluna (‘escolhida uma base con-
L4

veniente) do A3!X2A .

Demonstracao da Propesigao 1:

Sejas
CT1
G = . 3 Xz——>X1®XC

o]

Substituinde (5.2.9) e (5.2.10) em (5.3.1) e (35.3.2) vem:

(A, + Bircl)el - Gy, f B F G, = Ag f B,¥FC, (5.3.5a)
o = . . b
Bochl f AG, = GoA, Bcc2 | (5.3, 5b)
= ' :o 0)\
D Gy = Dy (553.5

Sejam L ABA s Coy 5 Doy 5 Gy 5, G, as restricoes de A, , A3

Cys D2, Gl, G ao sub-espaco X2x. Das tres igualdades acima

3

vems

- : pammi FC,. [ .6(’:1)
(A1 - Bchl)Glx Glezx + BchGox Agy f RPN (5.3

- - B 4 (5-3-6b)
Bcchlk + AcC‘rc)‘ G’c)\Az,\ Bgczx
D.G = 1 (5- 3060)

171 2\
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Escolhamos uma base para X0y tal que A seja representado por

X

un bloco de Jordan de ordem k = d(X,)‘). Seja nesta base:

2

glk] ! ,ch :[gcl M gok]

a
-

RETS :[gu °

»
L

ABA :[a31 * a3k] ’ sz“[°21 A °2k]

Doy =ldgy + « + dp]

.--X 1 1
N 1
Ag = - Y
. 1
A
Entao:
—_ )
Gy Az) = ey, I I S 1]

Igualando coluna por coluna as k colunas de (5.3.6a) vem:

(A +B,FCy~)I)gy  + BiF 8oy = 837 + BFdy,
~g,, + (A +BFO =)I)gyp + BiF 8 p = agp + ByFoy,
. (5.3.7)
-8 A.+B, FC_ -~ y L = + B_Tc
81,11 * (A +By PO~ T8y, + R e
Fazendo © mesmo com as k colunas de (35.3.6b} vem:
- - B ©
B,Op81y *+ (A7) | = Boogy
-8 - ., = B ¢

Bcclg]_Z €c1 + (AC )‘I)gcz c R2

. (50308)
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Boclglk T~ 8g,k-1 f (AcﬁhI)gok = Bgooy

De (5.3.6c) vem:

et

Digyy = das s i = 1,k (5.3.9)
Perturbemos Ag. Entao, de acordo com o Lema 1, para todo 531 em
alguma vizinhanca de a5, existe g;;eX; e g ;eX, , 1= 1,k,

tais que as igualdades acima (5.3.7)-(5.3.9) continuam valendo

e em particular:

[ >~ o ~
(A1+B1F01- xI)g11 + Bchgol = a3 + Bchzl

~ Fad
Bcclgll + (AO—AI)gcl.u B,Cpq
o ~ Pl —
B,C181, = 8. + (A - AI)gcz = B Cpy
. (503093-)

&~ ~ ° -~ ’
BoC181k T Bt (A= M)E, = Bioay

D d

g, . = i
1814 = %21 ? =

. - jad 5 —_— -
Seja 5a31 = 8, T 85, 2 bg = By 7 Ba1 ¢ Sgci = 801 T Boj

Entao, subtraindo membro a membro cada igualdade de (5.3.9a)
da respectiva igualdade do (35.3.7), (5.3.8) e (5.3.9) vemos que

para todo Ay em alguma vizinhan¢a da origem do espago Rn’_i

3 e X X tails que:
existem Sglic e Sgcie o q

1

(A1+'B1FC‘1- xI)Sgll + 81F08g01 = 8a31 (5.3.9b)

Bcclggll + (Ac~,\1)8g01 =0 (5.3.9¢)
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B,C,08, , + (A=AI)Sg o, = 884q

. (5.3.9d)
Bccléglk + (AO—XI)SgGk = Sge,k—l
Dlsgli = 0 ’ i= -ﬁ (503099)

De (5.3.9d) vems

$sg . = B C_b&g

—_— o - - 2
= BC 88, + (A,0T)B 0 565 + (A_-\I)*{B 0 5eq), +

! (AC-XI)Sch’J}

| k-2
= Bcclgglzﬂ»‘ (Ac-)\I)Bcclgg13f oo s o+ (A=) BC gy

+ (Ac—kl)k"lsgck

E tendo em vista (5.3.9e) vem:
M k-1
58, € {(a - DB 0 Mue DY+ Im (Ag=AI)

)k—-l

— <Ac‘Bcc1N“° Di) f Im (AO-XI (5.3.9F)

De (5.3.9¢), (5.3.9¢) e (3.3.9f) vemos quet
thllsSgol)e T (ver (5.3.4))

Ora:

Esp {San} =

De (5.3.9b) vem entao:

X, = [A1+‘B1F01—-)\I B,F )T

— 4(T) > n,
Q. E D.
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Proposicao 2:

O erro z & regulado mesmo quando A_ é perturbado (no sentido da

3
Proposigao 1) somente se o par (C; » D) for legivel.

. ~
Demonstragao!

Seja M€ 7(A,) e X,y um sub-espaco primo de X, correspondente a

2
N« E claro que T definido en (5.3.4) esta contido em:

B,Cq A =M
Nue .
i ﬁl C
Entao, da Proposigaoc 1, a regulagao de z quando A3 6 perturbado
implica:
‘B C A =)\I
d | Nue| © 1 ° > nq
D 0
1
Qu seja:
B C A ~-\I
af{mm| °* ¢ < ng © (5.3.10)
Dl 0

Ora, a estabilidade do sistema en malha fechada implica que

A, -y tem inversa. Isto,por sua vez,implica (de (5.2.9)):

‘:Bncl AC-)I] X, @ XX, € sobrejetor.
Ou sejat

- = ° ° 1
a( Im[B,0y A=) ) = ng (5.3.11)

E portanto, de (5.3.10):

B C A -\T
atrm| © 1 ¢ = n (5.3.11a)

Dy
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Donde (ver (44}, pg. 8):

s . A ~)\I

b X C
Im : o~ Im rBAC_
¢ 1 -

¢ , A~ 1] (5.3.11b)
D, 0 |

Vamos demonstrar agora que (5.3.11b) implicar

wuo[B,G,  A,-)I] < Muo[n, 0] (5.3i11c)

Suponha-se que (5.3.11c) nao soja satisfeito. Entao

Ixe wue[Bo,  Ag-Ar] , x ¢ Nuo[n, o] (5.3. 11d)

Qu seja:

[Bccl AG~XI:' x=0 ,

Sej a aggra H bijetor tal que:

B,C4 A~ A\

H ¢ Im —_ Im[Bccl AG-XI]
D 0
1
X - Isec a -1 x
N (o 1
:.7>[BC A—XI] = # 1 ©
c 1 (o]
Xc Dl 0 Xc

b

Sej a xexl@xc e satisfazendo a (5.3.11d). Entao:

0
o:n{} s Z #£ 0

Z

—H nfo 6 injetor ——> H N&0 6 bijetor
B,C;  A_-\I N
~ ¢ s em contradicao

<>mBo, A~ £ Im

1 0

com (5.3.11b).
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Por outro lado € facil verificas que (3.3.11c) implica
Nuc 01 C Nuc Dl
Q,.E.D.

Lema 2

Sejam R X=X, B: U—~X, k21 , k inteiro.

Definames O sub-espaco V-— U@ X do seguinte modo:

V = {(H,X) t Bu + Ax = 0 , x¢ <A|(B> + Im Ak_l}

(a) Seja A o operador induzido por A no espaco (resultante da

projecao canénica) X/<A|(B) . Entao:

a(v) ¢ a(U) + d( Nue A N Im A k=1 (5.3.12)
(b) e 1¢8¢ k e
m at™l = <Al8)  + Im Al (5.3.13)
entao:
d(v) £a(v) (5.3.14)
Demonstragao: ver (53)
§§§

Teorema 1 :
O erro z ¢ regulado mesmo quando A3 e BP| 7 sao perturbados so-

mente se o par ([c, ¢,], [0, D2} ) for legivel.

Demonstraggo:

Vimos na Proposigao 2 que O erro 1 é regulado mesmo quando A3

é perturbado somente se o par (C1 ’ Dl) for 1egivel. Suponhamos
que esta condigao necessaria seja satisfeita. Entao, como vimos,

podemos fazerr
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E

c. —| 1

1= (5.3.22)

Dy
—Eg
|72

sendo B, — B{J Z

Para demonstrar o teorema, bastara prqvalique :

52 = D2

Suponha-se (prova por contradicao) que:

DQ ?é DQ_ 1 (50302)4)

Do Lema 1 , a regulagae de z em presenca de perturbagdes en As

e B,z implica que, mesmo quando Bcz S perturbado, existe G tal

que:
ALG - GAz = BL
Gy
Fazendo G = e tendo em vista (5.2,9) e (5.2,10), vem:
G
C
- = 3.2
B,C Gy + A G, - G,A, = B, (5.3.25a)
—_— °2
DGy = Dy (5.3.25b)
Decomponhamos Xy
= - .2
Xy = Nuc D; (3 Xqq s (5.3.26)
sendo X un complemento ortogonal de Nuc D1 em Xl'

11

Sendo D, sobrejetor, tem um inverso a direita, isto é:

.,l.
ip, + D Dl =1, , (5.3.26a)
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onde I_ 6 o operador identidade em Z.

Temos aindas

D z—X , I i = X,

Seja & = G, 1 n{nz (5.3.26b)
De (5.3.25b) vem:

D, 8, + D00, = D, <= Im &, C Nuc D, (5.3.26c)
De (5.3.26b) temos: »

BoC,8, + A G, - G A, = B_(C, - C;DID,) (5.3.27)

Substituindo {(5.3.22) e (5.3.23) acima, vem:

4B I _Ezﬂ
@m_ %ﬁﬁ%+1¥%-eﬁézpi 1%J5
-[B B Hptp
i . l. cl ch D 1 2
. 1
B EL +B .D.G +AG -Glao =B .5, +B.D, - B_EDD
cl1 171 c2”1Y1 e o c 2 el 2 c272 c171717 2
’ o+

Tendo em vista (5.3.26c) e (5.3.26a),vem:

-+ ”~
- = - - 23.2
Byp B8 + A G, = Gohp = By (B E,DiDy) + Byp(Dy = By) (5.3 8)

Suponha-se que Bc2 seja portubado e que ao inves de Bgo tenha-
mos 802 + 8502 « Para que o sistema en malha fechada permaneca
estavel e necessario que (5.3.28) tenha uma solucao unica

G, + 86, » & + §Cg
Ou ainda, da ultima jgualdade, 5@1 , SGc deve ser a solucao de

By By (66,) + A (8Gg) = (56,)a, = (8B ,) (D, - D;) (5.3.29)
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sendo Im(SGl) < Nuc D,

De (5.3.24) temos que existe algum sub-espago primo Xz,\ COTTE S~
pondente a ) tal que:

Dz‘xzx # Dzlxzx

Seja k = d(X,,)

X

Escolhamos uma base para X,, tal que a representacao de Ayl 72

seja un bloco de Jordan. Sejam nesta base:
36’1‘){2)\ = \:g‘ll s o o o glk_l

SGO\XZ)\: [gcl e o o o gck]

(g.. e g . sao colunas)
1i ci

Restringindo (5.3.29) a X,, vem:

BgqEq [811 . ° °g1k] + Ay [gcl °*® gck]— [ge}. ’°gck] A

1
L >
= (8302)(D2jnz)lxzx (5.3.30a)

o

Suponha-se que a primeira coluna diferente de zero do (Dz'Dz) Xo)

seja a %-ésima (X ¢ ¢ k), Igualando coluna por coluna en
(5.3.30a) vem:

B _E

- = 0
o1°1811 ¥ (A= T gy

- A -A\L) =0
By1F18yp = 8oy * (Bo €c2

°o e o +

(5.3.30b)
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*

Bc1E1g1,e—1 T Bg,pmp t (Ac" )‘I)gc, g1 = 0

B _E - g -
cl 1g1€ 8c,ﬁ-l + (A =\l)g - xc -’
c ct
(0 segundo membro da ultima igualdade é a ¢-ésima coluna de

(SBcz)(Dz-Dz) X, 3 claro que sera um vetor Xx_ € y

(o]
Da ultima igualdade acima vem:

= t - =
gq, -1 BolElgle (A0 )\I)goe X

Substituindo na penﬁltima:

: 2
By, 1~p = Bo1F181, ¢-1 + (Ac-a-)\I)BclElglef (A =~21) 8o " (A,-\I)xg

Substituindo na anterior, e assim sucessivamente, ate a 12 das

equagoes (5.3.30b) vem:
-1

- T - ‘ : t-1
(AG-AI) x, = dolElgll f (Ao )\I)BclElgl2 f e...f (A-)1) BClElgle
{
+(AC_)\I) gce (5030300)
Entao para todo x_¢& X existe g,; € Nuc B, , g_.¢ X, , 1= 1,6,

tasfl que (5.3.30c) ¢ satisfeito. Isto implica:

Im (A -)IN-1 C {(a_- XI)(BClElNuo p;) * Im (A ~ATN

= <AC‘BclE1NucD1> + Im(Ac-AI)e (5.3.31)

De (5.3.22) e (5.3.23) vem:

= E
Bccl Bcl 1 f Boznl

Substituindo em (5.3.4): ~

T = {(xl,xc) : BclElxl +(AC—)\I)Xo = 0, x; Nuclhy,

-' k-1
x € <A0l BolElNuonl) + Im(A _-)I) } (5.3.31a)
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Facamos No Lema 2:

A=A -\ , B=B_,E ,» X=X, U-:Nuc D, s V=T,

De (5.3.31) vemos que (5.3.13) ¢ satisfeito e portanto:

a(T) £ d(Nue D;) = n, = g, contradizendo a Proposigao 1. Donde

1

se conclui que a hipotese (5.3.24) ¢ falsa o portanto:
D2 = D2
Q.E.D.

Lema 3:

Seja h : Xx—X . Entao R incorpora un modelo interno de A, se

e somente se y A€ G(A,} tivermos:

k())-—l)

d(Nuc(A; -\1) ) Im(A - \I) S q B (5.3.31b)

d

onde k(X\) & o grau do fator s=\ no polindmio minimo de A,

Demonstracao: 1 Tordow

Seja}ie G(A) e considere~se a decemposiggovde X relativamente a
A Seja X}i UN sub~espaco prino correspondente ar nesta decompo-
sig’é{o.

Definamos!

A = Alx, , U= a(xy)

Entao sabemos que existe um gerador ciclico x EX}L tal que:

X}L o Esp{x, (A}L"}LI)X, es 0oy A}L")J—I)e—.lX}
Aplicando A}L—}LI a ultima igualdade, vem:

-1
Im(A)L—}LI) = ESp{(A}L-}LI)X, ceee s (A}L-—)LI)Q x}

E de un modo geral?
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A-1- - i-1 -1 _1 —
Im(l}l& ~}1) = us;o{(A}L “PI)T Ky eeen, (A}L —}LI)Q x} sy 1= 1,12

(503.310)
E por outro lado:
1-1

Nuc(A/), -}I) = Esp {(A}L -}LI) } (5.3.31d)
Das duas Ultimas igualdades vem: o

a(vuo(ay -p1)() Im(ay ~p1)377) {1 o

uc - Im ~iX f
Donde se vé quet
k(A)-1
d(Nuc(A —AI)ﬂIm(A—-)\I){( ) ) (5.3.31e)

e igual ao numero de sub-espacoes primos X, &= X tais que
d(x,)2 k()\) e portanto (5.3.31e) igual ao nmimero de polindmios
k(X)

invariantes de A divisiveis por (s-}) .

Q.E.D.

Observagao 5.3,31f:

Tendo, provado a necessidade da legibilidade do par ([§1/ 02],[D1
suporemos doravante que esta condigao necessaria para robustez
soja satisfeita. Para a demonstracdo do resultado principal da
Prancis e Wonham suporemos que:

Im B, <AG|BCWE1Nuc D1> (5.3.32)
Teorema 2 (Necessidade do modelo interno e da realimentagao):
Considre~se a estrutura na qual vale (5.3.32). Entao havera re-
gulagao do erro mesmo quando A3 & perturbado somente se o com-
pensador incorporar un modelo internode A2 o qual 5 controla-

ver por z (o erro) e observavel poOr u.

or
Demonstnacao:

Definamos:
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R, = -<AO‘BCWE1Nuc Bl> - (5.3.33)
Sejat '

rd N ~ - o'
Pc 3 Xc—> Xo = XG/F{C a projecao canonica

Se jam ainda:

Bcw = PoBow Boz = PgBgy

A tal quer —_
g P A, = AcPc

Temos entao O seguinte diagrama conutativos
' A
BCW‘ c

)\[c " Xc
> Xc Xc

Seja /\e(T(AZ). Substituindo (5.2.17) e (5.2.18) em (5.3.4) com

-

A

k = k(\), vem:

T = {(Xl’xc) : BcwElxl + (Ao—)‘I)xo = 0, x4 € Nuc Dq
- (8 | B, ByMuc D)+ Tm(Ag- I)k-l} (5.3.33a)
Xo € ¢l ocw 1 1 c

Utilizemos agora o Lema 2(a) com:

A= A had XI’ B= BC,W,E:L s X = XC F) u = Nuc D'] y V = T
Tendo em vista que:

P_(A -)I) = PA, ~ \P_ = AP, -)P_ = (A, -)I)P,  vem:

a(t) §& d{Nuc D)+ d(Nuc(Kc-)\I)nIm(Kc-)\I)K-l) (5.3.34)

Mas da Propo’siggo 1 —d(T))/ n,
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E por outro lado:
d(Nuc Dl) =ny - q
Donder

d(Nuc(K—c-AI)ﬂ Im (&~ XI)k—l) 2 4

E do Lema 3 concluimos que '1;0 incorpora um modelo interno de Ay,
e portanto (ver Definigae 5.2.181i) 0 compensador incorpora un mo-

delo interno de As.

A

Por outro lado a estabilidade do sistema an malha fechada impli -
ca que Ay -\I tem inversa Y \¢ G(A,5). Entao as ultimas colunas de
A =\I (ver {(5,2,9)) devem ser 1.i. e isto implica:

B.F )
Nue| T ¢ | =0

rAc- AL
Esta ultima igualdade por sua vez implica (prova por contradigéo):
Nue(ByF, )N Nuc (A ~)I) = 0

=>Nue F_{\Nuc(A -)I) = 0 Y AeT(a,) | (5.3.35)

Donde se conclui (ver Definigao 5.2.18]j) que o modelo intorno e

observavel por u.

Por outro lado, sondo as ultima 1inhas de AL - A\I 1in. ind.,

vems
X, = Im(AC—XI) + Im B
De (5.2.18)3

X, = Im(Ac—XI) + Im Bgy + Im By,

Apliquemos P, a ambos os membros da igualdade acima. De (5.3.32)

temos: B — O « Donde:
CcwW
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X, = Im(A~)1) + Im 'écz (543.36)

wodelo tulerwo

Donde se conclui que o 0 controlavel pOr z, O €rro

a ser regulado (ver Definigao 5.2.18k).

Q. E.D.

Seja ¢ o grau do polindmio minimo de A,. Deste teorema conclui-
se que a ordem de AC deve ser pelo menos g¢ « Ora, nos dois capi-=
tulos precedgfétes utilizamos o erro como entrada do compensador
(Isto e, realimentamos 0 erro de aoordo com a terminologia de
Francis e Wonham) e vimos que a ordem do compensador era pq,
sendo p O grau de ¢(s). Do presente teorema concluimos entao

que o compensador de Davison (utilizado nos dois cap{tulos an-
teriores) ¢ efetivamente de ordem minima. Mais ainda, sendo

——

A, = A ( = ¥ nos capitulos precedentes), concluimos que AC de-

ve incorporar un modelo interno de A, ou seja, O polinomio Mi-
nimo do A, deve dividir g polinémios invariantes do A_» © que
efetivamente foﬂverificado nos doi s capitulos anteriores, pois

temos: F = diag(F;) , lsI—Fi\ = $(si) 5 0 = 1,9

Observacac 5. 3.36b

Francis e Wonhan notam que se alguns elementos de A3 forem fi -
- - -* .
X0S, nae Sera necessario, eventualmente, un modelo interno do

tipo considerado.

Observacao 5.3.36c

Na demonstracac do Teorema 2, a_hipgtese (5,3.32) s6 foi neces—

saria para a demonstracao da controlabilidade do modelo interno
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por z, Tal fato é crucial na demonstracao da seguinte!

Proposicao 3t

Se (5.3.32) n3o ocorrer, a regulacao do erro z nao € robusta

com relagao a.perturbagges de A3 e §cw . !

llemonstracao (por contradic&o):

Suponha-se que exista uma estrutura que permita a regulacao de
Z mesmo quando A3 sdo perturbados e que nao satisfaca a
(5.3.32). Entao, de acordo com 0 Lema 1, para cada §cw pertur-
bado existe G 1 X,— XL tal que:

AG -~ GA, = B

L 2 L
DG = Dy .
Tendo em vista (5.2.9), (5.2,10) e G = Gl , vem:
C
BoCqGq + A G, - G A, = BCy (5.3.37a)
D,G; = D, (5.3.37b)

Substituindo (3.2.17) e (5.2.18) em (3.3.37a), temos:

(B, By + Bczbl)(}l + AG, - GA, = BB, + B, D2

E tendo em vista (5.3.37b):

) - = s Je 8
By, BiGp *+ 4,6, = G Ay = By, By (5.3.38a)

; _ .3.38b
D,G, = Dy (5.3.38b)

Tal como na demonstracao do Teorema 1, seja X11 um complemento
S

arbitrario de Nuo D, emX; e seja Dy ¢ Z—>X;3 o0 inverso a
£
direita de D; ocom Im Dy =X, o
~ +
Sejar G, = Gq + D;D, (5.3.380)
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De (5.3.38b):

+ D =D

1 2 2

- o~ 3 _ -~
DlGl = DlGl + D1D1D2 = DlG

—— Im 51 CC Nuc D (5.3.384d)

Substituindo {5.3.38c¢c) com (5.3.384) em (5.3.38a) vem:

~ + :
BoByGy + Acly = GoA, = By (B, = E,D;D,) (5.3.39)

Aplicando p_ a Ultima expressao:

POBbWElEi + P A, T P GA, =P B (E, = B DD,

~ —_— —_— — +
PeBowF1Gyp t 4G, 7 Gohy = Bow(Bz = EyDyDz)

sendo G = P G .
© C C

De (503038d) e (503-33) vems

—— —_ - +

A Gy ~ GolAy = By, (E, = E;DyDy) ! (5.3.40)

Ora, sendo [C] 02] sobrejetor, Ywew existem xlexl e

xzekz tals que:

w = E.X (5.3.40a)
171 + szz

(5.3.40Db)

Da ultinma igualdade, podemos escrever:

+ ~ ~
— s N
xq = D1D2X2 + X sendo x, € Nuec Dl

1

Portanto, de { 5.3, 40a) Vwe W existem §1€.Nuc Dl e X2€ X2

tals que!

- + .3.400)
E,D;D,)x, , (5

b .
w = Elxl + (E2

Donde!
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— - - +
W= E; Nuc D; + Im(E; = E,DJD,)
Aplicando —écw a ambos os membros da igualdade acima e tendo em
vista (5.3.33) vem:

- = +
Im B, = B__ Im(EZ - Elﬁlnz) (5.3.41)

Como por hipotese (5.3.32) nio vale, By # 0 « Donde:

+
By = B DDy # O
Entao existe )¢ Q'(Az) e um sul>-espaco primo X2\ correspondente
a A\ tal que:

i +
(B, = B,DyD,)| X, # 0.
Escolhdmos para base de X, aquela em que Ay |X,, ¢ representado
por un bloeo de Jordan cuja ordem sera k = d(Xzy ).

. +

— a -
Suponha-se que a 12 coluna diferente de zero de (E2 Elnlnz) X5y
seja a l=esima , 1< { £k «
Restringindo (5.3.40) a X,, vem:
['x1 /

— — — - - = + ¢
Ag [gcl' e go::k] -[gcl' $e gek,-] e e = cw( Ez Elﬁlnz) x2)

2\

L N
lgualando uma a uma as colunas da expressdo acima concluimos

que Y x eX_ . I §Oie X, (i=1,f) tais que:

(-A_'C —)1)5\01 = 0 (503-’42&)
(£, - XI)e , = 8oy (5.3.L42b)
(4, -méc,e_l = EM_Z (5.3.42¢)
(R, -MVe , =8, 41 N (5.3.424)



Substituindo §0,€_1 da dltima igualdade na penultima, vem:

— 2 — — —
(A-)T) gz, - (A, =M)x;, =8, ,_,

Substituindo Ec ¢ =g Na igualdade anterior e assim sucessivamente
b4

ate (5.3.42a) vemos que Y x_ Je, tal que

- g— - 1-1 _ (5.3.420)
(Ao —AI)J%cem = (Ac -)\I) X 5.3.42e

Ao fazermos Ee espandir todo O espaco fn , a ultima igualdade

implica:
— {-1 - ]
Apliguemos o Lema 2 (b) com

A:K—H,B:o,k:ku),x:@ , U=0 ¢
[o]
k(A)—l}

Vv = {xc : (Ac —)I)xc =0, x, Im(Ac -\I)

Dondef

—_ _ k(A -1
V = Nuo(R_ —XI)(\Im(AO -AI)C( )
Ora, do (5.3.43) vemos que (5.3.13) ¢é satisfeito e portanto:

a(v) < a(u) = o

—— Muo(E, -3 N m(E, -0 o

0

E do Lema 3 ooncluimos que Kc nao incorpora um modelo interno
de 4,, en contradigac com o que foi demonstrado no Teorema 2
prescindindo de (5.3.32).

Q*E. D
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APENDICE: SISTEMAS DEGENERADOS

Dado 0 sitema cuja matriz &:

[sT-A B
P(s) = , (A.1d%0

-C D

vimos que ele é chamado degenerado se e somente se todos os me-
nores de ordem méxima de P(s) forem identicamonte nulos, (Ver
(18)).
E claro que un sistema escalar degenerado tem fungao de transferén-
cia identicamente nula. Por sua vez, um sistema multivariavel

degenerado & aquele cuja matriz de transferéncia nao tem inver-

sa (isto 6, pseudo-inversa) nem a direita nem a esquerda.

JA tivemos ocasido de verificar as seguintes proprie-
dades relativas a tais sistemas:

CiDNo 22 capitulo (Proposigao 2.2.25, pg. 52) foi demonstrado
quo se un sistema nao for degenerado e o nimero de entradas
for igual ao de saidas, os zeros do sistema permanecem in-
variantes sob realimentagao do estado.

(ii) No 3% e o cap:ftulos vimos que uma das condigoes necessa-

rias para a controlabilidads do sistema en malha fechada

& que S nfo seja dgenerado.

§$%

Investiguemos outras propriedades de tais sistemas:

Sabemos que um sistema com condigoes iniciais nulas tem respas-

ta funcionalmente controlavel quando existe uma entrada u(t) que




a)

...1514‘..
do %
permite obter uma resposta y(t)vdurante um intervalo arbitrario

de tempo (ver por ex. (6), pg. 208).

Proposicao A,2

Dado o sitema
St x(t) = Ax(t) '+ Bu(t)

y(t) = ox(t) + Du(t) , (4. 22)
sendo Posto B=m , PostoC =g ,
(id)Se myq, S sera degenerado se e somente se sua resposta

for funcionalmente incontrolével
(ii) Se m<¢ q , S pode ou nao ser degenrado, independentemente

do fato que tera sempre resposta funoianalmente incontrola-

vel.

Demonstraggo:
Usaremos O seguinte resultade conhecido (ver por ex. (6), pg. 208):

Seja G(s) a matriz de transferéncia de S Entao:
$ tem resposta funcionalmente incontr. &—=> Posto G(s}< aq (A.3)

Seja m=¢q

Posto G(s) ¢ q £=—=lG(s)] =0 «—=>|p(s)] =0 <“—=

Sistema degenerado
b) m>q

Particionemos P(s):

Sl"A b [} . . b
P(s) = 1 m
~C d d

1'7 L] - m

Seja ]P(il(s)’ Un menor genérico de ordem ‘n+q de P(s):



|P31( s)' = 1 iq

=JSI-AF

-1
C(SI-A) (b. ¢ o ob. ) + (d- Y od. )‘
11 1q 11 1q

Il

. . m
|sI-ALlG;(sﬁ 3 i=1,2,, . .,( ) s

sendo le(S)| um menor genérico de ordem g de G{s)

) R nt
= 0 01 = 1,2,00e
' a

E tendo en vista (A. 3), conclui-se a prova para m> q

Donde:

IGé(S4 =0 <%::i>

PL(s)
q

c) m¢q
De (A.3) vemos que neste caso o sistema sera sempre com res-
posta funcionalmente incontrolavel. Mas por outro lado, tais
sistemas podem nae ser degenerados, bastando que un dos meno-

res de ordem m da matriz P(s) nao seja nulo.

observacado A.L4

A Proposicao A.2 tem aplicagao imediata no problema do servomeca=:
* - L d -

nismo: a resposta de un sistema podera rastrear un sinal somente

se o sistema néo for degenerado.

§§§

Vejamos agora qual a relagao entre sistema degenerado

”»

e sistema com resposta pontualmente incontrolavel.
Sabemos que un sistema tem Les.p_o_sl.a_p_o_nlu.a.Lm.enl.Loontrolével

se e somente se sua resp sta puder assumir (mediante un contro-




_156_
le apropriado) un dado valer en tempo finito (ver por ex. (6),

pg. 206).

Demonstra-se (ver (6), pg. 207) que o sistema (A.2a) com D = O
tem resposta pontualmente @Bcontrolavel se e somente se as li-
nhas da sua matriz de transferéncia G(s) forem linearmente inde-
pendentes (1.i.) sobre o corpo dos complexos C.

Observacao A.5

As linhas de G(s) podem ser 1.i. sobre € sem o serem sobre o

corpo das fungoes racionais, como por exemplo:

"s+1 s+1 |

¢ (si2)?
G’(S) = ’
1 1

s (se2)?

Mas se as linhas do G(s) nao forem 1.i. sobre o corpo dos com-

L ~ ~ ~ . .
plexos, tambem nao O serdo sobre o corpo das fungoes racionais.
| sto posto, vamos demonstrar que:

Proposicao A,6

Suja o sistemat
S ¥ r AX + Bu
y = CX 1
sendo Posto B=m , Posto C=q =«
(1) Se m>» q , todo sistema com resposta pontualmente incon-
trolavel sera tambem degenerado, mas a reci‘proca n;o é ver-—
dadeira

(ii) Sem<q , o sistema pode ou nao ter resposta pontualmente

incontrolavel sem ser degenerado e vice-versa.
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Demonstracaos

a)

b)

c)

m = q

Sistema dgenerado < |p(s)|= 0 —la(s)= o

Ora:

Sistema com resposta pontualm. incontr.—>]|a(s)|= 0
Mas

lats) = o qb Sist. cOm resposta pontualm. incontr.
m>q

Sejam 0S menores de ordem maxima da matriz do sistemas

SI"'A bi [ 3 - » o b,:

. 1 J'q m
P:(LI(S) = ; i:l,z,.oo,
-C O ¢ ¢ 06 o« o O o q
-1
= [sI-AIﬁc(sI-A) (by « o o by )
. m
= |sz-al-lct(s)| ; i=1, 25 eaoy )
d q

Donde:

Sist, com resp. peonfualm. incontr. :}laiq(s)|:: o VI
@ Sist. degen.

Mas:

Sist. degen.@](}iq(s)l: o Vi :/:)Sist. com resp. pont. incontr.

m<q

0Os menores de ordem maxima da matriz do sistema ser ao:

sl-A B
-Ci 0
. 1 3 q
lP;(s)l:: . = lst-al*far(s) 5 i =1, 2, ,(m}
R




-158-
Ora:

Sist, degen.’<i;:>lGl(sﬂi= 0 VYi :5£:§ Sist. com resp. pont,
s - m

incontr.

E por outro lado uma matriz de tansferéncia pode ter as q linhas
1.d. sobre €, havendo entretanto m linhas 1.i. sobre o corpo das

fungoes racionais.

Q.E,D.
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BN R i

CONCLUSAOD

O objetivo primeiro deste trabalho foi reso¥er 0o pro-
blema do servomecanismo, Tomando como ponto de paikrtida 0 modelo
proposto por Davison ((32) e (33)), verificou-se que a solugao
do problema se torna mais naturat e mais simples utilizando- se
como ferramenta matematica O métodosdo espaco de estado no domi-
nio da frequéncia desenvolvido por Rosenbrock (1). Tal método
permitiu ainda fazer o estudo do efeito da perturbagao dos pa-

-~ > e
rametros sensiveis dO compensador.,

O fato de os zeros representarem um papel crucial na
solugae do problema do servomecanismo motivou a elaboragao doO
- -
segundo capitulo, no qual se fez un estudo comparativo das de-
L] * Ll M v : - »
finicoes correntes de zeros e poles an sistemas multivariaveis

e foi proposta a definigao de "zero de bloqueio”.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, alem dos re-
sultados apresentados, foram abordados os seguintes problemas

que ficaram sem solucdo satisfatoriat

a) A demonstracao pelo método do espago de estado no dominio da
frequéncia da necessidade da realimentagao da resposta e do mo-
delo interno no compensador para se ter un rastreamento robusto

com relagio a perturbagbes em alguns parametros.

b) Foi verificado que quando algum zero do sitema de § esta "pro-

- - ’ -
ximo" de un modo do sinal a ser rastreado, e necessario que pelo

~

menos un dos ganhos do compensador seja "muito grande". Nao se
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conseguiu, entretanto, uma demonstracdo rigorosa deste resultado,

c) Foi verificado ge¢u para o rastreament o do degraus, pode-se u-
tilizar un compensador que seja constituido de "ganhos puros"
(pelo menos quando D = 0). O rastreamento, neste caso, NnHo sers
robusto com relagao a perturbagoes nos elementos de S, mas o0 erro
an regime permanente, se for diferente de zero, sera un degrau.

Lo - . ™ . . .
Nao Se conseguiu, entretanto, condigoes suficientes para que seja

possivel 0 rastreamento com este tipo de compensador.

d) O resultado (c) foi generalizado, isto €, verificou-se que po-
de-se rastrear rampas utilizando integradores, parébolas do 2&
grau utilizando- se compensador com fungae de transferéncia da for-

ma_1 , e assim por diante, Em todos os casos o rastreamento néo
2

S
sera robusto, N&o se censeguiu, entretanto, tal como en (c), con-

. . g
digoes suficientes para que o rastreamento seja possivel.

Ao encerrarmos este trabalho resumimos aqui alguns pro-
blernus que ficam abertos a investigacao ulterior alem dos 4 aci-

ma mencionados:

(i) Investigagao de outras propriedades dos zeros de bloqueio.

(ii) Bfeitos do erro entre o valor real e o valor estimado do
estado (quando se usa observador e supondo-se que este nao pos-

sa ser robusto) sobre o erro a ser regulado an regime permanente.

(iii) Condigoes de possibilidade de se obter um compensador de

ordem menor quando alguns modos instaveis nao aparecem an todas
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as componentes do sinal o do ruido.

(iv) Condicoes de possibilidade de se obter um compensador de or-
dem eventualmente maior do que pg e que dispense a realimenta-
cdo do estado, utilizando- se entretanto un outro elemento dina-
mice no canal de realimentacao da resposta, aproveitanto, por e-

exemplos Os resultados de (37) e (50)-(52).
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