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O p r i n c i p a l  o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  a s b l u G ã o  d o  pro-  

blema do  servomeoanismo. U t i l i z a n d o- s e  o  metodo d o  e spaço  de es-  

t a d o  no  d o m h o  da i r e q u & c i a ,  mos t ra- se  que  O compensador pro-  

p o s t o  p o r  Davison não  a I r o b u s f  o '  com r e 1 a 9 ã o  a p e r t u r b a q Õ e s  em 

t o d o s  o s  s e u s  parârne t ros .  E n t r e t a n t o ,  s e  as pe r tu rbâçÕos  d o s  pa- 

r & n e t r o s  l s e n s f v e i s l  f o r  Irpequena", o  e r r o  ( q u e  d e v e  s e r  r e g u l a -  

d o )  s e r á  kamb&n "pequenoN com a cond icão  a d i c i o n a l  q u e  o  s i n a l  a 

s e r  r a s t r o a d o  e  o  r u i d o  se jam l i m i t a d o s ,  

O p rob lema  do servomecanismo motivou um e s t u d o  d e  z e r o s  
C 

e  p o l o s  e m  s is temas m u l t i v a r i a v o i s ,  bem como um pequeno e s t u d o  do 

s i s t e m a s  d e g e n e r a d o s o  ~ r o ~ Õ e - s e  a d.ef i n i ç ã o  d e  " z e r o s  d e  b l o q u e i o "  
C 

p a r a  uma sh lu<;& s5.si;omatica d o  problema do  servomocanisino. 

A t e s e  i n c l u i  a i n d a  a d.emonstração a p r e s e n t a d a  p o r  Pran-  

c i s  e Wonhan~ da n e c e s s i d a d e  d o  modelo i n t e r n o  e  da r e a l i m e n t a S ~ o  

do  e r r o  ( a  s e r  r e g u l a d o )  para que o  r a s t r e a m e n t o  s e j a  r r o b u s t o i  

quando a l g u n s  pa r&ne t ros  d a  e s t r u t u r a  s a o  p e r t u r b a d o s ,  



RBSTRACT 

The main p u r p o s e  of tliis B i s s e r t a t i o n  i s  t h s  s o l u t i o n  

of  t h e  servomochanism problem. Using  t h e  method of  t h e  s t a t e -  

s p a c e  i n  the f r e q u e n c y  domain i t  i s  shown t h a t  D a v i s o n l s  com- 

p e n s a t o r  i s  n o t  r o b u s t  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  of i t s  p a r a m e t e r s .  

Rowever, i f  t h e  p e r t u r b a t i o n s  of t h e  s e n s i k i v e  p a r a m e t e r s  i s  

" s m a l l " ,  t h e  o r r o r  t o  b e  r e g u l a t e d  i s  a l s o  ? s m a l l t ' ,  p r o v i d e d  

t h a t  t h e  s i g n a l  t o  be t r a c k e d  and  t h o  d i s t u r b a n c e s  a r e  bounded. 

The servomechanism problem m o t i v a t e d  a s t u d y  o f  z e r o s  

and  p o l e s  i m  m u l t i v a r i a b l e  sys t ems ,  as w e l l  as a s t u d y  o f  doge- 

n e r a t e  sustems.  The n o t i o n  of " b l o c k i n g  z e r o s "  i s  i n t r o d u c e d  

in o r d e r  t o  make more s y s t e m a t i c  t h e  s o l u t i o n  of  t h e  servotne- 

c  h a n l  sin pr o  b l  em. 

The D i s s e r t a t i o n  also p r e s e n t s  t h e  d e m o n s t r a t i o n  ( d n e  

t o  B r a n c l s  and ~ o n h a m )  of t h e  n e c e s s i t y  of  b o t h  t h e  i n t e r n a 1  

model and e r r o r  f e e d b a c k  i n  o r d e r  f o r  t h e  t r a c k i n g  t o  be r o b u s t  

w i t h  r s s p e c t  t o  some of t h e  s y n t h e s i s  p a r a m e t c r s .  







s e  e n t r e t a n t o  f e r r a m e n t a  ma temgt i ca  d i s t i n t a  ( a  supra- mencionada)  , 
o q u e  p e r m i t e  p r o p o r  a fo rma  do compensador d e  modo m a i s  n a % u r a l ,  

s i m p l i f i c a r  a d e m o n s t r a ç ~ o  d o s  r e s u l t a d o s  e  e s t a b e l e c e r  com m a i s  

c l a r e z a  q u e  o r a s t r e a m e n t o  ( e /ou  r e g u l a ç ã o  da r e s p o s t a )  n 8 s  r o-  

b u s t o  oom r e l a ç g o  a p e r t u r b a g Õ e s  d e  a l g u n s  p a r g m e t r o s  do compen- 

sador .  M a i s  a i n d a ,  e s t e  método p e r m i t e  e s t u d a r  o e f e i t o  das p e r-  

d 

t u r b a ç g e s  d o s  p a r â m e t r o s  " s e n s i v e i s "  do oornpensador , conc lu indo-  

s e  que  o compensador p e r m i t e  o r a s t r e a m e n t o  com e r r o  l 'pequeno" d e  

C 

s i n a i s  l i m i t a d o s  s e  a p s r t u r b a ç a o  d o s  p a r & e t r o s  " s e n s i v e i s f '  t a m -  

bgm f o r  "pequena".  

O 5" capl i%lo ,  i n c l u i d o  d e p o i s  que  o t r a b a l h o  d e  pes-  

q u i s a  já t i n h a  s i d o  dado p o r  e n c e r r a d o ,  a p r e s e n t a  a d e m o n a t r a ç ~ o  

( p r o p o s t a  m u i t o  r e c e n t e m e n t e  p o r  F r a n c i s  e Wonham (53) e u t i l i z a n -  

do o chamado "m&odo ~ e o m é t r i c o ~ )  da n e c e s s i d a d e  da r e a l i m o n t a -  

ç a o ,  do e r r o  e do  modelo i n t e r n o  no  compensador p a r a  cpelo r a s t r o -  
& 

amento s e j a  r o b u s t o  com r e l a ç ã o  a p e r t u r b a ç ~ e s  em a l g u n s  parame- 

O ~ $ n d i c o  v o l t a  a empregar o mgtodo do espago d e  es-  

t a d o  no dsml'nio da f r e q u & c i a  p a r a  i n v e s t i . g a r  a lgumas  p r o p r i e d a-  

d e s  d o s  s is%ernas degenerados .  



1.1. .Matr iz  e sis tema e matr iz  de t r a n s f  e rgncia  

S e j a  S o sistema de f in ido  por: 

x ( t )  = k ( t )  + B U ( ~ )  ( l0 i, i a )  

y ( t )  = C X ( ~ )  + f )u ( t )  (l0 l0 l b )  

x ( t ) ,  u ( t )  , e  y t t )  são ve to res  de f in idos  sobre o  oorpo dos r e a i s  

de  dimensões n,m e  q respeo&ivamenteo A s  matrnzes A, B, C e f) 

também são d e f i n i d a s  sobre o oorpo dos r e a i s  o t ê m  a s  dimens8es 

apr  ops-adas, 

Tomando as transformadas de Laplace em ( ldlol),  %emos: 

sx( s) - xO = Ax( s) + BU( s) (1, lo 2a) 

y ( s )  = D X ( S ~  + Du(s) ( 1 , l 0 2 b )  

sendo: x O = x( t ) l  
t = O  

( S I  - n ) x M  - & ( 8 )  = xo 

- C X ( S )  - D U ( S )  = - y ( s )  

Se jat 

a 
O 

~ ( s ) ,  uma matr iz  d e f i n i d a  sobre o anel  dos pol in&ios ,  s e r a  cha- 

mada, seguindo Rosenbrock (ver ( I ) ,  pg. 43), matr iz  sistema. 

É c l a r o  que ~ ( s ) ,  t a l  como a qa;drupla ordenada (A,  B, C, D), 
* 

oont e m  todas  as i n f  ormaçges " ine ren tes"  ao sistema. $ $ $  



A m a t r i z  de t r a n s f e r e n o i a  r e l a c i o n a  a r e s p o s t a  y ( s )  com 
4 

a e n t r a d a  (ou  c o n t r o l e )  u ( s )  com oondiç8es  i n i c i a i s  nu las .  De 

(1.1.2) para xo = O, vemr 

X ( S )  = (SI-A)%u(s) 

y (  s) = C ( a I  - A)-'Bu(s) + DU( s) 

~ ( s )  é a m a t r i z  d e  t r a n s f e r & m i a  do s i s tema,  d e f i n i d a  s o b r e  o  cor-  

po das funções r a c i o n a i s o  

Mas: (SI - A)-' = adj (s1  - A) 
IsI - Ai 

e 
(SI - A I  é o  polinÔmbe c a r a c t e d s t i o o  assoc iado  % m a t r i z  A, tm- 

b& chamado polinÔmio c a r a o t a r r s t i c o  s i s t e m a  S. 

Se houver f a t o r e s  oomuns e n t r e  todos o s  e lementos  não 

n u l o s  d e  a d j ( s E  - A) e (SI - AI , e l e s  podem s e r  cancelados ,  ob- 

tendo- s e  s 

r( s) ó chamada m a t r i z  a d j u n t a  reduzida .  Pode-se demonsf rar  ( v e r  
* 

por  ex. (21, I, pg, 90 OU ( 3 ) s  P ~ O  89) q u e m ( s )  e  o  polinômio 

mfnimo assoc iado  à m a t r i z  A, %&o é, m ( s )  e o  polinÔmio mÔnico 

a n i q u i l a d o r  de A d e  menor grau. ( ~ e m b r a - s e  que um psl inÔmis f ( s )  

d i t o  a n i q u i l a d o r  de A se e  somen-be s e  f ( ~ )  = 0 , )  

Cla ro  que: 

m(s)  I ls1 - AI 

= C ~ ( S ) B  + D (1.1.7) 
m(s7- - 

C 

Observe- se que eibora não seja p o s s i v & l ,  por  def  i n i p ã o ,  cance la-  
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C 

mento entre fa tores  de todos o s  elementos de r ( s )  e m ( s ) ,  e pos- 

sgve l  haver cancelamento entre f a t o r e s  de todos o s  elementos de 

Exemplo l0 lo 7a 

o o 

-1 o 

o 



S e j a  agora: 

Ora, 

M = 

onde 

dada uma matriz  quadrada 

M1 e M também são quadradas e M1 não e s&ng(llar, pode-se 4 
demonstrar que (ver  ( I ) ,  pg. 4): 

Seja  

B 
l , 2 , . o o , n , n + i  o menor formado a par t i r  da matriz P( s) e cons- 
l , 2 , 0 . 0 , n , n + j  

\ 

t i t u i d o  pe las  l inhas  de o r d e m  1 , 2 , . . .  ,n ,n+i  e p e l a s  colunas de 

D e  ( l o O  3 )  v e m :  ( simplificando a notapão) r 



1.2 0peragÕes e lementa res  2 mat r i ze s .  Formas Smith 2 McMilan 

Conforme uma m a t r i z  seja d e f i n i d a  sob re  um corpo ( e ,  g, 

dos r e a i s ,  d o s  coniplexos ou d a s  funoões  r a c h n a i s )  ou s o b r e  o  a n e l  

dos  polinÔmios, definem-se as s e g u i n t e s  operações e lementa res  

( v e r  p o r  ex, (11, pg. 7 OU (21, 1, pgo 130):  

a) Permutar d u a s  l i n h a s  (ou  co lunas )  , 

b) Somar a uma l i n h a  (ou coluna)  uma o u t r a  l i n h a  ( ou co luna )  

m u l t i p l i c a d a  por  um elemenko do corpo em ques t ao  (ou do a n e l  

d o s  polin(;mios)s 

c )  (Para m a t r i z e s  d e f i n i d a s  sobre  um corpo) r M u l t i p l i c a r  uma li- 

nha (ou oo luna)  p o r  um e3emento d i f e r e n t e  de  z e r o  do oorpo. 

c' ) (para m a t r i z e s  d e f i n i d a s  sob re  o  a n e l  d o s  polin$mios) : Mul- 
/' 

t i p l i c a r  uma l i n h a  (ou co luna)  po r  um elemento d i f e r e n t e  d e  

z e r o  do corpo sob re  o  q u a l  e s t ã o  d e f i n i d o s  o s  p o l i n ~ m i o s o  

As operações e lementa

r

es  acima d e f i n i d a s  correspon-  
e 

dem operagÕes i n v e r s a s  que oonduzem m a t r i z  s r i g i n a l r  

a. ) ~ e r m u t a ç ã o  i n v e r s a  
1 

bi) Diminuir  d e  uma l i n h a  ( ou coluna). . . 
CY 

c . )  Mul*ip l ica r  uma l i n h a  (ou co luna )  p e l o  i n v e r s o  (com r e l a ç a o  
1. 

, à operação de  mu l t i p l i oagão )  do elemento em ( e )  o 

* 

c;) Mul t i p l i ca r . .  , . p e l o  i n v e r s o  do elemento em ( c t  + 



Lembra-se ( v e r  p o r  ex, ( b ) ,  pg. 101)  que o s  e lementos  

d e  um a n e l  não têm i n v e r s o  (com r e l a ç ã o  à o p e ~ ç ã o  d e  m u l t i p l i -  

oação) ,  o que e x p l i c a  a d i f e r e n ç a  e n t r e  as operações ( c )  e  ( 0 1 ) .  

E f a c i l  v e r i f i c a r  que as operações e lementa res  acima 

d e f i n i d a s  nao a l t e r a m  o p o s t o  de  uma maeriz:  com e f e i t o ,  nenhu- 

m a  d e s s a s  operações a l t e r a  o numero de l i n h a s  (ou  co lunas )  l i n e -  

armente independentes.  Lembra-se a e s t e  propGsito que o p o s t o  

d e  uma m a t r i z  podo s e r  d e f i n i d o  /ou como a ordem d o  menor (d i f  s r sn -  

Q e  do?zerot) d e  ordem m & i m a  ou como o numero de  l i n h a s  (ou  co- 

l u n a s )  l i nea rmen te  independentes  s o b r e  o menor corpo que con- 

p l o ,  s e  s e  tratar d e  uma m a t r i z  poãAnonial,  a independgncia  li- 

n e a r  das l i n h a s  (ou  oo lunas)  deve s e r  v e r i f h a d a  sob re  o oorpa 

d a s  func$es r achna i s ,  

Outro f a t o  bem conhecido e que as operaç8es eâsmenta- 
P 

res acima d e f i n i d a s  são  e q u i v a l e n t e s  a pre-mul%iplioaqÕes (ou  

p ~ s - m u l t i p l i c a ç ~ e s )  p o r  m a t r i z e s  convenientes :  
6 4 

a) Suponha-se uma p e r m u t a Ç ~ o  da i- esima oom a j-esima l i n h a  (ou 

ca luna ) .  I s t o  equ iva l e ,  como pode s e r  v e r i f i c a d o  f a c i l m e n t e ,  
6 4 

a pre -mul t ip l i cação  (ou  p o s - m u l t i p l i c a ç ~ o )  p e l a  m a t r i z  iden-  
C 

d 

t i d a d e  com a i- esima e a j-gsima l h h a s  permutadas. 
* 

b )  Suponha-se que a i- esima l i n h a  ( o u  c luna )  s e j a  somada a j-;si- 

m a  l i n h a  (ou co luna)  m u l t i p l i c a d a  por  um elemento x do cor-  

po em ques t ão  (ou  do a n e l  dos  polinÔmios). I s t o  e q u i v a l e  ; 
pr~ -mul%ip l ioação  (ou  p ~ s - m u l t i p l i o a g ã o )  p e l a  m a t r i z  i d e n t i -  

dade a c r e s c i d a  de  elemenbo x co lccado  na  pos i ção  (i, j) (ou na 

pos igão  ( j , i ) ) .  

o )  e c' ) Suponha-se que a i-ésima l i n h a  ( ou co luna)  seja rnulti- 



p l i c a d a  por  um elemento x ( d i f e r e n t e  de zero)  do corpo em questão. 

I s t o  equivale  pr&=mul t ) l icap& (ou p ~ s - m u l t i p l i c a ç ~ o )  p e l a  ma-  
,. 

t r i z  ident idade  em que o i-<sime elemento da diagonal  p r i n c i p a l  

E s u b s t i t u i d o  por x. 

No caso de operações elementares em mat r i zes  polinomi- 

a i s  (especialmente importantes  pa ra  o p resen te  t r a b a l h o ) ,  o  ele-  

mento x da matr iz  (b) : um póllnÔmio, p ( s ) ,  enquanto que o ele-  

mento x da matr iz  ( c )  : um e s c a l a r  ( r e a l  ou complexo)O 

$&i1 v e r i f i c a r  que o determinante da matr iz  (a) e 1 
(a menos do s i n a l ) ,  o  da  matr iz  (b) é 1 e o da matr iz  ( c )  x. 

Tendo e m  v i s t a  que o determinate  de um produto de ma- 

t r i z e s  : i g u a l  ao produto dos determinantes  das  matr izes ,  con- 

clu i- se  que uma sequ&cia de  operagÕes elementares r e a l i z a d a s  

em mat r i zes  pol inomiais  ( n a  indeterminada s )  é equiva lente  à 
* 

p r & n u i t i p i i c a p ~ o  e p ~ s w u l t i p l i c a ç ã o  por ma t r i zes  pol inomiais  

c u j o s  determinantes  são independentes de s e  d i f e r e n t e s  de ze- 

ro.  ~ a $  matr izes  são chamadas unimodulares ( v e r  e. g. ( 3 )  ,pg. 94) O 



Dada uma m a t r i z  po l inomia l  ~ ( s ) ,  pode-se demonstrar  ( 

( v e r  por ex. ( 3 )  pgo 91 OU (21,  I, pg. 138) que ela  pode s e r  

t ransformada a t r a v e s  d e  ooeraçÕes egmentares ernt 

sendo: 
- 

i = 1 , p  , sendo p = Pos to  N(s), 

~ ( s )  e Q( s )  são, como vimos, m a t r i z e s  unimodulares 
J 

p i ( s )  s ão  polinÔmios m&icos tábs que: 

S( s) é a chamada forma Smith de N( s) e e Únioa 
- 

Pi(s) (i = 1 , ~ )  são o s  chamados p o l i n & i o s  i n v a r i a n c e s  de ~ ( s ) .  , 

Pode-se demonstrar  a i n d a  quef v e r  (21,  I, pgso 139-141) : 

- onde: 

D (s) = 1 o 

D (s) e 0 maior d i v í s o r  comum (m.d.co) mÔnico de t o d o s  OS meno- 
i - 

res de ordem i da m a t r i z  N (  s) ; i = i, p 
, 

Seja agora  O( s )  a m a t r i z  de t r a n f e r ê n c i a  de um s i s t e -  

ma.  F'agarnoss 

sendo: 

N( s) uma ma t r i z  po l inomia l  

d ( s )  menor denominador comum m&ico de elementos d e  ~ ( s )  
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Transformemos N (  s) na forma de Smitb por  mdio de operações ele-  

mentares, ou s e j a t  

S (  s) - ã9( s)N( SI&( s) 

Dividamos S ( s )  por d ( s ) ,  chamando ~ ( s )  a matr iz  r e s u l t a n t e s  

d 

Na u l t ima  passagem foram f e i t o s  o s  cancelamentos e n t r e  o s  even- 

t u a i s  f a t o r e s  comuns de  Pi( s) e d ( s ) *  

M( s) e a chamada forma & Mo Mil lan da matr iz  de t ransferoncia .  

A & t i m a  igualdade pode s e r  f acilmente demonstrada por  contra-  

d i ç ã o ~  s e  e l a  não f o e s s  s a t i s f e i t a ,  d ( s )  t e r i a  algum f a t o r  comum 

com p ( s )  e, consequentemente, com todos os  demais p.  ( s ) ,  o que 
1 \ 1 

s i k n i f i c a r i a  que todos o s  elementos de ~ ( s )  seriam divis$vei ,s  
Z 

por um f a t o r  comum, cont rar iando a hipotese,  



103 C o n t r o l a b i l i d a d e  2 obse rvab i l i dade  

O s  c o n c e i t o s  de c o n l r o l a b i l í d a d e  e obse rvab i l i dade  r e m  

presentam um pape l  fundamenta1 na  moderna t e o r i a  do c o n t r o l e s ,  

Diz- se que o e s t ado  d e  um s i s t e m a  e c ò n t r o l á v e l  s e  e 

somente s e  puder s e r  l evado  origem em tempo f i n i t o  po r  meio do 
\ 

c o n t r o l e  (ou da e n t r a d a )  do s i s t ema  ( v e r  por ex, (9), pg, 5 0 0 ) ~  

E num abuso d e  linguagem ( v e r  ( 1 1 ,  pg. 177 )  diz- se que um sf s- 
C 

tema é c o n t r o l & e l  s e  e somenee se seu e s t a d o  f o r  c o n t r o l a v e l ,  

O e r i t g r i o  (neces s&fo  e s u f i c i e n t e )  d e  cson t ro lab i l i -  

dade provavelrnenb m a i s  conhecido :r 

Pos to  

sendo p um n;mero i n t e i r o  i g u a l  ou maior do que o g r a u  do p o l i-  

n&io mfnirno d e  A ( v e r  po r  ex. ( I ) ,  pgs, 73 e 1 6 1 ) ~  

Um s i s t ema  é d i t o  observ&el  s e  e somehte se ,conhec idas  

a s u a  r e s p o s t a  y ( t )  e O c o n t r o l e  u ( k )  d u r a n t e  um c e r t o  tempo, f o r  

poss$vsl  de te rminar  o v a l o r  i n i c i a l  do e s t a d o  x( O ) .  

O c r i t < r f o ( n e c e s s ~ r i o l e  s u f i c i e n t e )  de o b s e r v a b i l i d a d e  
0 

provavelmente mais cnhecido e: 

Como c r i t & i o s  d e  c o n t b o l a b i l i d a d e  e o b s e r v a b i l i d a d e  

usaremos com maior f r equ&oia  n e s t e  t r a b a l h o  o s  s e g u i n t e s  r e s u l -  



t a d o s  demonstrados po r  Rosenbrock ( ( 1 1 ,  pgs- 729 161, 178-180): 

( i )  O s i s t e m a  (1.1.1) é c n t r o l ~ v e l  se  e somente s e  

( sendo  o oorpo dos  oomplexos) 

( i i )  O sistema (1.1.1) e observ&else  o somente s e  I 
p o s t o  = n V s c C  I -C I 

De ácordo com e s s e s  teoremas,  p o r t a n t o ,  s e  o s i s t ema  

não f o r  con t ro l&vel  (observ&el ' ) ,  p a r e  algum v a l o r  de s c C  o pos- 

t o  ( s 0 b r e o c o r p o d o s ~ o ~ 1 e x o s ~  de [SI-A B](OU [sjCii] se- 

r; i n f e r i o r  a n. 

O s  v a l o r e s  do sf @ que eventualmate  diminuem o p o s t o  

de (SI-A ) sgo evidentemente as razzes do m.d. c. 

d e  t o d o s  o s  menores de ordem n de [SI-A B] ( ou [S.;.] ) . 

Exemplo 10304a 

Menores d e  ordem 3 d e  

m,d.c, dos  menores d e  ordem 3 d e  



-14- 

. O 0  s = -2 reduz o p o s t o  d e  [SI-A B] , o que n e s t e  exemplo 

p o d e r i a  t e r  s i d o  v e r i f i c a d o  po r  s imples  i n s p e c g ~ o o  

Menores d e  ordem 3: ( s + l )  ( ~ 7 2 )  ( s+3) ; 0; ( s + l )  ( ~ + 3 )  ; - (  s+2)  ( s+3) 

m.d,  c,  d o s  menores d e  ordem 3: s+3 

s = -3 reduz  o p o s t o  de  [i21 
As equações d i f e r e n c i a i s  do s i s t e m a  no exemplo acima 

sãos 

O r a ,  da segunda equação d i f e r e n c i a l ,  vem8 

Ver i f i camos  en tão  que e-2t não é a f e t a d o  p e l o  o o n t r o l e  u ( t )  e di- 
a 

remoa, seguindo Rosenbrock ( ( I ) ,  pg, 64), que s =-.r2 e um modo 

desacoplads  e entrada.  

É f a o i l  v e r i f i c a r  a i n d a  do siskema d e  equaçges d i f e r e n -  

-3% 4 

c i a i s  acima que e ngo a p a r e c e r a  n a  r e s p o s t a  e diremos que 
I 

C 

s-= -3 e um aobo desacoplado r e spos t a .  



F â r a  f a c i l i t a r  o dessnvavimento do que s e  segue, es- 

tabeleqamos as s e g u i n t e s  d e f i n i ç g e s r  

~ l e f i n i ç &  1.3.52 
C 

O p o l i n & i o  dos  modos desacoplados  da e n t r a d a  ( p ( s )  ) e o m,d.c. 
e 

m b i c o  de  t o d o s  o s  menores d e  erdern n d e  [SI-A B]. 

~ e f i ~ i ç ã o  1 , 3 . 6 ~  
P 

O pol in&nio dos  modos desacoplados  da r e s p o s t a  ( pr (  s )  ) e c 
- - 

m.d,o. monieo d e  t odos  o+enores de  ordem n de § $ $  

Pode acontecer  que algum v a l o r  de S E  r eduza  o s  pos- 

t o s  d e  b ~ - ~  B] e de SI-A . Ta l  v a l o r  d e  s ser: en t ão  um modo I - 01  
C O N O  

desacoplado _da e n t r a d a  5 da r e s p o s t a ,  Vejamos cno e s s e s  modos 

&o d o t  erminados. 

Seja o s i s t ema  (101,1) e suponha-se que s s e j a  um 
O 

modo desaaoplado da en t r ada ,  Neste caso  pode-se demonstrar  (ver 

( I ) ,  pgs. 60-62) que a t r a v e s  d e  operações e lementa res  s o b r e  as 

l i n h a s  d e  1 B], consegue- se o b t e r  uma l i n h a  d i v i s i v e l  po r  

s-s . Dividamos a r e f e r i d a  l i n h a  por  s-s . Façamos em segu ida  a 
O O 

mesma sequ&oia d e  operações  com t o d o s  o s  modos desaooplados  da 

en t rada ,  Depois de  termos el iminado,  por  e s t e  p rocesso ,  t o d o s  

o s  modos desacoplados  da en t rada ,  [SI-A B] é t ransformado 
/ 

n a  forma (não  -unical  [ T ~ (  s )  

2 c l a r o  que a o  el iminarmos t o d o s  o s  modos desacopla-  
O 

dos  da en t r ada ,  teremos tambem el tminado o s  modos desacoplados  - 

e 

d a  e n t r a d a  e da r e s p o s t a ,  p o i s  o con jun to  d e s t e s  e necessariamen-  

t e  um sub-con junt  o daqueles .  



Seja:  

P:( s )  = m.d. c. mÔnioo d e  t o d o s  o s  menores de  ordem n d e  TI( s) 

4 e [ - c  I 
(pode- se p r o v a r  que P~(s) e unico,  apesa r  de T ~ (  s) não o s e r :  

ver ( I ) ,  pgs, 64-67)0 

Temos então t 

~ o l i n $ m $ o  d o s  modos desacoplados  d a  e n t r a d a  e da resposea:.. , 

observação 1.3.7a 

U m a  outra maneira,  m a i s  Gbvia, de de te rminar  o p o l i n & i o  d o s  mo- 

Eliminemos de  T ( s )  o s  modos desaooplados  da r e s p o s t a  l 1  I  
que r e s t a r am po r  meio d e  operapões sob re  as colunas. A&S t a l  

e l iminapão,  b( s l  t r a n s f  ornado n a  forma (não-&ice) r 

de  t o d o s  o s  modos desacoplados  t e r ;  a forma (não-;niea)r 

& 

ca ja m a t r i z  de 1;ransf e r & c i a  e ( v e r  ( I ) ,  pgo 50) t 

G ~ ( S )  = C ~ T ; ' ( S ) B ~  + D 



Pode-se demonstrar  que ( v e r  (11,  pg. 59): 

Ou d i t o  e m  p a l a v r a s ,  o s  modos desacoglados  da e n t r a d a  e da r e s-  

p o s t a  não contribuem p a r a  a m a t r h  d e  t r a n s f e r & c i a o  $ $ I  

Pode-se demonstrar  a inda  ((I), pgso  79 e 8 5 )  que dado 

SI-A 
P (S )  = [ -c z] , e x i s t e  uma m a t r i z  H &o-singu1ar e indepen- 

- d e n t e  d e  s td lque:  

o o 

, sendo: 

Temos então:  

H-' [SI-A 4 [; 11 = 

. O e  Pos to  [SI-A B] = Pos to  O 

2 0 ~ 2 2  ( 1.3.12) 

Façamos agora  operações e lementa res  em sI1 - All de modo a t r a n s -  

f ormg-la n a  forma de Smith: 



sendo: 

i = 1, nl ; nl = d i m  I 
1 

O r a ,  

pode 

dependendo dos  poiin8mios i n v a r i a n t e s  p.  1 ( s) ( i = 1, nl) , 

% 
aoonteoer  que s e  s f o r  uma r a i z  de  sll-All com g r a u  de  

rnu l t i p l i o idade  j, o p o s t o  d e  S (s') s e j a  reduz ido  de um &me- 
11 

r o  menor que jo Assim,por exemplo, s e  

Pos to  SX1(S ) = n 1 -1 

% Por o u t r o  l ado ,  a redução do p o s t o  d e  Sll( s ) não pode s e r  maior 

de que j. Com e f e i t o ,  suponha-se que a roduç"a se ja j+l.  ~ e r i a -  

mos então:  

O r a ,  t endo  em v i s t a  que um polinÔrnio i n r a r i a n e e  pi(s) e a rela- 
* 

ção e n t r e  o s  m.d.c. dos  menores d e  ordem i e i-1, conclui r iamosr  



r1j+1Il  (s-s , S I ~ - A ~ ~ ~  , c o n t r a r i a n d o  a h ipó t e se  i n i c i a l .  F inalmente ,  

t endo  e m  v i s t a  (1.3.161, (1.3012) e ( ~ . 3 ~ 1 0 ) ,  podemos cono lu i r :  

~ r o p o s i ç ã o  1. 30 17: 

S e j a  s* um modo desacoplado d a  e n t r a d a  com grau de m u l t i p l l c i d a -  

de  j a  ~ n t a o t  

P o s t o [ s * ~ - A  B]= n-d ; l < d . < j  (1.3017) 
3 J 

For um desenvolvimento an&ogo podemos c o n c l u i r  o  r e s u l t a d o  dua l :  

~ r o p o s i  çzo 103* 18  t 

S e j a  s' um modo desacoplado da r e s p o s t a  com grau  ds m u l t i p l l c i -  

dade j o ~ n t ã o t  

Pos to  

Por  o u t r o  l ado ,  a p a r t i r  de (103011) pode-se demons- 

t r a r  com r e l a e i v a  f a c i l i d a d e  ( v e r  (1). pg. 8 5 )  que o &mero de  

modos desacoplados  da e n t r a d a  ( contados  segundo o s  r e s p e c t i v o s  

g r a u s  de m ~ l t i ~ l i c i d a d e )  e i g u a l  à redução (com r e l a ç z o  a n )  do 

p o s t o  d e  

E, pa ra le lamente ,  o  &mero d o s  modos desacoplados  d a  

r e s p o s t a  e i g u a l  à redugão do p o s t o  d e  
'. -i 

C 

C 
ca 
o 

O 

oAp-l 



Exemplo l e 3 o 1 9  

Vamos i l u s í x a r  a maneira  de c a l c u l a r  o s  

Por s fmples  inspecg&, 

modos desacoplados  r 

som p r e o i s a r  c a l c u l a r  O modo C. dos  menores 

de  ordem 4, v e r i s i o a - s e  que -1 e -2 reduzem o p o s t o  de 

[SI-A B]. E são o s  Únicos modos desacoplados  d a  e n t r a d a  por-  

que Posko B = 2. Donder 

Ana1ogament.e d e  SI-A conc lu i- se  f ahilmen.t;s que: 
[ - c  I 

Calaulemos p ( s )  p e l o  o u t r o  método m a i s   trabalhoso^ d iv id indo-  
e r  

s e  a 1% l i n h a  de  [SI-A B] por  s+l e a 2s por  s+2,  vem: 

[SI-A B]+ E1(s )  
B I J = O  

- -. 
1 8 0 0 0 0  

0 1 Q Q 0 0  

O s+l O 3. O 

o o o s * 3 0  1 - - 



Eliminando-se s+l de T (s) obtém-se a seguinte forma da matriz 
r 1  1 
L 1 

do sistema: 

1 o o o o o 

O 1 O o o O 

A matrie de transferenoia do sistema s e m  o s  modos desacoplados 
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B a matriz de transferência calculada a par t i r  da matriz de sis- 

4 

tema or ig ina l  e t  

Exemplo 1,3.20 

Vamos agora v e r i f i c a r  a ~ r o ~ o s i ~ ã o  1,3.17. Seja: 

Menores de ordem 3 de [SI-A B] r 

Z 

Portanto s* ='i e um modo desacopiado com grau de mul t ip l io i -  

A redupão do posto é porkanto igual  a 1 

, E por outro lado: 

poste  [ s * ~  - A B] = posto O O O 1 I - 1 0  O 1 - 

= 2 



Posto  [B AB zl3] = Posto  1 1  

1 1  1  - 
( A  redup% do p o s t o  igual  a 2) 



2, - ZEROS E EIOLOS 

2.1 S i s t emas  e s c a l a r e s  (3 e n t r a d a  e E s a í d a )  

P a r a  melhor compreendermos o s  s i g n i f i c a d o s  matemático 

e  " f ~ s i c o "  dos  c e r o s  e  p o l o s  e m  s i s t e m a s  l i n e a r e s ,  conv& come- 

ç a r  com s i s t e m a s  e s c a l a r e s o  

o 
S e j a  a função r a c i o n a l  p rop r i a :  

I 
onde supomos que ( s )  e p (s) são  dôn icos  e i r r e d u t i v e i s  ( n ã o  

g & 

há f a t o r  comum e n t r e  e l e s ) .  

A s  r a g z e s  d e  L' s )  são  chamados z e r o s  d e  g ( s ) ,  enquan- 

t o  que as r & e s  d e  p ( s )  são  chamadas p o l o s  d e  g ( s ) ,  
g 

, 

Suponha-se agora  que g (  s) s e j a  a função d e  t r a n s f  erên- 

c i a  d e  um s i s t e m a  e s c a l a r .  A i n t e r p r e t a g ã o  ' f i s i ca1 l  gbv ia  d e  um 
# 

p o í o  da função de t r a n s f e r & c i a  é que e l e  s e r a  um modo d a  res- 

p o s t a  do s i s t e m a  submetido a uma e n t r a d a  impuls iona1 e  com con- 

dipÕes i n i c i a i s  mulas. A 5nterpret íapão ' t f í s i c a ' t  dos  z e r o s  não é 

t ã o  &%$r; A c ~ l o c a g â l o  dos  z e r o s  no p l ano  complexo e imporkante 

quando s e  e s t u d a  a e s t a b i l i d a d e  d e  um s i s t ema  com rea l imen tação  

da r e s p o s t a i  a s s i m ,  no caso  e s c a l a r ,  uma função d e  t r a n s f e r f o i a  

com um z e r o  no semi-plano a b e r t o  da d i r e i t a  o f e r e c e  d i f i c u l d a d e s  

quanto 8 e s t a b i l i d a d e  quando s e  a p l i c a  rea l imentação  da respos-  
e 

t a  ( t a i s  s i s t e m a s  são chamados d e  f a s e  nao-minima: v e r  p o r  ex, 



e 
Para  o p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  e n t r e t a n t o ,  e mais impor- 

t a n t e  o f a t o  que, po r  meio dos  z e r o s  d a  função d e  t r ans fe rgn -  

o i a ,  podemos bloquear  ( a t r a v g s  do cancelamento) o s  modos da en- 

trada. T a l  p rop r i edade  usada,  com e f e i t o ,  no s e g u i n t e  p ro j e-  

t o  o l & s i c o  de  seraomeoanismo em que s e  d e s e J a  r a s t r e a r  um de- 

graur  

o . o  e ( s )  = . 14s)  = 

Supondo que o denominador da expressão acima t e n h a  as 
C 

r a i z e s  com a p a r t e  r e a l  nega t iva ,  podcmss a p l i c a r  o teorema do 

v a l o r  f i n a l  ob t  endot 

Como e bem sab ido ,  a fungão d e  e r ans f  e r ê n c i a  não nos  

f s r n e c s  t o d a s  as i n f  ormagÕes sobre  o sistema. Consideremo-lo 

p o r t n n t o  n a  forma do espaço de es tado:  

cu ja fungão d e  t r a n s f e r g n c i a  é ( v e r  (1.1.5) ): 



p ( s )  é usualmente chamado polin$mio c a r a c t e r i s t i o o  da  função d e  

t r a n s f e r & i c i a ,  enquanto que ISI-AI é, como vimos, f requentemente  

chamado poiin8mio c a r a c t e r c s t i c o  do s is tema,  E, pa ra le lament  e, 

as r a l e e s  de  p (s) s8o chamadas p o l o s  d a  função d e  t r a n s f e r & m i a  
g 

enquanto que as ral 'ees de h-A( são  chamadas p o l o s  d.o s i s tema,  

Invest iguemos agora  a r e l a ç ã o  e n t r e  ISI-AI e p ( s ) ,  
g; 

Se jâ a matriz do s is tema:  

SI-A 
S )  = [ - c  a] (20104) 

Por meio d e  operações e lementa res  sobre  as l i n h a s  d e  [SI-A b] 

podemos e l i m i n a r  o s  modos desacoplados  d a  e n t r a d a  (ver seoção 

9.3), obtendo: 

I 

O r a ,  como vimos, a passagem de  [SI-A b] p a r a  [T~( s) bl] exi-  

g e  a d i v i s ã o  d a s  l i n h a s  p e l o s  f a t o r e s  oor respondentes  a o s  modos 

desacoplados  d a  entradda,  Temos @nego: 

Façamos ago ra  o mesmo t i p o  de operaqges e lementa res  sob re  as n 

p r i m e i r a s  co lunas  d e  (2 ,1 ,5 ) :  

De ( 2 , 1 0 6 ) ,  ( 2 . 1 , ~ )  e da  d e f i n i ç ã o  1.3,7, vem: 



De f a t o  pode-se demonstrar  que ( v e r  ( I ) ,  pg, 66) 

( ~ o s e n b r o c k  exprime e s t e  r e s u l t a d o  de forma d i v e r s a ,  nzo p o l i -  

nomial)  , c 

Exemplo r 

A = d iag (1 ,2 ,3 ,4 )  b = O O 1 2IT 5 0 =[I O 1 2]; *O 

B f a o i l  v e r i f i c a r  quer 

D e  ( 2 , 1 0 9 ) ,  s e  o s i s t ema  não t i v e r  modos desacoplados ,  

t emos8 

I S I - A I  = pg( s) 

Por  o u t r o  l ado ,  < c l a r o  que em todo  s i s t ema  e s c a l a r ,  temos: 

p g ( s )  I mís)  , ( 2.1.10) 

sendo m ( s )  s polinÔmio minimo de  A ( v e r  (1 .1 . ,6 ) )~  

E tendo em v i s t a  que m(s )  1 )SI-AI, podemos c o n c l u i r r  

Em todo s i s t e m a  e s c a l a r  c o n t r o l á v e l  e observ&el  temos: 

m( s )  = I S X - A I  
OU a inda*  Todo s i s t ema  e s c a l a r  em que m (  s). + I S I - A I  8 inoont ro-  

l a v o 1  e/ou inobserv&el ,  



Gxempl o : 

b1+2b3 

E o sistema de f a t c  incon t ro l&el  ]bl, b2,b3 (mas observ&el 

p a r a  c a r  c2 o c3 apropriados,  oomo pode s e r  ve r i f ioado  facilmen- 

te: ) 

Dada a fun9ãs de t r âns fe r&cia r  

(2 , l . g )  e s t abe lece  uma re lação  e n t r e  os  denominadores da fungão 

de t r a n s f e r ê n c i a  a n t e s  dos cancelamentos ( i s t o  g, \SI-A) ) e de- 

p o i s  dos cancelamentos ( i s t o  :, p g ( s ) )  de f a t o r e s  comuns no 'nu- 

merador, 

Estamos in te ressados  agora em i n v e s t i g a r  a r e l a ç b  

e n t r e  o s  numeradores de g ( s )  a n t e s  e depois  dos eventua is  cance- 

lamentos de f a t o r e s  comuns do denominador. 



E após o  catlce2amento d e  e v e n t u a i s  f a t o r e s  comuns: 

As r a i z e s  de ( e )  são  o s  z e r o s  f u n ~ ã o  t r a n s f e r ê n c i a .  
g 

SeguAndo Rosenbrock ( v e r  ( 9 a ) ) y  definamos o s  z e r o s  do s i s t ema  

do s e g u i n t e  modor 

S e j a  P( s )  dado por  (2.1.4). ~ n k ã o :  

= o , a d j ( s l - ~ ) r b  + I S I - A ~  .d ( 20 1.14 

Comparando ( 2 1  e (2.1.12), ve r i f i camos  que se I P ( s ) \  $ O 

o s  z e r o s  do s i s l e m a  são  as r a f z e s  do numerador da funqao  d e  

t r a n s f e r & c i a  a n t e s  do cancelamonto de  e v e n t u a i s  f a t o r e s  comuns 

~ n t a ã o  tomos: 



Com efe i to2  .. C 

Atraves das c p e r a p ~ e s  ja conhecidas para a eliminagão dos modos 

desaooplados da matriz do sistema, obtemos sucessivamenter 

E consequent emenker 

Ora, sabemos que a fuhp%c de transf crênoia nzo se  a l t e r a  quando 

o s  modos desacoplados são eliminados. ~ n t ã o :  

Mas de (Z01.8)  e ( 2 . 1 . 9 )  vem: 

p ( s )  = k IT (s)l 
g 4 . 2  

Como todos o s  polinÔmios em ( 2 0 1 0 1 9 )  são mÕdcos, teremos for-  



çosamenteo 

Ir3 k5 = 2 , donde s e  segue o resultado ( 2 . i 0 1 6 ) .  

Comparando ( 2 , 1 0 1 6 )  com (2 .1 .9 )  v e r i f  icamos a "simetria1' 

das noções de zeros  a p0108 e podemos concluir i p s o  facto que a 

noogo de zero do sistema introduzida por Rosenbrock e' adequada. 

É f&i l  v e r i f i c a r  que -1 -& o & ~ c o  modo dosacoplado da mera- 

da. _ Donde: 

Por outro lado, efetuando-se, vem; 

Donde s 



Quando I ~ ( s } l  O é c l a r o  que t a n t o  g ( s }  como if,(s) são i- 

dersticâmente n u l o s  e consequentemente (2.1.16) não v a l e  n e s t e  

caso. Observe-se, e n t r e t a n t o ,  que o r e s u l t a d o  geral demonstrado 

e m  (9a), e q u i v a l e n t e  a (2 .1 .16)~  e apresen tado  em forma d i v e r s a ,  

60 pol inomia l .  No c a s o  p a r t i c u l a r  e m  que I ~ ( s ) l  5 O , a fun-  

çzo  de t r a n s f e r & o i a  não tem z e r o s ,  e a r e l q ã o  e n t r e  o s  ze- 
\ 

r o s  do s i s t ema  B o s  modos dasacoplados  é: ' 

{zeros  do s i s tema)  = {Biodos desacoplados  da en t rada]  + { ~ o d o s  

desacopladcs  d a  r e s p o s t a \  - { ~ o d o s  desa- 

coplados  d a  e n t r a d a  e da r e spos t a ]  

Exemplo: r 

É f a u i l  ve r  que; 

g( s )  = o 

i ~ e r o s  do s is tema)  = \-I, - 2 )  

{ ~ o d o s  desacoplados  da en t rada)  = i-1 1 
{hlodos desacoplados  d a  r e spos t a \  = {-2\ 

2.2 S is temas  y l t i v a r i c h e i s  

Não h: unanimidade e n t r e  o s  pe squ i sado re s  de  s i s t e m a s  

l i n e a r e s  a r e s p e i t o  d a s  d e f i n i ç õ e s  de p o l o s  e 

de z e r o s  e m  s i s t e m a s  m u l t i v a r i & e i s .  

S e j a  ~ ( s )  ùma m a t r i z  d e f i n i d a  sobre o corpo d a s  funçõ- 

e s  r a c i o n a i s ,  bh a n a l i s e  c l i b s i c a  ( v e r  (11), pg. 241, apud ( 1 0 ) )  



dfz-se  q u e  uin número é um p o l o  d e  uma m a t r i z  se e somente s e  e l e  

f o r  um p o l o  de  p e l o  menos um elemento da ma t r i z ,  E,analogamente, 
4 * 

um numero e d i t o  um z e r o  d a  ma t r i z  s e  e somente se e l e  f o r  um 

z e r o  d e  p e l o  menos um elemento da ma t r i z ,  

Suponha-se ago ra  que G( s) s e j a  a m a t r i z  d e  t s ans fe rgn -  

c i a  d e  (1 ,1 ,1 )  dada por  (1.1.59, Neste  caso,  a d e f i n i g ã o  acima 

de zero ,  apesar  de  ado tada  por  a lguns  a u t o r e s  ( (12)-(14) apud 

(10 )  ), não s a t i s f a z  gs i n t e r p r e t a q g e s  l1 f<s icas"  dos  z e r o s  em . 
s i s t e m a s  e s c a l a r e s  ( v e r  seeqao  a n t e r i o r )  , p o i s  e c l a r o  que um 

z e r o  colocado na  posic;% (i, 3 )  da  m a t r i z  de t r a n s f e r g n c i a  s g  

b loqueara  o r e s p e c t i v o  modo da e n t r a d a  na  i- :sima componente da 
C C 

r e s p o s t a  e com a condiçao que o modo ss aparega  na j-esima com- 

ponent e da en t rada .  

A noqão de p o l o  dad.a acima, p e l o  c o n t r g r i o ,  s a t i s f a z  
C 

à i n t e r p r e t a ç a o  f i f f s ica f l :  todo  po lo  apa rece ra  como modo de p e l o  

menos uma componente da r e spos t a .  T a l  noção de  po lo  d a  ma t r i z  d e  

t r a n s f e r $ n c i a  ado tada  po r  mui tos  a u t o r e s  ( v e r  p o r  ex, ( 6 ) ,  pg. 

Por o u t r o  l ado ,  o pol in%nio c a r a c t e r ~ s t i c o  de  uma ma-  

t r i z  de  t r a n s f  e r g n c i a  G( s) : usualmente d e f i n i d o  ( v e r  po r  ex, 

( 6 ) ,  pg. 219) oomo o menor denominador comum rnÔnico d e  t odos  o s  
9 X 

menores de  G( s)  , ou por  o u t r a s  p a l a v r a s ,  e o m e m o  c, monico dos  
C IY 

&enominâdáres d e  oodos o s  menores de  G( s) o (como e u s u a l ,  supoe- 

se que t o d o s  o s  elementos de ~ ( s )  são i r r e d u t l v e i s ) .  

É c l a r o  en t ão  que todo  p o l o  ( d e  acordo com a d e f i n i ç g o  
C 

acima) de ~ ( s )  será uma r a i z  do po l in&nio  c a r a c t e r i s t i c o  de G( s ) ,  

necessariamenb c-oincidgnoia quanto ao g rau  d e  mul t i -  



p l i e i d a d s ,  conforme pode s e r  v e r i f i c a d o  no seguin te :  

Exemplor 

De acordo com a d e f i n i ç ã o  acima, vemos q u e  O, -1 e -2 são  p o l o s  

E é fae l l  v e r i f i c a r  que o  poli&mio o a r a o t e r i s t i c o  de  ~ ( s )  e: 

S e r i a  convenien te  quo, t a l  como m o r r e  nos  s i t e m a s  es- 

c a l a r e s ,  os p o l o s  d e  ~ ( s )  t ivessem g rausde  m u l t i p l i c i d a d e  id&- 

e 
t i c o s  a o s  das r e s p e c t i v a s  r a l z e s  de  polinÔmio c a r a c t o r i s t i c o ,  

Por e s t a  r a z ã o  e  po r  o u t r a  que veremos m a i s  a d i a n t e ,  adotaremos 

a seguin1;et 

~ e f  i n i g a o  2 0  2, Ir 
- ,  

O s  p o l o s  de uma m a t r i z  da t r a n s f  e r g n c i e  G( s )  são  as r a í z e s  do . s, 

C 

polin&uio c a r a c t e r í s t i o o  de ~ ( s ) ,  ou s e j a ,  são as r a i z e s  do me-  

nor  denominador comum m8nico de t o d o s  o s  menores d e  G( s)e 

Por t an to ,  de acordo com e s t a  de f in fQão ,  t a n t o  p a r a  sis- 
C 

ternas e s c a l a r e s  como para sistemas rnul t i rar iaveis  temos: 

[ ~ o l o s  .da m a t r i z  ( funp&)  de  t r a n s f e r ê n c i a ]  = [ ~ a j z e s  do p o l i-  

nÔrnio c a r a c t e r I s t i c o  da ma t r i z  ( fungão)  de t r a n s f e r ê n c i a )  
I * 

Observe-se porem que, a o c o n t r a r i o  do que o c o r r e  e m  sis- 

temas e s o a l a r e s ,  o  g r au  de  m u l t i p l i c i d a d e  do um p o l o :  de uma m a-  

t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  não s i g n i f i c a  (como pode s e r  v e r i f i c a d o  

f ac i lmençe  no exemplo acima) que o  r e s p e c t i v o  modo v a i  apa rece r  



n a  r e s p o s t a  do sistema ao impulso com o mesmo g rau  d e  m u l t i p l i -  
@ 

cidade.  T a l  f a t o ,  a l i a s ,  f avo ráve l  à o u t r a  d e f i n i ç ã o  de p o l o  

de s i s t e m a s  m u l t i v a r i & e i s  mencionada no i n i c i o  d e s t a  seeç&. 

A r azão  p r i n c i p a l  da nossa  p r e f e r e m i a  p e l a  d e f i n i ç ã o  2.2.1 v a i  

apa rece r  m a i  s adi a n t  e, 

§ § §  

Rosenbrock ( ( l ) ,  pgo 113) d e f i n e  o s  p o l o s  de  uma ma-  

triz de  t r a n s f e r e n c f a  como as r a i z e s  d o s  denominadores da forma 

de McMillan d e  ~ ( s ) ,  o u -s e j a :  
o 

sendo p o p o s t o  ( s o b r e  o  corpo das funções  r a c i o n a i s )  de  ~ ( s ) .  

Vamos demonstrar  a equ iva l ênc i a  de  (2.2.2) e da d e f i -  

~ r o p o s i ç ã o  5202r 

O menor denominador comum mgnico de t o d o s  o s  maores (ngo n u l o s )  

P 
d e  u m a m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  ~ ( s )  é yi(s) , onde yi(s) 

i=1 

- 
( i  = 1 , ~ )  &o o s  denominadoes da forma de  Mc Mil l an  de ~ ( s )  e 

o p o s t o  ( s o b r e  o  oorpo das funções  r a c i o n a i s ) d e  G( s ) ,  

P a r a  demonstrar  a proposição acima, vamos u s a r  o se- 

g u i n t e  r e s u l t a d o  o b t i d o  por  Rosenbrock ( ( 1 1 ,  pg. 114): 

O menor denominador comum rnÔnico d e  t o d o s  o s  menores de  ordem k 
' 

- 
(k = I, P de uma ma t r i z  de  t r a n s f e r ê n c i a  G( s)  é o denominador 

k 
'iT ti( s) 

ob t ido  de i=l d e p o i s  que t odos  o s  f a t o r e s  comuns foram 
k 
V%( d 
i=l 



-36- 

cancelados .  ( ~ ~ ( s )  e y i ( s )  s& respec t ivamente  o s  numeradores 

e denominadores da forma de  M c  Mi l l an  de G( s)  , ) 

Ora, t endo  em vista e s t e  r e s u l t a d o y  p a r a  demonstrar  a 

~ r o ~ o s i ç ã o  z 0 z O 3  b a s t a  p rovar  que o menor denominador comum de 

Mas sabemos que (ver ( 1 ~ 2 . 6 )  : 

Ei(s) .e y i ( s )  ( i = q )  não t& f a t o r e s  comuns 

Donde s e  conc lu i r  

E ( s )  e yl(s) não : t g m  f a t o r e s  comuns 
1 

El(s)E2(s)  e Y ( s )  não t o m  f a t o r e s  comuns porque E ~ ( s )  e '+J ( s )  
2 2 

Consequentementa %( s )  yp( SI, s )  permanecen i n t a c t o s  e m  

p e l o  menos um dos  e lementos  de 

e p o r t a n t o  



8 rea lmente  o menor denominador comum procurado.  
Q. E* Do 

E s t a b e l e c i d a  a eq u iva l ênc i a  e n t r e ,  ( 2,2,2) e a d e f i n i ç ã o  

2 ,2 ,1  , vamos agora  i n v e s t i g a r  a r e l a ç ã o  e n t r e  o s  p o l o s  de ~ ( s )  

e o s  p o l o s  d o  siskema, deI5nidos ,  como vimos, como as raizes de 

Considremss a ma t r i z  do s i s t e m a  ( 1 . 1 ~ 1 ) :  

 través da el iminação dos  modos desacoplados  da e n t r a d a  e depois 

dos  modos desacoplados  da r e s p o s t a  que res ta ram,  obtemos suces s i-  

vamente: 

I s t o  ao arr et a: 

Bfetivamente pode-se demonstrar  que ( v e r  (I), pgs. 66 e 113): 

onde p ( s )  e o  polinÔmio o a r a c t e r ~ t i c o  d e  O( s). 
G 

( O  r e s u l t a d o  acima, ( 2 . 2 0 9  do q u a l  ( 2 , l . g )  á um a a s o  p a r t i o u -  

l a r ,  < expresso  por Rosenbrock e m  forma d i v e r s a ,  não pol inomial .  ) 
§Si  § 



Exemplo: 

É f a c i l  v e r i f i c a r  que: 

Efe tuando  ~ ( s )  = D(SI-A)-'B + D  podemos d e t e r m i n a r  p G ( s )  ou 

p e l a  d e f i n i p ã o  2.2.1 ou p o r  (2.2.2) .  A fo rma  de  Mc M i l l a n  de 

G( s )  e*: 

e C 

E i m p o r t a n t e  n o t a r  que  em s i s t e m a s  m u l t i v a r i a v e i s ,  a o  

.c 
c o n t r a r i o  do q u e  o c o r r e  rn s i s t e m a s  e s c a l a r e s  ( v e r  seoião ante- 

r i o r )  pode  a c o n t e c e r  que  PG( s ) l m (  s) 

Ex ernpl o t 
C 

S e j a  o  s i s t e m a  c o n t r o l & e l  a o b s e r v e v e l r  

A = B = C = 1 2  D = O  



Donde vemos que t 

m ( s )  = s-i 

Voltemos ago ra  a nos sa  a tenção  para o s  z e r o s  e m  sSs t e -  

m a s  m u l t i v a r i ~ v e i ç ,  

Ultimamenke a d e f i n i ç ã o  de  z e r o s  de ~ ( s )  mencionada no 

i n l c ~ o  d e s t a  secp& tem s i d o  abandonada (algm de ( I ) ,  ( 9 )  e (ga), 

v e r  por  ex, (10)~  (17)-(26), ( 4 6 )  e  (4911, 

Ado.t;aremos n e s t e  t r a b a l h o  a s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o  de  ze- 

r o s  de  uma m a t r i z  de t r a n s f e r e n o i a  p r o p o s t a  por  Rosenbrock ( ( I ) ,  

pg. 113): 

Os z e r o s  de ~ ( s )  sao as r a l e e s  dos numeradores d a  forma d e  Mc Mf- 

I l a n  de G( s )  , ou s e j a :  

onde e' o  p o s t o  ( s o b r e  o corpo das fungões  r a c i o n a i s )  de ~ ( s )  
- 

e E ~ ( s )  ( i  = I , ? )  são o s  numeradores da-forma de  Mc Mi l l an  d e  

d 

Vemos que e s s a  d e f i n i g z o  s i m e t r i c a  oom r e i a o &  à de- 

f i n i p ã o  de p o l o s  de ~ ( s )  ( v e r  ( 2 . 2 , 2 ) ) ,  i n d i c i o  d e  que  ; uma de- 

f i n i ç &  adequada. 

Por o u t r o  l ado ,  estamos i n t e r e s s a d o s  também, t a l  como 

nos  sisf emas e s c a l a r e s ,  e m  d e f i n i r  o s  z e r o s  do s i s t ema ,  Seguindo 

Rosenbrock ( g a )  s e j a  R ( s )  a m a t r i z  do s i s t e m a  dada por  (1.1.3). 

Construamos o s  menores: 



Ou s e j a ,  o s  menores acima são  formados a p a r t i r  d e  P ( s )  com as 

l i n h a s  de ordem á , 2 , 0 0 0 , n , n + i  , n + i 2 , . o o , n + i  e oom as c o l u n a s  ' 

1 v 

d e  ordem l 1 2 , e o  o ,n,n+ jl,n+ j2 ,00  o )n+,j , sendo: 
, P  , 

il< i2 < < i? fl 

< < O  < jf 
n+(, e 0 p o s t o  ( s o b r e  o corpo das fungÕes r a p i o n a i s )  de P ( s )  

06 p ,< mj.n(m.s) 

Os z e r o s  do s i s t ema  &o d e f i n i d o s  oomo as r a c z e s  &o modoo. de 

todos  o s  menores ( n ã o  n u l o s )  da forma (2 ,2 ,9 )  
$ 5 5  

Ta l  como n o s  sistemas e s c a l a r e s ,  estamos i n t e r e s s a d o s  

em i n v e e i g a r  a r e l a ç ã o  e n t r e  o s  z e r o s  do sistema e  o s  z e r o s  da 

m a t r h  de  t r a n s f e r ê n c i a o  
O N 

S e j a  en t ão  
'PG' 

s) o polinomio m&~ico o u j a s  r a i z e s  sao 

o s  z e r o s  de ~ ( s ) ,  ou se jat 
P 

@ 

E s e j a  (Ps(s) O p o l i n 8 i o  rn$nico c u j a s  r a i z e s  são o s  z e r o s  do 

s i s tema,  ou seja: 

r~ l , o o o , n , n + i l , o o . n + i  
(PS(s) = m.doco monico de ( 2.20 11) 

l , o o o , n j n + j l t . o o n i j  

Temos então: , 



(vamos demonstrar a igualdade acima somente para o caso e m  que 
Z = m = q . Para o caso gera l  ver ( 9 a ) 9  onde o resultado e expres- 

so em forma diversa,  não polinornial.) 

Com e f e i t o ,  atravós das operações ja conhecidas para a elimina- 

ção dos modos desacoplados, o b - b e m o s r  

Ora, sendo p =  m = ri , temosg 
- 

E por outro lado: 

Donde : 

Mas de ( 1 , 1 , 9 ) :  

E por outro lado: 
P 



De (2.2.10) e t endo  em v i s t a  que todos  o s  po l in~mi .o s  da expres-  

são acima são mÔnioos obt&-se o r e s u l t a d o  (2.2.12) 
&e E, D o  

.+* é uma r e l a ç ã o  que mos t ra  a " s i m e t r i a "  (ver  

(2.2.5) ) e n t r e  as noções de p o l o s  do sistema e z e r o s  do s i s tema,  

por  u m  l ado ,  e e n t r e  p o l o s  da ma t r i z  d e  t r a n s f e r ê n c i a  e z e r o s  da 

ma t r i z  de t r a n s f e r & m i a  por  ou t ro ,  E s t a  s i m e t r i a  e o f a t o  d e  

( 2.2,12) e ( 2.2.5) serem general izacGs de r e l a ç õ e s  v á l i d a s  p a r a  

s i s t e m a s  e s c a l a r e s  ( v e r  ( 2 , S . 9 )  e (2 ,1 .16))  cons t i tuem o motivo 

p r i n c i p a l  d a  n ~ s s a ' ~ r o f e r & c i a  pela d e f i n i ç ã o  de p o l o s  da m a t r i z  

d e  t r a n s f  s r e n c i a  ado tada  n e s t e  t r a b a l h o  ( v e r  as cons ide rações  no 
# 

i n i c i o  d e s t a  secç&) , 

~ b s e r v a ç % o  g . z O a t  

= O e ' Q ~ ( s )  Z O Se r =  O em (2.2.9) é c l a r o  que ( v e r  (1.1.10)) G ( S )  - 

s consequentemente (2.2.12) não v a l e ,  p o i s  n e s t e  caso  if,(s) =  SI-AI. 

T a l  oomo no s a s o  e s c a l a r  ( v e r  observação 2 .1 ,20) ,  deve-se n o t a r ,  

e n t r e t a n t o ,  que o '  r e s u l t a d o  g e r a l  demonstrado e m  ( 9 a )  equivalen-  

t e  a (2.2.12) é apresen tado  em forma d i v e r s a ,  não pol inomia l .  

No caso  e s p e a i i l  em que f= O, e m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  não t e m  

z e r o s  o a r e l a ç ã o  e n t r e  o s  z e r o s  do sistema e o s  modos desacopla-  

{zeros do sistema) = {hlodos desacoplados  da en t r ada )  + { ~ o d o s  de- 

sacoplados  da r e s p o s t a j  - { ~ o d o s  desacoplados  d a  e n t r a d a  e da 
r e s p o s t a  



A n t e s  d e  i n v e s t i g a r m o s  algumas p r o p r i e d a d e s  dos z e r o s  em 

s i s t e m a s  r n u l t i v a r i ~ v e i s ,  comparemos as d e f i n i ç õ e s  de Rosonbrock 

com algumas o u t r a s  que  apareceram ul t imamente  n a  l i t e r a t u r a  eç-  

p e c i a l i ~ a d a ~  

Wolovich ( ( 1 7 )  e (19)) d e f i n e  o s  z e r o s  d e  ~ ( s )  do se-  

g u i n t e  modor 
- 

i )  U t i l i z a  o  f a t o  conhec ido  ( ( 2 7 )  apud ( 1 0 ) )  que q u a l q u e r  m a t r i z  

~ ( s )  d e f i n i d a  s o b r e  o  co rpo  das  funçGes  r a c i o n a i s  pode se r  Ia- 

t o r i z a d a  ( d e  fo rma  ngo Unica)  em : 

G ( S )  =: D " ( ~ ) N (  s )  = $( S ) D  --I( s )  I (2.2.18) 

sendo D ( s )  e  ~ ( s )  m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s  r e l a t i v a m e n t e  p r i m a s  a 
'm r* 

e s q u e r d a  enquan to  que  ~ ( s )  e  a( s)  s ã o  t n a t r i z e s  p o l i n o m i a i s  r e l a -  

t i v a m e n t e  p r i m a s  a d i r e i t a .  ( v e r  r e s p e c t i v a s  d e f i n i ç õ e s  em, p o r  

exemplo, ( i ) ,  pg. 78 ou ( 4 3 ) ,  pg. 3 6 ) .  P a r a  v e r i f i c a r  s e  d u a s  m a-  

t r i z e s  s ã o  r e l a t i v a m e n t e  p r i m a s  ; e s q u e r d a ,  pode- se u s a r  o  seguh- 
* e 

t e  c r i t e r i o  n e c e s s a r i o  e s u f i c i e n t e r  

P o s t o  [a( s )  N (  s)] = q  V s r  , sendo I)( s)  uma m a t r i z  q x q. 

E para v e r i f i c a r  s e  d u a s  m a t r i z e s  pol inoi iz ia i s  s ã o  r e l a t i v a m e n t e  

primas R d i r e i t a ,  temos o  r e s u l e a d o  d u a l :  

Z 

( ~ ~ e m o n s t r a ç ã o  d e s s e s  c r i t e r i o s  pode s e r  e n c o n t r a d a  em ( I ) ,  pg. 71) 
'm 

i i )  Chamando ~ ( s )  e  N (  s )  "numeradores"  de ~ ( s ) ,  d e m o n s t r a  q u e  

d o i s  numeradores  d e  O( s )  s a o  sempre ' e q u i v a l e n t e s ' ,  i s t o  é, 

~ ( s )  = ~ ( s ) N ( s ) ~ ( s )  , 
sendo R( s )  e  Q( s )  m a t r i z e s  unimodulares .  



* iii) O s  z e r o s  d e  G(S)  s ã o  e n t ã o  d e f i n i d o s  como o s  v a l o r e s  s e 

para o s  q u a i ã r  

P o s t o  ~ ( s * )  < P o s t o ( s o b r e  o  c o r p o  d a s  f u n ç õ e s  r a c i o n a i s )  d e  ~ ( s )  

C 
iv) Demonstra quelsa um s i s t e m a  f o r  o o n t r o l ~ v s l  e  o b s e r v a v e l ,  

P s E @ (  ser: um z e r o  d e  ~ ( s )  s e  e somente se:  

onde P o s t o C  d e n o t a  o  p o s t o  s o b r e  o  co rpo  d o s  complexos e  

P o s t o  
E'( s) 

d e n o t a  o  p o s t o  s o b r e  o  co rpo  d a s  f u n ç õ e s  r a c i o n a i s .  

§§I  

Comparemos a d e f i n i p ã o  d e  Wolovich com a d e  Rosenbrock. 

Suponha- se, para f a c i l i t a r ,  que  G( s) já e s t e j a  n a  forma d e  

Mc M i l l a n  e  q u e  P = m = q , ou s e  jaz 

Fator&zemos G( s) do  s e g u i n t e  modo: 
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É f a c i l  v e r i f i o a r  que o  p o s t o  da m a t r i z  acima é r para t o d o s  o s  

v a l o r e s  p o s s I v e i s  de d e  @ e ccnsequentemente a f a t o r i z a o ã o  

(2,2.21) &&ida para a d e t e r m i n a g h  d o s  z e r o s  no s e n t i d o  de 

P Wolovich, o s  q u a i s  são  o s  v a l o r e s  de  s e c que reduzem o  p o s t o  

d e  N( s )  = d i a g (  s ) )  . O r a ,  t endo  em v i s t a  que E. (SI[ E ( s ) ,  
1 i -1.1 

conc lu i- se  que o s  z e r o s  de  G(S)  no s e n t i d o  de Wolovich são as 

rai 'zes de E p ( s ) .  Como o s  z e r o s  de ~ ( s )  no s e n t i d o  de Rosenbrock 
P 

são as r a i z e s  de E4 ( s )  , cnc lu i - se  que todo  z e r o  de G( s )  no 

s e n t i d o  d e  Wolovich será tambgm urn z e r o  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  de -- 

Rosenbrock, e  v ice-versa ,  m a s  a d e f i n i ç ã o  de  Wolovioh ( a o  con- 

t r á r i o  d a  d e  ~ o s e n b r o c k )  não i n d i c a  o  g rau  de mu lk ip l i c idade  d e  

c a d a  zero ,  

Exemplo 3 

Suponha-se uma m a t r i z  de t ransferonc5.a  que ja e s t e j a  na forma 

E f a c i l  ve r  que: 

Consequentemente G( s )  pode s e r  f a t o r i z a d o  do s e g u l t e  modor 



Donde s e  vê  que s = 1 um z e r o  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  de Wolovich 

( e a sua  d e f i n i ç ã o  nada nos  d i z  a r e s p e i t o  do g rau  do m u l t i p l i -  

c idade  do z e r o )  l 

Por  o u t r o  l a d o  ~ ( s )  já e s t a  na  forma d e  McMillan p o i s  

são  s a t i s f e i t a s  as condições  ( 2 0 2 0 2 0 ) .  ~ n t ã o  o s  z e r o s  110 s e n t i d o  

da  Rosenbrock são {191,1) . 
Observe-se ainda que a redução do p o s t o  de  N( s )  p a r a  s = 1 8 

i g u a l  a 2, d i f s r e n k e  p o r t a n t o  do g r a u  de mu9t ipl f  c idade  do z e r o  

no s e n t i d o  d e  Rosenbrocko 
5 § § 

Comparemos agora  as duns d e f i n i ç õ e s  u t i f  izando o  o u t r o  

c r i t & i o  de  Wolovich ( v e r  (2,2,19)), Ao i n v g s  de u t i l i z a r  a ma- 

t r i z  do t r a n s f e r g n o i a  p a r a  c a l o u l a r  o s  z e r o s  de  ~ ( s ) ,  o  segundo 

critGr3.o u t i l 4 z a  a ma t r i z  do s i s t ema  ( supondo que o  mesmo s e j a  
# 

c o n t r o l a v e l  e  observave l )  e 

* C C 
É c l a r o ,  por&, que e s t e  c r i t e r i o  e  uma oonsequencia 

Z 4 C 

imed ia t a  de (2 .2 ,12) ,  p o i s  s e  o  s i s t ema  e  c o n t r o l a v e l  e observa-  

~ 0 1 ,  temos: 

Donde s e  c o n c l u i  m a i s  uma voz que todo  z e r o  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  

de*.Wolovich também um z e r o  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  de  Rosenbrock, 

e  v ice-versa ,  mas o c r i t h o  de Wolovich nada nos  d i e  a  r e spe i-  

t o  dos  g r a u s  de  m u l t i p l i c i d a d e  dos  zeros .  
4 

S e j a  a inda  observado que, ao c o n t r a r i o  do que s e  pode- 

r i a  pensar ,  a redupão do p o s t o  d a  ma t r i z  do s i s t ema  não ; neces-  

sar iamente  i g u a l  ao grau  de m u l t i p l i c i d a d e  d e  um ze ro ,  conforme 

pode s e r  v e r i f i c a d o  mo s e g u i n t e  L 



Exemplo: 

C C 

Pode-se v e r i f c a r  faoilmen8 quelek.e s i s t e m a  e c o n t r o l a v e l  e obser-  

P a r a  de le rminar  q u a i s  o s  v a l o r e s  d e  s que reduzem o  p o s t o  d e  

dos  menores d e  ordem m & i m a ,  o  que ja nos dar: i p s o  f a c t o  o s  z e r o s  

d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  de  Rosenbrock com o s  r e s p e c t i v o s  gra& d e  mul- 

t i p l i c i d a d e ,  
e 

No caso p r e s e n t e  a m a t r i z  do s i s t ema  e  quadrada,  e efetuando) ob- 
Z 

tem-se: 

Donde s e  conc lu i :  

1 zero d e  G ( S )  no s e n t i d o  d e  Wolovich 

i1,1,1] são o s  z e r o s  d e  O( s)  no s e n t i d o  d e  Rosenbrock. 

Observe-se a g o r a  que p a r a  s" E I , temos. 

r 1  1 O O -1 01 
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É f á c i l  v e r i f i c a r  que2 

I s t o  mostra  que a r e d u G o  do p o s t o  ( 6  -4 = 2) não e i g u a l  a o  g rau  

d e  m u l t i p l i c i d a d e  do z e r o  no sent5do d e  Rosenbrock ( 3 ) .  
§ § §  

Desoer e Sahulman (10 )  de-finem o s  z e r o s  d e  C)( s )  da 

\ 
mesma forma que Wolovich e demonstram que: 

i )  Se um sisCema t i v e r  i g u a l  n&eso do e n t r a d a s  e s a f d a s  o s  ze- 

r o s  d e  ~ ( s )  são os p o l o s  da m a t r i z  de t r a n s f e r & ~ c i a  do sis- 

tema i n v e r s o  e v ice- versa ,  

ii) Se a f o r  um z e r o  de  O( s )  en tão  e x i s t e  um v e t o r  ul (cons- 

tanto) d i f e r e n t e  de z e r o  t a l  que s e  a e n t r a d a  f o r  u ( t )  = 
a t  C = u . e o modo eat não a p a r e c e r a  na  r e p o s t a ,  

1 

Como todo  z e r o  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  d e  Desoer-Schulman 
C 

e tamb&i  um z e r o  de ~ ( s )  no s e n t i d o  de  Rosenbrock, e v ice- versa ,  
C 

conc lu i- se  que as duas  p rop r i edades  m i m a  valem tambem p a r a  o s  

z e r o s  de G( s) no s e n t i d o  de  Rosenbrock quando o s  gyaus de mu l t i -  

p l i o i d a d e  não s80 tomados em considerapão.  R e s t a  a v e r i f i c a r ,  po- 

e m  s e  as duas prop r i edades  permanecem v a l i d a s  quando s e  l e v a  

em cons ideraçao  o s  g r a u s  de m u l t i p l i c i d a d e  dos  z e r o s  de  ~ ( s )  ( n o  

sen%ido  de ~ o s ~ n b r o c k ) .  O r a :  

i) A forma de McMillan d a  ma t r i z  i n v e r s a  d e  G( s) é a m a t r i z  in-  

v e r s a  da forma de  McMillan d e  G( s), Donde se oonc lu i  que a p r i -  

me i r a  p rop r i edade  permaneoe v á l i d a  quando o s  z e r o s  e p o l o s  



são c m p u ~ a d o s  segundo o s  s e u s  g r a u s  d.e m u l t i p l i c i d a d e .  

4 i i )  Vamos v e r i f i c a r  q u e  a segunda  p r o p r i e d a d e  n ã o  permanece va-  

l i d a  quando o s  z e r o s  s ã o  úomputados segundo o s  s e u s  g r a u s  d e  

m u l t i p l i c i d a d e  p o r  meio do s e g u i n t e  con t ra- exemplo  s i m p l e s :  
-, 

Suponha- se que;  

d l ( s )  e d 2 ( s )  s ã o  monicos 

Com as h i p ó t e s e s  ac ima G( s )  está n a  forma de M o l i l l a n ,  a sondo 

um z e r o  d e  ~ ( s )  ( n o  s e n t i d o  de ~ o s o n b r o c k )  com g r a u  d e  m u l t i p l i -  
C 

c i d a d e  2. O r a ,  e f á c i l  v e r  q u e  o modo eat a p a r e c e r a  n a  r e s p o s t a  

Cr 

a nao  ser q u e  u1 = u2 = O, 

Davison e Wang (18) def inem z e r o s  d e  t r a n s m i s s ã o  do  

s i s t e m a  (1.1.1) como o s  v a l o r e s  s*é c *ai- quer 

Definem p o r  o u t r o  l a d o  um s i s t e m a  degenerado  como a q u e l e  em que: 

P o r t a n t o ,  quando o s i s t e m a  é degenerado ,  o s  z e r o s  d e  t r a n s m i s s ã o  

s ã o  t o d o  o p l a n o  complexoe 



Comparando (2 ,2 ,22)  com a d e f i n i ç z o  d e  z e r o s  do s i s t e -  

m a  d e  Rosenbroak, ver i f i camos  que s e  o  s i s t ema  não f o r  degenera- 

C 

do, todo z e r o  de  transmiss" o e r a  u m  ze ro  do s i s tema,  e  v ice-  

v e r s a 3  m a s  a d e f i n i ç ã o  d e  z e r o s  d e  t ransmissão  nada nos  d i z  a  

r e s p e i t o  dos  r e s p e c t i v o s  g r a u s  d e  mul t i p l i c i d a d e ,  

P a r a  v e r i f i c a r  que a redução da(posto da m a t r i z  do sis- 

tema não é necessar iamente  i g u a l  ao  grau  de  m u l t i p l i c i d a d e  do 
Z 

z e r o  do s i s tema,  b a s t a  c o n s i d e r a r  o  exemplo ja r e s o l v i d o ,  em 

que  o  s i s t e m a  algm d e  não s e r  degenerado,  e r a  c o n t r o l & e l  e  ob- 

s e r v g v e l  ( v e r  o  exemplo ao f i n a l  do es tudo sobre  a d e f i n i ~ z o  d e  

z e r o s  d e  ~ ( s )  no s e n t i d o  de  Wolov5.ah, pgs. 47s. 1, 

~ b s e r v a ~ ã o  2.2.24 

Davison e Wang (18 )  i n t e r p r e t a r a m  a de fàn i ção  de z e r o s  d e  ~ ( s )  

i d e  Rosenbrook como sendo as r a x z e s  d e  ~ ~ ( s ) .  E, ao que pa rece ,  

e s t a  f o i  tambem a i n t e r p r e t a q &  d e  Wolovich ( 1 7 )  ao  a f i rmar  a 

e q u i v a l ê n c i a  d a  sua  d e f i n i ç ã o  a d e  ~ o s e n b r o c k .  Que t a l  i n t e r p r e -  
* 

t a c &  e e r rônea  pode s e r  v e r i f i c a d o  d a s  p r g p r i a s  p a l a v r a s  d e  

Rosenbrock ( v e r  ( 1 ) ,  pgo 113 e  ( 9 ) ) .  Ver também o  r e c e n t e  tra- 

ba lho  d e  F r a n c i s  e  Wonham (54) no q u a l  é ap re sen t ada  uma nova 

d e f i n i ç a c  de z e r o s  d e  t r ansmis são  que co inc ida  com a d e f i n i ~ ã o  

d e  z e r o s  da  ma t r i z  de t r a n s f e r g n c i a  d e  Rosenbrock. 

observação 2.2.24a 

Doravante, n e s t e  t r a b a l h o ,  sempre que fa la rmos  em z e r o s  do sis- 

tema e  z e r o s  & m a t r i z  t r a n s f e r g n c i a ,  es taremos nos r e f e r i n d o  - 
as d e f i n i ç õ e s  p r o p o s t a s  po r  Rosenbrock, 



ver i f iquemos  agora ,  a  t l t u l o  d e  e x e r c j c i o ,  a r e l a ç ã o  

e n t r e  o  z e r o s  d e  ~ ( s )  e  o s  z e r o s  de I G ( s ) ~  p a r a  s i s t e m a s  em que 

P a r a  s i s t emas  em que Pos to  ~ ( s )  = m = qr temos: 

Vamos demonstrar  este r e s u l t a d o  d e  d o i s  modos s imples :  

Das t r e s  i gua ldades  vem: 

\ ~ ( s ) l  = Ic ~ G , ( S '  . sendo d e  n o t a r  que pode haver  f a t o r e s  oo- 
P,( s )  

ii) S e j a  M ( S )  a forma d e  MoMillan de ~ ( s ) .  ~ n t ã o t  



Invest iguemos algumas ou eras p rop r i edades  dos  z e r o s  em 
L 

sistemas m u l t i v a r i a v e i s ,  

Rosenbrock (9a) demonstrou que quando um s i s t ema  sub- 

met ido a rea l imentação  d a  r e s p o s t a  permanecem i n v a r i a n t a s :  , . 
i) O s  z e r o s  do s i s t ema  

ii) O s  z e r o s  da G ( s )  

i i i )  O s  modos desacoplados  da  e n t r a d a  

iv) Os modos desacoplados  da r e s p o s t a  

v )  O s  modos dosacoplados  d a  e n t r a d a  e da  r e s p o s t a ,  

.. 
Vejamos agora  o que oconre  quando um s i s t ema  e subme- 

t i d o  rea l imentaSão  do es tado t  
, 

Quando um s i s t e m a  é submetido a. r e a ~ i m e n t a ~ g o  do e s t a d o  pcrmane- 

cem i n v a r i a n t e s :  

( a )  O s  modos desacoplados  da e n t r a d a  
4 

( b )  O s  z e r o s  do si8ema s e  e l e  não f o r  degenerado e s e  o numero 

de e n t r a d a s  f o r  i g u a l  ao de  sa fdas .  

( c )  A função r a c i o n a l  TO'S) P ~ ' s )  s e  forem s a t i k e i t a s  as con- 

p e d  

( a )  Se ja :  

C 

A m a t r i z  do sis.tema p a s s a r a  a s e r :  



M a s  r 

Ora, o s  polinÔmios i n v a r i a n t e s  n8o s e  a l t e r am com e s t e  t i p o  

de operaQÕas e lementa res  ( v e r  po r  ex. (21, I, pg. 141) .  

Por ou t ro  l ado ,  o m.doc. de t odos  o s  menores de  ordem n  de 

[SI-A B] é i g u a l  ao produto  de s e u s  p c l i n ~ m i o s  i n v a r i a n t e s .  

Com e f e i t o  ( v e r  ( 1 ~ 2 . 3 ) ) :  

- 
p i b )  - - , i = 1 ,n  , sendo: 

S )  

D ~ ( s )  = mod.c. d e  t o d o s  o s  menores d e  ordem i 

Donde t 

6 

Mas o  si.d.c. de  todos  o s  menores de  ordem n  de  [SI-A B] e ,  

como vimos, o  polinÔmíio dos  modos desacoplades  p , ( s ) .  
P 

E como o s  poiin8mios I n v a r i a n t e s  permanecem i d & t i c o s  apos a 

r e a ~ i m e n t a ~ ã o  do e s t ado ,  concluimos que p e ( s )  tambgm não s e  

a l t e r a ,  o que demonstra ( a ) ,  

( b) Suponha-se Q = m = q 

Donde: 

SI-A- BK 
k %(s)  , O que demonstra ( bI0 

- C-DK D 

Observe-se que s e  m f q ou s e  (I f rn = q , a l g u n s  dos  menores 



d e  ordem máxima d a  m a t r i z  do s i s t e m a  não con te r ão  as n pr i-  

m e i r a s  l i n h a s  ( c o l u n a s )  e  p o r t a n t o  o  m 6 d o  o. dos  menores a e  or- 
C * Z 

dem aaxima não s e r a  o  polinÔrnio c u j a s  r a i z e s  s ão  o s  z e r o s  do 

s i s t ema  ( v e r  ( ~ ~ 2 . 9 ) ) ~  
C 

S e j a  di-bo de passagem que as r a i z e s  do rn.doc. de todos  es- 

t e s  menores de ordem máxima ser iam o s  z e r o s  do sistema de a- 

cordo com a  p r ime iza  d e f i n i ç a o  d e  Rosenbrock ( 9 ) ,  c o r r i g i d a  

pos t e r io rmen te  ( g a ) .  

( c )  Esko r e s u l t a d o  uma consequênciâ imed ia t a  de ( a ) ,  ( b )  e 

(20 2,1210 

Por e s t e  r e s u l t a d o  vemos que por  meio da rea l imentaçao  d e  es- 

tado ,  um sistema inobserv&el  pode s e  t o r n a r  observave l ,  e 

v ice- ver  sat no p r ime i ro  caso  o s  modos desacoplados  da r e s-  

p o s t a  passam a s e r  z e r o s  de G( s )  o no segundo ca so  p e l o  menos 

um dos  z e r o s  de  ~ ( s )  passa a s e r  modo desacoplado da r e spos t a .  
Z 

É c l a r o  t a m b g m  que s e  o  s i s t ema  f o r  observave l  a n t e s  e d e p o i s  

da r ea l imen tagão  d e  es tado ,  o s  z e r o s  d e  G( s) p e r m a n e c o r ~ o  in-  

v a r i a n t e s o  

Bxemplo : 



Vimos que Desoer e Schulmam ( 1 0 )  demonstraram que s e  

g f o r  um ze ro  de ~ ( s ) ,  en tão  3 u l  f 0 t a l  que s e  a e n t r a d a  f o r  

u u ( s )  = 2 , o modo ewt não a p r e a e r a  na  r e spos t a .  
s- w 

o( t Pergunta- se ago ra  como podemos bloquear  o modo e per-  

mi t indo  que ul s e j a  qualquer ,  P a r a  responder  a e s t a  pergunta ,  

in t roduz i remos  pr imeiramente  a seguin tes  

~ e f  i n i ç ã o  2,2,%6 
C P 

O s  z e r o s  9 b l o q u ~ i o  de  um s i s t ema  m u l t i v a r i a v e l  são  as r a i z e s  

do inod. c, de todos  o s  numeradores d a  m a t r i z  de  t r a n s f e r e n c i a  tlM 

c( d o  

~ b s e r v a ç ã o  2.2,26a 
4 C 

N a  d e f i n i ç ã o  acima supomos, como e u sua l ,  que não ha  f a t o r e s  co- 

muns e n t r e  numerador e denominador de cada elemento d e  G( s) .  

A u t i l i d a d e  da d e f i n i p ã o  acima apa rece ra  no desenvolvimento que 

s e  segue: 
C 

Suponha-se que a e n t r a d a  d e  um ssterna m u l t i v a r i & e l  e 

- 
sendo $( s)  e u i ( s )  ( i  = 1 , m )  polingmios, que supomos. sem per- 

C 

da de  gene ra l i dade ,  sem f a t o r e s  cance l ave i s .  

S e j a  G ( s )  a m a t r i z  d e  t r a n s f e r g n c i a  do s is tema:  



Suponhamos que s e  d e s e j a  que ~ ( s )  s e j a  t a l  que t o d o s  o s  f a t o r e s  

de  o( s )  sejam bloqueados independentemente dos  v a l o r e s  d e  u . ( s )  
3. - 

( i  r 1,m). Ou por  o u t r a s  pa l av ra s ,  dese ja- se  que nenhum d o s  fa-  

t o r e s  d e  g (  s)  apa reça  n a s  componentes d a  r e s p o s t a  y i ( s ) *  - - 
( i  = l , q )  para qua isquer  ui(s), ( i  = l Y m ) .  

Vamos demonstrar  que: 

~ r o p o s i ~ ã e  2.2.29 

O s i s t ema  cu ja m a t r i z  de t r a n s f e r h i a  & G( s) e cu ja e n t r a d a  e 
dada p o r  (2.2.27) b loqueara  todos  o s  f a t o r e s  de $ ( s )  com u i ( s )  
- 

( i  = 1,m) a r b i t r h o s  s e  e somente se t o d a s  as r a í z a s  de  $ ( s )  

forem z e r o s  de  b loque io  d e  ~ ( s ) .  
- 

Com e f e i t o :  

(a) ~ u f i o i & m i a  

Seja:  

C 

~ n k ã o  a i-ésimã componente d a  r e s p o s t a  s e r a r  

B e o l a r o  que s e  + ( s ) l n i j ( s )  o s  f a t o r e s  de + ( s )  não apare-  

c e r & ~  como modos da r e spe t a .  

( b) Neoessidade 
.I !urna &r ai2 

Suponha-se que ---. de $(s) não sejaüb zero,  de bloqueio.  

~ n . ~ ã o  Jk,!. t a i s  que 



E d a  Ú l t i m a  i g u a l d a d e  vemos que s e  ul ( s )  f O alguma r a i z  de 

Z 
$ ( s )  a p a r e c e r á  como modo da k- esima oomponente d a  r e s p o s t a .  

&e E. De 

Exemplo r 

sendo ul( s )  e u 2 ( s )  p o l i n & i o s  não d i v i s $ v e i s  p o r  ( s - a )  e ( s - b ) .  

i. , : 

U ( S )  = 

a t 
Desejamos b l o q u e a r  o s  modos e e e 

bt 
p o r  meio de um s i s t e m a  

- iil( s )  

(s-a) ( s -b )  

u 2 (  6 )  

( s - a )  ( s - b )  - 

d e  d u a s  e n t r a d a s  e d u á s  s a i d a s t  

E fe tuando ,  obt&-se: 



Donde s e  ve que: 

B loque io  d e  eat e  ebt V ul(  s ) ,  u2(  s) <- (s-a) ( s-b)l ni j( s)  ; 

I n v e s t i g u e m o s  a g o r a  a r e l a g a o  e n t r e  o s  z e r o s  d e  b lo-  

q u e i o  e o s  z e r o s  de ~ ( s )  ( n o  s e n t i d o  d e  ~ 0 s e n b r o c k ) r  

~ r o p o s i ~ ã o  2.2.34 

Todo z e r o  d e  b l o q u e i o  com g r a u  d e  m u l t i p l i c i d a d e  j e um z e r o  dé 

~ ( s )  oom g r a u  d e  m u l t i p l i c i d a d e  maior  ou i g u a l  a j p  , sendo o 

p o s t o  ( s o b r e  o  co rpo  das funç%s r a o i o n a i s )  d e  ~ ( s ) .  
- - - - - - - - 

Com e f e i t o s  

S e j a  G( s )  = ~ ( s )  , sendo ~ ( s )  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l  e d ( s )  o  
-3- 

menor denominador cortium m$nico d o s  e l e m e n t o s  d e  G( s )  . 
Transformemos N (  s) n a  forma d e  Smitih: 

~ ( s )  = ~ ( s ) ,  N( s ) ,  &( s )  , sendo R( s) e ~ ( s )  m a t r i z e s  unimodulares .  

A forma d e  McMlllan d e  G( s) é, como sabemos, 

Sejam p .  ( s )  o s  polinÔinios i n v a r i a n t e s  do S(  s)  t 
1 



~ ~ ( s )  = m.d.c. dos  menores d e  ordem i de  ~ ( s )  

Seja $ ( S I  o  po l in&nio  mÔnico c u j a s  r a i z e s  são o s  z e r o s  de bio- 

que io  de  G( s).  Temos então:  
- 

+ ' ( s ) ( n , ( s )  : i = 1.p 
E po r t an to :  

Mas por o u t r o  lado,  como sabemost 

sendo Ei( s )  e Y). ( s )  OS numeradores C denominadores da forma 
1 

de  McMillan de G( s). 

D e  (2.2.35) e tendo em v i s t a  que não há f a t o r e s  comuns e n t r e  

+( s )  e d ( s ) $  vem* 
- 

1 

Donde f i na lmen te r  

Ex empl o t 

Se jaz 



( s-a). ( s-i 
2  

( s + l )  ( s e )  

s-a 
2  

( W l )  

aonde s e  vê que a e um zero  de bloqueio  com grau do m u l t i p l i -  
9 

cidade u n i t a r i o ,  

sendor 

r 2 
a-a) ( s+i )  ( s + 2 )  O 

2 2  
(s- a)  ( s + 2 )  2 jg( s) = ( s-a) ( s.1) ( s + 2 )  

O ( s-a)  ( S-i) ( ~ + l )  ( s + k )  

E portanko: 

O 

( s- a) ( s+l )  ( s + 2 )  



E portanto a um zero de ~ ( s )  com grau de inult ipl ic idade 3 ,  



3. RASTREAMENTO DE UM SINAL EM REGIFIE PERMANENTE - -- 

A s o l u ç a ~  do problema do servomecanismo é cer tamente  

um dos  o b j e t i v o s  p r i n c i p a i s  d e  t oda  a t e o r i a  e  p r a t i c a  d e  oontro-  

l a  d e  s i s t e m a s  l i n e a r e s  e  tem s i d o  sempre o b j e t o  d e  pesquisa,. 

( v e r  po r  exemplo, e n t r e  o s  t r a b a l h o s  r e c e n t e s ,  (28)-[36) ,  (45),  

( 5 3 ) - ( 5 5 ) ) .  

O problema do servomecanismo ser: es tudado n e s t e  tra- 

balho d e  acòrdo com a  d i s t i n ç ã o  c l & s s i c a r  ras t reamento  de u m  si- 

n a l  e r e g u l a ç ~ o  da  r e s p o s t a  d e  um s i s t e m a  submetido a pe r tu rba -  

Cr 

çoes. 

Pa ra  melhor compreensão do p r ime i ro  sub-problema, co- 

meçaremos estudando os: 

3.1 S is temas  e s c a l a r e s  - 
Estamos i n t e r e s s a d o s  e m  r e s o l v e r  o  s e g u i n t e  problema: 

C 

Dado um s i s t ema  S escrtalar ( i s t o  e ,  com uma e n t r a d a  e uma s a i d a ) ,  

de te rminar  uma e s t r u t u r a  ( d a  q u a l  5 ser: uma p a r t e )  t a l  que a 

L 

r e s p o s t a  d e  S s e j a  uma oopia  e m  regime permanente de um s i n a l  

dado, 

S e j a  então:  

Y = C X + ~ U  9 

cu ja função de  t r a n s f e r ê n c i a  <: 



S e j a  r (  t )  o  s i n a l  a s e r  r a s t r e a d o .  

Desejamos a c h a r  uma e s t r u t u r a  (da q u a l  S ser ;  uma p a r t e )  t a l  que: 

l i r n  y ( t )  = l i r n  r ( t )  
t + c o  t-+ c0 

Definamos o  e r r o  e n t r e  o  s i n a l  e  a r e s p o s t a :  

e ( t )  = r ( t )  - y ( t )  , (3 .1 .4a)  

c u j a  t r a n s f o r m a d a  d e  L a p l a c e  e: 

Nosso o b j e t i v o  e p o r t a n t o  d e t e r m i n a r  uma e s t r u t u r a  t a l  que: 

l i m  e ( t )  = 0 . \ 

t + o o  

Suporemos em t o d o  e s t e  t r a b a l h o ,  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  que 

t o d o s  o s  modos do  s i n a l  ( o u  s e j a ,  as r a í z e s  do  denominador da 

s u a  t r a n s f  srmada d e  ~ a ~ l a c e )  têm p a r t o  r e a l  nao-nega t iva ,  p o i s  

o s  modos com p a r t e  r e a l  n e g a t i v a  desaparecem quando t ;.me 

S e j a  h(  s )  a f u n g ã o  d e  t r a n s f  ergnc5.a e n t r e  o  e r r o  e  o  s i n a l  t 

e ( s )  = h ( s )  r ( s )  ( 3 0 1 . 6 )  

U m a  m a n e i r a  de o b t e r  (301.5) ó f a z e r 8  

h ( s ) - O  , (301.7) 

o  q u e  s e  pode  c o n s e g u i r  f a z e n d o  n a  f i g u r a  aba ixo:  

Com e f e i t o :  



O p r i m e i r o  i n c o n v e n i e n t e  ó b v i o  d e s t a  e s t r u t u r a  e q u e  I ( § ) ,  a fun-  

g ã o  d e  t r a n s f e r ê n c i a  do  compensador,  nunca  s e r á  uma f u n p ã o  r a c i o n  t 

n a 1  e s t r i t a m e n t e  prGpria ( v e r  ( 3.1.2) ) ,podendo ser uma f u n ç ã o  ra- 

c i o n a l  i m p r & k i a  ( s e  d = O , f a t o  i n d e s g j & e l  p e l a  r a z ã o  que  

t a i s  e s t r u t u r a s  ampl i f i cam o1'rul 'do" d o  s i n a l  ( e  t r a t a n d o- s e  d e  
C 

s i s t e m a s  d i s c r e t o s ,  t a i s  e s t r u t u r a s  não  s ã o  r e a l i z a v e ~ s b i s i o a -  

men te ) ,  

Estudemos m a i s  d .e ta lhadamente  o s i s t e m a  d e  compensação da f i g u-  

r a  3.1.9: 

S e j a :  

C 

sendo n (s) e  d ( s )  polbnÔmios9 d o s  q u a i s  o  segundo e  sempre 
g 6? 

s u p o s t o  (sem p e r d a  d e  $ e n e r a l i d a d e )  mÔnico. 

Suponha- se a g o r a  que  p o r  e r r o  d e  irnplementação ou p o r  -per turbação  

d o s  par&nekros  não  s e  c o n s i g a  f ( s )  exa tamen te  i g u a l  a 9 

m a s  ao I n v e s ,  ' tenhamos: 
, 



D a  & t i m a  expressão vemos quer 

a) h ( s )  f O (em g e r a l )  e  p o r t a n t o  o s  modos d e  r (  s )  aparecerão  

(em g e r a l )  no e r r o  em regime permanente. 

b) Se n t ( s )  e d ( s )  t ive rem r a f z e s  i n s t & e i s  ( i s t o  e ,  ra l 'zes  
8. 

com p a r t e  r e a l  não- negativa) , o s  r e s p e c t i v o s  modos tambgm 

aparecergo  (em g e r a l )  no e r r o  em regime permanente. Ou po r  

o u t r a s  p a l a v r a s ,  a e s t r u t u r a  d e  ras t reamento  pode s e  

t o r n a r  ge rado ra  de  modos i n s t g v e i s  no erro .  

Conclui- se p o r t a n t o  que a e s t r u t u r a  de r a s t r eamen to  da 

f i g u r a  3.1.9 pessima e f o i  d i s c u t i d a  aqu i  apenas  por  mot ives  

de ordem d i d a t i c a .  

A condiSão (301 .7)  E muiko f o r t e ,  Nosso o b j e t i v o  é 

( 30 1.5)~ o q u a l  pode s e r  conssgmdo com uma condicão bem m a i s  

f r a o a o  Com e f e i t o ,  s e  h ( s )  # 0, obteremos (3.1.5) s e  e somente 

. s e  (tendo em vistalo teorema do v a l o r  f i n a l )  : 

i) O denominador d e  h( &) t i v e r  t o d a s  a s  r a í z e s  e s t z h e i s  

ii) Todos o s  modos do s i n a l  d iv id i r em o numerador de h (  s )  

Por o u t r o  l ado ,  sabemos que um s i s t ema  sem real imen-  
4 

t a p ã o  é muito s ens ive l .  A t e o r i a  c l & s i o a  de c o n t r o l e s  nos  en- 

s i n a ,  com e f e i t o ,  que deve haver  r ea l imen tação  d a  r e s p o s t a  pa- 

ra  que  o e r r o  s e j a  co r r ig ido .  Consideremos p o r t a n t o  a s e g u i n t e  

e s t r u t u r a :  



g ( s )  e a fun,ão de t r a n s f e r g n c i a  do s i s t ema  S dado e @(s )  (que  
* 

dese  jamas s e j a  r a c i o n a l )  e  a função de t a n s f e r g n c i a  do compen- 

sador  a  s e r  p ro j e t ado ,  

Sejam: 

Temos en t ão  (omi t indo  o  argumento s )  r 

y = g,f .e  . O .  r - e  = g f e  

S e j a  r 

$.4- s 1 
sendo ro ( s )  e  $ ( s )  polin'Ômios. $(s)  ser; sempre supos to  (sem 

C 

pe rda  d e  gene ra l i dade )  mgniao e, como ja f o i  d i to ,  com t o d a s  as 
C 

r a i z e s  com p a r t e  r e a l  não- negativao 

4 

De (3.1.14) vemos que s e  f o r  p o s s i v e l  e s c o l h e r  n f ( s )  e  d f ( s )  t a i s  
\ 

que s 

C 

ii) d  (s)df (s) + n g ( s ) n f ( s )  s e j a  um polinomio e s t a v e l  , 
g 



obteremos o r e s u l t a d o  almejado (3.1.5). 

O r a  e exatamente i s*o  que f a z  o  c o n t r o l e  c l ~ s s i o o  p a r a  r a s t r e a r  

dograuçt  u t i l i z a  um compensador cu ja fungao de t r a n s f e r g n c i a  é 

f ( s )  = ( v e r  o exemplo ao i n f c i o  dd cap$tuio a n t e r i o r ) ,  
S 

Exemplo 3.1.16 

g( S) = s+3 , r (  s) = r. ( s i n a l  s e n o i d a l )  
(s7-421- 2 s +rc 

Escolhamos um oompensador t a l  que: 

Se f o r  p o s s ~ v e l  e s c o l h e r  kl e  ko t a i s  que o denominador d a  ex- 
.r 

p r e s s ã o  acima s e j a  e s t a v e l , o  problema e s t á  r e so lv ido .  Aplicando- 

s e  o c r i t & i o  de  Routh-Murwitz ( v e r  po r  ex, ( 8 ) ,  pg, 113) pode 

s e  v e r i f i c a r  que, por  exemplo, kl = ko = 1 resolvem o problema. 

§ § §  

. . Voltemos & f i g u r a  '3.1.13.. Suponhamos que seus p r â -  

metros  sejam p e r t u r b a d o s  e que ao i n v g s  de  (3.1.14), tenhamos: 



Consequenternente o s  modos (ou  p e l o  menos a l g u m  dos  modos) do 

s i n a l  apareaerão  no e r ro .  

Observe-se que ó r a z o h l  e s c a l h e r  o cornpensador de t a l  forma 

que $(  s )  l d f (  s) .  Neste  caso,  O rastrearnenfo s e r á  robus to  com 

r o l a p ã o  a perts$ubaçÕes dos  p a r â 6 e t r o s  do s i s t ema  S dado. M a i s  

a inda,  s e  quisermos UM componsador de  ordem minima, só f a z e r r  

d f M  =#d. 

A grande ~ a n t a g e m  d a  e s t r u t u r a  da  f i g o  3.1.13 s o b r e  a d a  f i g .  

3.1.9 que ( a l &  de  p e r m i t i r  um compensador com fungão d e  

t ã a n s f e r ê n c i a  p & r i a )  s e  o denominador de  h(  s )  f o r " b a s t a n t e R  

e s t á v e l ,  e l e  permanecerá e s t & v e l  mesmo per tu rbado ,  e, eonse- 

quentemente, a e s t r u t u r a  não s e r á  ge rado ra  d odos i n s t & e i s  eQI 
no e r ro .  

$ 5 9  

No exemplo 3.1.16 f izemos df ( s )  = #( s )  p a r a  que o 
.r .. 

compensador t i v e s s e  ordem minima. Nada nos  g a r a n t e ,  porem, que 

sempre s e j a  p o s s ~ v e l  o b t e r  uma funpão de  t r a n s f e r e n o i a  e s t á v e l  
4 

oom um compensador de  ordem minima. A s s i m ,  por  exemplo, pode- 

s e  v e r i f i c a r  que s e  

tem k e ko t a i s  que o denominador de  h( s )  (dado em (3.1.14) ) 
l 

s e j a  e s t a v e l .  

S e r i a  i n t e r e s s a n t e  i n v e s t i g a r  q u a i s  as condigões  de  

p o s s i b i l i d a d e  de  e x i s t t n o i a  d e  um oompensador ( d e  ordem ngo 
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necessar iamente  i g u a l  ao  grau de $ ( s )  )ti que pe rmi t a  o ras t reamen-  

%o d e  um s i n a l  mediante a even tua l  i n c l u s ã o  d e  um elemento dinâ-  

mico no c a n a l  d e  rea l imentação ,  aprovei tandd- se,  por  exemplo, o s  

r e s u l t a d o s  o b t i d o s  por  Youla e t  a l i i  (37) ou en t ão  o s  de Psarson  

e t  a l i i  ( 5 0 ) .  

N o  p r e s e n t e  t r a b a l h o  não inves t igaremos  e s t e  p rob le-  

m a .  Seguiremos, p e l o  c o n t r & i o ,  p a r a  a so lução  do problema do s e r-  

oomecanismo, a i d & a  desenvolv ida  por  Davison ( v e r  espec ia lmente  

(32) e (33)) , i s t o  e ,  a1& da ~ e a l i m e n t a ~ ã o  da r e s p o s t a  e da u- 
, 

t i l i z a ç ~ o  d e  um oompensador c u j o  denominador d a  função de  t r a n s-  

feronc5.a e o mesmo que o do s i n a l ,  uk i l i z a r emos  a r ea l imen tação  

.i. 

do e s t a d o  de  S que, como veremos, p e r m i t i r a  e s t a b i l i z a r  sempre - 
o denominador d e  k ( s )  ( e ,  m a i s  a inda,  o s  p o l o s  d o  s i s t ema  e m  m a-  

l h a  fechada)  se forem s a t i s f e i t a s  c e r t a s  oondicÕes de  compatibi-  

l i d a d e ,  

s § § 

Vimos que no problema do serovmecanismo dese  j a v e l  

que o s i s t ema  em malha f echada  (isto g, o s i s t ema  que tem h (  s) 

como fuiipão de  t r a n s f e r ã n o i a )  s e j a  não 'semente  e s t a v e l ,  m a s  

" b a s t a n t e "  e s t a v e l ,  i s t o  0, e l e  deve permanecer e s t g v e l  mesmo 

s e  s e u s  par$metros forem p e r t u r b a d o s  d e n t r o  de  c e r t o s  l i m i t e s  
iC 

r .  t -  " r azoave i s t l ,  a 3 ,* .., . ;; - - I  . , - <  i; .,l.p. 5 -  ,. . . . . -.. - - . +  ? < a  e- 

O r a ,  p a r a  saber  s e  o s i s t ema  em malha f echada  évbas -  
I 

t a n t e "  e s t a v e l ,  na s  b a s t a  conhecer as  r a i z e s  do polinÔmio carac-  

t e r z s t i c o  d e  h ( s ) .  Com e f e i t o ,  mesmo que e s t a s  r a j z e s  tenham par-  

t e  r e a l  " b a s t a n t e "  nega t iva ,  pode a c n t e c e r  que o s i s t ema  s e j a  
C 

precar iamente  e s t a v e l  se um modo desaooplado t i v e r  p a r t e  r e a l  



não-negativar efe t ivamente;  uma pequena pe r tu rbação  nos  parâme- 

t r o s  do s i s t ema  poderá f a z e r  com que o r e f e r i d o  modo apareqa  na  
I 

função de t r a n s f e r s n c i a  h ( s ) ,  Di to  de  o u t r a  forma, p a r a  s abe r  s e  

o s i s t ema   bastante" e s t á v e l ,  não basta v e r i f i c a r  o s  p o l o s  da 

da fun9ão de  t r a n s f o r g n c i a ,  e p r e c i s o  v e r i f i c a r  e6 p o l o s  do sis- 

t ema. 

Exernplor 

Suponha-se que o s i s t ema  em malha f echada  s e j a  t a l  que; 

N 

Se õ f o r  pe r tu rbado  de  t a l  modo que c' = [b 1.1 , vem: 

P e l o  motivo acima9 e n t r e  o u t r o s ,  passaremos doravan te  a t r a t a r  o 

problema no espaço de  es tado ,  

Como f o i  d i t o ,  algm d a  r e a l i m e n t a ç ~ o  d a  r e s p o s t a  de  

5 ,  u t i l i z a r e m o s  a rea l imentapgo  do es tado.  A e s t r u t u r a  d e  ras- 
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V i m o s  que õ d e  todo  convenien te  esoo lher  um compensador t a l  que 

o denominador da sua  função de  t r a n s f e r â n c i a  s o j a  +( s ) .  
-. 

S e j a  en tão  o compensador d e f i n i d o  por:  

b ( t )  = F z ( t )  + y e ( t )  

q ( t )  = k z ( t )  , 
sendo t 

ISI-FI = SI 

é um v e t o r  co luna  de dimensão p ( sendo  p o grau de # ( s )  ) 

k é um v e t o r  l i n h a  de dimensão p . 
A s  equações do s i s t ema  em malha fechada s e r ã o  então: 

X = Ax + bu 

7 = kz 

u = kox + , ?  
@ = r - y  

Antes d e  estudarmos a e s t a b i l i d a d e  do s i s t ema  em malha fechada ,  

ver i f iquemos  q u a l  a  função de  t r a n s f e r g n c i a  e n t r e  o e r r o  e o 

s i n a l .  

O v e t o r  de e s t ado  do s i s t e m a  em malha fechada  e : 

Das equaçzes (3.1.21) obtemos sueessivamonte: 

f = Ax + bkox + b~ 

= ( ~ + b k ~ ) x  + bkz 

O = l " ' C X O d u  

i r - ( c  + dko)x  - dkz 



Reagrupando r 

; = ( A  + bko)x + bkz 

( c  + dko)x + ( F  - fdk)z  + rr 

e = - ( c  + d.ko)x - dkz + r 

C 

A matriz do sistema ein malha fechada sera portanto: 

sendo : 

Seja: 



Mul t ip l i cando  no de te rminan te  acima a Ú l t i m a  l i n h a  suoessivamen- 

t e  por  - &  9 0 %  9 O . . .  -ap  e somando respec t ivamente  à s  li- 

nhas  de ordem 1191, n+2, .... , ntp, obtemos: 

= I S I - A - ~ ~ ~  . I SI-PI 
Subst i tu in 'do em (3.1.25), verni 

E tendo em v i s t a  que : 

obtemos: 

~ b s e r v a ç ã o  3.1.27ar 

De (3.1.26a) vemos que s e  desejarmos que o ras t reamento  s e j a  

"robusto ' t  oom r e l a g ã o  a pe r tu rbagões  !de  A, b, lco é n e o e s s á r i o  

qué o compensador s e j a  t a l  que $(s)llsI-Fl . Mais a inda ,  s e  desa- 
Z d 0 

jarmos um compensador de ordem mfnima, e n e c e s s a r i o  f a z e r  

Do (3.1.27) vemos que se  f o r  p o s s í v e l  e sco lhe r  k e ko 

I 



\ 
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4 

t a i s  que ISI-Ã( s e j a  e s t a v e l ,  obteremosr 

l i i n  e ( t )  = 0 e 

t 4 m  

Observe-se a i n d a  ( v ~ r  ( 3 . 1 ~ 2 6 ) )  que o s  auto-vZi1ores de  a são  o s  

p o l o s  do s i s t ema  e m  malha fechada. Se e s t e s  forem " b a s t a n t e "  es- 

tGve i s  (mediante  e sco lha  ap rop r i ada  d e  k e  k o ) ,  o r a s t r eamen to  

Por o u t r o  l a d o  do (3.1.24) vemr 

sendo t 

O r a ,  g um f a t o  bem conhecido ( v e r  por  ex, 
h &h 

(1) pg. 169)  que as r a i z e s  de  I SI-Ãl = I S I - A - ~ ~ ~  podem s e r  f i-  
* 

xadas a r b i t r a r i a m e n k e  por  meio d e  ã3&02hs ap rop r i ada :  de li s e  
A 6 

e somente se  o  p a r  ( ~ , b )  f o r  o n t r o l & e l .  

Por o u t r o  l ado ,  de (1.3.3), vemr 

@ C 
(A,EJ)  o o n t r o l & e i  <E> Posto  b] = n+p V S E ~  (3.1.27) 

O r a ,  

Pos to  SI-2 I: q= n+p \dsE c + ~ o s t o [ s ~ - ~  b]= n V S E  

M a s  t 



Por o u t r o  l ado ,  de  (3 .1~28)  temos t a m b k t  

pos to  [SI-Â i;]= n+p V s e  ê  osto to [yc SI-F p Q S  E 

P o r  meio de spe ragões  e lementa res  obtemos sucessivamente:  

Pos to  [~(o SI-F -yd] = Pos to  [SI-F -Id yc l  
= pos to  [SI-B y y ~ ]  = pos to  [SI-F O ]  - 
( A  p r i m e r i a  i gua ldade  f o i  o b t i d a  pn r  s imples  permutsçÕes de  co- 

lunas .  A segunda igua ldade  f o i  o b t i d a  por  meio d a  d i v i s a 0  da  

(p+l)-esima coluna por  -do A t e r c e i r a  igua ldade  f o i  o b t i d a  mul- 
C 

t i p l i c a n d o- s e  a (p+l)-esima co luna  sucessivamente por  -01 , - c Z y  

....., -on e somando-se respeo t ivamenta  gs  n u l t i m a s  co lunas . )  

Donde t 

~ o s t o [ s ~ - A .  b ] = n + p  v s e ~  = > ~ o s t o [ s ~ - ~  r ] = p  V S E C  
M a s  t 

P O S ~ O [ S I - B  i ] = p * ~ s ~ C  < > (F,Y) c o n t r o l z k a l  ( 3 e 1 0 3 ~ )  

E portanko: 
IC rc (i$( (A,  b) - ~ ~ e i a t r o l í h e l  -> ( F , I ( )  c o n t r o l ~ v e l  (3.1.32) 

Ainda d e  (3.1.28) obtemos por  uma s imples  permutaçã,o 

de  colunast  

r* 
b 

Pos to  [SI-Â b]= 
-@ SI-F " 1 

Efetuemos operagges e lemontaros  sobre  as p i l t i m a s  l i n h a s  o co- 

lunas de modo a t r ans fo rmar  81-F n a  forma de  Çmfthr 



b O 

- 
Posto  LsI-Â G]= Posto O O 

Na matriz aaima: 

- 
p .  ( s )  são o s  polinÔmios i n v a r i a n t s s  de SI-F j i = i , p  
1 

- 
v i ( s )  são poiinÔniios ; i= 1 3 p  

Soja  3 o número de polinÔmios i n v a r i a n t e s  pi (  s )  d i f e r e n t e s  da 1 ; 

16 S < p  a Ou por outras  palavras ,  suponhamos quer 

S e j a  4 uma r a i z  de # ( S I  t a l  que: 

Examinando as colunas  da matriz aoima, vemos que: 

Donde: 



A s  m a t r i z e s  que sa t i s fazem condioao acima são semelhantes ;  as- 

s i m ,  se& F1 e F2 s a t i s f i z e r e m  (3.1.34), e x i s t e  H t a l  :que 

Com e f e i t o ,  duas  m a t r i z e s  quadradas  t ê m  o s  mesmos polinÔtnios in' 

v a r i a n t e s  s e  e somente s e  forem semelhantes  ( v e r  po r  ex. (31, 

pg. 96). 
9 

Note-se a inda  que a s  m a t r i z e s  q,ue so têm um polinÔm&o i n v a r i a n t e  

d i f e r e n t e  da unidade são c c c l i o a s  ( v e r  por  ex. (48), pg. 280). 

Voltemos a (3.1.33a), onde supomos que a c o n d i ç ~ o  neces- 
P 

s a r i a  (iii) s e j a  s a t i s f e i t a ,  ou s e j a :  

Iç 

Pos to  [SI-Â b]= Pos to  

Mult ip l icando-  s e  a (n+2)-éslma co luna  sucess ivamente  por  vl( s)  cl , 
v l (  s ) a 2 ,  ... v l ( s ) c n  , -vl( s )d  e somando-se respoot inamente  L s  

co lunas  de  ordem l , 2 , .  . . .>n,n+l  e  d e p o i s  fazendo operag& elemen- 

taxesdo mesmo t i p o  oom as co lunas  d e  ordem n+3, n+4, ...., n+p, 
ob t  emost 



Posto [SPÂ &-I= Posto  

- .. 
Sejam c( ( i  = l ,p) as r a i z e s  de $ ( s ) .  ~ n l ; ã o  da &tima matriz i 

vemos que: 

= Post  

C 
A 

Posto  diz -A b]= posto  

I !  : 
- 0  d 

= Posto  
O O 

o . a *  O 

6 . . 

(Na primeira passagem acima f izemos permutações de l i n h a s  e na 

segunda dividimos a (n+l)-B'sima l i n b a  por V P  ( < i )  . ) 
v i s t a  que 



ordem p-1, vem: 

- ( Â , 6 )  c o n t r o l á v e l  => p o s t o  = n + l  ; i =1,p 

Donde r 

( i v )  (2, b) c o n t r o l & e l  .r==+- S não e degenerado (3.1.37) 

w 1' 

( V )  (Â,b)  cont ro18va i  .=>As r a í z e s  de  o( s )  náo sao z e r o s  

do sist ema" de  s (3.1.38) 

d 

Por o u t r o  l ado ,  s e  a- condição ( i )  f o r  s a t i s f e i t a ,  i s t o  e, se  

(&b) o o n t r o l & e l ,  S não tem modos desacoplados  da en t r ada ,  e 

p o r t a n t o  ( v )  pode s e r  s u b s t i t u i d o  (para e v i t a r  redundgncia)  por  

( v e r  ( 2 * 1 * 1 6 ) ) t  

. h  

(v- a )  ( ~ , b )  c o n t r o l á v e l  .=>As r a c a e s  de $(s) não são  z e r o s  

da funçgo d e  t r a n ç f e r g n c i a  nem mo- 

dos  desacoplados  d a  r e s p o s t a  de S. 

(3.1.38a) 

Z '  

É f a c i l  v e r i f i c a r  que s e  t o d a s  as oodipGes n e c e s s á r i a s  
6 IL 

( i) ,  ( i i ) ,  ( i i i ) ,  (iv) a ( v )  ou (v- a) forem s a t i s f e i t a s ,  ( ~ , b )  
C .. 

s e r a  c o n t r o l a v e l ,  ou por o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  con jun to  d a s  condi-  

* Z 

ç o e s  n e o a s s a r i a s  aoima e uma condição s u f i c i e n t e  p a r a  a  oont ro la -  
A e 

b i l i d a d e  de ( ~ , b ) ,  I s t o  nos  pe rmi t e  fo rmular  o  s e g u i n t e  r e s u l t a -  

do p r i n c i p a l  d e s t a  secgão: 

proposição 301.39 

Dado o s i t ema 

S :  ã = A x + b u  



s u j a  r e s p o s t a  desejamos que r a s t r e i e  em regime permanente o  s i n a l  

po r  meio do compensador 

o  r a s t r eamen to  s e r á  robus to  com rela(;&o a per turbagÕes A, b e 

k e  o  compensador t e r á  ordem m h m a  somente s e  
O 

Is1-il= $ ( S ) .  

Neste caso ,o  r a s t r eamen to  em regime permanente com um regime t r a n-  
I 

s i t G r i o  a r b i t r a r i a m e n t e  ráp ido  (mediante  e sco lha  ap rop r i ada  de  k 
* 

e k ) s e r a  p o s s c v e ~  s e  e  somente se: 
O 

( i )  ( ~ , b )  c o n t r o í & s i  

( i i )  (F, r )  c o n t r o l & e l  

( i i i )  F c i c l i c a  

( i v )  S ngo-degensr ado 

C 

(v) A s  r a i z e s  de  #(s) não forem z e r o s  d a  fung& da t r a n s f e r ê n -  

o i a  nem modos desaooplados  da r e s p o s t a  de S. 

É f á c i l  v e r  que a condipão ( i )  á s a t i s f e i t a  



~ b s e r v a ç ã o  3.1.40 

A condição (iii) acima redundante  o f o i  demonstrada apenas  a 

4 C 

t i t u l o  do e x e r c l c i o  e p a r a  que t i v e s s e  des taque,  Com e f e i t o ,  e  

f a t o  conhecid.0 quot 

(F,{) o o n t r o l & e l  =Z=Z$P F c í c l i o a  . 
A d e m o n s t r a ç ~ o  d e s t e  r e s u l t a d o  pode s e r  f e i t a  p e l o  mesmo mótodo 

p a r a  p r s v a r  (iii), ou s e j a :  

Suponha-se (F,\r) oon t ro l&e l .  O r a r  

(3, y) onntroi&ei<-> Pos to  [SI-F i]= p V s E c 
Efetuando- se operações e lementa res  s o b r e  [SI-F x] de modo a 

t r ans fo rmar  SI-B n a  forma de  Smith, vem! 

= s-1 

sendo p ( s )  o s  polinÔmios i n v a r i a n t e s  d e  SI-F . O r a ,  s e  F nzo 
i 

4 # 

f o r  c i c l i e a ,  havera  m a i s  de um pol in&nio i n v a r i a n t e  d$f e r e n t e  de 

P o r t a n t o  as cnndiqÕes (4v )  e ( v )  tambdrn s a o  s a t i s f e i t a s ,  

Devemos t e r  F = 2 ; p a r a  que (li) e (iii) sejam s a t i s f e i t o s  

b a s t a  tomar I($ O ; f a ç b o s  ~ = l .  

Suponhamos que s e  d e s e j a  que o s  p o l o s  do s i s t ema  em malha f e-  

chada sejam {-I, -1, -1) . Uti l i zando- se  o a lgor i tmo de ( 6 1 ,  

pg. 274, encontramos: 

s- l Q- 1 

o s-2 1 

o -1 o 

SI-A b 

- c d 

1, e p o r t a n t o  o p o s t o  d 4 a t r i z  acima s e r á  menor do que p p a r a  

- - 



e algum v a l o r  de s, o  que e  equ iva l en t e  i q c o n t r o l a b i l i d a d e  do 

Observação 3.1.43 

É f&i1 verificar que a cendi,ão ( i v )  é equ iva l en t e  a g ( s )  f O,  

sendo g (  s) a f u n g h  d e  t r a n s f e r o n c i a  de S. 

3,2 Si s t emas  m u l t i v a r i á v e i s  - 
Seja:  

SI X ( t )  = ~ n ( t )  + E3u(t) 

onde supomos sem pe rda  de  gene ra l i dade  que: 

Posto  B = m 

Posto  C ='q . 
Queremos que a r e s p o s t a  y ( t )  r a s t r e i e  o s i n a l  

sendo 

onde supomos que r ( s) pode s e r  qua lquer  (desconhecido)  e  # ( s )  
i o  

C 

(oonhecido)  tem as r a l z e s  com a p a r t e  r e a l  não- negativao Ta1 su-  

posigzo,  como vimos n a  secqgo a n t e r i o r ,  não i m p l i c a  em pe rda  de 

genera l idade .  Suporemos também ( a i n d a  sem perda  de g e n e r a l i d a d e )  

que + (  s) e mÔnico. Observe-se a inda  que s e  o  s i n a l  nao t i v e r  
I 

impulsos nem d s i v a d a s  d e  impulsos, vem? 

S e j a  o  e r r o  e n t r e  o  s i n a l  e a r e s p o s t a  de S: 



e ( s )  = ~ ( s )  r ( s )  , ( 3 0 2 m 6 )  

sendo  ~ ( s )  a m a t r i z  d e  t r a n s f e r ê n c i a  e n t r e  o  e r r o  e  o  s i n a l .  

Vimos no f i n a l  do  c a p % t u l o  a n t e r i o r  que  as  r a x z e s  d e  

+ ( S I  n8o a p a r e c e r ã o  como modos d e  e ( s )  para r ( s )  a r b i t r á r i o s  i o  

s e  e somente s e  e l a s  forem z e r o s  d e  b l o q u e i o  d e  ~ ( s ) ,  E t e n d o  

em v i s t a  a d e f i n i ç ã o  d e  z e r o s  d e  b l o q u e i o ,  cnc lu imos  q u e  f ( s )  

d e v e  s e r  f a t o r  d e  t o d o s  o s  numeradores  ( d . i f e r e n t e s  d e  z e r o )  da 

m â e r i z  E( s ) ,  

T a l  como no modelo da secg&o a n t e r i o r  ( f i g .  3 , I . l 9 ) ,  

e  s e g u i n d o  Davison ( ( 3 1 ) - ( 3 3 ) ) ,  o  compensador ter :  o  e r r o  como 

e n t r a d a  s s u a  r e s p o s t a  ( a d i c i o n a d a  a r e a l i m e n t a ç ã o  d e  estad,o d e  

S )  ser ;  a e n t r a d a  de So  

S e j a  p o  g r a u  d e  f (  s). Domo o  e r r o  tem dimensão q ,  o  compensa- 
4 

d o r  t e r a  a g o r a  dimenszo pq  (ve remos  l o g o  a d i a n t e  um mot ivo  

bem m a i s  f o r t e  para j u s t i f i c a r  e s t a  e s c o l h a )  

Sejam e n t ã o  as equagões  d e  e s t a d o  d o  compensador: 

Z ( t )  = ~ z ( t )  + r e ( t )  

3' uma m a t r i z ( p q ~ p q )  

uma r n a t r ~ z ( ~ q ~ ~ )  

K uma m a t r i z ( m y p q )  

= K o x ( t )  + ~ z ( t )  

e ( + )  = r ( t )  - ~ x ( t )  - ~ u ( t )  
L 

S u b s t i t u i n d o  e  r eag rupando ,  obtem-ser 



Considerando x ( t )  Gomo o estado do sistema em malha fechada, r ( * )  
I d tJ  

a entrada e e ( t )  a resposta,  temos a seguinte quadrupla: 

A matriz do sistema em malha feohada 

- 

Mas: 

- BK 
SI-F+ rãíK 

DIC 

4 

sera então:' 

Por outro lado (ver  ( 1 . 1 . 9 ) )  t 

E portanto: 



O r a ,  queremos q u e  $( s)  s e j a  f a t o r  d e  c a d a  nurnerad.or ( d i f e r e n t e  

de z e r o )  de H( s ) ~  Sendo H( s )  dtna m a t r i z  ( q ~ q )  i s t o  i m p l i c a  ( se 

la(s)l f O): 

$( s)l (H( s)l ( 3 0 2 0 1 3 )  

O r a ,  das d u a s  gltimas e x p r e s s õ e s  vemos que  s e  d e s e j a r m o s  que  o  

r a s t r e a m e n t o  s e j a  r o b u s t o  com r e l a ç ã o  a p e r t u r b a ~ õ e s  om A, B e  
C 

Ko e que o compensador t e n h a  ordem minlma, e n t ã o  devemos esoo- 

I h e r  F t a l  que: 

lar-FI = tq( s) ( 3 *  2 * 1 4 )  

E s c ~ l h a t n o s  F e  r quase- diagona i s ,  i s t o  6: 
- 

F ~ d i a ~ ( ~ ~ )  ; $ = d i a g ( v i )  ; i = l , q ,  ( 3 . 2 , 1 5 )  

sendo : 

3'. m a t r i z e s  ( - p x p )  
1 

Y i  v e t o r e s  ( - p x i )  

I S I - P ~ I  = $( s) 
C 

Vamos a g o r a  o a l c u l a r  o  e lemento  g e n e r i c c  h i j ( s )  d a  m a t r i z  ~ ( s )  

a par t i r  de (3.2.11) e  u t i l i z a n d o  ( l O 1 . l O ) .  

P a r t i c i o n e m o s  as m a t r i z e s  C, DI Ko e K da seguinte formar 



De (3.2.11) e (1.1.10) para i f j vem? 



. o 

$ ( C  +d (kol ...lcon)9 (O. . . O  SI-F ) + r d  (i< l..ek ) q q c3 q q  P9 

No de te rminante  aoirna mul t ip l iquemos u Últ ima l i n h a  suoessivament e 

p e l o s  e lementos  do v o t o r  -fi e somemos respec t ivamente  gs l i n h a s  

ções  e lementa res  as p l i n h a s  supra-mencionadas a d q u i r i r ã o  a f orrnar 

A s e g u i r  efetuamos operS8es e lementa res  de  moda a t r ans fo rmar  

SI-Fi na  forma de  Smith. As p l i n h a s  f i c a r ã o  a s s i m i  

O e . . . . .  p  1 ~ 9 . .  I* i p  
. h) 

sendo: - 
'ik 

( s )  = polinÔinios i n v a r i a n t e s  ; k = I s p  

Desenvolvendo agora  o de te rminante  segundo os elementos d a s  li- 
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nhas e m  q u e s ~ ã o ,  vemos que 

De (3.2.18) vemos que o( s) ser; f a t o r  do numerador de todo h ( s )  
i j 

p a r a  i f j s e  o s is tema em malha feohada f o r  es tgvel  

C 

S e j a  agora i =j . Ao inves  de (3,2.19),  teremos agora: 

1 i i + i o l . 8 k o n  (O.. .  SI-F i" " O ) +  &di(klem0lpq)  v: 

Efetuando as mesmas operagÕes elementares que no caso ant  e r i o r ,  

obtemos igualmente: 

C 

Se f o r  poss ive l  escolher  K e Ko t a i s  que a s  r a i z e s  de ISI-ÃI 
Z 

tenham p a r t e  r e a l  negat iva,  o s is tema em malha fechada s e r a  es- 

t & e l  e aplicando o teorema do va lo r  f i n a l  obteremos o r e s u l t a-  

do almejado: 

l i m  e ( * )  = 0, 
t - + m  

Verifiaarernos e n t r e t a n t o  que, tal(oomo n a s e o p ã o  preaedente,  o 
C 

sis tema gm. Galha fechada é nzo som,ente e s t a b i l i z a v e l ,  mas kam- 
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bem o o n t r c l & e l ,  o que s i g 6 f i c a  que, medlante e sco lha  ap rop r i a-  

# 

da d e  K e Ko podemos o b t e r  um regime t r a n s i t o r i o  t ã o  rgp ido  quan- 

t o  queiramos e  um s i s t e m a  em malha f echada  "bastanko" e s t g v e l ,  

Vejamos p r o t a n t o  q u a i s  as aondiçges  p a r a  a c o n t r o l a b i -  

I i d a d e  do s i s t e m a  em malha fechada.  

sendo: 

e 

O r a  ,sabemos que a s  r a i z e s  de  ( s I -Ã~  ( i s t o  e ,  o s  p o l o s  do s i s t e -  

m a  em malha f echada )  podem s e r  f&xadas  apb ikra r iamente ,  mediante 
C rs A 

e s c o l h a  a p r o p r i a d a  de K s e  e  somente se (A,B) f o r  c o n t r o l & e l .  
15 R 

P a r a  i n v e s t i g a r  a c n n t r o l a b i l i d a d e  de ( A , E )  usaremos m a i s  uma 

vez o cek t&io :  

Ora: 

[SI-% B]= 

Donde: 

pos to  [SI-A 

Ou s e j a t  



c o l u n t u  
Ora, por -permutações de J&F&SH vem: 

Posto [$C 

E tamb&n: 

[.I-. rc 

Donder 

PO s t O [SI-F 

Mas t 

SI-3' +D]= posto [SI-E' t4 C 

Tendo em v i s t a  (3 .2 .16)  vemos quer 

Z <->(F~* b;) controlavel  ; i = 1 , q  

Donde: 
C 

( i i )  (A,B) controiávei  -(riy h)  controlavei  ; i = i , q  

( 3 . 2 . 2 4 )  

C 

(Donde s e  conclui  tarnbem que a s  matrizes Fi devem ser  c í c l i c a s )  

Voltemos a (3 .2 .22b) .  Por permutagÕos de colunas vem: 



C 

( ~ a  u l t i m a  passagem simplesmente efetuamos o s  produtor $C e I ~ D . )  

Efetuemos ago ra  operaqges  e lementa res  de  modo a  t r ans fo rmar  SI-F i 

na forma de Smith. obtém-se ( t e n d o  em v i s t a  que Fi é o l c l i c a )  r 

= Pos to  

Façamos agora  

'61 cl 3Ld1 sI-F1 o 0 O . O . 4 

O O . . . 

na m a t r i z  acima s =# , sendo K uma r a i z  de  (b( s ) .  

~ ~ ~ s i d e r o m o s  o bloco formado p e l a s  l i n h a s  de ordem ( n + ~ (  i-1) +I) i 

( n . 1 - ~ ( i - i ) + 2 ) ,  . . r n+pi  : 



Efetuando operapões  e lementa res  sobre  a s  co lunas  e s t e  b loco  

t r a n s f  ormgvel em 1 

& .v 
É c l a r o  que v  (a) # 0 ( p o i s  d.o c o n t r a r i o  ri) na0 s e r i a  con- 

i p  
t r o l & o l )  ,Dividamos entgo a U l t i m a  l i n h a  do bloco acima p o r  

Façamos e skas  mesmas operações e lementa res  p a r a  t odos  o s  b l o c o s  
- 

( i = l , p  ) d a  m a t r i z  (3.2.26). Obtemos após  permutações de  l i n h a s :  

( ~ a  m a t r i z  acima I s i g n i f i c a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  de ordem 
P-1 

p-1) e 

Examinando as co lunas  de  ( 30 2 ,29 )  oonoluimosr 

Posto  

Examinando as l i n h a s  de  (3 ,2 .  29) vem: 

KI-A 

- C  

- 

a, 

E s t a  u l t i m a  condip& n e c e s s & i a  pode ser desdobrada em: 



E t e n d o  em v i s t a  q u e  S n&o podo t e r  modos d e s a c o p l a d o s  d a  e n t r a -  

d a  ( v e r  (3 .Z023)  ) ,  a Ú l t i m a  c n n d i ç z o  (3.2.32)  pode s e r  e x p r e s s a  

do  s e g u i n t e  modo ( p r a  e v i t a r  r e d u n d g n c i a ) :  

(v- a)  (8 .8)  c o n t r o i & e l  .=> A s  r a í z s s  de Q ( s )  não s ã o  z e r o s  

da m a t r i z  d e  t r a n s f e r ê n c i a  nem 

modos d e s a c o p l a d o s  d a  r e s p o s t a  

d e  S. (3.2.32a)  

E f & i l  v e r i f i c a r  que s e  forem s a t i s f e i t a s  t o d a s  as  

condiçÕes  n e c e s s & i a s ,  a s a b e r ,  ( i ) ,  ( i i ) ,  (iii), ( i v )  e  ( v- a ) ,  
* C 

(&$) s e r a  e o n t r o l a v e l ,  ou p o r  o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  c o n J u n t o  des-  
4 

sas c o n d i ç õ e s  n e o o s s a r i a s  é uma cond ig& s u f i c i e n t e  p a r a  a con- 

t r o l a b i l i d a d e  d o  s i s t e m a  e m  malha  f e c h a d a ,  o  q u e  n o s  p e r m i t e  f o r-  

mula r  o s e g u i n t e r  

Teorema 3.2.33 

Dado o  s i s t e m a ;  - 

S :  k ( t )  = ~ x ( t )  i- ~ u ( t )  

~ ( t )  = c x ( t )  + ISu( t ) ,  

cu: ja  r e s p o s t a  se  d e s e j a  que r a s t r a i e  o  s i n a l t  

- 
sendor r i ( s )  = r i o ( s )  ; i  = l , q  , rio ( s)  a r b i t r & i o s  7 
p o r  meio d o  compensador 



e  por  meio da rea l imentação  do e s t ado ,  i s t o  é: 

C 

Havera r a s t r eamen to  em regime permanente com um regime t r a n s i t o -  
I 

r i o  a r b i t r a r i a m e n t e  r ap ido  (mediante  e sco lha  conveniente  de K e  

K ) s e  e somente ser  
O 

i)  ( A , B )  f o r  ControlaGel 
0 - 

ii) ( F ~ ,  Ti) forem c o n t r o l a v e i s  i = 1 , q  

iii) m)jq 

i v )  S não f o r  degenerado 

v)  A s  r a j z e s  d e  $)(si) não forem z e r o s  da  ma t r i z  'de t r a n s f e r ê n-  

c i a  nem modos desacoplados  d a  r e s p o s t a  do S. 

,- 

É f & i a  v e r i f i c a r  que as ondições  (&i) e (iii) acima sao satis- 
C 

f e i t a s  para e s t e  p a r  ( . E s t e  e  o  o~mpensador  usado po r  

Davison ( v e r  (32) e  (33) ) .  



Exemplo t 

As condlgGes ( i)  e (iii) do  teorcma 3. 2 9 3 3  s ã o  s a t i s f e i t a s .  En- 

t r e t a n t o *  e f e t u a n d o ,  obt&-ser  

P o r t a n t o  o  s i s t e m a  e  degenerado  e não p e r m i t e  r a s t r e a a  nemhum 

s i n a l  não  " t r i v i a l  ' I .  

Exemplo : 

O O O 
o 

A = -r: 2 ; B=[: c = [ ;  * 1; D = O  

o c - 3  1 2  

A s  c o n d i p õ e s  ( i)  e (iii) s ã o  s a t i s f e i t a s .  Efe tuando,  obtem-se : 

Consequentemontc e s t e  s i s t e m a  pode r a s t r e a r  q u a l q u e r  s i n a l  e m  

que  não  a p a r e p a  o  modo 02'. Se quisermos ,  p o r  e x e m g l o , r a s t r e -  

ar um s i n a l  s e n ~ i d a l ~ p ~ d e m o s  u s a r  o  s e g u i n t e  compensador q u e  

\ 
s a t i s f a z  a cond ição  (ii) do teoremat  

( ~ u ~ u a e m o s  o s i n a l  s e n o i d a l  t a l  q u e  $ ( S I  = s2 + 1) 

0bservaç;o 3.2.35 

O oompenaador u t i l i z a d o  n e s t e  t r a b a l h o  nao a g n i c a  s o l u ~ ã o  



p a r a  o problema do servomecanismo? ve ja- se  po r  exemplo a solu- 

ç á ~  ap re sen t ada  em (28 )  e ( 2 9 ) .  A r azão  da  nos sa  p re f e r$nc i a  pe- 

10 modelo d e  Davison s e  deve L sua  " robus t ez"  conforme o seguin- 

+e? 

Teorema 3.2.36 

~o jam(o s i s t ema  S e O compensador d-o teorema 3.2.33. Se o s i s t e -  

L 

m a  em malha f echada  f o r  e s t & e l ,  o s i n a l  s e r a  r a s t r e a d o  em r e g i -  
-- 

me permanente mesmo q u e  A, By O, D, K, K B b; (i  = ~ ~ q )  sejam o 
per tu rbados ,  não por& s e  F forem per tu rbados ,  

i 

C 

Suponha-se pr imeiramente  que A, 8, C ,  D, K,  Ko  e vi (ngo porem 

sejam p e r ~ u r b a d o s ,  De (3* 2.18) vem: 

sendo : 

Sendo I S I - K ~  e s t & e l ,  \SI-Ã'\ t a m b e m  o será se  a per tu rbapno  f o r  

suf io ien temente  pequena ( v e r  ( 5 6 )  ). 

Vejamos o que oco r r e  com [E; j ( s ) l  . 
D e  (3.2.19) vemos que ao efe tuarmos as operaoÕes e lementa res  so- 

bro as l i n h a s  d o  ordem n + p ( i - l ) + l  , n + p ( i - l ) + 2 ,  . . . , n+p i ,  e l a s  

a d q u i r i r g o  a formal 

Por tan tor  
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C 

Suponha- se a g o r a  q u e  3- s o j a  p e r t u r b a d o ,  i s t o  e r  
i 

JSI-F~J = 4' ( s )  

Teremos a g o r a ?  

P o r t a n t o ,  s endo  0' ( s )  f $ ( s ) ,  t o d a s  as r a l e s  d e  d ( s )  d i f e r e n-  

t e s  das r a x z e s  d e  ' ( s )  não s e r ã o  c a n c e l a d a s  e a p a r e c e r a o  como 

modos do  e r r o  em regime pe rmanen te  

Q. E. r). 

obse rva& 3.2.38 

Sendo s a t i s f e i t a s  as con$içÕes para a c n t r o l a b i l i d a d e  d o  sis- 

tema e m  malha f e c h a d a  do  t eo rema  3*2,33,  o s i s t e m a  em malha f e-  

chada  pode  ser t ornaudo b a s t a n f  e ast & e l  ( m e d i a n t e  e s c o l h e  

a p r o p r i a d a  d e  K e Ko) e, consequonternente~  ' b a s t a n t e  r o b u s t o 1  

- 
com r e l a p ã o  a p e r t u r b a ç ó e s  em A? 8, C, D, K, Ko e i ( i  = 1 , q )  



( ~ o t a :  N a  l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a  d e  l i n g u a  i n g l e s a  a p a l a v r a  

l l p e r t u r b a t i o n "  u s a d a  p a r a  i n d i c a r  n o s  p a r â m e t r o s  

d o  s i s t e m a ,  enquan to  q u e  a p a l a v r a  " d i s t u r b a n c e "  e u s a d a  p a r a  

i n d i c a r  as n a s  equações d e  e s t a d o ,  Usaremos n e s t e  

t r a b a l h o  a p a l a v r a  "ru$doll ( n a  f a l t a  d e  me lhor )  p a r a  t r a d u z i r  

" d i s e u r b a n c e  ", ) 

1 ~ e g u l a ç ã o  r e s p o s t a  - 
S e j a  o s i t e m a t  

onde x, u, y, A, B, C, I) tgm o s  s i g n i f i c a d o s  e  d imensões  d o s  

capitulas p r e c o d e n t  es. 

w ( $ )  ;um r u i d o  t a l  que: 

V o T s ã o  m a t r f z e s  com as dimensões  a p r o p r i a d a s  
- 

wio(s)  ( i  = 1 , a )  podem ser q u a s i q e r ,  m a s  # ( s )  é s u p o s t o  co- 
C 

nhecsdo,  p o i s  e e s t e  pol in8mio  que  d e f i n e  a c l a s s e  d o s  r u i d o s .  
a 

Nosso o b j e t i v o  e r e g u l a r  em reg ime  permanente  a r e s p o s t a  d e  S, 

ou s o j a :  

i i m  y ( t )  = O 0  
t + m  

Ha m a i s  d e  uma m a n e i r a  de r e s o l v e r  e s t e  problema;  v e j a- s e  
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p o r  exemplo uma s e l u ç ~ o  r e c e n t e  a p r e s e n t a d a  p o r  B h a t t a c h a r y y a  

( (57) e  ( 5 8 ) )  n a  q u a l  se obtGm uma mhr iz  d e  t a n s f e r & c i a  n u l a  en- - 
t r e  a r e s p o s t a  e  o r u i d o . .  

Usaremos o  mesmo compensador d o  c a p < t u l o  p r e c e d e n t e ,  o  q u a I ,  co- 

mo vimos, p e r m i t o  uma e s t r u t u r a  b a s t a n t e  " r o b u s t a 1' ,  

e 
A e n t r a d a  d o  oompensador s e r a  a g o r a  s implemente - ~ ( t )  t p o i s  

r ( t )  = O 1,  ou s e j a r  

i(+) = F Z ( ~ )  * r y ( t )  

v t )  = ~ z ( t )  

S u b s t i t u i n d o  e agrupando,  vem: 

E p o r t a n t o :  

Z C 

Vemos q u e  a e x p r e s s ã o  de Ã e  exa tamen te  i g u a l  L do c a p i t u l o  pro-  

c e d e n t e  ( v e r  ( 3,2.10)  ) e, consequen t  ement e ,  as c o n d i ç õ e s  p a r a  

f i x a r  o s  p o l o s  do s i s t e m a  em malha  f e c h a d a  s ã o  as mesmas já de- 

m o n s t r a d a s  ( v e r  o tooroma 3.2.33). 

Res ta- nos  p o r t a n t o  v e r i f i c a r  se  + ( s )  e f a t o r  de t o d o s  o s  nume- 

r a d o r e s  ( d i f e r e n t e s  d e  z e r o )  d e  ~ ( s ) ,  a q u a l  a g o r a  ser: a m a-  

t r i z  de t r a n s f e r g n c i a  e n t r e  y( s )  e  w(  s) .  



a> C 

T a l  como no c a p i t u l o  a n t e r i o ?  façamos a s e g h t e  h i p o t e s e  s impl i -  
Z 

f i c a d o r â  quanto  as m a t r i z e s  F e r: 

sendo então:  

Par t io ionemos C, D, Ko o K da mesma forma que no c a p i t u l o  ante-  

r i o r  ( v e r  pg. 85). A s  sxpre&sÕos de  C+DK, s DK, ~ ( c + D K ~ )  e  PDK 

encontram-se a pag. 86. 

Façamos alem d i s s o  as s e g u i n t e s  par t içÕesr  

Donde: 

D e  ( 4 1 . 8  e (1.1.10) obtem-se ( t a l  como em (3.2.18) e  (3 .2 .19 ) ) :  



Obseixve- s e  que r 

e 
E p o r t a n t o  a j - < s i m a  co luna  de  viti s e r a i  

Com e s t a  notagao,  obtemosr 

Mul t ip l i cando  a ;lt i m a  l i n h a  do d te rminan t  e  acima sucess ivamente  

po r  xil> ri*> 0 0 rip 
* 

e somando respeot ivainente  as l i n h a s  

O o 0 sl-Fi o . 
O I 

Bfetuando &ra operapões  e lementa res  t a i s  que SI-33 i é t r a n s-  

formada n a  forma d e  Smith, concluimos: 



L 

4.2 S i n t e s e  para 2 problema g e r a l  - 

4 

Do oapi8u lo  a n t e r i o r  e  d a  seação p receden te  v e r i f i c a -  

mos que o  mesmo compensador pe rmi t e  r a s t r e a r  o  s i n a l  e  r e g u l a r  a 

r e s p o s t a  (em problemas separados)  sendo $ ( s )  o denominador d a  

t ransforrnads  de  Laplace  das coinponen.bes do s i n a l  e  do ru ido ,  

Queremos ago ra  r a s t r e a r  (em regime permanente)  um si- 

n a l  r ( s )  oom O s i s t e m a  submetido ao r u i d o  w ( s ) ,  

S e j a  e n t z o  y,(t) a r e s p o s t a  d e  S quando o  s i s t ema  em 

malha fechada  G e x c i t a d o  p e l o  s i n a l  r ( t )  o s e j a  ~ ~ ( t : )  a respos-  

t a  d e  S quando o s i s t e m a  em malha f echada  é e x c i t a d o  p e l o  r u i d o  

4 4 

w ( t )  Como a e s t r u t u r a  e  l i n e a r ,  podemos a p l i c a r  o  p r i n c i p i o ' ,  

onde y (  t )  é e * r e s p o s t a  de S quando o  s i s t ema  em malha fechada  

submetido k e x c i t a g a o  do s i n a l  r ( t )  e  do r u i d o  w ( t ) *  . 
Donde: 

l i m  ~ ( t )  = l i m  ~ , ( t )  + l i m  y,(t) = l i m  r ( t )  + O 
t -+m t + C O  . t + m  t + c u  

I s t o  nos  p e r m i t e  fo rmular  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  



Dado o s is tema:  

\i; t %(t) = ~ x ( t )  + Eu(*) + ~ ( t )  

Y ( % )  = C x ( t )  + D u ( t )  + Tw(t)  , 
onde: 

T 

sondo $(s)  conhecido e w ( s )  i o  

qua i sque r ,  

desejamos que a r e s p o s t a  d.e S r a s t r e i e  (em regime 

o s i n a l :  -r 

sendo r ( s)  desconhecidos, 
i o  

u t i l i z a n d o- s e  o compensador 
\ 

Z ( t )  = R&) + h ( t )  

C 

Havera r a s t r eamen to  (em regime permanente)  do s i n a l  com u m  re-  
4 

gima t r a n s i t o r i o  a r b i t r a r i a m e n t e  r á p i d o  s e  e somente se: 
@ 

( 5 )  (A,  B) f o r  o o n t r o l a v e l  
C - 

(li) (3. , ) f o r  c o n t r o l a v e l  ; i = l , q  
J. 

(iii) m >, q , sendo m = Pos to  B , q = Posto  C 

( i v )  S &o f o r  degenerado 



( V )  As r a c z e s  de  f ( s )  não forem z e r o s  da  ma t r i z  de t r a n s f e r g n -  

c i a  nem modos deacoplados  d a  r e s p o s t a  de  S. 
§I  S 

O r e s u l t a d o  aoima tamh& pode s e r  demonstrado d i re tamente ,  i s t o  

e,  considerando- se a a tuagao  s imul tgnea  do s i n a l  r (  t )  e do r u i d o  

w ( t ) *  Neste  caso,  o s i s t e r m  em malha fechada ter: [W3.-11 como 

e n t r a d a  s o ( t )  como sazda, E e f á o i l  v e r i f i c a r  que as equações 

Ou s e j a :  

O r e s t o  do desenvolvimento semelhante ao  do cap$tulo a n t e r i o r  

e o d a  secgão  precedente ,  Note-se que Ã a mesma m a t r i z ,  e por-  

t a n t o  b a s t a  v e r i f i c a r  que # s )  f f a t o r  de  todos  o s  numeradores 

d a  m a t r i z  d e  t r a n s f e r s n c i a  e n t r e  e ( s )  e [ti sIJ 
~ b s e r v a o g o  h.  2.3 

D a  expressão de  Ã acima ve r i f i camos  que V e T não precisam s e r  

conhecidos p a r a  p r o j e t a r  o componsador 
§ § § 
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O teorema s e g u i n t e  d e f i n e  a " robus t ez"  d a  e s t r u t u r a !  

Teorema 4,2 ,4  

Sejam o s i s t ema  S e o  compensador do toorema 4.2.1. Se o  s i s t e -  

ma em malha f echada  f o r  e s t & e l ,  o s i n a l  ser: r a s t r e a d o  em r e g i-  

- 
me permanente mesmo que A, B, C,  D, K, Ko, V, T, ri ( i  = 1 , q )  se- 

u * - 
jam pe r tu rbados ,  nao porem s e  Fi ( i  = 1 ,q )  forem per tu rbados .  

A m a t r i z  do  s i s t ema  ser:: 

- BK o 

SI-l?+rDK F - rT  " 1 
De (1.1.10),  pg. 7, vem: ( sendo dado po r (4 ,2 ,2a )  pg. anter ior) r  

A expressão  de I N ~ ~ ( s ) ~  é dada por  (3.2.20a1, pg. 88 ,pa ra  i = j, 
- 

por  (3.2,19), pg. 87, p a r a  i f j  , j = 1 , q  e  por  ( 4 0 1 . 1 2 ) ,  pg- 

101, p a r a  j = q + l ,  q+2, q+a  . 
.I 

O r e s t o  da 'demons&ragao e  como a do teorema 3.2,26 (pgs ,  94s ) .  

$ 9 8  

Se forem s a t i s f e i t a s  as oondiçGes do teorema 4 , 2 , 1  p a r a  a cokro- 

l n b i l i d a d e  do s i s t ema  em malha fechada,  o s  p o l o s  do s i s t e m a  em 

malha fechada  poder aão s e r  e s c o l h i d o s  a rb i t ra r ia rnenf  e  (po r  meio 

de e s c o l h a  convenien te  de K e Ko), com p a r t e  r e a l  t ã o  n e g a t i v a  



q u a n t o  s e  d e s e j a r  e  e n t ã o  o  compensador s e r á  &o r o b u s t o  q u a n t o  

Z 

d e s e j a v e l  com r e l a ç ã o  a em A, B, C, D, K, KO,  V, T, 

0bservac;;o 2,6 

O s i s t e m a  d e  c o m p e n s a ç ~ o  e s t u d a d o  n e s t e  t r a b a l h o  u t i l i z a  a  r e a-  

l i m e n t a ç ã o  do e s t a d o  d e  S, Âs v e z e s  o  e s t a d o  d e  S a c c e s s i v e l  
* à medida d i r e t a .  Casos  porem h: em que  e s t a  medida não  E posse 

v a l ,  p o i s  pode o c o r r e r  i n c l u s i v e  que  a lgumas  componentes d o  e s-  

e 
t a d o  nern se jam g r a n d e z a s  " f i s i c a s " ,  N e s t e s  c a s o s  s e r a  n e c e s s a -  

r i o  o  u s o  d o  o b s e r v a d o r  para que  o  e s t a d o  s e j a  e s t i m a d o  ( v e r  

4 

p o r  exemplo (38), ( 3 9 )  e  ( 6 ) ,  pg. 281).  O r a ,  como e  s a b i d o ,  

i s t o  impõe a cond ição  a d i o i o n a l  ( s e  q u i s e r m o s  que o s  v a l o r e s  Pró- 

p r i o s  d o  obse rvador  possam s e r  e s c o l h i d o s  a r b i t r a r i a m e n t e )  q u e  
C1 S 

S s e j a  obse rv&el .  O g r a v e  porem e  que,  conforme f o i  demonstra-  

do p o r  13hat tacharyya ( v e r  ( 4 0 )  ), o  o b s e r v a d o r  não  ; r o b u s t o  com 

r e l a ç z o  a em t o d o s  o s  s e u s  pa ramet ros .  Por  conse-  

g u i n t e ,  s e  o e s t a d o  n a o  f o r  d i r e t a m e n t e  rnonsurável ,  a roa l imen-  

t a ç ã o  d o  ostad16 a t r a v é s  d o  o b s e r v a d o r  pode  i n t r o d u z 6  um e r r o  

( n o  v a l o r  do e s t a d o  r e a l i m e n t a d o )  que  p o d e r á  e v o l u i r  exponenci-  
4 

a1-mente com o  tempo, S e r l a  i n t e r e s s a n t e  i n v e s t i g a r  como e que  

e s t e  e r r o  n a  medida do e s t a d o  e s t imado  se r e f l e t e  no  e r r o  e n t r e  

o  s i n d  ' ( a  s e r  r a s t r e a d o )  e  a r e s p o s t a  d e  S.. 

O b s e r v a ç ~ o  4.2.7. 

No s i s t e m a  de c o m p e n s a ç ~ o  u t i l i z a d o  n e s t e  t r a b a l h o  f o i  s u p o s t o  . 

q u e  t o d a s  as r e í z e s  d e  q( s )  possam s e r  modos do  s i n a l  r (  s )  e  do  

r u i d o  w ( s ) .  Se soubermos, e n t r e t a n t o ,  d e  antemão, q u e  algumas 
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d a s  r a z z e s  de s )  não  s ã o  modos d o  r u i d o  e/ou d e  a lgumas  campo- 

n e n t e s  d o  s i n a l ,  ser: p o s s h e i  e v e n t u a l m e n t e  um oompensador d e  

ordem menor d o  que pq. Vereyos,  e n t r e t a n t o ,  no p$gximo oap$tu- 

10, q u e  t a l  oompensador e  pouco l ' robus to l ' .  

4 . 3  S e n s i b i l i d a d e  servomecanismo - 
No c a p i t u l o  a n t e r i o r  e  nas seoç~es~preceden tasve r i f i ca -  

mo q u e  o r a s t r e a m e n t o  d e  um s i n a l  ( e  a r e g u l a c ã o  da r e s p o s t a )  é 

p o s s f v e l  p o r q u e  o s  modos do  s i n a l  ( e / o u  do  r u i d o )  s ã o  c a n c e l a-  
4 - 

d o s  p e l a s  r a i z e s  d e  I s I - F ~ ~  i = I .  É c l a r o  que  e s t e  c a n c e l a-  
* 

rnento e " c r í t i c o " ,  i s t o  e,  s e  houver  um pequeno e r r o  d e  irnple- 

m e n t a ç ~ o  d o  compensador ou uma pequena  per . turbação  n o s  e l e m e n t o s  

d e  alguma das m a t r i z e s  Pi , t eremos Isl-lri( f Q ( s )  , e conse-  

quentemente,&o h a v e r á  canoelamento  d e  a l g u m ( s )  modo(s )  do s i n a l  
IV 

( e /ou  d o  ru;do), o s  q u a i s  a p a r e c e r a o  no  e r r o  e n t r e  o s i n a l  e  a 

r e s p o s t a  d e  S .  

* C 

O r a  p a r e c e  pouco p r o v a v e l  que  s e  p o s s a  e v i t a r  n a  p r a-  

t i c a  algum pequeno e r r o  d e  imple rnen taç~o  ou l i g e i r a  p e r t u r b a ç ã o  

n o s  p a r & e t r o s  d e  um s i s t e m a ,  donde sergamos l e v a d o s  c o n c l u s ~ o  

q u e  o sistema d e  c o m p e n s a ç ~ o  e s t u d a d o  n e s t e  t r a b a l h o ' ;  i n u t i l  do 
C 

p o n t o  de v i s t a  p r a t i c o .  
C 

Ocorre,porem, que  não  é p o s s I v e l  o b t e r  e s t r u t u r a  d e  
* 4 * 

c o ~ n ~ e n s a ç ~ o  melhor ,  como s e r a  v i s t o  no proxiirio c a p i t u l o .  N a i s  

a inda ,ve remos  n e s t a  s e c p ã o  que s e  a p e r t u r b a p a o  n o s  e l e m e n t o s  
- 

do Bi ( i  = i , q )  f o r  'pequena" o r a s t r e a m e n t o  ser: s a t i s f a t ó r i o .  

(ve remos  a d i a n t e  q u a i s  as c o n d i ç õ e s  q u e  devem s e r  s a t i s f e i t a s . )  



S e j a  um s i s t e m a  e s c a l a r  t a l  que: 

onde g ( s )  e e s t á v e l  (mesmo quando o s i s t e m a  6 p e r t u r b a d o )  e  t a l  

que  o s e u  numerador c a n c e l e  o s  modos i n s t a G e i s  d e  u ( s ) ,  ~ n t a õ :  

1 )  Se uma p e r t u r b a ç g o  do s i s t e m a  f i z e r  com que um d o s  modos (com 

g r a u  d e  m u l t i p l i c i d a d e  1 )  d e  u ( s )  n80 s e j a  c a n c e l a d o ,  o  modo 

C C 

a p a r e c e r a  em y ( s ) ,  m a s  o  s e u  r o s i d u o  8 s e r á  t a l  quet  
p ' t u r  b c - + ~ o  &L 

l i m  8 = 0 , sendo S a V r e s p e c t i v a  r a i z  do numerador de g (  s ) .  
6 4 0  

2)  ~i rponl ia -se  que  o modo não  c a n c e l a d o  t e n h a  g r a u  d e  m u l t i p l i c i -  
- 

dade  ci > 1. Sejam . S . .  ( i  = 1 , r )  as p e r t u r b a ç õ e s  ( n &  n e c e s s a r i -  
1 

m e n t e  i g u a i s )  da r a i z  (com g r a u  d e  m u l t i p l i o i d a d e  e ) d o  nu- 

merador  d e  g ( s )  c o r r e s p o n d e n t e  ao  modo que s e  d e s e j a  c a n c e l a r  
- 

c se jam 8. ( j  - 1 , ~ )  o s  r o s i d u o s  c o r r e s p o n d e n t e s  às  d i v e r-  
J 

sas -potenoias  do  modo nao  cance lado .  Teremos: 
- 

l i m  = O ; i = 1,r 
Si- o 

B em g e r a l :  

~ o m o n s t r a ç ~ o n  

1) Suponha- se que  s e  d e s e j a  b l o q u e a r  o modo ewt d e  u ( t ) ,  o  q u a l  

supomos para s i m p l i f i c a r  e sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  t a l  que: 

Y 

Suponha- se que  p o r  e r r o  d e  implementapão ou p o r  p e r t u r b a g a o  
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de tracccf~rauct.~ 

ou p o r  n o s  p a r & n e t r o s  do  s i s t e m a  a f u n ç ã o h e n h a  
@ 

um z e r o  em & - L  a o  i n v e s  d e  rX , ou s e j a :  

sendo g ( s) uma funçgo  r a c i o n a l  cdm o  denominador e s t á v e l .  
o  

A r e s p o s t a  com o  s i s t e m a  p e r t u r b a d o  s e r á  en tão :  

s 8 - + . . . modos o s & e l s  c o r r e s p o n d e n t e s  h r a i z e s  
s-a . 

d o  denominador de g ( s ) .  
o  

D a  e x p r e s s ã o  d o s  r e s i d u o s  ( v e r  p o r  ex, ( 4 1 ) ) :  

I 

E p o r t a n t o :  

l i m  Q = O . 
S j  0 

2)  S e j a  agora :  

Suponha- se q u e  p o r  e r r o  do i m p l e m e n t n ç ~ o  ou p e r t u r b ~ ç ã o  n o s  pa- 

r g m e t r o s  d o  s i s t e m a  a f u n p ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  ao  i n v g s  d e  t e r  um 

z e r o  em IA com g r a u  d e  m u l t i p l i c l d a d e  õ", s e j a  t a l  que:  

e C 

onde g  ( s)  e uma f u n g a o  r a c i o n a l  com denominador e s t a v e l .  
O 

A r e s p o s t a  p a s s a r a  a s e r :  



# 

- - 61 i 62 i . . . e  & + o . . modos e s t a v e i s  

( s - o ( ) ~  ( ~ - d ) ~  ( s-00 * 
co5re spondent e s  as 
r a i z e s  do denomina- 
ùor de g 0 ( s )  

* 
Ora, da expressão geral  dos residuos ( v e r  por ex. ( 4 1 ) ~  pgs. 168 

e 202) ,  vem: 

Para j = 0: 
6' 

Donder 

Para j = 1 2 



Donde vemos quer  

i i m  = 0 
S-t+ o 

E algm d i s s o  comparando (4 .3 .1  b )  è ( 4 . 3 , 3 )  vem! 

Vamos a g o r a  d e m o n s t r a r  que  se a expressão  a b a i x o  f o r  v e r d a d e i r a  

Z 

p a r a  j, tambch o s e r a  p a r a  j+ l  r 

d u t g r i o s  em que  o número d e  f a t o r e s  d a  forma (s-o(+Si) é 

maior  d o  que  r-jl 
s=-oC 

si + o p a r c e l a s  com p o d u t 6 -  

'-j 
1 

0 

r i o s  em que  o numero d e  f a t o r e s  s é maior  do  que  C-j 
i 1 

( 4 . 3 . 6 )  
U 

( f'ias e x p r e s s o e s  ac ima i n d i c a  a soma d e  t o d o s  o s  produ-  

(v: j) '- ' 



O r a ,  da e x p r e s s ã o  g e r a l  d o s  r o s j d u o s  ( v e r  ( 4 . 3 . 1 ) )  vem* 

com p r o d u t Ó r i o s  e m  que  o ' n & e r o  d e  f a t o r e s  da forma 

- - g o ( ~ ) ~ o ( ~ )  IT ( s - d + b i )  + .... p a r c e l a s  

u-j-l 

com -produt&ios e m  que o n;mero d e  f a t o r e s  da fo rma  

s-a+ Si maior  do  que  r- 3-41  
==x 

0 Z 

com p r o d u t ~ r i o s  em que  o  numero de f a t o r e s  si e  m a i o r  

Como (4.3.6) 6 v e r d a d e i r o  para j =. 1 ( v e r  ( 4 0 3 0 3 ) ) ,  a p r o v a  p o r  

indug& mateméhica  f i c a  comple ta .  

Comparando (4.3.6)  e  ( 4 0 3 0 7 )  vemr 



Exemplo: 

Desejamos bloquear o sinal senoidal  

por meio de um s is tema cu ja funçgo de t rans f erenc ia  e 

Suponha-se que uma pequena p e r t ~ b a i ã ~  n o s  par&etros do s i s t e -  

ma f a ç a  com que a sua fungão de t rans f ergnc ia  passe  a s er :  

sendo i = 
P 

A re spos ta  serar 
# 

@2 7 . e modos e s t a v e i s  y ( s )  = 01 + 
s + i a  . s - i a  

Efetuando, obt&-se para, o s  d o i s  primeiros  res íduos:  

E f & i l  v e r i f i c a r  tambgtn que 1 e s2 não podem ser  indepen- 



d e n t e s ,  m a s  devem s e r  t a $ s  que  

O i  + @2 é r e a l  

~ b s e r v a p ~ o  4.3.10 

Do Lema (pg. 1 0 8 )  que  a c a b a  d e  s e r  demonst rado  conc lu imos  q u e  
e 

o s  r e s í d u o s  d o s  modos ngo c a n c e l a d o s  s e r ã ~ ~ ~ e q u e n o s '  s e  a p o r-  

t u r b a g &  do  s i s t e m a  tambgm f o r  ' p e q u e n a f .  Mais a i n d a ,  t r a t a n d o-  

s e  de modos uom g r a u - d e  m u l t i p l i c i d a d e  ma io r  do que  1, o s  r e -  

s i d u o s  t e n d e r ã o  a z e r o  t a n t o  m a & ~  r ap idamen te ,  q u a n t o  mar~  e l e -  

t t vado o expoente .  A s s i m ,  exsmpl i f i cando ,  s e  o s  modos o , t e  , 
2 t t e não forem c a n c e l a d o s ,  o r e s i d u o  d o  t e r c e i r o  tender:  a ze- 

r o  m a i s  r a p i d a m e n t e  d o  q u e  o d o  segund.0, e e s t e  do  que o do  pr i-  

meiro.  

~ b s e r v a ç ~ o  4 .3 ,11  

Suponha-se que  a p e r t u r b a c 2 ã o  do s i s t e m a  s e j a  l p e q u e n a ' .  Do Lema 

c o n c l u i- s e  que s e  o s  modos não  bJoqueados co r re sponderem a. fun-  

9Ões l i m i t a d a s ,  e 2 e s  a p a r e c e r a o  na  r e s p o s t a ,  m a s  com a m p l i t u d e  
4 

tambem pequena. Se  p e l o  c o n t r á r i o  o s  modos nao b loqueados  co r-  
* 

responderem a funpÕes  n ã o- l i m i t a d a s  sua(amplitude s e r a f p e q u e n a t  

somente d u r a n t e  um tempo f i n i t o  e supondo q u e  as condiqÕes  i n i -  

c i a i s  se jam n u l a s  ( o u  e n t ã o  q u e  o r eg ime  t r a n s i t g r r i o  s e j a  s u f i -  

c i e n t  ement s rGpido)* 



Vamos a g o r a  a p l i c a r  o Lema 4.3.1 a o  problema do s e r v o -  

mecanismo, 

S e j a  e n t ã o :  

y = C x + D u + T W  

c u j a  r e s p o s t a  dese jamos  que  r a s t r e i e  um s i n a l  t a l  que: 

sendo: I 

P a r a  t a l  fim u t i l i z a m o s  o compensador do  c a p c t u l o  p r e c e d e n t e  e 

das secçGes poceden t  e s ,  

Suponha- se a g o r a  que  a sub- matr iz  Pk t e n h a  seus eéinontos p e r t u r -  

C 

S e j a  ~ ( s )  a m a t r i z  de t a n s f e r ê n c i a  e n t r e  o (  s )  e [;[$1] , is" e: 

Ora,sabemos que (ver a d e r n ~ n s t r a ~ ~ o  do  t eo rema  4 ,2 ,4 ,  pg, 105) :  

C 

~ n . t ã 6  renurnerando os: - i n d i c e s ,  vemt 



Definamos: f k j (  s )  t a l  que  : 

Suponha-se pr imekramente  que  O g r a u  d e  m u l t i p l i o i d a d e  d e  t o d o s  

o s  modos do s i n a l  s e j a  1. 

O '1 + 7, + . . . + ep + . . . modos e s t á y e &  %or- ek( s )  = 
Ei- s-0(2 . s-O( r e ã p o n d p t c s  as r a i z e s  

P d e  JSI-A( . 
D a  expressão  d o s  r e s í d u o s  temosla e x p r e s s á o  do  [--ésimo: 



Donde se v$ quet 

b Supona-se agora que uma das r a í z e s  de # ( s )  tenha grau de m u l t i p l í -  

c idade r, ou s e j a :  

.. . modos estavo& aorrespandentes às r a f z e s  de I S I - Ã ]  
FI 

O s  O. primeiros re s íduos  sao dados ( d e  acordo cima expressa0 g e r a l )  

por: 



U t i l i z a n d o  o  Lema 403.1r vemt 

I s t o  permi te  formular  o  s e g u i n t e  teorema, expresso numa l i ngua -  

C Iv 

gem n& muito  r igorosa ,em b e n e f i c i o  da conc isao  e  s impl ic idade :  

Teorema 4.3.18 

Dado o s i s t e m a  S o o compensador conectados  de  acordo com o 

teorema 4.2.1 e  supondo que o s i s t e m a  em malha f echada  s e j a  

e s t & e l ,  s e  o s  elementos d a  sub-matrie F Ic forem pe r tu rbados ,  
.) 

aparecerão modos do s i n a l  r ( t )  o do r u i d o  w ( t  ) n a  Ic-esima com- 
C 

ponente  do e r r o  s n t r e  o  s i n a l  a  a r e sposea  de  S. O s  r e s i d u o s  

N 
d e s t e s  modos, e n t r e t a n t o ,  s e r a o  'pequenos1 s e  as per turbayÕes .. 
d a s  r a i z e s  do  ( s I - F ~ ~  t a m b s m  o  forem. Se algum modo não bloque- 

ado t i v e r  grau de m u l t i p l i c i d a d e  maior do que 1. os  r e s i d u o s  

cor respondentes  às d i v e r s a s  p o t â n c i a s  do modo tenderno  a z e r o  
A 



t a n t o  m a i s  rapidamente quan to  mais a l t o s  o s  r e s p e c t i v o s  expoen- 

t e s .  

\ § $ $ 

~ b s e r v a ç ã o  3,3.19 

Se a de  F f o r  tpequenat  e o s  modos ngo bf oqueados 
k 

forem iuncÕes l$lm&tadasd o e r r o  e n t r e  o s i n a l  e a r e s p o s t a  de  

S ter: ampl i tude pequena em regime permanente 

u b s e r v a ~ ã o  4,3,20 

Se o s  modos não bloqueados forem nzo l i m i t a d o s ,  as r e s p e c t i v a s  

ampl i tudes  sg ser;; 'pequenas1 d u r a n t e  um i n t e r v a l o  f i n i t o  de 

tempo e supondo que o reglme t r a n s i t & i o  s e j a  su f i c i en t emen te  

r áp ido  ( m e d i w t o  e sco lha  ap rop r i ada  de K e Ko , casa  sejam sa- 

t i s f e i t a s  as condigÕes p a r a  R c o n t r o l a b i l i d a d e  do s i s t ema  em 

malha fechada t  ver o teorema 4,2.1 , pg, 103)  

~ b s e r v a ç ã o  b83.21 

É de  todo  convenien te  um regime f r a n s i t ó r i o  a r b i t r a r i a m e n t e  r:- 

p i d o  ( o que i m p l i c a  a c o n t r o l a b i l i d a d e  do s i s t e m a  em malha fo-  
z 

chada), mesmo quando o s i n a l  a s e r  r a s t r e a d o  e l im i t ado :  só as- 

s i m  teremos um bom ra s t r eamen to  quando o s i n a l  (e/ou r u i d o )  : 
s u j e i t o  a pequenas o s o i l a ç ~ e s .  

É digno de  n o t a  o f a t o  que s e  a Única s u b m a t r i z  p e r t u r b a d a  f o r  
.i C 

Tk , O S  modos não bloqueados s o  aparecerão  n a  k-esima componen- 

t e  do e r r o ,  
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@ 

Vimos n o s  d o i s  c a p i t u l o s  a n t e r i o r e s  q u e  a e s t r u t u r a  

de compensação u t i l i z a d a  b a s t a n t e  r o b u s t a ,  s 6  nao havendo ras- 

t r e a m e n t o  em reg ime  permanente  com e r r o  n u l o  quando as  sub-matr i -  
- 

z o s  Fi ( i  - 1 , q )  s ã o  p e r t u r b a d a s ,  

Como vimos t a m b & ,  a e s t r u t u r a  de c o ~ n ~ e n s a ç ã o  u t i l i -  

z a d a  c o n s i s t i u  numa g e n e r a l i z a p ã o  d o  modelo c l á s s i c o r  r e a l i m e n -  

t a ç a 0  do e r r o  e  u t i l i z a ç ã o  de um cmpensador c u j a  funSao de k r a n s -  

f e r g n c i a  %em o  mesmo l f o r m a t o '  do s i n a l  a s e r  r a s t r e a d o ,  
L 

O r a ,  e c l a r o  que  a e s t r u t u r a  de c o m p e n s a ç ~ o  e s t u d a d a  
d 

n o s  d o i s  c a p i t u l o s  p r e c e d e n t e s  não  e a Única  p o s s & e l ,  Cabe por-  

t a n t o  a p e r g u n t a .  a e s t r u t u r a  de compensação e s t u d a d a  n e s t e  t ra-  

b a l h o  ( p o r p o s t a  e e s t u d a d a  p e l a  p r i m e r i a  v e z  p o r  ~ a v i s o n )  e a 

melhor?  

Comparando-a com o u t r a s  so luçÕes  p a r a  o  problema do 

servomecanismo a p r e s e n t a d a s  a*: o p r e s e n t e  momento (como p o r  

e x e p l o  as so luçÕes  d.e B h a t t a c h a r y y a  e  P e a r s o n  ( 2 8 )  e  Bha t facha -  

r y y a  ( 5 7 ) ) ,  a r e s p o s t a  e a f i r m a t i v a ,  g r a ç a s  a s u a  I r o b u s t e z t .  

Mas e s t a  p e r g u n t a  pode s e r  p o s t a  d e  forma m a i s  cons-  

t r i n g e n t c :  poss$ve l  o b t e r  uma e s t r u t u r a  de c o m p e n s a ç ~ o  melhor?  
\ 

Ou d e  o u t r a  fo rma  (uma vez q u e  o  c o n c e i t o  Ime lhor l  é um pouco 

vago) :  e n e c e s s & i o  u t i l i z a r  a r e a l i m e n t a ç ã o  d o  e r r o  e  um com- 

p e n s a d o r  oom o  mesmo ' f o r m a t o '  d o  s i n a l  p a r a  s e  o b t e r  ' r s b u s -  

I 
t e z ?  
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No 3" c a p < t u l o  vimos argumentos  s u a s & i o s  a f a v o r  da 

e s t r u t u r a  d e  oompensação empregada. A s s i m  p o r  exemplo ( v e r  pg, 

Z # €3.5) vimos q u e  u t i l i z a n d o  a r e a l i m e n t a ç ã o  do  e r r o ,  e  n e e e s s a r i o  

q u e  + s e j a  t a l  que  $q(  s)l /SI-Bf s e  q u i s e r m o s  q u e  o  r a s t r eamen-  

t o  s e j a  r o b u s t o  com r e l a ç ã o  a pe r tu rbaçÕes  em A, B, K,. 

~ ã o  s e  cnnsegu iu ,  e n t r e t a n t o ,  uma demonst ração  r i g o r o -  

sa d a  n e c e s s i d a d e  d a  r e a l i m e n t a Q g o  do  e r r o  e  d e  um cnnpensador , 

com o  tforrnãtiol empregado u t i l i z a d o - s e  o  mgtodo do  e spaço  d e  

e s t a d o  no  domjnio  da f r e q u ê n c i a ,  

N e s t e  c a p < t u l o  ap resen tamos  a s o l u ç ã o  d e s t e  problema 

p r o p o s t a  r e c e n t e m e n t e  poP F r a n e S s  e Wonham ( 5 3 )  r e s t e s  a u t o r e s  
& 

demonstraram, u t i l i z a n d o  o  chamado Irnetodo g e o m ó t r i c o l ,  que  pa-  

ra  que  o  r a s t r e a m e n t o  s e j a  r o b u s t o  com r e l a ç ã o  a p e r t u r b a ç Õ e s  
C 

em a l g u n s  d o s  p a r & n e t r o s  da e s t r u t u r a  de c o m p e n s a ç ~ o  6 necessa-  
I 

r & o  r e a l i m e n t a r  o  e r r o  o u t i l i z a r  um compensador com um tmode lo  

i n t e r n o t  ( c u j o  s e n t i d o  prec5.so veremos m a i s  a d i a n t e )  do  s i n a l ,  

5.2 Notaçzo  2 c o c e i t o s  f u n d a m e n t a i s  - 
Como o  m&odo ma temat i co  u t i l i z a d o  e  a m a n e i r a  d a  co- 

i o o a r  o  p rob lema  do  servomecanismo s a o  d i f e r e n t e s  do  r e s t a n t e  

d e s t e  t r a b a l h o  ( 4  c a p $ t u l o s  a n t e r i o r e s  e ~ p g n d i c e ) ,  segui remos ,  

com poucas  a i t e r a ç z e s ,  a n o t a ç ã o  d e  ( 5 3 ) .  
C 

A s  p r i m e i r a s  - l e % r a s  do  a l f a b e t o ,  em m a i u s c u l a ,  oom ou 

sem Snd ice ,  i n d i c a r ã o  o p e r a d o r e s  l i n e a r e s  ou s u a s  r e s p e c t i v a s  m a-  

I 

t r i z e s :  A, AI, 8, C1, etc . . .  
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A s  &$irnas l e t r a s  do  a l f a b e t o ,  em m a i u s c u l a s ,  com ou sem i n d i c e s ,  

i n d i c a r ã o  e s p a ç o s  v e t o r i a i s r  X ,  X I S  Y, Z,  eto. . .  

~ s ; ; l t i m a s  l e t r a s  d o  a l f a b e t o ,  em min<scu las ,  com ou sem {nd ices ,  

i n d i o a r ã o  v e t o r e s :  x ,  xc, u,  etc. . .  

@ i nd ica r :  soma d i r e t a  d e  e s p a ç o s  v e t ~ i a i s  .. 
CT(A) i n d i c a r á  o  e s p e c t r o  d e  A, i s t o  e ,  o c o n j u n t o  d a s  r a j z e s  ( e -  

numeradas segundo o s  s e u s  g r a u s  do m ~ l t i ~ l i c i d a d e )  do po l ingmio  

c a r a c t e r 9 s t i c o  d e  R. 

Ptn £3 ou @ i n d i c a r ã o  a imagem do o p e r a d o r  B. 

Nuc B i n d i c a r ;  o espaqo n u l o  d e  B. 

(A.\@> i n d i o a r á  o  espapo o o n t r o l & e l  do p a r  ( h , ~ ) ,  ou s e j a :  

< A I @ )  = 8 + A@ + . . ,+ A"-' @ 
C 

d . ( ~ ) .  i n d i c a r a  a dimensão do  e spaço  X, 

BIV i n d i c a r á  a r e s t r i ç ã o  do  o p e r a d o r  £3 ao  e spapo  V. Assim p o r  

exemplo s e  Br U+X , V c U ,  e n t ã o  81~ :  B + X  

ril 

;J, i n d i c a r a  i somor f i smo  d.e d o i s  e s p a q o s  

Esp f x ,  y, z} i n d i c a r á  o  e spaço  e s p a n d i d o  p e l o s  v e t o r e s  x ,  y ,  z.  

5 § 5 

S e j a  enkgor 

Sr ; l = A x  + A x  + B u  , 
1 1  3 2 1 

sendo x  o  e s t a d o  d e  S, u o e o n t r o l e  e  x t a l  que: 
1 2 

A  x e p o r k a n t o  o r u i d o  n a  equapão d e  e s t a d o  d e  S. 
3 2 

Deso ja- se r e g u l a r ?  
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~ i s ~ Õ e -  s e  p a r a  medida d i r e t a  d e  t 

(Podemos o o n s i d e r a r  z como o e r r o  quelse d e s e j a  r e g u l a r  em regime 

permanente  e D1xl 0 0 n 1 0  a r e s p o s t a  que deve  r a s t r e a r  o s i n a l 4  x ) 
2 2 

S e j a  o compensador: 
O 

x = A x, .t Bcy 
C C 

sendo xc  o v e t o r  d e  e s t a d o  do ~ o m p e n s a d o r ~  

O s  v e t o r e s  xl, x LI, a ,  y, xO per tencem a o s e s p a ç o s  v e t o r i a i s  
2 ' I 

d e  d imensões  nl, n m, q, p, nc r e s p e c t i v a m e n t e  
2 ' 

O s  o p e r a d o r e s  de (5.2.1)-(5.2.5) s ã o  s u p o s t o s  i n v a r i a n t e s  no 

2: e-mpo . 
Definamos o e spaço  d e  e s t a d o  do sikema em malha f e c h a d a t  

Def inamosz 



Definamos a i n d a  
D~ 

: X - Z  ta1  quet 
L 

Donde: 

z = D x + D2xZ L L 

Podemos supor sem p e r d a  de g e n e r a l i d a d e  que: 

ou equivalentemente:  

Im D1 = Z 

Observe-se que não pode haver r egu lapão  de z a não s e r  que: 

Im B C Im $I-,- 
2 

Diremos que " ~ ( t )  é l e g í v e l  a p a r t i r  de y ( t ) "  s e  t o d a s  a s  i n f o r-  

mapões de  z ( t )  es t ivereo i  em y ( t ) ,  ou m a i s  f'ormalmentei 

~ e f  i n i ç &  5.2.15 
+ 

z e leg$vol a p a r t i r  de  y s e  e x i s t i r  u m  operador Q 8 Y 4  Z 

t a l  que z = Qy 

0 C 0 

E factil p rovar  que isto o e q u i v a l e n t e  at 

Nuc [c1 C,] C Nuc b1 "e] 
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Com e f e i t o :  

Suponha-se que (5.2.15a) não seja s a t i s f e i t o .  ~ n t ã o  3 xl t a l  

[ x d  
que: 

Dondei 

Inversamente ,  suponha-se que e x i s t a  Q t a l  que z 

S e j a  

=> Nua [c1 c2] C NuC [nl .A 9 

i:: 
completando a prova. 

Se (5.2.15a) f o r  s a t i s f e i t o ,  diremos que o pa r  

o que pe rmi t e  f a z e r  
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Se jamt 

Podemos f a z e r  então:  

(5.2.17)-(5. S. 18) são ve rdade i ro s  s e  z f o r  l.egcvel a p a r t i r  de y. 

O c o n c e i t o  de l e g i b i l i d a d e  s e r á  Impor tan te  no desenvolvimento 

des-ke cap i tu lo .  Veremos que a reg.%agão de z em regime permanen- 

.te ser: r o b u s t a  quando a lguns  par&net ros  são pe r tu rbados  somente 

C 

s e  z f o r  l egkve l  a p a r t i r  de y, M a i s  a inda ,  z s e r a  supos to  logh- 

v e l  a p a r t i r  d e  y na  demonstração d a  necess idade  do 'modelo i n t o r -  

no1 e da realimeritaç-;o do e r ro ,  

9 9 § 

O s s n c e i t o  mais  impor tan te  na demonstraçgo de F r a n o i s  

e Wonharn e o segu in t e :  

Def iniç ,& 5,2,18a 

S e j a  A : X + X  . Dizemos que A i n a o r p o r a  um modelo i n t e r n o  d e  A2 
Z 

se o polinÔmio minimo de  A2 d i v i d i r  p e l o  menos q = d ( ~ )  p o l i -  

n8mios i nva r sankes  de A. 

Exempl o : 

Suponha-se que o polinomio mínimo de  A2 s e j a  (s-a) ( s -b )  e q = 

= d ( 2 )  = 2, Se j a :  

a 1 
a 

A = b 

B f & i i  ver  que o s  polinÔmios i n v a r i a n t e s  de A são :  



Donde se  c o n c l u i  que A i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  d e  A 
2 ' 

Vejamos uma Q u t r a  manezra d e  c a r a c t e r i z a r  a incorpora-  

ção de  um modelo i n t e r n o :  

S e j a  A n a  forma de  Jordan e X decomposto convenientemente ( i s t o  
C 

e, segundo o s  d i v e r s o s  b locos  d e  ~ o r d a n ) ,  ou s e j a :  

onde t ( h )  e o n&ero de  b locos  de  Jordan cor respondentes  a , 
enquanto que X: são o s  sub-espagos primos cor respondentes  a h .  

( 5 0 2 0 ~ ~ c )  

S e j a  k ( X )  o grau do f a t o r  (s-A) no pol in&nio m h m o  de A2 , 

A i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  de A2 s e  e somente s e  para cada 

h €  @ ( A  ) houver sub-espapos primos independentes  X; , t a i s  que 2 - 
d k 5 = 1 , q  (5.20 18d) 

1 
No exemplo acima k(a) = 1, k(b) r 1 , d ( x a )  = 1 , ~ ( x Z )  = 2, 

d ( ~ b )  = 1, d ( ~ b )  = 2 E p o r t a n t o  c n n c l u i  jmos m a l s  u m a  vez que 

A i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  de  A2. 

S e j a  A t X 4 X  , B r U + X  , C r X - + Y  
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A d e m o n s t r a ç ~ o  do  segundo r e s u l t a d o  ac ima  pode ser  e n c o n t r a d a  em 

C (44),  pg. 1 9 6  , enquan to  que  a p r o v a  do< ,p r ime i ro  e  p o r  d u a l i d a -  

de. E s t e s  d o i s  r e s u l t a d o s  também podem s e r  d e d u z i d o s  a p a r t i r  d e  

(1.3~3) e ( ~ , 3 ~ 4 ) t  com e f e i t o ,  a '1" i g u a l d a d e  d e  ($5,2,18e) e e- 

q u i v a l e n t e  ao f a t o  q u e  t o d a s  as l i n h a s  d e  [SI-A B] s ã o  1.2. 

Q s  e 6: , enquan to  que  a 23 8 e q u i v a l e n t e  a o  

c o ~ u n â s  do  s ã o  1.i. V s c ê  . 
Seja Rc C Xc , 
sendo Rc i n v a r i a n t a  com r e l a ç ã o  a Ac 

S e j a  P~ i x *Xc 
C 

a p r o j e ç a o  c a n ô n i c a  ( v e r  (44) pg, 9 )  
- 

S e j a  Ac 2 % - Xc O o p e r a d o r  i n d u z i d o  por A, 
c  

Diremos q u e  o compensador i n c o r p o r a  um modelo 

f a t o  q u e  t o d a s  as 

em Xc, i s t o  é 

(5.2.18h) 

i n t e r n o  d e  A2 s e  

R e x i s t i r  ( v e r  ( 5 . 2 . 1 8 f ) )  e t a l  q u e  Ão i n c o r p o r e  
C C 

um modelo i n e e r n o  d e  A no  s e n t i d o  d a  ~ e f i n i ç ~ o  5.2,18a. 
2 

11ef i n i ç g o  5,2. i8 j 

Suponha- se q u e  o compensador i n c o r p o r e  um modelo i n t e r n o  d e  A2 

e  q u e  algm d i s s o :  

NUO ~ , n  NUC ( A ~  - AI) = O X E O ( A ~ ) .  

ilirernos e n t ã o  q u e  o modelo i n t e r n o  e o b s e r v & e l  p o r  u o  

(OU s e j a ,  t e n d o  em v i s t a  ( 5 . 2 . l 8 e ) ,  o s  AZ-modos de  A, s ã o  ob- 
Z 

s e r v a v e i s  p o r  Fc) 
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~ e f i n i ç g o  5.2,18k 

Suponha-se que o  compensador i nco rpo re  um modelo i n t e r n o  de  A2, 

z s e j a  l eggve l  a p a r t i r  de  y e que a l e m  d i s s o  

9m B C Rc 
CW 

- - - 
X = im ( A c  - 11) + I m  BcZ , 

C X õ ( A 2 )  

sendo gcZ = PbBce . 
Diremos en t ão  que o  modelo i n t e r n o  e o o n t r o l á v e l  por  z 

( ~ e n d o  em v i s t a  (5 .2 ,18e)  i s t o  é e q u i v a l e n t e  ao f a t o  de  o s  
Z 

A2-modos d e  A serem c o n t r c l a v e i s  p o r  E ) 
c  c2 

§ S S 

Para  compreendermos melhor a incorpor  apao de  um modo- 

10 i n t e r n o  por  um cempensador decomponhamos: 

Esco lh ida  uma base  oonveniente ,  pode- s e  mos t ra r  que ( v e r  (44) ,  

pg. 12): 

Se o compensador i n c o r p o r a r  uni modelo i n t e r n o  d e  A 2  ' en tzo ,  por  

d e f i n i q g o ,  corno vimes, o  polinÔmio rncnimo de  A2 deve d i v i d i r  pe- 
4 

10 menos q polinÔrÜios i n v a r i a n t e s  de Ac. I s t o  não s i g n i f i c a  ne- 
C r. 

cessar iamente ,  porem, que o  polinÔmio minimo de  A2 deva d i v i d r  

pelo menos q po l in&nios  i n v a r i a n t e s  de  A C como pode s e r  v i s t o  

no s e g u i n t e  exemplo: 



Exempl o  t 

O s  pol inÔmios i n v a r i a n t e s  d e  Ã saor  e - 
p1W = p2(d = s-1 

P o r t a n t o  o  compensador i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  d e  A ( p o i s  
- 2 

A i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  d e  As).  E n t r e t a n t o ,  o s  pol inÔmios 
C 

s%8 

i n v a r i a n t o s  de A saor  
C 

 onde se  vê que n e s t e  c a s o  A nao  i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  
C 

Observe- se por& que  t e r e m o s  sempre: 

Por  o o n s e g u i n t o ,  s e  o  compensador i n c o r p o r a r  um modelo i n t e r n o  

d e  Az , O polinÔmio mánimo d e  A2 d i v i d i r á  p e l o  menos q  v e z e s  

o  polinÔmio c a r a c t e r i s t i o o  d e  Ac. 

5 .3  S O ~ U Ç ~ O  do prob lema  - 
A demonst ração  d a  n e o s s i d a d e  da r e a l i m e n t a ç ~ o  d o  e r r o  

d 

e da i n c o r p o r a ç ã o  de um modelo i n t e r n o  p e l o  compensador e  f e i t a  

do  s e g u i n t e  modo: 

Lema - 
Suponha- se q u e  o s i s t e m a  em malha f e c h a d a  soja e s t ~ v o l .  ~ n t ã o  a 

* 
r e g u l a p ã o  do errm e . e e q u i v a l e n t e  ;i e x i s t ê n c i a  d e  um o p e r a d o r  



-131- 

G : Xs-+XL t a l  que: 

ALG - GAs = BL 

D G  = 
L =)2 ' 

sendo AL , B e  DL dados  p o r  (5.2.9)  e (5.2.10)  
L 

~ e m o n s t r a ~ ã o :  

Sendo AL e s t á v e l ,  vem$ 

õ ( k ) n  Q(A,) = 6 ( c o n j u n t o  v a z i o )  

ConsequentemenZ;e ( v e r  ( 2 ) ,  1, pg. 2251, (5.3.1) d e f i g e  G de f o r -  

4 

m a  u n i a a t  OU p o r  o u t r a s  p a l a v r a s ,  a si5lução da equação m a t r i c i a l  
e L 

(5.3.1) em G e  u n i c a  porque  A e A não  têm nenhum a u t o v a l o r  em 
L 2  

comum. 

Por  o u t r o  l a d o ,  d e  ( 5 ,  % . 7 ) - ( 5 , 2 , l l ) ,  vem: 

Definamos: 

Xs = XL (7-J X 2  

I = DSxS 

.i. * 
S e j a  X ( A  ) o sub- espaço i n s t a v e l  de  XS r e l a t i v o  a AS 

S s 
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C 

A r e g ~ ~ l a p ã o  da r e s p o s t a  e  e n t a o  e q u i v a l e n t e  a: 

i- 
( A ~ )  C NUC DS 

"E4 

Definamos Q t X + X  t a l  que 
s S 

Donde t 

S u b s t i t u S n d o  (5.3.1), vem: 

Donde: 

~ r o p o s i ç ã o  1 

S e j a  X E O ( A ~ )  e  s e j a  XzA um sub- espaço pr imo d e  X 2  c o r r e s p o n -  

dente a 1. Façamos Ic = d ( ~ ~ ~ )  e  de f inamos  c sub- espaço  I.' 

T C X1 0 Xc da s e g u i n t e  formar 



~ n t ã o  o e r r o  z e r e g u l a d o  mesmo quando A e p e r t u r b a d o  ( n o  sen- 
3 

t i d o  da ~ b s e r v a ç ã o  a b a i x o )  somente s e  d ( ~ )  >, n ., 
1 

N a  ~ r o ~ o s i ~ ã o  ac ima a p e r t u r b a ç ~ o  d e  A d e v e  s e r  t a l  q u e  
3 

9 

sendo ba a da 1" c o l u n a  ( ' e s c o l h i d a  uma b a s e  con- 
3, 1 

v e n i e n t a )  do A I X  3 2 s  

~ o m o n s & r a ~ ~ o  da ~ r q o s i ~ %  1: 

Se jar 

C> 

Sejam AZh , A3), r CZhl , DZh , GlS , Gch as r o s t r i ç o e s  d e  A2 , A 3' 

C23 Dp, G1, C ao  sub- espaço  X 2 X . D a s  t r e s  i g u a l d a d e s  ac ima  
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Escolhamos uma b a s e  para X Z A  t a l  que  A s e j a  r e p r e s e n t a d o  p o r  
2X 

um b l o c o  d e  Jo rdan  de ordem k = d(xZI ) . Seja n e s t a  base: 

E p o r  h i p g t e s e r  

~ n t ã o  t 

G1~ - bgl1 ~11+h512 0 "1, k-1' hglk]  

I g u a l a n d o  c o l u n a  p o r  c o l u n a  as L c o l u n a s  d e  (5.3.6a) vem: 

( A ~ + B ~ F c ~ -  11) gll + BIFcgcl = agi + B1FS21 



D e  ( ~ ~ 3 . 6 ~ )  vem: 
- 

a161i = dsi 9 i = l , k  

Perturbemos A ~ n t ã o ,  de acordo com o Lema 1, para todo  3 * 31 em 
C iLr - 

alguma v i z inhança  de a31 
e x i s t e  g l i g X 1  e g c i O c  , i = l , k  9 

t a i s  que as igua ldades  acima (5.3.7)-(5.3.9)  continuam va lendo  

e e m  p a r t i c u l a r :  
6 r* 

( A  1 1  +E PC1- AI )gll + B ~ P ~ & ~  = aJ1 + B1B~21 

~ n t ã o ,  subimaindo membro a m e m b r o  cada igua ldade  de (5 .3 .9a)  

da r e s p e c t i v a  i gua ldade  do (5.3.71. (5.3.8) e ( 5 0 3 . 9 )  vemos que 

para todo  a31 
e m  alguma v i z inhanpa  da origem d o  espapo R1 



Q. E. D.. 
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~ r o p o s i ç g o  _ r  

O e r r o  z r e g u l a d o  mesmo quando A e p e r t u r b a d o  ( n o  s e n t i d o  da 
3 

~ r o ~ o s i ~ ã o  1 )  somente s e  o par ( C  D ~ )  f o r  l e g í v e l .  1 ' 

~ e m o n s t r a ~ g o  t 

s e j a  X E ( ~ ( A ~ )  e  xSA um sub-espago pr imo d e  Xs c o r r e s p o n d e n t e  a 

. E c l a r o  q u e  T d e f i n i d o  em (5.3.4) e s t i  c o n t i d o  e m :  

Ou s e j a :  

quando A e p e r t u r b a d o  3 

O r a ,  a e s t a b i l i d a d e  d o  s i s t e m a  em malha  f e c h a d a  i m p l i c a  q u e  

- AI tem i n v e r s a .  I s t o , p o r  sua v e z , i m p l i c a  ( d e  (5 .2 .9 )  ) r  

A - 111 r x1 0 x O d  xc e s o b r e  j e t o r .  
c  

Qu s e j a z  

d(  I in  [ B & C ~  A -  1 = 12, 

E p o r t a n t o ,  d e  (5 .3 .10) :  
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Donde ( v e r  (&) ,  pg. 8 ) :  

Vamos demons t ra r  a g o r a  q u e  ( 5.3.11b) i m p l i c a r  

N U C  [gCc1 A,-AI] C N U O [ D ~  01 ( 5  31 110) 

Suponha- se que  (5 .3 .11~)  nao s o j a  s a t i s f e i t o .  ~ n t ã o  

A - A I J  c , x $  N U C [ D ~  0.1 ( 5.3. a i d )  

Ou s e j a :  

h% n c -111 - x = o , 

Seja a g g r a  K b i  j e t o r  tal que: 

Seja x 6 X 1 @ x c  e  s a t i s f a z e n d o  a (5.3. l ld).  ~ n t a o :  

j H  não é i n j e t o r  -=> B não  á bi j e t o r  

e ~ m  [ B ~ c ~  A,- AI] I" 

com ( 5 r  30 llb) 



C 4 

Por  o u t r o  l a d o  e  f a c i l  v e r i f i c a s  que  ( 5 , 3 , 1 1 c )  i m p l i c a  

Nuc Cl C Nuc D 
1 

Lema 2 - 
Sejam R r X - X ,  B n U - X ,  k 3 1 ,  k i n t e i r o .  

D e f  inanios o  sub- espaço  V. c U @ X d o  s e g u i n t e  modor 

V = {(U,X) : 

(a) S e j a  Ã o  

p o  jeção  

o p e r a d o r  i n d u z i d o  p o r  A no e spaço  ( r e s u l t a n t e  d a  

e n t ã o  t 

d ( ~ )  ,( d( U) 

~ e r n o n s t r a ~ ã o :  v e r  ( 53) 

Teorema 1 ! 

O e r r o  z e r e g u l a d o  mesmo quando A s ~~1 Z s ã o  p e r t u r b a d o s  so- 
3 

mente s e  o  par ( [c1 c ~ ]  , [lI1 D 2 ] ) f o r  l e g i v e l .  

~ e m o n s t r a ~ ã o :  

Vimos n a  ~ r o p o s i ~ ã o  2 q u e  o  e r r o  I ó r e g u l a d o  mesmo quando A 3 
4 

e p e r t u r b a d o  somente s e  o  p a r  (C1 , D ~ )  f o r  l e g í v e l .  Suponhamos 

q u e  e s t a  c o n d i p ã o  n e c e s s á r i a  s e j a  s a t i s f e i t a .  ~ n t ã o ,  como vimos,  

podemos f a z e r  r 



sendo = 

P a r a  d e m o n s t r a r  

% I  
O teorema,  bastará prova{que r 

Suponha- se ( p r o v a  p o r  c o n t r a d i ç ã o  ) que: 

E2 f D2 I 

Do Lema 1 , a regulapão d e  z e m  p r e s e n ç &  d e  p e r t u r b a ç õ e s  em Ag 

e  i m p l i c a  q u e  mesmo quando B p e r t u r b a d o ,  e x i s t e  G tal 
I C 2  

que: 

Decomponhamos X1 r 

X1 = Nuc D1 @ X l l  9 

sendo Xll um complemento o r t o g o n a l  d e  Nuc D 1 e m  X1. 

Sendo D1 s o b r e j e t o r ,  

d- -t 3 t DID1 = I, , 
t e m  um i n v e r s o  a d i r e i t a ,  i s t o  e: 

( 5.3.26a) 
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onde 1 o  operador  i d e n t i d a d e  e m  Z, 
z 

Temos aindan 

+ : 2 - X  , Im D2 = Xll 
1 

S e j a  a = 8, + n i n 2  
1 

S u b s t i t u i n d o  (5.3.22) e  ( 5.3.23) acima, vem: 

6 

Suponha-se que B 02 s e j a  por tubado e  que ao i n v e s  de Bc2 tenha-  

mos B02 + S B , ~  . P a r a  que o* s i s t ema  em malha fechada.permaneça 

e s t j v e l  é neces s&io  que (5.3.28) t enha  uma so lupão  u n i c a  

Ou a inda,  da G l t i m a  igua ldade ,  &al , SG C deve s e r  a  so lupão  de  
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sendo l m ( S C 1 )  C Nuc D1 

De (5.3.2li) temos que e x i s t e  algum sub-espago primo X g A  co r r e s -  

pondente a 1 t a l  que: 

S e j a  k = d(xaA ) 

Escolhamos uma base  p a r a  xSA t a l  que a r ep re sen t apão  de As 1 '2h 

s e j a  um b loco  de Jordan.  Sejam n e s t a  base: 

6e11xsh - [gll * %k] 

- % 1 x a  - b0l . * e *  

\ %c3 

( g i i  
e s z o  co lunas )  

'ci 

Res t r i ng indo  (5e3e29)  a X21 vem! 

8c1~1 [gI1 e .g 1 k  ] + . A c [ ~ ~ ~  O * "  g c k l - [ g d * " g  ck 1 

Suponha-se que  a  p r i m e i r a  co luna  d i f e r e n t e  de- z e r o  d o  ( E ~ - D ~ ) (  XZh 

e 

s e j a  a  4-esima (1 6 < k) , Igua lando  coluna por  co luna  em 

( 5.3.38a) vem: 



- C P I ~ ~ ~  - gc,pl + , ( A ~ - U ) ~ ~ (  - x c '  

(0 seguqdo membro da ú l t f m a  i g u a l d a d e  a (-ésirna c o l u n a  d e  
W 

( S B ~ ~ )  (u2-D2)1 X Z h  ; c l a r o  que  s e r á  um v e t o r  x  x C )  C 

D a  Ú l t i m a  i g u a l d a d e  ac ima vem: 

gc ,  e - 1  
= 8 E g + ( ~ ~ - h ~ ) g ~ (  - x 

c 1  11f C 

C 

S u b s t i t u i n d o  n a  â n t e r i o r ,  e assim s u c e s s i v a m e n ~ e ,  a t e  a 1" das 

e q u a ç ~ o s  ( 5.3.30b) vetn: 

- 
Então  para t o d o  x c e  Xc e x i s t e  g E Nuc D1 , gcie Xc , i : i,( 

li 

ta$ que ( 5 3 . 3 0 0 )  ó s a t i s f e i t o .  I s t o  i m p l i c a :  

I m  (Ac-A1) e - 1  C (( nc- 11 I) [ B ~ ~ E ~ N ~ ~  n,) + I~II ( A ~ - X I  g 

S u b s t i t u i n d o  e m  ( 5.3.4) : \ 



Taçamos no Lema 2: 

Ile (5.3.31) vemos q u e  (5.3.13) e s a t i s f e i t o  e p o r h n t o :  

d ( ~ )  ,( d ( ~ u o  D1) = nl - q , c o n t r a d i z e n d o  a ~ r o ~ o s i ~ ~ o  1. Donde 

s e  c o n c l u i  qub a hipótese ( 5 . 3 * 2 4 )  falsa o p o r t a n t o :  

Lema 3r - 
S e j a  h : X - X  . ~ n t ã o  R i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  d e  A2 s e  

e  somente se V h é  C(&,) t ivermos:  

onde k ( h )  a o grau do f a t o r  s-h no  p o l i n & n i o  mfnimo de A2. 

~ e w o n s t r a ~ g o :  br ~ o r b a *  

S e j a  PE r ( ~ )  e  c o n s i d e r e - s o  a decomposipãovdo X r e l a t i v a m e n t e  a 

A. Ç e j a X  um sub-espa.ço primo c o r r e s p o n d e n t e  a n e s t a  decompo- I" r 
s i ção .  

Definamos t 

A~ = A ( X ~  , P = C I ( X ~ )  

~ n t ã o  sabemos q u e  e x i s t e  um g e r a d o r  c j c l i c o  x E X t a l  que: Y- 
xP = ES&, (A,+)X,  ...., A,-y.1 I 

* @ 

Apl icando  AP-pl  a u l t i m a  i g u a l d a d e ,  vem: 

E d e  um modo g e r a l ?  



D a s  d u a s  U l t i m a s  i g u a l d a d e s  vem: - 
1 s e i = l , C  

-,p~)n 1rn(AP -)LI) 
O s e i > [  

a C 

e i g u a l  ao  numero d e  sub- espaçoes  p r i m o s  X h c  X t a i s  que  

d(x1 ) >, lc( 1) e p o r t a n t o  (5.3.31e) i g u a l  a o  d e  pol inÔmios 

i n v a r i a n t e s  d e  A d i v i s g v e i s  p o r  ( s - A )  
k ( X  ) 

~ b s e r v a ç g o  5,3,31f: 

Tendo,  provado a n e c e s s i d a d e  da l e g i b i l i d a d e  do  par ( [c1 C:], Il2J ) 

suporemos d o r a v a n t e  q u e  e s t a  c o n d i ç ã o  n e c e s s a r i a  p a r a  r o b u s t e z  

s o j a  s a t i s f e i t a .  P a r a  a demonst ração  do r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  d a  

P r a n c i s  e Wonham suporemos que: 

Teorema 2 ( ~ e c e s s i d a d e  do  modelo i n t e r n o  e da r o a l i m e n t n ç ã o ) :  

Gons id re - se  a e s t r u t u r a  na  q u a l  v a l e  ( 3 . 3 . 3 2 ) .  ~ n t ã o  h a v e r á  r e -  
, iC 

g u l a ç ã o  d o  e r r o  mesmo quando A 3 e p e r t u r b a d o  somente s e  o com- 

p e n s a d o r  i n c o r p o r a r  um modelo i n t e r n o d e  A 2' o q u a l  ; c o n t r o l a-  

v e r  p o r  z ( o  e r r o )  e o b s e r v & e l  p o r  u. 

Definamos: 



- 
A, tal quer P c A c = A P  C C 

Temos ent& o seguinte diagrama comutativos 

S e j a  X€d(n2). Substituindo (5.2.17) e (5.2.18) em (5.3.4) com 

Ut i l i zemos  agora  o  Lema 2(a) com: 

A =  A, - 11, B = BcwE1 r X = X, u = NUC 3~~ , 'V = 'r 

Tendo em v l s t a  que: 
- - 

Po(Ac 
-11) = P A - 1~~ = AOFC -lPc = (Ac - 1 1 ) ~ ~  r vem: 

C C 

d ( ~ )  4 ~ ( N U C  D ~ )  + ~(XUC(Ã,->I)~ I~(A, ( ~ . 3 ~ 3 4 )  

M a s  da ~ r o ~ b s i ~ ã o  1 : - d ( ~ )  >/ nl 



E p o r  o u t r o  l ado :  

Donde r 

E do  Lema 3 conclu imos  que  Ãc i n c o r p o r a  u m  modelo i n t e r n o  de As, 

e  p o r t a n t o  ( v e r  ~ o f i n i ~ ã o  5 , 2 , 1 8 i )  o  compensador i n c o r p o r a  um mo- 

d e l o  i n t e r n o  de As. 

Por  o u t r o  l a d o  a e s t a b 5 l i d a d e  do s i s t e m a  em malha f e c h a d a  i m p l i -  

ca que AL -11 tem i n v e r s a  d l f  B(ils). ~ n t g o  as &tiirtas c o l u n a s  de  

A~ 
-11 ( v e r  (5 .2 .9 ) )  devem s e r  2.1. e  i s t o  i m p l i c a :  

E s t a  U l t i m a  i g u a l d a d e  p o r  s u a  vez i m p l i c a  ( p r o v a  p o r  c ~ n t r a d i ~ ~ o ) !  

Donde s e  c o n c l u i  ( v e r  ~ e f i n i ~ ã o  5.2,18 j )  que  o modelo i n t o r n o  

o b s e r v & e l  por u, 

Por o u t r o  l a d o ,  sondo as < l t i i n a  l i n h a s  de A - A 1  I l n .  i n d . ,  
L 

Apliquemos PO a ambos o s  membros da i g u a l d a d e  acima. D e  (5.1.32)  

temosr b = O . Dondsr 
CW 



wwdc\D i w t e r ~ o  
Donde se c o n c l u i  que  o  o c o n t r o l & e l  p o r  z ,  o  e r r o  

a s e r  r e g u l a d o  ( v e r  ~ e f i n i ~ ã o  5 ,2 .18k) ,  

~ b s e r v a ç ã o  5. 3. 36ar - 
S e j a  p o  g r a u  do  polinÔmio m:nirno d e  A2. n e s t e  t eo rema  c o n c l u i-  

s e  q u e  a ordem d e  Ã d e v e  s e r  p e l o  menos qp . O r a ,  nos  d o i s  capi=+ 
C 

t u l o s  prooed$etes u t i l i z a m o s  o  e r r o  como e n t r a d a  do compensador 
C 

( I s t o  e, roa l imen tamos  o e r r o  d e  aoordo  com a t e r m i n o l o g i a  de 

F r a n c i s  e Wsnham) e vimos que  a ordem do compensador e r a  pq, 

sendo p o g r a u  d e  # ( s ) .  Do p r e s e n t e  toorema concluinios  e n t ã o  

que  o  compensador d e  Davison ( u t i l i z a d o  nos  d o i s  c a p < t u l o s  an- 

k e r i o r e s )  C e f e t i v a m e n t e  d e  ordem mznirna, Mais a i n d a ,  sendo 
- Z 

Ao = Ao ( = F n o s  c a p i t u l o s  p r e c e d e n t e s ) ,  conclu imos  que A de- 
C 

v e  i n c o r p o r a r  um modelo i n t e r n o  d e  Ap, ou s e  jn, o p o l i n & i o  m í -  

nimo do  A2 deve  d i v i d i r  q p o l i n & ~ i o s  i&erbantos do A , o que  
c  

P 

af e t i v a m e n t e  f o i l v s r i f i c a d o  n o s  dois c a p i t u l o s  a n t e r i o r e s ,  p o i s  
-- 

temos: F =- d i a g ( i i )  , (SI-FJ = $ ( s i )  , i = l , q  . 
~ b s e r v a ç ~ o  50 3.36b 

F r a n c i s  e Wonham notam q u e  s e  a l g u n s  e l e m e n t o s  de A3 fo rem fi- 
* 4 

XOS ,  n ã o  s e r a  n e c e ~ s a ~ i o ,  even tua lmen te ,  um modelo i n t e r n o  do  

t i p o  c o n s i d e r a d o .  

~ b s e r v a ç ~ o  4 . 3 . 3 6 ~  

N a  d o m o n s t r a c ~ o  d o  Teorema 2, a h i p G t e s e  ( 5 . 3 . 3 2 )  só f o i  neces-  

& i a  para a demonst raçao  da c o n t r o l a b i l i d a d e  d o  modelo i n t e r n o  
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p o r  z o  Tai. f a t o  é c r u c i a l  n a  demonst ração  d a  s e g u i n t e !  

~ r o p o s i ç ã o  3r 
N C 

Se  ( 5.3* 32) nao o c o r r e r ,  a r e g u l a ~ a o  d o  e r r o  z n8o e r o b u s t a  

com r e l a ç ã o  a p e r t u r b a g õ e s  d e  A 3 e %w 
I 

~ e r n o n s t r a g ã o  (por c o n t r a d i ç ã o )  t 

Suponha- se que  e x i s t a  uma eskrudiura q u e  permita a r e g u l a ç g o  d e  

z mesmo quando A 3 são p e r t u r b a d o s  e que  não  s a t i s f a ç a  â 

- 
( 5.3.32). ~ n t a g ,  d e  a c o r d o  com o Lema- 1, p a r a  c a d a  Bcw p e r t u r -  

bado e x i s t e  G r Xs- XL tal. Qta: 

S u b s t i t u i n d o  (5 ,2 .17 )  e ( 5 6 2 e 1 8 )  em 

Tal como n a  domonst rapão  do Teorema 1, s e j a  Xll um complemento 
i. 

a r b i t r á r i o  de Nuo D1 e m  X1 e s e j a  D1 : Z*X1 o i n v e r s o  à 
+ 

d i r e i t a  d e  D1 com I m  D1 = *ll 
IL + 

Se ja :  Gl = G1 + í) D 1 2  



Apl icando  Pc à Ú l t i m a  expressão:  

P B E E + P ~ A , G ~  - P G A  =~P~B, , (B,  - E~I)& c o w l l  c 0 2  

- - 4- 
P B E 6 + Ãczc - G Ar = Bc,(E2 - E ~ D ~ D ~ )  r c c w 1 1  c L . 
sendo Go = P O e 

0 c 

O r a ,  sendo [c1 c21 
s o b r e  S e t o r ,  'rj w 6 W 

x 2 ~ X 2  tais quer 

%.r = E x + E2x2 1 1  

C 

D a  ultima i g u a l d a d e ,  podemos e s c r e v e r :  
+ P 

x1 = -Ri9 x + x1 , sendo X B Nuo D1 1 2 2  1 

Bonde r 
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W = E1 Nuc D1 + 1m(B2 - E ~ D ; D ~ )  

Ap l i cando  BcW a ambos o s  membros da i g u a l d a d e  acima e  t e n d o  em 

v i s t a  ( 5 0 3 . 3 3 )  vem: 

- 
Como p o r  h i p ó t e s e  (5.3.32) não  v a l e ,  Bcw f O . Donde; 

E, - E ~ D : D ~  f O 

~ n t ã o  e x i s t e  

a X ta1 que: 

( E ~  - E ~ D ; D ~ )  

h f  ú(A2) e  um sul>-espaço pr imo X 2X c o r r e s p o n d e n t e  

Escolhãmos para b a s e  de X Z X  aquela em que A,lx2,. e r e p r e s e n t a d o  
.-' re 

p o r  um b l o c o  d e  J o r d a n  cu ja ordem s e r a  k i d(xZA ) .  

Suponha- se qu,e a 1s c o l u n a  d i f e r e n t e  de z e r o  de (E2 - E1Il;Xl2) 1 X Z X  
e 

s e j a  a e-es ima , 9s !<k . 

- 
q u e  'd Xcf xo 3 . & Z c  ( i = 1 , e )  t a i s  que:  

C 1  

R e s t r i n g i n d o  (9.3.40) a X vem: 
2X 

e 

- 

i 

- I- 
= B ( E  -E D D ) I x ~ ~  cw 2 1 1 2  

I g u a l a n d o  uma a uma as c o l u n a s  da e x p r e s s ã o  ac ima conclu imos  



S u b s t i t u i n d o  g 
c ,  C - 1  d a  Gl t ima igua ldade  na  pen;ltima, vem: 

S u b s t i t u i n d o  g na  igua ldade  a n t e r i o r  e  assim sucess ivamente  c , t - 2  - 
ate ( 5.3.42a) vemos que IO 3 go t a l  que 

- 
Ao fazermos x, e spand i r  todo  o  espapo XC , a ú l t ima  igua ldade  

impl ica :  

l m ( X c  -LI) e - 1  
C I ~ ( X ,  - 11) P (5.3.431 

Apliquemos o Lema 2 (b) com 

Ora, do (5.3.43) vemos que  ( 5 9 3 a 1 3 )  s s a t i s f e i t o  e  p o r t a n t o :  e 

E do Lema 3 ooncluimos que Âc não i n c o r p o r a  um modelo i n t e r n o  

de  A2, em c o n t r a d i O ã o  com o que f o i  demonstrado no Teorema 2 

presc ind indo  de  (5.3.32). 

Q* E. D. 



Dado o siterna 

vimos que e l e  

* 
c u j a  m a t r i z  e: 

chamado degenerado s e  e  somente se  t o d o s  o s  me- 

n o r e s  de  ordem máxima d e  ~ ( s )  forem iden t icamonte  nu los ,  ( v e r  

(18)). 

É c l a r o  que um s i s t ema  o s c a l a r  degenerado tem fungão de  t r ans fo rén -  

c i a  i den t i camen te  nula.  Por sua  

degenerado aque le  c u j a  m a t r i z  

sa ( i s t o  E, pseudo-inversa)  nem 

J: t ivemos o c a s i ã o  de 

C 

vez, um s i s t ema  m u l t i v a r i a v e l  

de  t r a n s f e r ê n c i a  ngo tem inver -  

> d i r e i t a  nem a esquerda. 

v e r i f i c a r  a s  s e g u i n t e s  p rop r i e-  

dades  r e l a t i v a s  a  t a i s  s i s temas :  

(i) No 29 c a p í t u l o  ( ~ r o ~ o s i ~ ~ o  2.2.25, pg. 52) f o i  demonstrado 

quo se um s i s t ema  ngo f o r  degenerado e o nimero d e  e n t r a d a s  
e 

f o r  i g u a l  ao  d e  s a i d a s ,  o s  z e r o s  do s i s t ema  permanecem in-  

v a r i a n t e s  sob  real imentaggo do es tado.  
4 

(ii) No 3Q e 4" c o p i t u l o s  vimos que uma d a s  oondigÕes necessá-  

rias p a r a  a c o n t r o l a b i l i d a d s  do s i s t ema  em malha fechada  

e que S nao s e j a  dgenorado, 
$ § $ 

Invest iguemos o u t r a s  p rop r i edades  de  t a i s  s i s temasr  

Sabemos que um s i s t ema  com condições  i n i c i a i s  n u l a s  tem respos-  
C 

t a  funcionalmente  c o n t r o l a v e l  quando e x i s t e  uma e n t r a d a  u (  t ) que - 
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p e r m i t e  o b t e r  uma r e s p o s t a  y( t )  um i n t e r v a l o  a r b i t r a r i o  

Dado o  s i t e m a  

sendo P o s t o  B = m , P o s t o  C = q , 
C 

( i )  Se  m 3 q , S s e r a  degenerado  s e  e somente s e  s u a  r e s p o s t a  

for f u n c i o n a l m e n t e  i n c o n t r o l g v e l  

(%i) Se m ( q , S pode ou nzo  s e r  degenrado,  independen temen te  

do  fato que t e r á  sempre r e s p o s t a  f u n o i a n a l m e n t e  i n c o n t r o l a -  

v e l .  

Usaremos o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o  conhec ido  ( v e r  p o r  ex. ( 6 ) ,  pg. 208):  

S e j a  G( s )  a m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  de S. ~ n t a o t  

S tem r e s p o s t a  f u n c i o n a l m e n t e  incontr.<=> P o s t o  G ( s i < q  ( ~ . 3 )  

a) Seja m = q 

P o s t o  ~ ( s )  ( q 4- I G (  s)l  = O <-'\)P( s ) (  = O 

S i s t  ema degenerado  

P a r t i c i o n e m o s  P (  s )  : 

i 
S e j a  1pq(s)I um menor g e n & - c o  d e  otdem n + q  d e  ~ ( s ) r  



sendo IG:(S)I UD menor genér ico  de ordem q de ~ ( s )  

E tendo em v s s t a  (A.  3 ) ,  o'onclui--se a  p rova  p a r a  m ) q 

c )  m < c f  

De ( L 3 )  vemos que n e s t e  caso  o  s i s t ema  s e r á  sempre com r e s-  
0 

p o s t a  funcionalmente  i n c o n t r ~ l a v e l ~  Mas por ou t ro  l a d o ,  t a i s  

s i s t emas  podem não s e r  degenerados,  bas tando que um dos meno- 

r e s  de  ordem m da m a t r i z  ~ ( s )  não s e j a  nulo. 

observação n.4 

A ~ r o ~ o s i ~ ã o  A . 2  tem ap l ioaçao  imed ia t a  no problema do servomeca-s 
Z 

nismòr a r e s p o s t a  d e  um s i s t ema  podera  r a s t r e a r  um s i n a l  somente 1 

s e  o  s i s t e m a  não f o r  degenerado. 

$ 9  4 

Vejamos agora  q u a l  a  r e l a g ã o  e n t r e  s i s t ema  degenerado 
i. 

e s i s t ema  3 r e s p o s t a  ~ o n t u a l m e n t g  i n c o n t r o l a v e l .  

Sabemos que um sistema t e m  r e s p o s t a  pontualmente c a n t r o l á v e &  

s e  e  somente s e  sua  r e s ~ s t a  puder assumir  (mediante  um contro-  
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l e  ap r op r i a d o )  um dado va2or  em tempo f i n i t o  ( v e r  p o r  ex, ( 6 ) ,  

pg. 206).  

Demonstra- se ( v e r  ( 6 ) ,  pg. 207) q u e  o  s i s t e m a  ( A * & )  com i3 z~ O 

4 

tem r e s p o s t a  ponkualmente m c o n t r o l a v e l  se e somente se as li- 

n h a s  da s u a  m a t r i z  d e  t r a n s r e r 8 n c i a  ~ ( s )  forem l i n e a r m e n t e  inde-  

p e n d e n t e s  (1. i. ) s o b r e  o  co rpo  d o s  oomplexos c. 
~ b s e r v a g a ~  & 

A s  l i n h a s  d e  ~ ( s )  podem s e r  1.i. s o b r e  c sem o  serem s o b r e  o  

c o r p o  das funçÕes r a c i o n a i s ,  como p o r  exemplo: 

Mas s e  as l i n h a s  do ~ ( s )  não forem 1.i. s o b r e  o oorpo d o s  com- 

p l e x o s ,  t a m b g m  não o  s e r ã o  s o b r e  o  co rpo  d a s  funções  r a c i o n a i s .  

I s t o  p o s t o ,  vamos d e m o n s t r a r  quer 

~ r o p o s i ç ~ o  

S u j a  o s i s tema2 

S :  !í r Ax + Bu 

y =- Cx 1 

sendo P o s t o  B =  m 9 P o s t o  C r= q  . 
(i) Se m j, q  , t o d o  s i s t e m a  com r e s p o s t a  pon tua lmen te  inoon- 

* C @ 
4 .v C 

t r o l a v e l  s e r a  tambem degenerado,  m a s  a r e c i p r o c a  nao e  v e r-  

d a d e i r  a. 

(ii) Se m ( q  , o  s i s t e m a  pode ou não  t e r  r e s p o s t a  pon tua lmen te  
4 

i n c o n t r o l a v e l  sem s e r  degenerado e  v ice- versa .  



Ora: 

Sistema com respos ta  pontunlm. incontr .  ---\ /B( s)l = O 

Mas: 

I G ( S ] ~  = o .+> S i s t .  com re spos ta  pontualm. incontr .  

C 

Sejam o s  menores de ordem maxima da matriz do sistemas 

Donder 

i 
Ç i s t .  com resp.  ponfualm. incontr .  I G  ( s ) (  = O i 

q < >  S i s t .  degen. 

Mas: 

S i s f .  ciegen. WI~q(s)l = o V ~  + $ i s t .  com resp.  pont. incontr .  

c )  m < q  

OS  menores de ordem inikma da matriz do s is tema serão: 

S I- A B 

-c i o 
1 . . . 

- C  i. O 
m 

i = I ~ I - A I ~ G ~ ~  J)l ; i = 1, 2 ,  . .. ,(m/ 



O r a :  

S i  se. degen. 1~: ( s ) )  = O Y i ~ s t  com r s s p .  p o n t .  
i n c o n k r .  

E p o r  o u t r o  l a d o  uma m a t r i z  de t a n s f e r & n c i a  pode  t e r  as q l i n h a s  

l.d, s o b r e  @, havendo e n t r e t a n t o  m l i n h a s  lei, s o b r e  o  c o r p o  das 

funções r a c i o n a i s .  

Q,. E, D. 



O o b j e t i v o  p r i m e i r o  d e s t e  t r a b a l h o  f o i  r e s d v e r  o p ro-  

blema do  servomecanismo, Tomando como p o n t o  d e  p a k f i d a  o modelo 

p r o p o s t o  p o r  Uavison ( ( 3 2 )  e ( 3 3 )  1, v e r i f i c o u- s e  que  a s o i u ç ~ o  

do  problema s e  t o r n a  m a i s  natur ia2 e m a i s  s i m p l e s  u t i l i z a n d o - s e  

como f e r r a m e n t a  ma temat i ca  o m ~ t o d o r d o  espago  d e  e s t a d o  no d o m L  

n i o  da f r e q u & c i a  d e s e n v o l v i d o  p o r  Rosenbrock ( I ) .  T a l  método 

p e r m i t i u  a i n d a  f a z e r  o e s t u d o  do ef e l t o  da p e r t u r b a ç a o  d o s  pa- 

r h e t r o s  s e n s & e i s  do  compensador. 

O f a t o  de o s  z e r o s  r e p r e s e n t a r e m  um p a p e l  c r u c i a l  n a  

s o l u ç &  do p rob lema  do  servomecanismo motivou a e l a b o r a ç a o  d o  

segundo cap$tu lo ,  no q u a l  s e  f e z  um e s t u d o  compara t ivo  das de- 

f i n i ç g e s  c o r r e n t e s  d e  z e r o s  e p o l o s  em s i s t e m a s  m u l t i v a r i & w i s  

e f o i  p r o p o s t a  a d e f i n i g ã o  de " z e r o  d e  b loque io" .  

D u r a n t e  o desenvo lv imen to  d e s t e  t r a b a l h o ,  além d o s  re- 

s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s ,  foram a b o r d a d o s  o s  s e g u i n t e s  p rob lemas  

q u e  f i c a r a m  sem s o i u ç ã o  sâtisfatGria: 

a )  A demonst raç& p e l o  mgtodo d o  espaqo d e  e s t a d o  no dornrnio d a  

f r e q u & c i a  da n e c e s s i d a d e  da r e a l i m e n t a ç ã o  da r e s p o s t a  e d o  mo- 

d e l o  i n t e r n o  no  compensador para s e  t e r  um r a s t r e a m e n t o  r o b u s t o  

com r o l a p ã o  a pexturbaçÕes  em a l g u n s  par .&netroso 

e 

b) $ o i  v e r i f i c a d o  q u e  quando algum z e r o  d o  s i t e m a  d e  S e s t á  I1pro- 
4 

ximo" d e  um modo do s i n a l  a s e r  r a s t r e a d o ,  e n e c e s s á r i o  q u e  p e l o  
\ 

menos um d o s  ganhos  do  compensador s e j a  "mui to  g r a n d e  ". M ~ O  s o  
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consegu iu ,  e n t r e t a n t o ,  uma demons t ração  r i g o r o s a  d e s t e  r e s u l t a d o ,  

c )  F o i  v e r i f i c a d o  q& p a r a  o  r a s t r e a i n e n t o  do  d e g r a u s ,  pode- se u- 

t i l i z a r  um compensador q u e  seja c o n s t i t u g d o  d e  "ganhos p u r o s "  

N C ( p e l o  menos quando D = b ) .  O r a s t 2 e a m e n t 0 ,  n e s t e  c a s o ,  nao  sera.  

r o b u s t o  com r e l a ç a o  a p e r t u r b a ç g e s  n o s  e l e m e n t o s  d e  S, m a s  o  e r r o  

em reg ime  permanente ,  s e  f o r  d i f e r e n t e  d e  z e r o ,  ser;  um degrau .  

N ~ O  s e  consegu iu ,  e n t r e t a n t o ,  c o n d i ç 8 e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  q u e  s e j a  

p o s s P v e l  o  r a s t r e a m e n t o  com e s t e  t i p o  d e  compensador. 

# 

d) O r e s u l t a d o  ( c )  f o i  g e n e r a l i z a d o ,  i s t o  e ,  v e r i f i c o u- s e  que  po- 

de- se r a s t r e a r  rampas u t P 1 i z a n d o  i n t e g r a d o r o s ,  p r a b o l a s  d o  20 

g r a u  u t i l i z a n d o- s e  compensador com fungao  d e  t r a n s f e r ê n c i a  da f o r -  

m a  1 , e  assim p o r  d i a n t e ,  Em t o d o s  o s  c a s o s  o  r a s t r e a m e n t o  não  

S 
2 

ser: r o b u s t o ,  N ~ O  s e  oansegu iu ,  e n t r e t a n t o ,  t a l  como em ( c ) ,  con- 

d i G 8 e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  q u e  o  r a s t r e a m e n t o  se ja  possl 'vel .  

Ao e n c e r r a r m o s  e s t e  t r a b a l h o  resumimos a q u i  a l g u n s  pro-  

blernus q u e  f i a a m  a b e r t o s  a i n v e s t i g a F z o  u l t e r i o r  h l &  d o s  4' a c i-  

m a  mencionados: 

( i )  1nvesk igaÇão  d e  o u t r a s  p r o p r i e d a d e s  d o s  z e r o s  de b l o q u e i o .  

( i i )  B f e i t o s  do  e r r o  e n t r e  o  v a l o r  r e a l  e  o  v a l o r  e s t i m a d o  do  

e s t a d o  (quando se u s a  o b s e r v a d o r  e  supondo- se que  e s t e  n a o  pos-  

sa s e r  r o b u s t o )  s o b r e  o  e r r o  a s e r  r e g u l a d o  em regime permanente .  

(iii) ~ o n d i ç õ e s  d e  p o s s i b i l i d a d e  d e  s e  o b t e r  um compensador d e  

ordem menor quando a l g u n s  modos i n s t á v e i s  não  aparecem em t o d a s  
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as componentes d o  sYnal o do r u i d o .  

( i v )  ~ o n d i ~ õ e s  de p o s s i b i l i d a d e  de s e  o b t e r  um compensador d e  or-  

dem even tua lmen te  maior  do que  pq  e que d i s p e n s e  a r e a l i m e n t a -  

ção do e s t a d o ,  u t i l i z a n d o- s e  e n t r e t a n t o  um o u t r o  e lemento  d i n &  

mico no c a n a l  de r e a l i m e n t a ç ã o  d a  r e s p o s t a ,  a p r o v e i t a n t o ,  p o r  e- 

exeinplq. o s  r e s u l t a d o s  d e  ( 3 7 )  e (50)-(52). 
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