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RESUMO

Sistemas hidrotermicos de geracdo sdo consti tuidos
de um sistema termoel&trico e um sistema hidroeletrico. Cada um
desses sistemas e formado por uma ou varias usinas. Considera-se
0 problema de operar 0 sistema de forma a atender uma demanda de
energia dada, am o minimo custo de operacdo do sistema termoele-
trico. A afluéncia aos reservatérios hidroel etricos e 0 mercado

sao dados deterministicamente.

0 problema formulado inclui restricdes de turbina
e dos reservatérios alem de custos ndo necessariamente diferenci -
aveis. Permitem-se alteracoes de estrutura no sistema através da

dependéncia no tempo do custo e das restricoes.

Sdo deduzi das condicbes necessarias e suficientes
de otimalidade considerando-se o0 sistema am usinas individualiza
das. Obtem-se ainda expressfGes para o calculo do valor e custo

da agua nos reservatorios do sistema.

Um estudo mais detalhado para sistemas am um reserL
vatorio & desenvolvido e sdo propostos tdpicos para pesquisa futu-

ra.



ABSTRACT

Hydrothermal power system consist of a thermal system
and a hydroelectric system. Each one of these systems i s composed
of one or several plants. The problem of system operation satisfy-
ing a specified load with a minimum operation cost i s considered.
The supply of water to the hydroelectric reservoir and the energy

demand are given deterministically.

The problem formulated considers plants and reservoir
constraints as well as not necessarily differentiable costs. A
evolution of the system structure is allowed by a time.dependent

costs and constraints.

Necessary and sufficient optimality conditions are
developed considering the system with separate plants. Expressions

for the value and cost of water in the system reservoirs are obtained.

A more detailed study of one-reservoir system 1is

presented and topics for future research are proposed.
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CAPITULO I

~

INTRODUCAQ

Um sistema hidrotérmico de geracdo & composto de dois
sistemas: um sistema de geracdo termoelétrica e Um sistema de gera
cao hidroelétrica, 0 primeiro sistema e constituido de uma ou mais
usinas térmicas que geram energia elétrica através da queima de ma
terial combustivel ou fissdo de materiais radioativos. A operagao
de sistemas térmicos & bastante onerosa devido ao consumo daqueles
bens escassos, Por outro lado, a capacidade geradora desses siste-
mas € pouco sujeita a incertezas o que garante uma producdo bastan

te regular.

As caracteristicas de um sistema hidroeletrico  Sdo
distintas, E composto, en geral, de varias hidroeletricas localiza
das enm uma ou varias bacias com regimes hidrologicos diferentes ou
ndo. A geracdo de uma usina hidroelétrica se faz pela descarga da
agua armazenada em Um reservatorio através de um grupo turbina-ge-
rador. Os reservatérios coletam a agua de rios, chuvas e provenien

tes de outros reservatorios.

0 custo de operagcdo de uma usina hidroelétrica e re-
lativamente baixo quando comparado ao de uma usina térmica, Contu-
do, a capacidade geradora depende ndo somente de caracteristicas tec
nicas mas também de um fator ndo controladvel e sujeito a incerteza

que e a afluéncia natural. Apesar dos reservatorios permitirem uma
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regularizacdo das descargas, o potencial gerador da usina e reduzi

do en longos periodos secos.

0 objetivo basico do sistema de geracdo eletrica @€
atender un mercado de energia que também & sujeito a incertezas em
bora admita previsdes aceitdveis para o planejamento a longo prazo.
A utilizacdo simultanea dos dois sistemas térmico e hidroelétrico
conduz a uma maior garantia do suprimento do mercado. Pela escolha
da fracdo do mercado que serd atendida por cada un dos sistemas e
possivel reduzir-se a probabilidade de un deficit de energia devi-

do a uma escassez de afluencia,

Como a utilizacdo excessiva de usinas térmicas e dis
pendiosa a decisdo de quanto produzir en cada un dos sistemas deve
considerar, alem do atendimento da demanda, uma reducdo do custo
total de producdo, Esses custos sdo tdo mais importantes quando se

analiza longos periodos de planejamento,

0 problema estudado busca determinar os niveis de pro
ducdo de cada usina durante um periodo de planejamento com horizon
te finito, de forma a atender a demanda de energia a un custo de
producdo minimo, A afluéncia e a demanda sdo supostas dadas deter-
ministicamente € o custo de producdo & descontado pela atribuicdo

de uma taxa fixa,

0 problema exposto tem sido objeto de muitos estudos
e varios metodos de solucdo vem sendo propostos (Little|55|, Koop-
mans |57], Guillaumin |69, Arvanitidis |70|). As abordagens mais
comumente adotadas sdo resultado da aplica¢do do principio do mini

m de Pontryagin e de Programagdo Dinamica através da discretiza -



cao do problema. A limitacdo basica dessas abordagens reside ma exi-
gencia de diferenciabilidade da funcdo custo de operagcdo termica e

funcbes de restri¢cdo do problema.

0 objetivo deste trabalho € obter condi¢cdes de otima
lidade para o problema, com vistas a construcdo de algoritmos para
a sua resolucdo. Busca-se também calcular o valor e custo da &agua,
conceitos que sido usado estensamente en métodos eficientes de re-
solucdo (Fernandes |75], Lima |76]). Condi¢cdes de otimalidade ne-
cessarias, porém nao suficientes, partindo de custos ndo diferen -

ciaveis foram desenvolvidas en Araljo |74].

No segundo capitulo, é apresentado o modelo adotado,
formulando-se o problema basico de operacdo otima € conceituando -
-se 0 valor e custo da agua. 0 capitulo seguinte concentra a teo -
ria que conduz aos resultados desejados, Na primeira se¢do do capi
tulo o problema & reformulado como um problema de Programacdo Con-
vexa en L2%|0,T|, Nas secdes seguintes, € aplicado um teorema de
otimalidade de Pshenichnyi do que resultam as condi¢cdes de otimaldi

dade e calculo do valor da agua,

No Capitulo IV, os resultados gerais desenvolvidos an
teriormente sdo analisados e aplicados a alguns casos de interesse,
No Gltimo capitulo sdo expostas algumas conclusBes e no apéndice a
presentam-se resultados gerais de Programagdo Matematica Uteis ao

longo do capitulo III,

Notacao

0 espaco euclideano n-dimensional & representado por



R", Se x ¢ R", denota-se por X; a i-ésirna componente desse vetor,

0 produto escalar de vetores x,z e R" & denotado

x'z OU <x,z>, Os conjuntos dos naturais, reais e inteiros sao denota

dos N, R ez, A medida e a integral adotadas sdo a medida e a in-
tegral de Lebesgue. utiliza-se a notacao (LZ[O,T])n para represen-

tar o espaco de funcdos y: [0,T] »+ R" tais que y. e L2[0,T].
1

As expressbes, paragrafos e teoremas importantes de
cada capitulo sdo numerados a esquerda da pagina, sendo a numera -

cdo continua ao longo de um capitulo,

Referéncias a itens do mesmo capitulo sdo feitas pe-
lo nimero da expressdo ou teorema entre parénteses, Referencias a
expressdes de outro capitulo sdo apresentadas pelo niumero do capi-

tulo an algarismos romanos seguido do numero da expressdo. A biblia

-

grafia e referenciada pelo nome do primeiro autor seguida do ano
de publicacdo entre barras, Referéncias a resultados do apéndice

sdo precedidas da letra A.



CAPITULO ITI

0 MODELO DO SISTEMA E FORMULACAO
DO PROBLEMA

Introducao

A modelagem de um sistema hidrotérmico & muito cample
Xa se & exigida uma precisdo muito grande do modelo. No planejamen-
to diario ou semanal do sistema varias ndo-linearidades e interde -
pendéncias entre variaveis necessitam ser consideradas. No planeja-
mento a longo prazo pode-se contudo sacrificar parte da precisao do
modelo pois o0 interesse consiste an determinar-se estratégias de ope
racdo que an seguida devem ser minuciosamente estudadas através de

modelos mais refinados.

A primeira secdo do capitule trata da modelagem do sis
tema que serd utilizada na secdo seguinte onde o problema de plane-

jamento a longo prazo é enunciado,

A Gltima secdo € dedicada a conceituagdo e discussédo

de valor e custo da dgua.

A referéncia basica para esse capitulo & Lima [76F

onde o modelo adotado & estudado en detatlhe,

Secdo 1, 0 Sistema Hidrotérmico

Um sistema hidrotérmico objetiva suprir umademanda de



energia elétrica através de duas fontes basicas de geracdo: o0 sis-
tema hidroelétrico e o sistema termoelétrico. Cada um desses dois

sistemas e estudado a seguir.

1 0 Sistema Hidroeletrico

Um sistema hidroelétrico € constituido de uma ou mais
usinas hidroelétricas, Essas usinas podem, en geral, ser decompos-
tas em: um reservatdrio de acumulacdo da afluéncia, uma turbina e
um gerador, A funcdo do reservatdrio & coletar e armazenar a agua
afluente para utilizacdo futura. A geracéo elétrica se faz pela
transformacédo de energia cinética en energia elétrica no gerador ,
obtida pelo fluxo da agua descarregada do reservatorio através da
turbina, Cada um desses componentes de uma usina hidroeletrica pos
sue caracteristicas e restri¢cdes préprias que sdo enunciadas a se-

guir,

2 Equacdo do Gerador

Basicamente a poténcia instantanea gerada pelo gera-

dor é dada por:

3 P=p . v

onde v & a vazdo fluindo pela turbina e o e um coeficiente de
rendimento, Diversos fatores dependentes da operacdo do sistema pa
dam influir no rendimento do gerador sendo 0 mais importante a al -
tura de queda do reservatorio, Supde-se neste trabalho que o rendi

mento do sistema turbina-gerador & constante, pela adocdo de um va



lor medio.

4 Restricdo de Turbina

A vazdo turbinada por uma usina hidroeletrica & res-
trita superiormente pela capacidade de engolimento da turbina e in
feriormente pelo seu engolimento minimo, No modelo adotado, o enga

lTimento minimo € nulo e o engolimento maximo independe da operacao

do sistema,

Assim, a vazéo turbinada v & restrita por

5 0<vg<gr

onde r ser3 referenciada como~restricdo da turbina, e serd um

funcdo do tempo,

6 Restricdo do Reservatorio

0 reservatorio de acumulacdo de uma usina hidroelé -
trica @ fisicamente limitado en capacidade de armazenagem tanto su
perior como inferiormente. A adocdo de critérios utilizando curva
limite (ver Lima |76]) ou mesmo a possibilidade de ampliacéo
da barragem de um reservatério durante o periodo de planejamento ,
justificam a possibilidade de restricbes de operacdo diferentes das

restricdes fisicas iniciais bem como limites variantes no tempo.

Dessa forma, o volume de agua no reservatério no ins

tante t, denotado w(t), & restrito por:

7 N(E) S w(t) S H(t) Y t e[0,T]



onde T e 0 horizonte de planejamento e N(t) e W(t) s&o respecti
vamente os limites inferior e superior do reservatorio no instante
t, SupbGe-se que N e W sdo limitadas e respectivamente semiconti-

nua superiormente e semicontinua inferiormente.

8 Afluéncia no Reservatdrio

Denomina-se afluéncia total no reservatério ao fluxo

de &gua que chega ao reservatorio devido a rios, chuvas e descarga

de reservatérios a montante. A afluéncia propria do reservatério e

a parte da afluéncia total ndo proveniente de descarga de reserva-
torios a montante, Denota-se a afluéncia total no reservatorio por
y: [0,T] = R onde y(t) & o fluxo de &gua afluente no reservata

rio no instante t, e a afluéncia prdpria é denotada por- x:[0,7]+R*.

A afluéncia prdpria de um reservatério € uma varia -
vel essencialmente aleatéria pois depende de fatores meteorologi -
cos. 0 estudo de historicos de afluéncia de anos anteriores pode,
contudo fornecer estimativas e previsdes de afluéncias proprias fu
turas. Neste trabalho, supbe-se a afluéncia dada deterministicamen
te por essas previsdes, objetivando com isso estabelecer tendéncias
de comportamento e informacdo qualitativa sobre as solugbes. Além
disso, o estudo de problemas determinlstico é um passo necessario
ao tratamento do problema estocastico. Um estudo do problema dis -
ereto estocastico com uma usina hidroelétrica €& encontrado em
Lima |761.



9 Dinamica de um Reservatdrio

0 volume de agua presente an um reservatorio no ins-
tante t & igual a diferenca entre o volume de &gua afluente ao
reservatorio até esse instante e o volume de 3dgua descarregado até
esse instante, somada ao volume de 3gua inicial do reservatério. 0
volume de &gua descarregado pode ser decomposto en duas partes: va

lume de &gua vertido e volume de &gua turbinado.

Considerem-se as funcbées y, v, q: [0,T] - R* que re

presentam respectivamente:

y(t) vaz3o afluente total ao reservatério en t
v(t) vazdo turbinada en t
q(t) vazdo vertida en t

Entdo, pelo exposto, a dinamica do reservatorio fica expressa pela

equacéo integral :
j.t

10 w(t) = h + y - v-gq
0

onde w(t) & o volume de agua no reservatdrio no instante t e h

€ o volume de agua inicial no reservatorio,

Em (10) a variavel y pode depender da operacdo do
sistema caso existam usinas a montante do reservatério considerado,
Em um sistema com varios reservatdrios ean uma mesma bacia esta de-

pendéncia ndo pode ser desprezada.

11 Sistema a n Reservatdrios

Considera-se a seguir um sistema hidroelétrico cons-
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tituido de n usinas hidroel&tricas. Estas usinas podem estar loca-
lizadas em uma ou mais bacias com regimes hidrologicos distintos,

Busca-se uma representacdo para a interligacdo hidrologica das usdi
nas, resultante da acumulacdo de 3agua em um reservatorio a jusante
devida 3@ descarga de reservatdérios a montante e da afluéncia pro -

pria,

Suponha-se que as usinas sdo numeradas de 1 a n. Diz

-se que a usina j estd imediatamente a montante da usina I se nao

existe nenhuma usina a montante de i e a jusante de j. A wusina i

esta imediatamente a jusante da usina j se j esta imediatamente a

montante de 1, Consideram-se apenas sistemas em que cada usina ad-
mite no maximo uma usina imediatamente a jusante e um numero fini-

to de usinas a montante.

Dessa forma, ndo se admite que a agua descarregada por
uma usina seja distribuida por duas ou mais usinas assim como impa
de-se que haja um circuito fechado de usinas (situacdo impossivel

em sistemas reais exceto com bombeamento),

Com essas hipdteses o fluxo de agua entre usinas po-

de ser caracterizado pela-matriz de interligacdo A, nxn, definida

por:

1 se i =]

12 . -1 se a usina j estd imediatamente a mon
1) tante da usina i

0 nos demais casos

Note-se que se o0 sistema hidroel@trico € constituido de usinas lo-
calizadas em bacias independentes entdo a matriz A & a matriz iden

tidade,
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Seja X1 [0,T] = R a funcdo afluéncia proépria do
reservatério i. Seja S: [0,T] » R" wuma politica qualquer de des-
carga para os reservatorios, ou seja, 5. (t) @ o fluxo de agua des
carregado pelo reservatorio i no instante t, Entdo, a afluéncia

total y;: [0,T] -~ R* do reservatério i é dada por:

13 y (1) = x () + [S;(t) - AyS(t)] =

x;(t) + T S.(t) v t efo,T]
jed J

1]

i=1,2,..,.n

onde J @& o conjunto da usinas imediatamente a montante do reser-

vatorio i, e A, representa a i-ésima linha da matriz A.

A partir de (13) obtem-se a equacdo de interligacéo
hidroldgica do sistema hidroel€trico. Sejam Vis G50 [0,T] > R res
pectivaniente a funcdo vazédo gerante e vazdo vertida no reservato -

rio i, Entdao, como

S.i(t) = V-i(t) + q-i(,t) vt s[O,T]
i=1,2,...n

de (13) resulta:

.}’.i(t) . V-i(t) - qi(t) = X-i(t) - A'i [V(t)"'Q(t)]

Y t €[0,T]
i=1,2,...n

A equacdo acima pode ser expressa através das funcdes vetoriais y,

vV, q: [0,T] =+ R" por meio de:

14 y - v-g=x - A(v-q)

Na secdo 2 do capitulo apresentam-se as propriedades

de inversibilidade da matriz de interligacdo A e de sua inversa.
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A titulo de ilustracdo da interligacdo hidroldégi ca de
um sistema de geracdo hidroelétrica considere-se o sistema com 5
usinas representado na figura abaixo, No diagrama, as usinas sao
representadas por triangulos e os fluxos de agua por linhas, supon
do-se os fluxos no sentido descendente. As matrizes de interliga -

¢ao e sua inversa para esse exemplo sdo respectivamente:

1 0 o0 0 0 1 0 0 0 o0
0o 1 0 0 O ' 0o 1 0 0 0
A = o -1 1 0 0 AFft=]0 1 1 0 0
-1 0 -1 1 0 1 1 1 1 o0
o 0o o0 0 1 o 0 o0 0 1
X,
X4
[ %4
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15 Politicas Admissiveis de Operacdo

Uma politica de operacdo do sistema a n reservatorios

consiste nas funcdes vazdo turbinada e vazdo vertida en cada reser-
vatorio. Para a definicdo de politica admissivel de operacdo, consL
dere-se a seguinte notacdo que sera adotada no restante do trabalho:

x: [0,7] » R" afluencia prépria
Xi(t) é a afluéncia propria do reservatério i no ins-

tante t.
v: [0,7] -~ R"  vazdo turbinada
Vi(t) e a vazéo turbinada pelo reservatério i no ins-
tante t.
q: [0,7] - R"  vazdo vertida
q, (t) € a vazdo vertida pelo reservatério i no instan
te t.
r: [0,T] - R" restricao de turbina
r.(t) € a restricdo de turbina da usina i no instante
! t
o £ R" rendimento
P é 0 rendimenta do grupo turbina-gerador na usi-
na i, -
w: [0,T] » R" volume dos reservatorios

w,(t) & 0 volume do reservatorio i no instante t.
;

N,W: [0,T7] = R" limites inferior e superior dos reservatérios
Nl(t) e W,(t) sdo respectivamente os limites inferior
1 . - . .
e superior do reservatorio i no instante t.

volume inicial
hs é o volume de &gua Inicial do reservatério i,
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Como algumas das funcbes 1istadas acima devem ser in
tegradas ou comparadas com funcbes integraveis, algumas hipoteses
devem ser adotadas para preservar-se a consisténcia da dinamica dos
reservatorios. Supbe-se, portanto, que as funcbes x e r sao inte
graveis e essencialmente limitadas, ou seja, pertencem a (L°°[0,T])",
enquanto w, en consequencia da dindmica do reservatério, sera ne-

cessariamente uma funcdo absolutamente continua.

Ainda no sentido de manter a consisténcia do modelo
deve-se supor:
r-< 0 p >0

N < W e N(0) < h < W(0)

L)

16 Dado h E RnP uma politica de operacdo (v,q) & uma po=

1itica h-admissivel de operacdo se:

17 0 cvzer Q20
t
18 w(t) = h + [ x - A(v+q) ¥ t e[0,T]
0
19 N(t) < w(t) < W(t) Y t e[0,T]
20 v, q e(L2[0,7])"

Na definicdo acima a desigualdade (17) corresponde a
restricdo de turbina (4); a equacgdo (18) exprime a dinamica dos re
servatorios exposta en (9), considerando a equacdo de interligacéao

(14), As restri¢cbes dos reservatérios sdo caracterizadas en (19).

Ura politica h-admissivel corresponde portanto a um

esquema de operacdo do sistema hidroeletrico que satisfaz as res -
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tricdes dos reservatorios e restric6es das turbinas, Se (v,q) e uma

politica h-admissivel, denomina-se trajetdéria associada a essa po-

17tica a fungdo w definida por (18). Ou seja, a trajetdria associa
da e a funcdo do tempo que associa a cada instante de tempo 0s vo-

lumes de agua presentes nos reservatdrios naguele instante.

A toda politica h-admissivel (v,q) esta associada uma
geracdo el étrica que pode ser calculada por (3). Por essa equacdo,
verifica-se que a poténcia instantanea obtida pela operacdo (v,q)

e:

P(t) = p'v(t) vt e[0,T]

21 Sistema de Geragao Termoelétrica

Um sistema de geracdo termoelétrica & constituido de
urea ou mais usinas termoelétricas, Basicamente, ura usina deste ti
po opera pela transformacdo de energia térmica en energia elétri -
ca, Em geral, a energia térmica @ obtida pela queima de material com
bustivel (carvio, Oleo, g3s, etc) ou pela fissdo de materiais fis-
seis, Este consumo de material ndo renovavel faz acom que ‘o custo
de operacdo de um sistema térmico represente a parcela mais impor-
tante do custo de producdo de energia elétrica en um sistema hidre

termico.

A operacdo de um sistema termoelétrico & portanto pla
nejada de forma a minimizar o seu custo. Embora, 0 parque gerador
de energia termoelétrica seja limitado, & possivel, gela atribui -

¢cado de um custo elevado ao deficit de energia, considera-lo capaz



16

de atender qual quer demanda (ver Lima .|76]), Dessa forma, o
custo de operacdo & a Unica caracteristica relevante desse sistema

an um planejamento a 1ongo prazo,

A determinagcdo dos niveis de operacdo de cada usina
termoel@trica do sistema de forma a atender a um dado requisito a
custo minimo, & um problema de otimizagao. A resolucdo deste pro -
blema & bastante complexa quando os requisitos sdo variantes ro teni
po pois envolve decisdes de ativar ou ndo cada usina (ligar uma usk
na termoeletrica importa en um consumo ndo produtivo de combust? -
vel). Contudo, Lima |[76] sugere um esquema simples para a
avaliacdo do custo de operacdo do sistema en aplicacbes a planeja-

mento a longo prazo.

Segundo esse esquema pode-se supor que o custo de ope
racdo do sistema termoelétrico & uma funcdo convexa do requisito de
energia. Assim o custo de produzir uma poténcia u pelo sistema se
ria C(u) onde C € convexa crescente. Atribuindo-se uma taxa de
desconto B > 0 na atualizagcdo dos custos, o custo total de opera

¢ao para a producdo de 7u(t) en cada t ¢[0,T] seria dado por:

T |
[ oceme)) e Bt ae
0

A possibilidade de alteracées na estrutura do parque
gerador termoelétrico sugere uma dependéncia do tempo direta d cus
to de operacdo. Essas alteracOes de estrutura podem ser resultado
da paralizagdo ou introducdo de usinas no sistema durante o perio-
do de planejamento, Portanto, admite-se que o custo de operacdo &

calculado através de um funcdo C: Rx[0,T] - IR tal que C(.,t) se
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ja convexa e crescente para cada te [O,T] , por meio da expressao:

T
22 4 C(i(t),t) e Bt dt
Mais adiante no texto, serdo adotadas hipoteses adi-

cionais pouco restritivas sobre a funcdo C de forma a garantir

propriedades convenientes do funcional calculado por (22).

Secdo 2. Formulacdo do Problema

0 objetivo dos sistemas hidroelétrico e termoeletri-
co & atender a uma demanda de energia. Embora, a rigor 0 mercado
energético seja um varidavel aleat6ria, estudos do crescimento in-
dustrial e urbano permitem uma previsdo bastante aceitavel do mer-
cado en aplicagbes a planejamento a longo prazo e mesmo a curto pra

Z0.

Em nosso modelo a demanda de energia sera caracteri-
zada por uma fungdo d: [0,T] = R* integravel e essencialmente |j
mitada. Entdo, diz-se que a geracdo hidroelétrica P e a geracéoter

moelétrica u satisfazem a demanda quando

23 p(t) + P(t) = d(t) ¥t e[0,T] gq.t.p.

0 problema estudado neste trabalho & o de encontrar
uma politica de operacdo do sistema termoelétrico e uta politica
admissivel de operacdo do sistema hidroelétrico de forma a satisfa
zer a demanda de energia, minimizando 0 custo de operagdo termoelg

trico, Ou seja,
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24 Encontrar, se existirem, u e L2[0,T] e uma politica

admissfvel de operacdo do sistema hidroeléetrico (Vv,q) satisfazendo

p(t) + p' V(t) = d(t) vV tel0,T] q.t.p.

e minimizando o custo (22) entre todos os y, v e q satisfazendo

as condicOes acima,

0 problema (24) pode ser formulado no formato padréo

de um problema de controle Otimo, isto &:

Bt

T
25 (P) Minimizar [O C(u(t),t) e~ dt

sujeito a n(t) + p' v(t) = d(t)

0 < v(t) < r(t) q(t) >0 Vv t e[0,T]qtwmp,
_ rt
w(t) = h + | x - A(vq)
0
N(t) < w(t) < W(t) vt e[0,T]

we L2[0,T] v,q e(L2[0,T])"

Este problema & um problema classico de controle Otimo com restri-
cdo no espaco de estado. Entretanto, a ndo diferenciabilidade da
funcdo C e das restri¢cbes do espaco de estado, impedem a aplica -

cao imediata do princfpio do minimo de Pontryagin a este problema.

Umg observacdo deve ser feita en relacdo as restri -
cdes do controle térmico. Né& se incluiu no problema (25) nenhuma
restricdo de positividade do controle térmico apesar do sistema ter
mito ser um gerador de energia. Valores negativos da variavel u tem

contudo o significado de um excedente de energia que pode ser ven-
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dido a componentes exdgenas ao sistema, O valor da venda dessa enec
gia excedente pode ser computado através da funcdo objetivo fazendo

com que C admita valores ndo positivos para niveis negativos de p,

A dependéncia do tempo da funcdo custo C, como ja foi
notado, objetiva considerar alteragcfes na estrutura do sistema teér-
mico, Alguma hipdtese sobre C como funcdo de t & necessaria pa-
ra a obtencdo de resultados futuros utilizaveis. A hipotese apresen
tada em seguida satisfaz os objetivos citados e garante proprieda -

des convenientes para a funcdo objetivo de (25).

Basicamente, supde-se que a funcdo custo varia no tem
po somente en um numero finito de instantes, Ou seja, o periodo de
planejamento pode ser subdividido en um ndmero finito de intervalos
e a funcdo C(a,.) e constante en cada um desses intervalos para
cada o ¢ IR Estes intervalos representam obviamente periodos de tem
po onde a estrutura do sistema termico mantem-se inalterada enquan-
to as extremidades desses intervalos caracterizam instantes de mu -

danca de estrutura do sistema.

26 Formalmente, as hipoOteses sobre a funcdo custo C:

Rx[0,T] -+ R sdo as seguintes:

a) existem um particdo | , | , Ik} do periodo de
planejamento [0,T], constituida de intervalos,e fun-
¢oes convexas C.: R~R i =1,2...k tais que:
Cla,t) = C.l(a) YaoeR v tel,

i=1,2...k

b) existem constantes M > 0 e a e R tais que:

C_i(a)_<_Moc2+a Y oeR v, = 1,2...k
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Na condicdo a) a funcéo representa a funcdo cus

C.
to de operagdo da estrutura do sistema térmico existente no inter-
valo de tempo I.. A condicdo b) impde restricdes ao crescimento do
custo com a geracao térmica. Esta restricdo ndo e significativa pois
a geracdo térmica & necessariamente menor ou igual 3 demanda que por
sua vez & essencialmente limitada. A finalidade da condicdo b) & ga
rantir um custo total de operacdo finito para qualquer politica de

operacdo do sistema térmico,

As propriedades da matriz de interligacdo A apresen-
tadas no teorema seguinte s3io de extrema utilidade na deducdo das
condicOes de otimalidade para o problema (25). Essas propriedades
sdo imediatas para sistemas hidroel8dtricos compostos por usinas hi
drologicamente independentes pois nesse caso a matriz A @ a matriz

identidade.

27 Teorema A matriz de interligacdao A definida en (12) e inver=-

sTvel e sua inversa & positiva, isto €,

ATt x >0 ¥xeR , x>0

-

Prova Considerem-se as funcdes
J + {1,2..,n} > P({1,2.,..n})
1J: {1,2...n} »-{0,1,2.,.n}

dadas por:

Tndice da usina imediatamente a jusante da us.
na i (zero caso ndo haja nenhuma)

Id(1)

conjunto dos ndices das usinas a jusante da
usina i, incluindo o préprio i.

J(1)
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Para cada i, J(i) & finito gracas a hipotese de ine-

xisteéncia de circuitos no sistema hidrologico,
A matriz A foi definida por:

1 se i = k

1J(k)

-1 se 1

0 demais casos

Considere-se a matriz B, nxn, definida por:

B . = 1  se k € J(J)
kj _
0 caso contrario

Mostra-se que B & a inversa de A.
De fato, observa-se que:

1 se i=k e 1ie€eJd(j)

A., B . = ~1 se 1

Id(k), k e J(J)

0 demais casos

Note-se que se A, Bkj = -1 entdo 1 E J(J).
Entdo, se 1 ¢ J(Jj), tem-se que
n
28 kE] Aik Bkj = 0

pois todos os termos do somatorio sdo nulos,

Se ¥ e J(J) mas i # J, entdo A, B,; sera néonu
lo para somente dois valores de K. quando K = & assume valor 1e
quando i = IJd(k), K € J(j) assume valor -1. Logo, nesse caso, O
vale (28). Finalmente, se 1 = j entdo, Aii Bii =1 e Aik Bk1= 0

para k # 1 logo:
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™M=
=
low)
1}
j—

k=1 ik “ki
provando que B & a inversa de A.

A positividade de B & imediata pois essa matriz so

possue componentes ndo negativas. ||

Secdo 3, Valor e Custo da Agua

~

Devido & transformacdo de energia no grupo turbina-
- gerador, un certo volume de agua no reservatério de uma usina hi-
droelétrica pode ser identificado a uma quantidade de energia. Es-
sa energia seria aquela obtida pela descarga daquele volume de agua
através das turbinas da usina, Nesse sentido, pode-se identificar
agua a energia e visualizar un reservatério como um armazenador de

energia.

Dessa forma, & de se esperar que un aumento do volu-
me inicial de agua en un ou mais reservatérios implique en uma re-
ducdo do custo mi'nimo de operagdo do sistema. De fato, este aumen-
to de "energia armazenada" no sistema levaria a uma maior utiliza-
cdo de geracdo hidroelétrica com uma consequente reducdo de gera -
¢ao termoelétrica. Pode-se esperar também uma reducdo do custo mi-
nimo de operacdo do sistema quando se reduz a quantidade de ener -

gia demandada ao sistema.

Tdo importante quanto resolver-se o problema (25) e
determinar-se a reducdo do custo minimo de operacdo do sistema de-
vido pequenas perturbacdes na demanda de energia. Pelo raciocinio

acima, uma perturbacdo na demanda & aproximadamente equivalente a
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uma perturbacdo do volume nos reservatérios en termos de economia
de combustivel para termoelétricas, Estuda-se, portanto, a varia-
cdo incremental do custo minimo de operacdo devida a uma variacao

incremental dos niveis iniciais dos reservatdrios.

0 valor da agua em Um reservatorio do sistema no ins
tante inicial do planejamento corresponde a razdo entre a econo -
mia no custo de operacdo e o aumento incremental do nivel inicial
do reservatorio que provocou aquela economia. Nas mesmas condicdes,
0 custo da dgua seria o valor daquela razdo quando da reducdo do

nivel inicial do reservatdrio.

29 Para a formalizagdo dessas idéias, & conveniente in
troduzir-se uma fungdo custo que associa a cada conjunto de valo-
res dos niveis iniciais dos reservatérios o menor custo de opera-
cdo do sistema partindo desses nfveis. Seja h e R" um vetor ca-
racterizando os niveis iniciais dos n reservatorios. A funcdo:
6: R" ~ R dada por:

ptp'v = d

:
30 6(h) = Inf{ [ c(u(t),t) e PF
0 (v,q)h-admissivel

corresponde ao custo minimo de operacdo do sistema hidroele trico
partindo-se dos niveis iniciais hs, i = 1,2...N, nos reservato -
rios. Para que (30) seja consistente faz-se a convencdo de que o
infimo do conjunto vazio & infinito, podendo portanto obter-se va
lores nédo finitos para G, Apesar da expressdo que define G ser
bastante complexa, prova-se no capitulo III que G & uma funcéo

convexa e crescente.

A partir da fungcdo G pode-se definir precisamente
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. o . n ,
o valor e custo da agua en um reservatério. Seja h e R° um nivel
inicial para os reservatérios tal que exista uma politica h-admis-

" a i-8sima coluna da matriz identidade e » um

sivel. Sejam el ER
real positivo. Entdo, G(h) € o custo minimo de operacdo do siste-
ma a nivel h e G(F+)\ei) € 0 custo minimo de operagdo do siste-
ma com Um aumento de XA no nivel inicial do reservatério i. Por -
tanto, a razao

. G(ﬁ)-G%F#Aei)

representa a economia incremental de combustivel devida ao incremen
to A no nivel inicial do reservatério i. 0 valor da agua nesse

reservatorio seria o limite de (31) com X tendendo a zero.

Define-se, portanto, o valor da agua no reservatério

i no instante inicial com nivel inicial h., N(0)<h<W(0), como:

i
32 g, (F) = - Eﬁéﬁl = - 14 &(A*re )-G(R)
ah’ AY0 A

Da mesma forma, o custo da agua no reservatorio i no

instante inicial com nivel inicial h, N(0)<h<u(n),,e:

33 g¥(h) = 3§£§1 = 1im G(F~Ae1)-e(ﬁ)
! ah A0 A

0 estudo da teoria de valor e custo da agua tem va-
rias aplicacdes, Entre elas ressalta a construcdo de métodos numé-
ricos de resolucdo do problema (23), Em Fernandes [75] e Lima
|76| sdo apresentados algoritmes para a resol ucdo do problema de
planejamento da operacdo de sistemas constituidos por uma usina hi

droelétrica e um sistema térmico. Em ambos, o calculo do valor da
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agua & a base dos métodos,

No capitulo seguinte, o problema (25) & reformulads
como um problema de programacdo convexa em espaco de Banach,e séo
deduzidas condicdes necessdrias e suficientes de otimalidade. Em
seguida, sdo demonstrados alguns resultados associados ao valor e
custo da agua nesse problema, No capitulo IV esses resultados se-

rdo discutidos e aplicados a alguns casos importantes.
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CAPITULO III

REFORMULACAO DO PROBLEMA E
CONDICOES DE OTIMALIDADE

Introducéo

0 problema enunciado an (11.25) pode ser abordado por
diversas tecnicas. Como esse problema pode ser formulado como um Pro
blema de Programacdo Convexa en L*[0,T], optou-se pela utilizagao
de resultados bastante fortes devidos a Pshenichnyi [71|, Embora po
deroso, o tratamento adotado exige um ferramental metematico sofis-

ticado,

A primeira secdo busca uma reformulacdo do Problema
(I11.25) pela sua imersao an um problema mais complexo. Dessa forma
pretende-se obter as condicdes de otimalidade e o caliculo do valor
e custo da agua por um procedimento utiificado, 0 desenvolvimento teo
rico das condicdes de otimalidade e exposto na secdo seguinte. Fi -

nalmente, a Ultima secdo lista os resultados finais importantes.

Em uma primeira leitura do capitulo podem ser dispen-
sadas as secOes 1 e 2 passando-se diretamente a secdo 3. Nesse caco
as demonstracfes da ultima secdo devem ser ignoradas por estarem re

feridas ao material das se¢cdes anteriores.

Secdo 1. Reformulacdo do Problema

0 Problema (I11.25) & reformulado en seguida como um
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problema de Programacdo Convexa en L2[0,T], A deducdo de condicGes
de otimalidade para esse problema pode ser entdao abordada pela apli_
cacdo de resultados de Pshenichnyi |71] (ver (A.21)). Contudo, bus
cam-se também meios de calcular o valor e custo da agua definidos

an (11.32) e (11.33).

As defini¢cbes de valor e custo da agua envolvem uma
perturbacdo do nivel inicial dos reservatorios. 0 valor da agua re
presenta a variacdo do custo total de operacdo Otima do sistema de
vida a variacdes no nivel inicial dos reservatorios. A partir da?,
motivacdes intuitivas e formais sugerem a imersao do problema (II.
25) en um problema onde os niveis iniciais dos reservatorios & um

variavel de decisdo,

0 Problema (11.25) possue basicamente o formato:
1 Minimizar F(u)

Sujeita a » E U(R) , v e L2[0,T]
onde F(pu) & o custo total de operacdo do sistema térmico ao nivel
u, e U(h) representa o conjunto de todos os controles térmicos ad-
missiveis. A dependéncia en h do conjunto U(h) é explicitada por
facilitar consideracdes acerca do valor e custo da agua, Estuda-se
contudo, o problema abaixo onde h aparece como variavel de deciséo
com um custo y e R":
2 Minimizar F(u) - y'h

Sujeita a wu e U(h)

w e L2[0,T] , h ER"

Ver-se-a mais adiante que pela escolha judiciosa de y & possivel
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gue uma solucdo do problema (1) resolva (2) e vice-versa,

Na secdo seguinte determinam-se condi¢cdes de otimal i
dade para o problema (2) através de aplicacdes do Teorema (A,21)da
vido a Pshenichnyi, As condicGes de otimalidade para o problema(l)
sao essencialmente as mesmas do problema (2), a menos de uma condi
cado sobre y que fornecera meios para o calculo do valor e custo da
agua. Estes Ultimos resultados sdo deduzidos na secdo 3 do capitu-

lo.

0 Problema (1)

0 funcional objetivo do Problema (I1.25) foi defini-

do en (11.22) e pode ser expresso por F: L?[0,T] + R, cujo valor é

:
v o= g Clu(t),t) e=Bt gy

onde B > 0 e C e uma funcdo satisfazendo as condi¢bes (II,26),
Essas condi¢des implicam en um valor finito para a integral além de

outras propriedades para o funcional listadas a seguir,

3 Teorema Suponha que C satisfaca as condi¢cées (11.26). Entdo, 0
funcional F & convexo, Timitado superiormente en subconjuntos |imi

tados de L2[0,T], continuo e a subdiferencial
5F: L2[0,T] - P(L2[0,T])
de F existe e pode ser expressa por: V u e L%[0,T]

OF (u) = {pel?[0,T][p(t)eaC(n(t),t) e PF, vtep,Ma.t.p)



Prova Se wu!, u? e L2[0,T] e A €[0,1] entdo, pela convexidade de

C1. e por (II.26a) decorre:

t

F(aul+(1-1)u?) dt

ko,
z ot () (0wt (t)e”
B

.

i

e

K
< _z]jg [AC, () +(1-2)C, (2 ()] e Pat
1= .
1

A F(ul) o+ (1-2) F(u?)

Logo, F & convexa.

Se XcL2[0,T] e limitado, entdo existe § > 0 tal que

Hull < ¢ (Y ue X)
Entdo, devido a (11.26) resulta: (Y ueX)
K -8t
Fw) = 2 [ ci(u(e))e ™
i=1 Ii
k - -pt
< zf [M(u(t))? + aje " dt
i=1"1,
1 .
T
< Mf [u(t)]? dt + aT
0
< M$§ + aT

provando que F & limitado superiormente en X, A continuidade de F

e consequéncia imediata de (A.17).
Sejam p e L2[0,T] e u ¢ L2[0,T] tais que
’p‘(t) e BC(E(t),t)e‘Bt Y t E[O,T_] q.t.p.

Entdo, pela definicdo'de subdiferencial de C(.,t) resulta:

(Y v e L2[0,T]) (Y t €[0,T] q.t.p,)
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t -

Cu(t),t)e Pt « c(i(t),t)e ™t > Ft) (u(t)-T(t))

Logo, integrando ambos os membros deduz- se:

°
F(u) - F(W) zé B (u-T)

ou seja p e dF(w)., A prova da implicacdo inversa é menos trivial,
Sejam p', p?% [0,T] =R caracterizadas por:
pl(t) = C;(i(t))e” B! Vtel

p*(t)

i=l,2..,.,k

c(fi(t))e” B!
onde T, e C; sao respectivamente as derivadas a direita e a esquer
da de C;. Como C, @ convexa, entdo T; e C. sdo funcbes crescentes
en I, e portanto C.(u(.)) e C, (n(.)) sdo mensuraveis en I, Da?
resulta que p! e p? s3o mensuraveis.

Como 3C. (a) = [C;(a) , T;(a)] entdo:

— -8t .
3C(H(t).t)e B = [p2(t), pi(t)] Yt e[0,T]

Seja p E 3F(u) e considerem-se 0S conjuntos:

A= {t e[0,T] [ p(t) > p'(t)}

B

{t e[0,T] | P(t) < p2(t)}

A e B sdo mensuraveis pois p!, p? e p sdo mensuraveis, Mostra-se

an sequéncia que A e B possuem medida nula o que implica

B(t) e aC(Ti(t),t)e Pt ¥t e[0,T] q.t.p.

completando a prova.

Seja neZ ,n# 0 e defina-se
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Ay = 1t e[0,7] | c(ii(t)+ 1 ,t)e Bhac(i(t), t)e Piaq(e) 1

An e mensuravel pois C € continua e P e 1 Sd0 mensuraveis

Mas se t  A(t€B) entdo, como p(t) # BC(E(t),t)e“Bt,

existe § > 0 (8<0) tal que:
C(m(t)+s, t)e Pt - c(u(t),t)e Bt < p(t)s
Entdo, t £ A para algumn e 7, n # 0. Logo,

AUB = U A
nez
n#0

n

Suponha por absurdo que AUB possua medida positiva.
Entdo, existe neZ, n # 0, tal que An possue medida positiva. Defi-

na-se w e L2[0,T] por:

u(t) + %» se t e A
u(t) - 1 1]
u(t) se t ¢ A

Entéo,
Fu) = F) = [ (e o8 - clii(e),n]e  ar

n

<[ B(t) +dt
A
n
T -— —

fo 5(t) [u(t) - W(t)]dt

0o que contradiz a hipotese inicial de p e aF(u), Logo, AUB possue

medida nula. ||

A convexidade e subdiferenciabilidade das funcbes oh
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jetivo de (1) e (2) abre a possibilidade de aplicacdo de resulta -
dos bastante fortes da teoria de Programacao Matemiatica. Isto e par_
ticularmente verdadeiro devido a convexidade do conjunto U(h) que

sera demonstrada mais tarde,

As restri¢cdes do Problema (II.25) podem ser enfeixa-

das no conjunto U(h) através da definicao:

4 Seja h E Rr", 0 conjunto U(h) e o conjunto das funcoes
w e L2[0,T] tais que existe uma politica hidroelétrica h-admissi -
vel (v,q) satisfazendo

u+ p'v=ud

Camo foi comentado anteriormente a dependéncia en h
do conjunto U e explicitada de forma a facilitar o calculo do va-

lor e custo da agua.

Valor e Custo da Rqua: Problema (2)

As definicbes de valor e custo da agua partem da fun
cao G R" + R definida en (11.30). Por intermédio das defini¢cdes

de F e U pode-se reescrever aquela defini¢cdo como:
5 G(h) = Inf {F(u) | u e U(h)}

lembrando-se que, por convencdo, o infimo do conjunto vazio & +o,
0 dominio efetivo dessa funcédo (aquele en que G(h) < +») & contudo

0 conjunto:

6 H={heR" | U(h) # ¢}

e pode-se restringir G a esse dominio, Prova-se ao fim da secdo que
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a funcdo G & convexa e na secdo 3 que G & decrescente.

0 valor e o custo da &gua para o Problema h corres -
pondem a derivadas direcionais da funcdo G no ponto h nas direcdes
dos eixos coordenados (ver (II.32) e (II.33)), Como G & convexa,es

sas derivadas direcionais podem ser expressas por(Rockafellar|70]):

7 i(i@ = suply, | vy e 3G(h)}
oh.
i
8 _@_G_Q;_)" =—inf{y1. | v € 3G(h)}
oh3 i=1,2...n

onde 3G(.) € a subdiferencial de G,

Portanto, a caracterizacdo da subdiferencial de G es
tabelece um meio de célculo g, e g;}" Pela definicdo de suhgradien-

te, vy £ 3G(h) se e somente se:
9 G(h) = y'h > G(R) - v'F (Vv h e R")

ou seja se e somente se h resolve o problema

10 Minimizar G(h) - y'h

heRr"

0 problema acima sugeriu a formulacdo do problema(2)
onde h surge como variavel de decisdo. 0 Lema seguinte caracteriza
a relacao entre as solucdes dos problemas (1) e (2) e a subdiferen

cial de G,

11 Lema 0 par (F,7) e R"xL2[0,T] resolve (2) se e somente se i re

solve (1) e vy e3G(h),
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Prova 0 par (h;u) e rR"xL2[0,T] @ solucdo de (2) se e somente  se

weU(h) e

F(u) - v'h > F(u) - y'R Y heR"
Q rn € U(h)

Ou seja, se e somente se
12 U oe U(h) e

G(h) - y'h > F(0) - y'R vV hoe R

Por outro lado, u resolve (1) ey e 3G(h) se e somen
te se

G(R) = F(u) T e U(R)
e G(h) - y'h > G(R) - v'Fk

0 que comparado com (12) completa a prova. ||

0 Lema (11) justifica uma abordagem unificada para a
deducdo de condicdes de otimalidade para (1) e da subdiferencial de
G. Buscam-se na proxima secdo condi¢cOes de otimalidade para o pro-
blema (2) resultando dai simultaneamente condi¢cdes de otimal idade

para (1) e uma caracterizacado de 3G(.).

Congunto de Restricao do Problema (2)

0 conjunto de pontos viaveis para o Problema (2) se-
r4 denotado 1. Esse conjunto pode ser definido por meio do conjun-

to U(h) como:

13 U= {(h,n) e R"xL2[0,T] | u e U(h)}

4
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A abordagem indicada depende da convexidade do conjun
to U e de uma representacdo mais operacional para esse conjunto. A
aplicacdo do Teorema (A.21) exige o calculo do cone dual de U, A ob
tencdo direta desse cone é extremamente trabalhosa o que sugere uma
decomposicédo de U en conjuntos mais simples. 0 cone dual de U pode
ser obtido entdo pela aplicacdo de resultados gerais constantes do

apendice.

Os conjuntos que fazem parte da decomposicio de U re
presentam uma ou mais restricoes do Problema (II.25)., As restrigoes

dos reservatorios sdo caracterizadas por:

14

e}
1]

t
{(h,.2.)e RxLZ[o,lemi(t)ihifé x; =z, <W. (t),Vte[0,T])

15

2
it

{(h,z)e R"x(L2[0,T])" | (hirzi)e 9.

0 conjunto 2. representa o conjunto de niveis iniciais
e descargas do reservatdrio i que respeitam os limites desse reser

vatorio,
As restri¢cdes de turbina e positividade do vertimen-

to sdo consideradas atravées dos conjuntos:

fq e (L2[0,7T])" | q > 0}

{v e (L2[0,TH" ] 0

16 Q

fv

17 i

n

1A

v < r}

——

A representacao de U pelos conjuntos ©, 0 e V & obti

da por meio das matrizes abaixo que consideram o rendimento das tr
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binas e a interligacdo hidroldgica do sistema (11.12):

18 = (I O matriz (n+1)x2n
0 p'
_[o -
D = matriz 2nx2n
-1
S = I 0 matriz 2nx2n
0 A!

Acima | representa a matriz identidade,

19 Teorema O conjunto U e convexo e satisfaz

20 U= B[XnY] + (a

onde X =D,Q *+ 5.0 e Y = RMxy

A1ém disso, U(h) & convexo para todo h e R".

Prova Por definicdo de V, Q e 2, (v,q) & uma politica hidroeletri

ca h-admissivel se e somente se (ver 11.16)

velV , qe Q
e z = A(v+q)
satisfaz (h,z) ¢ @

Entdo, pela definicdo U(h) resulta que uw E U(h) se e

somente se:

d - p'v (h,z) e Q

g
i

N
1

A(v+q) veV, qge0Q
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ou seja
Ww=4d- p'v
(h)es.ﬂ
v+Q
velVl q e Q
Mas, nesse caso, pela definicdo das matrizes B e D
decorre:

()=o) - ()
(C) e XNY
provando (20).

A convexidade de U & consequencia de (20), Por ins -
peccdo, Q, V e Y sdo convexos, A convexidade de @ e resultado da
linearidade do operador integral, Como, a imagem de um conjunto con
vexo por uma transformacdo linear & convexo, entdo X e convexo. Fi
nalmente, pelo mesmo resultado, U é convexo devido a (20). A conve

xidade de U(h) & decorréncia imediata da identidade:

u(h) = [0,1] [UN(LF x L2]0,T])] Il

A convexidade de G ja pode ser deduzida  pois resul
ta da convexidade de U.
21 Teorema A funcdo G @ convexa.

Prova Sejam h', h?2 e R" e A e [0,1]. Entdo, por definicdo de U

tem-se que p' E U(h'), i=1,2 se e somente se
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ity e i=1,2.

Mas, pelo Teorema (19), U & convexo, logo:

(AR +(1-A)h2 ,  Apl+(1-p)p?) e U

OuU seja
22 Aut+(1-2)u? e U(ART+(1-1)h?)

Como, pelo Teorema (3), F & convexa, entéo:
23 AF(ut) + (i-A)F(u?) > F(Aaur+(1-1)u?)

> G(ah'+(1-1)h?) por (22)
vul e unty i=1,2.

Tomando o infimo do membro esquerdo de (22) com u' e

U(hi) obtem-se finalmente
AG(h') + (1-1) G(h%) > G(Ah'+(1-A)h?)

provando a convexidade de G. |

Secdo 2. Condicbes de Otimalidade para o Problema (10)

Através da definicdo do conjunto U dada em (13), 0

problema (2) pode ser enunciado como
24 Minimizar F(u) - y'h

(h,n) e U

Este @ um problema convexo pois provou-se en (3) que sua funcao oh

jetivo & convexa e an (19) demonstrou-se a convexidade de U.



39

A deducdo das condicOes de otimalidade para (24) por
meio do Teorema (A.21) consiste de duas etapas: obtencédo da subdi-
ferencial da funcdo objetivo e calculo do cone dual do conjunto U.
A primeira dessas etapas foi parcialmente realizada en (3). Na ob-
tencdo do cone dual de U concentra-se toda a dificuldade do proces

so indicado.

Na execucdo dessa segunda etapa serdo de grande uti-
lidade a representacdo do conjunto U fornecida pelo teorema (19) e
os resultados apresentados ean apéndice (A.2) - (A.6). Os trés le-
mas que se seguem cumprem esta etapa: O primeiro caracteriza o co-
ne dual de U por meio do cone dual de R, a partir de um hipdtese;
0 segundo estabelece condi¢cdes para a verificacdo da hipodtese; e o

ultimo caracteriza o cone dual de R,

25 Lema Sejam (F,u) e Ue Vv eV, ge Q tais que

(h, A(V+q)) € @
e suponha que o interior de X intercepta VY.

Entdo, (a,p) e K(U,(W,7)) se e somente se a e R", pe

(L2[0,T])" e existe p e[L2[0,T]]" tal que
a) (osp) e K(Q,(h, A(v+q))
b) A*p >0 , P >0 <A*p(t),q(t)> =0 Vte[0,T]q.t.p.

c) A*p - pp e K(V,V)

Prova Pelo Teorema (19), tem-se
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U= 8[xNY] + (g)

Entdo, pelo Teorema (A.2), resulta que

(a,p) € K(U,(F,i))
se e somente se

B*((a,p)) € K(XN1Y,(h,V))
ou seja, pela definicao de B,

(a,-pp) € K(XNY,(h,v))

Mas, como o interior de X intercepta Y, entdo, pelo
Teorema (A.6), segue:

26 (a,-pp) & K(X,(R,V)) + K(Y,(h,V))

Por definicdo de Y e pelo Teorema (A.3) tem-se

27 K(Y, (h,Vv))

KR",R) x K(V,V)

{0) x K(V,V)
Por definicdo de X, e pelo Corolario (A,4) e Teorema
(A,2) tem-se:

28 K(X,(,V)) = K(D,Q,(0,-q))} K(S.%,(A,V+q))

[D*~1K(Q,q)]N[S* *K(Q, (h,A(V+q)))]
Mostra-se en seguida que (o,p) £ K(X,(h,V)) se e so-
mente se p = -A*"'p satisfaz a) e b)
De fato, por (28), resulta que:

(a,P) & K(X, (h,V))
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se e somente se:
D*(a,p) € K(Q,q)
e S*(a,p) E K(Q,(h,A(V+7))

ou seja, por definicdo de D e S, se e somente se:

29 -p € K(Q,q)
30 (a,A*"1p) e K(Q,(R,A(V+q))
Mas, como

Q = {q e(L2[0,T])"q(t) e R} V¥V t €[0,T] q.t.p.}

entdo, pelo Teorema (A.5) resulta que:

-p & K(Q,q)
se e somente se

B (t) e K(RY,T(t)) Y t e[0,T] q.t.p,
Ou seja se e somente se

31 <p(t).z-q(t)> < 0 vzeR',z>0
v t e[0,T] q.t.p.

Em particular, fazendo, para cada t €[0,T], z respec
tivamente igual a 0 e 2q(t) tem-se

<p(t),-q(t)> < 0

<p(t),aq(t)> <0
ou seja

32 <p(t),q(t)> = 0 vt e[0,T] q.t.p.
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- : - i i - .= s
Alem disso, tomando-se z = gq(t)+e onde e e o i-esi

- n
mo vetor da base canonica de IR, obtem-se:

33 pi(t) <0 VYt e[0,T]
Yi=1,2,..n

Pode-se verificar facilmente que (32) e (33) sdo tam

bem suficientes para a validade de (31).
Seja p = p. Entdo, como A-' € uma matriz positi
va (ver I1I.27), (33) equivale a
34 P>o e A*¥p > 0
enquanto (32) equivale a:

35 <A*p(t),q(t)> =0 vt el0,T] q.t.p.

Logo, (34) e (35) equivalem a

A*¥p e K(Q,q)

Entdo, (29) e (3Q) valem se e somente se
36 P 2o A*p > 0 <A*p,q> = 0
e (0,-P) & K(Q,A(V+q)) ,

ou seja se a) e b) sédo verificadas, Mostra-se em seguida que p e p

satisfazem c).

De (26), (27) e (28) resulta que (a,p) e K(U, (F,7))

se e somente se existe

(0,p) e K(X,(h,V))

tais que
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(o5-pp) - (o,p) & {0} x K(V,V)

ou seja se existe p €(L2[0,T])" satisfazendo (36) e
37 -pp + A*p E K(V,V)
que & a condicdo c) da tese do Lema, |]

A hipoOtese utilizada no Lema (25), do interior de X
interceptar Y, é dificil de ser verificada en geral, 0 Lema seguin

te fornece um condicdo simples que garante esta hipotese,

38 Lema Suponha que existam V e V, q e Q e h E R" tais que W(0)>h

e

t
M(E) > B+ x - A(F+E) > N(t) ¥ t e[0,T]
0
Entdo, (R,?) ¢ Y @& ponto interior de X, e i € ponto interior de H,

Prova Sejam v, § e h satisfazendo as hipdteses do Lema e defina -

-Se

Z A(V+q)
Entdo, (h,Z) E Q e satisfaz
t
W(t) > h +f x -z > N(t) Y t e[0,T]
- 0
Prova-se en seguida, que com uma conveniente modifi-
cacdo do vertimento G € possivel satisfazer estritamente as duas

desigualdades acima.

Por continuidade da integral e semicontinuidade de

N, existe § > 0 tal que
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t
39 f +_[ X - Z - 8y > N(t) vt e[0,T]
0
onde y e R" & o oetor com todas as componentes unitarias.
Seja g =g t+ sA"ly, Como A"! @ uma matriz positiva en

tdo § o §. Além disso se z = A(V+3) resulta: (Y te0,T])

t
W(t) > F+ [ x -z
0

N)

=ﬁ+/(;tx- + 8y

\4

=
~—

+
~—

por (39)

ou seja

N)

t
W(t) > h +4 x -z > N(t) Y t e[0,T]

pois por hipotese uW(0) > h > N(0),

Mostra-se en seguida que (L,?) & ponto interior de @

e por consequéncia, L € ponto interior de H.

Pela continuidade da integral e semicontinuidade de
WeN, existe o> 0 tal que (¥se[0,0]) (¥te[0,T]) (Vv i=1,2,,,n)
t

W (t) - 8 > F, +f6 X, = 2o N(E) +6

Entdo, se (h,z) e R"x(L%*[0,7T])" e
[|h=Rl + || z-2]| < o
obtem-se

: ~|--/'t ~
wi(t)>c+ﬁ1. 0 X5 T Z;
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\
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assim como

Ni(t) >~ g+ h

\'4
=
=
i
=t
-
o+
N
—te
i
N?
el s
4=
=t
-
+
[
b
-
1
N}

t
< h, +f X. = Z.
- i i
0
(Vv t €[0,T]) (v i=1,2...n)
ou seja (h,z) e R. Logo, (h,Z) e ponto interior de Q,
Mas, como S e inversfvel, entdo:
(h,v+q) = S((h,z)) €75.9Q
e por fim conclui-se que (F,v) & ponto interior de X = D.Q + S.%.ll

A caracterizacdo do cone dual do conjunto U dada pe-
lo Lema (25) depende da determinacdo dos cones duais de R e V, Ve-
rificar- se- ana prova do teorema de otimalidade que é dispensavel
uma caracterizacdo do cone dual de V, A dedugdo do cone dual deq &
contudo essencial e bastante trabalhosa, 0 lema apresentado a se-
guir caracteriza o cone dual do conjunto 2, definido en (14),0 que

serd suficiente para a prova do Teorema (60),

40 Lema Suponha que as hipoteses do Lema (38) sdo satisfeitas e se
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ja (ﬁi,fzi) e ;. Entdo, -(a;.py) e RxL2]0,T] pertence a

K(Qi,(ﬁi,ii))

Sse e somente se:

: - 2 - , -
existe p; E L“[0,T] continua em 0 e T, satisfazendo Hpi'piH?:O
tal que:

i hy > (0 »=aj < p;(0)
ﬁi < Wi(O) >0y g 51(0)
- t -
42 [a,b] = [0,T] , hy + I X;=2s > No(t) Y te [a,b]
0
> by crescente em [at,b]
43 fa,b] c [0,T], hy + [n Xi=2; < Wo (1) Y te [a,b]
+ p, decrescente em R ,b]
-
44 hﬁfo xi = zg > No(T) > py(T) <0
T
45 hy Io x.i'z1.<w1'(T)+p1'(T)>—O

Prova: Para facilidade de notagdo, serdo suprimidos em toda a pro

va 0S sub-indices 1 . Dessa forma, @ representar: o conjunto

2; - P representara p; » etc. Considerem-se inicialmente 0S

conjuntos:
Zy = {t e [0,T] ' w(t) = N(t)}
Z, = {t e [0,T] | W(t) = W(t)}
z = 0,71 7/ 24u 72,

onde v'v(t):ﬁ+[;x—.2 v te [0,T].

Por continuidade de w e semicontinuidade de N e W, 0S
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conjuntos Z, e Z, s#o fechados e Z & aberto en [0.7]. Logo ,
esses conjuntos podem ser expressos pela unido enumeravel de intecr
valos disjuntos. Sejam (I ) n , (Ip), e (Iglpen  a familias
de intervalos tais que I, e Ig sao fechados, I, e aberto en
[0,T] e

2
7l = I Z, = I! Z, = I
nelN " ! neN N 2 neN N
Note-se ainda que os conjuntos Z, Zy e 1, sao disjuntos

dois a dois pois da hipotese do Leama (38), tem-se W > N.

Prova-se inicialmente a suficiéncia das condicdes (41)-(45).
Sejam (a,p) satisfazendo (41)-(45) e (h,z) e @ . Entdo, tem-

se

t t
26 (h-h) - foz-z - h+ fox-z-w(t) vt ez
r t
= h + 0x-z-N(t) >0
t et
47 (h-F) - Ioz-i - h o+ Jaxez-n(t)
¢t
= h + 0x—z-W(t) <0 Y te Z,

Devido as condicGes (42) e (43), pode-se verificar que p
¢ um funcdo de variacdo limitada pois & constante nos intervalos
I, decrescente nos intervalos fechados |I,!, e crescentes nos i
tervalos fechados Is

direita (isto nfo altera os valores das integrais pois p sendo

n
. Pode-se ainda supor que p & continua a

de variacdo limitada, admite um conjunto enumeravel de pontos de

descontinuidade).
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Definindo-se (8,n) = (h-h, z-Z), pelo Lema (A-22) de inte-

gragdo por partes resulta:
T T T t

48 -p(0)e + [ Bn = -p(0)8 + B(T) j 0 - [ ([ n)dpct)
0 0 070

T T t
BN - 1+ [o- Aldie)

Mas p & constante em Z , logo:

jln[e-f;n]d5<t> - 0

Alem disso, p e decrescente em Iﬁ e crescenteem Iﬁ valendo

(46) e (47) nesses intervalos.

Portanto:

IIAEB-JOﬁIdﬁ(t) <0

JIﬁ[ﬁ-J;anﬁ(t) <)

EntZg, de (¥8J, deduz-se:
49 -p(0)8 + Joﬁn < B(T)[B-[onl

Se T ¢ Z, entao, de (44) e (46) conclui-se
T

B(T) [o=] ol <0
Se T £ 17, , de (45) e (47) obtém-se a mesma desigualdade.
or raciocinio equivalente ao anterior, a partir de (41), (46) e

(47), deduz-se

5(0)6 < -aB
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Logo, de (49) resulta
T

aB + I pn < 0
0
provando que -(a,p) e K(a,(h,z)).

A prova da necessidade & mais complexa. Seja =(a,p) e K(Q,

(h,)). Entdo, por definicdo de cone dual
T

a(h-R) + jop(z-z) <0 Y o(h,z) £ o .

Prova-se inicialmente (42). Sejam ty,t, e [a,b] ¢ [0,T] tais que

ty <ty o Wit) > N(t) Y t e [a,b].

Dado &§,v > 0 , defina-se h=h e

C3(t) se t £ (ty,tyty)  (ty,tyty)

50 z(t) ={ z(t) + &/v se t e (t],t1+e)
z(t) - 8/v se  te (ty,tyte)

Pode-se verificar que V t e [a,b+v]

t t
51 (h + [ x-2)-W(t) = j -2 € [-5,0]
0 0
e para te |0,T| , t ¢ |a,b+v| tem-se
t
52 (h + J x-z)-w(t) = 0
0
Portanto, t
h + J x-z < W(t) Vte [0,T]
0

Por outro lado, por continuidade de w e semicontinuidade

de N wverifica-se que para a e v suficientemente pequenos,

wit) - 8, > N(t) ¥ t e [a,b+v]
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Logo, de (51) e (52) conclui-se
t

h + fo x-z > N(t) v te [0,T]

o que garante (h,z) e Q.

Mas nesse caso, como ~-(a,p) e K(2,(h,z)) e (h,z) e de-

finido por (50), deduz-se

- T - s t1+v t2+v
0 > alh-Rl+[ p(z-z) = L[V p e [
0 v t t,
ou seja,
t,+v t,+v
53 1 [J 1 p - J 2 p] < 0
Vot t -
1 2
Mas, VY te [0,T] q.t.p.
Tim = J = p(t
v+0 ¥ Ut P (t)
logo, tomando-se o limite em (53) resulta
p(ty) - p(ty,) = O Y otyst, e [a.b]  g.t.p.
ty <t

0 que prova (42).

A condicdo (43) e simétrica a (42) e sua prova e equivalen-
te, sendo dispensada. Verifica-se em seguida a condicao (41). Co
mo p pode ser identificada com uma fungdo p satisfazendo (42)
e (43), por argumento ja exposto, P € uma funcdo de variacdo li-

mitada e pode ser suposta continua em 0 e T,

Suponha que h > N(0) e dados &,v > O , defina-se h=h-$
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z(t) -% se te [0,v]
z(t) =
z(t) se te [v,T]
Entéo, t
t w(t) - & + [ §/v se te [0,v]
0
h + f X-2 =
0 w(t) se te [v,T]

Logo, como h > N(0),pela continuidade de w e semiconti -

nuidade de N verifica-se, para 6 e v suficientemente pequenos:
t

53 N(t) < h + I x-z < W(t)
0

ou seja (h,z) e R.
Mas, de -(a,p) & K(2,(h,z)) resulta:

T v
0 > afh-F) + foﬁ(z-i) = -as - S Joﬁ
ou seja

\%
54 Lls 5> -a
\V] JO

Como p € contfnua em 0, tomando o limite de (54) deduz-se

\Y]
55 p(0) = 1im I P > -a
vi0 ‘0

A prova da segunda parte de (41) pode ser feita por procedimento &

quivalente.

Para provar (44) suponha que w(T) > N(T) e dado 4&>0 e
v>0 defina-se h=Q e

z(t) se t e [0,T-v]
z(t) ={ -
z(t) + 8/v se te [T-v,T]

56
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A continuidade de w e semicontinuidade de N garantem (h,z) e @.
Entdo, como -{a,p) ETK(Q,(H’E)) o?tem—se :

0 > o(h-h) + JO p(z-2) = < f p

v

T-v

ou seja

1 (7 0
57 = J p >

Voo, 2
Como p € continua $m T , tomando-se o limite de (57) resulta:
58 -p(T) = 1im J p >0

vi0 ‘T=-v

0 que prova (44). A prova de (45) pode ser realizada pro procedi-
mento equivalente. ||

59 Teorema de Otimalidade

Suponha que existam VeV , qe Q e heEe R" tais que
W(0) > h e

t
60  W(t) > F + on AG+§) 5 N(t) V¢t e [0,T]

e BeV ,qgeQ tais que

<)

sejam (h,n) e

(h,A(V+q)) e @

ﬁ+p'gzd

- _ t - -

w(t) = h + I x - A(v+q)
0

Entdo, (h,n) resolve o problema (2) se e somente se exis-
te p e (Lz[Q,T])n contfnua en 0 e T , tal que:

61 vV te [0,T] q.t.p.
V(t) minimiza C(d(t)-p'v,t)e Bt & <A*p(t),v>

sujeitaa 0 < v < r(t)

62 p>0 A*p > 0 , <A*p(t),q(t)> =0 v te [0,T] g.t.p.
63 Ei > Ny(0) » -vg < ?i(O)
hy < Wi(O) S & B Pi(o)

64 [a,b] < [0,7] , w,(t) > Ni(t) Y t e [a,b]
> Pp; & crescente em [a,b]
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65 [a,b]cf0,T] , W, (t) < W, (t) Y t ela,b]
+ p; & decrescente em [a,b]

66 wo (T) > N(T) = p;(T) =0

Prova Pelo Teorema (A.21), (h,u) resolve o Problema (2) se e somen

te se existe

67 p e 3F(n)
tal que
68 (-y,p) & K(U, (R,i))

A condi¢cdo (60) e o Lema (38) garantem que as hipote-
ses do Lema (25) sdo preenchidas, Logo, por este Gltimo Lema, (68)

equivale a existencia de p s(Lz[O,T])n tal que

69 “’(Y:B) > K(Q:(FaA(v"’a))
70 A*p = pp e K(V,V)
71 ) >0 A*p >0 <A*a(t),a(t)> =0 Vte[O,T] g.t.p.

E pelo Teorema (3), (67) equivale a

72 p(t) € aC(T(t),t)e Bt vt e[0,T] q.t.p.
n
Como @ = X 2, (ver (14) e (15)) entédo, pelo Teore-
i=1
ma (A.3), (69) equivale a
73 ‘(Y-i$p.i) € K(Q.Ia(-h—.isz.i)) i = ],2...n

onde Zz = A(v+q). Entdo, pelo Lema (40), p; pode ser identificada

com uma funcdo continua em 0 e T satisfazendo (63), (64), (65) e

Wi(T) > Ny(T) > Fy(T) <0



54

Wi (T) < Wy (T) > By (T) > 0

Mas, como por (71) tem-se p > 0 entdo (73) equivale a p satisfazer

(63) - (66), enquanto (71) corresponde a (62).

Mostra-se en seguida que (61) & equivalente a (70) e

(72) completando-se a prova.

Para cada t <[0,T] considere-se o problema en R" ,
gue aparece en (61):
Minimizar C(d(t)-p'v,t)e Btecarp(t),v>
v eR" v e V(t)
onde

V(t) = (v eR" | 0<v<r(t)

Entdo, pelo Teorema (A.21), v(t) resolve este proble
m se e somente se existe um subgradiente da funcdo objetivo no ca
ne dual de V(t). Mas, y e R" & subgradiente da funcdo objetivo se

e somente se
vy -gt oy
y e - p dC(d(t) - p'v(t),t)e "7 + A*p(t)

(confronte com o Teorema (A.19)). Ou seja, v(t) resolve este pro -

t

btema se e somente se existe p E aC(iI(t),t)e"'B tal que

~pp(t) + A¥p(t) e K(V(t),V(t))

Mas, pela definicdo de V e pelo Teorema (A.5) estas condi¢cOes equi

valem a (70) e (72). |

A condicdo de otimalidade apresentada no Teorema (59)
possue similaridades com o Principio do Minimo de Pontryagin. As

condi¢cdes (61) e (62) representam o proprio Princfpio do Minimojas
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condicdes (64) e (65) estdo associadas ds equacles do sistema ad -

junto; (63) e (66) correspondem a condicbes de contorno,

Na secdo que se segue mostra-se que a Condicao de oti_
malidade do Teorema (59) € uma condicdo de otimalidade para o pro-
blema (I1.25)., Apresenta-se tambem Um resultado envolvendo o valor

e custo da agua baseado no Teorema (59).

Secdo 3. Condicdes de Otimalidade para o Problema (11.25) e Calcu-
lo do Valor e Custo da Agua

0s resultados desenvolvidos aqui sdo consequencia da
teoria construida nas duas secdes anteriores, mais especificamente
do Teorema (59). Inicialmente, define-se o que seja controle termi
co minimal e en seguida mostra-se que um controle térmico admissi-
vel para o Problema (11.25) & Otimo se e somente se & minimal, A
teoria de valor e custo da agua também parte do conceito de contro

e térmico minimal.

73 Definicdo Seja u ¢ L2[0,T] um controle térmico admissvel para

o Problema (11.25) e seja (v,q) uma politica h-admissivel tal que
wtop'v=d
Considere-se a trajetodria

t
w(t) = h +f0 x =~ A(v+q) Y tel[0,T)

gerada pela politica (V,J). Entdo, p & um controle minimal para o

Problema (I1.25) se existe p e(LZ[O,T])n continuo en 0 e T,tal que
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a) V t E[O,T] qgt.pn
V(t) Minimiza C(d(t)-p'v,t)e Brecaxp(t),v>
Sujeita a 0 < v-= r(t)

e

b) [a,b]c[0,T] , W, (t) > N, (t) v t ela,b]

- Ei crescente em [a,b]

c) [a,bJc[0,T] , W, (t) < W,(t) vt efa,b]

+~ p; decrescente en [a,b]

d) W—i(T) > N-i(T) - E-i(T) =0

e} p>0  Ap>0  <A*p(t),q(t)> =0

Yt e[0;T] q.t,p.

Como foi observado na secdo anterior, as condicbes a)
b), ¢c), d) e e) da definicdo acima estédo estreitamente ligadas ao
Principio de Minimo de Pontryagin. Apresentar-se-ao mais tarde duas

condicdes alternativas a condicdo a).

Para a demonstracdo de que as condi¢cdes minimais S&0
necessarias e suficientes para a otimalidade de 1, faz-se a seguin-

te hipotese sobre o Problema (11.25):

74)existe uma politica h-admissivel (v,q) para o Problema (II.25),

tal que:

t
R +f0 x - A(v+q) > N(t) ¥t el0,T]

e h < W(0)

A condicdo (74) corresponde a supor-se que 0 sistema
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hidroeletrico possue uma capacidade de armazenagem ndo nula en g

dos 0s seus reservatorios.

Teorema de Otimalidade para o Problema (II,25)

75 ITeorema.. Suponha que o Problema (I1.25) satisfaz a condicdo (74).

Entdo, w e L?0,T] resolve (I1,25) se e somente se 1 é um controle

minimal para (II,25),

Prova Pela condicdo (74) e pelo Lema (38), h & ponto interior de
H. Logo, existe y e 3G(h), Mas nesse caso, pelo Lema (11), uel?[0,T]
resolve (11.25) se e somente se (h,u) resolve o Problema (2). Por-
tanto, através do Teorema (59), conclue-se que w e L%[0,T] resolve

(11.25) se e somente se § & um controle minimal com y = -p(0). |l

A otimalidade das condi¢cbes minimais esta restrita ,
pelo Teorema (75), a problemas an que a hipbétese (74) e satisfei -
ta. Esta hipotese elimina casos en que os niveis iniciais de um ou
mais reservatdrios igualem as restrigoes superiores ou inferiores
dos reservatorios. Embora o Teorema (75) pareca ser verdadeiro sem
essa hipoOtese, a sua demonstragao no caso geral aparenta muitas di

ficuldades ndo superadas.

Desenvolvem-se a seguir algumas condig¢oes equival en-

tes a condicdo a) das condicdes minimais.

76 Ieorema Nas condi¢des minimais, sdo equivalentes:
a) Vv te[0,T] q.t.p.

V(t) Minimiza C(d(t)ap‘v,t)e'8t+<A*E(t) V>

sujeita a 0 <V £ r(t)
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e T t
b) (¥,V) Minimiza_é [C(u(t),t)e Blucax(t),v(t)>]dt

sujeitaa g <y <r v e(L2[o,T]H)"
u+ p'v =d v e L2[0,T]
c) existe p e L2[0,T] tal que: VvV t €[0,T] q.t.p.
p(t) e aC(u(t),t)e-pt e
v(t) Minimiza <A*p(t)- p(t),v>

0 <v<r (t)

oy

Prova Suponha valido a). Entdo, como
e+ p'v=d
resulta que Y t ¢[0,T] q,t.p.

(W(t),V(t)) Minimiza C(u,t)e Blecaxp(t).v>
sujeita a 0 < Vv < r(t)
ot op'v = d(t)
Logo, integrando vale b),

Se vale b) entdo vale:

- L T -ft —
V. Minimiza _é [C(d(t)-p'v(t),t)e +<A*p(t),v(t)>] dt

sujeitaa v eV

onde VvV foi definido en (17). Ent&@o, pelo Teorema (A.21) existe um
subgradiente da funcdo objetivo do problema acima em vV que perten-

ce a K(V,v)., Logo, pelo Teorema (A.19), existe p € L2[0,T] tal que

P e =p 3F(d-p'V)
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tal que P+ A*p E K(V,V)

ou seja existe p e aF(u) tal que

-pp + A¥F E K(V,V)

Mas nesse caso, pelo Teorema (3) vale:

p(t) e 3C(T(t),t)e Pt vVt e[0,T] q.t.p.

e pelo Teorema (A. 5) vale Vv t €[0,T] q.t.p.

V(t) Minimiza <A*p(t)-pp(t),v>

sujeita a 0 < V £ r(t)

Se vale c) entdo, V t €[0,T] q.t.p.
p(t)e -p 3C(d(t)-p'V(t),t)e-Bt

e p(t) + A*p(t) e K(V(t),v(t))
onde V(t) = {veR" | 05V <r(t)]

Mas, nesse caso, pelo Teorenia (A.21), tem-se que V(t) satisfaz a).ll

As condicdes do Teorema (76), alternativas a condi -
cdo (73a) permitem uma interpretacdo das fungdes p nas condigcdes
minirnais. Por (76b) observa-se que (u,V) & a politica de operacéo
que minimiza O custo da geracdo térmica somado a um custo de gera-
cdo hidroelétrica, respeitadas as restrigoes.de turbina e demanda
do sistema, Esse custo de geracdo hidroelétrica e medido por meio
de A*p que pelas condicGes minimais & positivo. No caso particular
an que A e a matriz identidade (sistema a reservatorios hidrologi-
camente independentes) nota-se que Ei(t) representa o custo margi-

nal (medido en cruzeiros/m®/seg) de geracdo no reservatério i no
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instante t. Ver-se-a mais tarde que 31.(0) @ an geral o valor daagua

no reservatoério i no instante inicial.

Na condicdo c), a funcdo p pode ser interpretada co-

MO UM custo marginal de geracdo térmica. Note-se que se
0 < v, (t) < ri(t)
entdo deve-se ter

ATP(E) = pip(t)
:

ou seja o custo marginal de geracdo hidroelétrica & igual ao custo

marginal de geracdo térmica.

Valor e Custo da Agua

0 calculo do valor e do custo da agua a serem desen-
volvidos @n seguida estdo intimamente relacionados a funcdo p cons
tante das condi¢cdes minimais, As expressdes obtidas aqui para o va
lor e custo da agua, apesar de complexas, sao utilizaveis para a
construcao de algoritmos de resolucdao do Problema (II.25), Fernan-
des |75| desenvolve um algoritmo de programacao dinadmica, baseado
no resultado demonstrado aqui, o qual permite a obtencdo das cur -
vas de valor da agua an problemas de operacao 6tima de sistemas cm
uma tinica usina hidroeletrica. O resultado principal obtido & o se

guinte.

77 Teorema Suponha que h satisfaca a condicdo (74) e considere-se

0 conjunto P das funcgdes p que satisfazem as condi¢cbes minimais

(73) com algum © e L?[0,T]. Entéo,

78 gi(ﬁ) = min{p(0) | p e P}
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79 g*(h) = max{p(0) | p e P}

1
Prova Por (74) e pelo Lema (38), h & ponto interior do dominio efe
tivo de G. Portanto, como G & convexa, 3G(h) # ¢ e tem-se (ver Rock

afellar |70]):

80 36;? = max{yi | v e 3G(h)}
dh.
i

81 38N« mingy, | v e 26(F))
ahi
pois 3G(h) & compacto.

Mas, pelo Teorema (75) e Lema (11), resulta que
v € 3G(h)

se e somente se (h,u) resolve o problema (10). Logo, pelo Teorema
(59), tem-se que y e 3G(h) e 1 satisfaz as condicBes minimais se e
somente se y = -p(0) e p e P, Portanto, pela definicao de g; e

g* e por (80) e (81) conclue-se' (78) e (79). i

82 Corolario A funcdo G e decrescente e as funcdes 9; € 9% sdo po-

sitivas no interior de H.

Prova A positividade de g; € g}* e consequéncia imediata de (78),(79)

e da positividade de p. Na prova do Teorema (77) mostrou-se que

3G(h) = {~p(0) | p e P}

Logo, pelas condi¢des minimais, resulta que se y e 3G(h) entdo vy«0,

Se h! e h? pertencem ao interior de H, h'>h?2 e y € 8G(h!) entao,por
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definigcao de subgradiente, conclue-se
G(h?) - G(h) > y!(h2-h!)

> 0

s

pois y'< 0 e (h%-h') <0 1

As definicdes de valor e custo da agua caracterizam
apenas esses valores no instante inicial. Contudo, pode-se difi -
nir o valor e custo da agua en qualquer instante t do periodo de
planejamento. Basta, para tanto, considerar o planejamento inici-
ando no instante t a niveis iniciais w(t). A solugdo do proble
ma original restrita ao intervalo |t,T| sera solucdo desse segun-
do problema. 0 calculo do valor e custo da agua nos demais instan
tes do planejamento pode ser efetuado por meio do Teorema (77) mas

ndo serd desenvolvido aqui.

0 capitulo seguinte aplica os resultados obtidos nes
sa secdo ao problema de operacdo de sistemas am um Unico reservata

rio buscando uma maior caracterizagdo das solucgdes.
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CAPTTULO IV

SSTEMAS CcOM UM RESERVATORIO

0 problema de operacdo Otima de sistemas de geracéo
hidro-térmica can somente Um reservatorio possui interesse pois
um sistema hidroelétrico pode ser representado, dentro de certas IL
mi tacdes, por um Unico reservatorio através do modelo composto
(Lima |76]). Alén disso, o problema de operacdo desses sistemas
& menos complexo que 0 caso mais geral tratado anteriormente, per-
mitindo que sejam obtidos resultados mais fortes que conduzam a u-

ma maior compreensdo do comportamento do sistema.

A grande simplificacdo resultante de se considerar
sistemas am um reservatorio consiste na unicidade da geracdo hidra
elétrica quando e fixada a geracdo termica e vice-versa. D[e fato ,

pela equacdo de demanda, a geracdo hidroeletrica & definida por:

v =1 (d-u)

onde naturalmente supde-se o > 0. Dessa forma o controle térmico
"gera" a trajetdria do sistema e pode-se tratar O problema am so-

mente duas variaveis en lugar de trés: U e (q .

Reformula-se aqui o problema, cm as caracteristi -
cas proprias ao sistema am Um reservatorio. Nesse caso, todas as

funcdes envolvidas, exceto a funcdo custo, sdo funcdes de [0,T]
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en R , satisfazendo as hipdéteses ja firmadas no Capitulo II. Para

facilidade de notacdo, supde-se aqui p = 1 .

0 problema consiste an :

T
1 Minimizar JO C(u(t),t)e'etdt t e [0,T]
sujeito a

- t
2 w(t)=ﬁ+( X +u-d-gq

0

3 N(t) < w(t) < W(t)
4 d-r < u < d q>0

u,q e L2[0,T]

Um controle termico U e Lz[O,T] & h-admissivel para o Problema

(1) se existe q e L2[0,T] tal que as condicdes (2)-(4) séao sa-

tisfeitas.

As condi¢cbes minimais para o Problema (1) sdo bastan
te semelhantes as ja obtidas para o Problema (II-25), podendo, po -
rem, ser simplificadas. Para tanto, torna-se (til a introducdo de

notacGes para as derivadas a esquerda e a direita da fungdo C .

L

Define-se ¢, ¢ : Rx [0,T7] — R por :

S(ast) = 1im Sletst)-Cla.t)
A+ 0 A
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clast) = lim C(o-2,t)~C(a,t)
A+0 -

Coro C(.,t) & convexa para cada t e [0,T] entdo c(.,t) e c(.,t)

sSao crescentes,e :
c(oa,t) = c(a,t) : V o eR Y t e [0,T]

Para um sub-conjunto e numeravel de pontos (a,t) e R x [0,T] pode

valer:
c(ast) > ca,t)
(aqueles en que C @& descontinua).

5 Definicdo : Seja U € L2[O,T] um controle h-admissivel pa

ra (1) e sejam q e w satisfazendo (2), (3) e (4). 0 controle 1

€ minimal se existe p e LZ[O,T], continuo en 0 e T tal que :

a) t e [0,T] gq.t.p.
G(t) < d(t) —> p(t) < c(a(t),t)e Pt
U(t) > d(t)-r(t) — p(t) > c(i(t),t)e Pt

b) [a,b] «[0,T] , w(t) > N(t) v te [a,b]

— p crescente em [a,b]

c) [a,b] « [0,T] ., w(t) < W(t) ¥ t e [a,b]

— p decrescente em [a,b]
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e) p(t)-q(t) =0 , p(t) >0 ¥ te [0,7] q.t.p.

Ura comparacdo entre as condi¢cOes acima e as condi -
gcoes apresentadas en (III-73) mostra que somente as condi¢fes a) di
ferem nas duas condicdes. 0 teorema seguinte garante a otimalidade

das condi¢cdes minimais.

6 Teorema: Suponha que h < W(0) e exista q Lz[O,T] tal
que:
t . ]
W(t)_>_h+[x-q>w(t) vt e [0,7]
0

Entdo, U e L2|0,T| resolve o Problema (1) se e somente se U e

um controle minimal para (1).

Prova : Em vista do Teorema (III-75), basta mostrar-se que (5a) e-

quivale a: ¥t ¢ [0,T] q.t.p.

G(t) Minimiza C(u,t)e ™™t + p(t){d(t)-u}

sujeito a d(t) - r(t) < u < d(t)

A condicdo acima equivale a: se u(t) < d(t) ,entéo
a derivada 3@ direita da funcdo objetivo en u(t) & positiva; e se
u(t) > d(t) - r(t) entdo a derivada a esquerda da fungdo objetivo

en u(t) ¢ positiva. Mas isto & equivalente a (5a). I
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As condi¢des minimais, sendo condi¢cfes de otimal ida-
de para o problema (1), sdo bastante liteis no teste e construcdo de
solucOes do problema, Contudo a verificacdo da validade das condi-
cdes minimais para um dado controle admissivel Z dificultada pela
necessidade de construir uma funcdo p satisfazendo (5a)-(5e). A-
presenta-se, @én sequencia, UM método de construcdo de p que permi

te a verificacdo da otimalidade de um controle térmico admissivel.

7 Teste de Otimalidade

Seja u E Lz[O,T] um controle h-admissivel. Consi-
derem-se w e q satisfazendo (2), (3) e (4). Defina-se as funcdes

ab : [0,T] — [0,T] por :

8 a(t)

inf {z]t=t ou w(a) > N(a)s¥ a e (1,t]}

9 b(t)

sup {t]|r=t ou w(a) < W(a), ¥ o« e [t,t)}

Em geral, os valores a(t) e b(t) representam respectivamente o ul
timo instante * <t en que w iguala N e o primeiro instante

1>t emque W iguala W .

Considere-se agora a funcdo c¢ : [0,T] — R  dada

€ ]:O,T:[)

——
<t
-+

por:

ci(t),t)e™t se u(t) > d(t)-r(t)

[EEN
o
O

——
o

—

1

0 caso contrario
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Define-se, a partir de (8), (9) e (10), a funcao

p* : [0,T] — R por meio de :
11 p*(t) = sup ess {c(t) | a(t) < t < b(t)} Vie [O,T]

onde sup ess representa supremo essencial. Caro U & integra-
vel, entdo a funcdo c & integravel e portanto a consisténcia de
(11) depende apenas da desigualdade a < b. 0 lema seguinte ga-

rante essa desigualdade alem de outras propriedades de a, b e p*.

12 Leva : As funcbes a e b sdo crescentes e a < b. Alem

disso, a funcdo p* definida por (11) satisfaz (5b) e (5¢c).

Prova: Se ty < t, entdo, por (8), a(ty) < ty. Se a(t,) > ty,

entao a(tz) > a(t]). Se a(tz) < t; entao, como por (8) tem-se
w(a) > N(a) Vo e (a(tz),tz)

en particular vale

w(a) > N(a) Vae (a(tz)’t])

Mas pela definicdo de a(t]) esta Ultima condicdo implica en

a(t]) < a(ty).
A prova para a funcdo b & equivalente.
Por outro lado, se t ¢ [0,T] entdo por (8) e (9)

tem-se a(t) <t < b(t) e portanto a < b. Seja agora

[tyst,] c[0,T] tal que w(t) r N(t) ¥ te [t;,t,].
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Mostra-se que a & constante en [t;,t,]. De fato, por hipdtese

e por (8),tem-se
a(t) < t; <t ¥t [ty,t,]
Entéo, se t, r ¢ [t1,t2] T <t , vale :
w(a) > N (a) Y ae (a(t),T)

Logo, a(t) < a(r) e como a e crescente

a(t) = a(r)

Como b & crescente e a & constante en [t1,t2]
entdo da definicdo de p* pode-se concluir que p* @& crescente
an [t1,t2] . A prova de (5¢) e equivalente, bastando mostrar-se
que se [tl,tzlc[o,Tj e w(e) < W(a), V ace [t-1,t2j, entdo b

& constante en  [ty,t,]. I

0 resultado basico que justifica 0 teste de otimalL

dade @ 0 que se segue.

13 Teorema: Suponha que £ & positiva, ou seja, C e cres -
tente. Entdo, um controle h-admisSTvel U & solugcdo do Proble-
ma (1) se e somente se a fungcdo p* construida en (11) satisfaz
as condicles (5a), (5d) e {5e). Alem disso, se (u,p) satisfaz

as condicBes minimais entdo p > p*.
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p*(t) > c(t) = c(i(t),t)e "

completando a prova de que p* satisfaz (59).

Devido ao Lema (12), p* satisfaz (5b) e (5c¢c). Como

por hipdtese £ & positiva, entdo p* = 0. Se w(T) > N(T) en -

0 = p(T) por (5d)

e portanto p* = 0, e satisfaz (5d). Como g >0 e p - p* =0

entdo, (p-p*).q > 0.

1]
o

Mas nesse caso p*.q = 0 pois, por (5e) bpa , € p¥*,q >0,

0 teste de otimalidade sugerido pelo Teorema (13) e
imediato. Dado um controle térmico h-admissivel, U , constroi-
se a funcdo p* a partir de (11). Se p* satisfizer as condi -
coes (5a), (5d) e (5e), entdo U resolve o problema (1). Se néo,
entdo U n&do e solucdo de (1). Além disso, a partir da fungcédo p*
sera possivel calcular-se o valor inicial da agua para o Problema

(1), resultado que e desenvolvido mais tarde.
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Controle Termico Gerado por, p

Uma questdo que & sugerida por uma observacéo das
condigbes minimais e a seguinte: sabendo-se que p satisfaz as
condicdes minimais com algum u , pode-se afirmar que exista so -
mente um controle térmico satisfazendo essas condigcdes com p ?
Ou ainda: nas condi¢cées minimais, p "gera" ou determina univoca-
mente 0 controle u ? Ver-se-a que se pode responder afirmativa-

mente a estas questdbes no sentido enunciado a seguir.

14 Suponha que N € absolutamente continua e conside-
rem-se as funcdes rx,r : [0,T] x R*x R — R definidas por
V¥ t e [O,T] s P ER+, h € R

Max {a e R | g(a,t)e-sti p , o < d(t)}

15 r*(t,p,h) =

Max {a e R | c(ast)e Bt p , a < d(t)+N(t)-X(t)}
( se h = N(t)
0 nos demais casos

onde N(t) e a derivada no tempo de N , e

16 r(t,p,h) = Max {r*(t,p,h), d(t)-r(t)}

Mostrar-se-a, sob certas condi¢des, que se U e p satisfazem as

condi¢cdes minimais, entado

17 u(t) = r(t,p(t),w(t)) v te |[0,T| | p(t) >0 ou
u(t) > 0 q.t.p.
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Note-se que nas definicdes de ' e r* a dependéncia em h e

1o0gica, alterando os valores dessas funcGes somente se h = N(t).

Na definicdo de r , busca-se essencialmente o mai-
or controle térmico com um custo marginal menor ou igual a p
Camo esse valor pode ndo respeitar as restricdes de demanda e de
turbina, sdo necessarias as limitacdes que aparecem na definicéo

de r*.

Uma terceira limitacdo surge quando 0 nivel do re-
servatorio iguala o limite inferior. A prova de (17) g apresen-

tada a sequir.

18 Teorema: Suponha que £ e positiva, 8 > 0 e considerem-

se Uu,p ¢ LZ[O,T] satisfazendo as condi¢cdes minimais. Entéo,
) } _ p(t) > 0 ou
19 u(t) = r(t,p(t),w(t)) v t e [0,T] u(t) > 0 q.t.p.

Prova: Considerem-se as funcdes:

[ d
*
—
(g
~
i
-3
*
—~
[m
»
I
—
ot
~
-
=1
—
t
g
~r

o
—
ot
~—
]
o |
—~
(2
-
T
—
ct+
—
-
=
—~
ct
~—
—~

Se te [0,7] e q(t) > 0 entdo, pela condicdo (5e), p(t) = 0.
Se u(t) < 0, nada ha a provar. Se wu(t) > 0 entdo p(t) <
< c(u(t),t)e Bt pois o & positiva; e nesse caso, por (5a)
tem-se u(t) = d(t) - r(t) > 0. Mas, p(t) =0 implica en u*(t)=
=0 devido a (15) e portanto en u(t) = d(t)-r(t) devido a (16) e
d(t) > r(t). Logo, se q(t) > 0 tem-se u(t) = u(t). San perda
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de generalidade, pode-se considerar no restante da prova que g=0.

Defina- se

Z-1(te [0,7] l Wlt) = N(t))

onde
t ) )
Wlt) = h + [ x-d+a Y te [0,7]
N

A

0 conjunto Z & fechado pois w e N s&do continuas; pode portan-
to ser representado pela unido enumeravel de intervalos fechados

disjuntos de [0,T]. Seja [ty,t,] « Z . Entéo,

w(t) - fi(t) =0 Yt e [t;.t,]  g.t.p.
ou seja,
u(t) = d(t) + N{t) - x7(t) ¥ te [tysty] q.t.p.

Portanto, se t e [ty,t,] e u(t) > u*(t) entdo de (15) pode-se

afirmar que

cli(t),t)e Bt > p(t)

Mas nesse caso, por (5a), deduz-se

u(t)

d(t) - x(t)
u(t)

devido a (16). Se u(t) = u*(t) entdo como U & h-admissTvel,
obtem-se u*(t) = d(t)-r(t) e da¥ resulta novamente u(t) = u(t)

devido a (16). BEn resumo, vale (19) en Z :
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0 complementar Z de Z @ aberto relativamente a

[0,T]. Pode portanto ser representado pela unido enumeravel de in
tervalos abertos de [0,T]. Seja [ty,t,] cZ. Se te [ty,t,]

e ”c_(ﬁ(t),'c)e“st > p(t) entdo, por (15) e (5a) respectivamente ,

obtem-se:

u*(t) < u(t) = d(t) - r(t)

Logo, de (16) conclui-se que u(t) = u(t). Se t e [t1,t2] e

-Bt < p(t) entdo, por (15) e pela admissibilidade de U:

c(u(t),t)e
u*(t) > u(t) > d(t) - r(t)
Logo, de (16) conclui-se que wu(t) > a(t).

Suponha por absurdo que U # U em [t1,t21. Entéo,

0 conjunto:

X = 1t e [tyaty] | u(t) > (L)

possui medida positiva. Note-se que :

20 d(t) = u(t) > u(t) > d(t)-r(t) v teX gq.t.p.
Entdo, Y t e X q.t.p.
c(U(t),t) > T(a(t),t)  pois u(t) > i(t)
> B(t) 't por (5a) e (20)
2 clu(t),t)  por (15), (16) e (20)
ou seja,

21 c(u(t),t) = c(u(t),t) = p(t)ePt v t e x q.t.p.
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G X < 2 entdo, por (5b), p & crescente en

X . Caomo g > 0 entdo pl(t) eBt ¢ estritamente crescente en X.
Para cada t ¢ X defina-se :

I, = (u(t),u(t))

Gro I, #f para teX e X & ndo enumeravel, entdo existem

t,te X , t>1 taisque:

Itf\ I_#90

Seja o ¢ I.n I . Entdo, por propriedades de ¢ e ¢ tem-se:

E(Y’t) S _C_(G(t)st) pois y < a(t)
- E(a(t),t)  por (21)
< c(yst) pois vy > u(t)

e por prova equivalente,
c(ys>t) = c(li(r),t)

Mas,nesse caso, como c(y,.) & constante en X :
c(u(t),t) = c(u(r),7)

0 que contradiz (21) pois p(t) e’ & crescente en X e t > 1. |
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Exemplo llustrativo

As figuras 1 e 2 ilustram um exemplo de operacdo Oti
ma de um sistema cm Um reservatorio. Supde-se o limite superior

do reservatério constante enquanto o limite inferior & constante.

Na figura 1 aparecem as funcdes custo C e custo mac
ginal ¢ . C & independente do tempo e linear por parte en U ,
exceto no intervalo (uy,u,), onde e diferenciavel e estritamente
convexa. Na figura 2 exibem-se a trajetéria Otima, a funcdo p e
0 custo marginal na operacdo 6tima e a geracdo térmica otima. N
diagrama de custo marginal, as linhas continuas representam a fun-
cdo p e as linhas tracejadas, o custo marginal < do controle &
timo usado. N diagrama de geracdo termica, a curva continua mos-
tra a evolucdo da geracdo térmica enquanto que as linhas traceja -
das caracterizam d e d-r. Analisa-se en seguida alguns interva

los de tempo numerados de 1 a 8.

No intervalo 1, o custo marginal e constante: opera-
se sobre a regido diferenciavel de curva de custo C . N interva
1o 4, a restricdo u(t) = d(t)-r(t) e satisfeita acom igualdade e
0 custo marginal pode superar p . Em 6, a trajetoria coincide
aom o limite inferior a0 que permite um controle térmico menor que
0 maximo controle a custo marginal menor ou igual a p . Note- se

que as funcdes U e p satisfazem as condi¢cGes minimais.
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Valor da Agua

0 resultado do cadlculo do valor da dgua no problema
com um reservatdério pode ser obtido por uma analise da figura 2 .

Posteriormente, este resul tado sera provado.

Suponha-se que no problema ilustrado nas figuras 1
e 2 eleva-se ligeiramente o nivel inicial do reservatorio. Este
volume adicional de agua, se ndo utilizado para geracdo hidroele-
trica, devera ser vertido no fim do intervalo de tempo 2, pois a
trajetoria atinge o limite nesse ponto. Portanto, esse incremen-
to de agua deve ser utilizado ate o primeiro instante en que a

trajetoria Otima toca o Timite superior do reservatorio.

Se o volume adicional de Agua e utilizado para gera
cao hidroelétrica en certo instante, entdo nesse instante a termi
ca podera gerar menos,mantendo apesar disso, o atendimento da de-
manda. Portanto, o volume de agua adicionado no inicio deve ser
usado no instante en que o custo marginal da térmica en uso seja
maximo, pois nesse caso obtem-se a maior economia possivel de com

bustivel.

No exemplo da figura 2, a utilizagcdo da &dgua exce -
dente deve ser feita dentro do intervalo 1, pois no intervalo 2
0 custo marginal cai com o tempo. Verifica-se portanto que a eca
nomia obtida sera o custo marginal no intervalo 1,ou seja, o va -

lor inicial de p .
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22 Teorema: Suponha que £ e positiva, as hipoteses do Teore
ma (6) sdo satisfeitas, e seja U uma solucdo do Problema (1).
Entdo, o valor da &gua no instante inicial & o valor de p*(0) on
de p* e calculado por (11). Ou seja,

u(c) > d(x)-r(z) e

Ry = u(r)st "Bt
23 g(R) = sup essiclii(x),x)e 0 . ) dilxh<wlx) )

onde sup ess A = 0 se medida de A € nula.

Prova : Pelo Teorema (III-77), g(h) @& o Tnfimo dos valores de
p(0) sujeito a p asatisfazer as condi¢cdes minimais. Mas, pelo
Teorema (13), p* < p para todo p nessas condigdes. Logo,

g(h) = p*(0). Pela definicdao de p* , dada en (11), verifica-se
(23). !

Vale ressaltar que, embora o calculo do valor da a-
gua tenha sido desenvolvido para o instante inicial, ele pode ser

estendido a qualquer instante do periodo de planejamento.

0 restante do capitulo e dedicado a sistemas com va
rios reservatorios. A complexidade desses sistemas prejudica con
tudo uma analise tdo detalhada como a desenvolvida no problema re
cem estudado . Apresentam-se contudo algumas conclusfGes de cara-

ter qualitativo.
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Sistemas _am Varios »ReAsrervatErws

Em sistemas hidrotermicos am um reservatério, a ge
racdo hidroelétrica fica determinada univocamente pela geracédo ter
mica por meio da equacdo de demanda. Em sistemas aom varios reser
vatorios, isto ja ndo e verdadeiro. Ainda que fixada a producao
térmica, a demanda ndo atendida pode vir a ser suprida por varias
combinacdes possiveis das geracOes hidroeletricas. Essa nao-uni-
cidade da distribuicdo da geracdo e causa de muitas dificuldades

na analise dessa classe de sistemas.

Essas dificuldades decorrem também da possibilidade
de, na solucdo Otima, parte do sistema hidroeletrico operar esgo-
tando a sua capacidade de turbinamento, enquanto 0 restante do sis
tema esta abaixo desse limite ou mesmo ndo gerando. Em sistemas
am Um reservatorio, a restricdo de turbina pode ser traduzida en
uma restricdo de controle térmico, mas en sistemas aom varios re-

servatorios isto ja ndo é realizavel.

N estudo de sistemas aom uUm reservatorio sdo da madi
or importancia aqueles instantes de tempo en que a trajetoria da
solugdo atinge o limite inferior ou superior do reservatério. pg
ses instantes sdo contudo bastante dificies de serem caracteriza
dos en sistemas a varios reservatorios. De fato, existem exemplos
onde somente en alguns reservatorios as trajetorias tocam a res -
tricao superior ou inferior. Em alguns desses exemplos essa con-
dicdo pode ser eliminada por uma mudanca na distribuicdo da gera-

cdo hidroelétrica, porém en outros casos isto e impossivel.
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Torna-se portanto, de grande importancia a caracte-
rizacdo daqueles instantes em que se tem uma "limitacdo essencial"
da trajetdria, ou seja, de instantes em que com qualquer distribui
cao da geragao hidroeletrica (geracdo térmica fixa) a trajetdria
toca um dos limites do reservatorio. Essa caracterizacdo e porem
dificultada pela existéncia de uma quantidade enorme de casos "pa
tologicos" ou pelo menos complexos que resistem a uma unificacao

ou sistematizacgéo.

Embora as condi¢gbes minimais definidas em (III-73)
sejam condigbes necessarias e suficientes para a otimalidade de
uma politica admissivel, as dificuldades apontadas prejudicam o
estabelecimento de caracteristicas tdo fortes quanto as obtidas pa
ra sistemas com um reservatorio. Contudo, algumas observacdes qua
litativas podem ser feitas em relacdo a esses sistemas mais com -

plexos.

Considere-se inicialmente sistemas com reservatorios
hidrologicamente independentes, ou seja, en que A =1 . Seja
(t-:,\-/,a) uma solucdo para o Problema (II-25) e suponha satisfeitas
as hipoteses do Teorema (III-75). Nesse caso, sdo validas as con-
digbes minimais e pelo Teorema (III-76), a condigdao (III-73a) pode

ser expressa por:. existe p E Lz[O,T] tal que

25 p(t) e [c(u(t),t)e BY, T(a(t),t)e ?Y
26 v(t) minimiza < p(t) - pp(t),v >
v ER@
sujeito a 0 < v < r(t) v te [0,T] q.t.p.
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onde p satisfaz as demais condi¢bes minimais.

Suponha-se que a pol Ttica hidroel etrica nesse probl e

ma satisfaca @ condicao
0 < v(t) < r(t) Y te [0,T] q.t.p.

e que os rendimentos p; s3o iguais nos diversos reservatdorios.

Entédo, de (26), resulta que:

p = pp

ou seja, as diversas funcodes sdo iguais pois os rendimentos

Py
sdo iguais. Nessas condi¢cbes, os diversos reservatdrios comportam-
se como se fossem un so e os valores da agua nos diversos reserva-
torios serdo iguais. N caso @&n que os rendimentos sdo diferentes,
as conclusdes sdo similares sendo os valores da agua proporcionais

aos rendimentos de cada maquina.

Esse comportamento unificado do sistema pode deixar
de ocorrer caso a geracdo de alguma hidroelétrica iguale uma de
suas restricdes. Nesse caso, 0s diversos 51- podem ser distin -

tos e um analise de (26) sugere a conclusdo: v t e [0,T] q.t.p.

51(t) > Bj(t) — i.’-i(t) = 0 9ou Vj(t) = rj(t) .

Esta conclusdo indica que ma solucdo Otima & dada
preferéncia 2 geracao de energia nas hidroeletricas de menor valor
de p , ou seja, de menor valor da dgua. Poupa-se assim a agua de

reservatdorios en que o0 valor da agua e elevado; gera-se ao maximo
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@n reservatorios de agua a valor muito baixo.

0 termo de comparacdo para 0 valor da agua & a fun -
cdo p que aparece =em (25) e (26). Essa funcdo pode ser inter -
pretada como 0 valor da energia do sistema, sendo ela o indicador
para a utilizacdo de agua por meio de (26). Contudo, nas condicdes
minimais, essa funcdo ndo tem um comportamento t&o lbam definido ca

no as funcdes p .

Conclusbes semelhantes podem ser obtidas para siste-
mes hidrologicamente interligados. Nesse caso, a primeira condi -

cdo minimal pode ser escrita como. v t e [0,T] q.t.p.

27 p(t) e e (@(t),1)e™8 | Z(i(t),t)e-sty

28 v(t) Minimiza < p(t)-pp(t),v >
sujeitoa 0 < v < r(t)

29 P(t) = A*p(t)

onde p satisfaz as demais condi¢cdes minimais. N caso en que

0 <v<r eos rendimentos sdo iguais, pode-se deduzir que todas
as componentes de A*p sdo iguais. Em sistemas en "cascata", is-
to &, en que cada reservatério possui MO M&imo Uma usina a montan
te e umm a jusante, essa condicdo implica en que 0 valor da gua

cresce a medida que passamos de Um reservatério a jusante para um
reservatorio a montante. Mais especificamente, 0 valor da agua en
ura usina da "cascata" € j+| vezes o valor da &4gua no reservato-
rio mais a jusante, onde j € o nimero de reservatérios a jusante

da usina considerada.
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A analise de situacdes em que os limites da geracéao
(0 e r) sdo atingidos & bastante mais complexa em sistemas hidro-

logicamente interligados e ndo sera feita aqui.
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CAPTTULO V

CBNCLUSOES

0 Problema (I1I-25) possui uma formulacdo suficiente-
mente geral para englobar casos ja estudados na |iteratura especia-
lizada. Além disso, as condi¢cbes de otimal idade desenvolvidas no
Capitulo 11I permitem deduzir as condi¢cdes propostas por Koopmans

|57] e Araujo |74].

Koopmans |57| estuda o problema continuo com um re-
servatoério, invariante no tempo, sem desconto no custo, que & supos
to estritamente convexo e diferenciavel. Sob essas hipdteses, mos-
tra-se ai que existe um solucdo com geracdo constante em interva-
los de tempo onde a trajetdéria Otima ndo toca nos limites dos reset
vatdrios (supostos constantes). Esta observacdo de Koopmans & vali
da pois nessas condi¢cfes trabalha-se a custo marginal constante.
Tais condicGes podem ser provadas a partir de resultados do Capitu-

1o IV.

Araujo |74| considera o mesmo problema de Koopmans
| 57| com hipoteses mais fracas sobre o custo que & convexo, e com
desconto. Desenvolve entdo uma condicdo necessaria de otimalidade
bastante semelhante as condi¢cdes (IV-5). Esta condicdo ndo & porém

suficiente,

Basicamente, na condicdo de Araujo, a funcdo p &

constante por partes e gera o controle U por meio de uma expres-
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sdo similar a (1Y-18). Esta condigdo também poderia ser provada

por meio das condi¢des de otimalidade do Capitulo IV.

A teoria desenvolvida no CapTtulo IV ja foi usada
por Fernandes |[74] na construcdo de algoritmos implementaveis para
a resolucdo do problema de operacdo otima de sistemas com un reser
vatorio. |sto mostra a potencialidade das condi¢fes obtidas e su-
gere o desenvolvimento de uma pesquisa nesta linha visando a resolu
¢cdo de problemas de operagdo de sistemas com varios reservatorios .
0 estudo dessa ultima classe de problemas ainda tem muitas questdes

em aberto, algumas apontadas ao término do capitulo anterior.

A maior limitagdo do modelo adotado estd na conside
racdo de afluéncias deterministicas. De fato, a estocacidade do
mercado pode ser evitada por meio de previsfes de crescimento  do
consumo de energia, previsdes estas bastante aceitaveis en un pla-
nejamento a longo prazo. Contudo, a aleatoriedade da afluencia,es
pecialmente no caso brasileiro, deve ser considerada en un estudo

mais realista.

Lima |76| expbe un método de geracdo das curvas de
valor esperado da &gua en problemas de operagdo de sistemas dis -
cretizados com um reservatorio, que admite estocacidade da afluén-
cia e conduz a uma resolucdo do problema. 0 problema de operacgéo
de sistemas mais complexo com afluéncia estocastica ndo recebeu po

rem, un tratamento adequado e conclusivo.

0 Ultimo ponto a ressaltar-se envolve a estrutura

do mercado. Nos modelos comumente adotados para o problema de o-
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peracdo a longo prazo, admite-se uma aglomeracdo do mercado de enec
gia, isto &, ndo se consideram mercados localirados e nem a estru-
tura do sistema de transmissdo. Dessa forma, a producdo de ener -
gia por hidroeletricas distantes dos centros de consumo e equivalen
te a producdo daquelas mais proximas a esses centros. Despreza- se

oom tal procedimento perdas de energia devidas a transmissdo a lon-

ga distancia.
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APENDICE

0 objetivo desse apéndice & formular alguns conceitos
e enunciar resultados gerais liteis ean demonstracdes ao longo do tex
to. Alguns resultados foram extraidos das duas referéncias basicas
para o apéndice: Pshenichnyi |71| e Luenberger |69]. Os demais teo-

ramas ndo constam da bibliografia pesquisada e sdo provados aqui.

A primeira parte do apéndice desenvol ve resul tados acer
ca de cones duais de conjuntos convexos. Na segunda estudam-se fun-
cionais convexos e subdiferenciais. Um teorema de otimalidade para
problemas convexos, devido a Pschenichnyi, e um teorema de integra-
¢do por partes sdo expostos nas duas Ultimas partes, Este ultimo teo

rema & baseado em um resultado de Munroe |[71],

Conjuntos e Cones Convexos

Sejam E Uum espaco de Banach sobre o corpo dos reais,
E¥ 0 seu espaco dual e C c E um conjunto. 0 conjunto C & conve-

X0 se ¥ x1, x2 g C v 2 e [0,1]
axt o+ (1-2)x2 ¢ C

Um conjunto K &« E & um cone se para X EK e >0 resulta

A x e K,

Sejam Cc E convexo e X E C. O cone radial de C

an X, denotado D(C,X), & 0 conjunto:

D(C,X) = {n e E| (Y A>0) X + an ¢ C}
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0 cone dual de C em X, denotado K(C,X) € o conjunto:

K(C,X) = {p E E*|(¥xeC) p(x-X) > 0}

Pode-se verificar a identidade

K(C,X) = K(D(C,X),0)

Pshenichuyi |71| apresenta as seguintes propriedades de D(C,X) e

K(C,x).

1 Lema Sejam C < E convexo e Xx e C, Entdo:

a) D(C,Xx) e K(C,X) s&o cones convexos em E e E* res

pectivamente,

b) n E D(C,Y‘) se e somente se
p(n) >0 Y p e K(C,X)

c) se n @ ponto interior de D(C,Xx) entédo
p(n) > 0 VpeKCX),pP#DO

d) K(C,x) € fracamente fechado.

En aplicagcbes a Programacdo Matematica sdo bastante Uteis
resultados envolvendo cones duais de conjuntos obtidos pela soma ,

intersecdo e operacdo de outros conjuntos, O primeiro teorema apre-

sentado & devido a Luenberger |69].

2 Teorema Sejam E,F espac¢os normados e A E > F uma transfor-

macdo linear continua. Entdo, se C < E & convexo, y = AX onde

X E C, tem-se:

K(A[C],y) = A*=1(K(C,X))
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onde A* & a adjunta de A e A*"! representa a sua imagem inversa.

Prova Por definicdo de cone dual, p e K(A[C],¥) se e somente se

(V x e Q)

0 < p(A(x)-¥)

p(A(x-X))

A*(p) (x-x) por definicdo de adjunta, Ou seja,se

e somente se
A*(p) e K(C,X) I

0 teorema seguinte estabelece o cone dual de um grodu

to cartesiano,

3 Teorema Sejam E,F espacos normados € C € E, D € F convexos.

Se XxXegC e §¥ e D entao,

K(CxD, (X,¥)) = K(C,X) K(D,¥)

Prova Seja (p,q) ¢ E*xF*, Entdo, por defini¢do de cone dua

(p,q) E K(CxD, (X,¥)) se e somente se: (V xe C) (Vy e D)

p(x=X) + q(y-§) > 0

Como X € C e ¥ e D, entdo a expressdo acima equiva
le a:

p(x-%) > 0

q(y-¥) > 0
ou seja

p € K(C,X)

q € K(D,¥) ||
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0 préximo resultado 8 consequéncia imediata dos Teo-

4 Corolario Sejam E espago normado e BC < E convexos e X E C

y e D. Entéo,

K(C+D, Y+S;) - K(,C:BZ) N K(D,Sl—)
Prova Seja A EXE - E a funcdo soma em E. Evidentemente, A @&
linear e continua, Além disso, A* E* > E*XE* e a funcdo

A*(p) = (p,p)

Tem-se que:
C + D = A(CXD)
Logo, pelo Teorema (2), resulta

K(C+D, x+y)

K(A(CxXD), X+y) =

A*=1 K(CxD, (X,¥))

Ou seja, p E K(C+D,Xx+y) se e somente se
(p,p) = A*(p) e K(CxD, (X,¥))

Mas, pelo Teorema (3), pode-se concluir que
K(CxD, (X,¥)) = K(C,X)xK(D,¥)

Logo, p E K(C+D, X+y) se e somente se

p £ K(C,X) e P e K(D,y)

provando o coroldrio, ||

O teorema seguinte caracteriza o cone dual de uma clas
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se de subconjuntos convexos de (LZ[O,T])n. 0 resultado pode contu-

do ser generalizado para outros espacos de funcdes

5 Teorema Seja TI': [0,T] =~ P(R") um operador ponto conjunto tal

que T(t) & convexo V t €[0,T] g.t.p. e considere-se o conjunto:

X = {xe(L2[0, T x(t)el(t), v t €[0,T] q.t.p.}

Se X E X entdo, p E K(X,X) se e somente se

p(t) e K(r(t), X(t)) vt €[0,7] q.t.p.
Prova  Se

p(t) e K(T(t), X(t)) v t e[0,T] q.t.p.
e X e X, entao:

sp(t), x(t)-X(t)> >0 Yt e[0,T] q.t.p.
pois x(t) € T'(t) ¥t e[0,T] é.t.p.

Logo, integrando, resulta:

.
$p,x-X> = < p(t), x(t)-X(t)sdt > 0
0

provando que p e K(X,X).
Sejam p e K(X,x) e x e X. Defina-se

Z =1{t e[0,T]|<p(t), x(t)-X(t)> < 0}

. {:x(t) se teZ
X(t) =
x(t) se t ¢ Z
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Entdo, tem-se

;
0 <[ <p(t), R(t)-X(t)> dt
-0

=J[ <p(t), x(t)-X(t)> dt
Z
0 que implica que a medida de Z @& nula, Logo
p(t) & K(T(t), X(t)) vt e[0,T] a.top. ||
Um resultado dos mais dificeis de ser deduzido envol
ve 0 calculo do cone dual da interse¢do de dois conjuntos convexos
Intuitivamente, o cone dual da intersecdo de dois convexos seria a

soma dos cones duais dos conjuntos. Contudo, 0 contraexemplo abal

X0 destroi esta conjectura.
Sejam C,B =< R dados por:

C

{x e Rzl(xl—l)2 + x5 < 1}

B

{x E R?|x, < 0)

C e B s3o convexos e sua intersegdo & constituida pela origem,

Portanto,
K(C N B,0) = R2
Contudo, tem-se:
K(C.,0) = {p eR*| p, >0 p, =0}
K(B,0) = {p e R*| pr <0 , p, = 0)
e portanto

K(C,0) + K(B,0) = {p 0}

™
2
[
o
N
i
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Poder-se-ia garantir a conjectura feita acima com a
hipotese dos interiores dos conjuntos possuirem interse¢cdo ndo va-
zia. A hipotese adotada no teorema abaixo & mais fraca dificultan-

do porém a prova,

6 Teorema Sejam C e B subconjuntos convexos de um espaco de Banach

E, tais que C intercepta o interior de B. Entdo, se X e CMB, tem

- Se
K(CNB,X) = K(C,X) + K(B,X)

Prova Se p! e X(C,X) e p? e K(B,X) entéo:

pl(x-x) >0 v xeC
p2(y-X) 2 0 VyebB

Portanto, ¥ x e CN'B

0 < p'(x-x) + p?(x-X) = (p'+p?) (x-X)
Logo,

K(C,X) + K(B,X) © K(CNB,X)

Prova-se a inclusdo inversa emn duas partes, Inicial-
mente mostra-se que X = K(C,X)+K(B,X) & fracamente fechado, Na par
te b), a hipdtese de absurdo K(CNB,x) # K(C,X)+K(B,X) & convertida

por meio de un teorema de separacdo, em

D(CAB,X) # D(C,X) N D(B,%)

A partir dai, manipulam-se apenas 0s cones radiais

Parte a) Por absurdo, suponha que p & fracamente aderente a X
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mas p ¢ X. Entdo existem plf e K(C,x) e pt< E K(B,X), k e IN tais que
pk+pk converge fracamente a p. Como K(C,X) e K(B,x) sdo fracamen-
1 2

k

te fechados (ver Lema (1)), entdo, se pl1< ou p, admitirem subseqien

tias fracamente convergentes, resulta que:

k

p = lim p. + pk e K(C,X) + K(B,X)
k 1 2

Logo, (plf) e (p'z() ndo admitem subsequencias fracamen

te convergentes, podendo-se afirmar

. k
Tim [[pf]l = + o
keIN

e que essas sequéncias possuem um numero finito de termos nulos,

Sejam E'f , ;35 e E* dados por:
B = W pf i=1,2 k e N
onde
K= mint1y 1150, 17 1811
Entdo, como s 0 tem-se:
PX ¢ k(c,X) e 7% e K(B,X)
Além disso, como (pl1§) e ndo limitada entédo ]kglﬁ vk=0.
Como V ke N i=1,2 tem-se:
1551 = v Il <
entdo, as sequéncias (ﬁ:.() i=1,2. sdo limitadas e portanto admitem

subsequéncias fracamente convergente. Sam perda de generalidade pa
de-se supor portanto que (65) converge fracamente a p, E K(C,X) e

~k - _
(p,) converge fracamente a P, E K(B,x). Mas, nesse caso
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Py + P, = k];nw (Elf+"5§)

lim Vk(p§+p5)
kKEIN

lim Vk . 1im(pk+pk)
kelN keN ! 2

it
o

o

n
o

Mas, IIP,Il+ 1IB,ll# 0 pois para cada k e I

ENE o s =

Seja x E C, x pertencente ao interior de B. Entdo, pe
10 Lema 1, vale

p,(x-x) >0
0 que por (7) implica

p,(x-X) <0

contradizendo P, E K(C,X). Logo, X & fracamente fechado.

Parte b) Suponha por absurdo que existe p en K(CnB,X) ndo per-
tencente a X. Entdo, como X € convexo e fracamente fechado, existe

(ver Pshenichnyi |71], pg, 26) n e E tal que:
p(n) < p'(n) + p%(n)
vV p! E K(C,X) VY p% e K(B,X)
Como 0 e K(C,X) N K(B,X) entdo:
P (n) <0

Como K(C,x) e K(B,x) sé&o cones, entéo:
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9 pt(n) >0 p2(n) > 0 ¥ p! e K(C,X)
Y p? e K(B,X)

Logo,

10 n e D(C,X) N D(B,X)

1
>

]
x|
m
>
>
QD
o
(@]
o

Sejam x e C, x no interior de B e n
mo n E D(CNB,X), tem-se:
p(n) >0
0 que devido a (8) implica
11 n#n
Mostra-se em seguida que
12 n e D(CNB,X)
contradizendo (8).
Seja v > 0 tal que:
13 y eB VyeE/ |ly=x|]<V
Sejam r > 0 e

r v
= . > 0
T R |

Devido a (10), existem

n! e D(C,X) e n2% e D(B,X)
tais que
- In=n']] <&

In-n%|] < &
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Defina-se

15 A = nZ-ntl
v o+ [[n?-ntl|

Entdo, r €[0,1].
Devido a (13),

3
1l
=3
+
~
3
[
]
=3
g
m
e
——
lwe)
x
~—

-

e como este cone & convexo e n?* e D(B,x) entdo:
an + (1-1) n?eD(B,X)
Mas:

AR+ (1-2)n? n? + A(n-n?)

— , 1-=h
n? + A(n + > (nt-n2) - n?)

an t (1-1) nt
e D(C,X)
pois este cone também & convexo € 5, n! ¢ D(C,X).
Portanto,
an + (1-a)pt e D(C,X) W D(B,X)
Contudo, tem-se:
lIn = O+ (-)n) || = [[a(n-n)+(1-2) (n*-n) ||
< lIa=nll+ (1-2) fint-n]
< |[a-n]| + 6 devido a (14)

2 fF-nll+ 6 por (14) e (15)
r por def. de 6
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Logo, (¥ r>0) (3n e D(C,X)ND(B,X))
tal que
[In=n{l < r

provando que

n e D(C,X)ND(B,X)
Mas esta condi¢cdo implica en (12) pois:

D(C,x) N D(B,X) «D(CNB,X)

De fato, se n E D(C,X)ND(B,x) entdo existem A, B>0

tais que:

X + A1 e C

X + Bh € B

Logo, pela convexidade de C e B resulta que v=min{},B}
satisfaz

X 4+ v € CNB

provando a inclusdo acima. ||

Funcionais Convexos en _um Espaco de Banach

Sejam E un espa¢o de Banach sobre o corpo dos reaise
E* o seu espaco dual, Um funcional f: E + R & convexo se ¥x!,x2eE,

Yae[0, 1]
F(axt+(1-1)x2) < Ff(x!) + (1-A)f(x?)

0 funcional f & limitado superiormente en E se para todo conjunto

limitado X de E o conjunto f(X) & limitado superiormente, 0 epigrafo
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de f, denotado Epi f, & 0 conjunto
Epi f = {(a,x) e RXE| o > f(x)}

0 resultado seguinte encontra-se provado en Luenberger [69],

16 Teorema Se f & um funcional convexo em E entdo, (o,x) & um pon
to do interior relativo de Epi f se e somente se f & continua em

X,

0 corolario seguinte fornece outra caracterizacdo de

funcionais convexos continuos em E,

17 Corolario Se f & um funcional convexo en E entdo f e continuo

an E se e somente se f € limitado superiormente en E.
Prova A primeira implicacdo & imediata pois se f € continua e X<E
€ limitado entdo f(X) é limitado.

Suponha agora f limitado superiormente e considere-
-se X e E. Atraves do teorema (16) basta mostrar-se que existe aelR

tal que (u,x) e ponto do interior relativo de Epi f, Seja:
X = {x e E|] ||x=x]|]| < 1)
entdo, como X & limitado, existe g e R tal que
B > f(x) Y x e X
Ou seja (B,x) € Epi f Y x e X
Seja a = g+1, Entéo,
Vv ae [o-1,0+1] ¥ x e X

o> B > f(x)
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provando que (o,Xx) € ponto interior de Epi f. ||

Subdiferenciais de Funcionais Convexos

Seja f: E +IR um funcional; p e E* @ subgradiente

de femXx e E se Y xeE
f(x) > f(X) + p(x-X)

A subdiferencial de f & a aplicagcdo ponto conjunto

3af: E » P(E*) que associa a cada X e E 0 conjunto de todos os sub-
gradientes de f em X, Em particular, a subdiferencial de f pode ser
vazia em pontos de E, Pshenichnyi |71] provou que funcionais conve

X0s continuos admitem subdiferenciais com propriedades relevantes.

18 Teorema Se f @ um funcional convexo continuo entdo para cada

X B E, 3f(X) é ndo vazio, convexo e fracamente compacto,

Funcionais que admitem subdiferenciais ndo vazias em

todo E sdo ditos subdiferencidveis. 0O teorema seguinte caracteriza

a subdiferencial da composicdo de funcionais convexos e transforma

cbes lineares,

19 Teorema Sejam E e F espacos de Banach, A E =+ F wuma trans -
formacdo linear continua e f: F » IR um funcional convexo continuo.

Entdo, o funcional g: E = IR dado por:

g(x)

f(A(x)) Y x ¢ E

€ convexo continuo e

3g(X) = A*[3f (A(X))]
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Prova Ve Pshenichnyi |71] pg. 51,

Uma Condicdo de Otimalidade para Problemas Convexos

Sejam f: E - R un funcional convexo continuo € XcE

un conjunto convexo. Considere-se o problema:

20 Minimizar  f(x)

X e X

Pshenichnyi |71] demonstrou a seguinte condi¢gdo de

otimalidade para o problema (20).

21 Teorema Um ponto X E X resolve o problema (20) se e somente se

AF(X) NK(X,X) # ¢

Integracdo por Partes

0 teorema seguinte & uma consequéncia imediata de um
resultado de Munroe |71|, pg, 211; consiste no teorema de integra-

¢cdo por partes para a integral de Lebesgue- Stieltjes,

22 Teorema Sejam T > 0, p: [0,T] - R funcdo de variacdo Ilimitada
continua a direita e n € L?[0,T]. Entao,

/OT p(t) n(t) dt +[f0tndp(t) - p(T)fOT n





