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R E S U M O  

Sistemas hidrotgrmicos de geração são const i  tufdos 

de um sistema t e r m o e l ~ t r i c o  e  um sistema h i d r o e l é t r i c o .  C a d a  um 

desses sistemas 6 formado p o r  uma ou  vár ias  us inas .  Considera-se 

o problema de operar o sistema de forma a atender uma demanda de 

energia  d a d a ,  com o mrnimo custo de operação d o  sistema termoelé- 

t r i c o .  A a f luência  aos r e se rva tó r ios  hidroel é t r i c o s  e  o mercado 

são dados deterministicamente.  

O problema formulado inc lu i  r e s t r i ç õ e s  de turb ina  

e  dos r e se rva tó r ios  além de custos  não necessariamente d i fe renc i  - 
ãveis .  Permitem-se a1 terações de e s t r u t u r a  no sistema a t ravés  d a  

dependência n o  tempo d o  custo e  das r e s t r i ç õ e s .  

São  deduzi das condições necessãri  as e  s u f i c i e n t e s  

de otfmalidade considerando-se o sistema com usinas indiv idual iza  - 
das. obtêm-se ainda expressões p a r a  o cálculo d o  valor  e  custo 

d a  água nos r e se rva tó r ios  do  s is tema.  

U m  estudo mais detalhado p a r a  sistemas com um r e s e r  - 
vatõr io  6 desenvolvido e  são propostos tópicos para pesquisa f u t u -  

r a .  



Hydrothermal power sys tem c o n s i s t  of  a  thermal  sys tem 

and a  h y d r o e l e c t r i c  sys tem.  Each one o f  t h e s e  sys tems i  s  composed 

o f  one o r  s e v e r a 1  p l a n t s .  The problem o f  sys tem o p e r a t i o n  s a t i s f y -  

i n g  a  s p e c i f i e d  l o a d  w i t h  a  minimum o p e r a t i o n  c o s t  i s  c o n s i d e r e d .  

The supp ly  of w a t e r  t o  t h e  h y d r o e l e c t r i c  r e s e r v o i r  and t h e  ene rgy  

demand a r e  g iven  d e t e r m i n i s t i c a l  l y .  

The problem f o r m u l a t e d  c o n s i d e r s  p l a n t s  and r e s e r v o i r  

c o n s t r a i n t s  as  we l l  a s  n o t  n e c e s s a r i l y  d i f f e r e n t i a b l e  c o s t s .  A 

e v o l u t i o n  of  t h e  sys tem s t r u c t u r e  i s  a l lowed by a  t ime .dependen t  

c o s t s  and c o n s t r a i n t s .  

Necessary  and s u f f i c i e n t  o p t i m a l i  t y  condi t i o n s  a r e  

developed c o n s i d e r i n g  Lhe system w i t h  s e p a r a t e  p l a n t s .  E x p r e s s i o n s  

f o r  t h e  v a l u e  and c o s t  of wa te r  i n  t h e  system r e s e r v o i r s  a r e  o b t a i n e d .  

A more d e t a i l e d  s t u d y  of o n e - r e s e r v o i r  sys tem i s  

p r e s e n t e d  and t o p i c s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  a r e  proposed .  
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INTRODUÇÃO - 

U m  s i s t e m a  h i d r o t é r m i c o  d e  g e r a ç ã o  é compos to  de d o i s  

s i s t e m a s :  u m  s i s t e m a  d e  g e r a ç ã o  t e r m o e l e t r i c a  e  um s i s t e m a  de  g e r a  

ç ã o  h i d r o e l é t r i c a ,  O p r i m e i r o  s i s t e m a  é c o n s t i t u í d o  de uma ou mais  

u s i n a s  t é r m i c a s  que geram e n e r g i a  e l é t r i c a  a t r a v é s  da queima d e  ma - 
t e r i a 1  c o m b u s t i v e l  ou f i s s ã o  d e  m a t e r i a i s  r a d i o a t i v o s .  A o p e r a ç ã o  

d e  s i s t e m a s  t é r m i c o s  é b a s t a n t e  o n e r o s a  d e v i d o  a o  consumo d a q u e l e s  

bens  e s c a s s o s ,  P o r  o u t r o  l a d o ,  a  c a p a c i d a d e  g e r a d o r a  d e s s e s  s i s t e -  

mas é pouco s u j e i t a  a  i n c e r t e z a s  o  q u e  g a r a n t e  uma p rodução  b a s t a n  - 
t e  r e g u l a r .  

As c a r a c t e r ? s t i c a s  d e  um s i s t e m a  h i d r o e l e t r i c o  s ã o  

d i s t i n t a s ,  E compos to ,  em g e r a l ,  de  v á r i a s  h i d r o e l e t r i c a s  l o c a l i z a  - 

d a s  em uma ou v ã r i a s  b a c i a s  com r e g i m e s  h i d r o l õ g i c o s  d i f e r e n t e s  ou 

não .  A g e r a ç ã o  de  uma u s i n a  h i d r o e l é t r i c a  s e  f a z  p e l a  d e s c a r g a  da  
- 
agua  a rmazenada  em um r e s e r v a t õ r i o  a t r a v é s  de  um g r u p o  t u r b i n a - g e -  

r a d o r .  Os r e s e r v a t ó r i o s  c o l e t a m  a  água  de  r i o s ,  chuvas  e  p r o v e n i e n  - 

t e s  d e  o u t r o s  r e s e r v a t ó r i o s .  

O c u s t o  d e  o p e r a ç ã o  de  uma u s i n a  h i d r o e l é t r i c a  é r e -  

l a t i v a m e n t e  b a i x o  quando comparado ao  de  uma u s i n a  t é r m i c a ,  Contu-  

d o ,  a  c a p a c i d a d e  g e r a d o r a  depende  não somente  de  c a r a c t e r i s t i c a s  t é c  - 
n i c a s  mas também de  u m  f a t o r  não c o n t r o l á v e l  e  s u j e i t o  a  i n c e r t e z a  

que  6 a  a f l u ê n c i a  n a t u r a l .  Apesa r  dos  r e s e r v a t õ r i o s  p e r m i t i r e m  uma 



r e g u l a r i z a ç ã o  d a s  d e s c a r g a s ,  o  p o t e n c i a l  g e r a d o r  d a  u s i n a  é r e d u z i  - 
d o  em l o n g o s  p e r ? o d o s  s e c o s .  

4 

O o b j e t i v o  b á s i c o  d o  s i s t e m a  d e  g e r a ç ã o  e l ê t r i c a  e 

a t e n d e r  um m e r c a d o  d e  e n e r g i a  q u e  tambem "5 s u j e i t o  a  i n c e r t e z a s  em - 

b o r a  a d m i t a  p r e v i s õ e s  a c e i t á v e i s  p a r a  o  p l a n e j a m e n t o  a l o n g o  p r a z o .  

A u t i l i z a ç ã o  s i m u l  t a n e a  d o s  d o i s  s i s t e m a s  t é r m i c o  e h i d r o e l ê t r i c o  

c o n d u z  a  uma m a i o r  g a r a n t i a  d o  s u p r i m e n t o  d o  m e r c a d o .  P e l a  e s c o l h a  

d a  f r a ç ã o  d o  m e r c a d o  q u e  s e r á  a t e n d i d a  p o r  c a d a  um d o s  s i s t e m a s  e 

poss? 've l  r e d u z i r - s e  a  p r o b a b i l i d a d e  d e  um d e f i c i t  d e  e n e r g i a  d e v i -  

d o  a  uma e s c a s s e z  d e  a f l u e n c i a .  

Como a  u t i l i z a ç ã o  e x c e s s i v a  d e  u s i n a s  t é r m i c a s  6 d i z  

p e n d i o s a  a  d e c i s ã o  d e  q u a n t o  p r o d u z i r  em c a d a  um d o s  s i s t e m a s  d e v e  

c o n s i d e r a r ,  a l e m  d o  a t e n d i m e n t o  d a  d e m a n d a ,  uma r e d u ç ã o  d o  c u s t o  

t o t a l  d e  p r o d u ç ã o ,  Esses c u s t o s  s ã o  t ã o  m a i s  i m p o r t a n t e s  q u a n d o  s e  

a n a l  i z a  l o n g o s  p e r ? o d o s  d e  p l a n e j a m e n t o ,  

O p r o b l e m a  e s t u d a d o  b u s c a  d e t e r m i n a r  o s  n 7 v e i s  d e  pro - 
d u ç ã o  d e  c a d a  u s i n a  d u r a n t e  um p e r r o d o  d e  p l a n e j a m e n t o  com h o r i z o n  - 

t e  f i n i t o ,  d e  f o r m a  a  a t e n d e r  a  demanda  d e  e n e r g i a  a  um c u s t o  d e  

p r o d u ç ã o  m?nimo,  A a f l u ê n c i a  e a  demanda  s ã o  s u p o s t a s  d a d a s  d e t e r -  

m i n 7 s t i c a m e n t e  e o  c u s t o  d e  p r o d u ç ã o  e d e s c o n t a d o  p e l a  a t r i b u i ç ã o  

d e  uma t a x a  f i x a ,  

O p r o b l e m a  e x p o s t o  t e m  s i d o  o b j e t o  d e  m u i t o s  e s t u d o s  

e v á r i o s  m g t o d o s  d e  s o l u ç ã o  vem s e n d o  p r o p o s t o s  ( L i  t t l  e 155 1 , Koop- 

mans 1571,  G u i l l a u m i n  1691, A r y a n i t i d i s  1 7 0 1 ) .  As a b o r d a g e n s  m a i s  

comumente  a d o t a d a s  s ã o  r e s u l t a d o  d a  a p l i c a ç ã o  do  p r i n c a p i o  do  m?ni 

mo d e  P o n t r y a g i n  e d e  P r o g r a m a ç ã o  D i n â m i c a  a t r a v e s  d a  d i s c r e t i z a  - 



ç ã o  do p rob l ema .  A l i m i t a ç ã o  b á s i c a  d e s s a s  a b o r d a g e n s  r e s i d e  na e x i  - 
g ê n c i a  de  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da  f u n ç ã o  c u s t o  de  o p e r a ç ã o  t e r m i c a  e  

f u n ç õ e s  de  r e s t r i ç ã o  do prob lema.  

O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  5 o b t e r  c o n d i ç õ e s  d e  o t i m a  - 
l i d a d e  p a r a  o  p r o b l e m a ,  com v i s t a s  a  c o n s t r u ç ã o  de  a l g o r i t m o s  p a r a  

a  s u a  r e s o l u ç ã o .  Busca- se  também c a l c u l a r  o  v a l o r  e  c u s t o  da  á g u a ,  

c o n c e i t o s  que s i d o  u sado  e s t e n s a m e n t e  em métodos e f i c i e n t e s  d e  r e -  

s o l u ç ã o  ( F e r n a n d e s  175 1 , Lima 176 1 ) .  Condições  de  o t i m a l  i d a d e  ne-  

c e s s á r i a s ,  porém não s u f i c i e n t e s ,  p a r t i n d o  de c u s t o s  não d i f e r e n  - 
c i á v e i s  f o r am d e s e n v o l v i d a s  em Araú jo  1741 .  

No segundo  c a p ? t u l o ,  é a p r e s e n t a d o  o  modelo a d o t a d o ,  

f o rmu lando- se  o  p rob lema b á s i c o  de o p e r a ç ã o  ,ó t ima e c o n c e i t u a n d o  - 
- se  o v a l o r  e  c u s t o  da  ã g u a ,  O c a p i t u l o  s e g u i n t e  c o n c e n t r a  a  t e o  - 
r i a  que  conduz a o s  r e s u l t a d o s  d e s e j a d o s ,  Na p r i m e i r a  s e ç ã o  do c a p i  - 

t u 1 0  o  p rob lema 5 r e f o r m u l a d o  como um p rob lema de Programação  Con- 
" 

vexa em L21Q,T I ,  Nas s e ç õ e s  s e g u i n t e s ,  e a p l i c a d o  um t eo rema  de  

o t i m a l i d a d e  de  P s h e n i c h n y i  do que  r e s u l t a m  a s  c o n d i ç õ e s  de o t i m a l i  - 
dade  e  c á l c u l o  do v a l o r  da  á g u a ,  

No CapTtu lo  I V ,  o s  r e s u l t a d o s  g e r a i s  de senvo lv idos  an - 
t e r i o r m e n t e  s ã o  a n a l i s a d o s  e  a p l i c a d o s  a  a l g u n s  c a s o s  de  i n t e r e s s e ,  

No Úl t imo c a p 7 t u l o  s ã o  e x p o s t a s  a lgumas c o n c l u s õ e s  e  no a p ê n d i c e  - a  

p r e s e n t a m- s e  r e s u l t a d o s  g e r a i s  de  Programação  ~ a t e m á t i c a  ú t e i s  ao  

l o n g o  do c a p r t u l o  111, 

Notação  

O e s p a ç o  e u c l i d e a n o  n- d imens iona l  r e p r e s e n t a d o  p o r  



Se x x I R n ,  d e n o t a - s e  por  x a  i- ésirna componente d e s s e  v e t o r ,  
i 

O p rodu to  e s c a l a r  de v e t o r e s  x , z  E l R n  6 denotado 

x l z  ou < x , z > ,  0 s  c o n j u n t o s  dos n a t u r a i s ,  r e a i s  e  i n t e i r o s  são denota - 
dos N ,  R e Z ,  A medida e  a  i n t e g r a l  a d o t a d a s  s ã o  a  medida e  a  i n -  

t e g r a l  de Lebesgue. u t i l i z a - s e  a  n o t a ç ã o  ( L ~ [ o , T ] ) ~  p a r a  r e p r e s e n-  

t a r  o  e spaço  de funçãos  y :  [o,T]  +-Rn t a i s  que yi E L2[0,T]. 

As e x p r e s s õ e s ,  p a r á g r a f o s  e  teoremas  i m p o r t a n t e s  de 

cada c a p ? t u l o  s ã o  numerados a  e sque rda  da p á g i n a ,  sendo a  numera - 
ção c o n t i n u a  ao longo de um c a p ? t u l o ,  

R e f e r ê n c i a s  a  i t e n s  do mesmo c a p f t u l o  s ã o  f e i t a s  pe- 

l o  número da e x p r e s s ã o  ou teorema e n t r e  p a r ê n t e s e s ,  R e f e r e n c i a s  a  

e x p r e s s õ e s  de o u t r o  c a p ? ' t u l o  s ã o  a p r e s e n t a d a s  p e l o  número do cap?- 

t u 1 0  em a l g a r i s m o s  romanos s e g u i d o  do número da e x p r e s s ã o .  A biblio - 

g r a f i a  é r e f e r e n c i a d a  p e l o  nome do p r i m e i r o  a u t o r  s e g u i d a  do ano 

de publ  i  c a ç ã o  e n t r e  b a r r a s ,  R e f e r ê n c i a s  a  r e s u l t a d o s  do apênd ice  

s ã o  p r e c e d i d a s  d a  l e t r a  A .  



O  M O D E L O  D O  SISTEMA E F O R M U L A Ç Ã O  

D O  P R O B L E M A  

I n t r o d u c ã o  

A  modelagem de um s i s t e m a  h i d r o t é r m i c o  6 muito  cample - 

xa s e  é e x i g i d a  uma p r e c i s ã o  muito grande  do modelo. No planejamen-  

t o  d i z r i o  ou semanal do s i s t e m a  v i r i a s  n ã o- l i n e a r i d a d e s  e  f n t e r d e  - 
pendênc ias  e n t r e  v a r i s y e i s  n e c e s s i t a m  s e r  c o n s i d e r a d a s .  N o  p l a n e j a -  

mento a  longo prazo  pode- se contudo s a c r i f i c a r  p a r t e  da p r e c i s ã o  do 

modelo p o i s  o  i n t e r e s s e  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r- s e  e s t r a t é g i a s  de ope - 

r a ç ã o  que em s e g u i d a  devem s e r  minuciosamente e s t u d a d a s  a t r a v é s  de 

modelos mais r e f i n a d o s .  

A  p r i m e i r a  s e ç ã o  do c a p T t u l o  t r a t a  da modelagem do sis - 
tema que s e r á  u t i l i z a d a  na s e ç ã o  s e g u i n t e  onde o  problema de p l a n e-  

jamento a  longo prazo  é enunc iado ,  

A ú l t i m a  s e ç ã o  é ded icada  a  c o n c e i t u a ç ã o  e  d i s c u s s ã o  

de v a l o r  e  c u s t o  da Zgua, 

A r e f e r ê n c i a  b á s i c a  pa ra  e s s e  c a p í t u l o  é Lfms f 7 6 k  

onde o  modelo adotado 6 e s t u d a d o  em d e t a l h e ,  

Seção 1 ,  O S i s t ema  Hid ro tê rmico  

U m  s i s t e m a  h i d r o t e r m i c o  o b j e t i v a  s u p r i r  uma demanda de 



energ ia  e l é t r i c a  a t r a v é s  de duas f o n t e s  bas icas  de geração:  o  s i s -  

tema h i d r o e l é t r i c o  e  o  s i s tema t e r m o e l é t r i c o .  Cada u m  desses  do i s  

s i s temas  é estudado a  s e g u i r .  

1  O Sistema ~ i d r o e l é t r i c o  

U m  s i s tema h i d r o e l é t r i c o  é cons t i  t u ido  de uma ou mais 

us inas  h i d r o e l é t r i c a s ,  Essas us inas  podem, em g e r a l ,  s e r  decompos- 

t a s  em: u m  r e s e r v a t õ r i o  de acumulação da a f l u ê n c i a ,  uma t u r b i n a  e  
- 

um gerador ,  A função do r e s e r v a t õ r i o  é c o l e t a r  e  armazenar a agua 

a f l u e n t e  para u t i l i z a ç ã o  f u t u r a .  A geração e l é t r i c a  s e  f a z  pela  

t ransformação de ene rg i a  c i n é t i c a  em ene rg i a  e l é t r i c a  no gerador  , 

ob t ida  pelo  f l u x o  da água descarregada do r e s e r v a t ó r i o  a t r a v é s  da 

t u r b i n a ,  Cada  um desses  componentes de uma usina  h i d r o e l é t r i c a  pos 

sue c a r a c t e r l s t i c a s  e  r e s t r i ç õ e s  p r a p r i a s  que são enunciadas a  se-  

g u i r ,  

2 Equação do Gerador 

Basicamente a po tênc ia  i n s t a n t â n e a  gerada pe lo  gera-  

d o r  5 d a d a  p o r :  

C 

onde v 5 a  vazão f l u i n d o  pela  t u r b i n a  e  p e  u m  c o e f i c i e n t e  de 

rendimento, Diversos f a t o r e s  dependentes da operação d o  s i s tema p o  - 
dem i n f l u i r  n o  rendimento d o  gerador  sendo o mais impor tan te  a  a l -  

t u r a  de queda do r e s e r v a t õ r i o ,  Supõe-se n e s t e  t r a b a l h o  que o  rendi  - 
mento d o  s i s tema tu rb ina- gerador  é c o n s t a n t e ,  pela  adoção de um v a  - 



l o r  médio. 

4 R e s t r i ç ã o  de Turb ina  

A vazão t u r b i n a d a  por  uma u s i n a  h i d r o e l é t r i c a  6 r e s -  

t r i t a  s u p e r i o r m e n t e  p e l a  capac idade  de engo l imen to  da t u r b i n a  e  i n  - 
f e r i o r m e n t e  p e l o  s e u  engo l imen to  minimo. No modelo a d o t a d o ,  o  engo - 
l i m e n t o  minimo nu lo  e  o  engo l imen to  mãximo independe da ope ração  

do s i s t e m a ,  

4 

Assim, a  vazão t u r b i n a d a  v e r e s t r i t a  p o r  

onde r serã:  r e f e r e n c i a d a  como'-restr i 'ção da t u r b i n a ,  e  s e r á  uma 

função  do tempo, 

6  R e s t r i ç ã o  do ~ e s e r v a t õ r i o  

O r e s e r v a t a r i o  de acumulação de uma u s i n a  h i d r o e l é  - 
t r i c a  f i s i c a m e n t e  l i m i t a d o  em capac idade  de armazenagem t a n t o  su - 
p e r i o r  como i n f e r i o r m e n t e .  A adoção de c r i t é r i o s  u t i l i z a n d o  curva  

l i m i t e  ( v e r  Lima 1761) ou mesmo a  p o s s i b i l i d a d e  de ampl i ação  

da barragem de um r e s e r v a t ó r i o  d u r a n t e  o  p e r i o d o  de p lane jamen to  , 
j u s t i f i c a m  a  p o s s i  b i  1  i d a d e  de r e s t r i ç õ e s  de  ope ração  diferentes  das  

r e s t r i ç õ e s  f T s i c a s  i n i c i a i s  bem como l i m i t e s  v a r i a n t e s  no tempo. 

Dessa forma,  o  volume de água no r e s e r v a t ó r i o  no  i n s  - 
+ 

t a n t e  t ,  denotado w ( t ) ,  e  r e s t r i t o  por :  

7 N ( t )  2 W )  2 W(t) v t €[O,T] 



onde T é o h o r i z o n t e  de p lanejamento  e  N ( t )  e  W(t) s ã o  r e s p e c t i  - 
vamente os l i m i t e s  i n f e r i o r  e  s u p e r i o r  do r e s e r v a t ó r i o  no i n s t a n t e  

t ,  Supõe-se que N e  W s ã o  l i m i t a d a s  e  r e s p e c t i v a m e n t e  semicont?-  

nua s u p e r i o r m e n t e  e  semi c o n t í n u a  i n f e r i o r m e n t e .  

8 Af luênc ia  no ~ e s e r v a t õ r i o  

Denomina-se a f l  ugnci a  t o t a l  no r e s e r v a t ó r i o  ao f l u x o  

de água que chega ao r e s e r v a t 6 r i o  dev ido  a  r i o s ,  chuvas e  d e s c a r g a  

de r e s e r v a t ó r i o s  a  montante .  A a f l u ê n c i a  p r ó p r i a  do r e s e r v a t ó r i o  é 

a  p a r t e  da a f l u ê n c i a  t o t a l  não p r o v e n i e n t e  de desca rga  de r e s e r v a-  

t ó r i o s  a montante ,  Denota- se a  a f l u ê n c i a  t o t a l  no r e s e r v a t ó r i o  por  

y :  [o,T] -+ IR' onde y ( t )  é o  f l u x o  de água a f l u e n t e  no r e s e r v a t ó  - 
r i o  no i n s t a n t e  t ,  e  a  a f l u ê n c i a  p r õ p r i a  é denotada p o r ,  x:[o,T]+R'. 

A a f l u e n c i a  p r õ p r i a  de um r e s e r v a t ó r i o  6 uma v a r i ã  - 
vel  e s s e n c i a l m e n t e  a l e a t ó r i a  p o i s  depende de f a t o r e s  me teoro lóg i  - 
c o s .  O e s t u d o  de h i s t ó r i c o s  de a f l u ê n c i a  de anos a n t e r i o r e s  pode, 

contudo f o r n e c e r  e s t i m a t i v a s  e  p r e v i s õ e s  de a f l u ê n c i a s  p r ó p r i a s  f u  

t u r a s .  Neste t r a b a l h o ,  supõe- se  a  a f l u ê n c i a  dada d e t e r m i n i s t i c a m e n  - 
t e  por  e s s a s  p r e v i s õ e s ,  o b j e t i v a n d o  com i s s o  e s t a b e l e c e r  tendências 

de comportamento e  informação qual  i  t a t i v a  s o b r e  a s  s o l u ç õ e s .  Além 

d i s s o ,  o  e s t u d o  de problemas d e t e r m i n l s t i c o  é um passo  n e c e s s á r i o  

ao t r a t a m e n t o  do problema e s t o c ã s t i c o ,  U m  e s t u d o  do problema d i s  - 
- 

ereto e s t o c á s t i c o  com uma u s i n a  h i d r o e l e t r i c a  e  e n c o n t r a d o  em 

Lima 1761. 



9 Dinãmica de um R e s e r v a t o r i o  

O volume de água p r e s e n t e  em u m  r e s e r v a t ó r i o  no i n s -  

t a n t e  t é i g u a l  ã d i f e r e n ç a  e n t r e  o  volume de água a f l u e n t e  ao 

r e s e r v a t o r i o  a t é  e s s e  i n s t a n t e  e  o  volume de ggua d e s c a r r e g a d o  a t é  

e s s e  i n s t a n t e ,  somada ao volume de água i n i c i a l  do r e s e r v a t ó r i o .  O 

volume de água d e s c a r r e g a d o  pode s e r  decomposto em duas p a r t e s :  vo - 

lume de água v e r t i d o  e  volume de água t u r b i n a d o .  

Considerem-se a s  funções  y,  v ,  q :  [O,T] -+ IR' que rg 

presentam r e s p e c t i v a m e n t e :  

Y ( t )  yazzo a f l u e n t e  t o t a l  ao r e s e r v a t ó r i o  em t 

v ( t )  vazão t u r b i n a d a  em t 

q ( t )  vazão v e r t i d a  em t 

Então ,  p e l o  e x p o s t o ,  a  dinâmica do r e s e r v a t o r i o  f i c a  e x p r e s s a  p e l a  

equação i n t e g r a l  : 

onde w ( t )  é o  volume de água no r e s e r v a t ó r i o  no i n s t a n t e  t e  h 
d 

e  o  volume de agua i n i c i a l  no r e s e r v a t õ r i o ,  

E m  (10)  a  v a r i á v e l  y pode depender  da operação  do 

s i s t e m a  caso  ex i s t am u s i n a s  a  montante do r e s e r v a t ó r i o  considerado, 

E m  um s i s t e m a  com v ã r i o s  r e s e r v a t ó r i o s  em uma mesma b a c i a  e s t a  de- 

pendência  não pode s e r  d e s p r e z a d a .  

11 Sis tema a  n Rese rva tÕr ios  

Considera- se  a  s e g u i r  um s i s t e m a  h i d r o e l é t r i c o  cons- 



t i t u ? d o  de n  u s i n a s  h i d r o e l ~ t r i c a s .  E s t a s  u s i n a s  podem e s t a r  l o c a -  

l i z a d a s  em uma ou m a i s  b a c i a s  com r e g i m e s  h i d r o l Ó g i c o s  d i s t i n t o s ,  

Busca- se  uma r e p r e s e n t a ç ã o  p a r a  a  i n t e r l i g a ç ã o  h i d r o l ó g i c a  das  u s i  - 
n a s ,  r e s u l t a n t e  da acumu lação  de 3gua em um r e s e r v a t ó r i o  a  j u s a n t e  

d e v i d a  5 d e s c a r g a  de r e s e r v a t o r i o s  a  m o n t a n t e  e da a f l u ê n c i a  p r ó  - 
p r i  a,  

Suponha- se que as  u s i n a s  s ã o  numeradas de 1  a  n .  D i z  - 
- se  que a  u s i n a  j e s t á  i m e d i a t a m e n t e  a  m o n t a n t e  da u s i n a  i s e  não  

e x i s t e  nenhuma u s i n a  a  m o n t a n t e  de i e  a  j u s a n t e  de j, A u s i n a  i 

e s t a  i m e d i a t a m e n t e  a  j u s a n t e  da u s i n a  j s e  j e s t ã  i m e d i a t a m e n t e  a  

m o n t a n t e  de i, Cons ide ram- se  apenas s i s t e m a s  em que cada  u s i n a  ad-  

m i t e  no mãximo uma u s i n a  i m e d i a t a m e n t e  a  j u s a n t e  e  um número f i n i -  

t o  de u s i n a s  a  m o n t a n t e .  

Dessa f o r m a ,  não s e  a d m i t e  que a  água d e s c a r r e g a d a  por 

uma u s i n a  s e j a  d i s t r i b u i d a  p o r  duas ou m a i s  u s i n a s  a s s i m  como impe  - 
de- se  que h a j a  um c i r c u i t o  f e c h a d o  de u s i n a s  ( s i t u a ç ã o  i m p o s s ? v e l  

em s i s t e m a s  r e a i s  e x c e t o  com bombeamento) ,  

Com e s s a s  h i p õ t e s e s  o  f l u x o  de água e n t r e  u s i n a s  po-  

de s e r  c a r a c t e r i z a d o  p e l a  - m a t r i z  de  i n t e r l  i g a ç ã o  A ,  n x n ,  d e f i n i d a  

p o r :  

1 s e i = j  

1 2  

= I - 1 s e  a  u s i n a  j e s t a  i m e d i a t a m e n t e  a  mon 
Ai j 

- 
t a n t e  da u s i n a  i 

O nos  d e m a i s  c a s o s  

N o t e- s e  que s e  o  s i s t e m a  h i d r o e l e t r i c o  é c o n s t i t u l d o  de u s i n a s  l o -  

c a l i z a d a s  em b a c i a s  i n d e p e n d e n t e s  e n t ã o  a  m a t r i z  A a  m a t r i z  i d e n  - 
t i d a d e ,  



S e j a  x i :  [O,T] -+ IR' a  f u n ç ã o  a f l u ê n c i a  p r ó p r i a  do 

r e s e r v a t ó r i o  i .  S e j a  S:  [o,T] -t lRn uma p o l í t i c a  q u a l q u e r  de  d e s-  

c a r g a  p a r a  o s  r e s e r v a t ó r i o s ,  ou s e j a ,  S i ( t )  6 o  f l u x o  de água  de s  

c a r r e g a d o  p e l o  r e s e r v a t õ r i o  i no i n s t a n t e  t ,  E n t ã o ,  a  a f l u ê n c i a  

t o t a l  y i :  [o,T] -+ IR* do r e s e r v a t ó r i o  i é dada  po r :  

1 3  y i  ( t )  = x i  ( t )  + [Si ( t )  - f i i s ( t ) l  = 

= x i  ( t )  + S j ( t )  
~ E J  

onde J  é o  c o n j u n t o  da u s i n a s  i m e d i a t a m e n t e  a  mon tan t e  do r e s e r -  

v a t ó r i o  i ,  e  A i  r e p r e s e n t a  a  i - e s i m a  l i n h a  da  m a t r i z  A .  

A p a r t i r  de  (13 )  obtem- se a  e q u a ç ã o  de  i n t e r l i g a ç ã o  

h i d r o l ó g i c a  do s i s t e m a  h i d r o e l é t r i c o .  Sejam v i ,  q i :  [o,T] + IR r e s  - 

p e c t i v a n i e n t e  a  f u n ç ã o  vazão  g e r a n t e  e  v a z ã o  v e r t i d a  no r e s e r v a t ó  - 
r i o  i ,  E n t ã o ,  como 

de  ( 1 3 )  r e s u l t a :  

A equação  ac ima  pode s e r  e x p r e s s a  a t r a v e s  d a s  f u n ç õ e s  v e t o r i a i s  y ,  , 

v ,  q: [o,T] + l R n  p o r  meio d e :  

Na s e ç ã o  2 do c a p 7 t u l o  a p r e s e n t a m- s e  a s  p r o p r i e d a d e s  

de  i n v e r s i b i l i d a d e  da m a t r i z  de  i n t e r l i g a ç ã o  A e  de  s u a  i n v e r s a .  



A t i t u l o  de i l u s t r a ç ã o  d a  i n t e r l  igação h id ro lóg i  ca de 

um s is tema de geração h i d r o e l z t r i c a  cons idere- se  o  s is tema com 5 

us inas  represen tado  n a  f i g u r a  abaixo,  No diagrama, a s  u s inas  são 

represen tadas  por t r i a n g u l o s  e  os f l uxos  de água por l i n h a s ,  supon - 

do-se os f l u x o s  no s e n t i d o  descendente .  As mat r izes  de i n t e r l i g a  - 
ção e  sua i nve r sa  para e s s e  exemplo são respect ivamente:  



1 5  P o l t t i c a s  A d m i s s ~ v e i s  de  Operação  

Uma p o l T t i c a  de  o p e r a ç ã o  do s i s t e m a  a  n r e s e r v a t ó r i o s  

c o n s i s t e  n a s  f u n ç õ e s  v a z ã o  t u r b i n a d a  e  vazão  v e r t i d a  em c a d a  r e s e r -  

v a t ó r i o .  P a r a  a  d e f i n i ç ã o  de  p o i F t i c a  a d m i s s 7 v e l  de  o p e r a ç ã o ,  c o n s i  - 

d e r e - s e  a  s e g u i n t e  n o t a ç ã o  que  s e r ;  a d o t a d a  no r e s t a n t e  do t raba lho :  

x :  [o,T] + R n  a f l u é n c i a  p r ó p r i a  

x i  ( t )  é a  a f l u ê n c i a  p r ó p r i a  do r e s e r v a t ó r i o  i no i n s -  
t a n t e  t .  

v:  [O,T] -t v a z ã o  t u r b i n a d a  

vi  ( t )  é a  vazão  t u r b i n a d a  p e l o  r e s e r v a t ó r i o  i no ins-  
t a n t e  t ,  

q :  [O,TJ -+  IR^ v a z ã o  v e r t i d a  

q i ( t )  é a  vazão  v e r t i d a  p e l o  r e s e r v a t ó r i o  i no i n s t a n  - 
t e  t .  

r :  [O,T] -t  IR^ r e s t r i ç ã o  de  t u r b i n a  

r i ( t )  5 a  r e s t r i ç ã o  de  t u r b i n a  da  u s i n a  i no i n s t a n t e  

I .  

p E  IR^ r e n d i m e n t o  

i 
é o  r e n d i m e n t a  d; g r u p o  t u r b i n a - g e r a d o r  na  u s i -  

na i ,  .. 

w :  [o,T] -t  IR^ v01 ume dos  r e s e r v a t ó r i o s  

w i  ( t )  é o  v-olume do r e s e r v a t ó r i o  i no i n s t a n t e  t .  

N , W :  [o,T] -t  IR^ l i m i t e s  i n f e r i o r  e  s u p e r i o r  dos  r e s e r v a t ó r i o s  

N .  ( t )  e  W i  ( t )  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  o s  l i m i t e s  i n f e r i o r  
1 

e  s u p e r i o r  do r e s e r v a t ó r i o  i no i n s t a n t e  t .  

h E volume i n i c i a l  

h i é o  volume de  água  I n i c i a l  do r e s e r v a t ó r i o  i ,  



Como algumas das  funções  l i s t a d a s  acima devem s e r  i n  ..- 

t e g r a d a s  ou comparadas com f u n ç õ e s  i n t e g r á v e i s ,  algumas h i p ó t e s e s  

devem s e r  a d o t a d a s  p a r a  p r e s e r v a r - s e  a  c o n s i s t ê n c i a  da d inâmica  dos 

r e s e r v a t ó r i o s .  Supõe- se ,  p o r t a n t o ,  que a s  f u n ç õ e s  x  e  r s ã o  i n t e  - 
g r á v e i s  e  e s s e n c i a l m e n t e  1  i m i t a d a s ,  ou s e j a ,  per tencem a  ( L ~ [ o ~ ~  ) n ,  

enquan to  w ,  em consequGncia da dinâmica do r e s e r v a t ó r i o ,  s e r á  ne- 

c e s s a r i a m e n t e  uma função  a b s o l u t a m e n t e  contTnua ,  

Ainda no s e n t i d o  de manter  a  c o n s i s t ê n c i a  do modelo 

deve- se  s u p o r :  

1 6  Dado h E ,, uma p o l í t i c a  de o p e r a ç ã o  (v  , q )  é uma - po- 

l T t i c a  h-admissTve1 de o p e r a ç ã o  s e :  

Na d e f i n i ç ã o  acima a  d e s i g u a l d a d e  ( 1 7 )  c o r r e s p o n d e  

r e s t r i ç ã o  de t u r b i n a  ( 4 ) ;  a  equaçzo  ( 1 8 )  exprime a  d inâmica  dos r e  - 
s e r v a t õ r i o s  e x p o s t a  em ( 9 1 ,  c o n s i d e r a n d o  a  equação  de i n t e r l i g a ç ã o  

(1 4 ) ,  As r e s t r i ç õ e s  dos r e s e r v a t ó r i o s  s ã o  c a r a c t e r i z a d a s  em (1 9). 

Uma p o l i t i c a  h-admiss7vel  c o r r e s p o n d e  p o r t a n t o  a  u m  

esquema de ope ração  do s i s t e m a  h i d r o e l é t r i c o  que s a t i s f a z  à s  r e s  - 



t r i ç õ e s  dos r e se rva tÓr ios  e  r e s t r i ç õ e s  das t u r b i n a s ,  Se ( v , q )  é uma 

p o l i t i c a  h-admiss?'vel , denomina-se t r a j e t ó r i a  assoc iada  a  e s s a  p o -  

l T t i c a  ã funç5o w d e f i n i d a  p o r  ( 1 8 ) .  Ou s e j a ,  a  t r a j e t ó r i a  a s s o c i a  - 
da é a função do tempo que a s s o c i a  a cada i n s t a n t e  de tempo os vo- 

lumes de agua p re sen t e s  nos r e s e r v a t z r i o s  naquele i n s t a n t e .  

A toda p o l i t i c a  h-admissTve1 ( v , q )  e s t á  associada uma 

geração e l é t r i c a  que pode s e r  ca l cu l ada  por ( 3 ) .  P o r  e s sa  equação,  

v e r i f i c a - s e  que a  po tenc ia  i n s t a n t a n e a  ob t ida  pel a operação (v , q )  

21 Sistema de Geracão Termoelgtr ica  

U m  s is tema de geração t e r m o e l é t r i c a  é cons t i t uydo  de 

uma ou mais u s inas  t e r m o e l z t r i c a s ,  Basicamente, uma usina  d e s t e  t i  

po opera pela  t ransformação de ene rg i a  térmica  em ene rg i a  e l e t r i  - 
c a ,  Em g e r a l ,  a  ene rg i a  térmica  é ob t ida  pela  queima de material com - 
bust7vel  ( ca rvao ,  Óleo, g á s ,  e t c )  ou pe la  f i s s ã o  de m a t e r i a i s  f ? s -  

s e i s ,  Este consumo de mate r ia l  não renovável f a z  com que ?o cus to  

de operação de um s is tema térmico r ep re sen t e  a pa rce l a  mais impor- 

t a n t e  do cus to  de produção de ene rg i a  e l é t r i c a  em u m  s i s tema h i d r o  - 

tzrmi co. 

A operação de u m  s i s tema t e r m o e l é t r i c o  é portanto pla  - 
nejada de forma a  minimizar o  seu cus to .  Embora, o parque gerador  

de ene rg i a  t e r m o e l é t r i c a  s e j a  l i m i t a d o ,  é p o s s i v e l ,  ge la  a t r i b u i  - 
ção de u m  cus to  e levado ao d e f i c i t  de e n e r g i a ,  cons iderá- lo  capaz 



de a t e n d e r  qual  q u e r  demanda ( v e r  Lima .. 176 f ) ,  Dessa fo rma ,  o  

c u s t o  de o p e r a ç ã o  6 a  Única c a r a c t e r ? s t i c a  r e l e v a n t e  d e s s e  s i s t e m a  

em u m  p l ane jamen to  a  1  ongo p r a z o ,  

A de t e rminação  dos n ? v e i s  de ope ração  de cada u s i n a  

t e r m o e l e t r i c a  do s i s t e m a  de forma a  a t e n d e r  a  um dado r e q u i s i t o  a  
+ 

c u s t o  m?nimo, e  u m  problema de o t i m i z a ç ã o .  A r e s o l u ç ã o  d e s t e  p ro  - 
blema e b a s t a n t e  complexa quando os  r e q u i s i t o s  s ã o  v a r i a n t e s  no teni - 
po p o i s  envo lve  d e c i s õ e s  de a t i v a r  ou não cada u s i n a  ( l i g a r  uma usi - 
na t e r m o e l é t r i c a  impor ta  em u m  consumo não p r o d u t i v o  de combust? - 
v e l ) .  Contudo,  Lima 1761 s u g e r e  um esquema s i m p l e s  p a r a  a  

a v a l i a ç ã o  do c u s t o  de ope ração  do s i s t e m a  em a p l i c a ç õ e s  a  p l a n e j a -  

mento a  longo p r a z o .  

Segundo e s s e  esquema pode- se s u p o r  que o  c u s t o  de o p c  

r a ç ã o  do s i s t e m a  t e r m o e l é t r i c o  é uma função  convexa do r e q u i s i t o  de 

e n e r g i a .  Assim o  c u s t o  de p r o d u z i r  uma p o t ê n c i a  p e l o  sistema s e  - 
r i a  C ( p )  onde C é convexa c r e s c e n t e .  A t r i b u i n d o- s e  uma t a x a  de 

d e s c o n t o  B - > O na a t u a l i z a ç ã o  dos c u s t o s ,  o  c u s t o  t o t a l  de ope ra  - 
ção  pa ra  a produção de c ( t )  em cada t E[O,T] s e r i a  dado p o r :  

A p o s s i b i l i d a d e  de a l t e r a ç õ e s  na e s t r u t u r a  do parque  

g e r a d o r  t e r m o e l é t r i c o  s u g e r e  uma dependência  do tempo d i r e t a  do cus - 

t o  de ope ração .  Essas  a l t e r a ç õ e s  de  e s t r u t u r a  podem s e r  r e s u l t a d o  

da p a r a l i z a ç ã o  ou i n t r o d u ç ã o  de u s i n a s  no s i s t e m a  d u r a n t e  o  p e r í o -  

do de p lane jamen to ,  P o r t a n t o ,  admi te- se  que o  c u s t o  de o p e r a ç ã o  é 

c a l c u l a d o  a t r a v é s  de uma função  C :  IRX[O,T] -t IR, t a l  que C ( .  , t )  s e  - 



j a  convexa e  c r e s c e n t e  pa ra  cada t E [o,T], por  meio da e x p r e s s ã o :  

Mais a d i a n t e  no t e x t o ,  s e r ã o  a d o t a d a s  h i p ó t e s e s  a d i -  

c i o n a i s  pouco r e s t r i t i v a s  s o b r e  a  função  C de forma a  g a r a n t i r  

p r o p r i e d a d e s  c o n v e n i e n t e s  do f u n c i o n a l  c a l c u l a d o  por  ( 2 2 ) .  

Seção 2 .  Formulação do Problema 

O o b j e t i v o  dos s i s t e m a s  h i d r o e l ê t r i c o  e  t e r m o e l é t r i -  

co a t e n d e r  a  uma demanda de e n e r g i a .  Embora, a  r i g o r  o mercado 

e n e r g g t i c o  s e j a  uma v a r i ã v e l  a1 e a t o r i a ,  e s t u d o s  do c r e s c i m e n t o  i n -  

d u s t r i a l  e  urbano permitem uma p r e v i s ã o  b a s t a n t e  a c e i t ã v e l  do mer- 

cado em a p l i c a ç õ e s  a  p lane jamento  a  longo prazo  e  mesmo a  c u r t o  pra - 
zo.  

Em nosso modelo a  demanda de e n e r g i a  s e r á  c a r a c t e r i -  

zada por  uma função  d: [O,T] -+ IR' i n t e g r á v e l  e  e s s e n c i a l m e n t e  l i  - 
m i t a d a .  Então ,  d i z - s e  que a  ge ração  h i d r o e l ê t r i c a  P e  a  geração t e r  - 

m o e l é t r i c a  s a t i s f a z e m  a  demanda quando 

O problema es tudado  n e s t e  t r a b a l h o  é o  de e n c o n t r a r  

uma p o l 7 t i c a  de operação  do s i s t e m a  t e r m o e l é t r i c o  e  uma p o l T t i c a  

admiss?vel  de operação  do s i s t e m a  h i d r o e l ê t r i c o  de forma a  s a t i s f a  - 
z e r  a  demanda de e n e r g i a ,  minimizando o  c u s t o  de operação  t e r m o e l é  - 
t r i c o ,  Ou s e j a ,  
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E n c o n t r a r ,  s e  e x i s t i r e m ,  y E L ~ [ o , T J  e  uma p o l i t i c a  

admiss fve l  de ope ração  do s i s t e m a  h i d r o e l g t r i c o  (v,q) s a t i s f a z e n d o  

z ( t )  t p '  Y ( t )  = d ( t )  V t E[o,T] q . t . p .  

e  minimizando o  c u s t o  ( 2 2 )  e n t r e  t o d o s  os y ,  v e  q s a t i s f a z e n d o  

a s  cond ições  ac ima,  

O problema ( 2 4 )  pode s e r  formulado no fo rma to  padrão 

de um problema de c o n t r o l e  Õtimo, i s t o  é:  

2 5  ( P )  Minimizar  jT C ( y ( t ) , t )  e  - B t  d t  
O 

E s t e  problema 5 u m  problema c l á s s i c o  de c o n t r o l e  Õtimo com r e s t r i -  

ção  no e spaço  de e s t a d o .  E n t r e t a n t o ,  a  não d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da 

função  C e  das  r e s t r i ç õ e s  do e spaço  de e s t a d o ,  impedem a  a p l i c a  - 
ção  i m e d i a t a  do p r i n c f p i o  do mTnimo de Pon t ryag in  a  e s t e  problema. 

Uma, obse rvação  deve s e r  f e i t a  em r e l a ç ã o  2s r e s t r i  - 
ç õ e s  do c o n t r o l e  t é r m i c o .  Não s e  i n c l u i u  no problema ( 2 5 )  nenhuma 

r e s t r i ç ã o  de p o s i t i v i d a d e  do c o n t r o l e  t é r m i c o  a p e s a r  do s i s t e m a  tér 

mito s e r  um g e r a d o r  de e n e r g i a .  Va lo res  n e g a t i v o s  da v a r i á v e l  tem 

contudo o  s i g n i f i c a d o  de u m  e x c e d e n t e  de e n e r g i a  que pode s e r  ven- 



d i d o  a  componentes exõgenas ao s i s t e m a ,  O v a l o r  da venda d e s s a  e n e r  - 
g i a  exceden te  pode s e r  computado a t r a v e s  da função o b j e t i v o  fazendo  

com que C admita  v a l o r e s  não p o s i t i v o s  para n7ve i s  n e g a t i v o s  de v, 

A dependência  do tempo da função c u s t o  C ,  como j ã  f o i  

n o t a d o ,  o b j e t i v a  c o n s i d e r a r  a l t e r a ç õ e s  na e s t r u t u r a  do s i s t e m a  t é r -  

mico, Alguma h i p 6 t e s e  s o b r e  C como função de t é n e c e s s á r i a  pa- 

r a  a  ob tenção  de r e s u l t a d o s  f u t u r o s  u t i l i z ~ v e i s ,  A h i p ó t e s e  a p r e s e n  - 

t a d a  em segu ida  s a t i s f a z  os o b j e t i v o s  c i t a d o s  e  g a r a n t e  p r o p r i e d a  - 
des  c o n v e n i e n t e s  pa ra  a  função o b j e t i v o  de ( 2 5 ) .  

Basicamente ,  supõe- se que a  função c u s t o  v a r i a  no tem - 

po somente em u m  numero f i n i t o  de i n s t a n t e s ,  Ou s e j a ,  o  p e r i o d o  de 

p lanejamento  pode s e r  s u b d i v i d i d o  em um número f i n i t o  de i n t e r v a l o s  

e  a  função C ( a , . )  e c o n s t a n t e  em cada um d e s s e s  i n t e r v a l o s  p a r a  

cada a E IR, E s t e s  i n t e r v a l o s  r ep resen tam obviamente perTodos de tem - 
po onde a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a  tg rmico  mantem-se i n a l t e r a d a  enquan-  

t o  a s  ex t remidades  d e s s e s  i n t e r v a l o s  c a r a c t e r i z a m  i n s t a n t e s  de mu - 
dança de e s t r u t u r a  do s i s t e m a .  

26 Formalmente,  a s  h i p ó t e s e s  s o b r e  a função  c u s t o  C :  

R x  [O,T] -t IR s ã o  a s  s e g u i n t e s :  

a )  e x i s t e m  uma p a r t i ç ã o  I ,  I  , I 1 do p e r í o d o  de k 
p lane jamento  [0,T], c o n s t i t u 7 d a  de i n t e r v a l o s  ,e fun-  

çóes  convexas C i :  R + R i = 1 , 2  ... k t a i s  que:  

C ( a , t )  = C .  ( a )  
1 

b )  e x i s t e m  c o n s t a n t e s  M > O e  a  E IR t a i s  que:  



Na cond ição  a )  a  função  C i  r e p r e s e n t a  a  função  cus - 
t o  de  ope ração  da e s t r u t u r a  do s i s t e m a  t e r m i c o  e x i s t e n t e  no i n t e r -  

v a l o  de tempo I i .  A cond ição  b )  impõe r e s t r i ç õ e s  ao crescimento do 

c u s t o  com a  g e r a ç ã o  t é r m i c a .  Es ta  r e s t r i ç ã o  não é s i g n i f i c a t i v a  pois 

a  ge ração  t é r m i c a  é n e c e s s a r i a m e n t e  menor ou i g u a l  demanda que por 

sua vez é e s s e n c i a l m e n t e  l i m i t a d a .  A f i n a l i d a d e  da cond ição  b )  é ga - 
r a n t i r  um c u s t o  t o t a l  de ope ração  f i n i t o  pa ra  q u a l q u e r  p o i i t i c a  de 

ope ração  do s i s t e m a  t é r m i c o ,  

As p r o p r i e d a d e s  da m a t r i z  de i n t e r l i g a ç ã o  A a p r e s e n-  

t a d a s  n o  teorema s e g u i n t e  s3o  de ex t rema u t i l i d a d e  na dedução das  

cond ições  de o t i m a l  i d a d e  pa ra  o  problema ( 2 5 ) .  Essas  p r o p r i e d a d e s  

s ã o  i m e d i a t a s  pa ra  s i s t e m a s  h i d r o e l e t r i c o s  compostos por u s i n a s  h i  

d r o l o g i c a m e n t e  independen tes  p o i s  n e s s e  c a s o  a  m a t r i z  A a  m a t r i z  

i d e n t i d a d e .  

27 Teorema A m a t r i z  de i n t e r l i g a ç ã o  A d e f i n i d a  em ( 1 2 )  é i n v e r -  

s7ve l  e sua  i n v e r s a  é p o s i t i v a ,  i s t o  é, 

Prova Considerem-se a s  funções  

I J :  { 1 , 2 % .  . n )  +{0 ,1 ,2 . .  . n l  

dadas por:  

T I J ( i )  = i n d i c e  da u s i n a  imedia tamente  a  j u s a n t e  da usi - 
na i  ( z e r o  c a s o  não h a j a  nenhuma) 

J ( i )  = c o n j u n t o  dos i n d i c e s  das u s i n a s  a  j u s a n t e  d a  

u s i n a  i ,  i n c l u i n d o  o  p r ó p r i o  i .  



P a r a  cada  i, J ( i )  é f i n i t o  g r a ç a s  a  h i p ó t e s e  de i n e -  

x i s t ê n c i a  de c i r c u i t o s  n o  s i s t e m a  h i d r o l õ g i c o ,  

A m a t r i z  A f o i  d e f i n i d a  p o r :  

Aik = 1 - 1  s e  i = I J ( k )  

O dema is  c a s o s  

C o n s i d e r e - s e  a  m a t r i z  B, n x n ,  d e f i n i d a  p o r :  

M o s t r a - s e  que B 5 a  i n v e r s a  de A.  

De f a t o ,  o b s e r v a - s e  que :  

- 9  s e  i = I J ( k ) ,  k E J ( j )  

O dema is  casos  

N o t e- s e  que se  Aik Bkj = - 1  e n t ã o  i E J ( j ) ,  

E n t ã o ,  s e  i 6 J ( j ) ,  tem- se que:  

p o i s  t o d o s  os  t e r m o s  do  s o m a t õ r i o  são n u l o s ,  

Se i E J ( j )  mas i # j, e n t ã o  Aik Bkj s e r á  não  nu - 
1 0  p a r a  somente  d o i s  v a l o r e s  de K: quando K = i assume v a l o r  1  e  

quando  i = I J ( k ) ,  K E J ( j )  assume v a l o r  -1. Logo,  n e s s e  caso ,  o  

v a l e  ( 2 8 ) .  F i n a l m e n t e ,  s e  i = j e n t ã o ,  Aii Bii = 1  e  AikBki= O 

p a r a  k  # i l o g o :  



p r o v a n d o  q u e  B 5 a  i n v e r s a  d e  A .  

A p o s i t i v i d a d e  d e  B 5 i m e d i a t a  p o i s  e s s a  m a t r i z  s ó  

p o s s u e  c o m p o n e n t e s  n ã o  n e g a t i v a s .  1 1  

S e ç ã o  3 .  V a l o r  e C u s t o  d a  Zgua  

D e v i d o  3 t r a n s f o r m a ç ã o  d e  e n e r g i a  no  g r u p o  t u r b i n a -  

- g e r a d o r ,  um c e r t o  v o l u m e  d e  ã g u a  no  r e s e r v a t ó r i o  d e  uma u s i n a  h i -  

d r o e l é t r i c a  p o d e  s e r  i d e n t i f i c a d o  a  uma q u a n t i d a d e  d e  e n e r g i a .  Es- 

s a  e n e r g i a  s e r i a  a q u e l a  o b t i d a  p e l a  d e s c a r g a  d a q u e l e  v o l u m e  de  água 

a t r a v é s  d a s  t u r b i n a s  d a  u s i n a ,  Nesse s e n t i d o ,  p o d e- s e  i d e n t i f i c a r  
* 
a g u a  ã e n e r g i a  e v i s u a l i z a r  um r e s e r v a t o r i o  como um a r m a z e n a d o r  d e  

e n e r g i a .  

D e s s a  f o r m a ,  é d e  s e  e s p e r a r  q u e  um a u m e n t o  d o  v o l u -  

me i n i c i a l  d e  á g u a  em um ou  m a i s  r e s e r v a t ó r i o s  i m p l i q u e  em uma r e -  

d u ç ã o  d o  c u s t o  mi'nimo d e  o p e r a ç ã o  d o  s i s t e m a .  De f a t o ,  e s t e  aumen-  

t o  d e  " e n e r g i a  a r m a z e n a d a "  no  s i s t e m a  l e v a r i a  a  uma m a i o r  u t i l i z a -  

ç ã o  d e  g e r a ç ã o  h i d r o e l é t r i c a  com uma c o n s e q u e n t e  r e d u ç ã o  d e  g e r a  - 
ç ã o  t e r m o e l g t r i c a .  P o d e- s e  e s p e r a r  também uma r e d u ç ã o  d o  c u s t o  m T -  

n imo d e  o p e r a ç ã o  d o  s i s t e m a  q u a n d o  s e  r e d u z  a  q u a n t i d a d e  d e  e n e r  - 
g i a  d e m a n d a d a  a o  s i s t e m a .  

T ã o  i m p o r t a n t e  q u a n t o  r e s o l v e r - s e  o  p r o b l e m a  ( 2 5 )  é 

d e t e r m i n a r - s e  a  r e d u ç ã o  d o  c u s t o  mi'nimo d e  o p e r a ç ã o  d o  s i s t e m a  d e-  

v i d o  p e q u e n a s  p e r t u r b a ç õ e s  n a  demanda  d e  e n e r g i a .  P e l o  r a c i o c ? n i o  

a c i m a ,  uma p e r t u r b a ç ã o  n a  demanda  é a p r o x i m a d a m e n t e  e q u i v a l e n t e  a  



uma p e r t u r b a ç ã o  do volume nos  r e s e r v a t ó r i o s  em t e r m o s  de economia 

de  c o m b u s t í v e l  p a r a  t e r m o e l ~ t r i c a s ,  E s t u d a - s e ,  p o r t a n t o ,  a  v a r i a -  

ç ã o  i n c r e m e n t a l  do c u s t o  minimo d e  o p e r a ç ã o  d e v i d a  a  uma v a r i a ç ã o  

i n c r e m e n t a l  dos  n í v e i s  i n i c i a i s  dos  r e s e r v a t o r i o s ,  

O v a l o r  da água  em um r e s e r v a t ó r i o  do s i s t e m a  no ins 
C 

t a n t e  i n i c i a l  do p l a n e j a m e n t o  c o r r e s p o n d e  a  r a z ã o  e n t r e  a  e c o n o  - 
mia no c u s t o  de  o p e r a ç ã o  e  o  aumento i n c r e m e n t a l  do n i v e l  i n i c i a l  

do r e s e r v a t ó r i o  que  p rovocou  a q u e l a  economia .  Nas mesmas condições,  

o  c u s t o  da  ggua  s e r i a  o  v a l o r  d a q u e l a  r a z ã o  quando  da  r e d u ç ã o  do 

nf v e l  i n i c i a l  do r e s e r v a t õ r i o ,  

2 9  P a r a  a  f o r m a l i z a ç ã o  d e s s a s  i d é i a s ,  é c o n v e n i e n t e  i n  

t r o d u z i r - s e  uma f u n ç ã o  c u s t o  q u e  a s s o c i a  a  c ada  c o n j u n t o  d e  v a l o -  

r e s  d o s  n 7 v e i s  i n i c i a i s  dos  r e s e r v a t ó r i o s  o  menor c u s t o  de  o p e r a -  

ç ã o  do s i s t e m a  p a r t i n d o  d e s s e s  n i v e i s .  S e j a  h E  IR^ u m  v e t o r  c a -  

r a c t e r i z a n d o  o s  n y v e i s  i n i c i a i s  dos  n r e s e r v a t õ r i o s ,  A f u n ç ã o :  

G :  1~~ + E dada  po r :  

c o r r e s p o n d e  ao c u s t o  mTnimo d e  o p e r a ç ã o  do s i s t e m a  h i d r o e l g t r i c o  

p a r t i n d o - s e  dos  n í v e i s  i n i c i a i s  h i ,  i = 1 , 2  ... n ,  nos  r e s e r v a t ó  - 
r i o s .  P a r a  que ( 3 0 )  s e j a  c o n s i s t e n t e  f a z - s e  a  convenção  de que  o  

Tnf imo do c o n j u n t o  v a z i o  i n f i n i t o ,  podendo p o r t a n t o  o b t e r - s e  va 

l o r e s  não  f i n i t o s  p a r a  G ,  A p e s a r  da e x p r e s s ã o  que  d e f i n e  G s e r  

b a s t a n t e  comp lexa ,  p r o v a - s e  no c a p 7 t u l o  I11 que  G é uma f u n ç ã o  

convexa  e  c r e s c e n t e .  

A p a r t i r  da f u n ç ã o  G pode- se  d e f i n i r  p r e c i s a m e n t e  



o  v a l o r  e  c u s t o  da água  em u m  r e s e r v a t ó r i o .  S e j a  k E  IR^ um n í v e l  

i n i c i a l  p a r a  o s  r e s e r v a t ó r i o s  t a l  que  e x i s t a  uma p o l ? t i c a  5 - admis -  
i s í v e l .  Sejam e  E  IR^ a  i - ê s i m a  c o l u n a  da m a t r i z  i d e n t i d a d e  e  X um 

r e a l  p o s i t i v o .  E n t ã o ,  G ( ' f 7 )  é O c u s t o  mínimo de o p e r a ç ã o  do s i s t e -  

ma a  n í v e l  T i  e  G ( n + n e i )  é o  c u s t o  minimo de o p e r a ç ã o  do s i s t e -  

ma com um aumento d e  X no n i v e l  i n i c i a l  do r e s e r v a t ó r i o  i .  P o r  - 
t a n t o ,  a  r a z ã o  

r e p r e s e n t a  a  economia i n c r e m e n t a l  de  c o m b u s t i v e l  d e v i d a  ao  incremen - 
t o  X no n í v e l  i n i c i a l  do r e s e r v a t ó r i o  i .  O v a l o r  da água  n e s s e  

r e s e r v a t ó r i o  s e r i a  o  l i m i t e  de ( 3 1 )  com X t endendo  a  z e r o .  

D e f i n e - s e ,  p o r t a n t o ,  o  v a l o r  da ãgua no r e s e r v a t ó r i o  

i no i n s t a n t e  i n i c i a l  com nyvel  i n i c i a l  li', N(O)cF<W(O), como: - - 

Da mesma f o r m a ,  o  c u s t o  da  água no r e s e r v a t ó r i o  i no 
- - 

i n s t a n t e  i n i c i a 1  com n í v e l  i n i c i a l  h ,  N ( O ) < K < W ( O ) , , ~ :  

O e s t u d o  da t e o r i a  de  v a l o r  e  c u s t o  da ãgua  tem vã-  

r i a s  a p l i c a ç õ e s ,  E n t r e  e l a s  r e s s a l t a  a  c o n s t r u ç ã o  de  métodos n u m é-  

r i c o s  de  r e s o l u ç ã o  do prob lema ( 2 3 ) ,  E m  Fe rnandes  1751 e  Lima 

176 1 s ã o  a p r e s e n t a d o s  a1 g o r i  tmos p a r a  a  r e s o l  ução do prob lema de 

p l a n e j a m e n t o  da o p e r a ç ã o  de  s i s t e m a s  c o n s t i t u ? d o s  p o r  uma u s i n a  h i  - 
d r o e l é t r i c a  e  um s i s t e m a  t é r m i c o .  E m  ambos,  o  c ~ l c u l o  do v a l o r  da 



água é a  base  dos metodos,  

No c a p ? t u l o  s e g u i n t e ,  o  problema ( 2 5 )  é r e f o r m u l a d s  

como u m  problema de programação convexa em espaco  de Banach,e s ã o  

deduz idas  cond ições  n e c e s s ã r i a s  e  s u f i c i e n t e s  de o t i m a l i d a d e .  E m  

s e g u i d a ,  s ã o  demonstrados a l g u n s  r e s u l t a d o s  a s s o c i a d o s  ao v a l o r  e  

c u s t o  da ãgua n e s s e  problema,  No c a p T t u l o  IV e s s e s  r e s u l t a d o s  s e -  

r ã o  d i s c u t i d o s  e  a p l i c a d o s  a  a l g u n s  c a s o s  i m p o r t a n t e s .  



C A P I T U L O  I11  
% 

REFORMULAÇÃO D O  P R O B L E M A  E 

CONDIÇÕES D E  OTINALIDADE 

I n t r o d u ç ã o  

O problema enunc iado  em (11 .25)  pode s e r  abordado por  

d i v e r s a s  t é c n i c a s .  Como e s s e  problema pode s e r  formulado como um Pro - 
blema de Programação Convexa em [o,T] , optou- se p e l a  u t i l  i z a ç ã o  

de r e s u l t a d o s  b a s t a n t e  f o r t e s  dev idos  a  Pshenichnyi  1711, Embora po - 
d e r o s o ,  o  t r a t a m e n t o  ado tado  e x i g e  um f e r r a m e n t a 1  metemát ico  s o f i s -  

t i c a d o ,  

A p r i m e i r a  s e ç ã o  busca uma re fo rmulação  do Problema 

(11 ,251  p e l a  sua  imersão  em u m  problema mais complexo. Dessa forma 

p r e t e n d e- s e  o b t e r  a s  cond ições  de o t i m a l i d a d e  e  o  c ã l c u l o  do v a l o r  

e  c u s t o  da água por  u m  procedimento  u t i i f i c a d o ,  O desenvo lv imen to  te6 - 

r i c o  das  cond ições  de o t i m a l i d a d e  é e x p o s t o  na s e ç ã o  s e g u i n t e .  Fi - 
na lmen te ,  a  Últ ima s e ç ã o  l i s t a  os r e s u l t a d o s  f i n a i s  i m p o r t a n t e s .  

E m  uma p r i m e i r a  l e i t u r a  do c a p % t u l o  podem s e r  d i s p e n-  

s a d a s  a s  s e ç õ e s  1 e  2 passando- se  d i r e t a m e n t e  ã s e ç ã o  3 .  Nesse caço  

a s  demonst rações  da ú l t i m a  s e ç ã o  devem s e r  i g n o r a d a s  por  e s t a r e m  r e  - 
f e r i d a s  ao m a t e r i a l  das  s e ç õ e s  a n t e r i o r e s .  

Seção 1 .  Reformulação do Problema 

O Problema (11 .25)  6 r e fo rmulado  em s e g u i d a  como um 



problema de  Programação Convexa em L ~ [ o , T ] .  A dedução de cond ições  

de o t i m a l i d a d e  p a r a  e s s e  problema pode s e r  e n t ã o  abordada  p e l a  apli 
PFi. 

cação  de r e s u l t a d o s  de Pshen ichny i  1711 ( v e r  ( A . 2 1 ) ) .  Contudo,  bus - 
cam-se também meios de c a l c u l a r  o  v a l o r  e  c u s t o  da água d e f i n i d o s  

em ( 1 1 . 3 2 )  e  ( 1 1 . 3 3 ) .  

As d e f i n i ç õ e s  de v a l o r  e  c u s t o  da água envolvem uma 

p e r t u r b a ç ã o  do nyvel i n i c i a l  dos r e s e r v a t õ r i o s ,  O v a l o r  da água r e  - 
p r e s e n t a  a  v a r i a ç ã o  do c u s t o  t o t a l  de ope ração  Ótima do s i s t e m a  de 

v ida  a  v a r i a ç õ e s  no nTvel i n i c i a l  dos r e s e r v a t G r i o s .  A p a r t i r  d a ? ,  

mot ivações  i n t u i t i v a s  e  f o r m a i s  sugerem a  imersão  do problema (11 .  

25) em u m  problema onde o s  n 7 v e i s  i n i c i a i s  dos r e s e r v a t õ r i o s  6 uma 

v a r i á v e l  de d e c i  s ã o ,  

O Problema (11 .25)  possue  bas icamente  o  f o r m a t o :  

Minimizar  F ( u )  

S u j e i t a  a  E U(Ej , 11 E L ~ [ D , T ]  

onde F ( p )  é o  c u s t o  t o t a l  de ope ração  do s i s t e m a  tg rmico  a o  nTvei 

v ,  e U(h) r e p r e s e n t a  o  c o n j u n t o  de t o d o s  os c o n t r o l e s  t é r m i c o s  ad- 

mis sTve i s .  A dependencia  em h do c o n j u n t o  U(h) é e x p l i c i t a d a  por  

f a c i l i t a r  c o n s i d e r a ç õ e s  a c e r c a  do v a l o r  e  c u s t o  da á g u a ,  Es tuda- se  

con tudo ,  o  problema a b a i x o  onde h a p a r e c e  como v a r i á v e l  de d e c i s ã o  

com um c u s t o  y E IR": 

Minimizar  F ( v )  - y ' h  

S u j e i t a  a  u E U(h)  

E L2[03T]  , h E  IR^ 

C 

Ver-se-a mais a d i a n t e  que p e l a  e s c o l h a  j u d i c i o s a  de y e possTvei 



que  uma s o l u ç ã o  do prob lema ( 1 )  r e s o l v a  ( 2 )  e  v i c e - v e r s a ,  

Na s e ç ã o  s e g u i n t e  de t e rminam- se  c o n d i ç õ e s  de  o t i m a l  i - 
d a d e  p a r a  o  p rob lema ( 2 )  a t r a v é s  de  a p l i c a ç õ e s  do Teorema ( R , 2 l ) d e  - 
v i d o  a  P s h e n i c h n y i ,  As c o n d i ç õ e s  d e  o t i m a l i d a d e  p a r a  o  p r o b l e m a ( 1 )  

s ã o  e s s e n c i a l m e n t e  a s  mesmas do prob lema ( 2 1 ,  a  menos de  uma cond i  

ç ã o  s o b r e  y que f o r n e c e r á  meios  p a r a  o  c á l c u l o  do v a l o r  e c u s t o  da 
e 

agua .  E s t e s  Ú l t imos  r e s u l t a d o s  s ã o  d e d u z i d o s  na s e ç ã o  3 do c a p r t u -  

1 0 ,  

O Problema (1  ) 

O f u n c i o n a l  o b j e t i v o  do Problema ( I I , 2 5 )  f o i  d e f i n i -  

do em ( 1 1 . 2 2 )  e  pode s e r  e x p r e s s o  p o r  F:  L 2 [ o , T ]  + IR, c u j o  v a l o r  é: 
T 

v = J C ( ~ l ( t ) > t )  e -k3t d t  
O 

onde f3 - > O e  C e uma f u n ç ã o  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 1 . 2 6 ) .  

E s s a s  c o n d i ç õ e s  imp l i cam em u m  v a l o r  f i n i t o  p a r a  a  i n t e g r a l  além de 

o u t r a s  p r o p r i e d a d e s  p a r a  o  f u n c i o n a l  1  i s t a d a s  a  s e g u i r ,  

3 Teorema Suponha que  C s a t i s f a ç a  5 s  c o n d i ç õ e s  ( 1 1 . 2 6 ) .  E n t ã o ,  o 

f u n c i o n a l  F é convexo ,  1  i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  em s u b c o n j u n t o s  l i m i  - 

t a d o s  de  L 2  [O,T] , contTnuo  e a  s u b d i f e r e n c i a l  

aF: L ~ [ o , T ]  -z I P ( L ~ [ O , T ]  ) 

de  F e x i s t e  e  pode s e r  e x p r e s s a  p o r :  V v E L ~ [ o , T ]  

~ F ( P )  = { P E L ~ C O , T J  I p ( t ) ~ a c ( ~ ( t )  , t )  e - 8 t ,  V~E[O,+~,~.P.}  



Prova Se ~ l ,  v 2  E L2[0,T] e  X &[0,1] e n t ã o ,  p e l a  convexidade  de 

C i  e  por  ( I I . 2 6 a )  d e c o r r e :  

Logo, F é convexa.  

Se x ~ L ~ [ o , T ]  l i m i t a d o ,  e n t ã o  e x i s t e  6 > O t a l  que 

En tão ,  dev ido  a  (11 .26)  r e s u l t a :  (V i1 E X) 

provando que F é l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  em X, A c o n t i n u i d a d e  de F 

6 consequênc ia  i m e d i a t a  de (A .17) .  

- 
Sejam p  c L2[0,T] e E L2[0,T] t a i s  que 

- 
p ( t )  E a c ( E ( t )  , t ) e  - B t  Y t E[O,T] q , t . p .  

Então ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  ' d e  s u b d i f e r e n c i a l  de C(.  , t )  r e s u l t a :  

( V  v E L2[0,T]) (V t E[O,TJ q . t . p . )  



Logo, i n t e g r a n d o  ambos os membros deduz- se: 

- 
ou s e j a  p E a F ( < ) ,  A prova da i m p l i c a ç ã o  i n v e r s a  é menos t r i v i a l ,  

Sejam P ' ,  p 2 :  [o,T] 3 IR c a r a c t e r i z a d a s  p o r :  

- 
p 1  ( t )  = C i  ( i - ( t ) ) e  - B t  Y t E I i  

p 2 ( t )  = Li ( " W e  
- B t  i = l  , 2 . ,  , k  

onde ri e  C s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  a s  d e r i v a d a s  ã d i r e i t a  e  a  e s q u e r  -i - 
# 

da de C i .  Como Ci e  convexa ,  e n t ã o  ri e  C s ã o  funções  c r e s c e n t e s  -i 
em I i  e  p o r t a n t o  ri ( r ( . ) )  e  - C i  (r(.)) s ã o  mensurãveis  em I i .  Da? 

r e s u l t a  que p 1  e  p 2  s ã o  mensuráve i s .  

- 
Como a C i  ( a )  = [ci ( a )  > C i  (a) ]  e n t ã o :  

a c ( i W )  , t ) e  - B t  - - [ P ~ ( %  p l ( t ) J  V t E[O,T] 

S e j a  p E a F ( G )  e  cons iderem- se  os c o n j u n t o s :  

A = Et E[o,T]  I P ( t )  > p l ( t ) l  

B = I t  E[O,T] I F ( t )  p 2 ( t ) l  

A e B s ã o  mensuráveis  p o i s  p l ,  p 2  e  s ã o  mensuráve i s ,  Mostra- se 

em sequênc ia  que A e  B possuem medida nu la  o  que i m p l i c a  

- 
p ( t )  E a C ( V ( t L t ) e  - B t  v t E[o,TI 9 . t . p .  

completando a  prova .  

S e j a  n E L  , n # O e  d e f i n a- s e  



A é m e n s u r á v e l  p o i s  C é c o n t í n u a  e  j7 e  E são  m e n s u r á v e i s ,  
n  

- B t  Mas s e  t E A ( ~ E B )  e n t ã o ,  c o m o P ( t )  $ a C ( C ( t ) , t ) e  , 
e x i s t e  6  > O ( 6 < 0 )  t a l  q u e :  

E n t ã o ,  t E A, p a r a  a l g u m  n  E 7, n  # O .  Logo ,  

Suponha p o r  a b s u r d o  q u e  A U B  p o s s u a  m e d i d a  p o s i t i v a .  

E n t ã o ,  e x i s t e  nEZ, n # O ,  t a l  q u e  An p o s s u e  m e d i d a  p o s i t i v a .  D e f i -  

na- se E L ~ [ o , T ]  p o r :  

E n t ã o ,  

o  que  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  i n i c i a l  de  p E aF(;), Logo,  AUB p o s s u e  

m e d i d a  n u l a .  1 1  

A c o n v e x i d a d e  e  s u b d i f e r e n c i  a b i l  i d a d e  das  f u n ç õ e s  ob - 



j e t i v o  de ( 1 )  e  ( 2 )  a b r e  a  p o s s i b i l i d a d e  de a p l i c a ç ã o  de r e s u l t a  - 
dos b a s t a n t e  f o r t e s  da t e o r i a  de Programacão Matematica.  I s t o  é par - 
t i c u l a r m e n t e  v e r d a d e i r o  devido  a  convexidade do c o n j u n t o  ~ ( 5 )  que 

s e r á  demonstrada mais t a r d e ,  

As r e s t r i ç õ e s  d o  Problema ( 1 1 . 2 5 )  podem s e r  e n f e i x a -  

das no c o n j u n t o  U(h) a t r a v é s  da d e f i n i ç ã o :  

4 S e j a  fi E R n .  0 c o n j u n t o  U(F) é o  c o n j u n t o  das funções 

p E L ~ [ O ~ T ]  t a i s  que e x i s t e  uma p o l i t i c a  h i d r o e l é t r i c a  Fi-admissí - 
vel ( v , q )  s a t i s f a z e n d o  

p t p ' v  = d  

Como f o i  comentado a n t e r i o r m e n t e  a  dependência  em K 

do c o n j u n t o  U é e x p l i c i t a d a  de forma a  f a c i l i t a r  o c á l c u l o  do va- 

l o r  e  c u s t o  da água.  

Valor  e  Custo da Rgua: Problema ( 2 )  

As d e f i n i ç õ e s  de v a l o r  e  c u s t o  da água partem da fun 

ção G :  IRn + d e f i n i d a  em ( 1 1 . 3 0 ) .  Por i n t e r m é d i o  das d e f i n i ç õ e s  

de F e  U pode- se r e e s c r e v e r  a q u e l a  d e f i n i ç ã o  como: 

lembrando-se q u e ,  por  convenção,  o  í n f i m o  do c o n j u n t o  v a z i o  é t m .  

O domTnio e f e t i v o  d e s s a  função  ( a q u e l e  em que G(h)  < i m )  é contudo 

o  c o n j u n t o :  

e  pode-se r e s t r i n g i r  G a  e s s e  dom7ni0, Prova- se  ao f im da s e ç ã o  que 



a  função  G é convexa e  na s e ç ã o  3 que G 6 d e c r e s c e n t e .  

O v a l o r  e  o  c u s t o  da água p a r a  o  Problema h c o r r e s  - 
pondem a  d e r i v a d a s  d i r e c i o n a i s  da função  6 no ponto  R nas d i r e ç õ e s  

dos e i x o s  coordenados ( v e r  ( 1 1 . 3 2 )  e  ( 1 1 . 3 3 ) ) .  Como G é convexa ,eZ  

s a s  d e r i v a d a s  d i  r e c i o n a i s  podem s e r  e x p r e s s a s  por(Rockafe1  l a r  1701): 

onde a G ( . )  é a  s u b d i f e r e n c i a l  de G ,  

P o r t a n t o ,  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  da s u b d i f e r e n c i a l  de G e s  - 
t a b e l e c e  um meio de c á l c u l o  gi  e  g t .  Pe la  d e f i n i ç ã o  de s u h g r a d i e n-  

t e ,  y  E aG(5)  s e  e  somente s e :  

9 G(h) - y ' h  - > G(b)  - y'h ( V  h E IRn) 

ou s e j a  s e  e  somente s e  r e s o l v e  o  problema 

1  O Minimizar  G(h)  - y ' h  

h E  IR^ 

O problema acima s u g e r i u  a  formulação  do p rob lema(2)  

onde h s u r g e  como v a r i á v e l  de d e c i s ã o .  O Lema s e g u i n t e  c a r a c t e r i z a  

a  r e l a ç ã o  e n t r e  a s  s o l u ç õ e s  dos problemas ( 1 )  e  ( 2 )  e  a  s u b d i f e r e n  - 
c i a l  de G ,  

11 - Lema O p a r  (Ti,;) E R ~ X L ~  [ o ~ T ]  r e s o l v e  ( 2 )  s e  e  somente s e  E r e  - 
s o l v e  (1 ) e  y &aG(K), 



# 

a r  (K;y) E R ~ X L ~ [ O , T ]  e  s o l u ç ã o  de ( 2 )  s e  e  somen 

G e  U(h) e  

F ( v )  - y ' h  > F(G) - y ' i i  Q ~ E W "  

Q ri E U(h) 

Ou s e j a ,  s e  e  somente s e  

- 
v E U(5) e  

G(h)  - y ' h  > F ( z )  - y ' E  V h E R"' 

- 
Por o u t r o  l a d o ,  v r e s o l v e  ( 1 )  e  y  e  aG(K) s e  e  somen - 

e  G(h) - y ' h  - > G(K) - yiFí 

o  que comparado com ( 1 2 )  comple ta  a  prova .  1 1  

O Lema ( 1 1 )  j u s t i f i c a  uma abordagem u n i f i c a d a  pa ra  a  

dedução de cond ições  de o t i m a l i d a d e  para  ( 1 )  e  da s u b d i f e r e n c i a l  de 

G .  Buscam-se na próxima s e ç ã o  cond ições  de o t i m a l i d a d e  pa ra  o  pro-  

blema ( 2 )  r e s u l  tando da? s imul  taneamente  cond ições  de o t ima l  i d a d e  + 

para  ( 1 )  e  uma c a r a c t e r i z a ç ã o  de a G ( . ) .  

Condunto de R e s t r i c ã o  do Problema ( 2 )  

O c o n j u n t o  de pon tos  v i á v e i s  pa ra  o  Problema ( 2 )  s e-  

r á  denotado i . Esse c o n j u n t o  pode s e r  d e f i n i d o  por  meio do conjun-  

t o  U(h) como: 



A abordagem i n d i c a d a  depende da convexidade  do c sn jun  - 
t o  U e  de uma r e p r e s e n t a ç ã o  mais o p e r a c i o n a l  pa ra  e s s e  c o n j u n t o .  A 

a p l i c a ç ã o  do Teorema (A.21) e x i g e  o  c á l c u l o  do cone dual  de Ü. A ob - 
t e n ç ã o  d i r e t a  d e s s e  cone é extremamente t r a b a l h o s a  o  que s u g e r e  uma - A 

decomposição de U em c o n j u n t o s  mais s i m p l e s .  O cone dual  de U pode 

s e r  o b t i d o  e n t ã o  p e l a  a p l i c a ç ã o  de r e s u l t a d o s  g e r a i s  c o n s t a n t e s  do 

a p é n d i c e .  

Os c o n j u n t o s  que fazem p a r t e  da decornposiçáo de c r e  - 
presentam uma ou mais r e s t r i ~ õ e s  d o  Problema ( I I , 2 5 ) ,  As r e s t r i c õ e s  

dos r e s e r v a t ó r i o s  s ã o  c a r a c t e r i z a d a s  po r :  

O c o n j u n t o  a i  r e p r e s e n t a  o  c o n j u n t o  de n i v e i s  iniciais  

e  d e s c a r g a s  do r e s e r v a t ó r i o  i que r e s p e i t a m  os l i m i t e s  d e s s e  r e s e r  - 
v a t ó r i o ,  

As r e s t r i ç õ e s  de t u r b i n a  e  p o s i t i v i d a d e  do v e r t i m e n -  

t o  são  c o n s i d e r a d a s  a t r a v é s  dos c o n j u n t o s :  

A 

A r e p r e s e n t a ç ã o  de U p e l o s  c o n j u n t o s  Q ,  Q e  V é o b t i  

da por  meio das  m a t r i z e s  a b a i x o  que cons ideram o  rendimento  d a s  tur  - 



b i n a s  e  a  i n t e r l i g a ç ã o  h i d r o l õ g i c a  do s i s t e m a  ( 1 1 . 1 2 ) :  

1 8  m a t r i z  (n+ l  )x2n 

m a t r i z  2nx2n 

= [i 1-I] m a t r i z  2nx2n 

Acima I r e p r e s e n t a  a  m a t r i z  i d e n t i d a d e ,  

- 
19 -- Teorema O c o n j u n t o  U é convexo e  s a t i s f a z  

onde X = D , Q  + S , 9  e  Y = R ~ X V  

Além d i s s o ,  U(h)  é convexo pa ra  todo  h E I R n ,  

d 

Prova Por d e f i n i ç ã o  de V ,  Q e  3 ,  ( v , q )  e  uma p o l í t i c a  h i d r o e l é t r i  - - .  - 
ca  h-admiss?vel s e  e  somente s e  ( v e r  11 .16)  

E n t ã o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  U(h) r e s u l t a  que E U(h)  s e  e  

somente s e :  



ou s e j a  

Mas, n e s s e  c a s o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  d a s  m a t r i z e s  B e  D 

d e c o r r e :  

p rovando  ( .20) ,  

A c o n v e x i d a d e  de  Ú é c o n s e q u ê n c i a  de  ( Z O ) ,  P o r  i n s  - 
p e c ç ã o ,  Q ,  V e  Y s ã o  c o n v e x o s ,  A c o n v e x i d a d e  de  Q é r e s u l t a d o  da 

l i n e a r i d a d e  do o p e r a d o r  i n t e g r a l ,  Como, a imagem de  u m  c o n j u n t o  con - 

vexo  p o r  uma t r a n s f o r m a ç ã o  l i n e a r  e convexo ,  e n t ã o  X é convexo .  Fi - 
n a l m e n t e ,  p e l o  mesmo r e s u l t a d o ,  U é convexo d e v i d o  a  ( 2 0 ) .  A conve  - 
x i d a d e  de U ( K )  é d e c o r r ê n c i a  i m e d i a t a  da  i d e n t i d a d e :  

A c o n v e x i d a d e  de  G j ã  pode s e r  d e d u z i d a  p o i s  r e s u l  

t a  da  c o n v e x i d a d e  de  Ü, 

21 Teorema A f u n ç ã o  G convexa .  

P r o v a  Sejam h ' ,  h 2  E lRn e  A E [ 0 , l ] .  E n t ã o ,  p o r  d e f i n i ç ã o  de  Ü 
i i t em- se  que  E U(h ) ,  i = 1  $ 2  s e  e  somente  s e  



ou s e j a  

2 2  

Mas ,  p e l o  T e o r e m a  [ l g ) ,  U 6 c o n v e x o ,  l o g o :  

- 
( X h l t ( l - A ) h 2  , X v l + ( l - v ) y 2 )  E U 

Como, p e l o  Teo rema  ( 3 ) ,  F  6 c o n v e x a ,  e n t ã o :  

A F ( ~ ~ )  + ( i - A )  F ( v ~ )  > F ( X V ~ + ( I - X ) V ~ )  

> ~ ( ~ h l + ( i - ~ ) h ~ )  - p o r  ( 2 2 )  

V v i  E u ( h i )  i = 1  3 2 ,  

Tomando o  i n f i m o  d o  membro e s q u e r d o  d e  ( 2 2 )  com v i  E 

u ( h i  ) o b t e m- s e  f i n a l m e n t e :  

p r o v a n d o  a  c o n v e x i d a d e  d e  G .  I I 

S e ç ã o  2 .  C o n d i ç õ e s  d e  O t i m a l i d a d e  p a r a  o  P r o b l e m a  ( 1 0 )  

A t r a v é s  d a  d e f i n i ç ã o  d o  c o n j u n t o  c d a d a  em ( l 3 ) ,  o  

p r o b l e m a  ( 2 )  p o d e  s e r  e n u n c i a d o  como 

M i n i m i z a r  F(l1) - y ' h  

Este 6 u m  p r o b l e m a  c o n v e x o  p o i s  p r o v o u - s e  em ( 3 )  q u e  s u a  f u n c ã o  ob  - 

j e t i v o  é c o n v e x a  e em ( 1 9 )  d e m o n s t r o u - s e  a  c o n v e x i d a d e  d e  Ü .  



A dedução das cond ições  de o t i m a l i d a d e  pa ra  ( 2 4 )  por  

meio do Teorema (A.21) c o n s i s t e  de duas e t a p a s :  obtenção da s u b d i -  

f e r e n c i a l  da função  o b j e t i v o  e  c á l c u l o  do cone dual do c o n j u n t o  i . 
A p r i m e i r a  d e s s a s  e t a p a s  f o i  p a r c i a l m e n t e  r e a l i z a d a  em ( 3 ) .  Na ob- 

t e n ç ã o  do cone dual  de U c o n c e n t r a- s e  toda  a  d i f i c u l d a d e  do p roces  - 
s o  i n d i c a d o .  

Na execução d e s s a  segunda e t a p a  s e r ã o  de g rande  u t i -  - 
l i d a d e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  do c o n j u n t o  U f o r n e c i d a  p e l o  teorema (19)  e  

os  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  em a p ê n d i c e  (A.2)  - (A .6 ) .  Os t r ê s  l e -  

mas que s e  seguem cumprem e s t a  e t a p a :  o  p r i m e i r o  c a r a c t e r i z a  o  co- 

ne dual  de fi por  meio do cone dual  de R ,  a  p a r t i r  de uma h i p ó t e s e ;  

o  s e g u n d ~  e s t a b e l e c e  condições  pa ra  a  v e r i f i c a ç ã o  da h i p ó t e s e ;  e  o  
* 
u l t i m o  c a r a c t e r i z a  o  cone dual  de R ,  

2 5  Lema Sejam (E,;) E Ü e  v E V ,  q E Q t a i s  que 

- 
1.1 + p ' V =  d  

(E, ~ ( V t q ) )  po R 

e  suponha que o  i n t e r i o r  de X i n t e r c e p t a  Y .  

Então ,  ( a , p )  E ( ( ) )  s e  e  somente s e  a E IR" ppo 

( L ~ [ O , T ] ) \  e x i s t e  F E [ L ~ [ o ~ T ] ] ~  t a l  que 

Prova Pe lo  Teorema ( 1 9 ) ,  tem-se 



Então ,  p e l o  Teorema ( A . 2 ) ,  r e s u l t a  que 

Mas, como o  i n t e r i o r  de X i n t e r c e p t a  Y ,  e n t ã o ,  p e l o  

~ e o r e r n a  (A. 6 ) ,  segue :  

Por d e f i n i ç ã o  de Y e  p e l o  Teorema ( A . 3 )  tem-se 

K ( Y , ( T ~ , T ) )  = K ( R ~ , E )  x K ( V , V )  

= { O )  x K(V,V) 

Por d e f i n i ç ã o  de X ,  e  p e l o  c o r o l á r i o  ( A . 4 )  e  Teorema 

(A,2)  tem-se: 

28 K ( X , ( T T , ~ ) )  = K ( D , Q , ( o , - ~ ) ) ~  K ( S , Q ~ V G ) )  

Mostra- se em segu ida  que (a ,P)  E K(X, (F ,T) )  s e  e so -  
- 

p s a t i s f a z  a )  e  b ) ,  mente s e  p = - A * ' l a  



s e  e  somente s e :  

D*(a,P) E K(Q,G) 

e  ~ * ( a , p )  E K ( Q ,  ( K , A ( V + ~ ) )  

ou s e j a ,  po r  d e f i n i ç ã o  de D e  S, s e  e  somente s e :  

e n t ã o ,  p e l o  Teorema (A.5)  r e s u l t a  que: 

- P  E K ( Q 3 )  

ou s e j a  s e  e  somente s e  

E m  p a r t i c u l a r ,  f a z e n d o ,  pa ra  cada t E[O,T] , z r e s p e c  - 
t i v a m e n t e  i g u a l  a  O e  2 4 ( t )  tem-se 

< ? ( t ) , - T ( t ) >  < O 

< i ; c t i  ,w> 5 O 

ou s e j a  

3 2  < C ( t ) , q ( t ) >  = O 



i i - ~ l é m  d i s s o ,  t o m a n d o- s e  n = q ( t ) + e  o n d e  e  e  o  i - é s i  

mo v e t o r  d a  b a s e  c a n õ n i c a  de  IRn$ o b t e m- s e :  

Pode- se  v e r i f i c a r  f a c i l m e n t e  q u e  ( 3 2 )  e  ( 3 3 )  s ã o  t a m  - 
bem s u f i c i e n t e s  p a r a  a  v a l i d a d e  d e  ( 3 1 ) .  

S e j a  p = p .  E n t ã o ,  como Aml é uma m a t r i z  p o s i t i  

v a  ( v e r  I I . 2 7 ) ,  ( 3 3 )  e q u i v a l e  a  

- 
3 4  P - > O e  A*p - > O 

e n q u a n t o  ( 3 2 )  e q u i v a l e  a: 

3 5  < A * T ( t ) , q ( t ) >  = Q V t E[O,T]  q . t , p ,  

L o g o ,  ( 3 4 )  e  ( 3 5 )  e q u i v a l e m  a  

A*F E K ( Q  ,q) 

E n t ã o ,  ( 2 9 )  e  ( 3 Q )  v a l e m  s e  e s o m e n t e  s e  

3 6  p, > O A*p  - > O <A*?,+ = O 

e  h - F )  E K ( W ( v + T l )  9 

o u  s e j a  s e  a )  e  b )  s ã o  v e r i f i c a d a s ,  M o s t r a - s e  em s e g u i d a  q u e  p e  p 

s a t i s f a z e m  c ) .  

De ( 2 6 ) ,  ( 2 7 )  e  ( 2 8 )  r e s u l t a  q u e  ( a , p )  E K ( Ü ,  (K,?)) 

s e  e  s o m e n t e  s e  e x i s t e  

b , P I  E K ( X , ( k W  

t a i s  q u e  



ou s e j a  s e  e x i s t e  E ( L ~  [ o , T ] ) ~  s a t i s f a z e n d o  ( 3 6 )  e  

3 7  - p p  + A*F E K(V,v) 

que é a  cond ição  c )  da t e s e  do Lema, 1 1  

A h i p ó t e s e  u t i l i z a d a  no Lema ( 2 5 1 ,  do i n t e r i o r  de X 

i n t e r c e p t a r  Y ,  é d i f j c i l  de s e r  v e r i f i c a d a  em g e r a l ,  O Lema s e g u i n  

t e  f o r n e c e  uma cond ição  s imples  que g a r a n t e  e s t a  h i p õ t e s e ,  

- 
38 - Lema Suponha que e x i s t a m  E V ,  q E Q e  Fi E t a i s  que W(O)>FÍ 

En tão ,  (R,?) E Y é ponto i n t e r i o r  de X ,  e  Fi e ponto i n t e r i o r  de H ,  

- 
Prova Sejam V, q e  Fi s a t i s f a z e n d o  a s  h i p ó t e s e s  do Lema e  d e f i n a  - 
- se  

En tão ,  (fi,:) E L? e  s a t i s f a z  

Prova- se em s e g u i d a ,  que com uma c o n v e n i e n t e  modi f i-  

cação do v e r t i m e n t o  ij é poss?vel  s a t i s f a z e r  e s t r i t a m e n t e  a s  duas 

d e s i g u a l d a d e s  acima.  

Por c o n t i n u i d a d e  da i n t e g r a l  e  s e m i c o n t i n u i d a d e  de 

N ,  e x i s t e  6 > O t a l  que 



onde y E R n  é o  o e t o r  com t o d a s  a s  componentes u n i t á r i a s .  

- 
S e j a  q = q + 6 A " y .  Como Acl 6 uma m a t r i z  p o s i t i v a  en - 

t ã o  , 6 .  Além d i s s o  s e  i = A ( V + q )  r e s u l t a :  ( v  t E oJ) 

ou s e j a  

p o i s  por  h i p ó t e s e  W(0) > fi > N ( 0 ) .  

Most ra- se  em s e g u i d a  que ( L , ? )  e ponto i n t e r i o r  de f2 

e  por  consequênc ia ,  L é ponto i n t e r i o r  de H.  

P e l a  c o n t i n u i d a d e  da i n t e g r a l  e  s e m i c o n t i n u i d a d e  de 

U e  N, e x i s t e  o > O t a l  que ( v ~ E [ o , G J  ) ( v ~ E [ o , T ] )  ( V  i = 1  ,2 , ,  , n )  

En tão ,  s e  ( h , z )  E I R ~ X ( L ~ [ O , T ]  ) n  e  

obtem-se 

W i  ( t )  > 0 + f i i  + l0 X i  - z i  



a s s i m  como 

ou s e j a  ( h , z )  E R .  L o g o ,  (Fi,?) e p o n t o  i n t e r i o r  d e  Q .  

Mas ,  como S é i n v e r s f v e l  , e n t ã o :  

e  p o r  fim c o n c l u i - s e  q u e  ( R , ? )  6 p o n t o  i n t e r i o r  d e  X = D .Q  i- s.Q.11 

A c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  c o n e  d u a l  d o  c o n j u n t o  U d a d a  p e-  

l o  Lema ( 2 5 )  d e p e n d e  d a  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  c o n e s  d u a i s  d e  R e V ,  Ve- 

r i f i c a r - s e - á  n a  p r o v a  d o  t e o r e m a  d e  o t i m a l i d a d e  q u e  é d i s p e n s á v e l  

uma c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  c o n e  d u a l  d e  V ,  A d e d u c ã o  do  c o n e  d u a l  d e Q  d 

c o n t u d o  e s s e n c i a l  e b a s t a n t e  t r a b a l h o s a ,  O l e m a  a p r e s e n t a d o  a  s e -  

g u i r  c a r a c t e r i z a  o  c o n e  d u a l  d o  c o n j u n t o  R i  d e f i n i d o  em ( 1 4 )  , o  q u e  

s e r á  s u f i c i e n t e  p a r a  a  p r o v a  d o  Teorema  ( 6 0 ) .  

40  - Lema S u p o n h a  q u e  a s  h i p õ t e s e s  d o  Lema ( 3 8 )  s ã o  s a t i s f e i t a s  e  s e  - 



2 j a  ( 6 . )  E n E n t ã o ,  - ( a i  >pi )  E WXL Io,T] p e r t e n c e  a  
1 

K(ni 9 (hi ?;i) 

s e  e  somen te  se :  

- 2 e x i s t e  pi E L [o,T] c o n t r n u a  em O e  T, s a t i s f a z e n d o  I / pi-bi I 1 ? = O  

t a l  que:  

h > ( 0  a < Li ( O)  
41 i - 

Li < Wi (O) +-ai , Pi (O) 

-+ bi c r e s c e n t e  em [a ,b] 

- - 
Ta,bj c [O,T] , hi + - xi-zi < Wi ( t )  u t E ra,b] 

+ Pi d e c r e s c e n t e  em [a ,b] 

T  - 
hi + xi - zi > Ni ( T )  + Fi ( T )  2 O 

O - 
- I - 
hi + j xi - zi < wi ( T )  ' bi ( T )  > 0 

o - 

P r o v a :  P a r a  f a c i l i d a d e  de n o t a ç ã o ,  s e r ã o  s u p r i m i d o s  em t o d a  a  p r o  - 
v a  o s  s u b - i n d i c e s  i . Dessa f o r m a ,  n r e p r e s e n t a r :  o  c o n j u n t o  

- 
ni , p  r e p r e s e n t a r á  pi , e t c .  C o n s i d e r e m- s e  i n i c i a l m e n t e  o s  

c o n j u n t o s :  

Z = [o,T] 1 ZIU Z, 
9 

onde  4 ( t )  = t? + , , ' x - z  V t E Lo,T]. 

P o r  c o n t i n u i d a d e  de e  s e m i c o n t i n u i d a d e  d e  N  e  W ,  os 



conjuntos Z, e  Z 2  são fechados e  Z e aber to  em [o,T] . Logo , 

esses  conjuntos podem s e r  expressos pela união enumerável de i n t e r  - 
valos  d i s j u n t o s .  Sejam ( I n ) n E H  , (I,!,),.,EN e ( ' n ) n E ~  2 a  f a m i l i a s  

r 

de i n t e r v a l o s  t a i s  que 1; e  1: são fechados,  I n  e  abe r to  em 

p , T l  e  

Note-se ainda que os conjuntos Z ,  Z1 e  Z 2  são d i s j u n t o s  

dois  a  do i s  pois  d a  h ipótese  do Lema ( 3 8 ) ,  tem-se W > N .  

Prova-se in i c i a lmen te  a s u f i c i ê n c i a  das condições ( 4 1  ) -  (45 ) .  

Sejam (a ,p )  sa t i s f azendo  ( 4 1 ) - ( 4 5 )  e  ( h , z )  E n . Então, tem- 

( h - h )  - I 2-1 = h + 
o 

( h - h )  - - = h + 1; x - z - w ( ~ )  

- 
Devido a s  condições ( 4 2 )  e  ( 4 3 ) ,  pode-se v e r i f i c a r  que p 

é uma função de var iação l imi tada  pois 6 cons tan te  nos i n t e r v a l o s  

I n , decrescente  nos i n t e r v a l o s  fechados I,!, e  c re scen tes  nos i n  - 
t e r v a l o s  fechados 1; . Pode-se ainda supor que i é continua à 

- 
d i r e i t a  ( i s t o  não a l t e r a  os va lores  das i n t e g r a i s  pois p sendo 

de var iação l imi t ada ,  admite um conjunto enumerável de pontos de 

descont inuidade) .  
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L o g o ,  de  ( 4 9 )  r e s u l t a  

V 

p r o v a n d o  que  - ( a , P )  E ~ ( a , ( h , Z ) ) .  
i 

A p r o v a  d a  n e c e s s i d a d e  é m a i s  c o m p l e x a .  S e j a  - ( a , p )  E K(Q, 

( h , ) ) .  E n t ã o ,  p o r  d e f i n i ç ã o  de cone  d u a l  
T  

a ( h - h )  + 1 p ( z - ~ )  5 O V (h , z )  E n .  
O 

P r o v a - s e  i n i c i a l m e n t e  ( 4 2 ) .  Se jam tl ,te E [a,b] C [o,TJ t a i s  que 

< t 2  e  i ( t )  > ~ ( t )  W t E [a,b]. 

Dado 6,v > O , d e f i n a - s e  h=h e 

P o d e- s e  v e r i f i c a r  que  V t E [a ,b+v l  

t t 

5 1  ( h  + X - 2 ) - W ( t )  = z - z  E [-s,Q] 
o O 

e  p a r a  t E I 0 , T I  , t t l a , b + v l  t e m- s e  

t 

P o r t a n t o ,  t 

h  + 1,x-z - < ~ ( t )  v t E [o,T] 

P o r  o u t r o  l a d o ,  p o r  c o n t i n u i d a d e  d e  w e  s e m i c o n t i n u i d a d e  

d e  N v e r i f i c a - s e  q u e  p a r a  a e  v s u f i c i e n t e m e n t e  pequenos ,  



Logo ,  de  ( 5 1 )  e ( 5 2 )  c o n c l u i - s e  

o  que  g a r a n t e  ( h , z )  E fie 

Mas n e s s e  c a s o ,  como - ( a , p )  E K ( n , ( h , z ) )  e  ( h , z )  6 de-  

f i n i d o  p o r  ( 5 9 ) ,  d e d u z - s e  

O U  s e j a ,  

t + v  
i i m  1 J p  = p ( t )  
v+o t 

l o g o ,  tomando- se  o  l i m i t e  em ( 5 3 )  r e s u l t a  

< O p ( t l )  - p ( t 2 )  - V tl,t2 E [a,b] q . t . p .  

< t 2  

o  que  p r o v a  ( 4 2 ) .  

A c o n d i ç ã o  ( 4 3 )  é s i m é t r i c a  a  ( 4 2 )  e  sua p r o v a  é e q u i v a l e n -  

t e ,  sendo  d i s p e n s a d a .  V e r i f i c a - s e  em s e g u i d a  a  c o n d i c ã o  ( 4 1 ) .  Co - - 
mo p  p o d e  s e r  i d e n t i f i c a d a  com uma f u n ç ã o  p  s a t i s f a z e n d o  ( 4 2 )  

e  ( 4 3 ) ,  p o r  a r g u m e n t o  jã e x p o s t o ,  é uma f u n ç ã o  de v a r i a ç ã o  li- 

m i t a d a  e  p o d e  s e r  s u p o s t a  c o n t i n u a  em O e  T ,  

Suponha que  h > N ( 0 )  e dados &,V > O , d e f i n a - s e  h=h-6  

e  



E n t ã o ,  

- 
L o g o ,  como h > N ( 0 )  , p e l a  c o n t i n u i d a d e  d e  w e  s e m i c o n t i  - 

n u i d a d e  d e  N  v e r i f i c a - s e ,  p a r a  6 e  v s u f i c i e n t e m e n t e  pequenos :  

t 

53  N ( t )  2 h  + X - z  - c W ( t )  
O 

o u  s e j a  ( h , z )  E R .  

Mas, de -(a,;) E ~ ( n , ( h , ? ) )  r e s u l t a :  

o u  s e j a  
V  

Como e c o n t f n u a  em 0, tomando o  l i m i t e  de ( 5 4 )  d e d u z - s e  

A p r o v a  da segunda p a r t e  d e  ( 4 1 )  p o d e  s e r  f e i t a  p o r  p r o c e d i m e n t o  - e  

q u i v a l e n t e .  

P a r a  p r o v a r  ( 4 4 )  suponha que  G ( T )  > N (T )  e  dado s>Q e  

v > O  d e f i n a - s e  h=Q e  



- 
A c o n t i n u i d a d e  d e  w e  s e m i c o n t i n u i d a d e  d e  N g a r a n t e m  ( h , z )  E n. 
E n t ã o ,  como - ( a , P )  E ~ ( n , ( h , ? ) )  o b t e m- s e  : 

T  T  

o u  s e j a  
T  

5 7  v  > o ' JTpV - 
Como p é c o n t r n u a  em T  , tomando- se  o  l i m i t e  de ( 5 7 )  r e s u l t a :  

r T  

o  q u e  p r o v a  ( 4 4 ) .  A p r o v a  d e  ( 4 5 )  pode  s e r  r e a l i z a d a  p r o  p r o c e d i -  

m e n t o  e q u i v a l e n t e .  1 1  

59 Teorema d e  O t i m a l  i d a d e  
- 

Suponha q u e  e x i s t a m  V E V , q  E Q e  li E t a i s  q u e  

M(O) > 6 e  
t 

60  ~ ( t )  > + x - A ( V + ? ~ )  3 ~ ( t )  V t E [o,T] 
o - 

s e j a m  ( h , i )  E V e  i E V  , q  E Q t a i s  que 

( h , ~ ( Y + q ) )  E n 
- ,, + p ' i ?  = d 

E n t ã o ,  ( )  r e s o l v e  o p r o b l e m a  ( 2 )  s e  e  somen te  s e  e x i s -  

t e  E (L~ [O,T ]  ) n  c o n t T n u a  em O e  T  , t a l  que :  

i ( t )  m i n i m i z a  C ( d ( t ) - p t v , t ) e  - B t  + < ~ * B ( t ) , v >  

s u j e i t a a  O < v ~ r ( t )  - 



- 
66 wi ( T )  > Ni ( T )  + Fi ( T )  = 0  

P r o v a  P e l o  Teorema ( A . 2 1 ) ,  (F,G) r e s o l v e  o  P r o b l e m a  ( 2 )  s e  e  somen - 
t e  s e  e x i s t e  

t a l  que 

A c o n d i ç ã o  ( 6 0 )  e  o  Lema ( 3 8 )  g a r a n t e m  q u e  as  h i p ó t e -  

s e s  do Lema ( 2 5 )  s ã o  p r e e n c h i d a s ,  Logo,  p o r  e s t e  ú l t i m o  Lema, ( 6 8 )  

e q u i v a l e  à e x i s t é n c i a  de & ( L 2  [O,TJ)n t a 1  que  

E p e l o  Teorema ( 3 ) ,  ( 6 7 )  e q u i v a l e  a  

Como fl = X ai ( v e r  ( 1 4 )  e  ( 1 5 ) )  e n t ã o ,  p e l o  T e o r e -  
i = l  

ma ( A , 3 ) ,  ( 6 9 )  e q u i v a l e  a  

- 
onde  z  = A(v+q), E n t ã o ,  p e l o  Lema ( 4 0 1 ,  Ti pode s e r  i d e n t i f i c a d a  

com uma f u n ç ã o  c o n t ? n u a  em O e  T  s a t i s f a z e n d o  ( 6 3 ) ,  ( 6 4 ) ,  ( 6 5 )  e 

- 
wi ( T )  > Ni ( T )  -+ Pi (T )  ( O 



Mas, como p o r  (71)  tem-se > O en t ão  (73 )  equ iva l e  a s a t i s f a z e r  - 
(63)  - ( 6 6 ) ,  enquanto (71) corresponde a  ( 6 2 ) ,  

Mostra-se em seguida  que (61) é equ iva l en t e  a  (70)  e  

( 7 2 )  completando-se a prova. 

Para cada t E[O,T] cons idere- se  o  problema em IRn 

que aparece  em ( 6 1 ) :  

Minimizar C(d(t)-p'~,t)e-'~+<~*~(t) ,v, 
v E ~ R ~  v E V ( t )  

onde 

Então, pelo  Teorema ( A , 2 1 ) ,  v ( t )  r e so lve  e s t e  p rob le  - 
ma s e  e  somente s e  e x i s t e  um subgrad ien te  da função o b j e t i v o  no co - 
ne dual de i ( t ) .  Mas, y E lRn é subgrad ien te  d a  função o b j e t i v o  s e  

e  somente s e  

- 
( con f ron t e  com o  Teorema (A .19 ) ) .  Ou s e j a ,  v ( t )  r e so lve  e s t e  pro - 
blema s e  e  somente s e  e x i s t e  p E aC(:(t), t)e - B t  t a l  que 

Mas, pela  d e f i n i ç ã o  de V e  pelo  Teorema (A.5) e s t a s  condições equi - 
valem a  (70 )  e  ( 7 2 ) .  1 1  

A condição de o t imal idade  apresentada no Teorem ( 5 9 )  

possue s i m i l a r i d a d e s  com o  Pr incypio  d o  MTnirno de Pontryagin .  As 

condições (61 )  e  (62)  representam o p róp r io  P r inc fp io  do M7nimo;as 



c o n d i ç õ e s  ( 6 4 )  e  ( 6 5 )  e s t ã o  a s s o c i a d a s  2s  e q u a ç õ e s  do s i s t e m a  ad - 
j u n t o ;  ( 6 3 )  e ( 6 6 )  co r r e spondem a  c o n d i ç õ e s  de  c o n t o r n o ,  

Na s e ç ã o  que s e  s e g u e  m o s t r a - s e  que  a  Condição  de  ot i  - 
m a l i d a d e  do Teorema ( 5 9 )  é uma c o n d i ç ã o  de  o t i m a l i d a d e  p a r a  o  p ro-  

blema ( I 1  , 2 5 ) .  A p r e s e n t a- s e  também u m  r e s u l t a d o  envo lvendo  o  v a l o r  

e  c u s t o  da água  b a s e a d o  no Teorema ( 5 9 ) .  

Seção  3. Cond ições  de  O t i m a l i d a d e  p a r a  o  Problema ( 1 1 . 2 5 )  e  Cá lcu-  

10 do V a l o r  e  C u s t o  da  Agua 

0 s  r e s u l t a d o s  d e s e n v o l v i d o s  a q u i  s ã o  c o n s e q u ê n c i  a  da  

t e o r i a  c o n s t r u í d a  na s  duas  s e ç õ e s  a n t e r i o r e s ,  mais e s p e c v f i c a m e n t e  

do Teorema ( 5 9 ) .  I n i c i a l m e n t e ,  d e f i n e - s e  o  que  s e j a  c o n t r o l e  térmi 

c o  minimal e  em s e g u i d a  m o s t r a - s e  que u m  c o n t r o l e  t é r m i c o  admis sv -  

ve l  p a r a  o  Problema ( 1 1 . 2 5 )  6 Ótimo s e  e  somen te  s e  é m i n i m a l ,  A 

t e o r i a  de  v a l o r  e  c u s t o  da àgua  também p a r t e  do c o n c e i t o  de c o n t r o  - 
l e  t é r m i c o  min ima l .  

I 
7 3  -- D e f i n i ç ã o  S e j a  E L ~ [ O , T ]  u m  c o n t r o l e  t é r m i c o  adn i i s s?ve l  p a r a  

o  Problema ( 1 1 . 2 5 )  e  s e j a  (v,q) uma p o l í t i c a  h - admis s?ve l  t a l  que 

- + p ' V =  d  

C o n s i d e r e - s e  a  t r a j e t ó r i a  

- + 
g e r a d a  p e l a  p o i k t i c a  (T,q). E n t ã o ,  v e  u m  c o n t r o l e  minimal p a r a  o  

Problema ( 1 1 . 2 5 )  s e  e x i s t e  E ( L ~ [ O , T ] ) ~  con t ?nuo  em O e  T , t a l  que 



a )  t E [ O J ]  q A p l  

- 
v ( t )  Minimiza ~ ( d ( t ) - p ' v ,  t ) e m B t + < ~ * p ( t )  , v >  

S u j e i t a  a  O - v - <  - r ( t )  

- 
C )  [a,b]c[O,T] , w i  ( t )  < W i  ( t )  V t ~ [ a , b ]  

+ pi d e c r e s c e n t e  em [a,b] 

d )  Ti (T) > N i  (T )  +- qi ( T )  = O 

Como f o i  obse rvado  na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  as  c o n d i ç õ e s  a )  

b ) ,  c ) ,  d )  e  e )  da d e f i n i ç ã o  acima e s t ã o  e s t r e i t a m e n t e  l i g a d a s  ao 

~ r i n c ? p i o  de  ~ T n i m o  de P o n t r y a g i n .  Apresen ta r- se- ão  mais t a r d e  duas 

cond ições  a1 t e r n a t i  vas  ã cond ição  a  1, 

Para  a  demonst ração  de que a s  cond ições  minimais  s ã o  

n e c e s s ã r i a s  e  s u f i c i e n t e s  pa ra  a  o t i m a l i d a d e  de c, f a z- s e  a  s e g u i n-  

t e  h i p o t e s e  s o b r e  o  Problema ( 1 1 . 2 5 ) :  

7 4 ) e x i s t e  uma p o l 7 t i c a  5-admiss i 've l  ( v , q )  p a r a  o  Problema ( I 1  , Z 5 ) ,  

t a l  que: 

A cond ição  ( 7 4 )  co r re sponde  a  supor- se  que o  s i s t e m a  



h i d r o e l é t r i c o  possue  uma c a p a c i d a d e  de armazenagem não n u l a  em t o  - 
dos os s e u s  r e s e r v a t õ r i o s .  

Teorema de Ot ima l idade  pa ra  o  Problema (11 .25)  

75 ...- Teorema Suponha que o  Problema (11 .25)  s a t i s f a z  cond ição  (74). 

En tão ,  1-I E L2[0,T] r e s o l v e  ( I I , 2 5 )  s e  e  somente s e  i é um c o n t r o l e  

minimal pa ra  ( 1 1 . 2 5 ) .  

Prova Pe la  cond ição  (74)  e  p e l o  Lema ( 3 8 ) ,  5 6 ponto  i n t e r i o r  de 

H .  Logo, e x i s t e  y E a ~ ( h ) ,  Mas n e s s e  c a s o ,  p e l o  Lema ( l l ) ,  ~ ~ E L ~ [ o , T ]  

r e s o l v e  ( 1 1 . 2 5 )  s e  e  somente s e  (ff,c) r e s o l v e  o  Problema ( 2 ) .  Por-  

t a n t o ,  a t r a v é s  do Teorema ( 5 9 ) ,  conc lue- se  que E L ~ [ o , T ]  r e s o l v e  
- * 

( 1 1 . 2 5 )  s e  e  somente s e  e  u m  c o n t r o l e  minimal com y = -p(0).  1 1  

A o t i m a l i d a d e  das  cond ições  minimais  e s t á  r e s t r i t a  , 
p e l o  Teorema ( 7 5 ) ,  a  problemas em que a  h i p ó t e s e  ( 7 4 )  é s a t i s f e i  - 
t a .  Es t a  h i p õ t e s e  e l i m i n a  c a s o s  em que os n % v e i s  i n i c i a i s  d e  u m  o u  

mais r e s e r v a t õ r i o s  igua lem a s  r e s t r i c õ e s  s u p e r i o r e s  ou i n f e r i o r e s  

dos r e s e r v a t õ r i o s ,  Embora o  Teorema ( 7 5 )  pa reça  s e r  v e r d a d e i r o  sem 

e s s a  h i p ó t e s e ,  a  sua  d e m o n s t r a ~ ã o  no c a s o  g e r a l  a p a r e n t a  m u i t a s  d i  ..-- 

f i c u l d a d e s  não s u p e r a d a s .  

Desenvolvem-se a  s e g u i  r a1 gumas condi ções  equ i  val  en-  

t e s  ã cond ição  a )  das  cond ições  minimais .  

76 - Teorema Nas cond ições  min ima i s ,  s ã o  e q u i v a l e n t e s :  

a )  V t E [ O , T ]  q . t , p .  

- 
v ( t )  Minimiza ~ ( d ( t ) - ~ ' v , t ) e ' ~ ~ c < ~ * ~ ( t )  ,v, 

s u j e i t a  a O - v - < r ( t )  



s u j e i t a  a  O -- v  v < r v  E ( L ~  [o,T] ) n  

y + p p ' v  = d  F-i E L2[O9T] 

c )  e x i s t e  p  E L ~ [ o , T ]  t a l  q u e :  V t E[O,T]  q . t . p .  

~ ( t )  E a c G ( t ) d ) e  - B t  e 

- 
v ( t )  M i n i m i z a  < A * P ( t ) -  p ( t )  , v >  

O < v < r  ( t )  - - 

P r o v a  S u p o n h a  v ã 1  i d o  a ) .  E n t ã o ,  como 

- + p p ' V  = d  

r e s u l t a  q u e  V t E[O,T] q ,  t . p ,  

( < ( t )  , V ( t ) )  M i n i m i z a  ~ ( v , t ) e - ~ ~ + < ~ * ~ ( t )  , v >  

s u j e i t a  a O - c v  - c r ( t )  

v + p ' v  = d ( t )  

L o g o ,  i n t e g r a n d o  v a l e  b ) ,  

S e  v a l e  b )  e n t ã o  v a l e :  

-- T - 
v  M i n i m i z a  / [ ~ ( d ( t ) - p ' v ( t )  , t ) e  B t + < ~ * p ( t )  ,v( t )>]  dt  

o 

s u j e i t a a  V E V  

o n d e  V f o i  d e f i n i d o  em ( 1 7 ) .  E n t ã o ,  p e l o  T e o r e m a  ( A , 2 1 )  e x i s t e  um 

s u b g r a d i e n t e  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  a c i m a  em v q u e  p e r t e n -  

c e  a  K(v,V).  L o g o ,  p e l o  T e o r e m a  ( ~ . 1 9 ) ,  e x i s t e  p E L ~ [ o , T ]  t a l  q u e  



t a l  que P + A*F E K ( v , V )  

ou s e j a  e x i s t e  p  E aF($ t a l  que 

- p p  + A*P E K(V,V) 

Mas n e s s e  c a s o ,  p e l o  Teorema ( 3 )  v a l e :  

~ ( t )  E a c ( E ( t ) , t ) e  
- B t  v t E [ o , T ]  q . t . p .  

e  p e l o  Teorema (A. 5 )  v a l e  V t E[O,T]  q . t . p .  

- 
v ( t )  Minimiza < ~ * P ( t ) - ~ p ( t ) , v >  

s u j e i t a  a  O c v - r ( t )  

Se v a l e  c )  e n t ã o ,  V t E [ O , T ]  q , t . p ,  

p ( t ) ~  - p  a C ( d ( t ) - p l V ( t ) , t ) e  - P t  

e  F ( t )  + A*P(t) E K ( V ( t ) F ( t ) )  

onde V ( t )  = { V  E 1 O - c v r ( t ) }  - 

Mas, n e s s e  c a s o ,  p e l o  Teorenia (A .21) ,  tem-se que v ( t )  s a t i s f a z  a).ll 

As condiçBes do Teorema ( 7 6 ) ,  a1 t e r n a t i v a s  à condi  - 
ção  (73a )  permitem uma i n t e r p r e t a ç ã o  das funqões  jY nas cond ições  

minirnais.  Por (76b)  o b s e r v a- s e  que (;,v) 6 a  p o l y t i c a  de ope ração  

que minimiza o  c u s t o  da ge ração  t é r m i c a  somado a  um c u s t o  de g e r a-  

ção h i d r o e l é t r i c a ,  r e s p e i t a d a s  a s  r e ç t r i ç õ e s . d e  t u r b i n a  e  demanda 

do s i s t e m a ,  Esse c u s t o  de g e r a ç ã o  h i d r o e l é t r i c a  é medido por  meio 

de A*p que p e l a s  cond ições  minirnais é p o s i t i v o .  No caso  p a r t i c u l a r  

em que A é a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  ( s i s t e m a  a  r e s e r v a t ó r i o s  h i d r o l o g i -  

camente i n d e p e n d e n t e s )  n o t a- s e  que P i ( t )  r e p r e s e n t a  o  c u s t o  margi-  

nal  (medido em c r u z e i r o s / m 3 / s e g j  de g e r a ç ã o  no r e s e r v a t ó r i o  i no 



i n s t a n t e  t .  Ver- se- á mais  t a r d e  que  Pi ( O )  é em g e r a l  o  v a l o r  da água 

no r e s e r v a t ó r i o  i no i n s t a n t e  i n i c i a l .  

Na c o n d i ç ã o  c ) ,  a  f u n ç ã o  p  pode s e r  i n t e r p r e t a d a  co-  

mo u m  c u s t o  margina. l  d e  g e r a ç ã o  t é r m i c a .  Note- se  que  s e  

O < vi ( t )  c r i  ( t )  

e n t ã o  deve- se  t e r  

ou s e j a  o  c u s t o  m a r g i n a l  de  g e r a ç ã o  h i d r o e l é t r i c a  é i g u a l  a o  c u s t o  

margi  na1 de g e r a ç ã o  t é r m i c a .  

V a l o r  e  C u s t o  da Ãgua 
-. 

O c á l c u l o  do v a l o r  e  do c u s t o  da  água  a  s e r em d e s e n-  

y o l v i d o s  em s e g u i d a  e s t ã o  i n t i m a m e n t e  r e l a c i o n a d o s  5 f u n ç ã o  cons  - 
t a n t e  da s  c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s ,  As e x p r e s s õ e s  o b t i d a s  aqu i  p a r a  o  va - 
l o r  e  c u s t o  da á g u a ,  a p e s a r  de  complexas ,  s ã o  u t i l i z á v e i s  p a r a  a  

c o n s t r u c ã o  de a l g o r i t m o s  de  r e s o l u c ã o  do Problema ( 1 1 . 2 5 ) .  Fernan-  

d e s  1751 d e s e n v o l v e  u m  a l g o r i t m o  d e  programaqão  d i n â m i c a ,  b a s e a d o  

no r e s u l t a d o  demons t r ado  a q u i ,  o  q u a l  p e r m i t e  a o b t e n ç ã o  d a s  c u r  - 
v a s  de  v a l o r  da  5gua em p rob l emas  de  o p e r a c ã o  ó t i m a  de s i s t e m a s  com 

uma Gnica  u s i n a  h i d r o e l é t r i c a .  0 r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  o b t i d o  6 o  s e  - 

g u i n t e .  

77 Teorema Suponha que  E s a t i s f a ç a  a  c o n d i ç ã o  ( 7 4 )  e  c o n s i d e r e - s e  

o  c o n j u n t o  F d a s  f u n ç õ e s  p que  s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  min ima i s  
- 

( 7 3 )  com algum E L ~ [ o , T ] ,  E n t ã o ,  



- 
Prova Por ( 7 4 )  e  p e l o  Lema ( 3 8 ) ,  h é ponto i n t e r i o r  do domynio e f e  - 
t i v o  de G ,  P o r t a n t o ,  como G Z! convexa ,  aG(K) # $I e  tem-se ( v e r  Rock 

a f e l l a r  1701):  

p o i s  aG(E) é compacto.  

Mas, p e l o  Teorema ( 7 5 )  e  Lema ( l l ) ,  r e s u l t a  que 

Y E aG(W 

s e  e  somente s e  (F , i )  r e s o l v e  o  problema ( 1 0 ) .  Logo, p e l o  Teorema 

( 5 9 ) ,  tem-se que y E aG(T) e  s a t i s f a z  a s  cond ições  minimais  s e  e  

somente s e  y = -p(Q) e  p E P,  P o r t a n t o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  de g i  e  

g S  e por  ( 8 0 )  e  ( 8 1 )  c o n c l u e- s e '  ( 7 8 )  e  ( 7 9 ) .  1 1  

82  orol lã rio A função  G é d e c r e s c e n t e  e  a s  funções  g i  e  g t  s ã o  po- 
1 

s i t i v a s  no i n t e r i o r  de H .  

Prova A p o s i t i v i d a d e  de gi  e gX 6 consequência  i m e d i a t a  de  (78).(79) 
1 

e  da p o s i t i v i d a d e  de  p. Na prova do Teorema ( 7 7 )  mostrou- se que 

aG(K) = 1-P(o )  I p E F 1 

Logo, p e l a s  c o n d i ç õ e s  min ima i s ,  r e s u l t a  que s e  y E aG(K) e n t ã o  y<O. - 
Se h 1  e  h 2  per tencem ao i n t e r i o r  de H ,  h 1 > h 2  - e  y  E a G ( h l )  e n t ã o , p o r  



def in ição  de subgradiente ,  conclue-se 

As definições de va lor  e  custo da á g u a  caracter izam 

apenas esses  va lores  no i n s t a n t e  i n i c i a l .  C o n t u d o ,  pode-se d i f i  - 
n i r  o va lor  e  custo da água em qualquer i n s t a n t e  t do período de 

planejamento. Basta, para t a n t o ,  considerar  o  planejamento i n i c i -  

a n d o  no i n s t a n t e  t a n íve i s  i n i c i a i s  v ( t ) .  A solução do problg 

ma o r ig ina l  r e s t r i t a  a o  i n t e r v a l o  / t , T I  s e r á  solução desse segun- 

do problema. O cá lculo  d o  va lor  e  custo da água nos demais ins t an  - 
t e s  d o  planejamento pode s e r  efetuado p o r  meio do Teorema ( 7 7 )  mas 

não s e r á  desenvolvido aqui.  

O cap í tu lo  seguin te  ap l i ca  os resul tados  obt idos nes - 
sa seção a o  problema de operação de sistemas com um Único rese rva tõ  - 
r i o  buscando uma maior carac ter ização  das soluções.  



SISTEMAS C O M  U M  R E S E R V A T ~ R I O  

O problema de operação Ótima de sistemas de geração 

hidro-térmica com somente um r e se rva tó r io  possui i n t e r e s s e  pois 

um sistema h i d r o e l é t r i c o  pode s e r  representado,  dentro de c e r t a s  l i  - 
mi tações ,  p o r  um Único rese rva tó r io  a t ravés  d o  modelo composto 

( L i m a  1761). Além d i s s o ,  o problema de operação desses s is temas 

é menos complexo que o caso mais gera l  t r a t ado  anter iormente,  per- 

mitindo que sejam obt idos resul tados  mais f o r t e s  que conduzam a u -  

ma maior compreensão do comportamento do sistema. 

A grande s impl i f icação  r e s u l t a n t e  de se  considerar  

sistemas com um r e se rva tõ r io  cons i s t e  na unicidade d a  geração hidro - 
e l é t r i c a  q u a n d o  f ixada a geração têrmica e  vice-versa.  De f a t o  , 

pela equação de demanda, a geração h i d r o e l é t r i c a  é def in ida  por: 

onde naturalmente supõe-se p > O .  Dessa forma o cont ro le  térmico 

"gera" a t r a j e t ó r i a  d o  sistema e  pode-se b ra ta r  o  problema com so-  

mente duas va r i áve i s  em lugar  de t r ê s :  u e  q . 

Reformula-se aqui o problema, com as carõcter? 's t i  - 
cas prÔprias ao sistema com um r e s e r v a t õ r i o .  Nesse caso,  todas as 

funções envolvidas,  exceto a função cus to ,  são funções de [o,T] 



em R , s a t i s f a z e n d o  a s  h i p ó t e s e s  já f i r m a d a s  no c a p i t u l o  11. P a r a  

f a c i l i d a d e  d e  n o t a ç ã o ,  s u p õ e- s e  a q u i  p = 1  . 

O problema c o n s i s t e  em : 

T 

1 M i  n i m i z a r  ~ ( u ( t )  , t ) e - B t d t  t E DJI 
o 

U m  c o n t r o l e  t e r m i c o  u E L2[0,T] 6 h- a d m i s s i v e l  p a r a  o  Problkma 
2  ( 1 )  s e  e x i s t e  q  E L [o,T] t a l  q u e  a s  c o n d i ç õ e s  ( 2 ) - ( 4 )  s ã o  s a -  

t i  s f e i  t a s .  

As c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s  p a r a  o  Problema ( 1 )  s ã o  b a s t a n  - 
t e  s e m e l h a n t e s  às já o b t i d a s  p a r a  o Problema ( 1 1 - 2 5 ) ,  podendo,  po - 
rêm, s e r  s i m p l i f i c a d a s .  P a r a  t a n t o ,  t o r n a - s e  ú t i l  a  i n t r o d u ç ã o  de  

n o t a ç õ e s  p a r a  a s  d e r i v a d a s  ã e s q u e r d a  e  5 d i r e i t a  da  f u n ç ã o  C . 
- 

D e f i n e- s e  c , ~  : R x  [o,T] +- R p o r  : 



c ( a , t )  = lim C ( a - ~ , t ) - C ( a , t l  - 
x + O  - A  

Como C ( .  , t )  6 convexa p a r a  cada t E [o,T] en t ão  E ( .  , t )  e  c(. , t )  

são c r e s c e n t e s  , e  : 

Para um sub-conjunto  enumerãvel de pontos ( a , t )  E R x [o,T] pode 

v a l e r :  

" 
( aque l e s  em que c  é descon t rnua ) .  

5 2 Definição : Seja  Ü E L [o,T] u m  c o n t r o l e  6 -admissrvel  pa - 
- 

ra  ( 1 )  e  sejam 4 e  i s a t i s f a z e n d o  ( 2 ) ,  ( 3 )  e  ( 4 ) .  O c o n t r o l e  u 
- 

é minimal s e  e x i s t e  p E L*[O,TJ , cont inuo em O e  T t a l  que : 



Uma comparação e n t r e  a s  cond ições  acima e  a s  condi - 
ções  a p r e s e n t a d a s  em (111-73) most ra  que somente a s  cond ições  a )  d i  - 
ferem nas  duas c o n d i ç õ e s .  O teorema s e g u i n t e  g a r a n t e  a  o t i m a l i d a d e  

das cond ições  minimai S .  

6 Teorema: Suponha que h c W(0) e e x i s t a  E L 2 [ 0 , ~ ]  t a l  

que: 

- 
~ ( t )  - > h + q > N ( t )  \i t E [o,T] 

* 
Então ,  Ü E L210,T1 r e s o l v e  o  Problema ( 1 )  s e  e  somente s e  Ü e  

um c o n t r o l e  minimal pa ra  ( 1 ) .  

Prova : Em v i s t a  do Teorema (111-75) ,  b a s t a  m o s t r a r - s e  que ( 5 a )  e -  

q u i v a l e  a :  b't E [o,TJ q . t . p .  

Ü ( t )  Minimiza ~ ( u , t ) e ' ~ ~  + e ( t )  { d ( t ) - u l  

s u j e i t o  a  d ( t )  - r ( t )  L u - < d ( t )  

A condição  acima e q u i v a l e  a :  s e  Ü ( t )  e d ( t )  , e n t ã o  

a  d e r i v a d a  2 d i r e i t a  da função o b j e t i v o  em Ü ( t )  6 p o s i t i v a ;  e  s e  

Ü ( t )  > d ( t )  - r ( t )  e n t ã o  a  d e r i v a d a  6 esquerda  da função o b j e t i v o  

em Ü ( t )  6 p o s i t i v a .  Mas i s t o  6 e q u i v a l e n t e  a  ( 5 a ) .  I I 



As condições minimais, sendo condições de otimal i da-  

de p a r a  o  problema ( I ) ,  são bas t an te  8 t e i s  no t e s t e  e  construção de 

soluções  do problema, C o n t u d o  a v e r i f i c a ç ã o  d a  va l idade  das condi- 

ções minimais para um dado con t ro l e  admissível  z d i f i c u l t a d a  pela 

necessidade de cons t ru i  r  uma função sa t i s f azendo  ( 5 a ) -  ( 5 e ) .  A-  

presen ta- se ,  em sequênc ia ,  u m  método de construção de E que permi - 
t e  a  v e r i f i c a ç ã o  da o t imal idade  de um con t ro l e  térmico admissrvel .  

7 Teste  de Otimalidade 

Seja  

derem-se e  4 s a t  

a ,b  : [o,T] -+ Lo,T] 

8 a ( t )  = i n f  {T 

- 
Ü E L ~ [ o , T ]  um c o n t r o l e  h-admissível .  Consi- 

i s fazendo ( 2 ) ,  ( 3 )  e ( 4 ) .  Defina-se a s  funções 

por : 

Em g e r a l ,  os va lo re s  a ( t )  e  b ( t )  representam respect ivamente  o  61 - 
- 

timo i n s t a n t e  T - < t em que w i gua la  N e  o primeiro i n s t a n t e  
- 

~ > t  - emque  w i gua la  W .  

Considere- se agora a  função c  : [o,TJ --c IR dada 

p o r :  ( V t E W I )  

c ( ü ( t )  , t ) e  - B  t - s e  Ü( t )  > d ( t ) - r ( t )  
1  o c ( t )  = 

O caso c o n t r g r i o  



Define- se,  a p a r t i r  de ( a ) ,  ( 9 )  e  (10 ) ,  a função 

p* : [0,T] -+ R por meio de : 

- 
onde sup ess  representa  supremo e s s e n c i a l .  Como u é i n t e g r ã -  

v e l ,  então a  função c  & i n t eg rãve l  e  por tanto a cons i s t ênc ia  de 

(11)  depende apenas da desigualdade a - < b.  O lema segu in te  g a -  

r a n t e  essa  desigualdade alem de o u t r a s  propriedades de a ,  b e  p*. 

Lema : As funções a  e  b são c re scen tes  e  a  b .  ~ l z m  1 2  - - 
d i s s o ,  a  função p* de f in ida  p o r  (11)  s a t i s f a z  (5b) e  ( 5 c ) .  

Prova: Se t l  < t p  en tão ,  por ( a ) ,  a ( t l  ) 5 t l .  Se a ( t 2 )  2 t l ,  

então a ( t p )  2 a ( t l ) .  Se a ( t 2 )  < t l  en tão ,  como por ( 8 )  tem-se 

em p a r t i c u l a r  va le  

; ( a )  > N(a) a E ( a ( t 2 ) . t 1  

Mas pela  de f in i ção  de a ( t l )  e s t a  Última condição implica em 

a ( t 1 1  í a ( t 2 ) *  

A prova para a  função b 6 equ iva len te .  

Po r  o u t r o  lado ,  s e  t E [o,T] então por ( 8 )  e  ( 9 )  

tem-se a ( t )  - t 5 b ( t )  e  por tan to  a  - < b .  Seja agora 

[tl ,t;l c [ o , T ~  t a l  que W(t) r N(t)  t E [tl ,t2]. 



Mostra-se que a 6 cons t an t e  em [tl ,t2]. De f a t o ,  por h ipó te se  

e  por ( 8 )  ,tem-se 

Então, s e  t ,  r  E [tl,t2] T < t , v a l e  : 

Logo, a ( t )  5 a ( ~ )  e  como a  e c re scen te  

a ( t )  = a ( r )  . 

Como b é c re scen te  e  a é cons tan te  em [tl ,t21 
então  da de f in i ção  de p* pode-se c o n c l u i r  que p* é c r e s c e n t e  

em [tl ,t2] . A prova de ( 5 c )  é e q u i v a l e n t e ,  bastando mos t ra r- se  

que s e  C t l , t 2 ] c [ 0 , ~ ]  e  ; ( a )  W(a), V a E [ t l , t J ,  então b 

é cons t an t e  em [tl ,t2]. I I 

O r e s u l t a d o  bás ico  que j u s t i f i c a  o t e s t e  de o t ima l i  - 
dade 5 o  que s e  segue.  

13 Teorema: Suponha que - c  é p o s i t i v a ,  o u  s e j a ,  C é c r e s  - 
- 

tente. Então, um c o n t r o l e  h-admisSTve1 u 6 solução do Proble-  

ma ( 1 )  s e  e  somente s e  a  função p* construTda em (11)  s a t i s f a z  

as  condições ( 5 a ) ,  (5d)  e  ( 5 e ) .  ~ l é m  d i s s o ,  s e  (i,;) s a t i s f a z  
- 

> p*. as  condições minimais en tão  p - 
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c o m p l e t a n d o  a  p r o v a  d e  q u e  p* s a t i s f a z  ( 5 9 ) .  

D e v i d o  a o  Lema ( 1 2 ) ,  p* s a t i s f a z  ( 5 b )  e ( 5 c ) .  Como 

p o r  h i p ó t e s e  - c é p o s i t i v a ,  e n t ã o  p* - > O .  S e  G ( T )  > N ( T )  e n  - 

- 
e p o r t a n t o  p* = O ,  e s a t i s f a z  ( 5 d ) .  Como 6 5 O e p  - p* - > O 

e n t ã o ,  ( i -p* ) . !  2 0. 

Mas nesse c a s o  p * - 4  = 0 p o i s ,  p o r  ( S e )  i! = O , e p * , i  L 0 
I I 

O t e s t e  d e  o t i m a l i d a d e  s u g e r i d o  p e l o  T e o r e m a  ( 1 3 )  é 
- 

i m e d i a t o .  Dado u m  c o n t r o l e  t é r m i c o  h - a d m i s s i v e l  , u , c o n s t r õ i -  

s e  a  f u n ç ã o  p* a  p a r t i r  d e  ( 1 1 ) .  S e  p* s a t i s f i z e r  a s  c o n d i  - 
- 

ções ( 5 a ) ,  ( 5 d )  e ( 5 e ) ,  e n t ã o  u r e s o l v e  o  p r o b l e m a  ( 1 ) .  S e  n ã o ,  
- 

e n t ã o  u n ã o  é s o l u ç ã o  d e  ( 1 ) .  Além d i s s o ,  a  p a r t i r  d a  f u n ç ã o  p* 

s e r á  p o s s i v e l  c a l c u l a r - s e  o  v a l o r  i n i c i a l  d a  á g u a  p a r a  o  P r o b l e m a  

( I ) ,  r e s u l t a d o  q u e  é d e s e n v o l v i d o  m a i s  t a r d e .  



C o n t r o l e  ~ é r m i c o  Gerado p o r ,  i 

Uma q u e s t ã o  q u e  e s u g e r i d a  p o r  uma o b s e r v a ç ã o  das 

c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s  é a  s e g u i n t e :  s a b e n d o- s e  que  s a t i s f a z  as 
- 

c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s  com a l g u m  u  , p o d e- s e  a f i r m a r  que  e x i s t a  s o  - 
- 

m e n t e  um c o n t r o l e  t é r m i c o  s a t i s f a z e n d o  e s s a s  c o n d i ç õ e s  com p  ? 

Ou a i n d a :  n a s  c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s ,  i " g e r a "  o u  d e t e r m i n a  u n i v o c a -  
- 

m e n t e  o  c o n t r o l e  u  ? V e r - s e - ã  que  s e  p o d e  r e s p o n d e r  a f i r m a t i v a -  

m e n t e  a  e s t a s  q u e s t õ e s  n o  s e n t i d o  e n u n c i a d o  a  s e g u i r .  

1 4  Suponha q u e  N é a b s o l u t a m e n t e  c o n t ? n u a  e c o n s i d e -  

r e m- s e  a s  f u n ç õ e s  r * , r  : [o,T] x  R'X R --+ R d e f i n i d a s  p o r  : 

- B t  
I 

Max { a  E IR I - c ( a , t ) e  L p , cx L d ( t ) )  

se  N ( t )  < h  L W ( t )  
1 5  

Max { a  E R / - c ( u , t ) e m B t <  - p  , a 5 d ( t ) + b ( t ) - ~ ( t ) }  

O n o s  dema is  c a s o s  

onde N ( t )  6 a  d e r i v a d a  n o  tempo de N , e  

~ o s t r a r - s e - ; ,  sob c e r t a s  c o n d i ç õ e s ,  que se  Ü e  s a t i s f a z e m  as  

c o n d i ç õ e s  m i  n i m a i  s  , e n t ã o  
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C 

Note-se que nas d e f i n i ç õ e s  de r e  r *  a  dependência em h e  

l õ g i c a ,  a l t e r a n d o  os v a l o r e s  dessas  funções somente s e  h = N ( t ) .  

Na d e f i n i ç ã o  de r  , busca-se essencia lmente  o  mai- 

o r  c o n t r o l e  térmico com u m  cus to  marginal menor ou igua l  a p . 
Como es se  va lo r  pode não r e s p e i t a r  as  r e s t r i ç õ e s  de demanda e  de 

t u r b i n a ,  são n e c e s s ã r i a s  as  l im i t ações  que aparecem na d e f i n i ç ã o  

de r* .  

Uma t e r c e i r a  l im i t ação  surge  quando o n íve l  d o  r e -  

s e r v a t õ r i o  i gua l a  o  l i m i t e  i n f e r i o r .  A prova de (17)  g apresen-  

tada  a  s e g u i r .  

C 

18 Teorema: Suponha que - c  e  p o s i t i v a ,  B > O e  considerem- 

s e  L I , &  E 
2 L [o ,T]  s a t i s f a z e n d o  as  condições minimais. Então, 

Prova: Considerem-se a s  funções:  

Se t E [o,T] e  { ( t )  > O e n t ã o ,  pela  condição ( 5 e ) ,  p ( t )  = 0 .  

Se Ü ( t )  5 O , nada há a  provar .  Se Ü ( t )  > O então F( t )  < 

c ( Ü ( t ) , t ) e  - - B t  pois  - c  ê p o s i t i v a ;  e  nesse  c a s o ,  por ( 5 a )  

tem-se Ü ( t )  = d ( t )  - r ( t )  > O .  Mas, F ( t )  = O impl ica  em u * ( t ) =  

= O  devido a  (15)  e  p o r t a n t o  em Ü ( t )  = d ( t ) - r ( t )  devido a  (16 )  e  
- 

d ( t )  > r ( t ) .  L o g o ,  s e  q ( t )  > O tem-se Ü( t )  = u ( t ) .  Sem perda 



d e  g e n e r a l i d a d e ,  p o d e - s e  c o n s i d e r a r  no  r e s % a n t e  d a  p r o v a  q u e  {=O. 

D e f i n a - s e  

z = { t  E [o,T] I W ( t )  = ~ ( t ) }  

o n d e  

O c o n j u n t o  Z 6 f e c h a d o  p o i s  6 e N s ã o  c o n t i n u a s ;  p o d e  p o r t a n -  

t o  s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l a  u n i ã o  e n u m e r ã v e l  d e  i n t e r v a l o s  f e c h a d o s  

d i s j u n t o s  d e  [o,T]. S e j a  [ t l , t2] C Z . E n t ã o ,  

O U  s e j a ,  

- 
~ ( t )  = d ( t )  + h ( t )  - x d ( t )  V t E [ t ly t2]  q . t . p .  

P o r t a n t o ,  s e  t E [t1,t2] e Ü ( t )  > u * ( t )  e n t ã o  d e  ( 1 5 )  p o d e - s e  

a f i r m a r  q u e  

Mas n e s s e  c a s o ,  p o r  ( 5 a ) ,  d e d u z - s e  

- 
d e v i d o  a  ( 1 6 ) .  S e  Ü(t) = u * ( t )  e n t ã o  como u é f i - a d m i s s ~ v e l ,  

o b t e m- s e  u * ( t )  - > d ( t ) - r ( t )  e d a 7  r e s u l t a  n o v a m e n t e  Ü ( t )  = ; ( t )  

d e v i d o  a  ( 1 6 ) .  Em r e s u m o ,  v a l e  ( 1 9 )  em Z : 



O complementar Z de Z a b e r t o  r e l a t i v a m e n t e  a  

[o,T]. Pode p o r t a n t o  s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l a  união  enumerãvel de i n  - 

t e r v a l o s  a b e r t o s  de [o,T]. S e j a  [tl ,t21 C 2 . Se t E Lt, ,td 
e  c ( Ü ( t ) , t ) e  - B t  > & ( t )  e n t ã o ,  p o r  (15)  e  ( 5 a )  r e s p e c t i v a m e n t e  , 
obtem-se:  

.Y 

Logo, de ( 1 6 )  c o n c l u i - s e  que u )  = Ü t .  Se t E [tl,t2] e  

c ( W  , t ) e  - - B t  - < e ( t )  e n t ã o ,  por ( 1 5 )  e  p e l a  a d m i s s i b i l i d a d e  de Ü :  

Logo, de ( 1 6 )  c o n c l u i - s e  que ; ( t )  L Ü ( t ) .  

Suponha por  absurdo  que Ü # Ü em [tl , t2].  Então ,  

o c o n j u n t o :  

x = { t  E [t l , t2] I i ( t )  > ü ( t ) l  

possu i  medida p o s i t i v a .  Note- se que : 

20  d ( t )  - > h ( t )  > Ü ( t )  L d ( t ) - r ( t )  v t E X q . t . p .  

En tão ,  V ~ E X  q . t . p .  

O U  s e j a ,  

2 1  - c ( ; ( t ) , t )  = E ( ü ( t ) , t )  = P ( t ) e  B t  t E x q . t . p .  



- 
Como X c Z e n t ã o ,  po r  ( 5 b ) ,  i é c r e s c e n t e  em 

X . Como B > O en tão  i ( t )  e  B t  é e s t r i t a m e n t e  c r e s c e n t e  em X .  

Para cada t E X de f ina- se  : 

Como I t  # 0 para t E X e  X é não enumerável , então exis tem 

~ , T E X  , t > ~  t a i s q u e :  

I t "  1, # "  

Seja E I t  f l  I  . Então, por propr iedades  de 5 e  c tem-se: 
T 

e  por prova e q u i v a l e n t e ,  

~ ( Y Y T )  = - c ( ~ ( T ) , T )  

Mas,nesse ca so ,  como c ( v , . )  6 cons t an t e  em X : 

c ( Ü ( t ) , t )  = c ( u ( T ) , T )  - 
o que con t r ad i z  (21) pois  i ( t )  eBt G c r e s c e n t e  em X e  t > T .  I I 



Exemplo I l u s t r a t i v o  

As f i g u r a s  1  e  2 i l u s t r a m  um exemplo de operação Õti - 
ma de u m  s i s tema com u m  r e s e r v a t õ r i o .  Supõe-se o  l i m i t e  s u p e r i o r  

do r e s e r v a t ó r i o  cons t an t e  enquanto o  l i m i t e  i n f e r i o r  cons t an t e .  

Na f i g u r a  1  aparecem as  funções cus to  C e  cus to  mar - 
g i n a l  c . C 6 independente do tempo e l i n e a r  por p a r t e  em u , 

exceto  no i n t e r v a l o  ( u 1  , u 2 ) ,  onde 6 d i f e r e n c i á v e l  e  e s t r i t a m e n t e  

convexa. Na f i g u r a  2 exibem-se a  t r a j e t ó r i a  Õtima, a  função e  

o cus to  marginal n a  operação ótima e  a  geração térmica Õtima. No 

diagrama de cus to  marg ina l ,  a s  l i n h a s  contTnuas representam a fun-  

ção i e  as  l i n h a s  t r a c e j a d a s ,  o  cus to  marginal - c  do c o n t r o l e  - Õ 

timo usado. No diagrama de geração tg rmica ,  a curva contTnua mos- 

t r a  a  evolução da geração térmica  enquanto que a s  l i n h a s  t r a c e j a  - 
das ca rac t e r i zam d e  d - r .  Anal isa- se  em seguida a lguns  i n t e r v a  - 
10s de tempo numerados de 1  a  8. 

No i n t e r v a l o  1 ,  o  cus to  marginal é cons t an t e :  opera-  

s e  sobre  a r eg i ão  d i f e r e n c i á v e l  de curva de cus to  C . No i n t e r v a  - 
10 4 ,  a  r e s t r i ç ã o  Ü ( t )  - > d ( t ) - r ( t )  é s a t i s f e i t a  com igua ldade  e  

- 
o cus to  marginal pode s u p e r a r  p . Em 6 ,  a  t r a j e t o r i a  co inc ide  

com o  l i m i t e  i n f e r i o r  ao que permite  um c o n t r o l e  térmico menor que 

o máximo c o n t r o l e  a  cus to  marginal menor ou igua l  a  p . Note- s e  
- 

que a s  funções  u e s a t i s f azem as  condições minimais. 







V a l o r  da Agua 

O r e s u l t a d o  do c ã l c u l o  do v a l o r  d a  ã g u a  no p r o b l e m a  

com um r e s e r v a t ó r i o  pode  s e r  o b t i d o  p o r  uma a n ã l i s e  d a  f i g u r a  2  . 
P o s t e r i o r m e n t e ,  e s t e  r e s u l  t a d o  s e r á  p r o v a d o .  

S u p o n h a- s e  q u e  no p r o b l e m a  i l u s t r a d o  n a s  f i g u r a s  1  

e 2 e l e v a - s e  l i g e i r a m e n t e  o  nTvei  i n i c i a l  do r e s e r v a t õ r i o .  E s t e  

volume a d i c i o n a l  d e  á g u a ,  s e  não  u t i l i z a d o  p a r a  g e r a ç ã o  h i d r o e l é -  

t r i c a ,  d e v e r á  s e r  v e r t i d o  no fim do i n t e r v a l o  d e  tempo 2 , p o i s  a  

t r a j e t ó r i a  a t i n g e  o  1  i m i t e  n e s s e  p o n t o .  P o r t a n t o ,  e s s e  i nc remen-  

t o  d e  ã g u a  d e v e  s e r  u t i l i z a d o  a t é  o  p r i m e i r o  i n s t a n t e  em q u e  a  

t r a j e t ó r i a  Õt ima  t o c a  o  1  imi te  s u p e r i o r  d o  r e s e r v a t ó r i o .  

S e  o  volume a d i c i o n a l  d e  á g u a  é u t i l i z a d o  p a r a  g e r a  - 
ç ã o  h i d r o e l é t r i c a  em c e r t o  i n s t a n t e ,  e n t ã o  n e s s e  i n s t a n t e  a térmi - 
c a  p o d e r á  g e r a r  menos ,man tendo  a p e s a r  d i s s o ,  o  a t e n d i m e n t o  d a  d e -  

manda.  P o r t a n t o ,  o  volume d e  ãgua  a d i c i o n a d o  no i n i c i o  d e v e  s e r  

u s a d o  no i n s t a n t e  em q u e  o  c u s t o  m a r g i n a l  da  t é r m i c a  em u s o  s e j a  

máximo, p o i s  n e s s e  c a s o  o b t e m- s e  a  m a i o r  e c o n o m i a  p o s s T v e 1  d e  com - 
b u s t i v e l .  

No e x e m p l o  da  f i g u r a  2 ,  a  u t i l i z a ç ã o  d a  ã g u a  e x c e  - 
d e n t e  d e v e  s e r  f e i t a  d e n t r o  do i n t e r v a l o  1 ,  p o i s  no i n t e r v a l o  2  

o  c u s t o  m a r g i n a l  c a i  com o  t empo .  V e r i f i c a - s e  p o r t a n t o  q u e  a  e c o  - 
nomia o b t i d a  s e r 5  o  c u s t o  m a r g i n a l  no i n t e r v a l o  1  ,ou s e j a ,  o  va - 
l o r  i n i c i a l  de  . 



2 2  Teorema: Suponha que  - c  é p o s i t i v a ,  a s  h i p ó t e s e s  do T e o r e  - 
- 

ma ( 6 )  s ã o  s a t i s f e i t a s ,  e  s e j a  u uma s o l u ç ã o  do Problema ( 1 ) .  

E n t ã o ,  o  v a l o r  da água no i n s t a n t e  i n i c i a l  6 o  v a l o r  de  p*(O) o 2  

d e  p* 6 c a l c u l a d o  p o r  ( 1 1 ) .  O u  s e j a ,  

> d ( ~ ) - r ( r )  
23 

e  g ( h )  = s u p  e s s h ( Ü ( r ) , +  
O , )  X ( r 1 , <  w ( - d  } 

onde  s u p  e s s  A = O s e  medida d e  A é n u l a .  

Prova  : P e l o  Teorema ( 1 1 1 - 7 7 ) ,  g ( F )  é o  i n f i m o  dos  v a l o r e s  de  

!(O) s u j e i t o  a  p a  s a t i s f a z e r  a s  c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s .  Mas, p e l o  
- 

Teorema ( l 3 ) ,  p* 5 p  p a r a  t o d o  n e s s a s  c o n d i ç õ e s .  Logo, 

g ( h )  = p*(O) .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p* , dada em ( l l ) ,  v e r i f i c a - s e  

Va le  r e s s a l t a r  q u e ,  embora o  c á l c u l o  do v a l o r  da  ã- 

gua t e n h a  s i d o  d e s e n v o l v i d o  p a r a  o  i n s t a n t e  i n i c i a l ,  e l e  pode s e r  

e s t e n d i d o  a  q u a l q u e r  i n s t a n t e  do p e r i o d o  d e  p l a n e j a m e n t o .  

O r e s t a n t e  do c a p y t u l o  é d e d i c a d o  a  s i s t e m a s  com vã - 
r i o s  r e s e r v a t õ r i o s .  A complex idade  d e s s e s  s i s t e m a s  p r e j u d i c a  con - 
t u d o  uma a n á l i s e  t ã o  d e t a l h a d a  como a  d e s e n v o l v i d a  no prob lema r e  - 
cém e s t u d a d o  . Apresen t am- se  con tudo  a lgumas c o n c l u s õ e s  d e  c a r á -  

t e r  q u a l i t a t i v o .  



Sistemas com Vãrios ~es 'ervat 'Órios  

Em s is temas hidrotérmicos com um r e s e r v a t ó r i o ,  a  g g  

ração h i d r o e l é t r i c a  f i c a  determinada univocamente pela geração t e r  

mica p o r  meio da equação de demanda. Em s is temas com vá r ios  r e s e r  - 

v a t õ r i o s ,  i s t o  j a  não 6 verdadeiro.  Ainda que f ixada  a  produção 

térmica,  a demanda não atendida pode v i r  a  s e r  suprida por v á r i a s  

combinações poss?'veis das gerações h i d r o e l é t r i c a s .  Essa não-uni- 

cidade d a  d i s t r i b u i ç ã o  da geração é causa de muitas d i f i c u l d a d e s  

na a n ã l i s e  dessa c l a s s e  de s i s temas .  

Essas d i f i cu ldades  decorrem também da poss ib i l idade  

de ,  na solução Ótima, p a r t e  do sistema h i d r o e l é t r i c o  operar  esgo- 

tando a sua capacidade de turbinamento,  enquanto o r e s t a n t e  do s i s  - 
tema e s t á  abaixo desse l i m i t e  ou mesmo não gerando. Em s i s temas  

com um r e s e r v a t ó r i o ,  a  r e s t r i ç ã o  de turb ina  pode s e r  t raduzida  em 

uma r e s t r i ç ã o  de con t ro le  térmico,  mas em sis temas com vã r ios  r e -  

s e r v a t õ r i o s  i s t o  j á  não é r e a l i z á v e l .  

No estudo de s is temas com um r e s e r v a t õ r i o  são da mai - 
o r  importância aqueles  i n s t a n t e s  de tempo em que a  t r a j e t õ r i a  da 

solução a t i n g e  o  l i m i t e  i n f e r i o r  ou s u p e r i o r  do r e s e r v a t ó r i o .  Es - 
ses  i n s t a n t e s  são contudo bas t an te  d i f i c i e s  de serem c a r a c t e r i z a  - 
dos em sis temas a  vár ios  r e s e r v a t õ r i o s .  De f a t o ,  existem exemplos 

onde somente em alguns r e s e r v a t ó r i o s  a s  t r a j e t ó r i a s  tocam a r e s  - 
t r i ç ã o  supe r io r  ou i n f e r i o r .  Em alguns desses  exemplos essa  con- 

dição pode s e r  eliminada p o r  uma mudança na d i s t r i b u i ç ã o  d a  gera-  

ção h i d r o e l é t r i c a ,  porém em out ros  casos i s t o  é impossi'vel . 



T o r n a - s e  p o r t a n t o ,  d e  g r a n d e  i m p o r t ã n c i  a  a  c a r a c t e -  

r i z a ç ã o  d a q u e l e s  i n s t a n t e s  em que  s e  tem uma " l i m i t a ç ã o  e s s e n c i a l "  

d a  t r a j e t ó r i a ,  o u  s e j a ,  d e  i n s t a n t e s  em que  com q u a l q u e r  d i s t r i b u i  

ç ã o  da g e r a 9 5 0  h i d r o e l é t r i c a  ( g e r a ç ã o  t é r m i c a  f i x a )  a  t r a j e t ó r i a  

t o c a  um d o s  l i m i t e s  do r e s e r v a t õ r i o .  Essa c a r a c t e r i z a ç ã o  é porém 

d i f i c u l t a d a  p e l a  e x i s t é n c i a  d e  uma q u a n t i d a d e  enorme de c a s o s  " p a  

t o l Õ g i c o s "  o u  p e l o  menos c o m p l e x o s  que  r e s i s t e m  a  uma u n i f i c a s ã o  

o u  s i  s t e m a t i  z a ç ã o .  

Embora as c o n d i ç õ e s  m i n i m a i s  d e f i n i d a s  em ( 1 1 1 - 7 3 )  

s e j a m  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  o t i m a l i d a d e  de 

uma p o l i t i c a  a d m i s s ~ v e l  , as  d i f i c u l d a d e s  a p o n t a d a s  p r e j u d i c a m  o  

e s t a b e l e c i m e n t o  d e  c a r a c t e r i s t i c a s  t ã o  f o r t e s  q u a n t o  as  o b t i d a s  pa 

r a  s i s t e m a s  com um r e s e r v a t õ r i o .  C o n t u d o ,  a1 gumas o b s e r v a ç õ e s  qua  - 
l i t a t i v a s  podem s e r  f e i t a s  em r e l a ç ã o  a  e s s e s  s i s t e m a s  m a i s  com - 
p l  e x o s .  

C o n s i d e r e - s e  i n i c i a l m e n t e  s i s t e m a s  com r e s e r v a t õ r i o s  

h i d r o l o g i c a m e n t e  i n d e p e n d e n t e s ,  0.u s e j a ,  em que A = I . S e j a  
- - -  

(u,v,q)  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  P r o b l e m a  ( 1 1 - 2 5 )  e  suponha s a t i s f e i t a s  

as  h i p ó t e s e s  do  Teorema ( 1 1 1 - 7 5 ) .  Nesse c a s o ,  s ã o  v á l i d a s  a s  c o n-  

d i ç õ e s  m i n i m a i s  e  p e l o  Teorema ( 1 1 1 - 7 6 ) ,  a  c o n d i ç ã o  ( 1 1 1 - 7 3 a )  pode  

s e r  e x p r e s s a  p o r :  e x i s t e  p  E L'[o,T] t a l  q u e  

26 i ( t )  m i n i m i z a  < P ( t )  - p p ( t )  ,V > 

V E R ' ~  
s u j e i t o  a  O - < v  5 r ( t )  



onde 6 s a t i s f a z  a s  demais condições minimais. 

Suponha-se que a  pol Tt ica  hidroel  & r i c a  nesse probl e  

ma s a t i s f a ç a  2 condição 

e  que os rendimentos p i  são i g u a i s  nos d iversos  r e s e r v a t õ r i o s .  

E n t ã o ,  de (26), r e s u l t a  que: 

- 
ou s e j a ,  as d ive r sas  funções p i  são i g u a i s  pois os rendimentos 

são i g u a i s .  Nessas condições,  os d iversos  r e s e r v a t õ r i o s  comportam- 

s e  como s e  fossem um sÕ e  os va lores  da ãgua nos d iversos  r e se rva -  

t õ r i o s  serão i g u a i s .  No caso em que os rendimentos são d i f e r e n t e s ,  

as  conclusões são s i m i l a r e s  sendo os va lores  d a  água proporcionais  

aos rendimentos de cada máquina. 

Esse comportamento unif icado do sistema pode de ixa r  

de o c o r r e r  caso a  geração de alguma h i d r o e l é t r i c a  igua le  uma de 
- 

suas r e s t r i ç õ e s .  Nesse caso ,  os d iversos  p i  podem s e r  d i s t i n  - 
t o s  e uma a n á l i s e  de ( 2 6 )  sugere a  conclusão: ff t E [o,T] q . t . p .  

E s t a  conclusão ind ica  que na solução Õtima e dada 

p r e f e r ê n c i a  geração de energia  nas h i d r o e l g t r i c a s  de menor v a l o r  
- .  

de , ou  s e j a ,  de menor va lo r  da ãgua. Poupa-se assim a água de 

r e s e r v a t õ r i o s  em que o va lo r  da ãgua é elevado;  gera- se  ao mãximo 



em r e s e r v a t õ r i o s  de ãgua a  v a l o r  muito baixo. 

O termo de comparação para o va lor  da água a fun - 
ção p que aparece -em (25)  e  ( 2 6 ) .  Essa função pode s e r  i n t e r  - 
pretada como o va lo r  d a  energia  do s i s tema,  sendo e l a  o  ind icador  

para a u t i l i z a ç ã o  de ãgua por meio de ( 2 6 ) .  Contudo, nas condições 

minimais, essa função não tem um comportamento t ão  bem de f in ido  co - 
- 

mo as  funções p . 

Conclusões semelhantes podem s e r  ob t idas  para s i s t e -  

mas hidrologicamente i n t e r l  igados.  Nesse caso,  a  primeira condi - 
ção minimal pode s e r  e s c r i t a  como: W t E [O,T] q . t . p .  

2 7  P U )  E r~ ( u ( t ) , t ) e  - B t  , è ( ü ( t ) , t ) e  - ~ t l  

28 i ( t )  Minimiza b ( t ) - p p ( t ) , v  > 

s u j e i t o  a O < v  - < r ( t )  

29  i ( t )  = A * P ( ~ )  

onde E s a t i s f a z  a s  demais condições minimais. No caso em que 

O < i < r e  os rendimentos são i g u a i s ,  pode-se deduzir  que todas 

as componentes de A*F são i g u a i s .  Em s is temas em "c a s c a t a " ,  i s -  

t o  é, em que cada r e s e r v a t ó r i o  possui no máximo uma usina a m o n t a n  - 
t e  e  uma a j u s a n t e ,  essa  condição implica em que o va lo r  d a  Gua 

c re sce  2 medida que passamos de um r e s e r v a t ó r i o  a jusante  para um 

r e s e r v a t õ r i o  a  montante. Mais especif icamente ,  o va lor  d a  água em 

uma usina da "casca ta "  6 j+ l  vezes o  va lor  d a  água no r e se rva tõ -  
P 

r i o  mais a  j u s a n t e ,  onde j e  o  número de r e s e r v a t ó r i o s  a  ju san te  

d a  usina considerada.  



A a n a l i s e  de s i t u a ç õ e s  em que  os l i m i t e s  da g e r a ç ã o  

( O  e  r )  são  a t i n g i d o s  e b a s t a n t e  m a i s  c o m p l e x a  em s i s t e m a s  h i d r o -  

l o g i c a m e n t e  i n t e r l i g a d o s  e  não  ser: f e i t a  a q u i .  



CBNCLUSÕES 

O Problema (11-25)  possu i  uma fo rmulação  s u f i c i e n t e -  

mente g e r a l  p a r a  e n g l o b a r  casos  j a  e s t u d a d o s  na l i  t e r a t u r a  e s p e c i a -  

l  i z a d a .  Além d i s s o ,  a s  cond ições  d e  o t ima l  i d a d e  d e s e n v o l v i d a s  no 

C a p í t u l o  I11  permitem d e d u z i r  a s  cond ições  p r o p o s t a s  po r  Koopmans 

1571 e  Araujo 1741. 

Koopmans 1571 e s t u d a  o  problema c o n t i n u o  com um r e -  

s e r v a t ó r i o ,  i n v a r i a n t e  no tempo, sem descon to  no c u s t o ,  que é supos  - 

t o  e s t r i t a m e n t e  convexo e  d i f e r e n c i ã v e l  . Sob e s s a s  h i p ó t e s e s ,  mos- 

t r a - s e  a í  que e x i s t e  uma s o l u ç ã o  com g e r a ç ã o  c o n s t a n t e  em i n t e r v a -  

l o s  de tempo onde a  t r a j e t ó r i a  Ótima não t o c a  nos l i m i t e s  dos r e s e r  - 

v a t ó r i o s  ( s u p o s t o s  c o n s t a n t e s ) .  E s t a  obse rvação  de ibopmans é v ã l i  - 
da p o i s  n e s s a s  c o n d i ç õ e s  t r a b a l h a - s e  a  c u s t o  margina l  c o n s t a n t e .  

T a i s  condições  podem s e r  provadas a  p a r t i r  de r e s u l t a d o s  do CapTtu- 

1 0  IV. 

Araujo  1741 c o n s i d e r a  o  mesmo problema de  Koopmans 

1571 com h i p 6 t e s e s  mais f r a c a s  s o b r e  o  c u s t o  que 6 convexo,  e  com 

d e s c o n t o .  Desenvolve e n t ã o  uma cond ição  n e c e s s á r i a  de  o t i m a l i d a d e  

b a s t a n t e  semelhan te  à s  cond ições  ( I V- 5 ) .  Es ta  cond ição  não 6 porém 

s u f i c i e n t e ,  

- C 

Basicamente ,  na cond ição  de  Arau jo ,  a  função  p e  
- 

c o n s t a n t e  po r  p a r t e s  e  g e r a  o  c o n t r o l e  u po r  meio de uma e x p r e s -  



s ã o  s i m i l a r  a  ( I Y - 1 8 ) .  E s t a  c o n d i ç ã o  também p o d e r i a  s e r  p r o v a d a  

p o r  m e i o  d a s  c o n d i ç õ e s  d e  o t i m a l i d a d e  do  ~ a p i t u l o  IV.  

A t e o r i a  d e s e n v o l v i d a  no  ~ a p f t u l o  IV j á  f o i  u s a d a  

p o r  F e r n a n d e s  174 1 n a  c o n s t r u ç ã o  d e  a 1  g o r i  tmos  i m p l  ementávei s p a r a  

a  r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  d e  o p e r a ç ã o  õ t i m a  d e  s i s t e m a s  com um r e s e r  - 

v a t ó r i o .  I s t o  m o s t r a  a  p o t e n c i a l i d a d e  d a s  c o n d i ç õ e s  o b t i d a s  e s u -  

g e r e  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  uma p e s q u i s a  n e s t a  l i n h a  v i s a n d o  a  r e s o l u  - 
ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  o p e r a ç ã o  d e  s i s t e m a s  com v á r i o s  r e s e r v a t ó r i o s  . 
O e s t u d o  d e s s a  Ü l t i m a  c l a s s e  d e  p r o b l e m a s  a i n d a  tem m u i t a s  q u e s t õ e s  

em a b e r t o ,  a l g u m a s  a p o n t a d a s  a o  t é r m i n o  d o  c a p i t u l o  a n t e r i o r .  

A m a i o r  l i m i t a ç ã o  do  m o d e l o  a d o t a d o  e s t á  n a  c o n s i d e  - 
r a ç ã o  d e  a f l u ê n c i a s  d e t e r m i n i s t i  c a s .  De f a t o ,  a  e s t o c a c i d a d e  do  

m e r c a d o  p o d e  s e r  e v i t a d a  p o r  m e i o  d e  p r e v i s õ e s  d e  c r e s c i m e n t o  d o  

consumo  d e  e n e r g i a ,  p r e v i s õ e s  e s t a s  b a s t a n t e  a c e i  t ã v e i s  em um p l a -  

n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o .  C o n t u d o ,  a  a l e a t o r i e d a d e  d a  a f l u ê n c i a , e s  

p e c i a l m e n t e  no  c a s o  b r a s i l e i r o ,  d e v e  s e r  c o n s i d e r a d a  em um e s t u d o  

m a i s  r e a l i s t a .  

Lima 1761 e x p õ e  um m é t o d o  d e  g e r a ç ã o  d a s  c u r v a s  d e  

v a l o r  e s p e r a d o  d a  á g u a  em p r o b l e m a s  d e  o p e r a ç ã o  d e  s i s t e m a s  d i s  - 
c r e t i z a d o s  com um r e s e r v a t õ r i o ,  q u e  a d m i t e  e s t o c a c i d a d e  d a  a f l u ê n -  

c i a  e c o n d u z  a  uma r e s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a .  O p r o b l e m a  d e  o p e r a ç ã o  

d e  s i s t e m a s  m a i s  c o m p l e x o  com a f l u ê n c i a  e s t o c ã s t i c a  n ã o  r e c e b e u  po - 
rém, um t r a t a m e n t o  a d e q u a d o  e c o n c l u s i v o .  

O Ú l t i m o  p o n t o  a  r e s s a l t a r - s e  e n v o l v e  a  e s t r u t u r a  

d o  m e r c a d o .  Nos m o d e l o s  comumente  a d o t a d o s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  o -  



peração  a  longo  p r a z o ,  admi te- se  uma aglomeração do mercado de e n e r  - 
g i a ,  i s t o  é, não s e  cons ideram mercados l o c a l i r a d o s  e  nem a  e s t r u -  

t u r a  do s i s t e m a  de  t r a n s m i s s ã o .  Dessa forma,  a  produção de e n e r  - 
g i a  por  h i d r o e l é t r i c a s  d i s t a n t e s  dos c e n t r o s  de consumo é e q u i v a l e n  - 
t e  produção d a q u e l a s  mais próximas a  e s s e s  c e n t r o s .  Despreza-  s e  

com t a l  procedimento  p e r d a s  de e n e r g i a  d e v i d a s  à t r a n s m i s s ã o  a  l o n-  

ga d i  s  t â n c i  a .  
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O o b j e t i v o  d e s s e  apênd ice  e f o r m u l a r  a l g u n s  c o n c e i t o s  

e  e n u n c i a r  r e s u l t a d o s  g e r a i s  u t e i s  em demonst rações  ao longo do t e x  - 
t o .  Alguns r e s u l t a d o s  foram ex t raTdos  das  duas r e f e r ê n c i a s  b á s i c a s  

pa ra  o  a p ê n d i c e :  Pshen ichny i  1711 e  Luenberger  1691.  Os demais t e o -  

ramas não constam da b i b l i o g r a f i a  pesqu i sada  e  s ã o  provados a q u i .  

A p r imei  r a  p a r t e  do a p ê n d i c e  desenvol  ve r e s u l  t a d o s  acer - 
ca de cones  d u a i s  de c o n j u n t o s  convexos.  Na segunda estudam- se fun-  

c i o n a i s  convexos e  s u b d i f e r e n c i a i s .  U m  teorema de o t i m a l i d a d e  pa ra  

problemas convexos ,  dev ido  a  P s c h e n i c h n y i ,  e  um teorema de i n t e g r a -  

ção  por  p a r t e s  s ã o  e x p o s t o s  nas  duas Ül t imas  p a r t e s ,  E s t e  Ültimo teo - 
rema 6 baseado en um r e s u l t a d o  de Munroe 171 1 .  

Conjuntos  e  Cones Convexos 

Sejam E um e spaço  de Banach s o b r e  o  corpo  dos reais,  

E* o  seu  e spaço  dual e  ,C c E u m  c o n j u n t o .  O c o n j u n t o  C é conve- 

xo s e  'd x l ,  x 2  E C V E [0,1] - 

U m  c o n j u n t o  K c E 6 u m  cone s e  pa ra  x E K e  > O  r e s u l t a  

X X E K ,  

- 
Sejam C c E convexo e  x E C .  O cone r a d i a l  de C 

em x ,  denotado D(C,Y), é o  c o n j u n t o :  



r 
O cone  d u a l  de C em r, d e n o t a d o  K(C,x) e  o  c o n j u n t o :  

K ( c , ~ )  = I p  E E * ] ( V X E C )  p ( x - ? )  - > Q) 

Pode- se v e r i f i c a r  a  i d e n t i d a d e  

l((C,x) = K(D(C,X) ,O) 

P s h e n i c h u y i  1711 a p r e s e n t a  as s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s  de D(C,Y) e  

K ( C  ,X) 

- 
1  Lema S e j a m  C c E c o n v e x o  e  x  E C ,  E n t ã o :  - 

a )  D(C,x) e  K(C,x) são  cones  convexos  em E e  E* r e s  - 

p e c t i v a m e n t e ,  

b )  n E D(C?X)  s e  e  somen te  s e  

~ ( l l )  2 0  V p  E K(C,x) 

c )  s e  n 6 p o n t o  i n t e r i o r  de  D(C,x) e n t ã o  

 ri) ' 0 v P  E K ( C ¶ X )  , P  # 0 

d 

d )  K(C;Y) e  f r a c a m e n t e  f e c h a d o .  

Em a p l i c a ç õ e s  a P rog ramação  M a t e m á t i c a  s ã o  bastante Úteis 

r e s u l t a d o s  e n v o l v e n d o  cones  d u a i s  de c o n j u n t o s  o b t i d o s  p e l a  soma , 
i n t e r s e ç ã o  e  o p e r a ç ã o  de o u t r o s  c o n j u n t o s ,  O p r i m e i r o  teorema a p r e -  

s e n t a d o  é d e v i d o  a  L u e n b e r g e r  1691 ,  

2 Teorema Se jam E,F e s p a ç o s  normados e  A: E  + F uma t r a n s f o r -  
- 

mação l i n e a r  c o n t t n u a ,  E n t ã o ,  se  C c E  é c o n v e x o ,  y = A? onde 
- 
x E C ,  t em- se :  

K ( A [ C ~  ,y) = A*-I ( K ( c , T ) )  



onde A* 6 a  a d j u n t a  de A e  A*" r e p r e s e n t a  a  s u a  imagem i n v e r s a .  

Prova Por  d e f i n i ç ã o  de cone d u a l ,  p E K ( A [ C ]  ,y) s e  e  somente s e  

( V  x  E C) 

= A*(p) (x-Z) por  d e f i n i ç ã o  de a d j u n t a ,  Ou s e j a s s e  

e  somente s e  

O teorema s e g u i n t e  e s t a b e l e c e  o  cone dual  de u m  grodu - 
t o  c a r t e s i a n o ,  

3 Teorema Sejam E,F espaços  normados e  C E,  D F convexos.  

Se X E C  e  ~ E D  e n t ã o ,  

Prova S e j a  ( p , q )  E E*aF*. E n t ã o ,  por  d e f i n i ç ã o  de cone dual 

( p , q )  E K(CxD, ( 2 , y ) )  s e  e  somente s e :  ( V  x  E C )  ( V  y  E D )  

p ( x - 3  + q(y -7 )  2 0 

... 
Como M E C e  7 E D ,  e n t ã o  a  e x p r e s s ã o  acima equ iva  - 

ou s e j a  



O p r ó x i m o  r e s u l t a d o  e c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  dos  Teo-  

remas ( 2 )  e ( 3 ) .  

4 C o r o l á r i o  S e j a m  E  e s p a ç o  normado e  B,C C= E  c o n v e x o s  e  X E C ,  

y E D. E n t ã o ,  

K ( C + D ,  x + y )  - - K ( c , ~ )  n K(D,Y)  

P r o v a  S e j a  A: ExE + E  a  f u n ç s o  soma em E. E v i d e n t e m e n t e ,  A e 
- 

l i n e a r  e  c o n t y n u a ,  A l é m  d i s s o ,  A * :  E* + E*XE* e  a  f u n ç ã o  

Tem-se q u e :  

C t D = A(CXD) 

Logo ,  p e l o  Teorema ( 2 ) ,  r e s u l t a  

K(CtD,  x + y )  = K(A(CxD) ,  x + y )  = 

= A*-' K(CxD, ( x , y ) )  

Ou s e j a ,  p  E K(C+D,X+YJ s e  e  somen te  se  

( P , P )  = A*(P)  E K(CxD, C x m  

Mas, p e l o  Teorema ( 3 ) ,  pode- se  c o n c l u i r  q u e  

K(CxD, (x ,y))  = K ( C , Y ) X K ( D , Y )  

- 
Logo ,  p  E K(CtD,  x+y) s e  e  somen te  se  

P E K ( C y X )  e  P E K(D9Y) 

p r o v a n d o  o  c o r o l ã r i o ,  1 1  

O t e o r e m a  s e g u i n t e  c a r a c t e r i z a  o  cone  d u a l  de uma clas - 



s e  d e  s u b c o n j u n t o s  c o n v e x o s  d e  ( L ~ [ o , T ]  ) n ,  O r e s u l t a d o  p o d e  c o n t u -  

d o  s e r  g e n e r a l i z a d o  p a r a  o u t r o s  e s p a ç o s  d e  f u n ç õ e s ,  

5 T e o r e m a  S e j a  r :  [o,T] -t P(IR" um o p e r a d o r  p o n t o  c o n j u n t o  t a l  

q u e  r ( t )  é c o n v e x o  V t E[O,T] q , t . p .  e c o n s i d e r e - s e  o  c o n j u n t o :  

X = I ~ E ( L ~ [ o , T ] ) ~ ~  x ( t ) s r ( t ) ,  V t E[O,T] q . t . p . 1  

S e  x E X e n t ã o ,  p  E K(X,X) s e  e s o m e n t e  s e  

~ ( t )  E K ( r ( t ) ,  X ( t ) >  V t E [ O , T ]  q . t . p .  

Logo ,  i n t e g r a n d o ,  r e s u l t a :  
-F 

1 
<p,x-?> = ( t ) ,  x ( t ) - Y ( t ) > d t  - > O 

O 

p r o v a n d o  q u e  p E K(X,X),  

S e j a m  p E K(X,x )  e x E X .  D e f i n a - s e  

z = {t  E[O,T]  l < p ( t ) ,  x ( t ) - Y ( t ) >  < 01 



E n t ã o ,  t e m- s e  

o  q u e  i m p l i c a  q u e  a  m e d i d a  d e  Z e n u l a ,  L o g o ,  

Um r e s u l t a d o  d o s  m a i s  d i f y c e i s  d e  s e r  d e d u z i d o  e n v o l  - 
v e  o  c ã l c u l o  d o  c o n e  d u a l  d a  i n t e r s e ç ã o  de d o i s  c o n j u n t o s  c o n v e x o s .  

I n t u i t i v a m e n t e ,  o  c o n e  d u a l  d a  i n t e r s e ç ã o  d e  d o i s  c o n v e x o s  s e r i a  a  

soma d o s  c o n e s  d u a i s  d o s  c o n j u n t o s .  C o n t u d o ,  o  c o n t r a e x e m p l o  a b a i  - 
x o  d e s t r o i  e s t a  c o n j e c t u r a .  

S e j a m  C , B  c IR d a d o s  p o r :  

C  = { X  E I R ~ ~ ( x  + x; < 1 )  
1 - 

B = { x  E IR2Ixl - < 0 )  

C e B  s ã o  c o n v e x o s  e s u a  i n t e r s e ç s o  é c o n s t i t u T d a  p e l a  o r i g e m ,  

P o r t a n t o ,  

C o n t u d o ,  tem-se: 

K ( C , O )  = € p  E I R 2 [  p1 L O p 2  = O} 

K ( B , O )  = { p  E I R 2 ]  p  1 - < O , p 2  = O )  

e p o r t a n t o  



P o d e r - s e - i a  g a r a n t i r  a  c o n j e c t u r a  f e i t a  a c i m a  com a  

h i p ó t e s e  d o s  i n t e r i o r e s  d o s  c o n j u n t o s  p o s s u i r e m  i n t e r s e ç ã o  n ã o  va-  

z i a .  A h i p ó t e s e  a d o t a d a  no  t e o r e m a  a b a i x o  é m a i s  f r a c a  d i f i c u l t a n -  

d o  porem a  p r o v a ,  

6 T e o r e m a  S e j a m  C e B s u b c o n j u n t o s  c o n v e x o s  de  um espaço de  Banach  

E ,  t a i s  que  C i n t e r c e p t a  o  i n t e r i o r  de  B .  E n t ã o ,  s e  E C ~ B ,  tem 

- s e  

K(cnB,x )  = K(C,X) t K ( B , x j  

P r o v a  S e  p1  E K(C,X) e p 2  
E K(B,X) e n t ã o :  

p l ( x - X )  - > o V X E C  

p 2 ( y - X )  - > O V Y E B  

P o r t a n t o ,  V x E C fl i3 

P r o v a - s e  a  i n c l u s ã o  i n v e r s a  em d u a s  p a r t e s ,  I n i c i a l -  

m e n t e  m o s t r a - s e  q u e  X = K ( c , X ) ~ K ( B , X )  f r a c a m e n t e  f e c h a d o ,  Na p a r  - 
t e  b ) ,  a  h i p ó t e s e  d e  a b s u r d o  K(CnB,?') # K ( C , x ) + K ( B , x )  é c o n v e r t i d a  

p o r  m e i o  d e  um t e o r e m a  d e  s e p a r a ç ã o ,  em 

A p a r t i r  d a ? ,  m a n i p u l a m- s e  a p e n a s  o s  c o n e s  r a d i a i s .  

P a r t e  a )  P o r  a b s u r d o ,  s u p o n h a  q u e  5 e f r a c a m e n t e  a d e r e n t e  a  X 



mas p d X .  Então e x i s t e m  p: E K ( c , ~ )  e  p: E K(B,X), k E iN t a i s  que 

p p + p 2  converge  f r acamen te  a  P. Como K(C,T) e  K(B,F) s ã o  f racamen-  
k t e  f echados  ( v e r  Lema ( I ) ) ,  e n t ã o ,  s e  p ,  ou p 2  admi t i rem s u b s q . @ n  - 

tias f racamen te  c o n v e r g e n t e s ,  r e s u l t a  que:  

k k Logo, ( p , )  e  ( p  ) não admitem s u b s e q u ~ n c i a s  fracamen 
2 - 

t e  c o n v e r g e n t e s ,  podendo-se a f i  rmar 

k i i m  I l p i I l  = + 
~ E I N  

e  que e s s a s  s e q u ê n c i a s  possuem um número f i n i t o  de termos n u l o s ,  

Sejam p! , pk E E *  dados p o r :  

onde 

k k 
v = 1  I I 7 I I P : I I  1 

Então ,  como vk > O tem-se: 

- k ~  p 1 K ( c , F )  e  pk E K(B,Y) 

k k ~ l é m  d i s s o ,  como ( p i )  é não l i m i t a d a  e n t ã o  lim v =O. 
k~ IN 

Como V k E N i = 1 , 2  tem-se: 

e n t ã o ,  as  s e q u ê n c i a s  (e:) i = l  , 2 .  s ã o  l i m i t a d a s  e  p o r t a n t o  admitem 

s u b s e q u ê n c i a s  f r a c a m e n t e  c o n v e r g e n t e .  Sem perda  de g e n e r a l i d a d e  po - 
de- se s u p o r  p o r t a n t o  que (c:) converge  f r a c a m e n t e  a  P l  E K(c,X) e  

- (c:) converge  f r a c a m e n t e  a p, E K(B,?). Mas, n e s s e  c a s o  



- k  7 k  
P ,  + P 2  = l i m  ( P , + P , )  

k EDU 

k k k  = l i m  v ( p , + p 2 )  
k EIN 

k k k 
= l i m  v . l i m ( p l + p 2 )  

k E IN k&áV 
- 

= o . p = o  

Mas, IIp,II + 1 1  P,ll# O p o i s  p a r a  c a d a  k E iN 

lls~li = 1  O U  
k I I  P ,  I I  = 1  

S e j a  x  E C ,  x p e r t e n c e n t e  a o  i n t e r i o r  de B .  E n t ã o ,  p e  

1  o  Lema 1 ,  v a l e  

o  que  p o r  ( 7 )  i m p l i c a  

- 
c o n t r a d i z e n d o  p ,  E K(C ,x ) .  Logo,  X 6 f r a c a m e n t e  f e c h a d o .  

P a r t e  b )  Suponha p o r  a b s u r d o  que e x i s t e  em K(CflB,Y) não p e r -  

t e n c e n t e  a  X .  E n t ã o ,  como X 6 convexo  e  f r a c a m e n t e  f e c h a d o ,  e x i s t e  

( v e r  P s h e n i c h n y i  171 1 ,  pg ,  2 6 )  rl E E t a l  q u e :  

- 
P ( V )  < ~ ' ( 4  + p 2 h )  

V p1 E K(C,Y) tr p2 E K(B,X) 

Como O E K(C,X) 0 K(B,X) e n t ã o :  

P (r71 < 0 

Como K(C,X) e K(B,X) s ã o  c o n e s ,  e n t ã o :  



Se jam x  E C ,  x no  i n t e r i o r  de B e  5 = x - r ,  E n t ã o ,  c o  

mo v E D(COB,x), t em- se :  

o  que d e v i d o  a  ( 8 )  i m p l i c a  

1 1  r l z f i  

M o s t r a - s e  em s e g u i d a  que 

c o n t r a d i z e n d o  ( 8 ) .  

S e j a  V > O t a l  que:  

Y E B  V y E E  / I l y - x l l  v 

Se jam r > O  e  

D e v i d o  a  ( 1  O ) ,  e x i s t e m  

q 1  E D(C,x) e  n 2  E D(B,X) 

t a i s  que 



Defina- se  

Então ,  X E [ o , I ] ,  

Devido a  ( 1 3 ) ,  

e  como e s t e  cone 6 convexo e  n 2  E D(B,X) e n t ã o :  

Mas : 

xij + ( 1 - X ) q 2  = n 2  + ~ ( f i - q 2 )  

1  -h = ri2 + X ( i '  + ( n l - n 2 )  

= 1; + ( I - A )  n1 

E D(C,X) 

- 
p o i s  e s t e  cone tambem 5 convexo e  n ,  n 1  E D(C,X) ,  

P o r t a n t o ,  

A; + ( I - & '  E D(C,X) . ,(E,?) 

Contudo, tem-se: 

4 f i  + 6 dev ido  a  ( 1 4 )  

IIK-nll + 6 por  ( 1  4 )  e (1  5 )  - v 
= r por  d e f .  de 6 



L o g o ,  ( V  r > O )  (3 6 E D(C,x)  ('\ D ( B  ,X)) 

t a l  q u e  

I -  < r 

p r o v a n d o  q u e  

ri E D ( C  ?x )  n D (B  ,F-) 

Mas e s t a  c o n d i ç ã o  i m p l i c a  em ( 1 2 )  p o i s :  

D ( C , X )  n B ( B , X )  C D ( C ~ B , X )  

De f a t o ,  s e  E D ( C p X ) O  D ( B , ~ )  e n t ã o  e x i s t e m  X , B > O  

t a i s  q u e :  

X + X ? j & C  

Logo,  p e l a  c o n v e x i d a d e  d e  C e B r e s u l t a  q u e  v=minCX,Bl 

s a t i s f a z  

p r o v a n d o  a  i n c l u s ã o  a c i m a .  I (  

F u n c i o n a i s  C o n v e x o s  em um E s ~ a c o  d e  Banach  

S e j a m  E um e s p a ç o  d e  Banach  s o b r e  o  c o r p o  d o s  r e a i s  e 

E* O s e u  e s p a ç o  d u a l ,  U m  f u n c i o n a l  f :  E -t R 5 c o n v e x o  s e  t l x 1 , x 2 c ~ ,  

t l h ~  [ O ,  l] 

~ ( A X ~ + ( I - A ) X ~ )  - < f ( x l )  + ( i - ~ ) f ( ~ ~ )  

O f u n c i o n a l  f 6 l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  em E s e  p a r a  t o d o  c o n j u n t o  

l i m i t a d o  X d e  E o  c o n j u n t o  f ( X )  é l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e ,  O e p i g r a f o  



- 
de f ,  denotado E p i  f ,  e  o  c o n j u n t o  

Epi f = ( ( a , x )  E RxEl a > f ( x ) )  - 
O r e s u l t a d o  s e g u i n t e  e n c o n t r a - s e  provado em Luenberger  1691 .  

16 Teorema Se f  é u m  f u n c i o n a l  convexo em E e n t ã o ,  (ã,x) é um pon - 
t o  do i n t e r i o r  r e l a t i v o  de Epi f  s e  e  somente s e  f  e contTnua em 

O c o r o l a r i o  s e g u i n t e  f o r n e c e  o u t r a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de 

f u n c i o n a i s  convexos cont?nuos  em E ,  

17 C o r o l á r i o  Se f é um f u n c i o n a l  convexo em E e n t ã o  f é contynuo 

em E s e  e  somente s e  f  é l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  em E .  

Prova A p r i m e i r a  i m p l i c a ç ã o  é i m e d i a t a  p o i s  s e  f  é contynua e  X c E  
4 

e  l i m i t a d o  e n t ã o  f ( X )  é l i m i t a d o .  

Suponha agora  f  l i m i t a d o  s u p e r i o r m e n t e  e  c o n s i d e r e-  

- se  Y E E .   través do teorema (16)  b a s t a  m o s t r a r - s e  que e x i s t e  ~ E I R  

t a l  que (ã,?) é ponto do i n t e r i o r  r e l a t i v o  de Epi f ,  S e j a :  

X = { x  E E1  IIx-KII - 1 )  

e n t ã o ,  como X e l i m i t a d o ,  e x i s t e  p E R t a l  que 

ou s e j a  

- 
S e j a  a = B t l ,  En tão ,  

I a E [G-I >GI] Y X E X  



1  O 5  

- 
p r o v a n d o  que  ( a , x )  é p o n t o  i n t e r i o r  de E p i  f .  1 1  

S u b d i f e r e n c i a i s  de F u n c i o n a i s  Convexos 

S e j a  f :  E -+ IR um f u n c i o n a l ;  p  E E* 6 s u b g r a d i e n t e  

d e f e m x ~ E  s e  V X E E  

A s u b d i f e r e n c i a l  d e  f é a  a p l i c a ç ã o  p o n t o  c o n j u n t o  

a f :  E -+ P(E*)  que  a s s o c i a  a  c a d a  Z E E o  c o n j u n t o  de t o d o s  os s u b-  

g r a d i e n t e s  de f em x, Em p a r t i c u l a r ,  a  s u b d i f e r e n c i a l  de f p o d e s e r  

v a z i a  em p o n t o s  de E ,  P s h e n i c h n y i  1711 p r o v o u  q u e  f u n c i o n a i s  c o n v e  

x o s  c o n t í n u o s  admi t e m  s u b d i f e r e n c i a i s  com p r o p r i e d a d e s  r e l e v a n t e s .  

1 8  Teorema Se f é um f u n c i o n a l  c o n v e x o  c o n t ? n u o  e n t ã o  p a r a  cada  
- 
x  E E, a f ( 2 )  é n ã o  v a z i o ,  c o n v e x o  e  f r a c a m e n t e  c o m p a c t o ,  

F u n c i o n a i s  que  a d m i t e m  s u b d i f e r e n c i a i s  não  v a z i a s  em 

t o d o  E  s ã o  d i t o s  s u b d i f e r e n c i ã v e i s .  O t e o r e m a  s e g u i n t e  c a r a c t e r i z a  

a  s u b d i f e r e n c i a l  d a  c o m p o s i ç ã o  d e  f u n c i o n a i s  c o n v e x o s  e  t r a n s f o r m a  - 

ç õ e s  1  i n e a r e s ,  

1 9  Teorema Se jam E e  F e s p a ç o s  de  Banach,  A :  E  + F uma t r a n s  - 
f o r m a ç ã o  1  i n e a r  c o n t ? n u a  e  f :  F -t IR um f u n c i o n a l  c o n v e x o  c o n t T n u o ,  

E n t ã o ,  o  f u n c i o n a l  g:  E  + I R  dado  p o r :  

g ( x )  = f ( A ( x ) l  
d 

e  c o n v e x o  c o n t ? n u o  e  



P r o v a  Ver P s h e n i c h n y i  171 1 p g .  5 1 ,  

Uma C o n d i ç ã o  d e  O t i m a l  i d a d e  p a r a  P r o b l e m a s  C o n v e x o s  

S e j a m  f :  E + W um f u n c i o n a l  c o n v e x o  c o n t T n u o  e X c E  

um c o n j u n t o  c o n v e x o .  C o n s i d e r e - s e  o  p r o b l e m a :  

Mi n i m i  z a r  f ( x )  

x  & X 

P s h e n i c h n y i  171 1 d e m o n s t r o u  a  s e g u i n t e  c o n d i ç ã o  d e  

o t i m a l i d a d e  p a r a  o  p r o b l e m a  ( 2 0 ) .  

21 Teo rema  U m  p o n t o  E X r e s o l v e  o  p r o b l e m a  ( 2 0 )  s e  e s o m e n t e  s e  

a f ( K ) n ~ ( x , F )  # 4 

I n t e g r a ç ã o  p o r  P a r t e s  

O t e o r e m a  s e g u i n t e  é uma c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d e  um 

r e s u l t a d o  d e  Munroe  1 7 1 1 ,  p g ,  2 1 1 ;  c o n s i s t e  no  t e o r e m a  d e  i n t e g r a -  

ç ã o  p o r  p a r t e s  p a r a  a  i n t e g r a l  d e  L e b e s g u e - S t i e l t j e s ,  

22  Teo rema  S e j a m  T > O ,  p:  [O,T] +IR f u n ç ã o  d e  v a r i a ç ã o  l i m i t a d a  

c o n t l n u a  a  d i r e i t a  e V E L 2 [0 ,T ] .  E n t ã o ,  




