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I. - INTRODUCCION 

E1 tema de esta tesis es: algoritmos para la resolución numé- 

rica de sistemas algebraicos no lineales que no hacen uso de deri- 

vadas analíticas. 

Nos ocuparemos de tres tipos de métodos, 10s tres susceptibles 

de implementaciones prácticas eficientes: 10s Quasi-Newton, 10s se- 

cantes y b s  derivados de la aproximación de Brown. Los tres tipos 

se basan en la aproximación lineal de1 sistema, 10 cual es, segura- 

mente, 10 que 10s hace implementables y prácticos en la mayorra de 

10s problemas corrientes. ~étodos basados en aproximaciones de más 

alto orden han sido considerados en e1 pasado reciente y remoto, pe- 

ro no parecen haber dado origen,a rutinas con espectro razonablemen- 

te amplio de aplicaciõn. Desde e1 punto de vista de su complejidad, 

tanto 10s métodos Quasi-Newton como 10s secantes que serán conside- 

rados aquí utilizan una evaluación completa de todo e1 sistema por 

iteración y una cantidad de operaciones dada por un polinomio de 

grado 2 en n; en tanto que 10s métodos de tipo Brown evalúan más ve- 

ees e1 sistema (aunque no la misma cantidad de veces todas sus com- 

ponentes) y usan una cantidad de operaciones por iteración de1 orden 

de la dimensión a1 cubo. E1 mayor trabajo se compensa con un orden 

más alto de convergencia. De todos modos, cuando e1 proceso es "con- 

trolado", es decir, cuando cada cierto número de pasos se verifica 

si e1 método está realizando algún progreso, y se modifica la predic- 

ción dada por e1 mismo en caso contrario (usualmente con técnicas 

de "damping"), e1 trabajo por iteración puede variar en forma casi 

impredecible. Sin embargo, puede postularse que, independientemente 

de la eficiencia de 10s controles, calidad de las búsquedas unidi- 

mensionales, etc., la versión "no controlada" de un algoritmo efi- 

ciente debe tener un comportamiento razonable. 

Los m6todos Quasi-Newton han s i d o  l o s  más e s tud iados .  La qran 

va r i edad  de 10s mismos, r iqueza  de  r e s u l t a c b s ,  y ahundancia d e  ex- 

p e r i e n c i a  al r e s p e c t o  se dehen a un hecho sirnyle: tor7.0~ e l l o s  se 

deriva11 de una ún ica  ecuación m a t r i c i a l ,  con i n f i n i t a s  ço luc iones ,  

s i endo  que cada so luc ión  da o r i g e n ,  por  d e f i n i c i õ n ,  a un método. 

N o  o b s t a n t e  e s t a  var iedad  i n t r i n s e c a ,  la superv ivenc ia  de1 método 

de Croyden clcTsico, t anh ién  llar?ado "m6todo de Rroyden hueno", es 



llamativa. Pocas cosas en 10s 6ltimos anos, parecieron 3usdificar 

e1 er~~efio en La búsqueda de fórmulas más eficientes; lo que no su- 

cedi6 , por cierto en eP área vecina de minirnización de funciones, 
en donde e1 requisito adicional de mantener la simetria y ,  a veces, 

la definiciõn positiva de laç matrices, 1levO a numerosas, ~olémi- 

cas, e ingeniosas f6rrnulaç rivales. E s  notable que la innovaci0n 

en e1 área tenqa como arigen la meditación acerca de una de laç pro- 

niedades de1 n6todo denEroyden hueno", la de ??roducir la matriz que 

nenoç varía, en el sentido de la norma de Frohenius, respecto de la 

aproximaci6n anterior de1 jacobiano. Ç-edicato y Greenstarlt han tra- 

bajado en los Últimos tiempos en fórmulas "variacionalmente deriva- 

das" que, esencialmente, explotan Ia idea de rninima variaciGn, u-ti- 

lizando norma-.; que ohedecen a criterios adicionalcs. E1 r?étod.o con- 

siderado en I-a primer parte de esta tesiç, cle Cay .v v .. Zchnalsel, tanhlen 

fue pensado con c1 mimo ti?o de ideaç, auncruc un enfoque diferente 

lo coloca, si se quiere, "de1 1-a.d.0 secante". 

Prestigiosos y elcgai~teç, no es casual que 10s métodos puasi-Uew- 

ton hayan dado origen a rutinaç har to  difun2id.as y eficientes. la- 

ra resolver sistemas no 1-ineabeç ; lj?r)2A, una siibrutina clc IIarwel.l., 

que implenenta la vcrsión dc Powell híhrirla dcl método de Eroyden 

bueno, es una rutina rica en.controleç y salvaguardas Útiles que 

d e b ~ ?  Ser referencia ohl iyada  en la elahoraci6n de yxyrarnas orienta- 
< .  

dos a1 usuario. Más aún, 10s grados de libertad permitidos por la ecua- 





r u t i n a  e f i c i e n t e  implementando ei. metodo d e  Brent  para  I Y C L ,  cuyos 

fundamentos kncluyen una variedar? de t e s t s  de  converqencia  y e s t a -  

hilidac! , pero  ,no !' Gampinq-" . 
L a  eva lu3c ión  de l a s  t e o r i a s  de convergencia e x i s t e n t e s ,  t a n t o  

en s i s temas  nO l i n e a l e s  como en minimización de func iones ,  ha 6e ha- 

cerse, lar-tentahlemente,en términos  no r i g u r o s o s .  S i  atentamos que 

una t e o r l a  debe e x p l i c a r  hechos,  la poibmica a-arece no s6lo::en la 

prequnta  de  s i  íleterminada t e o r i a  e x p l i c a  10s hechos, s i n o  de l a  

d e f i n i c i õ n  de  "que es un hecho" en e s t a  &ea de1  conocimients .  me-  

nudo se cncuentra en l a  l i t e r a t u r a  l a  a f i r x a c i 6 n  ace rca  de " l a  mayo- 

r i a  de las  a p l i c a c i o n e s "  o  " I a  mavoria de  10s c a s o s W l y  ç i n  duda e1 

l e c t o r  l a s  e n c o n t r a r á  tamhien en e s t a  tes is)  . eS e1 significa- 
. 

do de esos clichés es tema de teoria del conocimiento y escapa a 10s 

objetivos de esta introducción, pese a 10 cual es recomendable mi- 

rar con crítica desconfianza las sentencias sobre tan dudosos suje- 

tos. E1 objetivo de este párrafo es otro: existe abundante teoria 

de convergencia "global" cuyo denominador común es dar resultados 

del tipo: "Todo punts de acumulación de la sucesión es una solución 

(i.e. las teorias de Zangwill, Polak, Elkin, y 04x0s). Es más, resul- 

tados de  converqencia d e  e s e  t i p o  son f á c i l e s  de  oh tener .  A nenudo 

~ m d i f  i c a c i o n e s  i n s i q n i f  i c a n t e s  de alqori-tmoç "mal-o.;" çe c o n ~ j i e y t ~ n  
-,' 

cn " 7 1 o h a l ~ c n t e  converqentes"  . En mi ~ ~ i n i ó n ,  corno t a l e ç ,  e s o s  

r e s u l t a d o s  no ex?l ican nada, Çin enbargo,  I a s  h i l ? ó t e s i s  que permiten 

o b t e n e r l o s  son a r?crau.cJ.o s a l v a p a r d a r ,  p r 5 c t i c a s  ?rue er; r a z o ~ ~ a h l e  i n-  

t r o d u c i r  en s u h r u t i n a s  c:ue implementen 10s alqo>:itnos. Tales, por  

e jcq>la,  10s casos  ile 1a.s bQ%tes iç  de t i n o  " q r a d i e n t  r e l a t e d "  en  

l a  t e o r j a  de  Ellrin. Pero lo pa radõ j i co  e s  que 10s r e s u l t a d o s  , es- 
t r ic taxnente  l o c a l e s  , de orden de  convercfencia , s i  parecen m.ucl~o rn.Zs 
exp l i ca -t i vos  de1  conpor.tarniento g l o b a l  d e  alclokj-trnoç. Tlçto se dehe, 

no a que " e 1  en to rno  a 1  c u a l  s e  r e f i e r e  el teorema sea e n  r e a l i d a d  

más grancfe de  l o  que pa rece" ,  s i n o  a que las  oro-i&ades 4-e que hacen 

uso 10s teoremas de orden son propiedadeç impor tan tes  a6n l e j o ç  de 

l a  ço luc ión ,  s i  b i e n  s õ l o  sabemos c u a n t i f i c a r  s u  i ~ o r t a n c i a  (orden)  

en un entorno de la misma. La relación, por 10 tanto, es más bien de 

analogía, y la elaboración de una teoria global rigurosa y explicati- 

va es un campo aparentemente virgen. 
Los &todos Quasi-Newton tienen orden de convergencia superli- 



n e a l ,  aún con 13 introdu.cción de t ecn icas  de "danpinq" s o f i s t i c a d a s  

corno l a s  de LJS02A. E 1  r e su l t ado  c?e G a y  (1377)  según e1 cuai. e1 mé-  

todo de Broyden bueno , sin r e l a j a c i ó n ,  t i e n e  converrfencia 2n-O- 

cua<lr5 t ica ,  s u q i e r e  que aquel resultaclo e s t á  1-ejos ?JP no >oderse su- 

n e r a r ,  a 1  menos en 10 que resqec ta  a l  R-orden. Salvada l a  deqenera- 

ci6n  <?-e 10s increnentoç ,  el orden d ~ l  rnetor7o secante  eç l a  razz nosi-  

t i v a  de t "" - tn - 1 = 0 -  y 10s resultaclos Ae ordon  nora 10s méto- 

30s cle t i r o  Rrown son 105 rnisrnos Eue qara e1 mgtodo d e  Eewton. 

En cuanto a &&todos de "damping", como ya hemos dicho, 10 más 

elaborado es la relajación curvilínea de PowelP, implementada en 

MS02A. Los métodos de tipo Brown precisan de técnicas ad hoc a1 res- 

pecto, algunas de las cuales fueron estudiadas por Gay. 

Ler, rnct0:d.o~ de ?uaSi-TJCWton, c1 mek~3o (!e E r ~ n - G a y  y alqunns 

vers iones  de1 mGtodo secnntc se pueden imnlementar de mancra de anro- 

vechar determinadas Si tuac iones  de espareimtento d.el  jacobiano. Los 

mgtodos de ti!?o Drown pcc-1.en aprovechar la dts?onihilicIad. Ze algunas 

.:l.erivadas a n a l i t i c a s  de h s  f u n c i o n ~ s .  

D e  namera g e n e r a l ,  todo métor7.o para r e so lvc r  s is temas no l i n e a -  

les eç un nétodo de minimlzaci6n de funciones,  e- donde, s i rn~ len-en te ,  
C carzhia la f u ~ c i o n  ob je t ivo .  E1. yroblena es e 1  uso y anrove&nmiento 

C <?.c 1a infornación.  La simetrxa 17 ~ o s i t i v i 6 a G  d e l  hessiano 4e una 

icunci6n convexa ~ o s i h i l i t a  en e l  sequndo ca-so, &I uso de 1 a  ba ra ta  - 

y es.ka!~le f;l~t;or.j_zaciijrt <C CZ?ÒLC.F;I~T e?? t m t o  nue en ~ i ç t e m a s  no 71- 

nealcs hi.mcamor; 1.1 estabi! i;?aíl a t r a i &  de :?nctoslizaciones ortoqona- 

Icç. Sin emhmqo, tres h~?chos dcben s e r  3es tacad .o~:  a )  Laç fac toyiza-  - cionec,. or-l-ocyonaJ1(7s 5012 ?as cs tah lcs  -1 .1~ l a  c1.e C ? I O ~ C ~ S ~ . T J T ,  h) L,a  r~stj-na 

MIiS?T: ,  de V. J. D. Powell., yuc? iztil-izaha la ff6rriul.a sini;et.rj-ca de F r ~ y -  

der'.-Powel-1 para minímiznci61: de fi-mciories, no qencrahr! ?.ircxcio?,er, 

rlc i"ic.sces~m y si.3. e~f-?ar~^io fire cJ.esde 1 - 7 0  has ta  1.775 consi.c?.era.da 12 

S . .  A rn.e:joc ri1.tin-i i ~ r a  r ? ~ n i ~ l z â c i o n  s7.n restricc50res r? . j . . c , r i r>~ .~ .~- !~J~? ;  C )  L r 7 ~ c i . s  
4 .- ~ r o x i ~ v . 5  a I?- secxl . tc  han s i ? . ~  t r ah2 - j ad . a~  con i x i t o  en cL m G t o 3 o  

d.e ?a:rj.-fo~? de 1975. 

Los capItulos que componen e1 cuerpo de esta tesis son los tres 

siguientes, y pueden ser leídos independientemente. E1 segundo, "So- 

bre e1 orden de convergencia de1 método de Broyden-Gay-Schnabel" se 

refiere a uno de 10s mas recientes métodos Quasi-Newton. E1 resultado 

,fundamental es que su R-orden de convergencia es por 10 menos la raíz 

positiva de t2" - t2"-' - 1 = O. E1 tercero, "~étodos de Brent y Brown 

generalizados", extiende 10s métodos de tipo Brown a una estructura- 

ciómpor bloques de manera de aprovechar 10 mejor posible e1 trabajo 



utilizado en la evaluación de componentes de1 sistema. En e1 cuarto 

se dan y discuten algunos algoritmos basados en e1 método secante se- 

cuencial . 



11.- SOBRE E L  ORDEN DE CONVERGENCIA DEL METODO DE BROYDEN- 

GAY- SCHNABEL 

1.- Preliminares 

.., 
E1 método de Croydcn goza desde hace varios anos de la preferencia 

de muchos autores ?ara resolver sistemas de ecuacionzs no lineales sin 

derivadas. (Ver r-2 1) .. Diversas nodiEicaciones de1 mismo resiiltaron me- 
todos robustos, rápidos y eficientes (ver [?] y 193 ) .  

Desde tiempo atrãs ( ver C31 ) se conocia la converqencia super- 

linear de1 metodo Sero solo en 1977, Cay prohó que tiene terrninación 

finita en 2n pasos para sistemas lineales, converqencia 2n-+-cuac?rã- 

tica y R-orden de converqencia igual a 2 (ver 141 ) .  

~ambién en 1977 Gay y Schnabel ( t53) propusieron una rnodificación 

de1 updating tradicional de1 método, ~robaron terminación en n + 1 
pasos para sistemas lineales y convergencia sunerlineal siquiendo las 

lineas de L 3 3  . 
E1 nuevo updating utiliza la proyecciõn de1 último incremento so- 

bre e1 subespacio ortogonal a1 cjenerado por alqunos de los anteriores. 

Por 10 tanto esta muy relacionado con e1 metodo secante secuencial 

( ver LI 3 , 6 I , L g I , y [ ~ o I  ) y puede ser considerado como una mo- 

dificacih de éste. 

Gay conjetura en L41 que e1 método tiene convergencia (n + 1) - 
cuadrática y R-orden de convergencia igual a 2 l/(n+l). En laç seccioríes 

que siguen probamos que e1 R-orden es al18,menos la raáz positiva de 

t2n - t2n-1 - 1 = O ,  número mayor que 2 l/ ( n + l )  , para lo cual exnlotamos 
la relación con e1 método secante secuencial y utilizamos una hipóte- 

sis más debil que la qeneralmente usada para prohar la convergencia de 

este. 

2. - Resultados básicos 

Indicaremos con 11 . 11 siempre la norma 2. 

Çupongamos 
n 

F: ACnn--+R , 
1 A ahiert.0 17 convexo? F 6 C (A) , 

F = (f 
t 

1," e ,fn) r 

x* A tal que F(x*) = 0, 

J(X) = ( ayax.1 
3 



J (x*) no singular (2.4) 

y para todo x ,  y E A, 

I(J(x) - ~(y)\\ s M llx - yII con ? 0. (2.5) 

n Supongamos que una çucesiõn en R es generada por las f6rrr.ulas: 

O 
x C A ,  R. C nnxn (2.6.a) 

k+l I< -1 k 
X = x - Rk F(x ) ,  (2.6.h) 

con 

"k+l = Bk 'C AE I< ( 2 . 7 )  

t t  
ABk = (AF - i3 Ax ) Z  /zkAxk, I< k k 1- ( 2 . 8 )  

donde 

Y 

!zknxkl /IIZ k IIIlAx k I I  h 6 > 0 

para todo lc = 0,1,2,. . . 
Para evitar hipõtesiç engorrosas supondremos aclemSs que 

Ir F(x ) # O para todo k = 0,1,2,. . . y Bk invertible , (2.12) 
de manera que las fórmulas anteriores eçtán siempre hien definid-as. 

(2.6) - (2.11) describen un "método de Groyden con updatinq varia- 

ble". E1 caso zk = Ax da e1 método de Droyden original. k 

Lema 2.1 

 ajo las hipõtesis Iz.~), (2.3) ( 2 . 5 ) ,  se tiene que para todo x, y E A 



Lema 2.2. 

Por 10 tanto, por (2.7) -(2.11), 

Luego , 

Pero por (2.51, 

luego la tesis se obtiene remplazando (2.16) y (2.17) en (2.15). 

Los siguientes lemas muestran l a  relacion entre e1 cl&ico 

criterio de indegendencia lineal uniforme y 10s tests usados para 

detectar singularidad en 10s prscesos de ortogonalización. 

Lema 2.3. 

nxn Sea A = (v1,. . . ,V,) E R , Si = [vl '. . , V .I e1 subespacio 
1 

generado por v1,....vi, i = 1, ... ,n; a e1 ángulo entre S y vi+l, i i 



Si A es singular e1 resultado es trivial. De 10 contrario sean 

t 9 y R talos que ? ortogonal ( qgt = O Q = I), R triangular superior, 

y A = Q R  . Indiquemos R = r l r n  = (rij), 5 = Ir ..., n, 
11 j = 1,. . n ,  r. < R para todo i = I,. . . , n a  Luego 1det A[ = (det R I  

1- 

v i+l = Qr i+l ' 
luerjo, si Bi es e1 Zngulo entre [rlr.-.,ri] y ri+lr por la ortogona- 

lidad de Q , resu1ta)a.l =lB.I. Pero , por ser R triangular superi~r, 
1 1 

r , . - I r. = e , . . . e (10s i primeros vectores 
1 

de la base canónica de R": por lo tanto, 

(sen ail = Isen B .I = Ir 
1 i+l i+?/i'ri+il\ 

para todo i = 1, ..., n-1; luego 

la tesis. 

Lema 2.4. 

Sba bJ E L una familia de matrices no singulares de n x n, 

= (vl(A) ,..., vn(h)), y denotemos por ai(h) a1 ángulo entre 
v A , . .  v A y (A), i = 1,. . . ,n-1, A < L ; 

entonces , 



Isen a. (A)(>, E para todo i = 1,. . . ,n-1, X E L. 
1 

h) Si Isen ai (A)( 2 6 > O para todo i = 1,. . . ,n-1, h E L ,  entonces 

Idet AXl / ( h 1  (UII . . . {/vn (Ui) X 6 
n-l para todo X C.L. 

Trivial a partir de1 lema 2.3. 

E1 siguiente es una generalización de1 Teorema 11.3.3 de 1 8 3  , 

cuya prueba omitiremos por ser análoga a la de aquele 

Lema 2.5. 

Supongamos 2 . 1 ,  (2;3) y ( 2 . 5 ) ,  y adeniãs, 

Xl~-. ,Xn E A t P 1 ~ - - ~ P n  E R", x E A, x; = x. + r > .  E A para todo 
1 1 

i = I,.. . ,nr 4i = F(x;) - F(xi )  , con 

(de+= (pl,.. . ,pn)/ /(IIp1II. .. Ilnnii) )I E i O, 
-1 

= (ql, . ,ln) ( P ~ ,  9 .  . ,P,) 

Entonccs, existe K > O , que só10 depende de n y & , tal que 
n 

IIJW - nlj SI< max[llpjll/2 + IIX - x ~ t f ~ = ~  j 

3.- E1 updating de - Gay - Schnabel. 
A continuaciõn describimos la elección de Gay - Schnabel de1 vec- 

tor zk en (2.8). 

Supongamos 2.1) , ( 2 . 3 ) ,  (2.6) - (2.101, y (2.121, y aclem% , sea 

R h 

k ' k = 1,2, ... una sucesión de enteros positivos y zk , k = 0,1,2 ,... 
n 

una sucesión de vectores de R generados como sijue: 



~t 
b )  Si I zkhxk( ) 6 112~11 li Ax$If entonces 

- A 

Zk - Zk Y Pk+l = &k 1. 

A t Si zkAxkl 5 6 1 1 ~ ~ $  11 AX#, entonces 

z = Axk y = 1 . 
L, (2.18.h) 

A 
c) Para k = 1,2, ..., z es la proyección ortogonal de k 

Axk sobre ÇAX~,:-~ , . . . , AX 1: k-lk (2.13.~) 
A t  4 E1 test 1 z Ax ) >  6 (Izkll IIAx I1 sirve para detectar si e1 nuevo incre- k k d  ]r 

mento es dependiente de 10s lk anteriores, con la tolerancia 6. E1 
cocientc I ~ ~ A X ~ I  / I I ~ * ~ ~ I I I I A x ~ \ ~  es e1 módulo de1 seno de1 ângulo entre 

Axk y [AX]<-~ . . . , Axk-& 1 . Naturalmente, cuando lk lllecja a n, ese 
k ' 

seno es O, Ax- es declarado dependiente y zk = A r .  retom~nclose la h. k' 

fórmula clásica de Broyden. Esto es 10 que,.diferencia a1 método de 

Gay-Schnabel de1 método secante secuencial. 

Con la definición 2.18 y las hipótesis que ,a posihilitan, se 

tiene - 
B]c+lnxk-j - AFk-j para todo j = 0,1, ..., I I<+ 1 -i. 

~errio~tracióri. 

Ver L53 . 

]C Supongamos (2.18) con sus hipótesis nrevias .Si x ,..., x k+n E A 
*_ = _ - _ .- - - 

nt 
y J z  . Ax . I  >. 6 112 .ll I l  Ax .li para todo j = k+l , . . . ,k+n-1 , 

3 1  7 3 
(2 .19)  

entionces, existe K > O independiente de k , tal que 
11 G - J (x lr+n) 11 
l:+n ,< I< ( Ilax I\+. . .+I1 Axk+il-l I'; 1 1 )  

Demostración. -- - 

Por la proposici6n 3.1, 



B Ax = AFk 
k-i-n I< 

- - 
%+nAx1:+n-i A F ~ r + n - ~  e 

Por e1 lema (2 .1)  y (2 .19) .  (Ax k,..., 
Axl.:+il- 1 ) e s  no s i n q u l a r ,  

J.3 - 
k+n - (AFkr-a-rAFk+n-l)  ( ~ ~ l ~ , - . a , ~ x l í + n - l  ) - I f  

Y 
n-1 l d e t  (Axk, ..., Ax I<-1-n- 1 1 A I .  3 6 , k 

por  10 t a n t o  , la tesis s e  s i q u e  del lema 2.5. 

~ r o - p o s i c i ó n  3.3. - --- 

Supongamos ( 2 . 1 ) ,  ( 2 . 3 ) ,  ( 2 .5 )- (2 .12 )  y (2.1-8) r (2 .19)  Y además 

X 
k+n+l ,... ,X k+n+s E A. Entonces , e x i s t e  K ? 0 ,  independien te  de  k s 

t a l  

Para  s = O e s  l a  propos ic i6n  

pa ra  s - 1. En-tonces por e1 lema 

3 . 2 .  Sunon~amos la t e s i s  c i e r t a  

con 

que 

Y T' 

~ r o r o s i c i ó n  3 . 4 .  -- 

Suponqamos l a s  l i i ~ õ t e s i s  clc L a  - prppos ic i i jn  3.3 Y suponcramos 

(2.19 ) sc cu-le ?a ra  todo I< de l a  forma i n  + n con i = 1 , 2 ,  . . . , 
un e n t e r o  13ositivo E i j o  ( o s e a ,  s iempre e s  p o s i h l e  completar  



n incrementos independientes consecutivas). Supongamos ademãs que 

k x C A para todo IC = 0,l r 2 , . . . .. Entonces, existe I< 7 0 (indepencliente 

de I<) , tal que 

(1 B I< - J (x1")[l b K ( I ~ A X ~ ~ - ~ I I  + . . e + ~ ( A X ] ~ - ~ ~ + ~  11 1 

para - todo k = 2n-1,.2n, 2n+l, ... 

En el conjunto de hdices k-2n-t-1, ..., k-n necesariamente hay uno 

(llamémosle j) de la forma in + p. En e1 peor de 10s casos es k-2n+l. 

Aplicando la proposici6n 3.3 con j remplazando a k, resulta 

Ahora, si j+n+s = k (lueqo s = k -j-m), 

k ( I B ~  - J(x )(I < K I ~ - j - n ( ~ ~ A ~ . ~ ~ + ~ .  .+IIAx~-~II 1. 
I 

Pero j ), k-2n+l, luego k-j-n ,< n-1, por 10 tanto 

IC 11 B ]C - J (x 1 11 á K ( llAxl:-2n+l + . + x  1 , como queríamos 
demostrar. 

Teorema 3.1. -- 

Supongamos (2.1) - (2.12) y las hipótesis de la proposición 3.0. 
k 

Denotemos EIC = x - x*. Entonces, 

a) Existe K > 0 ,  independiente de I< tal que 

I I B  IC - J (xk)~~ s K ( IIE]J\+ . + I I ~ : - ~ ~ + ~ I O  e 

b) Si lim xk = x* (ver en [s] las condiciones que garantizan esta 

hipótesis), entonces, existe R i 0, independiente de k, tal que 

11 Ek+ll[ 5 I: I1 Ekll (l\~dI+. . -+1E1c-2n+1 11 ) para todo k 3 2n - 1. 



k c) Eãjo las hipotesis de b), x converge a x* con R-orden mayor 

o igual qqe la raiz positiva de t2n - 'c2"-' - 1 = 0. 

~emostración. - 
La parte a) se sigue inmediatamente de 1a proposición 3.4. 

La deducción de b)  es clasica: Si x 1el-l & JC -1 k 
A - i3 F (X ) , entonces k 

11 F (xk'') - F (xk) + J (2') (xl') li s 11 E+F (xk) li2 , por ei lema (2.1) . I< 

Pero lim Ck = O implica que lim B = ~ ( x * )  por la parte a), luego I: 

lim = J(x*)ll. Por 10 tanto , existe K > O tal que I, 1 

Ahora, por e1 lema 2.1, existe X > O tal que 2 
I< ~IF(X )/I < K 2  11El,:11 para todo 1.. = O,l,2,.. . r 

luego por la parte a) de1 teorema: 

con K 3  > 0. 
Ahora, J(x*) no singular, junto con e1 lema 2.1, inplican que 

existe R4 > O que cumple 
. 11 F (xk'l)ll ) I < ~ ! I E ~ + ~ I (  para todo k = 0,1,2,. . . , 

por 10 tanto b) se sigue con K = R3/Kq 

Fihalmente, c) resulta de b) por e1 teorema 9.2.9 de . 

4.-Consideraciones finales. 

Si e1 resultado obtenido en este articulo no puede ser mejorado, 

e1 método de Broyden-Gay-Schnabel , tendría un R-orden de convercpn- 

cia inferior a1 de1 método secantc secuencial ( ver [ l l ,  1 6 1 ,  L81 ; 
( cuyo R-orden es la raiz positiva de tn+l - tn - 1 3 O). No obstante 

otros hechos lo hacen plenamente justificahle en relación a aquél. 



En particular, la modificación propuesta para PJ es la de norma - '  k 

de Frobenius más chica entre todas las que cumplen Bk+lA~k =AFk, .... 
= AF . Esto hace que en implementaciones en donde 

k-Jk 

B es periódicaménte repuesto como una aproximacion a1 jacobiano en k 
k x (o aún cuando B por algún motivo eç una buena aproximac3.6n de o 

J (xy) y x0 está próximo de x*) , 13k+l, Bk+2 , etc. resulten mejores 

aproximaciones a 10s verdaderos jacobianos que si la modificación 

se hiciera por laç reglas de1 método secante secuencial. De un modo 

general podriamos decir que este método es una adecuada comhinación, 

de las virtudes de1 método de Broyden tradicional y de1 método 

secante secuencial. Con respecto a1 Q-orden de converqencia, que como 

es sabido es más fuerte que e1 R-orden, e1 mejor resultado obtenido 

hasta el momento es e1 de superlinealidad que figura en 153.  
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111.- METODOS DE BRENT Y BROWN GENERALIZADOS 

1,- Preliminares - 

>'c 

se;l F s C R"--.-- >RL' cls clase C' en e1 ahierto S y !  sea .x S 

tal. que I"( xL) - 0. o 

Nos concicrnen metodos para resolver I"( x ) = O que no hacen uso 

de derivadas analiticas, 

Como es bien 'sabido, cuando Tas.; da@ivadas analíticas son rempia- 
----=- 

zaüas por diferencias finitas (i.e. '2f /> xj ru3Pi /Jx = i J 
( f .  ( X  e e e ?x2+-hr e,a e ,xn)  

1 P '. - fi (xl,. . . ,xn) )/h ) entonces e1 método de 
J 

. Newton discreto ( M N D )  s 

lihora, u i ~ a  iteraciõn de1 FJND involucra n+P -evaluaciones de cada 

función f por 1-0 tanto n2 + n evaluaciones individuales de función. i r 

Brown ( [ 2 . ]  ) propus0 un método que, preservando c&nvergencia cua- 

drática, hace solamente (n2 + 3 n) / 2 evaluaciones de función por i t e -  

ración ,. 

. Sin embargo, en su implementacion original, e1 metodo de Brown 
4 h a c h  O(n ) multiplicaciones por iteracion además de laç evaluaciones 

funcionales. 

Gay ( [ 4 ] , [ 5 ] ) , siguiendo una idea de Xrent ( [ 11 ) , superÓ 
esa dificultad modificando e1 métoda de tal manera que solamente se ha- 

3 cen O (n  ) mul.tiplicaciones por iteración. 

Por otrõ lado, Brent ( 1 ) , propnsq un método aún usa 

(n2 + 3 n)/2 evaluaciones individuales de. función por iteración, pero 
que es numéricaménte más estable (aunque más caro) que e1 metodo de 

Brown (Ver [ 3 1 ) . , 



En el mismo artfcul-o, Rrent desãrroll6 la idea de Shamanskii 
k -/ -1 

( 113 1 ) que, cuaiido aplicada al MND,  consiste en dejar [J (x )i 
. fijo durante algunos paços, .çuprimiendo la computaci6n e inversi6n 

de J . E1 número Ôptimo de "paços de refinamiento" es calculado de ma- 
nera de maxirnizar la eficiencia de Ostrowski de1 método ( C111 ) * 

La idea de Shamanskii fue aplicada por Brent a su propio metodo 

y puede tarnbkgn ser aplicada a1 mctodo d-e Hrown. 

E1 esquema común a 10s metodos de Brent y Brown (convendremos en 

llamar "de tipo Brown" a 10s métodos con tal esquema) es e1 siguientea 
k l i  k Ir Dado x , yl = x : entonces yjil se obtiene de yk evaluando Ia función 

j 
f en n-j+2 puntos. 
j 

Si la idea de Shamanski no es utilizada, x k+l - Ic 
- L',+l; de 10 contra- 

rio y k 
114- 1 

es e1 primer punta-para e1 refinamiento iterativo. Entonceç, 

excluyendo e1 refinamiento iterativo, cada ite'racion involucra: 

n-t-l evaluaciones de fl 

2 evaluaciones de fn . 

I-,, .,c-- ,7- - -  .i-? ' ,r, . ".--,- 
A ,, . - de1 metodo, las funciones deben ser 

ordenadas en creciente dificultad de evaluación (funciones lineales p r i -  

mero, etc.). 

Ahora bien, en general, 10s n+j-2 puntos en que f es evaluada no 
j 

son un subconjunto de 10s puntos en que f j-1 es evaluada, 

Por 10 tanto, 10s métodos de tipo Brown no explotan 10s casos en 

1-0s cuales una paste sustancial de1 trabajo necesario para evaluar una 

funci6n es común a la evaluación de otras. 

Por otra parte e1 W D  sí explota.esa situación, pero la ventaja de 

poner las funciones más caras al final se pierde. 



E l  propt5slt0 de e s t e  artlcw.10 es desarrollar una clase de al.gork+- 

mos que cornbinen ambas ventajas. Brevemente, el con'junto de funciones 

fl,-- 51 se divide en N bloques, de manera que Xas funciones del hlo- 

que j son evaluadas en 10s mismos p q puntos , donde p es e1 numero de 
puntos dondc.se evalua el bloque j-1 y q es el nUmero de funciones de ese 

h&oqile (e1 primer bloque se 'eval~a, a1 igual que en 1-0s m6todos d.e Rrown 

y Bren.t, en n+l puntos). Esta- clase de métodos inclvye e1 MND (un hloque 
cor1 n funciones) y 10s iri.6todos de tipo Brown (n bloques con una. función ca- 

da uno), 

La idea de ~hamanskii es también incorporada, siguiendo las idcas 

del artículo de Brent [li . 

La seccion 2 es una descripción de ios algoritmos, se prueba que 

proveen soluciones exactas para sistemas lineales y se muestra que 1-0s rri& 

todos de Brent y Erown pertenecen a la clase definida. 

' 

La seccion 3 es una prueba de la convergencla local y e1 orden de 

. 10s métodos. 

En la secciÕn 4 se explica &mo. se usa la idea de Shamanskii y se da 

un ejemplo de la aplicación de1 método de Brent generalizado, 
I 

I 
I <. En la secci.6n 5 se asientan algunas conclusiones; se puntuaiizan fu- 

turos desarrollos y se discute Ia aplicacion a minimización de funciones 

escalares. 

2.- ~escr+ciÕn --- .. de 10s algoritmo's. 

Sea y= Y(lXl , K 2 )  e1 conjunto de rnatrices de orden menor o 
-1 igual que n tal que para todo A €3: , A - existe, A K1 y 

-11. 
IIA I/ $ K2 . ( 1 . 1  denotará la norma 2 durante toda esta sección). - . ,  1 , . - 7 -  c-  

* J . .  
7 - \ I $ c  

7 -1 - T i  - >  7 . 3  C ) #  

Sea N un entero positivo menor o igual que n y Vi , i=lf*..,N 
una secuencia finita de enteros positivos tal que 



Sea L 2. 1 un entero, 

t. 

Describarnos ahora una iteracian de1 algoritmo definido por K X r  

i n 'i Supongamos dados x R ; B una matriz de nxn en S I h i p O .  

Entonces 10s paços de1 algoritmo para obtener x "l son l o s  siguientes: 

(omitimos e1 çuperindice i para simplificar la notaciõn) 

1) H1 = E ; ?L,o  = x .  

2 )  Ejecutar 10s paços 3 hasta 5 desde j = 1 hasta N. 

3) Definir 

Computar 

A 

4) Encontrar P . una matriz de (n-p) x$n-p) tal que si 
I 

entonces P . E CF y aj P tiene la Corma: 
3 

a j P j = [ o : s  j 0 1 '  



(sqxq es una matriz triangul-ar inferior), 5 

5) Computar Rj+l  = A .  P .  y 
3 *7 

I fp+l 'yj , O .- j+ll ç-l i 
i 

yj+l , O - " j , ~  ~ + q j  j ! 
f (y ) !  
4 P+CI j 

0 J 

6 )  Si L = I , ir a 8 ) ,  de 10 contrario ejecutar el paso 7 desde 

m = 1 hasta L-1. 

Para j = 1, ..., N computar: 
j -3  

Teorema 2.2 

i P Si F ( x )  = O es un sistema lineal no singular arbitrario y x , B , 
i h son arbitrasios, entonces x "l es la solución del sistema. 

Probemos por inducción que: 

a )  Yj+l,~ es una solución de f (x) = O; k = l ,  ..., 
L, e =  I 

;I 

b) Las Últimas n -x-$ ccolumnas de Aj+2 forman u n , ~  base de1 nGcleo 
h--I 

de1 sistema homog6neo asociado a f k ( x )  = 0, I: = 1,. . .,E-% . 
d a  'I 



Escribarnos F ( x )  -- E x 4- b ; E = siendo cada E .  una mat r i z  
1 

con V. f i l a s  y n columnas; 
1 

Para j = 1 , por 2.2-1, a = E A 7 1 1 '  

Pero e 1  s i s tema E1 x = bl e s  equiva lente  a r 

una so luc ión  de1 c u a l ,  na-iuralmente, e s  computada por e1 paao 5 de1 

algori tmo.  

~ 3 s  aGn, por .( 2 . 2 )  ias G l t i n a s  n -- V= colurnnas de E, - A~ Pl 
son c e r o s ,  y por 10 t a n t o  l a s  filtimas n - Yl colurnnas de  A2 = AI PI 

son una base del subespacio ortogona3 a l a s  f i l a s  de  E L ,  como quería-- 

mos probar .  

Supongamos ahora l a  t e s i s  para  j-l .  Entonces y e s  una so luc i6n  
j , o  

d e E  x = b l ,  ... , E j - l  1 x = b  y 9as Ultimas n-V,,- ...-'Y- cpluinnas de j-1 a ?  - 

A .  sol1 una base de1  subespacio or togonal  a l a ç  f i l a s  de  E 1 , . . - f E j - l  
3 

Por ~ L 2 . 3 ) ~  yj+l,o - - Y L o  -k z donde z e s  m a  combinaci6n de 
j j 

e s a s  columnas de A ; por 10 t a n t o  yj+lrO es también una so luc i6n  de  
j 

E x = b l f . . . r  E 1 j-1 x = b  j- 1 

Ahora, e I  s is tema:  

E .  x = b $ S  equiva lente  a 
J j - - .  . ..-- 

E .  A .  A - ~  x = b 
J 7 j 

y también a 
j ,  



- 1 
E. A. h.- z = h - E. y sistema para e1 cuai., 

7 3 3  j j J jFo ' 

trivialmente, 10s pasos 4 .y 5 de1 algoritmo hallan una soluciÔn. 

Por 10 tanto P (yN+lfO = O ; por 10 tanto y- = 
J t1" %+1, O 

para todo j = l,..,,N+l g m=l,,..,L-1 y e1 teorema estz probado. 

h 
1) ~étodo de Rrent generalizado: Si K 

= K2 1 = 1 y P es elegido 
j 

como un producto de matrices ortogonales (Transformaciones de House- 

holder ( 1 7  3 ) o haciendo uso de1 procedimiento de ortocjonalizaci6n 

do Powell ( - [ 1 2 1  ) obteiiemos la generalizacitin de1 método presentado 

p o r  Brent en ( [ 11 ) . 

2) Nétodo de Ercwn generalizado: Ea matriz a es triangulada en la 
j 

siguiente forma: 

L. -  Para j=l, ...q ejecutar 10s pasos 2 y 3, 

2.- Permuta-r las columnas de a, de manera que 
J 

I a j , ~ + j  I = rnax { I ~ ~ , ~ + ~  I Iajrn\} (pivota-je) . 
3.- Eliminar 10s elementos p+j-t-I., ..., n en la fila j sustra- 

' yendo a Ta colurnna respectiva un m6ltipl.o adecuado de la "nueva " colum- 
na p+j. 

~espugs de este proceso la matriz tiene la forma ' f k 2 . 2 )  

Ahora, por construcci6n, 'la matriz P es un producto alternado de 
j 

matrices de permutacion y matrices triangulares superiores con unos en 

la diagonal y elementos con módulo menor o igual que uno en las otras 

entradas. Para ser precisos: 

donde es o bien una pernutación elemental o la identidad (n-p)x(n-p), 
l í  

y Ek tiene la forna: 



--L_q 

-1 
an sençillo cáicu~o mueçtra que I\ E ~ \ / G  J ~ - t n - ~  . ~ ã s  ziún E~ 

es l u  rnisma matriz con 10s sigrms de 10s cgks cambiados, de manera que 
- 1 1 .  r--- 

En consecuencia, poniendo E< = K2 = (n+~.)"'~ obtenemos que este I 
metodo perlenece a la clase definida en la primera secci6n. 

3 . -  U n  teorema de convergencia local. 

En 10 que çiyue, generalizamos e1 teorema de convergencia dado 

por Brent en [I] . 
~ip6tesis generales. 

n 
Sea S C R un abiorto convexo qua c o n t i e h  a x* , 

n Z P: S - R una fwición de clase C en S , y ~ ( x * )  = 0, donde 

~ ( x )  = (af ./& .)(r), y J = ~(x*) (notación). 
1 J 

Supongamos que J(x) satisface una condición de Lipschitz en S ,  es- 

to es: para todo x, y 6 S 

I I J ( x )  - ~ ( y )  1 1  < ~4 l i x - y / [ e  (3.1) 

Esta condición (ver [10] ) implicaque para todo x, y E S 



Eii todo  10 que sirjue supondremos que s e  genera  una sucesiõr .  por  

un a lgo r i tmo  de la c l a s e  d e f i n i d a  erl 5 2 .  Por  l o  t an to~supondren ios  

dados L ,  la suces ión  f i n i t a  Vi, Kl y K 2 ' 

Recalquernos que e 1  s u p e r í n d i c e  " i "  será usado p a r a  el- número de 

i t e r a c i o n  y s e r á  omi t ido  pa ra  ~ i m p l i f i c a r  l a  no tac ión ,  cuand3 e s t o  no 

conduzca a confus ión .  

Lema 3 . 1  --- 

Llamemos ademãs: 

Definimos una nueva n a t r i z  n = ( W rs)  como sicjue: 

1) Para  k  = 1, . . . j  , s i  pk < r $ pk+l Y Pk < S < Pk+1 , entonces  

(%-s es l a  e n t r a d a  (r-pk , s-pk) de Sk . 
2 )  S i  s > r y r < 'pj+l, en tonces  Wrs = O a 

3 )  En 10s demás casos  Wrs = mrs . 

Escribimos , p o r  s imp l i c idad  p = pk , q = qk . 
- 

D e f  i n i n o s  a una.  m a t r i z  d e  qx (n-p) , como s i g u e :  
-k 
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. por l l ( 3 . 5 )  y la definición de ãk : 

Ahora, por definición: 

Entonces : 

:n 
con KLO = K9 K I . . 

Ahora, por construcci~n: 

Luego, por  113.6) y 7 ( 3 . 7 )  para k = l ,  ...,j y p o r  la definición 

{li: : 



r- con I< = 3N K 11 10 ' 

*c1 con I<- - 
L2 -IZ1l 2 

hhora, J es invertible, por 10 tanto, si El es suficientemente 
chico, r s  tahbién invertible y por 10 tanto fi es invertible. 

Sea ahora H una matriz ortogonal de la forma : 

tal que 0 I i  es triangular inferior. Izs claro entonces que X-L. inver- 

tible implica que fi H es invertible y por 10 tanto Sk es invertible 
-1 

. para todo I; = 1,. , . , j .  dem más I H) tiene. en sus j prirneros bloque 
-1 diagonales a Sk , Lwgo: 

Ahora, por ( 3 . 8 ) .  si El es suficientemente chico, entonces: 

I - <% /JJ-' l /  , yor ejemplo. 

y por 10 tanto: 

I?+ 1 con fCdi = 1 i- K~ . 

-Ahora, por 41(3.2), pnniendo p = pj t 4 = q j  : 



. . 
-Entonces, por definiciõn de y j+1,0 .: 

Lema . 3.2. 

Dado K > 0, existen E 2  Z O, Klg Z 0,.K15 3 
). O -taPes que si 

i I Ijxi - xg 11s c2 y O < l h I < K~ E , entonces 
t i 

1) 1 j y i  j fm -x 1 1 ~  K14 IIYl,m-~l 1 1  (3.12) 

para todo j - 2, ..., N + 1  y m = O,l,.,.,L-1, y 
i i -1 ! 

2 )  S. es invertihle y I1(sj li< K,-5 ~ /~- l j l  para todo j , .  . 
1 

(3.13) 

Sean E1, K 4  and K5 10s números positivos que son mencionados 

en e1 lema 2.3.1 . Definimos E2 = El / K F ~  . Supongamos que: 

Probamos por inducciõn que : 

i + NL- (mN+ j-1) 
11y-j ,m - x I / <  El / K5 r 

j=l,,..,N+l; m=O,l, ..., L-1 . 
Para j=1 y m=O .(3.15) se sigue de (q(3.14). 

Fijemos rn' y k y supongamos que - (3.15) vale para todo j con 

m < m' y para todo j ,< k con m = m'. En particular: 

NL-j-I-1 - x * / I < E l  / K5 5 " 1  ç para todo j 4 k, 

i 
Entoncess, por lema 2.3.2 , S. es invertible para todo j < k y 

I 



Por lo tanto, como en la deducciõn de (2.3.11), 

i Como y - - i 
Yi ,m+i para todo m, e1 paço inductivo se çigue dírecla- ZIl-t-I. , m 

mente cuando m' es incrementado en lu-gai- de k, 

Entonces : 
i 

I Jy j  ,m - X* 114 E~ para todo m 2 O,l, ..., L-1 
y j = l~ee~,N-!-lI 

y por lo tanto (3.12) se prueba facilmente con I< N ,, = K5 y  ((3.13) 

también es válido con K = . X q  . 15 8 

i 1 i Dados Kj > O, existe E j  > O , X16 > O i-ales que si 11s - x i 1  4 
i 6 E I E3 y  O 4 I h / < K~ E , entonces 

para t-odo m = O,I, ..., L . 
~emostraciõn: 

si E j  5 E 2  5 E I y K17 - - K14 NL , entonces '(3.12) lleva a : 

i para j = 1, ...,N-tl ; 0 L - 1  . (Recordar que y - i '  - - 
i - i -  1 N+L,L-1 - '1,~ 

= x ) .  Por Lo tanto: 

para j = 1, ..., N + 1 ;  m=O,l, ..., L-1: con K = 2 Klg . 
18 

Ahora, (2.3.1) implica: 

(si E 3  es tan pequeiío que tanto y i i 
j,m Y j r ~  est& en S.). 

Por 10 tanto, 



para j = 1,. . . ,N-1-1 ; ni - O , I , .  :. ,L-L; con I< = M !cL8 . 1 9  

para j  = 1,. . . , N + l ;  con K Z 0  = M X17. 

Def iniendo fl = c l i j  como en e 1  l e ina  2.3.1 y r e p i t i e n d o  el 

argumento de Gste con E remplazando a  C1 : 

con K = Rll K . Por 10 t a n t o ;  
2 1  97  

i 
//J (yf , O )  A ~ + ~  - nij 1 1  K~~ E 

para j  = 1, ..., N + l ;  con K 2 2  

Procedemos ahora por inducci6n en m para probar la t e s i s .  Para 

m = O e s  t r i v i a l .  Su.ponrjanos que tornando E3 suf ic ientemente  pequeno 

e x i s t e  R 9 O tal que: 23 , m  

Entonces, por 1 (3.12): 

- A' - para  todo j  = 2 , .  . . , N + l  . con K 2 4 , m  "23,m '14 - 

Ahora, por  . (2 .3,2) :  

Entonces , 

suponiendo, digamos, que E 3  < L,  donde 

Fijemos ahora j ,  1 c j <  N, y pongamos p = .V~ , q = V  . 
k<a j 

Por ( 3 . 2 ) :  



Por lo tanto 

DefinPendo ahora  
I-- 





filas p + l  hasta p+q de J Aj+r+l  desde : la:..columna t - k l  hasta la t+v 
. . 8 -  .-.:.; .: .: 

con t + l>  p-t-q . Por  10 t a n t o ,  po r  Ias mismas razones  que conducen a 

. ' ,C3.8),  su norma eç menor o igual que K E .LLuego, p o r  " (3 .13) ,  
21 

?(3.21) y ,C3.24) ,  

II 
- 1 1  'p-1 ( ~ j + i + i  ,m 

E m+2 
i / i . %  ~ 3 3 ~ m ~ r  

1 I *  fp+q ( ~ ~ - t - r + l  ,m J 

- 
'Onde K33rrnrr  

- 1 iJ- 11 
K32 , m r r  + % l K 1 5  I 1 1  K26,m 
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( 3 . 2 7 )  

por 10 tanto .podemos probar por induición q u e  \\xl - x' I I Q  E g  para 
todo i 2 i. y por lo tantd ( 2 . 3 . 2 6 )  es válido para todo i Z i y 

g 
O 

(3 .27)  implica que lim xi = x e 

Coment arios 

i 1) L3 .2 )  y g7.(3.25) implican que /I;: - xXII es de1 mismo or- 
i den que 1 E '  ) ; por 10 tanto 1.a hipõtesis 1 hi I < 0 ( / I  xi -- xX /I) 

i i puede sfr remplazâda por Ih O ( 1 ) En términos prjcticos 
i h bebe ser elegido por un compromiso entre las desigualda.des anterio- 

res y la necesidad computacional de evitar la cancelaci6n tanto como 

çea' posible en el cSlculo de las a . 
j 

2 )  E1 anterior teorema y lemas y la definici6n de 10s sucesivos 

E's y R's sugieren que e1 radio de convergencia es mayor cuanto mas 
-1 chicos sean L, N, K1, K2, M, I ~ J  I /  , y //J j /  . Las iíltimas tres sai? 

constantes que dependen solarnente de I?. En la'pr~ctica, es cierto que 

ciiando M, 1 J , i l ~ - ' l i  son grandes ei cero es inzs üi:$cil de encon- 

trar; la primera provee una medida de la no linealidad y las dos Úl- 

timas de la estabilidad de1 sistema. La experiencia numerica (ver [ 3 ]  

tanbién confirma que R y K2 deben ser pequenos, por lo menos para el 

caso L = 1, y Vk = 1, I< = 1, ..., n (métodos no generalizados). Por fin, 
n G  sabemos si e1 metodo con L = 1, N - 1 (MND sin refinamientos) tiene 
una regiÓn de convergencia más amplia.que otras variantes. 

4.- ~aximización de la eficiencia. 

La .e£iciencia asintõticá de un método (ver I ] ) se define. como 

donde O es e1 orden de1 método y W es e1 monto de trabajo requerido 
. -  . 

por iteraciÔn.Este es e1 loqaritmo de1 l'ndice de Bficiencia de ostrov,s- 
ki (1113). E puede ser intuitiv'mieate pensado como la inversa de1  

rnonto de t rnba- jo  neceaario para d-oblar e1 n h e r a  de d i g i t o s  correc- 

t o s  e n  la solución zpronimad-a ya al-canzada, . 

De acuerdo con e1 teorema (liIL3.1, diferentes valores de L dan lu- 

gar a dife~antes Ordenes y, por 1-0 tanto, a di£erentes eficdencias 

de 10s m6tudos. Es natural, entonces, preguntarse por e1 valor de L 



que hacc alcanzar a la eficiencia su nkimo poçible valor. 

Si. se postula que cada componente time un costo de evaluación i- 

gual a 1, y que no se puede Ghorrar trabajo evaluando mSs de una con- 

ponente a1 rnismo tiernpo, entonies la mejor disposición de 10s bloques 

es la definida por V .  = 1 ; i=l, ..., n, y e1 análisis de cuál L es ei 
3. 

óptino para diferentes valores de n pede encontrarse en [l ] e 
Si &e no es e1 caso, un cálculo separado de1 L Óptimo debe hacerçe pa- 

ra cada funci6n particular P (este cãlculo, por supuesto, puede ser 

efecutado facilmente por e1 programa de computación) . 
E 1  siguiente ejemplo ilustra una situaiión donde una diaposicióri 

no standard d.e 10s. blocp~s es mejor que las disposiciones standard. 

Tales casos ocurren cuando se estiman parametros de ciertoç sistemas 

dinãmicos discretos. 

§upongarnC>s que tenemos el- sistema en diferencias finita-s: 

xg(t+i)= ~3(al,...1ag,x7(t),xg(t), xg(t)) 

t = 0,1,2, ..., t3 
dond-e e1 estado inicial (xl (0) . . . , ,x9 (0) ) y e1 estado final (xl (tl) , 

(t ) , x (t,) ) son conocidos 
2 L x (t ) ,x5 (tZ) rx6 (t2) 1x7 (t3) 3 3 9 x (t rx3(tp) r 4 2 - * L *  

y 10s coeficientes ( a g )  deben ser obtenidos. Este problema I-leva 
.- 

a un sistema de ecuaciones no lineales fl = O, ... , f9 = O donde, cl-a- 

ramente , e1 costo de evaluar fl, f2, y f3 es el mismo que e1 de eva- 
d 

luar f l  sola, etc.. Mas aÚn, si t- e t t e1 rnejor método en 1ù cla- 
L 2 3 

se definida en §2 es e1 determinado por V1 = V = V = 3. Podemos pos- 2 3 



tular que e1 costo de la eva.luaci6n de1 primes: b1oque:es tl, de1 se- 

gundo es  t2 y de1 tercero es t3. Si t 1 = 3, t2 = 20, tj = 50, se ob- 

tierie que e1 L õptimo es 4 ;  &o cual da un 1~6todo de orden 5, con una 

eficiencia de 0.394 x 1 0 ~ ~  . 
Este ejemplo fuc corrido con las sigui-entes especificaciones: 

1) v'l (alr . I agrYlfYZFY3 ) = al sen y1 + a2 sen y2 + a3 sen yj 

( r  - r igl~1,yZt~3) = a 4 :"en - Y 1 4- a5 sen y2 C aG se" y3 

y3 (a1.. . - r a g , ~ l p ~ Z f ~ 3 )  = a7 sen 1 y + ag se11 y 2  + ag Sen Y, a 

2 )  xi(0) ,. . . , x9 (O) y al, . .. , ag (1.0s "coeficientes verdade- 
ros") generados aleatoriamente entre O y 1. 

3) E1 estado final es obtenido corriendo e1 sistema dinámico 

con 10s coeficientes verdaderos. 

4 )  bl,.sefbg 10s puntos iniciales para Lbs algoritmos son gene- 

radoç en la forma b = a (1 C w.) donde w es un número aleatorio ' 

j j J j 
entre -0.02 y 0.02. 

Se corrieron veinte tests con e1 método de Brcnt generalizado 

coil e1 L Gptimo y L = 1; y 10s mismos tests con e1 método de Brent 

no generalizado y e1 MND. Corno se esperaba, e1 método de Erent gene- 

ralizado con v. = J ; i = 1,2,3 se comportó mejor que 10s ctros. 
1 

He aqui un sumario de 10s resultados: 

Rloques (3,3,3). L = opt = 4 

Convergencia: 16 experimentos 

Divergencia: 4 experimentos 

Trabajo total promedio para alcanzar una precisión 

de 1 0 - ~  : 865.25 

Eloque's (3,3,'3). L = 1 

Convergencia : 13 experimentos 

Paradas por singularidad: 5 experimentos 

Excedido e1 número de iteraciones permitido (30): 2 ex- 

perimentos 

Trabajo promedio (casos de convergencia): 2269.8 

Bloqueq (9) (Newton) . L = opt = 7 

Convergencia : 14 

Diverqencia: 5 

Sinplaridad: 1 

Trabajo promedio: 1825. 



~Gtodo 4. Bloques ( 9 ) ,  L = I 
Convergencia : 11 

Singularidad: e 6 ' 

Exceso de iteraciones: 3 

Trabajo promedio: 4652.1 

~Gtodo 5. Bloques (l;1,1,1,1,1,1,1,1) (No generalizado) 

L = opt = 3 

Convergencia: 13 

Divergencia : I 

Exceso de iteraciones: 2 

Singularidad : 4 

Trabajo promedio: 3306.2 

~étodo 6. Bloques (1,1,1,1,1,1,1,1,1) (No generalizado) 

L= 1 - 

Convergencia: 1-2 

Exceço de iteraciones: 1 

Singularidâd: 7 

Trabajo promedio: 6621.5 

5.- Considcraciones finalcs 

En este articulo hemos introducido una generalizaciõn de 10s ra& 

todos de Erown y Brent, que debe resultar mãs económica en 10s casos 

en,que es considerahlemente más barato evaluar varias componentes si- 

multaneamente que separadamente. Hemos mostrado que esta generalizaciói 

tiene propiedades de convergencia similares a las de sus predecesores. 

De todos modos, nada se dice sobre canvergencia global y , de 
hecho, es claro que solo la introducción de parárnetros de relajación 

pede mejorar 10s métodos en tal sentido. Los resultados locales 

sol1 sin embargo muy Útiles porque explican e1 comportamiento de 10s 

algoritmos en las reqiones donde la relajación no es necesaria. Una 
* 

eficiencia asintótica alta es especialmente saludable cuando uno tiene 

que resolver una secuencia cle problemas levemente diferentes, tales 

que la soluciÓn de uno es una sstimación inicial adecuada de la solu-- 

ción de1 çiguiente. Valiosas sugestiones sobre la introducción de pa 

rámetros de relajación pueden encontrarse en [5] . 
E1 costo de una iteraciõn, y, consecuentemente e1 L óptimo puede 

cambiar si se toma en cuenta también el trabajo intrínseco de 10s CSLT 

culos ejecutados por 10s alyoritmos. Esta consideración puede hacer . 
preferibles 10s métodos de Brown a 10s nétodos de Brent. De todos mo- 

dos, en 10s problemas más interesantes, e1 tiernpo de computaciõn está 



dominado por e1 tiempo de Tas evaluacione:; Euncionales. 
i No es necesario usar e1 misrno h a 10 largo de toda una iteración 

Todo 10 que se necesita es que los cocientes incrementales 42.1) 

se aproximen a <Vi? j > evitando la cancelacion tanto como sea 
r p+r . 

poçible, Para satisfacer 10s teoremãs de convcrgencia solo es preciso 
i i que valga la desigualdad ( h  I K 3  ljxi - xuii por cada uno de 10s h 

usados durafite una iteraciijn. M ~ S  aún, si V f  
~3-r 

puede calcularse, 

calcular < V f  j Z puede ser más barato que comnutar 10s cocien- ptr . r  'p+s 
tes incrementales correspondicntes. Es facil verificar que e1 teorema 

de convergencia.çj.gue valiendo si algunos de dichos cocieiites son rem- 

plazados por 10s productos escalares. 

Otro problema que 2uede ser considerado separadamente que concier 

ne a la implementacion práct5ca de 10s algoritmos es e1 de 10s cri- 

terios de parada. Entre otras ( ver para una discusiõn detallada 

de criterios para e1 metodo de Erent no generalizado) debe haber una 

- condicion de parada que se refiera a la norma de F(x) . El hecho es 
que F(x) no necesita ser calculada en los wasos corrientes de1 alqorit 

mo (di-Eerentes componentes son , en general, evaluaciaç en dif erenies 
puntos). Gay ( [ G ]  ) propone un criterio de parada que resuelve esta 

dific~~tad elegantemente para e 1  m&ado deJ3ren.t generalizado, S u ' - - :  

implementacion requiere cierta modificación de1 alçoritmo: los pasos 

1 y 2 deben ser remplazadoç por: 

1) Sea jo = min { j / mãx {/fk ( x )  \ / Pj < k S,Pj+l 1 > EPS] 
1 i-1 (si jo no existe , parar ( 11 F (x) ,ico 6 EPS ) . Sea A 
jo = %+1 r 

2 )  Para j = jo , . . a  ,N ,, ejecutar 10s pasos 3 hasta S. 

Si las primeras componentes de F son lineales, entonces este es- 

quema explota e1 hecho procesándolas só10 en la primera iteracion - 
principal, y si son casi lineales seguramente se ahorra trabajo en 

algunas de las iteraciones principaleç. En este Ultimo caso, sin em- 

bargo, nada riguroso puede decirse sobre esta forma tiodificada del 

algoritmo. 

Con respecto a la aplicación de los a%go~ikrnos presentados en 

este artículo a problemas de minimización la referencia obligada es 

C 4 3  , trabajo en e1 cual Gay aplicó a dicho tipo de problemas el 
método de Brown. E1 punto crucial de la cuestión eç la elección de 

un metodo de relajación, pues es ahi que se puede poner en evidencia 



e 1  t i p o  e s p e c i a l  de problema de que se t ra ta .  Seguramente n u e s t r o s  

metodos t i e n e n  propiedades  s i m i l a r e s  a1 método de Newton, s i n  algu- 

nos  de s u s  problemas i n t r i n s e c o s ,  pero conservando l a  incerl id-umbre 

de n q u e l  en  cuan to  a la generac ión  de d i r e e c i o n e s  de descenso f u e r a  

de un en to rno  de  la so luc i6n .  



L. -  R . P .  Rren t  ( 1 9 7 3 )  , Some efficlent algorithnis for solviny systerns 
o£ nonlinear equations, Siam J. Numer. Anal,, 1-0, pp 327-344 . 

e 

2.- K.I.4. 23rown (19G9) , A quaclratically converqent Newton - like mctho.3 
based on Gaussian elimination, Siam J. Numer. Anal., 6, pp 560-569 . 
3.- PI. Y .  Cosnard (1975) ,- A comparison o% four methods for solving 
systenis of norilinear equa-tions', TR '75-248, Dept . Computcr Science , 
Cornell University. 

4.- D,M. Gay (1975), Erown's method a n d  some generalizatfons with 

applications to m'inimization problems , TR 75-225, Dept . Computer 
Çcience, Cornell University. 

5.- D.M. Gay (1976), Implementing Erown's method, Tech Report CNR-109 

. Center of Numerical Analysis, The . University of Texas at Austh. 
v 

i - D.M. Gay (1977) , ~or:1.'1~nicación privadi. 

7.- A,S. Householder (1964), The theory of matrices in nu-merical an3- 

ly~izj Blaisdell , New York. 
8.- J.J.  ore y M.Y. Cosnard (1976), Numerical cor~ariscln of three 

noniinear solvers, Tech Mem No. 286, Argonne National Laboratory. 

9.- J.J. ~ o r é  y M.Y, Cosnard (1977), On the numerical solution of 

nonlinear equations, inanuscrito, por aparecer en ACM Transactions on 

1 0 . -  J.M. Ortega y W.C. Rheinboldt (1970), Iterative solution of non- 

Linear equations in severa1 variables, Academic Press, New York. 

11.- A.M. Ostrowski (1960), Solution of equations and systemç of equa- 

tions, Academic Press, New York. 

12.- M.J.D. Poweil (1968), On the calculation of orthogonal vectors, 

Computer Journal, 11, pp 302-304. 

13.- V.E. Shamanskii (1967); A modification of Newton's method, Ukrairi 

Mat Zh., 19, pp 133-138. 



E1 objetivo de este articulo es nresentar alqunas implementa- 

cioncs es,tahles, usando factorizaciones, de1 método secante secuen- 

cial para resolver sistemas algebraicos no lineales sin usar deriva- 

das analiticas. Nos proponemos además evaluar la utilidad y 10s coç- 

tos relativos de 10s métodos presentados en base a1 análisis de re- 

sultados teóricos, posibiliclades de extensión, costo~ com~utaciona- 

les y aprovechamiento de la información de casos particulares. 

Si P(x) = O: P = (f . . ,fn)t es un sistema no lineal de n 1" 
ecuaciones con 11 incócpitas, e1 método secante secuencial (llama- 

do &todo secante de n + 1 puntos en C151 ) es ia qeneralizaciõn 
mas natural a n variables de1 m6todo secante para resolver una ecua- 

ciÓn con una inc6gnita. Brevemente, e1 mêtodo consiste en 10 si- 
icz guiente: Si xkl , x , . . x son 10s puntos corresnondientes a 

n + 1 iteraciones, eventualmente consecutivas, con F - - F (~'~a ) r 
k ka- j = 1, ..., n + 1; entonces s será e1 "Único" cero de 1a "única" 

función afín Lktal que F],+ = L ~ ( X : J  ) , j = 1, ..., n + I. Las comillas 
están puestas arriba por >azones obvias: para que exista una úni- 

ca función afln en las condiciones descritas, con un único cero, es 

sean afinrnente indepen- necesario que tanto bkaj 7:: como { F ~  1 j=l 
d dientes . 

Woife ( [I 

todo en donde 

a x 1  , . d.ondc. 

As imi smo , 
la solución de 

91 ) consideró en 1959 una imnl ementación 
k , una vez obtenido x , este punto nasaba 

tlolfe d i ~  uno fa rha  para calcular .recursivamente 
L (2;) = O sin necesidad de resolver un sistema line- 

]c. 
a1 en todas las iteraciones. Llarnenos, para simplificar la notación, 

kj xj = x , j = n + 1; F = P j = 1,. . . ,n + 1. Wolfe ohser. 
I: j kj ' 

va que x se ohtiene mediante la solución de1 sistema de ecuacio- 

ncç (cn w): n +I 

ZITfi(xj) = O , ?ara i = 1, ... ,n 
j = 1  2 w j  = i 

j=1 
y la ~nultiplicaciõn: n-c I 

xk = z w . x j .  
j=1 3 



E1 punto crucial es, pues ,  que w se ohtiene de la forma 

donde 

SuponEendo que la inversa de A está computada y que x k+l de- 

be ser ahora calculado, resulta que una columna de A, diqamos, la 

j-esirna-, debe ser remplazada por 

Llamando A* a la nueva matriz, resulta: 

-1 con q = A p. Luego: 
-1 

Pk A A* = In+lr donde Plc es una transforma- 

ciÕn elemental adecuada; ademzs: 

- ~ 

Ahora bien, . dicho esquema es inestable dehido a que ~ I P  11 >> 1 
k 

y ,  en consecuencia, despues de cierto.ni%nero de iteraciones e1 e- 

rror de redondeo acumulado en A - ~  puede hacerse intolerahle, obli- 

gando a un "recomienzo", tal corno ocurre en e1 metodo simplex de 

~rogramación Lineal. De todos modos, la de Wolfe fue la primer im- 
2 

plenentaci8n de1 método que utilizaba solo O(n ) operaciones por 
3 itera.ción, cn vez de las 0(n ) que son necesarias para resolver un 

sistema lineal. 

Garnes (C11) dio en 1965 otra implementación de1 rnGtodo, ha-- 

çada en las siquientes fórmulas: 

con 



Por l o  t a n t o  en l a  irrplernentaci6n de Barnes, se açume que e1 

?unto remylazado en e1 uyda-ting de  l a  transforrriación-afTn, es e 1  

mas a n t i ~ u o ,  en t a n t o  que en l a  de iTolfe, s e  remplazaha aque l  en 

e1 c u a l  e1 v a l o r  de  l a  norma de  i a  Funci6n e r a  magor En un 

entorno U e  l a  ço luc i6n ,  o  en i r n p l e ~ e n t a c i o n e s  con r e l a j a c i o n ,  am-  

bos c r i t e r i o s  co inc iden .  

La i n v c r ç i ó n  de l a  ma t r i z  A r e a l i z a d a  po r  v a r i a n t e s  de l a  I< ' 
formula de Shcman-Elorrisori ( v e r  [l5I 7 . 2 . 8 )  adolece  de 1-0s 

mismos d e f e c t o s  en cuanto a acunulaci6n de  e r r o r  ~ u c  e l  'uncl.atinq" 

de  FJolfe. 

na jo  hirÓte3i .s  adecuadas,Ortega y Fheinholrlt  ( 19) ~ r u e b a n  

que e l  método converqe l o c a l n e n t e  EI inn C) de F con 2-osdcn i q u a l  a  
n+l-tn l a  r a l z  p o s i t i v a  d e  t -1. = O .  La h i p ó t e s i s  mas r e s t r i c t i v a  

e s  la imposici6n de qu-c l a ç  s ecuenc ia s  de  n  incrementos consecu- 

t i v o s  curnplan l a  condiclón de  "indkpendencia l i n e n l  uni50rneH 

(ve r  1x51 y [13J ) . 
a u r a n t e  v a r i o ç  ai?os se p r c s t õ  peca- a t enc ion  a 10s &todos 

" 
der ivados  de l a  i d e a  " s e c a n t r  s ecuenc ia l " .  F s t o  se dehio  çejuramen- 

t e  a 1  qran  & c i t o  lor,.racto po r  l o ç  &.t--odos de t i p o  nuaçi-Newton 
4 

( v e r  [ 5 ]  y [ 7 ]  para una ~ x c c l e n t e  r e v i s i o n  ) .  ~ . l q u n o s  de  10s ra- 

r o s  i n t e n t o s  en ese s e n t i d o ,  clehcn i n c l u i r  e l  traba-jo d.e Sc5wet- 
e 

lili: ( [ 18J) . Fin emharyo , c ç t c  t r a h n  j o  s o l o  reçuelvc- 1.111 s i s k m a  

1ineaL c o r p l e t o  cada c i e r t o  n h e r o  de  i t c r a c i o n e s ,  en vez  6 e  tra- 

b a j a r  coa n o d i f i c a c i o : i ~ s  de la i n v e r s a  en l a  l h e a  de ! .b l fee  

~ 6 l o  en 1975, Cragg 17 Stewar t  d i e r o n  ?In nGto .o  ~ u c  r e a g i r a  

l a s  ii_vestirraci-ones en e s t a  l h m . .  La i 6 e a  dei. m i ç ~ o  se hasa er! l a  
e I - deçcompoçicinn ortnrjonal  de Ias rmtrices de 10s ?untos :r y d.e 

e 

10s v a l o r e s  (!e F en dLc1ms -pun%oç, $c modo cuq cada i t e r2 . c ion  ha- 
.I 

c e  u.11 O(n") de  o:neracio.rer;, cono la i.r;il~l.cr-ientacfi <e Yoc?lfe, nero 
7 - 4 

aiicr-tas e l  rnil'co~:o ?i, i.st;?\I.e (t'j.ebic?c' 3.1. 11ço r'í? t r a n s f ~ r n n ~ i o ~ . e s  o r -  

t o y o n a l r s  u n i t a r i n s  - iin l o e  "iiy3.atinci.s". n i snn  t i e n ~ o  ( v e r  1131 ) , 
l a  c o n s t a t a c i 6 n  de  que en l a  implementacián e s t a b l e  de  10s métodos 

de t i p o  Quasi-Newton tarnbién es conveniente  u s a r  modi f icac i6n  de 

f a c t o r i z a c i o n e s  p r  razoneç de  e s t a h i l i d a d ,  hace c!e.sam.rccer l a  
d e 

i.Siea que cçtoa ~ .e to3oç  sol1 ei;c.ncial.r~.ilc~~-i-c. !ms econ6mj.cos j u c  
. - ac-iu.~l%ns. Uj? nl.;evo z i ~ z t o ~ o  r-?.?_ t i 7 ? o  z'il.ar,l---~Jcr.!.k~i? o el r'.n C,?,;7 .. 77  .- ?C??-- 

nzbel. ( [?I) es r ~ l i  c i e r t o  senii.iioi U:lii  cc~~h i r i ac iÓn  -?C Ias  ~ C ? C ~ S  



.P cl ,<sicai ,  :?.c 3roy3cn coii f n  cíeor?c-trla de1 i,e-to& çec;?nte .c;ec!lencial.. 
C .  Por  esc motivo, lo i n c l u h o s  en n u e s t r o  anaTreLs. 

@ En l a  sccción 2 , d e s c r i b i m s  10s alq-ori t :ms Gs icoc ;  C'r! a17ehra. 

l i n e a l  que u . t i l i z a r e ~ o s  en las  secciosics su?>çicrriiant-ec,. 7:s l a  3 ,  ri.es-- 

c r i b i m s  10s a l - ~ ; o r i ~ - o s  YSSO: liSSl !WS? W S 3  r 10s u l t i no r ,  e r e s  

3.e Los c u c l e s  SGE " i n ~ l c n ~ e n t a c i o n e r ;  e s t a h l e s  +21 r?6.t0&3 s e c a n t e  se-- - 4 " c u e n c i d "  , 17 z~d.ena,s d e s c r i h i n o s  G S 1  1112.a inr>l-?men-tacion c ? e l .  - oetoc3o c-?c 

Gay-Scizn.ahe1, Lar; relaciones con e1 &to:?o 3c Cra7,íc-r y Stevrart çon 
C dkstacadas. !L'ar?hi.&i llamanos I a  a t e n c i o ~ .  sobre  l a  r??anera de  c o r r e q i r  

en cada caso  l a  even tua l  p6rdida de indepen6encia l i n e a l  de las  ma-- 

t r i c e s  de incrementos ,  7ue ha s i d o  duran te  ~.u.cho t iemso un n o t i v o  

de descorazonami.ento pa ra  e1 uso (3.e c s t c  . t ipo de métodos. En la. ssec- 

c i 6 n  4 ,  l o ç  al<:oritrws d e f i n i d o s  sol1 Justj . f icar?os , 5us ?ro-iedar?es 

denostrac%as, incluyr_nr*o 1.3s dc orden de converqcncia (que se rriantiez- 

nen en v i r t u d  de  l as  sa1va~:uardas a l n  independencia l i n e a l  uniforme) 

17 s u  e s t a h i l i d a d  es fundamentada. En l a  secc ión  5 se comparan 10s al-  

j o r i t r ~ o s  en base  a v a r i o s  c r i t e r i o s  a p r i o r i .  Fn l a  s ccc i6n  6 se des-  

c r i h c  una i rnplenentacifh  ~ l o h a l ~ e n t e  converaente  d e  10s a l ~ o r i t m o s ,  

igua lnc i l t e  a p l i c a b l e  a o t r o s  métodos. 9n l a  seccii jn 7 danos alqunoç 
. - e x p r i m e n t o ç  num&icos. Finalmente ,  en 1-a çccclon 3 ,  puntua l iza rms  

l r n e a s  dc i n v e s t i q a c i ó n  f u t u r a .  

Convendrcrr-os, en l a  deçc r ipc ión  de a lyo r i tmos ,  en u t i l i z a r  e1 

s igno  " = " en e 1  s e n t i d o  de ."asic:naciõn" d c l  Lor t r an .  

dos en I a s  irnplenentaciones de1  v.étodo secnn tc  s e c u e n c i a l  17 métodos 

r e l ac ionados .  Las £v-entes de.  10s mimos  son 1-0s t r a h a j o s  [4J , [ 3 3 ,  

1 , '(Cd * 

a .  - ~ ' lod i f icac i í jn  <?e l a  f a c t o r i z a c i ó n  ?R por  i iztroducción de una co- ----------- v- - 
lumna a derecha.  ----.--.-- 

Sean A ,  c, 2 rnatr ices  de n x n no s i n q u l a r e s  t a l e s  que 

QA = R ,  ( 2 . l . a )  

R t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  A = (vl , .  . . ,vn)  , R = ( r l .  r ) = (r i j)  , n 
3 =  (CT 1 .  - i j  (2 .1 .h)  

S i  A es modificada de acuerdo a:  

A '  = ( v Z f . .  . r ~ n F ~ ) ,  V e R", 



se quiere obtener una factorización similar a (2.1.a) para A', y 

detectar e1 caso en que A' es singular, o casi singular. Describi- 

mos dos alqorit~~os a este proyósito: 

2.- Calcular w = Qv y construir R = (r 21...,rn,w).- 

3.- Para j = 1, ..., n-1, ejecutar 10s pasos 4 y 5. 

4.- Comparar \r. . I  c ~ n I r ~ + ~  .\ y permutar , eventualment&, las 
7 7 r 3 

filas de R y Q de modo que \r = %a-x fir..\,\rj+lIj 
j j I I 1) 

5.- Poner rj+l = D , y calcular , j 

Algoritmo UPQR1 (Q,R,v,n,TOL) 

1.- Calcular w = Qv y construir R = (r2,..=,rnrw) 

2.- Para j = 1, ..., n-1, ejecutar 10s pasos 3 y 4. 
3.- Calcular la rotación plana 

( - b  9 
.It- ( P ,  ? I t *  '(ver CIO]) que nanda (rj Irj+lIl 

O 

- 4.- Poner rj+ltj - O #  rjj = P , y calcular 

r jk = arjk + brj+l,kr 

'j+l,k = -br + ar jk j+l,k 

para k = j+l, . . , ,n; 
- 

Crjk. - aqjk + Mj+l,&f 
- 

qj+l,k - --bCljk + aclj+l,k 

Observaciones. 
t t = ~ n = ~ ) I  a) Si la matriz Q es ortocjonal (99: e1 algoritno 

UPQR1 conserva esa p-roniedad'debido a1 uso de rotadones, que son 

transformaciones ortogonales, en ese caso \ r  1 es e1 módulo de la nn 
proyecciõn de la Última colunna de A sobre e1 complemen+o ortoqo- 



na1 de l a s  columnas a n t e r i o r e s ;  luego ,  e 1  tes t  de  s ingular id-ad pre-  

gunta  por  e1 seno de1  ángulo r e s p e c t i v o .  

b)  ~ u r n é r i c a m 6 n t e ~  aún cuando A s e a  mal condicionada,  o cuando 

e1 m a l  condicionamiento o i n c l u s i v e  l a  s i n c p l a r i d a d  s e a  i n t r o d u c i-  

da  por  v ,  e 1  a lgor i tmo UPOR1 conserva l a  or toqona l idad  de  Q .  
2 c )  E 1  c o s t o  cte U P L U l  es de S.5n + O(n) sumas y r>rodi~ctoç,  y 

'I 

e1 de UPQR1 de 7n' + O(n)  sumas y productos  rnãs e1 c á l c u l o  de  n - 1 

r o t a c i o n e s .  

t b.- ~ o d i f i c a c i ó n  de  1a  f a c t o r i z a c i ó n  i9 por  suma de  una ma t r i z  uv . 
P - --- 

t Sean.?., R y  r! como cn ( 2 . 1 ) ,  u ,  V E  R"; A i  = A +  u v .  I ? l  a l -  

g o r i t n o  UPQR2 da una f a c t o r i z a c i ó n  s i m i l a r  a l a  de ( 2 . 1 )  pa ra  A i ,  

y además d e t e c t a  çu even tua l  s i n q u l a r i d a d .  La even tua l  o r t o g ~ n a ~ i -  

dad de O se conserva.  

Algoritmo UPQR2 ( Q , ~ , u , v , n , T 0 L )  

1.- Para  j = 1, ..., n-1, e j e c u t a r  10s pasos 2 y 3 .  

2.-  Ca lcu la r  l a  r o t a c i õ n  

(p. .  , O )  y e s c r i h i r  
J 

p a r a  k = n- j ,  ... :ns Y 

p a r a  k = 1, ..., n.  
t 4 . -  Sumar u v a l a  pr imer  f i l a  de R.  1 

5.-  A p l i c a r l e  10s paços 3 y 4 de  UPnR1 a n y R. 

6 . -  S i ,  pa ra  a l ~ j ú n  j e n t r e  1 y n ,  e s  

en tonces  d e c l a r a r  R c a s i  s i n g u l a r .  

Observnciones. 

a )  La even tua l  sinqulariclaci de  A + uvt se d e t e c t a  no r  l a  nna- 

r i c i ó n  d e  ce ros  en l a  d iagona l  de  R. La o r toqona l idad  de  0 se con- 

s e r v a ,  aún nuinéricaménte, dehido a que s ó l o  se l e  a p l i c a n  r o t a c i o -  



nes , indepndientemente de1 condicionarniento de A.  
2. 

h )  E 1  cos to  de eske algoritmo es 13n + ~ ( n )  Sumas y produc-l-os 

e.-- ~ r t o g o n a l i z a c i f h  de un vec tor  respecto  de un conjunto d k  veeto- 
n t S s a n  v19 e ,v v, vectores no nulos àe R tales que v v = O 

P i .5 

sobre e 1  complemento or togonal  del subespacio generaao por v .. ., L9 
vp; puede u-li l izarse l a  f 6 m u l z :  

P 

reduciendo e 1  problema a un paso de1 metodo d-e Gram-Schmidt mo2.ifi- 

cado ( [$ j ) .  Es te  c á l c u l o  insume (2n + l ) p  + I nroductos y aproxima- - 
.L damente e1 mismo n6mero de s m a s  , asumiendo que v . v  ' " 1, + + ,P, Ya 
7 j' 

hzn s ido  calculados previmente y calculando a pos ter ior i  v t 
~ + X \ + T  

E-,azonss de es-i;:?<bilidad f - ~ ~ e d e n  hacer r eco~ lon~zb le  una normaJ_izaci& 

previa de v  y r. poster ior i  de v ~ + ~ .  Lhnzndo  L = (vl,. ..,v -e- P 
de pensarse que e s t e  procsso agreg2- una colwaa a >A cn bzcse a1 si- 

n a  v- s i  v es de-ymdiente de Ias c o l ~ m a s  anteriores:  
Algoritmo H I M S l  (A,v ,p  ,n ,TOI1) --- .- 

1.- S i  p = n,  s a l t a r  a P.  
N 

2.- E' = 11 vile 

3 . -  Para j = 1, ..., p,  e j e c u t a r  e l  nas0 4 .  

5.- Vp+l = v. 

6.-  S i  [ I V ~ + ~  fi /? < TOL d e c l a r a r  v dencndiente de vl, . e . .v y r> 
s a l t a r  a U. 

7.-  p = p-1 ; A = (v lf' . . ,v ) : Parar .  
O 

P 
o.- p = 1: A = ( V )  r Parar- 

Obçervaciones. . . ------ - 
Contraria-nentc a 10 Tur ocurrc  con 10s mGto0os baçados cn t ranç-  

formacioncs o r t o ~ o n s l e s ,  l a  o r t o ~ s n a l i d a d  de l a s  co lu inas  Ge d se ve 
afecta2a ~ o r  e 1  condicionaniento de l a  mat r iz .  S i  vq+l - Cl, v .c, 

de-enclieiitc i i2 vl , . . . , v,. r1 coc icn te  Ilv I\ /!{v11 da e1 seno de1 jn- n s l  
vulo e n t r e  v y e1 çubespacio <~enerac?o por { v ~ . . ~ ~ , v  1. n 



t e  ç e c u e n c i a l  y %n a l f 2 o r i t n o  eçt rcchamente  r e l a c i o n a í ~ o  con Esgct, qile 

im?lc.~wnta e1 m6to.10 de rroyr?eil--Cny-$rhnabr~ ( r'?]) . 30 J-nrqo de 
n toda I n  s c c c i ó n ,  será una f u n c i ó ~  A c  pn rn n . nrcvementc, llaman- 

1.- k = O ;  F~ = F ( x O ) ;  s i  Fo = 0 ,  p a r a r .  



I 

t para todo j = 1, ..., n. 

:]<+I - 
X .- >< l i  7: + 1- + ti::];, E' = F (x-- ) o 1;+1 

declarada casi sinjular, saltar a 6 .  

Fase corrige la sin;=ularidad) 
N+ a R Y tlonr?~ p eç I.,?. 1.11tir'l.a f i l a  !3e P 

'- h? ]C k+l lrclr < Yk 2 Kfix,(l .. L 

!:-i-1 P (x - Ax ) .  Reiplazar la última columna de I 1: 301 
1 . "  I i 

Saltar a 7 .  

6 :c 
]:1! 

i - 7. 
],:+-I. L I': * 

V.- k = k + I; s a l t a r  a 2. 

0hservaci6n 3.1 - -"------- 

T s t c  a1c;ori t m o  cs similar a1 de C'rny~-,ite:aart ( e111 ) . Trevenen- 

tz, las d i f c r e n c t a s  son las s i j u i c n t c s -  a )  vSS2 trahaja con incremen- 



1:-1 Ir-1 
tos secuenciales (xk - k-3 

d k  r X  - x , . . . ) en tanto que el al- 
k-1 

goritmo rle Graqg-Stewart lo haco con incrementos centrales (xl' - x , 
I= k-2 x - x , . . . )  : h) P'LSS3 factoriza clirectamente las matrices de in- 

crementos en tanto que Granq-Stewart trahaja con Ias Factorizacio- 
I; 1;-1 nes c k  (x , I: , . . . y de (Fk , F . . ) :  c) ~1 alqoritmo de Cranq- lí-1' ' 

Stewart utiliza un método rnns costoso y que no es nasihle de justi- 

ficación teórica vara correqir sinqularidades. 

Algoritmo - VSS3 
n 

Sea x E R arbitrario, qo, P R S como en M R S 2 .  Los casos o o, O '  o 
de1 alqoritmo son 10s çiquientes: 

O 1.- I< = O, F = F ' ( s  ) ;  Si F = O, parar. o O 

Sea n 1n última fila de rlc+l. ?i C k+l ' P+1 no Fue fleclarada casi singular, 

saltar a 6 .  

5. - (~orrecció~ fie çinryulari~lnd ) 
-b Axk = l:+lYl-- con O c y c 11 6:: 11. 1- - I  1; 

E:jccutar I!P??S ( n r , R  ,LI ,v ,n,Tr)J,) aara obtencr n I k k k  ]-+I. L7 Til-+l * 

'Pi fuo rfeclaracla casi singular, narar. 

R . -  k =I: i- I: saltar a 3. 

que incl-u-?mos a cfectos co~?arativoç con 1-09 anteriores. 
o 

a x E nn arhitrario, p un entero 1 5 ? c n, n una vatri? 
O -- O' o 



d 

corrcciones C O E ' C T e r y m  haja 1.3s hi~otesiç aclecuaChr,, con r\-oríicn iylal.  
n-!-l a .t, la Única raiz ymsjkiva 6, t -. tJ2 - 1 = C).; 

~ e f i n i c i õ n  4.1 
.-- 

Vea {A Quíla familin de r?,a.trices no s i ~ j u l a r e s  c3.e n i: :I; X 



b)  S i  I s c n  a .  ( A ) /  > 6 na ra  to40 j - 1,. . . ,n - 1, h E R ,  en- 
1 . == 
J 

t onces  : 

Se s i ~ u c .  dc! l a  ca rac- te r iuac iónr  
n- l 

Idet A h I = m ç e n  n . ( h l [ l i v .  7 J ( h ) \ i  \ [ \<h)~[ '  
j -1 

C 1  t co re~na  4 . 1  provce la r c l a c i 6 n  n a t u r a l  c n t r e  e1 c l á s i c o  

c r i t e r i o  $e ILU y c1 tcs t  usa30 cn 10s vroceços de or tovona l i za -  

cio, ( c o c i e n t c  e n t r e  l a s  l onq i tudes  de1  v e c t o r  nroycctailo y s i n  nro- 

y e c t a r )  . ?.C i n f  i e x e  que, imra s e r  cohercnteç  , cuanr30 l a  to l -e ranc ia  

usa6.a ?a ra  e1 çcno de1  ánnulo es, fiiqamos, TOI,, la. t o l e r a n c i a  co- 

r r e spond ien te  para c 1  t e s t  f iel  de te rminante  dche s e r  del orden de 
TOL"-l 

E 1  s i q u i e n t c  t so renn  es una gene ra l i zac ión  d c l  11 .3 .3  de  C151 , 

n F: S C R" -+ R , Ç n h i e r t o  convexo, 2 
t 3' - ( f i y - * , f  ) ; -J(.) si jacobimo de I?. 

n 
~ d e r n s s ,  -ara todo x, y E ç, 

2 / I ~ ( Y )  - P(Y) - J(X) ( y  =- X)I /  5 -- (1~/2)ll - X~~ r 

ver [l~,]. ) ( 4 . 2 . h )  



Teorema 4 . 3  -- 
Suponqamos que {x'} ' , T l  5 es engendrada po r  e1 a l q o r i t -  ]:=O - - 

mo MSÇO o por  NSS1; entonces:  
PJ a )  S i  f J  < a ,  en tonccs  P(x ) = O ó R es " c a s i  s i n m l a r " .  

LI 
b)  Para  todo k = 0 ,  1 , 2 ,  . . . dk = Iãet  A 1 .  k 

c )  La f a m i l i a  }N n-1 
!r k=O cimple  l a  ILIJ  pa ra  6 = TOL 

k-i- 1 k - e)  Para I; > n ,  x = x ( Ax -1 P 
- -- 1 ,  e - a A ]  q n ,  * - r ]  P (r. 

f )  S i  F es una func ion  a f h  no s i n q u l a r ,  entonces  TJ L n 9 1 
PJ 

--- 

I/ F ( x  ) = O .  

a )  T r i v i a l .  "Casi s i n q u l a r "  dehe entenfiersc,  r e s n e c t i v a n c n t e ,  

con 1-0s c r i t e r i o s  d e  UPLUI o de UPorll secffin se t ra te  r?e FlFST) O d e  

YS S I .  

h) Por inducción.  Para  I- = O ,  e s  la deEin ic i6n  4e i? . Sunon- 
O 

gamos que = I d e t  1\ 57 q11e > T O L ~ - ~ P T I O T ? ~ ~ .  ~ n t o n c e s ,  por  I: Ir 
e1 naso 11, 

- - ( a 2 ,  1: . . . , a n ,  k 6xIc) = 

- l i  k - ( a2  ,..., a,,-A-c ) = 
3, k 

- k k P 1- - ( a2  '. . , a,,- Lc :a:) . 
1 1  

IC k - Luerjo, Ide t  A ~ + ~ (  = ( c1 d e t  A]<( = I cl( d17 - dk+l - 
\L - %+l r 

por 10s pasos 3 ,  5 y 10 de  MSSO y MSSl. 
n-1 

S i  dk+l TOL PNOR];, en tonces ,  por  10s pasos 7 8 y 11, 

- k k lc 
%+l - ( a2  , . a , an ,a lyk) ,  luerjo 

1 det A ] < + ~ [  = Yk Idet A]</ = ykdIc = dlc+l 

c )  Dor 10s pasos  5 y 9 y l a  d c f i n i c i ó n  de v , e1 v e c t o r  vlz 
o 

cont ieno  l a s  normas de Ias coluronas de  R p .  La Eamilia A ,  connues-- 

t a  nor  un s o l o  miembro, cumnle l a  ILTJ pa ra  TnL n- l  po r  l a  a s e r c i ó n  



12-1 k (det A - (  > TOL vl...v k e li = n' 
n-- 1 entonccç, si en e1 paso 6 d '  > TOL- PFfr)ri,:, se sicrue, nor e1 pa- ].,+I - 

so 9 y el 11, que 
11-1 k+1 > TOL v I<+ 1 1 <Ie t A ] ~ + ~ I  1 . . .v n . En cambio, si 

k+ 1- k n- 1 Idet Ak+l( /(V:+'. a -v n ) =(det A])/ (vlo e *V:) 2 -- TOL . 
d) y e) E1 al~oritmo U P L U l  (respectivamente UPO2l) modifica 

la factorizaciõn de una matriz a la cual se le ha introducido una 

columna a la derecha y corrido un luqar para la izquierda las colum- 

nas 2-hasta la n. Como este algoritmo se ejecuta en todas ias ite- 

raciones y la columna introducida se llana siemprc AP se derluce, 
I< ' 

que para k n, 

Qk (AFk-n'. 'AFlr-l = R k' 

Por simil-ares motivos, para k 2 n, eç 

A = (&r I: ]c-llr a - JxIr-$ , 
por 10 tanto, 

A, = - (Ax -1 k ..., Ax )R F(x ) = k I<--n' Ir-1 k k 
- - - (Ax k-nl. e .  rAxk-l) (AF k-n ' . . , AF fF' (xl') , Ir-1 

lr+l I; de donde la parte e de1 tcorema 4.3 se deduce , pues x = x  + 6 x .  
1:. 

f) Trivial a partir de e). 

Teorema 4 . 4  
k SJ Su~onrjanos que Ix PJ - 5 es enrjendrada por e1 alqoritno 

PISS2; cntonces: 
rJ a) Si I< < w, entonces P(x ) =  O 6 R, es casi sinqular nor e1 

L? 

criterio de1 algoritmo UPQR1. 
t 1'1 h )  Si A = PkSlc; 1: = O,l,2,. . . ,?I , entonces la familia IA 1; k ]%-o 

n-1 cumple 1-a ILU para S = TOL 

6 )  Para toc?o Ir -- > n, A = (A:: - - I- 1:-n r 
e fAx17-l)* 

d) Si, en e1 paso 4 (3e W S 2 ,  S k+l cs fieclarada casi singmlzr, 

entonccs A ser& ortogonzl a CAX % k-n+2 * ~ ~ ~ ~ - 2  * 
e )  Para k n, - 



,- T\T L )  S i  P eç a - f h  no s ingula r ,  LIT - < 11 + 1 y F(x-') = 0.  

~ e r n o s t r a a & h  

a )  I p a l  cme e1 Icorema 4 . 3 .  

h )  Probaremos ( 4 . 1 )  con k remplazan-o X y R = I O ,  1, . . . ,I!). 
Cano P es orto(jonalF conserva angulos y lonqitudes, por 10 tan- I< 
t o ,  es l o  rnismo prohar (4 1) para A como ??ara S . C v e r i f i c a  ( 4 . 1 )  k I., '"o 

10s en t r c  esas columnas y 10s çul~cmacios  rreneraiJos nor l a s  misr-taç 

no s e  a l t e r an .  por l o  t an to  sõlo es nccesario t e s t c a r  l a  G1tiv.a 

colu~lna S (corw efec t ivamcnt~  10 hace IJP0D.l )  narn vci- s i  ( 4 * 1 )  I:+ I. 
sq cunple f n  esta n a t r i z .  TJucqo, s i  fp+l no fue dcclarndz cns i  sin- 

qul-ar por UPaq.I., ef ecti-vnmentc, continGa cwnl i6n?ose ( 4 .  J ) . Si ' f ue 

e) Ck(hFk  - n,...,APk-l) = R nor l o s  rnismos mibtivos expuestos 1: 
en e1 Teorema 4 . 3  (par te  d). Entonces, e1 resultado se simte fiel 



~emostración -- 
~ 6 1 0  hay que probar e), pues las demás partes se prueban iqual 

que en e1 Teorema 4.4. 

Definimos Bk+l - t 
- Qk+lRk+l '  k  = 0 , 1 , 2 , . . . Por  c o n s t r u c c i ó n ,  

f i l a  n  d e  Pk+l. Entonces ,  

x  = B x  + Fk+l. Bk+l k  k k  - -  - 

 hora, s i  e n  e1 paso  6 ,  Sk+l no f u e  d e c l a r a d a  c a s i  s i n g u l a r ,  

Fk+l = A F ~  - B ax 
k k f  po r  10 t a n t o  

Ax = B A x  + AFk - BkAxk, Bk+l k  k k  10 que  s i g u e  

s i e n d o  v á l i d o  s i  Sk+l f u e  d e c l a r a d a  casi s i n g u l a r ,  deb ido  a l a  d e f i n i c i ó n  

de  uk en e1 paso  5 d e  MSS3. Entonces ,  

Bk+lAxk = AFk. 
nl t 

Pero Pk+l es o r t o g o n a l  a las  pr imeras  n-l c o l a n a s  de PWz YI por 10 

tanta a las primeras n-1 columnas de  A 
k + l  Luego, l a  tes is  se skgue f á c i l -  

ménte de  l a  p a r t e  c)  de  este teorema. 
Teorerna 4.6 

k N 
Si {x } k = O f  N - -- < m es enqendrada por e1 alqoritmo GS1, entonces, 



N a )  S i  i? < es F(x ) = O 6 $ c a ç i  s i n g u l a r  çe&n U p o R 2 .  
, J 

N b)  S i  F es a f i n  no s i n p l a r ,  PT - - < n f 1- y (x ) = O .  

~ e m o s t r a c i ó n  - -- 

a ) e s  t r i v i a l .  Ver [R] para l a  nruelm de b)  . 
Teorena 4 . 7  

S u ~ o n v m o s  P- S C -3 ?n cumplienc70 ( 4 . 2 )  y adernás x* E P 

con F (x*) = O ,  J (x") no s i n r p l a r .  
( 4 . 3 )  

e s t e  caso ,  e1 ?-orclen de converqencin de 1.a sucesión es l n  rafx 

~ o s i t i v a  de  t n+l  _ tn - 1 = 0 .  

4.5  (h, c y e )  , laç h i ? ó t e s i ç  de1 teorema A .  7 s c  cum~l-cn, nonicnfio: 

N 
r, = Ax k- j r -j = l r . . . , n  

?I-- 1. 6 = TOL a 

En consecuencia , llamando 

Teorema 4.8 - -- -- 
E- PT S u ? o n p ~ o s  ( 2 )  , 4 . 3 )  IJ {x Ik=-, enrrendracla nor  CSl . T , l  ame- 

t O mos E = O1;QP. Fntonces ,  n x i s t e n  E ,  6 > O ta lcs mie s i  ((x - x*ll< E I - 
71 Ir 

y (Iro -- J ( x * ) ( l <  6 , cntonces ,  ri (x ) = ri 6 r. conurrr/e a-si i i ierl ineal--  
-1 -T 

mente a x* y e 1  conjun to  { h "11 , lh< li I est5 ncotsf70.  J k=O 



c) R n  MSSS: Lo mismo que en MÇÇ1 más la factorización de 

( A x ~ - ~ ~ . . . , A x ~ - ~ )  usando transformaciones ortoqonales. 

d )  En ?TSS3: Pactorización de (dFk-, .. e . , APkel) (Axl ,c-n , . . . , Axkkl -" 
usando transforma-ciones orto-onales (Ia iactorizasiõn <?e 

4 4 

A , ,  , , A ) no se USEI cn 10s ~"lcillos r solo nn 1.3 :Ict.ncción 
d... . - -  



e n  tanto para laç restantes col.umnnç de H, e1 miçmo tiuo c1.e cota 73uc- 
: - 

de ser ohteniGa ~orque h .su.Fre çólo dc un ~rnceso de a~licación 17-1 
de rotaciones a medida que cl nrnceso avanza, que no aumentar& d-e- 

cisivamente su norma. Finalmente , al cabo 3e n naços, la columna es 

definitivamente :?.escartada, d.e moí1.0 nue su error hahrn dejaclo en 

ahsol.uto dc influenciar. 

E1 nisno análisis cabe nara Dlc, S en MSS? y 'TbS3; 1.: - 

2 
MSSO: 5n + O (n) o;leraciones. 

3 
MSS1: 9.5n" -i- C I  (n) opcraciones y n - 1- rotaciories. 

7 
MSSS: 1711- 4- O(n) operaciones y 2n - 3 rotacioncs. 

2 MSS3: 21.5n 4 O(n) operaciones y 3n - 3 rotaciones. 
7 

GÇ1: (promedio) 15.5~2" i- O (n) on~r~ciones y 3n - 3 rotaciones. 

En hase a distintos criterios, compararemos 10s al-~oritmos presenl 

tados. 

a) ~orrección de singularickies: YSS2 y W S 3  corriqen la çin- 

ylaridad mejor que ?4SSO y MÇS1 ?ues, en caso de rechazo de un in- 

cremento, permiten que e1 corre-ido sea ortoqonal a loç anteriores 

en tanto PESO y flSS1 só10 garanizizan que la nileva matriz de incre- 

mentos tenqa un condicionamiento similar a la de la última na recha- 

zada. GS1 no corriqe la de~eneración sino que, cuando esta aparece, 

modifica la aproaimación de1 jacobiano con la formula clásica de i3roy- 

den. Esto hace dificil com~ararlo con 10s anteriores a este respec- 

to. Como hemos ya dicbo , e,- método de Graqq-Stewart corrige la de- 



rpnerac iõn  po r  un meciio que,  orohablemcnte,  l o q r a  un condicionamien- 

t o  de l a  m a t r i z  de  10s A x  s i q n i f i c a t i v a m e n t e  mejor nue e1 a n t e r i o r  

nero  que es c a r o  y no ~ u e d e  j u s t i f i c a r s e  teór icaménte .  

b) Costo com-utacional: D e  acuerdo a 10s ci i lculos  de  l a  secc ión  

a n t e r i o r ,  en  orden  c r e c i e n t e  cle c o s t o s  , 10s métodos se ubican a s í :  

1) i?SSO; 2 )  MSS1; 3 )  GS1; 4 )  P4SS2; 5 )  ? l S S 3 .  

Sin  ernbarqo , recordemos que f.4SSO no es uri método esta.i.hZe. 

c )  Arxovcchaniento de  1a  iqforma-i6n a n t e r i o r :  S i  R es una k IC buena a~>roxirnaci6n d c l  jacohiano cn x , e s t e  hccho es e x ~ l o t a d o  çó lo  

por  Cl, r u e s  dc acntirdo a C?] ,  e 1  u+-atinq dci 1i se hace tomaiido k 
r, I:+ 1 como l a  ma t r i z  rqás cercana a R e n t r e  l a s  qur v e r i f i c a n :  

1- 
rn A X  = AFI,, e ., R 

I - -k lA:< l r - ?+ l  = AF J3sta d i f e r c ~ c i a  se "1:-i-I 1; 1:-n+l ' 

hace s e n t i r  cuanc70, For c j e m ~ l o ,  e1 método comienza tomando E como 
o 

una d i s c r e t i z a c i õ n  de1  jabohiano; o cuando s c  haccn e s e  t i n o  de re- 

conienzos po r  razones  de  s i n c p l a r i d a d  de 10s incrementos c le~endien-  

tese 

d) Esparcimiento:  . - S i  e x i s t e  a l j u n a  información sob re  e n t r a d a s  

de1  jacobiano de  F (-or e jer iplo ,  que q ran  p a r t e  de e l las  son c e r o s )  ; 

dicha  información puede s e r  aqrovechada por  YSS3 y nor  C S I ,  pues 

e s t o s .  nétodos t r a h a j a n  con anroximaciones d i r e c t a s  d e l  jacobiano: ve- 

r o  no por  10s o t r o s  m6todos, que separan 10s incrementos indepen- 

E )  Im~lemen tac iones  con r e l a j a c i ó n  c i i rv i l í nea :  S i  El:-es una apro- 
I; 'c 1: ximación de1  jacobiano de  F en x , entonces  2 3  F ( x  ) es una aproxi -  

1:- 

da cxiiiosamente no r  nétodos  (1.e t i n o  nuasi--1Jevton ?ara  qene ra r  un ca- 
l: -1 mino q u e ,  conenzanão po r  x - 1: ~(x]') acaba en xk en una curva tan-  lc 

E= ?en te  a I a  d i r e c c i ó n  - i i f ~ ( x  ) (ve r  [13 ] ) .  Los métodos W S Z ,  MSS3 h- 
y GS1 aqu í  e x ~ u e s t o s  son s u s c e p t i h l e ç  de  e ç e  t i n o  d e  implcinentaci6n, 

s i n  s i g n i f i c a t i v o  t r a h a  j o  a r l i c iona l .  En cambio TTSSO y VSSI nccesi--  
3 ka-rian dc 0 (ri ) o ~ e r a c i o n e s  adic ionalc ' s  na ra  rranerar una aproxilya- 

10s Ax , que en 10s otro.7 mG-todos e s  c3.nd.a f a c t o r i z a 6 a ) .  

f )  ?lernoriar E 1  requer imien to  de  menoria en a r r e q l o s  d e  10s dis --  

t i n t o s  metodos es e 1  s i ~ u i e n t e :  
2 'ISZO: 2.511 -t 0 (n )  ?os i c iones .  
2 PíSSls 3.5n + O (n) m s i c i o n e s .  
2 1 2.5n i- O (n )  nos i c iones .  



2 
T4SS2: 3n + O (n )  nos i c iones .  

3 
M Ç S 3 :  3n" + O (n) pos i c iones .  

q )  Vclocidacl de  conver7enci.a: Elientraç r lSSí3-3 t i e n e n  R-orden 
n+ l de converqencia i g u a l  a i a  r a z z  n o s i t i v a  ~ J F  t - t n - I = O ,  

cor: un t r a b a j o  de una evaluaciõl? funciori-al ? m r  i t r ' r a c i6n  ( o 30s 
4 

cn 10s casos  de c!c3yeneración), e1 metocfo cS1 ti.ene 2-orden a1 Fie-  

* 211 311-1 nos la r a i z  r o s i t i v a  de t - t - 1 = fl (m-nor que e 1  anterior) 

con una h i ~ õ t c 3 5 . s  r e ç t r i c t i v a .  Yçto -arcce  r e f l e j a r  e 1  hecho de que 



/?et (v7 
I.. . . ,k7 ) (  2 r? > n a  

i? 

i j c c u t a r  l o s  pasos 5.1 h a s t a  5 . 4 .  

5.1.- E = 1 - c. 

5 . 2 .-  Para j = 1, . . . , p ,  e j e c u t a r  5.2.1 y 5 . 2 . 2 .  
1- 5 .2 .1 .-  S i  I I F ( x .  + h ( ~ I v . 1 1 ~  < (a - E ) ~ I F J ~  , s a l t a r  a 5 . 4  

1 1. 

Teorcma S .I- -------- 

~ea. {><lc} una suhçuccsión de una çucesión qenerada po r  1: EK, 
L 

n CI ,93;  convercrcnte a un nuntn 1.- E ? . r'ntonceç: 
t 2 a )  J (x)^ (x )  = ( 2 )  ( I  - n. 

k l i m  F (x ) = g .  
Ir+ 03 

c )  S i ,  en e 1  caso  h ) ,  x es un c e r o  a i s l a d o  de 7 ,  entonceç 

a )  Surionqanos que l i n  h = 'I ?ara  !I E K1. r n tonces  , e x i s t e  I< 

p a r a  todo I; E RS , j  = 1,. . . ,n. 

Luecjo, nor e 1  teoreria de v a l o r  n?eaio, c x i s t e n  9 8'  e n t r e  0 I-' 1- 
y 1, para I- E T': t a l e s  que: 2' 



Ahora , xk} es  c o n v e r c ~ e ~ t e  , en  consecuencia acotado : l u q o ,  
IZE Kl 

p o r  cont inu idad ,  e x i s t e  f l  > O t a l  que 

i n f i n i t o  t a l  que: 
k k 

(vil , . . ,xvl1) ;l)j (wl , . . . ,W ) para  k E K 3 ;  W l ~ - -  rwn li- 
n 

nealniente indenendien tes .  Entonces ,  pasando a1 l i m i t e  en  (6 .1)  y 

( 6 . 2 ) ,  n a r a  I: E I<?: - 
<W 

j  
f ( x ) >  = O 

JJa ? a r t e  a )  de1  t e o r o ~ a  p a r a  c 1  ca so  l i m  sup h p  > O se d e r i v a  de  l a  

p a r t e  b ) ,  pues f (x) = O impl ica  en e s t e  caso  V-F(x) = 0 .  Paçenos a 

g roba r  entonces  l a  p a r t e  h). 

Eicha r>rueba ea direc-ta.  Si 1-im çup h > O n a r a  I: E JCI, en tonces  I: 

e x i s t e  K, C A I ,  I: i n f i n i t o :  n e n t e r o s  mayores o i n u a l e s  Yue 1 ?ara 
C- 3 I t  

I: E I< t a l c s  quer 2 
I; ) Ir-nk f ( x  < (1 - I A  ) f ( x  

2, k n a r a  todo k E K 2 ,  

exp re s ión  d e  la cuaL s e  deduce:  

1; ) l i m  f ( x  = 0 nara 1: E K 2 :  

1-ueqo f (x) = 0. 

c )  E 1  a l q o r i t n o  CLOn cunplc  l a  s i q u i e n t e  p r o n i - d a d :  
1- Ir+]- L xkil < E Para  todo E > 0, e x i s t e  6 > O t a l  que I[F (x  )\\ < 6 imnl ica  I\x 

Cn consecucncia ,  se l e  nueclen aurl icar  10s tcorcrnas de :estahil idacl .  de [14d 
obteni&dose c ) .  

c.- Experimentos num&icos 

a) TTersiones s i n  r e l a  j ac ión :  

Se nrobaroii 10s a lqor i tmoç  M S Ç 1 ,  P1SS2, VSÇ3 y GS1 con funcio-  

nes  t e s t  qeneradas de 1a  s i ~ u i e n t e  mancra: 
n 



i = 1, ..., n ;  doncle A .  y C çon nfimeros a l e a t o r i o s  e n t r ~  -100 y 
lj i j  

1 0 0  4 l a  s o l u c i ó n  clel v>rohlcma, x* e.; ~ene rac i a  a1 a z a r  e n t r e  - TT( , 
Y :  n 

E .  =ZA. sen x? + E cos  x' + i j 30x2. i j.-, I j 7 3 

E s t a s  func iones  son an5loqas a  1 a s  t r i 9onomét r i ca s  ?e P l e t c h e r -  

P o ~ r e l l ;  l a  p r i n c i p a l  d i fe renc i3 .  e s  1 a  a t l ic iõn de1 termino 

que ayreqamos p a r a  e v i t a r  converqencia a soluc

i

ones d i s t i n t a s  de  

l a  p r e v i s t a  (hecho que,  de  o c u r r i r ,  e s  d i f í c i l  de e v a l u a r  en ter-- 
minas -de é x i t o  o  f r a c a s o ) .  Son f u ~ c i o n e s  b a s t a n t e s  r ep re sen ta-  

t i v a s  de " casos  r e a l e s "  debido a  s u s  v a r i a c i o n c s  de pendi.ente, 

c u r v a t u r a s ,  a rml i tudes  d e  onda, e t c .  Por o t r a  n a r t e ,  no exlzilsen 

n i n y m a  p a t o l o q í a  digna de mencbón, qen&icar&nte hablando. 

En todos  10s a l ~ j o r i t m o s  se tom6 e1 g r i n e r  nas0 como una i- 

t e r a c i ó n  de1  &todo de ilewton d i s c r e t i z a d o  (deterriinaclo For l a  

e l ecc ión  i n i c i a l  de  Ias r m t r i c e s ) ;  ~7 s e  p r e v i 6  vo lve r  a este qa- 

so toda vez que s e  r e g i s t r a r a  una s inqula r ida- I  de l o s . A F  (10 Tue 

nunca ocurri.6 en esta tanda de t e s t s )  . E 1  c r i t e r i o  de  naracla es 

v s e  p e r n i t i c r o n  30 i t e r a c i o n e s  , rotul&xlose como II F ( x )  11 g 1 0 - ~  , L 

"d iveryenc ia"  10s casos  en Vue este n i i ~ e r o  de  i t e r a c i o n e s  no f u e  

s u £ i c i e n t e  p a r a  a l c a n z a r . c o n v c r ~ e n c i a .  nehido a  l a  e l e c c i ó n  de1 

primer paso,  e1 numero de eva luac ioncs  de  función es çiempre 

n  + 1 + número d e  i t e r a c i o n e s ,  donde n  e s  l a  &Lmensi6n de1  -p roh le -  

ma. Los resu l tador ,  e s t á n  cl.isificar1or; en r'os qru-os, cie acuerdo 

a l a  e l e c c i õ n  de1  -unto i n i c i a l .  na jo  Ia  s i ~ l a  de1  método e s c r i -  

biremos"C,j"en ca so  de  que e 1  m6todo en c u e s t i ó n  haya c o n v e r ~ i d o  

en j i t e r a c i o n e ç ;  y D en caso  de  d i v e r ~ e n c i a .  

Grupo 1.0 

punto j - n i c i a l :  x? = x? (1 -t- E i )  , con e a1.eatori.o (-0.  ~ 1 ~ 0 .  0 1 )  . 
I I i 



Grupo 2 -  
O Punto i n i c i a l :  x i 

10s &todos sccantes secuer ic ia les ,  ya r y e ,  en todos 1.0s casos R es o 
0 una aproxtmaciRn !iiscretizaria . e  J (x ) , 

t e s t  ~ u c  en a ) .  

1 (rcr,vecti~~amcln+e:C,CJ-l) cc, unq ~rer~;j-Oi: c011 r213 jacj-612 &3 ?&%I 

i, y C e~ caso . e  que , t ras (n  + 1) 100 eva1.uacianes de  funciõn ,  no 

se haya logrado convergencia .  



Los resultados está11 clasificadoç en 5 grupos de a c u e r d . ~  a 

la elecci0n de1 -unto inicial. 

Cruao 1: 
O Punto  inicial: :c. -- :r.' (I. -t E .  ) . con E .  aLmtririo m t r c  - O ,  f T7  n. : 
I 1 I L 





Cuancb aumenta l a  d i s t a n c i a  de1 ?unto i n i c i a l  r e s p e c t o  de l a  

s o l u c i ó n ,  l a  venkaja  ?c conservar  a?roxiinaciones ~ a r e c i c l a s  a l a  i n i -  

c i a l  de GS1 p i e r d e  p a r t e  de çu s i y n i f i c a c i õ n .  17n 10s nuevoç t e s t s  

G.511 d i v c r g i õ  en 11 ocss iones  y YSFl1 cn 9, t o r h s  en casos  en que 
e l a  aproxir .nci6n i a i c i a l  t c n í a  un dcçvxo de1  3Q% o msç & e s p x t o  ,q.c 

la çolu.ci6n. :!o o b ç t a n t c  , a l v o  de eça v e n t a j a  se siflue mantenien- 

d.0 Gehido a 10s recorn.ienzor, ocaç ionnles .  Como ba lance ,  e 1  tiempo 

dc CPU qas tado  -or W S l I  c11 la tot.al..id.a.d de 10s t.istç :Fu-a un 9A2  

de1  u t i l i z a d o  no r  Wl-1.: l o  Tue (?e todos  modos no eç muy s i n n i f i c a -  

t l v o  dehido a que e1 r>roqrn:.m dc  iiTSÇ11 estaha r e c a r q a c ? ~  con nilchol; 
4 

nas  c o n t r o l e s  ?c i q r e s i 6 n  que e1 d e  CSIl .  

En este - t r a F a j o  nos n r o p x i n o ç  llai-iar l a  atenci6:n çohre  e 1  
a 

iie-toGo s e c a n t e  secv.enaial pa ra  r e s o l v e r  s i s t e n a ç  no l i n e a l e s  s i n  

de r ivadas  17 mos t r a r  que,  ,robahlcmentc, i m ~ ~ l e i w n t a c i o n e s  i n t e l i -  

 entes de e s t e  m6todo 10 hacen a saz  compet i t ivn con 10s h a r t o  es- 

tud iados  Quaçi--Newton. E n  p a r t i c u l a r ,  l a ç  d i f i c u l t a d e s  t r a d i c i o -  

n a l e s  apuntadas  d e  e s t e  método yueden s e r  e f t c i en t emen te  supera-  

(das con r e c u r s o s  i ~ h e r e n t e s  a 10s alqori-tmos n i çnos .  rn e1 f u t i ~ r o  

s e r ã  necesa r io  c%esarrol.lar un ijran. e s fue rzo  exner5mentnl con e 1  

f i n  de  eva lua r  l a  ~ e a l  ub icac i6n  de e s t e  *Li.?o de méto6os e n t r e  

10s que s e  proponen f i n e s  s i m i l . a r e s .  i31 ? a r t i c u l a r :  a )  Se debe va- 

r i a r  l a  e l e c c i 6 n  in ic ia l  de  l a s  r m t r i c e s :  h )  Se dehcn implementar 

rn~ todos  e f i c i e n t e s  de r e l a j a c i Õ n ,  e i nco rpo r

a

r  I a s  s a l v a y a r d a ç  

e f i c a c e ç  de coi~vercyencia; c )  Se dehe t r a h a j a r  en irmlem.cntacioneç 

que aprovechen e s t r u c t u r a s  p a r t i c u l a r e s  de  la. mat r i z  jacohiana (es- 

p a r c i n i e n t o ) ;  d) Se dche t r a h a j a r  en  l a  ex t ens ión  de la i 6 e a  "se- 

c a n t e  s ecuenc ia l "  a cuadrados mínimos no l i n e a l e s .  
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