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São t r a t a d o s  n e s t e  t r a b a l h o  os problemas de o t i -  

mização que podem s e r  co locados  no formato  de I  e I 1  dados a -  

b a i x o .  

( 1 1 )  

onde X é u m  c o n j u n t o  compacto e  c  e  g s ã o  funções  con t7 -  

nuas .  

I n i c i a l m e n t e  s ã o  o b t i d a s  e x p r e s s õ e s  pa ra  a s  d e r i -  

vadas u n i d i r e e i o n a i s  de função  G dada ac ima,  c o n s i d e r a n d o - s e  

c i n c o  s i t u a ç õ e s  d i s t i n t a s .  A p a r t i r  d e s s a s  e x p r e s s õ e s  s e  obtem 

e n t ã o  cond ições  n e c e s s á r i a s  de o t i m a l i d a d e  pa ra  os problemas I  

e  11. 

Ad ic iona lmen te  é a p r e s e n t a d o  a i n d a  um teorema de 

função  i m p l i c i  t a  s e g u i n d o - s e  uma de s u a s  a p l i c a ç õ e s .  



ABSTRA'CT - 

Here we g i v e  an a n a l y t i c a l  t r e a t m e n t  t o  t h e  

o p t i m i z a t i o n  prsblems which can be f o r m u l a t e d  as  I o r . 1 1  a s  

f o l l o w s :  

s u b j e c t  t o :  G(y)  = sup{ m L { g i ( x , y ) } }  5 O 
X E X  i ~ l  , k 

and y  E Y 

I n  both c a s e s  X i s  a  compact s e t  and c  and g a r e  

c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s .  

F i r s t  we deve lop  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  d i  r e c t i o n a l  

d e r i v ã t i v e s  of  t h e  f u n c t i o n  G ,  g iven  above c o n s i d e r i n g  f i v e  

d i s t i n c t  c a s e s .  From t h e s e  e x p r e ç s i o n s  n e c e s s a r y  o t i m a l  i  t y  

c r i t e r i a  f o r  t h e  problems I  and I 1  a r e  t h e n  o b t a i n e d .  

In a d d i t i o n  an i m p l i c i t  f u n c t i o n  theorem i s  

a l s o  p r e s e n t e d  f o l l o w e d  by sne  of i t s  a p p l i c a t i o n s .  
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v i i i  

N o t a ç ã o  U t i l i z a d a  
7 . - 

A s e g u i r  s e  e n c o n t r a m  l i s t a d a s  t o d a s  a s  n o t a -  

ç õ e s  e m p r e g a d a s  q u e  s e  c o n s i d e r o u  p a s s l v e i s  d e  c a u s a r  a l g u m a  

e s p é c i e  d e  d ú v i d a .  Convém l e m b r a r  a i n d a  q u e  p a r t e  d a  n o t a ç ã o  

e m p r e g a d a  s e r á  i n t r o d u z i d a  n o  d e c o r r e r  d o  t e x t o .  

1 .  f l ( x , v )  = d e r i v a d a  u n i d i r e c i o n a l  d e  f u n ç ã o  f em x  s e g u n d o  

o  v e t o r  v  

- 
2 .  f ( T , . )  = r e s t r i ç ã o  d e  f u n ç ã o  f a  x  = x .  

3 .  S '  = f r o n t e i r a  d o  c o n j u n t o  S .  

4 .  S '  = i n t e r i o r  r e l a t i v o  d o  c o n j u n t o  S .  

5 .  [SI ' = v a r i e d a d e  l i n e a r  g e r a d a  pe-10 c o n j u n t o  S .  

6 .  - l i m  a,  = l i m i t e  i n f e r i o r  d a  s e q u é n c i a  a n  

7 .  iim a ,  = l i m i t e  s u p e r i o r  d a  s e q u ê n c i a  a  n  



INTRODUCÃO 

Chamam-se problemas de de te rminação  d o  r eco  - 

br imen to  ó t imo  a q u e l e s  que  podem s e r  co locados  na forma:  

s u j e i t o  a :  s u p  { i n f  { g ( z , x , y ) l l  - < O 
X E X  Z E Z  

(1  

Y & Y  

E n t r e  e s s e s  problemas s e  pode i n c l u i r  me - 

d i a n t e  uma s i m p l e s  a d a p t a ç ã o  ra de r ecobr imen to  minimo que  é ex - 

p r e s s o  por :  

s u j e i t o  a :  y  E Y 

Se todos  os c o n j u n t o s  que aparecem n e s s e s  

problemas forem f i n i t o s  e n t ã o  e l e s  podem s e r  t r a t a d o s  d i r e t a  

mente p o r  uma s é r i e  de a l g o r i t m o s  c o m b i n a t ó r i o s  j á  b a s t a n t e  de - 

s e n v o l v i d o s  . Os mais conheci  dos d e s s e s  a1 g o r i  tmos s ã o  aquel es  

que empregam t é c n i c a s  de programação i n t e i r a  b i v a l e n t e .  
- 

Suponha agora  que apenas  a  v a r i á v e l  y  e  

contTnua mantendo-se X e  Z f i n i t o s .  Nesse caso  o  problema 2 

quando g e  -ag/ay s ã o  c o n t i n u a s  e  Y = lRq pode s e r  t r a t a d o  pe lo  

método a p r e s e n t a d o  por Dernyanoy em I I .  Esse método é do t i p o  

" s  t e e p e s  t d e s c e n t "  podendo s e r  d e s c r i  t o  mais d e t a l  hadamente da 

s e g u i n t e  forma:  Assuma que na k! i t e r a ç ã o  do a l g o r i  tmo s e  t e  - 



nham o b t i d o  o  v e t o r  y k  E Y e  d o i s  pa râmet ros  d o  a1 g o r i  tmo 

& k  > O e  6 k  > O .  Cons ide re  e n t ã o  

chamada função  de  r ecobr imen to  de X em y  e  os mapeamentos 

M E :  Y + x I M & ( ~ )  = . { x  E X /  min g ( z , x , y ) ~  
Z E Z  

mo(x ,y )  = { z  E Z que reso lvem 

min { g ( z , x , y ) l l  
z  EZ 

Se y k  s a t i s f a z  a uma cond ição  de o t i m a l i d a -  

de  como por exemplo: "Exis tem f a m i l i a s  ( z x  E m O ( x , y ) ,  x  E M,(y) ) 

e  ( h x  2 O ;  x E M o ( y ) )  t a i s  que 

e n t ã o  p a r e .  

E m  c a s o  c o n t r á r i o  r e s o l v a  

max G '  ( y k . d )  
d ~ S ( 0 , l )  

onde 



G'& ( y k Y d )  é uma s u p e r e s t i m a t i v a  da d e r i v a d a  uni d i . r ec i  ona 1  
k 

G' (y  , d )  que pode s e r  o b t i d a  s u b s t i t u i n d o - s e  na e x p r e s s ã o  a c i  
k - 

ma ME(y) por  M o ( y ) .  Usando-se G; ( y k . d ) ,  que i n c l u i  na s u a  ex - 
k 

p r e s s ã o  a v a l i a ç õ e s  e f e t u a d a s  nos pontos de X d i t o s  & - a t i v o s  

a o  i n v é s  da p r ó p r i a  d e r i v a d a  u n i d i  r e c i o n a l  s e  p rocura  g a r a n t i  r 

que s e  o  a l g o r i t m o  g e r a r  uma s e q u ê n c i a  i n f i n i t a  (y ) q u a l q u e r  
k 

ponto de acumulação dessa  s e q u ê n c i a  s a t i s f a r á  a  condição  3 .  Ob - 

s e r v e  e n t r e t a n t o  que e s s a  cond ição  é n e c e s s á r i a  mas n ã o  s u f i  - 

c i e n t e  para  g a r a n t i r  a  o t i m a l i d a d e  l o c a l .  

Se 

f a ç a  c k  = 8 k  = 6 1 2  ( 6 )  e  r e s o l v a  4 para o  novo k v a l o r  

de E ; .  Se 5 a i n d a  s e  v e r i f i c a r  devida  o u t r a  vez E e  8 por  2  
k k 

r e s o l v a  de novo 4 e  assim por  d i a n t e .  Pode s e r  v e r i f i c a d o  que 

5 não s e  r e p e t e  uma i n f i n i d a d e  de v e z e s .  
a 

Quando 9 não o c o r r e r  tome u m  v e t o r  d k  otimo 

pa ra  4 e  d e t e r m i n e  uma s o l u ç ã o  h k  de 

min Imax Imin { g ( z , x y y k  + h k  d k ) } l }  ( 7 )  
h ~ [ O , m )  X E X  Z E Z  

o u  v e r i f i q u e  que e s s e  problema é i l i m i t a d o  i n f e r i o r m e n t e .  Nes - 

s e  ú l t i m o  caso  o  mesmo a c o n t e c e r á  com 2 .  



E x i s t i n d o  X como dado a n t e r i o r m e n t e ,  f a ç a  
k 

- 
Ykt l  - J'k d  e  r e p i t a  todo  o  p rocesso  i n d i c a d o  com ktl + h k  k 

no l u g a r  de k .  Sob c e r t a s  condições  a  de te rminação  de X k  como 

s o l u ç ã o  e x a t a  de  7 pode s e r  s u b s t i t u i d a  por  u m  passo  do mé to  - 

do de Armi j o .  

Imagine agora  que alem de y ,  x também e  

c o n t i n u a  ( Z  c o n t i n u a  f i n i t o ) .  Suponha a i n d a  que além das con - 

9  d i ç õ e s  j á  e s t a b e l e c i d a s  ( g e  c o n t i n u a s  e  Y = R ) s e  t e  - 
a Y  

nha X compacto c IRP para  e v i t a r  que G(y)  s e j a  t ou M o  pey 

ca a  semicon t i  nui dade s u p e r i o r .  

Para s e  poder  pensa r  em c o n s t r u i  r u m  a1 go - 

r i t m o  t i p o  " s t e e p e s t  d e s c e n t "  como o  método de Demyanov p a r a  

o  problema 2 com e s s a s  e s p e c i f i c a ç õ e s  as  s e g u i n t e s  d i f i c u l d a  - 

d e s  prec isam s e r  c o n t o r n a d a s .  

A )  Determinar  que condições  s o b r e  a  função  

g e  o c o n j u n t o  X p rec isam s e r  impos tas  de forma a  g a r a n t i r  a  

e x i s t ê n c i a  de d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  p a r a  G e  e x p r e s s a r  

e s s a s  d e r i v a d a s  como função  apenas de y  e  da d i r e ç ã o .  A ex - 

p r e s s ã o  

max C min ( z x , x , y k ) . d ~ l 1  
xsMo ( Y  = m o  ( x  .Y a Y  

( 8 )  

9ue dava G 1 ( y , d )  no caso  a n t e r i o r  e  que e r a  aproximada de for  - 

ma c o n v e n i e n t e  no método de Demyanov não é mais v á l i d a .  

B )  E s t a b e l e c e r  algum t i p o  de condição  de 

o t i m a l i d a d e  p a r a  p ô r  no l u g a r  de 3 que d e i x a  de s e r  cond ição  

n e c e s s á r i a  p a r a  c a r a c t e r i z a r  u m  ótimo l o c a l  uma vez que 8  não 

e x p r e s s a  mais G 1 ( y y d ) .  



E s t e  t r a b a l h o  tem por o b j e t i v o  exa tamen te  

d a r  t r a t a m e n t o  a n a l i t i  co aos problemas de r e c o b r i m e n t o  ó t imo  

em que y ,  x e  g  s ã o  c o n t i n u a s ,  X é compacto e  Z f i n i t o  de for  - 

ma a  l e v a n t a r  e s s e s  e1 ementos i n d i  cados em A e  B .  

I ni c i  a1 men t e  o  problema de de termi nação de 

d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  é t r a t a d o  sob d i f e r e n t e s  c o n j u n t o s  

de  h i p ó t e s e s .  Cada u m  de1 es  c o r r e s p o n d e  em g e r a l ,  a  um p a r  

d e  grupos d e  c o n d i ç õ e s :  u m  de cond ições  s o b r e  g e  o u t r o  s o  - 

b r e  X .  Esses  grupos de cond ições  s e  complementam de  forma a  

a s s e g u r a r  a  e x i s t ê n c i a  das  G 1 ( y Y d ) .  

As e x p r e s s õ e s  o b t i d a s  pa ra  e s s a s  d e r i v a  - 

d a s  g e n e r a l i z a m ,  d e n t r o  do c o n t e x t o  em que s e  a p l i c a m ,  u m  r e  

s u l t a d o  c l á s s i c o  s o b r e  d i f e r e n c i a ç ã o  de funções  ex t r emas  em 

que s e  i n d i c a  como e x p r e s s a r  as  d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  da 

função  max C f ( x , y ) l  n u m  ponto  y s e  X é compacto e  f  s a t i s  - 
X E X  

f a z  de te rminados  r e q u i s i t o s  ( v e r  Pshenichnyi  1 1 ) .  

Com base numa das  fórmulas  o b t i d a s  pa ra  

G 1 ( y , d )  e  com a  a j u d a  de u m  teorema de o t i m a l i d a d e  p a r a  p r c  

blemas convexos s ã o  o b t i d a s  cond'ições n e c e s s á r i a s  p a r a  ca - 

r a c t e r i z a r  a  o t i m a l i d a d e  l o c a l  nos problemas 1  e  2 .  Pa ra  o  

c a s o  do problema 2 as  cond ições  o b t i d a s  podem s e r  c o n s i d e r a  - 

d a s  uma e x t e n s ã o  de 3.  

Os problemas de r e c o b r i m e n t o  em que todas  

a s  v a r i á v e i s  s ã o  c o n t i n u a s  com X e  Z compactos não s e r ã o  - a  

bordados n e s s e  t r a b a l h o .  Embora uma p a r t e  dos r e s u l t a d o s  ob - 

t i d o s  p a r a  o  caso  em que Z é f i n i t o  se jam e x t e n s í v e i s  s  em 

maiores  compl icações  a  e s s e  caso  mais g e r a l  e x i s t e m  algumas 

s i t u a ç õ e s  d e  i n t e r e s s e  ( p o r  exempho: no c a s o  em que  g ( - , - , z )  



e  convexa % E Y e V-z E Z e  X Gi u m  p o l i t o p o )  em que s e  p r e c i s a  

impor mais do que s i m p l e s  condições  a d i c i o n a i s  pouco r e s t r i  t i  - 

vas p a r a  que s e  possa  o b t e r  os  e l emen tos  p r e t e n d i  d o s .  O a1 go - 

r i  tmo randomi co  p r o p o s t o  por Vachnadze e  Propoi  em 1 1 pode s e r  

a p l i c a d o  a  e s s e  c a s o .  

I .  2 - Duas A P ~  i  cacões 

Dois problemas de o t i m i z a ç ã o  que  s e  enqua - 

dram d e n t r o  das fo rmulações  g e r a i s  dadas em 1  e  2 s ã o  os s e  - 

g u i n t e s .  

l Q  - Cons ide re  u m  s i s t e m a  que possu i  duas 

e s p é c i e s  de c o n t r o l e  ( u m  i n i c i a l  y  E Y e  o u t r o  permanente Z E Z )  

e  imagine  também que e x i s t e  u m  parâmetro  a l e a t õ r i o  x que tam - 

bém i n f l u e n c i a  o  desempenho ( g )  do s i s t e m a .  O c o n t r o l e  perma - 

n e n t e  Z é a p l i c a d o  após a  r e a l i z a ç ã o  do e v e n t o  a l e a t ó r i o  r e p r e  - 

s e n t a d o  por x enquanto  a  a p l i c a ç ã o  do c o n t r o l e  i n i c i a l  y  é f e i  - 

t a  l og icamen te  a n t e s  d e s s a  r e a l i  z a ç ã o .  

Suponha a inda  que a  d i s t r i b u i ç ã o  da v a r i á  v 

ve l  x  f i x a d o  y não s e j a  conhecida  mas que s e  t enha  in fo rmações  

s o b r e  o  c o n j u n t o  X dos poss i -ve is  v a l o r e s  de x .  Nessas condi - 

ções  u m  t r a t a m e n t o  em que dado y  s e  c o n s i d e r e  a  r e a l i z a ç ã o  mais 

d e s f a v o r á v e l  de x s e  j u s t i f i c a  e  n e s s a s  condições  o  problema 

de o t i m i z a r  o  desempenho do s i s t e m a  pode s e r  pos to  na forma 

max Cmin Cmax g ( x , y , z ) l l )  
~ E Y  X E X  Z E Z  

que  é análoga  a  forma e x p r e s s a  em 2 .  



2 0  - D e s e j a - s e  i n s t a l a r  ou a m p l i a r  uma r e d e  

d e  f a c i l  i d a d e s  ( ambu l  a t õ r i  o s ,  g r u p o s  e s c o l a r e s ,  g u a r n i ç õ e s  do 

c o r p o  d e  b o m b e i r o s ,  e t c )  em uma r e g i ã o  d e  f o r m a  q u e  q u a l q u e r  

l o c a l i d a d e  d e n t r o  d e s s a  r e g i ã o  p o s s a  s e r  a t e n d i d a  p o r  u m  p p s k o  

a s s i s t e n c i a l  l o c a l  i z a d o  a  uma d i s t â n c i a  menor q u e  um d e t e r m i n a  - 

d o  1  imi t e  c o n s i d e r a d o  r a z o á v e l  p a r a  o  d e s l o c a m e n t o  d e  u m  u s u á -  

r i o .  De uma f o r m a  m a i s  g e r a l  i  n c l u í n d o  na m e d i d a  d o  p a d r ã o  d e  

a t e n d i m e n t o ,  o u t r o s  f a t o r e s  a l é m  da  d i s t â n c i a  s e  p o d e  d i  z e r  

q u e  s e  o b j e t i v a  l o c a l i z a r  e  d i m e n s i o n a r  o s  p o s t o s  d a  r e d e  d e  

f o r m a  a  g a r a n t i r  um n i v e l  d e  a t e n d i m e n t o  mínimo a  q u a l q u e r  pon - 

t o  da  r e g i ã o  s e g u n d o  um d e t e r m i n a d o  c r i t é r i o  ( h ) .  

Se  a  r e d e  q u e  s e  p r e t e n d e  o b t e r  é e n t r e  a s  

q u e  a t e n d e m  a  c o n d i ç ã o  a p r e s e n t a d a  a c i m a ,  a q u e l a  d e  c u s t o  ! ' d e  

i n s t a l a ç ã o  ( o u  a m p l i a ç ã o ,  ou  m a n u t e n ç ã o ,  e t c )  minimo e n t ã o  o  

p r o b l e m a  pode  s e r  c o l o c a d o  no s e g u i n t e  f o r m a t o  

s u j e i  t o  a :  

max I m i c  I h ( x , y i ) l }  - < O 
X E X  i ~ l , K  

K é u m  1 irni t e  s u p e r i o r  p a r a  o  número  d e  c o m p o n e n t e s  d a  r e d e  , 

X é a  r e g i ã o  d a d a ,  y i  r e p r e s e n t a  a  l o c a l  i z a ç ã o  e  a s  d i m e n s õ e s  

d a  i ?  c o m p o n e n t e  da  r e d e  e  c  é o  c u s t o  d e  i n s t a l a ç ã o  ( o u  manu - 

t e n ç ã o )  d e  uma u n i d a d e .  

E s t e p r o b l e m a  s e  e n c a i x a  n a  f o r m u l a ç ã o  g g  



r a l  dada em 1 . 1 - 1 .  E n t r e t a n t o  dev ido  ao f a t o  que uma d i s c r e t i  - 
zação  e f i c i e n t e  de X pode s e r  f a c i l m e n t e  o b t i d a  ( b a s t a  possuir 

u m  mapa da r e g i ã o )  e l e  s e  p r e s t a  mais a  um t r a t a m e n t o  i n t e i r a  - 
mente combinatÓr io  sendo a p r e s e n t a d o  aqui em e s p e c i a l  porque 

s e  cons t i  t u i  numa c o n c r e t i  zação bas t a n t e  i  medi a t a  do probl  ema 

appesen tado  em I  . l - 1 .  

P a r t e  da te rmi  no1 ogi a  empregada n e s t e  t r a  - 

b a l h o ,  provem d e s t a  a p l i c a ç ã o .  

Por exemplo os e lementos  do c o n j u n t o  Mo(y) 

como f o i  d e f i n i d o  em I  . l .  s ã o  por vezes chamados de pontos pior 

a t e n d i  d o s .  

Uma apl i c a ç ã o  da t e o r i  a  de di  f e r e n c i  ação de 

funções max-m-in em t e o r i a  dos jogos  é a p r e s e n t a d o  por  Matsumoto 

17. 
I . 3  - D e s c r i ç ã o  do Traba lho  - 

Como n e s t e  t r a b a l h o  Z s e r á  sempre c o n s i d e -  

rado  f i n i  t o  v a i - s e  s u b s t i  tu7-10  daqui em d i a n t e  por 1,K e  ao  

i n v é s  de s e  c o n s i d e r a r  no problema 1 .1 -2  uma ú n i c a  função  g 

dependente  de t r ê s  v a r i á v e i s  v a i - s e  tomar l i m  c o n j u n t o  de fun  - 
-7 

ções  g i ,  i  E 1 ,K  que s e  ap l icam a  ( x , y )  a p e n a s .  

O problema I . l - 1  s e r á  t r a t a d o  e spec ia lmen-  

t e  na forma a p r e s e n t a d a  em 1 .2-1  s ó  que não n e c e s s a r i a m e n t e  se 
K c o n s i d e r a  Y = X . 

Tendo em v i s t a  e s s a s  c o n s i d e r a ç õ e s  os p r g  

blemas de r ecobr imen to  que s e r ã o  abordados n e s t e  t r a b a l h o  s e  - 

r ã o  os  que podem a s s u m i r  uma das s e g u i n t e s  fo rmas :  



Problema I :  -- 

s u j e i  t o  a :  

max {min { h ( x , y i ) } l  - < O 
xsX i ~ m  

Problema 11:  - - .  

min {max {min {g i  ( x , y ) } } l  
~ E Y  X E X  i ~ n  

As condições  g e r a i s  s o b r e  X as  gi , c  e  h 

comuns a  todos  os casos  t r a t a d o s  s ã o :  

X compacto r;; X o  a b e r t o  C;  IR^ , Y C Y o  a b e r  - 

t o  G I R q ,  p e  q i n t e i r o s ,  g i :  X o  x Y o  + IR 

c o n t í n u a  Vi E Tx, Y 1  f echado E Y 
1 2 0  

a b e r  - 

t o  g?", c :  Y 1  , O  + IR  c o n t i n u a  e  h :  X o  x Y l Y 0  

-t IR também c o n t i n u a .  

O desenvo lv imen to  do t r a b a l h o  é e f e t u a d o  da 

s e g u i n t e  forma:  

I n i c i a l m e n t e  no C a p í t u l o  I1  s e  ap resen tam 

a1 guns r e s u l  t ados  b á s i c o s  que s e r ã o  u t i l  i  zados n e s s e  c a p i t u l o  

e  em p o s t e r i o r e s  nos p r o c e s s o s  de ob tenção  de d e r i v a d a s  u n i d i  - 



d i r e c i o n a i s  de G sob t r ê s  c o n j u n t o s  de h i p ó t e s e s  d i f e r e n t e s .  - A 

lém d i s s o  é mostrado que sob u m  c o n j u n t o  de cond ições  comumen- 

t e  a t e n d i d a s ,  as G '  ( y , d )  e x i s t e m  e  s ã o  dadas por  uma e x p r e s s ã o  

( E '  ( y , d ) )  aná loga  a  a p r e s e n t a d a  por Demyanov em l 5  1 .  
No C a p i t u l o  I11  s e  e s t a b e l e c e  que  e s s a  ex - 

p r e s s ã o  anã1 oga a  de Demyanov dá o  v d l o r  da G' ( y , d )  em doi s  

c a s o s  c o r r e l a t o s .  No p r i m e i r o  as r e s t r i ç õ e s  g i  ( -  , y )  s ã o  cÔnca - 

vas e  X é uma un ião  f i n i t a  de c o n j u n t o s  convexos . Essa PrE 

p r i e d a d e  é e x i g i d a  do complementar de X no segundo c a s o  quan - 

do a s  g i  ( * , y )  s ã o  convexas .  E m  ambos os casos  é r e q u e r i d o  a i n -  

da que g i ( x , * ) ' ( y , d )  possa s e r  o b t i d a  por  u m  l i m i t e  uniformeem 

W ) .  
Ao c o n t r á r i o  do C a p i t u l o  111 ,  no C a p i t u l o  

IV s ã o  dados exemplos de c1 a s s e s  de problemas de r e c o b r i m e n t o  

em que a s  d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  de  G e x i s t e m  mas não s ã o  i n  - 

d i c a d a s  por G 1 ( y Y d ) .  

Na p a r t e  i n i c i a l  é es tudado  o  c a s o  em que 

X 5 R a t e n d e  a  uma cond ição  de r e g u l a r i d a d e  e  a s  g i  (. J )  que 

sejam não- n u 1  a s  possuem uma d e r i v a d a  de a1 guma ordem d i f e r e n t e  

de z e r o  em t o d o  ponto de Mo(y) .  

Usando o s  r e s u l  t ados  o b t i d o s  no e s t u d o  des 

s e  caso  s e  mos t ra  a  s e g u i r  a  e x i s t ê n c i a  das G 1 ( y , d )  quando a s  

S i  s a t i s f a z e m  1 ,  s u a s  r e s t r i ç õ e s  g i ( * , y )  s ã o  a n a l i t i c a s  e  

2 X c _ R  é dado p o r  u m  número f i n i  t o  de r e s t r i ç õ e s  também a n a l i -  

t i c a s .  

No C a p r t u l o  V cond ições  de o t ima l  i d a d e  para  

os problemas I e  I 1  s ã o  a p r e s e n t a d a s .  Essa a p r e s e n t a ç ã o  também 
- 
e  d i v i d i d a  em duas p a r t e s .  No caso  t r a t a d o  na p r i m e i r a  p a r t e  a  



e x i g ê n c i a  fundamental  é que G ' ( y y d )  = c ( y , d )  pa ra  q u a l q u e r  di  - 

r e ç ã o  d v i á v e l  em Y no ponto y .  Na o u t r a  p a r t e  s e  p rocura  ob - 

t e r  r e s u l t a d o s  mais especificas p a r a  quando as g i  ( - , y )  forem 

convexas ou ,  p r e c i s a n d o  melhor ,  p a r a  quando s e  v e r i f i c a r e m  as 

cond ições  do segundo c a s o  t r a t a d o  no C a p i t u l o  111.  

F ina lmen te  no CapTtuIo VI é a p r e s e n t a d o  um 

teorema de função  i m p l í c i t a  s e g u i n d o - s e  uma a p l i c a ç ã o  d e l e  den - 

t r o  do conkexto  de  problemas de r e c o b r i m e n t o .  E s s t e  teorema s e  

a p l i c a  a  s i s t e m a s  homogêneos, em que  cada equação é dada por  

uma função  convexa ou p e l a  d i f e r e n ç a  de duas d e l a s .  

A con t inuação  n a t u r a l  desse  t r a b a l h o  s e  da - 

r ã  com a  c o n s t r u ç ã o  de u m  a1 g o r i  tmo do t i p o  d e s c r i  t o  em I  .1 - a  

provei tando,  p a r t e  do f e r r a m e n t a 1  l e v a n t a d o  a q u i .  



FUNDAMENTOS 

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é a p r e s e n t a r  a l g u n s  r e -  

s u l t a d o s  p r e l i m i n a r e s  que s e r ã o  u t i l i z a d o s  p o s t e r i o r m e n t e  na de - 

t e rminação  de de r iva t i a s  u n i d i r e c i o n a i s  para  a  função  do r eco-  

br imento  e  de cond ições  de o t i m a l i d a d e  para os problemas dados 

no c a p í t u l o  a n t e r i o r .  Os r e s u l t a d o s  i n i c i a i s  s e  c o n s t i t u e m  bas i  - 

camente no e s t a b e l e c i m e n t o  de l i m i t a ç õ e s  a  d i r e i t a  e  a  e sque rda  

pa ra  o  q u o c i e n t e  G ( Y  + h )  - G ( Y )  quando h -+ O e  G é a  fun 
II h lI 

- 

ção de r ecobr imen to .  U m  exemplo extremamente s i m p l e s  e  a p r e s e n  - 

t a d o  com o  i n t u i t o  de m o s t r a r  que é n e c e s s á r i o  e x i s t i r  p e l o  me- 

nos u m  t i p o  de convexidade  l o c a l  nos pontos  do c o n j u n t o  a  s e r  

c o b e r t o  para  que s e  possa g a r a n t i r ,  que o  q u o c i e n t e  acima t e n d e  

para  um ún ico  v a l o r  quando h -+ O e  h / , ,  h ll + d .  Além d i s s o ,  é c l a  - 

r o ,  de te rminadas  cond ições  de r e g u l a r i d a d e  s o b r e  a s  funções  g i  

devem s e r  r e q u e r i d a s  pa ra  a s s e g u r a r  e s s e  f a t o .  Uma d e s s a s  condi - 

ções  é i n d i c a d a  ao f i n a l  da s e ç ã o .  Ela p e r m i t e  a s s e g u r a r  uma e s  - 

p é c i e  de e s t a b i l i d a d e  p a r a  um s u b c o n j u n t o  dos pon tos  onde o 

a t end imen to  é mais c r 7 t i c o  quando s e  e fe tuam perturbacões na va- 

r i á v e l  c o b e r t o r a .  Os pon tos  p i o r  c o b e r t o s  que não s e  inc luem nes - 

s e  s u b c o n j u n t o  s ã o  melhor  a t e n d i d o s  por  apenas  uma das  gi  poden - 

do s e r  t r a t a d o s  separadamente  u t i l i z a n d o - s e  u m  conhecido  r e s u l -  

t a d o  s o b r e  d e r i v a d a s  d i r e c i o n a i s  de uma função  máximo ( v e r  

Pshenichnyi  I  1 ) .  

Sob a s  cond ições  e s t a b e l e c i d a s  n e s t e  c a p í t u l o  é 

vá1 i d a  uma e x p r e s s ã o  pa ra  as d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  da função  



de r ecobr imen to  que c o n s i s t e  na a p l i c a ç ã o  de um o p e r a d o r  max-min 

s o b r e  u m  argumento l i n e a r .  Essa e x p r e s s ã o  s e  r e p e t i r á  com peque - 

nas a l t e r a ç õ e s  quando s e  t r a t a r  proximamente de c a s o s  um pouco 

mais complexos.  Não é poss7vel  e n t r e t a n t o  g e n e r a l i z á - l a  pa ra  t o -  

das  a s  c l a s s e s  de problemas que s e r ã o  abordados  n e s t e  t r a b a l h o .  

11.1 - Notação 

Para uma s é r i e  de c o n c e i t o s  j á  i n t r o d u z i d o s  no 

capTtu lo  a n t e r i o r  s e  u t i  1 i m - 2  uma n o t a ç ã o  c o n c i s a .  Essa no tação  

bem como a  t e r m i n o l o g i a  empregada pa ra  r e f e r e n c i a r  cada u m  des -  

s e s  c o n c e i t o s  pode s e r  e n c o n t r a d a  na l i s t a  a b a i x o :  

1 .  g ( x , y )  = min { g i ( x y y ) }  é a  função  melhor  recobr imen - 
i = l , . . . , k  

t o  de { x }  e m y  

2 .  G(y )  = max { g ( x , y ) } .  G é chamada de função  melhor  r eco  - 
x s x  

br imento  de X em y  ou s implesmente  função  de r ecobr imen to  de X 

3 .  Mo(y) = jx  E X I G(y)  = g ( x , y ) }  Mo(y) é r e f e r e n c i a d o  por 

c o n j u n t o  de pontos  p i o r  c o b e r t o s  ou p i o r  a t e n d i d o s  em y .  

- - 
4. mO(x ,y )  = { i  E 1 , k  I ~ ( x , Y )  = g i ( ~ y ~ ) } y  1 , k  = { l ~ . . . ~ k }  

mo(x ,y )  é o  c o n j u n t o  de melhores  c o b e r t u r a s  de x em y  o u  

das  funções  ( c o b e r t u r a s )  a t i v a s  em ( x , y )  



Com r e l a ç ã o  aos  q u a t r o  c o n c e i t o s  i n d i c a d o s  

em 11.1 e x i s t e  uma s é r i e  de r e s u l t a d o s  b á s i c o s  que s e r ã o  usados 

c o n s t a n t e m e n t e  n o  d e c o r r e r  d e s t e  e s t u d o .  Os que dizem r e s p e i t o  

a  algum t i p o  de c o n t i n u i d a d e  foram r e u n i d o s  na p r o p o s i ç ã o  a  abai - 

xo. Essa p r o p o s i ç ã o  s e r á  a p r e s e n t a d a  sem prova p o r - s e  c o n s i d e -  

r a r  que a s  a f i r m a ç õ e s  n e l a  c o n t i d a s  s ã o  de s i m p l e s  c o n s t a t a ç ã o .  

P ropos ição  1  

Nas cond ições  i n d i c a d a s  em I  é verdade  que:  

a )  As funções  g  e  G s ã o  c o n t i n u a s  
- 

b )  Os mapeamentos m o :  X x Y + 1 , k  e  M o :  Y +- X 

são  semi -con t inuos  s u p e r i o r m e n t e .  

c )  S e j a  H 
Y 9 d  

: ( 0 , ~ )  -t IR 

e n t ã o  H 
Y Y ~  

6 c o n t i n u a  e  p o r t a n t o  L ( y , d )  é um i n t e r v a l o  fechado 

N u m  exemplo s i m p l e s  em que a  função  G não tem 

d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  dev ido  a  i r r e g u l a r i d a d e  do c o n j u n t o  a  

s e r  c o b e r t o  



-E-X. 1 :  

Sejam 

Pode-se p rova r  que com e s s e s  e l emen tos  o  quoc ien  - 

t e  G(i + h d )  - G ( Y )  n ã o  t ende  a  u m  ú n i c o  v a l o r  quando h + O 
h 

conforme most ra  a  f i g u r a  a  s e g u i r .  



FIGURA 1  

A f i g u r a  1  p e r m i t e  o b s e r v a r  a s  o s c i l a ç õ e s  que 

ocorrem na i n c l i n a ç ã o  dos segmentos que c o n s t i t u e m  o  g r á f i c o  de 

G(Y + hd) impedindo que a  aproximação do ponto ( 0 , 4 )  s e  f a ç a  s e  - 

gundo uma ún ica  t a n g e n t e .  Essas  o s c i l a ç õ e s  r e s u l t a m  da a l t e r n â n  - 

tia e n t r e  g l  e  g2 como função  a t i v a  nos pontos  de M o ( i  + hd) o 

que 6 ocas ionado  p e l a  p r õ p r i a  d e s c o n t i n u i d a d e  do c o n j u n t o  X .  

Para e x p r e s s a r  p r e c i s a m e n t e  em termos numéricos 

e s s e  comportamento i r r e g u l a r  de G pode-se tomar duas s e q u ê n c i a s  



1  G ( I  + h: d )  - G ( 7 )  
c o m p u t a r  H-  ( h n )  = 

Y Yd 1  
h n  

1  1  P a r a  ( h , )  t e r e m o s  M o ( j  + h: d )  = {h,} 

G ( I  + h: d )  v a l e r á  n e s s e  c a s o  

1  1  ( 4  - 2  h n )  e  p o r t a n t o  H -  ( h n )  = - 2  Yn E N 
YYd 

2  P a r a  ( h , )  f i c a r e m o s  M o ( i  + h: d )  = I 2  + - I  1, 2'" = 

2  1- 2 1 2  h;} mo( h,,  h,) = , m o  4  2 2  h n '  3 (- h, , h,,) = 
3  3  

2  2  2  
= { i }  e  G ( 7  + h, d )  = ( 4  - 7 1 3  h , ) .  Assim H y , d ( h n )  = - 7 1 3  

V e r i f i c a - s e  a s s i m  q u e  H ( Y , d )  p o d e - s e  a p r o x i m a r  

d e  v a l o r e s  d i s t i n t o s  q u a n d o  s e  t e n d e  a o  p o n t o  z e r o  d e  m a n e i r a s  

d i f e r e n t e s .  Não e x i s t e  p o r t a n t o  l i m  H ( h ) .  Os v a l o r e s  - 2  
YYd 

e 

- 7 1 3  s ã o  n a  r e a l i d a d e  e x t r e m o s  d o  c o n j u n t o  L ( j , d )  

- 
S u p o n h a  q u e  Y x  E X e Y i E 1 , k  a s  d e r i v a d a s  uni - 

d i r e c i o n a i s  d a s  f u n ç õ e s  g i ( x y . )  s e g u n d o  um d a d o  v e t o r  d  e x i s -  



tem em e  s a t i s f a z e m  c o n d i ç õ e s  q u e  a s segu rem a  c o n v e r g ê n c i a  u n i  - 

g i ( x , i  + h d )  - g i ( x 3 ~ )  
forme em X de  -------- quando h + O .  En t ão  é pos-  

h 
s i v e l  c o n c l u i r  que L(Y,d)  c a b e r á  e n t r e  o s  v a l o r e s  e x t r e m o s  do 

c o n j u n t o  d e s s a s  d e r i v a d a s .  E s s e  r e s u l t a d o  s e r á  p r e c i s a m e n t e  f o r -  

m a l i z a d o  no Teorema a b a i x o  

Suponha s a t i s f e i t a s  a s  c o n d i ç õ e s  g e r a i s  dadas  

em 1 . 3  s o b r e  X e  a s  g i  

a )  Se  x  E M o ( i )  é t a l  que V i  e x i s t e  g i ( x ,  . ) '  ( y , d )  

Então  3 . ix E mO(x ,y )  

g i ( x ,  . ) ' ( Y , d )  un i formemente  em X 

- 
b . 2 )  Se  g i ( x ,  . )  é convexa  V x E X e  1  E l , k  

E n t ã o :  



P r o v a :  

a )  S e j a  x E Mo(Y) 1 Vi E m o ( x , Y )  e x i s t e  s i ( . ,  x ) ' ( Y , d )  e ( t in)  I 

S e j a  i ,  F ( x . 7  + h n d ) .  P a s s a n d o  s e  n e c e s s á r i o  a uma subsquên -- 

c i a  p o d e m o s  f a z e r  i n  = i ,  c o n s t a n t e  Vn: i x  E m o  ( x , Y ) P o ~ s  m o  - 
e s e m i - c o n t t n u o  s u p e r i o r m e n t e .  

Assim: G ( 7  + h n d )  - > g i  ( x . 7  + h n d )  
X 

D e s s a  f o r m a :  

P a s s a n d o  a o s  l i m i t e s  q u a n d o  h, +- O o b t e m - s e :  



I 

b )  Cons ide re  (h ;  ) [ h ,  > O ,  h ' ,  + O 

G ( Y  + h n d )  - G ( Y )  
e -  -+ R+ . 

h n 

S e j a  agora  ( x n )  I x n  E M O ( Y  + h,!,d). Passando s e  n e c e s s á r i o  a  

uma subsequênc ia  pode-se f a z e r  xn + x '  ( X  compacto) .  x1 E M o  ( I )  

( M o  s emi -con t inuo  s u p e r i o r m e n t e ) .  Tome e n t ã o  i n  E m o  ( x n , Y ) .  C O -  

- 
mo Vn m o ( x n , I )  5 1  , k  pode - se ,  c o n s i d e r a n d o - s e  apenas  s e  n e c e s s á -  

r i o  uma s u b s e q u ê n c i a ,  f a z e r  i n  = i '  c o n s t a n t e  V n . i l  E m ( x l , y )  o  

('"0 
s emi -con t inuo  s u p e r i o r m e n t e ] .  

Assim: 

I 

Fazendo h, + O em ambos os l a d o s  da d e s i g u a l  - 

dade obtem-se:  

Pe la  primei.ra h i p ó t e s e  do i t em b 

3 & ( E )  I V i  E r k  e  V X E X  



Assim dado E > O ,  s e  n f o r  f e i t o  s u f i c i e n t e -  

mente grande  pa ra  que h ,  < 6 ( x )  e n t ã o  

o  que p e r m i t e  a f i r m a r  que 

- - 
? im r i l  ( x n ,  h ' , )  - < l im  g i ,  ( x n ,  . ) I  (i, d )  

Além d i s s o  como R i ,  : X 3 IR 

x  + s i '  ( x .  . ) I  (Y. d )  

d 

e  1  i m i t e  uniforme das funções  c o n t i n u a s  r i ,  ( , h )  t em-se  R i ,  

c o n t i n u a  e  p o r t a n t o  g i ,  ( 3  4 '  ( 7  ) + g i  I ( . ( ) ( 3 )  

J u n t a n t o  os r e s u l t a d o s  de ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 )  com- 

p le tamos  a  demonst ração  c o n s i d e r a n d o  a  p r i m e i r a  h i p ó t e s e  do i tem 

b .  Para s e  p r o v a r  b a  p a r t i r  da segunda h i p ó t e s e  é n e c e s s á r i o  o  

s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

Lema 1 :  S e j a  F :  X x  [O,..) + I R ,  X c - R n  c o n t i n u a  e  1 I x x X F(x, .) 

é convexa.  Nesse caso  r :  X x [O,..) -t R 

( x ,  z )  + F ( L  * ) I ( z J )  

é semi -con t ínua  s u p e r i o r m e n t e .  



P r o v a  : 

S e j a m  ( ? , i )  E X X ~ O ,  a) e  ( x n .  z n )  E X X[O,  a) 

A I (x,, z n )  + ( 2 ,  Z )  e  q u e  F ( x n ,  . ' ( I n .  1  ) -+ R  E R 

S u p o n h a  p o r  a b s u r d o  q u e  R  > F( ; ,  . ) I  ( 5 ,  1 ) .  

P e l a  c o n v e x i d a d e  d e  F ( x ,  . )  é v e r d a d e  q u e  
A 

V &  0  % 6 ( € )  > O I s e  6 ( ~ )  > z - z > 0  

~ ( 2 ,  z )  < ~ ( 2 ,  z )  t ( F  ( x ,  . ) ' ( f , I )  i- E ) : ( z - 2 )  

Tomando  e n t ã o  Ê s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o  e z '  
A 

q u a l q u e r  E [O ,  6 ( Ê ) )  tem-se,  lembrando q u e  como z '  - z # O n ã o  h á  
A 

p e r i g o  d e  i n d e t e r m i n a ç õ e s ,  q u e  F  ( x , z l )  F  ( 2 ,  z )  t R ( z '  - 2) ( 4 )  

F a z e n d o  a g o r a ,  n  g r a n d e  o  b a s t a n t e  p a r a  q u e  

z  < z '  s e  t e r á  p e l a  p r ó p r i a  c o n v e x i d a d e  d e  F ( x n ,  . ) ,  n  q u e  

F ( x n .  z )  - > F ( x n .  z n )  + F ( x n  9 ) ' ( ( z n 9  1  1 ,( z '  - z n ) )  

Tomando  o s  l i m i t e s  d o s  d o i s  l a d o s  u s a n d o  a  

c o n t i n u i d a d e  d e  F  f i c a - s e  com:  

A A 

F ( x ,  z ' )  - > F ( x ,  z )  t R ( z l  - z )  em f l a g r a n t e  c o n t r a d i ç ã o  com 

( 4  

F a z e n d o  e n t ã o  F  = ( x ,  h )  - g i l ( x . I  t h d )  e  
I 

u s a n d o  o  l e m a  1  p o d e - s e  v e r  t o m a n d o  n o v a m e n t e  a s e a u ê n c i a  ( h n )  
- 

como d e f i n i d a  a n t e r i o r m e n t e ,  q u e :  l i m  g  X n  . )  ( I  f h n d )  - < 

( x ,  ' ( i , d )  ( 2 ' )  

Além d i s s o  a  c o n v e x i d a d e  d e  g i i ( x .  . )  a s s e g u  - 

r a  q u e :  



- - 
l i m  r i ,  ( x , ,  h,', ) - l i m  g i , ( x n ,  .)'(i + h i d )  

As i n e q u a ç õ e s  1 ,  3 '  e 2 '  t o m a d a s  n e s s a  o r d e m  

p e r m i t e m  s e  c h e g a r  d e  n o v o  a o  r e s u l t a d o  p r e t e n d i d o .  

O b s e r v a ç õ e s :  

A )  Do i t e m  a  e  d a  d e s i g u a l d a d e  d a  d e m o n s t r a ç ã o  a c i m a  p o d e - s e  c o n  - 

c l u i r  q u e  s e n d o  

e g i ( x Y  I + h n  d )  - g i ( h  Y )  
+ R } u n i f o r m e m e n t e  1 i m i t a d o  a  

h n  

- 
d i r e i t a  em X V i E 1  , k  e n t ã o  L ( Y ,  d )  s e r á  l i m i t a d o .  E s s a  l i m i t a  - 

ç ã o  s u p e r i o r  u n i f o r m e  n ã o  s e r á  s a t i s f e i t a  p o r  e x e m p l o  s e  uma 

d a s  g i  f o r  a  f u n ç ã o  F : R 

. 
( 0 , ~ )  + 0  Y 

d  f o r  p o s i t i v o  e  x  f o r  q u a l q u e r  c o n j u n t o  c o n t e n d o  uma v i z i n h a n ç a  

d e  O .  Não o b s t a n t e  F  é c o n t i n u a  e  F ( x ,  . )  p o s s u i  d e r i v a d a s  l a t e -  

r a i s  em t o d o s  o s  p o n t o s .  

B )  U s a n d o  o  t e o r e m a  d o  v a l o r  m é d i o  é f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  a  p r i  - 
m e i r a  h i p ó t e s e  d o  i t e m  b é s a t i s f e i t a  s e  a s  f u n ç õ e s  

s ã o  c o n t y n u a s  V i .  



U m  o u t r o  l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  o  c o n j u n t o  

L ( y ,  d )  é a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r  na p r o p o s i ç ã o  2 .  Ele  é mais e f i -  

c i e n t e  que o dado no teorema a n t e r i o r  e  na p resença  de c o n d i ç õ e s  

a p r o p r i a d a s  s o b r e  X e  a s  funções  gi  s e r á  o  p r ó p r i o  v a l o r  de 

G 1 ( Y ,  d ) .  Na p resença  de q u a s i - d i f e r e n c i a b i l i d a d e  c u j o  c o n c e i t o  
d 

e  p r e c i s a d o  a  s e g u i r  é p o s s r v e l  t o r n a r  a  e x p r e s s ã o  d e s s e  l i m i t e  

u m  pouco mais s i m p l e s .  

D e f i n i ç ã o :  

Diz-se  que uma função  F :  U - c IRn + IR é q u a s i -  

d i f e r e n c i á v e l  e m , x  quando e x i s t e  um c o n j u n t o  convexo fechado  

i iF(x)  chamado s u b d i f e r e n c i a l  de F em x  I V v E F ' ( x , v )  exis- 

t e  e  é dado por  max W . V .  . 
w E a F ( x )  

Neste  t r a b a l h o  pa ra  e l i m i n a r  os c a s o s  em que e x i s t e m  d e r i v a d o s  

u n i d i r e c i o n a i s  i n f i n i t a s ,  que s ã o  de pouco interesse,  se exigirã que 

a F  ( x )  s e j a  de f a t o ,  compacto.  Oualqaer referência futura a  quasi-dife- 

renciabi 1 i  dade subentender; essa exigência adicional . Na real idade o  concei - 

to de quasidi ferenciável servi rã aqui , principalmente, para englobar numa mes - - 
ma categoria os funcionais di ferenci ávei s  e  os cmvexos . 

Propos ição  2 :  

Se além das  cond ições  e x p r e s s a s  em 1 . 3  s e  ve - 

r i  f i c a r  que:  



onde CR(x, X) representa o cone radial de X em x 

- 
b) Se, como no item b do teorema 1 ,  V x E X e, V i E 1,k 

gi (x, .)I (i, d) uniformemente em X. Então: 

Se as g~((x,i),(v,d))exitirem V x E Mo(y) e V E CR(x,X) então 

Prova 

Seja x E Mo(y) e V E CR(x, X) 

Seja ainda h I V h E [O, h] x t h v  E X 

Considere como anteriormente (h,) I hn > O V n, 



Passando s e  n e c e s s á r i o  uma subsequênc ia  de 

h n  podemos e s c o l h e r  i '  I i '  E m ( i  + h n v y  7 + h n  o  d ) . i l  p e r t e n -  

c e r á  também a  m o ( % ,  i) . 

Assim o  l a d o  d i r e i t o  de ( 2 )  é i g u a l  a  

Pe la  cond ição  ( b )  quando h n  + O o  p r i m e i r o  t e r  - 

mo de ( 3 )  t e n d e r á  pa ra  g i l  ( i ,  . ) I  ( 7 ,  d ) .  O l i m i t e  d o  segundo t e r  - 

mo é por d e f i n i ç ã o  g i 1 (  , 7 ) '  ( i ,  v ) .  

Assim j u n t a n t o  ( 2 )  e  ( 3 )  e  tomando os l i m i t e s  

quando h,  - O e n c o n t r a - s e  que:  



Como x  é q u a l q u e r  em Mo(y) e  v q u a l q u e r  em 

C R ( x y  X )  é p o s s í v e l  e s c r e v e r :  

Pe la  c o n t i n u i d a d e  de v + g '  ( ( 2 ,  71, ( v ,  d )  

pode-se e x t e n d e r  o  domínio do maximando i n t e r n o  pa ra  C R  ( x ,  X )  

completando a  p r i m e i r a  p a r t e  da demonst ração .  

V X E M  (i) e  VECR(X,X) s e  pode u s a r  a  e x p r e s s ã o  1 '  b a s t a  v e r i f i c a r  que o 

dados ? , v , h n , i l  como na p r i m e i r a  p a r t e  da prova s e  t e r á :  

Observação C :  

Se a s  g i  ( a . y )  forem q u a s i - d i f e r e n c i á v e i s  em e X f o r  o complemen 

t a r  de uma união  f i n i t a  de convexos a b e r t o s  e n t ã o  s e  t e r á  que o 



S u P  que a p a r e c e  em l ( 1 ' )  s e r á  r e a l m e n t e  a t i n g i d o  p o r  a l -  
v 

gum v & C R ( x , X ) .  

Sob de te rminadas  cond ições  com r e s p e i t o  a  X 

e  a s  gi  e  quando s e  puder g a r a n t i r  que o  c o n j u n t o  de pontos  pior 

c o b e r t o s  não s e  a f a s t a  i n f i n i t a m e n t e  r á p i d o  de Mo(?) s e  a  v a r i á  - 

vel c o b e r t o r a  é perturbada, e n t ã o  é p o s s i v e l  a s s e g u r a r  que a s  

G ' (yy  d )  e x i s t e m  e  podem s e r  o b t i d a s  r e s o l v e n d o - s e  o  problema 

e x p r e s s o  no l a d o  d i r e i t o  da d e s i g u a l d a d e  ( 1 )  da p r o p o s i ç ã o  an-  

t e r i o r .  As cond ições  s o b r e  X r e l ac ionam os cones :  t a n g e n t e  s e -  

q u e n c i a l  ( C T S ) ,  como d e f i n i d o  em Cannon, Cul lun  e P o l l a k  I 1 
e  o  cone r a d i a l  ( C R ) .  Sobre cada uma das g i (  , y)  será exigido em e s -  

p e c i a l  que e l a s  sejam l o c a l m e n t e  de L ipschu tz  além d e ,  é c l a r o ,  

possuirem d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s .  Todas e s s a s  cond ições  s ã o ,  

e n t r e t a n t o ,  c o r r i q u e i r a m e n t e  a t e n d i d a s  nos c a s o s  de maior  i n t e  - 
r e s s e .  Ao c o n t r á r i o ,  a  p r o p r i e d a d e  que s e r á  r e q u e r i d a  das g i  con - 

j un tamen te  de forma a  a s s e g u r a r  a  e s t a b i l i d a d e  do mapeamento M o  

em 7 '  c i t a d a  acima é uma e x i g ê n c i a  b a s t a n t e  f o r t e  podendo não 

s e r  a t e n d i d a  em c a s o s  t r i v i a i s .  

< 

Considera-se aqui que um mapeamento M : Y  - c d" -+ I R n [  IM(y) é limitado Vy é es - 

tável em se j K  > 01 Yy E Y ,  sup d ( x ,  M o ( ? ) )  5 K 1 1  Y - i  1 1  , ou seja 
x  E M J Y )  - 

a  função y  +- sup d ( x ,  M o ( ? ) )  é estável em segundo defini - 
x E M0(y) 

ção encontrada em Varaya 1 7 1 



Se além das cond ições  i n d i c a d a s  em 11.1  e  nos 

i t e n s  a )  e  b )  da p r o p o s i ç ã o  2 s e  d e r  que:  

- 
b )  Vi E 1 .k .  Y X  E MO(I.) . g i ( .  . )  ( 2 .  d )  e x i s t e  e  g i (  . Y )  é 

l o c a l m e n t e  de Li pschu tz  

G 1 ( y )  e x i s t e  e  6 i g u a l  a  

Prova:  

A p r o p o s i ç ã o  2 most ra  que 

1 im + h d )  - G ( 7 )  > G 1 ( Y ) .  Basta  p o r t a n t o  p r o v a r  que 
h-to h 

- 

+ - R = l im G ( Y  + h d )  - G ( i )  - < G I  ( 7 )  pa ra  s e  c o m p l e t a r  a  prova-  
h h- to  

S e j a  e n t ã o  mais uma vez 



S e j a  a i n d a  ( x  ) com x n  E M o  (7 + h, d ) .  P a s s a n d o  a  uma s u b s e -  
n  

q u ê n c i a  p o d e - s e  f a z e r  com q u e  x n  -t 2 E M o ( j ) .  S u p o n h a  i n i c i a l -  

m e n t e  q u e  # m o ( ? ,  ? )  > 1 .  C o n s i d e r e - s e  t a m b é m  o  q u e  s e m p r e  5 pos - 

s i v e l  , q u e  x n  - x /  1 1  xn-2 1 1  + u  em CTS ( 2 ,  X ) = CR(xy  X )  p o r  a .  

A p r o j e ç ã o  o r t o g o n a l  d e  x n  s o b r e  u  s e r á  c h a m a  - 

d a  z, .  S e j a  a g o r a  i ,  s a t i s f a z e n d o  a  c o n d i ç ã o  c  em x .  P a r a  i ,  

s e  o b t e r á  o  s e g u i n t e .  

S u p o n h a  a g o r a  q u e  
II Zn - I1 

+ a . O Ú1 t i m o  
h  n  



q u o c i e n t e  na e x p r e s s ã o  acima converge  a  g  ( )  ( 2 ,  u )  en-  
i u 

quan to  que como g .  ( , 7 )  é l o c a l m e n t e  de L i p s c h u t z  em 2  en-  
1. 

U 
t ã o  pa ra  algum k > O v a l e  que 

P o r t a n t o  o  l i m i t e  da e x p r e s s ã o  e n t r e  chaves  é 

g i  ( )  ( 2 .  u ) < O .  Assim como p e l a s  h i p ó t e s e s  e f e t u a d a s  s o -  
u 

b r e  g i  (2 ,  . )  a  p r i m e i r a  p a r c e l a  t e n d e  para g i  (Y. . ) I  (I ,  d ) ,  va- 
u u - 

l o r  l i m i t a d o ,  s e  obtem o absurdo  1' = - Dessa maneira  z - X  n 

do agora  i '  E mo(xn ,  I + h, d )  V n ,  o  que é sempre v i á v e l  vem 

que:  

Tra tando  os d o i s  ú l t i m o s  q u o c i e n t e s  de forma 

i n t e i r a m e n t e  aná loga  a  que f o i  f e i t a  em ( 2 )  e  passando aos  l i m i -  

t e s  v e r i f i c a - s e  q u e :  

+ - 
L = g i l (  . I )  ( 2 .  a u )  + g i l ( X .  . ( I .  d )  5 g i (  . Y )  ( 2 .  ã u ) +  . . 



Assim, 

- 1' = g ' ( ( 2 ,  i ) .  ( ã u ,  d ) ) c  - G 1 ( i )  p o i s  á.u E C R ( X ,  X )  

comple tando-se  a  p rova .  

Cons ide re  agora  que mo(:, i )  = I i *  1 

Então numa v i z i n h a n ç a  V de ( 2 ,  7 )  o mesnio 

a c o n t e c e  e  ass im Vn I ( x n ,  + h ,  d )  e s t e j a  em V é verdade  que:  

que p e l o  teorema 1  t e n d e  g i , ( 2 ,  . ) I  ( y .  d )  

P o r t a n t o  1' - < gi*(2, . ) I  ( y ,  d )  - < 

e n c e r r a n d o  a  p rova .  

Observação D :  
- 

A cond ição  b . 1  do enunciado do teorema 1 - e  

chamada "cond ição  de desacoplamento"  por p e r m i t i r  q u e ,  a  exemplo 

do que ocor reu  n o  teorema 2 ,  cond ições  a d i c i o n a i s  pa ra  g a r a n t i r  

a e x i s t ê n c i a  de G 1 ( Y , d )  p rec isem s e r  impostas  apenas  s o b r e  a s  

r e s t r i ç õ e s  g i ( . , y )  ao invgs  de s o b r e  a s  p r ó p r i a s  g i .  



A COMPLEMENTARIDADE DOS CASOS c Õ N C A V O  E C O N V E X O  

0 o b j e t i v o  d e s t e  c a p i t u l o  é m o s t r a r  sob  que 

c o n d i ç õ e s  s o b r e  o  c o n j u n t o  a  s e r  c o b e r t o  ( X ) ,  a  e x p r e s s ã o  

c ( y , d )  dada na seção  a n t e r i o r  se  a p l i c a  p a r a  a  de te rminação  de 

G 1 ( y , d )  quando as  g . ( . , y )  s ão  p r i m e i r o  côncavas  e  d e p o i s  conve 
1 - 

x a s .  As c o n d i ç õ e s  i n d i c a d a s  para i s s o  n e s t a  seção  na r e a l  i dade  

visam s implesmente  e x e l  ui r a  o c o r r ê n c i a  de c o n c o r d â n c i a s  e n t r e  

a  f r o n t e i r a  de X e  a s  " s u p e r f i c i e s "  { x l g i  ( x , y )  = G(y)J  que po- 

der iam o c a s i o n a r  o s c i l a ç õ e s  em H ( h ) .  Tendo em mente e s s a  f i  
Y Yd 

n a l i d a d e  não é d i f í c i l  e n t e n d e r  que s e  a s  cond ições  e x i g i d a s  

s o b r e  X quando as  g i  ( * , y )  são  côncavas  forem r e q u e r i d a s  de seu 

complementar  quando e l a s  são  convexas se  possa g a r a n t i r  também 

nesse  segundo c a s o  a  e x i s t ê n c i a  de  G 1 ( y , d ) .  E n t r e t a n t o  convém 

e s c l a r e c e r  que os  d o i s  c a s o s  não s ã o  de forma nenhuma e q u i v a  - 

l e n t e s .  Por motivos s i m p l e s  e  que s e r ã o  i n d i c a d o s  no d e c o r r e r  

d e s s e  c a p i t u l o  o  c a s o  em que a s  g i  são  convexas é bem mais  com - 

pl i c a d o .  

As cond ições  que s e r ã o  i n d i c a d a s  não são  , 

de f a t o ,  extremamente g e r a i s  sendo t a r e f a  r e l a t i v a m e n t e  sim - 

p l e s  c o n s e g u i r  exemplos em que e l a s  não s ã o  a t e n d i d a s  e  a s  de - 

r i v a d a s  e x i s t e m .  E m  c o n t r a p a r t i d a ,  c a s o s  b a s t a n t e  s i m p l e s  po- 

dem s e r  a p r e s e n t a d o s  em que a s  G 1 ( y , d )  nao e x i s t e m .  Dois d e l e s  

s e r ã o  i n d i c a d o s  a  s e g u i r .  



I 1 1  . l .  - Dois Cont ra -Exemplos  

Não é v e r d a d e  que  a  f u n ç ã o  da r e c o b r i m e n t o  

sempre  p o s s u a  d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  quando as  g i ,  i  E 1;K e  

o  c o n j u n t o  X s ã o  t o d o s  convexos .  O c a s o  do exemplo 1  e s c l a r e c e  

e s s e  p o n t o .  Ne le  a s  g i ,  i  E e  X s ã o  convexos e  não e x i s t e m  

uma d e r i v a d a  u n i d i r e c i o n a l  para  G .  

Exempl o  1 : Sejam como na f i  - 

g u r a  ao 1 ado .  

F i a u r a  2  

c )  f :  IR -+ IR c o n v e x a ,  d i f e r e n  - 

c i ã v e l  e  p a r  com: 

1 )  f ( 0 )  = O e f ' ( 0 )  = O 

d 

( o  mesmo a c o n t e c e n d o  e  

c l a r o  quando xl  +- O - ) .  

- i 0 , s  +!]I-x:'l-. x e  d )  X = h i p e r g r a f o  ( f )  i x /  I (  xl:'l/ S e  x 2  - 

{ g i  ( x l  , x 2  $ 0 )  - O }  s e  acham r e p r e s e n t a d o s  na f i g u r a  2 .  

P e l a  p r ó p r i a  m a n e i r a  como X f o i  c o n s t r u f d o  

e  p o r  que g i ( O  , O  , y )  = O i  E T;2 s e  tem que G(0)  = O .  Vai s e  



m o s t r a r  a g o r a  que  G não  t e m  d e r i v a d a  a  d i r e i t a  em O .  

I n i c i a l m e n t e  a  c o n d i ç ã o  c - 3  a s s e g u r a  que  

numa v i z i n h a n ç a  d a  o r i g e m  a  f r o n t e i r a  d e  X é dada  p e l o  g r ã f i  - 

c o  de f .  

A l é m  d i s s o  como as  g i ( *  , y ) ,  i = 1 , 2  s ã o  

e s t r i t a m e n t e  c o n v e x a s ,  x E M O ( y ) < = > v  d  E CR(x,X)  3 i E mo 

( x y ) g i (  y ( x ) .  d  < O e  s e  t e m q u e :  

a )  M 0 ( y )  á i 

b )  Se x  E M 0 ( y )  e  2 

e n t ã o  x  = ( 0 , O ) .  

Como p a r a  y > O a  o r i g e m  d M o ( y )  p e l a s  

c o n d i ç õ e s  a c i m a  i n c l u i n d o  c - 3  a l e m  da p r ó p r i a  s e m i - c o n t i n u i d a  - 

d e  s u p e r i o r  d a  Mo s e  v e r i f i c a  q u e :  

a )  M o ( y )  E g r á f i c o  d e  f 

b )  +x E M O ( y ) ,  m o ( x , y )  = { 1 , 2 } .  

N e s t e  c a s o  d e  a  e  b  se  t i r a  q u e  -bLy E ( O , T ]  

Y x  E M O ( y )  x 2  = y / 2  e  x2  = f ( x , )  s e n d o  p o r t a n t o  n e s s e  i n t e r v a  - 

1 0  M o ( y )  c o n s t i t u í d o  de  d o i s  p o n t o s  ( x  f (x? ; )  = y / 2 )  e  

(-x;, f ( x Y )  = y / 2 ) .  

P a r a  y > O t o m a n d o  um q u a l q u e r  d e s s e s  p o n  - 

t o s  s e  p o d e  e s c r e v e r :  



e f a z e n d o  y  - 0' x l  - O também p e l a  s e m i c o n t i n u i d a d e  s u p e r i o r  

de M o  e s e  v e r i f i c a  q u e  o  s e g u n d o  t e r m o  t e n d e  a  s e  a n u l a r  en  - 

q u a n t o  o  p r i m e i r o  o s c i l a  p o r  n ã o  e x i s t i r  uma d e r i v a d a  s e g u n d a  

a  d i r e i t a  d e  f  p e l a  c o n d i ç ã o  c - 2 .  P o r t a n t o  n ã o  e x i s t e  a d e r i  - 
2  v a d a  a  d i r e i t a  d e  G .  f c l a r o  q u e  como ( x y )  e f  (x:) s ã o  n ã o  ne - 

g a t i v o s  - 1  i m  ( G ( y )  - G ( O ) ) / y  > -1 q u e  é o  v a l o r  i n d i c a d o  p a r a  
y-D+ 

o  p r o b l e m a  p o r  % ( 0 , 1 ) .  

F a ç a  a g o r a  a s  g i  i = 1 , 2  s e r e m  a s  f u n ç õ e s  

s i m é t r i c a s  d a s  a n t e r i o r e s .  Como e s s a s  n o v a s  g i  s ã o  c õ n c a v a s  e  

X c o n v e x o ,  c o n f o r m e  s e r á  i n d i c a d o  p e l o  Teo rema  3 ,  G t e r á  d e  - 

r i v a d a s  l a t e r a i s .  No c a s o  em q u e s t ã o  é f ã c i l  v e r i f i c a r  q u e  

G 1 ( O , l )  = 1 uma v e z  q u e  G ( 0 )  = O e Mo(y)  = I ( O , y / 2 ) 1 .  

~ a m b é m  p o d e  o c o r r e r  a  s i t u a ç ã o  o p o s t a  a  - a  

p r e s e n t a d a  n o  e x e m p l o  a n t e r i o r ,  i s t o  é ,  d a d o s  a s  g i  c o n v e x a s  e 

X G 1 ( O , y )  e x i s t e  mas s e  e s s a s  g i  f o r e m  s u b s t i t u i d a s  p o r  s u a s  

s i m é t r i  c a s  c ô n c a v a s  G ( y )  . - G" n ã o  t e m  l i m i t e  q u a n d o  y  - 0 .  
Y 

U m  c a s o  b a s t a n t e  s i m i l a r  a o  do  e x e m p l o  1  em 

q u e  e s s a  n o v a  s i t u a ç ã o  o c o r r e  é o  s e g u i n t e .  

Exempl o  2 :  S e j a m  y,g. ,  i  = 1 , 2  e  f como n o  e x e m p l o  a n  - 

t e r i o r ,  s ó  q u e  a g o r a  s e r ã  e x i g i d o  d e  f q u e  no  i n t e r v a l o  C-6,6] 
2 2  f ( x l )  > 2x1 ( 2 ) .  S e j a  a i n d a  X = I ( x l  , x 2 )  / 2 x l  - < x z  - < f ( x l ) .  X1  

E [ -6 ,6]1  n I x l  g i ( x l  , x 2 , 0 )  - < O } .  

Como p o d e  s e r  o b s e r v a d o  na  f i g u r a  3 o n d e  X 
- 
e  a  r e g i ã o  h a c h u r a d a  G ( 0 )  = O e  Mo(0 )  = ID}.  Quando s e  f a z  y  



Figura  3 

c r e s c e r  a  p a r t i r  de O por  cau - 

s a  de 2 o  c o n j u n t o  Mo(y) come - 

ça a  p e r c o r r e r  ambos os ramos 

da curva  duas vezes  d i f e r e n  - 
2 c i á v e l  x 2  = 2 x 1  Cons iderando 

que nesse  caso  Mo(y) = { ( ( - I )  j 

( 2 )  , Y D ) ,  j = 1  ,U e  

procedendo de forma anã1 oga 

ao desenvolv imento  e f e t u a d o  

no exemplo a n t e r i o r  s e  obtém 

G 1 ( O , l )  = -3/A. 

E n t r e t a n t o  s e  no l u g a r  das  g i  forem tomadas 

a s  s u a s  s i m é t r i c a s  quando s e  aumentar  y  a  p a r t i r  de O o  conjun - 

Z t o  Mo(y) s e  locomoverá não mais s e g u i n d o  x 2  = 2 x  mas agora  o  1  

g r á f i c o  de f .  E n t ã o ,  devido  a s  o s c i l a ç o e s  de segunda ordem de 

f nas proximidades  de z e r o  pode-se m o s t r a r  que d e i x a r á  de h a v e r  

u m  l i m i t e  pa ra  --- G ( y )  - G ( " )  ( 3 )  quando y  -+ O'. Para  v e r  i s s o  , 
Y 

a l i á s ,  b a s t a  l embra r  que 3  pode s e r  e x p r e s s o  p e l o  s i m é t r i c o  de 

1 .  

111 .2 .  - O Caso Côncavo-Convexo 

U m  r e s u l t a d o  de ob tençao  r e l a t i v a m e n t e  sim - 

p l e s  g a r a n t e  a  v a l i d a d e  do uso de G^(y,d) no cômputo d e  G 1 ( y , d ) ,  

quando a s  g i  s ã o  côncavas  e  X é convexo.  

Essa s i m p l i c i d a d e ,  conforme s e r á  v i s t o  na de - 
d 

mos t r a ç ã o  do t e ~ r e m a  a  segu i  r ,  e ,  acima de tudo  d e c o r r e n t e  do 



f a t o  d e  q u e  p a r a  uma f u n ç ã o  co ' ncava  f f ( y )  - < f ( x )  + f i ( x , y - x ) .  

Teo rema  3 :  - 

Sejam:  

P 1 )  X G  R 1 3{c,c_ R ~ ,  1 ETI o n d e  os  Ce 

X 
s ã o  c o n v e x o s ,  c o m p a c t o s  e  X = U C,. 

R= 1  

2 )  U a b e r t o  G E e s p a ç o  d e  B a n a c h  s o b r e  os 

P r e a i s ,  X S  X '  a b e r t o  ç IR . 

a )  g i (  * , y )  é c ô n c a v a ,  

b )  v x  E X 1 3 g i ( ~ , * ) 1 ( y , d )  e  r i ( x , h )  = 

( g i ( x * ~  + h d )  - g i ( x , y ) ) l h  - g i ( x , * ) I  ( y , d )  + O u n i f o r m e m e n t e  

em x E X q u a n d o  h  + 0 .  

E n t ã o :  

G 1 ( y , d )  = G i ( y , d )  = max { SUP 

xcM0 ( y )  V E E (  x ,  X )  

{ 
m i n  

{ g i ( ' , y ) l ( x Y v )  + g i ( x > = ) l ( y Y d l 1 } }  
i ~m 

M a i s  q u e  i s s o ,  s e  v e r i f i c a  q u e v x  E M  ( y )  
0 Yd 

A r\ (U  ( M o ( y  c h d )  ,h < E )  s e  t e m :  - - - 
&>O h  

rn in  { g i ( - y y ) 1 ( ~ 3 ~ )  + g j  ( ~ 3 ~ ) '  ( Y  ¶ d ) } }  
i ~m 

P r o v a :  



P e l a  p r o p o s i ç ã o  2 s e  s a b e  que  U G(Y+hd)-G(Y) 
h +o h  

> G , ( Y Y ~ )  Y ( 1 ) .  - 
-- 

F a l t a  d e m o n s t r a r  p o r t a n t o  que L+ = l i m  
h  +O 

G ( y  + h d )  - G(yl < G 1 ( y y d )  e  q u e  o  s u p r e m o  em M o ( y )  de i j 1 ( x Y y y d )  
h  

- 

é de f a t o  a t i n g i d o -  em um p o s t o  d e  M o Y d ( y ) .  

S e j a  e n t ã o  ( h n ) l h n  > O ,  h, + O e  

G(Y + h n d )  - G ( Y )  
+- Li. C o n s i d e r e - s e  e n t ã o  (x,) 1 x n  E Mo(y+hnd )  . 

. . 

P a s s a n d o - s e ,  se p r e c i s o ,  a  s u b s e q u ê n c i a s  p o d e - s e  i m a g i n a r  q u e :  

1 )  1 L '  l x n  E C,, h. 

A g o r a  como, d e v i d o  a  c o n v e x i d a d e  de CL,  Y 

'n - x  E CR(x ,X )  e  p e l a  c o n c a v i d a d e  de g ( * , y )  s e  t e m  a  s e q u ê n  - 

tia de r e l a ç õ e s  a b a i x o :  

+ r i ( x n ,  h n ) l }  - < Su P m i n  I s (  *YY)  ' 
v ~ w ; X r  i ~ r n ~ ( x , y )  



P a s s a n d o  a g o r a  a o s  l i m i t e s ,  como em f u n ç ã o  

d e  4 . b  r i ( x n h n )  -+ O e g i ( x n ) ( y d )  + g i ( x , * ) ' ( y Y d ) ,  s e  c o n  - 

s e g u e  e n t ã o :  

R+ < max { m i n  { g i ( * Y ~ ) ' ( x ,  1 + 
- - vaLCR(x,X-r i s m o ( x , y )  

Não e s q u e c e n d o  1 s e  tem q u e  o b r i g a t o r i a m e n  - 

t e  a s  r e l a ç õ e s  d e  - < a c i m a  s ã o  d e  f a t o  i g u a l d a d e s  e p o r t a n t o  o  

s u p  { g l ( y , x , d ) }  é a t i n g i d o  em M., ( y )  c o m p l e t a n d o  a  p r o v a .  
= M o  ( Y  o , d  

111.3 .  O C a s o  c o n v e x o - C Ô n c a v o  

G 1 ( y , d )  = G 1 ( y , d )  t a m b é m  q u a n d o  a s  g i  s ã o  

c o n v e x a s  e o  c o m p l e m e n t a r  d e  X é a  u n i ã o  d e  c o n v e x o s  ( o u  e x i s  - 

tem g ' .  I R P 2  X + R  c ô n c a v a s  Y j  E J IX = { x l g t . ( x )  O ,  -Vj E J l  
j ' J - 

d e  o n d e  se t i r o u  a  d e i n o m i n a ç ã o  d o  c a s o ) .  

E s s e  r e s u l t a d o  é e x p r e s s o  n o  T e o r e m a  4  d a  - 

d o  a  s e g u i r .  Ao f i n a l  d a  s e ç ã o  é f e i t a  uma a b o r d a g e m  r á p i d a  a  

r e s p e i t o  d a  d i f e r e n ç a  d a  c o m p l e x i d a d e  d e  t r a t a m e n t o  d o  c a s o  



e s t u d a d o  a q u i  e  do a n t e r i o r .  

Teorema 4 :  - 

Sejam 

L 

o s  CL s zo  a b e r t o s ,  convexos  e  IRP - X = U C 
R =  1 R .  

2 )  U a b e r t o  G E e s p a ç o  de Banach s o b r e  o s  

P r e a i s ,  XG X' a b e r t o  c IR . 

a )  g i ( * , y )  é convexa 

g i ( x . Y  ' hd - g i ( x . Y )  
b )  3 g i ( x y - ) ' ( y Y d )  e  - -  

h 
- g i ( x , = ) '  ( y . d )  + O un i formemente  em x E X quando h - O .  

En t ão :  

G ' ( Y  , d )  = E '  ( y , d )  4 - s u p  max 
xsMo(y)  vsCR(x , X )  

Prova : -- 

A p r o p o s i ç ã o  2 g a r a n t e  que  

P a r a  s e  c o m p l e t a r  a  p rova  r e s t a  m o s t r a r  por  - 

t a n t o  que R +  = lim !ZJ!LLQ--- G ( y )  G l  ( y , d ) .  
h 

- 
h+O 

S e j a  e n t ã o ,  o u t r a  vez  ( h , )  1 h,  > O .  h ,  + O e  
W + h n d )  - G ( Y )  -- - R'. C o n s i d e r e - s e  e n t ã o  (x , )  l x n  E # ( y + h n d )  . o  

h n 



Passando quan tas  vezes  f o r  n e c e s s á r i o  a  s u b s e q u ê n c i a s  pode-se  

supor  que:  

a )  xn - x E M0(y) 

b )  x n  = x Vn ou x n  + x  Vn e  n e s s e  c a s o  

u ( x n  - x )  - U ,  . 
-- 

c )  Se para m E 2 , p ,  u e s t ã  d e f i n i d o  -bLj 
j 

e n t ã o :  

e  n e s s e  c a s o :  

m-1 u ( x n  - ( x  t w n  3 U  . ( i )  m 

Se x n  = x Vn e n t ã o  L+ = min { g i w  ) I  

i€mo(x  , y )  
( ~ , d ) )  - < G ' ( y , d )  e  s e  t e r á  comple tado  a  demonstkação. 

Caso i s s o  não o c o r r a  s e j a  r  = max{m E l,p 1 

um e s t á  d e f i n i d o ) .  Pe la  p r ó p r i a  maneira p e l a  qual s ã o  o b t i d o s  

os u m  s e  v e r i f i c a  que 

Como 

m 
U ( X ,  - ( X  + w n ) )  + Um+l -bLm E Kr-l 

o c o n j u n t o  { u m ,  m E F) s e r á  o r t o n o r m a l .  Além d i s s o  como 

'n = x +  w n Y n  E .  



e n t ã o  
-- 

{x}+ [{um,  m E 1  , r  17 = [{x,. n  E i~ I]' 

s e n d o  p o r t a n t o  o  c o n j u n t o  d o s  um uma b a s e  o r t o n o r m a l  p a r a  e s s e  

s u b e s p a ç o  d e  R ~ .  Tambem s e  t e r á  e n t ã o  q u e :  

I s s o  p o r q u e :  

m-1 ) x n  - ( X  + w n  
- - -- m - 1  - u m  ( p o i s  um e 'n s ã o  

m -  l 
( x n - ( ' + w n  ) ) . U m  o r t o g o n a i s )  

De novo  p e l o  p r ó p r i o  modo como f o r a m  g e r a d o s  o s  u m  e s s a  Ú l t i m a  

e x p r e s s a 0  t e n d e  a  O .  

E m  v i s t a  d e  ( 2 )  e  como p e l a  o r t o n o r m a l  i d a d e  
# 

d o s  um e  v e r d a d e  q u e  

s e  t e r á  também q u e  



Se p a s s a .  a g o r a  a  a p r e s e n t a r  uma s é r i e  d e  r e  - 
s u l  t a d o s  q u e  p o s s i b i l i t a r ã o  c o m p l e t a r  a  p r o v a  do t e o r e m a .  

Lema 4-1 : --- 
S e j a  X c  R ~ I I R ~  - X é a  u n i ã o  f i n i t a  d e  con  - 

v e x o s  a b e r t o s  e  ( x n )  uma s e q u e n c i a  em X s a t i s f a z e n d o  a :  

a )  xn  + x E X .  

b )  F a z e n d o  w n  = O -h e n t ã o  

u ( x n  - ( X  + w m - ' ) )  n  +- u m ( 4 )  o n d e  

E n t ã o  e x i s t e  uma f a m ? l i a  de  c o n j u n t o s  

r A o  = O A 1 3  . . .  A m ~ I R m y  . A r G R  I :  

f m :  Am-l + ( O , ~ ) \ A ~  = i a m e l  + 'm onde  

m 
b )  D e f i n i n d o Z m  = i z l z  = x  + I  a u o n d e  

j = l  j j 

a m  = ( a 1 ,  . . . , a m )  E A,} e n t ã o :  



P r o v a :  -- 

E s s a  p r o v a  s e  a p o i a r á  em a l g u m a s  a f i r m a ç õ e s  

q u e  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a  s e g u i r .  A n t e s  d e  p a s s a y  a  e l a s  e n t r e t a n  - 

t o  é p r e c i s o  d e f i n i r  o s  o p e r a d o r e s  P,, m E que  a p a r e c e m  

n e s s e s  r e s u l t a d o s .  

D e f i n i ç ã o :  -- 
v- 

Se jam u m ,  m E 1 , r  como d a d o s  em ( 4 )  e  S G R P 

e n t a o  Pm ( S )  = i x l  3 ( t , ) ,  tn  > O ,  t n  -+ O x + t n  u m  E S  -bLnl. 

Af i r r n a ç ã o  4 - 1  : - 
- P C o n s i d e r e  x  E X f e c h a d o  e  { u m ,  m E 1  , r1  C R  . 

-- 
E n t ã o ,  s e  não  e x i s t i r  uma f a m í l i a  d e  c o n j u n t o s  A m S  R m  m E Oir 

d 

s a t i s f a z e n d o  s i m u l t a n e a m e n t e  a  5 e  6 p a r a  e s s e s  x e  u m ,  e  v e r  - 

d a d e  q u e  x  E ( P ,  o  P 2  o  P g  o  . . .  o  P r ) ( I R n  - X )  ( 7 ) .  

P r o v a :  

Vai s e r  m o s t r a d o  q u e  s e  x 6 (P1  o  P2 o  P j  o  

. . .  o Pr)(lRn - X )  e n t ã o  s e  p o d e  e n c o n t r a r  u m  g r u p o  d e  c o n j u n t o s  

A IRm¶ m E v a t e n d e n d o  a o  mesmo t e m p o  a  ( 5 )  e  ( 6 ) .  M o s t r a r  m 
a  v e r a c i d a d e  d e s s a  p r o p o s i ç ã o  e q u i v a l e  e v i  d e n t e m e n t e  a  p r o v a r  

4 - 1 .  A n t e s  d e  se p a s s a r  a  d e m o n s t r a ç ã o  p r o p r i a m e n t e  d i t a  con  - 
- 

vém n o t a r  q u e  como lRn - X é a b e r t o  e n t ã o ,  -Vm E 1  . r  ( P ,  o  Pm+,o  
n  . . . o  P,) (R - X )  1 R" - X ( 8 ) .  

Suponha  a g o r a  q u e  x 6 (P1  o  P 2  o  . .  . o  P r )  

( R ~  - X ) .  N e s s e  c a s o  3 b l  > O t q  -bL a l  E O b  x  + a ,  u l  6 

(P ; ,  o  . . . o  P , ) ( R ~  - X ) .  F a z e n d o  e n t ã o  f l  : A o  = O + I R l f l ( 0 ) =  



= b l  d e f i n i n d o  A 1  como em 5 e  Z como em 6 s e  tem que  
1  

E m  v i s t a  d i s s o  V a, E A ,  3 b 2 ( a l )  > O 1 s e  a 2  E [ O y b 2 ( a 1 ) J  en - 

t ã o  

x + a 1  + a 2  u 2  L ( P 3  O P 4  O . . .  O P r )  

(Rn - X ) .  

D e f i n i n d o  e n t ã o  f 2 :  A l  -+ ( O . m ) >  A 2  e  Z 2  como em 5 e  6 r e s p e c t i -  

vamente s e  o b s e r v a  que Z 2  í3 ( P 3  o  P 4  o  . . . o  Pr)(JRn - X) = 

E f e t u a n d o  e s s e  mesmo p r o c e d i m e n t o  r v e z e s  

s e  t e r á  ao f i n a l  uma f a m í l i a  de c o n j u n t o s  A m , m  E s a t i s f a  - 

zendo  a  5 e  6 .  

Afi rmacão 4 -2 :  

S e  - X e  a  u n i ã o  f i n i t a  de  a b e r t o s  Ce , 
-- - P n e E l , L y  { u m ,  m E 1 , r } ~ 1 R  e  x E ( P 1  o  P 2  o  . .  . o  P r ) ( R  - X) 

-- m 
e n t ã o  3 a r  = ( a 1 ,  . . .  a r )  > O  e 1  E 1 ,L I s e  z m =  x +.I a 

1=1 
i 

-7 -v 

u i y m  E 1 , r  e n t ã o  x ,  z m y  m E 1 , r - 1  E 5 e  z E C L .  r 

Prova : 

Nesta d e m o n s t r a ç ã o  ( P m t l  O Pm+2 o  . . .  o  P r )  
-- 

( R ~  - X ) :  s e r á  chamada d e  V , +  m E O y r - I .  



P e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  Pm V. E 
1 . . .  c_ 

-- - P  - 
"m . .  . c ( I R  - X) ( 9 )  e  p o r t a n t o  x  E (lRP - X )  = U CL .  P a r a  

L E ~  

v  E lRP r e f e r e n c i e  p o r  L ( v )  = {L E T;L I v  E GJ e  p a r a  c a d a  L E 

m -  L ( v )  e m ~ T ; F c h a m e  d e b  ( v )  = m i n  I b  > O l v + b  um E 
m ,L - 

-- 
C L } .  C l a r a m e n t e  b m , L ( ~ )  L E 7 - L ( v )  e  b m ( v )  = m i n  I b m , L ( ~ ) ,  

-- 
R E 1 ,L - L ( v ) )  s e r ã o  > O d e v e n d o  s e  r e c o r d a r  a p e n a s  q u e  q u a n  

7- -- 
do L ( v )  = l , L  s e  c o n s i d e r a  b,(v) = a v m E 1  ,r. 

Tome-se a g o r a  al I O < al b l ( x )  e  Z ,  = x  + 

al u1 E V, O q u e  e  p o s s i v e l  uma v e z  q u e  x  E V. = P1 ( V 1 )  P o r  
-- 

9, Z 1  E A~ - X e  p e l a  p r ó p r i a  e x p r e s s ã o  de b, ( x )  se t e m  q u e  

L (  z,) c. L ( x )  

E s c o l h a - s e  a g o r a  a2 I O < a2  < b 2 (  Zl) e  

z 2  = z 1  + a2 u 2  E V 2 .  I s t o  p o d e  s e r  f e i t o  p o r q u e  I ,  E P 2 ( V 2 )  . 
--- 

Novamen te  s e  t e r á  z 2  E l R P  - X e  L (  z2)  r L ( Z ,  ) c L ( x ) .  

R e p e t i n d o  o  p r o c e s s o  se acaba  p o r  o b t e r  

Em v i s t a  d e  c  é p o s s i v e l  a c h a r  ar E (O, br 

( Z ~ - ~ ) ) I  = r -  I + ar 'r E  IR^ - X ) .  L o g i c a m e n t e  L ( Z r )  SZ 
-- 

L ( z ~ - ~  ) e  p o r t a n t o  j u n t s n d o  a g o r a  o s  ai, i E 1  r o b t i d o s  d u r a n  - 

t e  o  p r o c e s s o  i n t e i r o  e  tomando L I z r  E C L  a s  c o n d i ç õ e s  i n d i  - 

c a d a s  na p r o p o s i ç ã o  s e r ã o  a t e n d i  das  j á  q u e  L ( x )  2 L ( z l ) z  . . . 3 - 

L(Z,). 



O b s e r v a ç ã o :  - 

Note que  como z r  E CL e  x e  zi  , i  E 1  , r - 1  E 5 
e n t ã o  q u a l q u e r  combinação  con vexa  com c o e f i c i e n t e  não n u l o  em 

7- 

Ce  e  p o r t a n t o  s e  Sr = c o  ( { x ,  z i  i  E c)) e n t ã o  S i  e s t a r á  con - 

Af i rmação  4 -3 :  

S e j a  ( x n )  uma s e q u ê n c i a  s a t i s f a z e n d o  a s  con - 

d i ç õ e s  a )  e  b )  do . lema 4-1 e  c o n v e r g i n d o  a  x .  Sejam também 
-- 

u m  , rn E 1  , r ,  como i n d i c a d o s  n e s s a  c o n d i ç ã o  b .  

Dado e n t ã o  ( a , ,  . . . , a r )  > O f a ç a  novamente  

Z m = x + L  a u j % n & =  e c o n s i d e r e  
j = l  j 

e s t á  no i n t e r i o r  r e l a t i v o  d e  ~ ~ ( 5 ; ) .  

P r o v a :  

S e  i n i c i a r á  m o s t r a n d o  que 

Caso valham a s  d u a s  c o n d i ç õ e s  ac ima  s e  o h t e  - 
n 
L r rã que c m  > O %% E T F  e  p o r t a n t o  t r  = - z O .  Faça  a g o r a  
a r 



-- - 
C C r - j  rj E l , r - ~  t W - + =  - - --- r - ( j - l )  ( 1 2 ) .  

I J  a a r - j  r - ( j - 1 )  

r 
- 

r - j  que é i 1  por Po r  ('11) os  t s e r ã o  p o s i t i v o s e  1 t m - -  
j = O  

1 0 .  a l  

Dessa Ú l t ima  d e s i g u a l d a d e  s e  t i r a  também 

t m  < 1  +m E i,r e  que  f a z e n d o  

F i n a l m e n t e  v e r i  f i c a n d o  que 

r 
s e  m o s t r a  que z E Sk j á  que O tm < 1  #m E O;P e  1 tm = 1 .  

m = O  
F i c a  d e m o n s t r a d a ,  po r  c o n s e g u i n t e  a  s u f i c i ê n c i a  da s  c o n d i ç õ e s  

i n d i c a d a s .  P a r a  m o s t r a r  que e s s a s  c o n d i ç õ e s  s ão  também n e c e s -  

s ã r i a s  b a s t a  o b s e r v a r  que 

Sendo  a  ú l t i m a  i g u a l d a d e  e q u i v a l e n t e  a :  

C r-m 
m - - - 1 t r - j  Vm E c. 

a j = O  m 

Dessa ,  e x p r e s s a o  s e  pode r e t i r a r  que  como tm > O 



L 1  o  que é e q u i v a l e n t e  a  1 1 .  Além d i s s o  - = 1 - to  E ( 0 , l )  s e  s a  - 

t i s f a z e n d o  também 10 j á  que a l  > O .  

V e r i f i c a d o  e s s e  f a t o  e  lembrando que p e l a  

p r ó p r i a  forma de  obtenção  dos 

e  que 

( x n  - x ) . U j + l  = j+ l  - w n [ /  j 
- 

II  w n  - -+ O p o r  ( 3 )  

s e  t i r a  que 

( x n  - x) .Uj+1  a .  -- 
- < * Vj E 1  > r - 1  e  p o r t a n t o  

'n E S E  -h > n '  t e n d o  em v i s t a  o  r e s u l t a d o  

demonstrado i n i c i a l m e n t e .  

Retomando a  demonst ração  do lema 4-1 se  tem 

que o c a s o  5 e  6 não s e  v e r i f i q u e m  s imul t aneamen te  e n t ã o  toman - 

do os ( a 1 ,  . . . , a r )  e  z m ,  m E K F  i n d i c a d o s  na a f i r m a ç ã o  4-2 

e  fazendo S s e r  o  f echo  convexo de x e  zm,m E l>r s e  tem p e l a  

a f i r m a ç ã o  4-3 que: 

n ' 1 -h  > n '  x n  r = x + w n  E S C C IRP-x  R - 



o  que  é a b s u r d o  p o i s  p o r  h i p ó t e s e  ( x n )  C X .  

A p r e o c u p a ç ã o  do  l e m a  4 - 1  é a s s e g u r a r  q u e  d e  - 

t e r m i n a d o s  c o n j u n t o s  Zm;m E e s  t á o  em X .  U m  o u t r o  r e s u l t a d o  

a s s e g u r a  q u e  s o b  a  c o n d i ç ã o  

-- 
e n t ã o  m a n t e n d o  a  s u a  l e i  d e  f o r m a ç ã o  o s  Z j E 1,m podem 

j 
s e r  

f e i t o s  d e  f o r m a  a  f i c a r e m  c o n t i d o s  em M o ( y ) .  E s t e  é o  a s s u n t o  

d o  Íema 4 - 2 .  

Lema 4 - 2 :  

n n  -- 
S e j a m  wo = U e  (xn),x,  u m ,  (wm).m E 1 . r  e  r 

como a n t e r i o r m e n t e .  Se j am a i n d a  Tm = [{u 
j ' j E T;m}] e  A m  e  Z m  

-- 
como no 1  ema 4-1 . S u p o n h a  e n t ã o  q u e  p a r a  q  E l , r  I (  x n  - (w:-!x> I (  

+ a. N e s s e  c a s o  e x i s t e  uma f a m 7 l i a  d e  c o n j u n t o s  

A; = { O } ,  A ' Ç  A . , ,  . . .  , A ' = A  
1  q -  ' .  

- 
a  = a , . . . . a )  E A;} Vm E 1 , q  e n t ã o  m 



Vm E Õx v e r d a d e  q u e :  

P r o v a  : 

Suponha  q u e  p a r a  q  E c 1 1  x  - ( x  + 1 1  - - 

+- e  r e p a r a  q u e  p a r a  m = O a  c o n d i ç ã o  a  n ã o  t e m  i n f l u e n c i a  e  

b  é t r i v i a l m e n t e  s a t i s f e i t a .  I m a g i n e  a g o r a  q u e  se t e n h a  c o n s e -  
-- 

g u i d o  o b t e r  c o n j u n t o s  A . ,  j E 1 ,m, m  < q  a t e n d e n d o  a  e  b .  V a i  
J 

s e  m o s t r a r  que n e s s a s  c o n d i ç õ e s  é p o s s y v e l  e n c o n t r a r  um c o n j u n  - 

to  A m + l  q u e  j u n t o  com os  o u t r o s  A  j á  d e t e r m i n a d o s  s a t i s f a ç a m  
j 

também a )  e  b )  . F e i t o  i s s o  e s t a r á  c o m p l k t a  a  p r o v a .  
-- 

S e j a m  e n t ã o  A .  j. E 0,m s a t i s f a z e n d o  a e  b  
J 

e  am = (aly . . . , a,) E A,, m  < q .  S e r á  u s a d a  a  s e g u i n t e  n o t a  - 
m 

- - 
ç ã o :  z o  - x ,  zm = x + E a U .  v j  E 7% e  Sa = c o  ( { z j ,  j~Õ;m}). 

j = l  j~ m - 
Como se j < m  e n t ã o  Z .  Z t e m - s e  que  mm m j  e  

J m o  O 
a s s i m  

gi ( x , ~ )  5 G ( y )  Y i  E m:, V x  E Sa . ( 1 6 ) .  ~ l é m  d i s s o  é p o s s i v e l  
m ... 

e n c o n t r a r  x 1  E S I  n Zm O q u e  é s u f i c i e n t e  p a r a  p r o v a r  que 
am 

g i ( zYy )  = G ( y )  Vz E S e  ? i  E m: p e l a  p r ó p r i a  c o n v e x i d a d e  d a s  
am 



g i ( -  , y )  P o r t a n t o  S a  c um e  como [sa 1'- [um] '=  T h  se t e m  
m  m  

que  p m  = nm { Z l g i ( 7 , y )  = m i . n  g i ( z , y ) }  ( 1 7 )  s e n d o  P o r  i s s o  
i €mo Z E T ~  

convexo. As s i m  pode -se .  m o s t r a r  que :  

A f i r m a ç ã o  4 - 4 :  

-Vi E m!. I s s o  t ambém é v e r d a d e  

P r o v a  : -- 

A d e m o n s t r a ç a o  d e s s e  f a t o  é s i m p l e s  b a s t a n -  

d o  a p e n a s  l e m b r a r  q u e :  

a )  P o r  h i p ó t e s e  Zm um e  como S 5 2  a  m  ' m 

e  [sa 1' = [vm]' T h  e n t ã o  S a  G ( 1 8 )  
m  m  

I 
b )  a g i ( ' , y ) ( z )  c Tm ( 1 9 )  -Vz E m I p o r  1 7 .  

c )  Se f é uma f u n ç ã o  c o n v e x a ,  x, e  x 2  ( f ( x l ) =  

f ( x 2 )  e  vl E a f ( x l ) l v - ,  1 ( x l  - x 2 )  e  - n  

t ã o  v1 E a f ( x 2 ) .  ( 2 0 ) .  

O u t r o  r e s u l t a d o  q u e  ser; n e c e s s á r i o  é o  s e  - 

g ú i n t e :  

A f i r m a ç ã o  4 - 5 :  - 



mo a n t e r i o r m e n t e  e  

D e f i n a  D k :  S h  + (O,..) k E -m,-1 U G, m - < r de t a l  modo q u e :  

S. D k ( Z )  = max { c  - c k / x  + E ,  u 1  + . . .  + C  u + 
k.  k  

. . .  + E,,, u m  E S  1-bCk E -  e  
a m  

D k ( í )  = max i C k  - C I X  + E l  u 1  + . . .  + C u + k k  

m E n t ã o ,  lembrando q u e  x  + w, E S a  p a r a  n 
m 

- s u f i c i  e n t e m e n t e  g r a n d e ,  s e  v e r i f i c a  que 

l i  x n  - ( x  + w;) I1 
l i m  - = O Yk E - K T  U I,m. 

Prova : -- 

e n t ã o  das  c o n d i ç õ e s  1 0  e  '1 1  da a f i r m a ç ã o  4 -3  pode - se  e x t r a i r  

que :  



Levando em c o n t a  

e  3 s e  r e t i r a  que  

Usando e s s e  f a t o  s e  cada uma das  e x p r e s s õ e s  d e  D f o r  d i v i d i  
k - 

d >  p o r  1 1  x n  - ( x  + w n )  1 1  e s e  f i z e r  o  l i m i t e  d e s s e  q u o c i e n t e  

s e r á  o b t i d o  usando 2 q u e :  

o que é e q u i v a l e n t e  a  af íwmaçáo a c i m a .  

4-4 e  4-5  permitem p r o v a r  que :  

Afi  rmacão 4 - 6 :  

m Se jam a i n d a  a m  E A m  e  ( x )  , ( w , ) ,  u m  e  S 
a m  

como a n t e r i o r m e n t e .  E n t ã o :  

Prova : 
m C o n s i d e r e - s e  i E m o ,  j E G, n g r a n d e  o 

b a s t a n t e  p a r a  que x + w; E S e a  i d e n t i d a d e :  
a m  



O b s e r v e  a g o r a  q u e  como 

s e  t e m  p o r  4 - 4  q u e  

U s a n d o  e s s e  r e s u l t a d o  e  a  c o n v e x i d a d e  d e  g i  se o b t é m  q u e :  

D i v i d i n d o  a m b a s  a s  p a r c e l a s  p o r  D . ( x  + w:)/2 e  f a z e n d o  n  -+ 
J 

s e  f l c a  com:  

p o i s  o  s e g u n d o  t e r m o  t e n d e  a  s e  a n u l a r  p o r  4 - 5 .  

M i n o r a n d o  o  t e r m o  em 25 p o r  



o n d e  

p o d e - s e  c o n c l u i r  f i n a l m e n t e  que  

p o i s  a  s e g u n d a  p a r c e l a  em ( 2 6 )  também -+ O .  

u . )  < O bas  P a r a r n o ~ t r a r ~ u e 7 i m g ~ ( ~ ~ ~ ) ' ( x ~ ~  - 

t a  p r o c e d e r  d e  m a n e i r a  i d ê n t i c a  a p e n a s  t o r n a n d o  o s  p o n t o s  

m  D - J  . ( x  + wn )  m  D . ( x  + w n )  wn + - J ( - u  . )  em l u g a r  d e  wn + - 
J 

. u ' .  
2 2  j 

A s s i m  como i e  j s ã o  q u a i s q u e r  em m! e  l;m 

a  p r o p o s i  ção  e s t á  d e m o n s t r a d a .  

Uma c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d e s s a  a f i r m a t i v a  

é a  s e g u i n t e :  

Se  p a r a  ( )  , s n  - x  f o r  d e f i n i d o  a g i ( - . y )  

( x ,  s,) A - { V  E a g i ( * , y ) ( x )  I 3 uma s u b s e q u è n c i a  s  e  v e t o  - 
n k  

r e s  v, E agi( - , y ) ( s n  ) / V  -+ V }  e n t ã o  
k k n k  

I s t o  p o r q u e  p o r  4 - 6  

1 
agi( ' . Y ) ( ~ Y  x n )  c_ 7 m  



Desse modo 

g i b ~ ) ' ( z y  u m + l  ) +Z E i,,', e  V i  E m:. ( 2 8 )  

Note agora  que .bLi E rn; s e  tem usando a  condi  - 

ção c :  

Passando a o s  l i m i t e s  s e  tem 



e  como 

e  R' > -a s e  f i c a  com: 

o  que por ( 2 8 )  lmp'l i c a  em s e  t e r :  

Assim como A A c  A m  s e  tem q u e  Z i  c Z m  e  

p o r t a n t o  p e l o  lema 4-1 Vz' E Z h  o  segmento  

[z '  , z '  + f m t l  ( Z ' ) U ~ + ~ ]  c X. ( 3 1 )  

Alem d i s s o  30 i n d i c a  que 

s i ( x > Y )  > G ( Y ) .  ( 3 2 )  

P e l a  c o n d i ç ã o  2 -b  Yz '  E Zm s e  pode i n d i c a r  a i n d a  

-- 
6 2 ( z 1 )  > O~yi E 1  ,K - m: s e  tem que  

y z  E [z l  , Z '  + 6 2 ( ~ i  ) u m t l ~  6 v e r d a d e  que  



g i  ( x , y )  > G ( y )  ( 3 3 )  . F a z e n d o  e n t ã o  

31 a  3 3  e  a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  G ( y )  i n d i c a m  q u e  

E ~ ( z ' )  = max i t I g i ( z l  + , Y )  = G ( Y ) }  
O < X < E ( Z ' )  - - 

e  f a ç a  F h + l ( z ' )  = mip I E ~ ( z ~ ) ~  
ism:+ ( z ' )  

o n d e  

a r b i t r a n d o  q u e  Fi +l ( z l j  = O s e  m ; + ' ( z ' )  = g .  

E s s a  c o n v e n ç a 0  n ã o  p r e c i s a  s e r  u t i l i z a d a  p o i s  34  a s s e g u r a  q u e  

+ z 1  E Zl;l m:+'(zl)  # g e p o r t a n t o  F,,'+l ( z l )  > 0 .  

E l ó g i c o  q u e  d a d o  z '  E Z m Y z  E ( I ,  z '  t 

m+l 
.-I- Fh+i  ( z ' )  m o ( z , y )  s e r á  o  p r ó p r i o  m o  ( z i  1 

i  +l Tome a g o r a  z; e  z; E Z h  e  i  E m 1 ~ ; ) .  C O -  o  

mo Z i  G ' e x i s t e  y  > O 1 z 2  + y ( z i  - z i )  E u m .  E s c o l h e n d o  'rn 
a g o r a  i q u a l q u e r  em ( Z ,  z', + f i + l  ( Z i )  umcl ) a  c o n v e x i d a d e  d e  

g i ( - , y )  e  o  f a t o  d e  



garantem que 

o  mesmo devendo o c o r r e r  WZ no segmento que vai  de 

A d e s i g u a l d a d e  e s t r i t a  e n t r e t a n t o  não pode 

o c o r r e r  em nenhum ponto d e s s e  segmento p o i s  g i ( =  y y ) ' ( z ; . u m + l ) ~ O  

por 30 além de s e  t e r  é c l a r o  que g i  ( z i , y )  = G ( y ) .  Dessa f o r  - 

ma v a l e  a i g u a l d a d e  

m+l e  p o r t a n t o  i  E m o  ( z i ) .  
Como z i  e  z; s ão  e l emen tos  q u a i s q u e r  em 2 ;  

m+ 1  e  i  é q u a l q u e r  em m o  ( z i )  s e  pode c o n c l u i r  que Vz '  E Z i  

'+' ( 1 ' )  é o  mesmo s u b c o n j u n t o  de m: . E s t e  c o n j u n t o  s e r á  
'"0 

'+' enquanto  que lia+' s e r á  e n t ã o  r e f e r e n c i a d o  por  m o  

Defina agora  f i + l  = A; - ( O p )  



m+l 

zn;+l = { z l z  = x + 1 a '  u com ( a i , . .  
j = 1  j j 

. 

E A i + l }  = { Z I Z  = Z '  U m + %+l .+I com z '  m E Z; e  

p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  F ~ + l ( z ~ )  . 

o  c o n f o r m e  f o i  v i s t o  z  E Z;+, rn ( z , y )  = m o  

a n t e s  e  f i n a l m e n t e  p a r a  p r o v a r  q u e  Z i + l  I A i n t e r i o r  de  um+1 = 

'm+l em Tm+l c o n s i d e r e  

z = z l + a  m m+l em Z m + l  com z '  em Z h .  m 

Como Zl;l G 3 6 '  > O I B 6 ( z m ) f 7  T h  G um e  f a z e n d o  

como < Fm+l (z;) s e  tem que  z  E C '  . R e p e t i n d o  o  r a c i o c i n i o  

m+ 1  já e f e t u a d o  a n t e r i o r m e n t e  como +i E m o  g i ( * , y )  E G ( Y )  em 
-- 
Bg(zA)  ' T i  e  g j ( z m  + F ; + l ( z i ) u m + l  P Y )  = G ( Y )  = g i ( z . y )  com 

z  E C '  e n t ã o  C ~ p ~ + ~  e  dado  que-.[C]' = T h + l  z E C's Como 

z  é q u a l q u e r  em Z m + l  c o m p l e t a - s e  a  e x t e n s ã o  d e  1 4  a  m + 1 .  

Tomando a g o r a  ( a l  , . . . .a,+l ) E A;+l s e  tem 



e f e t u a n d o  u m  desenvo lv imen to  ana lógo  ao r e a l i z a d o  na prova da 

a f i r m a ç ã o  4 - 3  que 

3 n '  IYn > n ' ,  x n  E S; - Cõ({x ,x  + f 
m+ 1 i = l  

-- 
a u i  j E 1 ,m+l I ) .  i  

Como é f á c i l  v e r  S i  - 6 ex tendendo-se  ass im também 15 
1 %+i 

e  completiando-se a p r o v a .  

Retomando a  demonst ração  do teorema 4  p r o  
-- 

pr i amen te  d i t o  s e j a  m E 1 , r  I :  

m Pelo lema 2 e x i s t e  Z & G T m n  Mo(y) z '  E Z &  m o ( x l  . Y )  = m o  e  
- 

como L i  E. Z m  o  lema 1 g a r a n t e  que u m + ,  e  uma d i r e ç ã o  v iave1  

+ z '  E z;. 
Além d i s s o ,  x E 7; e  d e s s e  modo lembrando 

da obse rvação  C do c a p 7 t u l o  11 :  

G 1 ( y , d )  = sup C max mi n 
x&MO(y) V E ' ~  i&mo ( X  , y )  



E s s a  ú l t i m a  i g u a l d a d e  v á l i d a  p o r  4 - 4  e p e l a  c o n d i ç ã o  4 - b  do 

t e o r  ema . 

Tomando n o v a m e n t e  2 9  v i  E rn; p o d e - s e  e s c r e -  

v e r  

F i n a l i z a n d o  como p o r  2 7  

e  a s s i m  s e  tem a  e x p r e s s ã o  3 5  é a  m a i o r  q u e  a  36 e  p o r t a n t o :  

G ( y , d )  2 e+ 



e n c e r r a n d o  a  prova .  

Observações:  -- 
A )  Da p r ó p r i a  demonst ração  do teorema 4 s e  

pode d e p r e n d e r  que dev ido  ao mapeamento mo não s e r  s e m i - c o n t i -  

nuo i n f e r i o r m e n t e  pode a c o n t e c e r  que nas cond iç6es  d e s s e  t e o r e  - 
ma Vh E E O , h l ]  s e  possa tomar xh E Mo(y+hd) com x h  -+ x e  

G 1 ( y , d )  > g 1 ( x , y , d )  L ma x I min 
v ~ C R ( x x  i ~ m ~ ( x , y )  

Um exemplo extremamente s i m p l e s  em que i s s o  

a c o n t e c e  é o  s e g u i n t e :  

Nesse c a s o  M o ( h )  = I -  y  1 +- I 0 1  quando h 4  

e  G 1 ( O , l )  = 2 > 1 = G(0,O) conforme pode s e r  v i s u a l i z a d o  na 

f i g u r a  4 .  
+ 
E i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que também da p r ó p r i a  

demonstração d o  teorema 3 quando a s  g i  são  côncavas s e  v e r i f i -  

ca que nas cond iç@es  d e s s e  teorema a  s i t u a ç ã o  d e s c r i t a  em 37 

não pode o c o r r e r .  



F i g u r a  4 

E e s s a  d i f e r e n ç a  p r i n c i p a l m e n t e  que a c a r r e  - 

t a  a maior g rau  de d i f i c u l d a d e  do teorema 4 .  

B )  Convém n o t a r  que s e  no exemplo 2 X f o r  

s u b s t i t u i d o  por  { ( x l  , x 2 )  1-6 < x < 6 e  O < x p  5 f ( x l ) l  c u j o  - 1 -  - 

complementar pode s e r  o b t i d o  pe la  união de q u a t r o  c o n j u n t o s  

convexos e  se  m a n t i v e r  a s  f u n ç õ e s  g i  que s ã o  côncavas e n t ã o  

p e l o s  mesmos motivos já i n d i c a d o s  na d i s c u s s ã o  do exemplo 2 

também não haverá  d e r i v a d a  a  d i r e i t a  pa ra  G .  P o r t a n t o  o  t e o r e  - 

ma 4 não f u n c i o n a  quando meramente se t r o c a  a  e x i g e n c i a  s o b r e  

a s  g i  de serem concavas  para  serem convexas em X .  



C )  E f á c i l  v e r  q u e  s e  o s  d o m í n i o s  d a s  f u n ç õ e s  

f e  f ' d a d a s  n o s  l e m a s  4 . 1  e  4 . 2 ,  f o r e m  r e d u z i d o s  c o n v e n i e n t e m e n  - 

t e  e l a s  podem s e r  f e i t a s  c o n t í n u a s .  E s s e  f a t o  e n t r e t a n t o  n ã o  t e m  

a  m e n o r  i m p o r t â n c i a  p a r a  a  d e m o n s t r a ç ã o  d o  t e o r e m a  4 .  

D )  S e  a s  c o n d i ç õ e s  e x i g i d a s  d a s  g i  n a  h i p ó t e  - 

s e  d o  t e o r e m a  4  f o r e m  s u b s t i  t u i d a s  p o r :  I1gi é c o n v e x a  Ji E l;R1', 

e n t ã o  e f e t u a n d o  um d e s e n v o l v i m e n t o  a n á l o g o  a o  u t i l i z a d o  n a  p r o v a  

d e s s e  t e o r e m a  e l e m b r a n d o  d o s  r e s u l t a d o s  e x p r e s s o s  n a  s e g u n d a  

p a r t e  d a  p r o p o s i ç ã o  2  e  no  l e m a  1  . 1  s e  t e r á  q u e :  

G '  ( y y d )  = s u p  { max C m i n  
x a M o ( y )  v e m  i a m 0 ( x , y )  



O P R O B L E M A  EM IR E O C A S O  ANALÍTICO - 

Se c p o s s i v e l  u t i l i z a r  a  e x p r e s s ã o  dada por  

G ' ( y  , d )  para s e  d e r i v a r  un id i  r e c i o n a l  mente a  função  de r e c o b r i  - 

mento de X ,  e n t a o  como f i c o u  c l a r o  na p ropos ição  2 a c h a r  G1(y,d) 

e q u i v a l e  a  maximizar  em x E Mo(y) e  v E CR(x,X) a s  d e r i v a d a s  

em O das funções  5 ( h )  = m i n  g i ( x  + h v ,  y i hd)  . 
X Y V  i  E- 

Nos c a s o s  i n d i c a d o s  no c a p r t u l o  a n t e r i o r  a  - 

c o n t e c i a  i s s o  mas em g e r a 1  não b a s t a  l e v a r  em c o n t a  apenas a s  

gx ,v  ( h )  em c u j a  e x p r e s s ã o  a s  g i  s ã o  ava l i a .das  apenas  em pontos 

que variam 1  inea rmen te  com h .  

Por exemplo,  quando X G R ,  a s  gi  s a t i s f a z e m  

à condição  de  desacoplamento  e  s u a s  r e s t r i ç õ e s  g i  ( *  , y )  ou pos - 

suem em t o d o s  os pontos de Mo(y) a  d e r i v a d a  de alguma ordem di - 

f e r e n t e  de z e r o  ou s ã o  i d e n t i c a m e n t e  n u l a s  a s  G 1 ( y y d )  e x i s t e m  

e  nem sempre s e r ã o  dadas por G ' ( y , d ) .  Na m a i o r i a  dos c a s o s  s e  - 

rã p r e c i s o  c o n s i d e r a r  não p ropr i amen te  as mas para u m  de x , v  - 

t e rminado  v a l o r  n a t u r a l  r n ,  a s  funções  de r ecobr imen to  de ( x  H 

m~ v i em y  + h d ,  onde de novo x E Mo(y) e  v E CR(S(;v. 

Esse  r e s u l t a d o  é e s t a b e l e c i d o  prec iSamente  

no d e c o r r e r  d e s t a  s e ç ã o ,  a  p a r t i r  de d o i s  c o n c e i t o s  que s ã o  de - 

f i n i d o s  i n i c i a l m e n t e .  Também é a p r e s e n t a d o  um exemplo na r e t a  

em que G não tem d e r i v a d a s  l a t e r a i s  pa ra  um dado y .  

Outra  consequênc ia  do f a t o  de s e r  p o s s ~ v e l  



a  i d e n t i f i c a ç ã o  e'  ( y , d )  - G1(y ,d )  é que  p e l o  menos p a r a  e f e i t o  

de  s e  d e t e r m i n a r  a s  d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  de s u a  f u n ç ã o  de  

r e c o b r i m e n t o , d a d a  uma t o l e r â n c i a  E q u a l q u e r ,  o  problema de s e  

c o b r i r  X é e q u i v a l e n t e  ao de  c o b r i r  com a s  mesmas g i  u m  segmen - 

t o  de  r e t a  com e x t r e m i d a d e  em u m  pon to  de Mo(y) .  

Novamente convém r e s s a l t a r  q u e ,  nem sempre  

i s s o  o c o r r e .  C o n s i d e r a n d o  o  c a s o  em que X = { X I S  . ( x )  < O ,  j E 
J - 

=I com a s  S j  a n a l í t i c a s  r e a i s  o  mesmo a c o n t e c e n d o  com a s  gi  

Se tem uma c l a s s e  ampla de p rob lemas  em que a s  G 1 ( y , d )  e x i s t e m  

mas onde g e r a l m e n t e  pa ra  o b t ê - l a s  é n e c e s s á r i o  compu ta r  a s  de - 

r i v a d a s  u n i d i  r e c i o n a i s  d a s  f u n ç õ e s  d e  r e c o b r i m e n t o  de c u r v a s  

p a r t i n d o  de M,(y) . 
Para  e s s a  c l a s s e  de  p rob lemas  quando XG iR 2 

é demons t r ada  a  v a l i d a d e  d e  uma e x p r e s s ã o  p a r a  G 1 ( y , d )  s i m i  - 

l a r  a q u e l a  a p r e s e n t a d a  p a r a  o  problema na r e t a .  Nessa demons - 

t r a ç ã o  s ã o  u t i l i z a d o s  e l e m e n t o s  da  t e o r i a  de  Pu i seux  p a r a  a  

c a r a c t e r i z a ç ã o  d o s  z e r o s  e  de uma função  a n a l í t i c a  de IRn em R .  

Ainda p a r a  c a r a c t e r i z a r  a  não  g e n e r a l i d a d e  

da e q u i v a l ê n c i a ,  nos t e rmos  jã i n d i c a d o s ,  e n t r e  s e  c o b r i r  X 

ou u m  segmento de r e t a  p a r t i n d o  de Mo(y) é dado u m  exemplo on - 

de Mo(y) = 1 x 1  E X e  a s  f u n ç o e s  de  r e c o b r i m e n t o  de  q u a l  q u e r  se - 

m i - r e t a  com o r igem em x tem d e r i v a d a  a  d i r e i t a  n e g a t i v a  enquan - 

t o  G 1 ( y , d )  > 0 .  

O o p e r a d o r  o  e  o  mapeamento q  r e l a c i o n a m  s e  - 

q u ê n c i a s  de  números r e a i s  c o n v e r g i n d o  a  z e r o  e  s e r ã o  r e p e t i d a s  



v e z e s  u t i  l i z a d o s  n e s t e  c a p y t u l o .  

D e f i n i ç õ e s  d e  o  e  q :  

Dadas  d u a s  s e q u ê n c i a s  d e  n ú m e r o s  r e a i s  ( a n )  

e  ( b , )  c o n v e r g i n d o  a  z e r o  s e  r e p r e s e n t a  p o r  o ( b n .  a n )  o  s u p  
S E I O  

. . 

o ( b n . a n )  
, b  ) s u b s e q u ê n c i a  d e  ( a n  , b n )  11 i m  b, / a, = R I .  ( a n R  n R  R R 

o  s õ  pode  t o m a r  v a l o r e s  n ã o  n e g a t i v o s  p o r q u e  a  e  b n  + O e  n. 
com r e l a ç ã o  a  q  convém o b s e r v a r  q u e  q ( a n  , b n )  p o d e  c o n t e r  o s  v a  - 

l o r e s  O e + como a c o n t e c e  n o s  c a s o s  q u e  s e  s e g u e m .  

N e s s e  c a s o  

o ( b n , a n )  = 2 p o i s  d a d o  E > O 

b n  - ---. -- -- l o g  e  f a z e n d o  

n E  = m s e  tem m + e  

b 1  
= l i m  l o g  n = => q ( b n , a n )  = {a}. l im  - 

a  2 
n 



Aqui o ( b  , a  ) = 1 porque -bL E > O n n 

Se no l u g a r  das  s e q u ê n c i a s  s e  t i v e s s e  duas 

funções  f ,  e  f 2 :  IRn + I R  para  um de te rminado  x  E lRn l i i m  f i ( x ) =  
x-tx 

= l i 3  f 2 ( x )  = O s e  pode deflo'nir ana logamente :  
x- tx  

o x ( f 2 . f 1 )  = sup  i s l m  ~ f 2 ( ~ ) / f l ( ~ ) S / = ~ ~  
S E P , ~ ]  x+X 

1 V . 2 .  U m  exemplo na Reta 

Não é verdade  que s e  possa  g a r a n t i r  a  e x i s  

t ê n c i a  de G 1 ( y , d )  s e  a s  g i (  - , y )  s ã o  d i f e r e n c i ã v e i s  nos pon tos  

de M,(y) a i n d a  que X s e j a  u m  i n t e r v a l o  na r e t a .  A e x i s t ê n c i a  

de G ' ( y , d )  pode depender  também de  haverem d e r i v a d a s  de ordem 

s u p e r i o r  das g, ( = , y )  nesses  p o n t o s .  

U m  exemplo que pode a j u d a r  a  e s c l a r e c e r  e s  - 

s a  q u e s t ã o  6 o  s e g u i n t e :  



Gráf i  co.  de G*: xsM0 (y )+G (y ) 

--- Gráf i cos de g2 ( ,y ) 

- a  -*- Adoçamento 

FIGURA 5 



Sejam como na f i g u r a  5 

I )  X = L-a,a] com a  > 0 .  

1 1 )  g l :  JR2 + R .  

d )  g i  é l i n e a r  em [TZ - ( 2 n + l )  , 2-2n I +n 

C o n s i d e r e  e n t ã o  o  problema de c o b r i r  X com 

g T  e  g 2 .  Tem-se l o g o  que :  

Além d i s s o , . c d m o :  pode s e r  o b s e r v a d o  na f i g u  - 
r a  5 Mo(y) permanece em 1 1 2 ' ~  e n q u a n t o  y  v a r i a  de  

C a l c u l a n d o  e n t ã o  p a r a  o s  v a l o r e s  ex t r emos  d e s s e s  i n t e r v a l  os 

s e  pode m o % t r a r  que  e l e  o s c i l a  e n t r e  112  e  1/(1 + ( 2 3 1 6 2 ) ~ )  

quando h + O não e x i s t i n d o  p o n t a n t o  1  i m i t e .  



d E f á c i l  v e r i f i c a r  que g i  e  d i f e r e n c i ã v e l  em 

O podendo s e  t io rnar  d i f e r e n c i á v e l  em t o d o s  os  p o n t o s  s e  os can - 

t o s  de  s e u  g r á f i c o  fo rem " a d o ç a d o s " .  Se i s s o  f o r  f e i t o  conve  - 
n i e n t e m e n t e ,  pode - se  g a r a n t i r  que H ( h )  não d e i x a  d e  o s c i l a r .  

Y ,d  
E s i m p l e s  v e r i f i c a r  que e s s a s  o s c i l a ç õ e s  acontecem po rque  g i ( O ) =  

= g i ( 0 , O )  = O e  g ;=g2(  * , O )  não tem d e r i v a d a  segunda  em O .  

IV-3.  Condições  p a r a  E x i s t i  r G' ( y , d )  quando 

XG R .  -- 

Condições  s u f i c i e n t e s  p a r a  que  G '  ( y , d )  e x i  - s  

t a  quan.do X G W s ã o  dadas  a  s e g u i r .  

E l a s  ex igem,  como j á  f o i  comentado ,  que  ha - 

j a  uma d e r i v a d a  q u a l q u e r  não n u l a  pa ra  a s  gi  a t i v a s  nos pon tos  

d e  Mo(y j .  A f i n a l i d a d e  d e s s a  e x i g ê n c i a  é supondo ( x n )  uma s e  

q u ê n c i a  q u a l q u e r  de  pon tos  em Mo(y + h n d )  c o n v e r g i n d o  p a r a  um 

pon to  x de Mo(y ) .  o b r i g a r  q u e  o s  v a l o r e s  de  q ( g i ( x n , y )  + G ( y ) ,  

x, - x)  i E m o ( x , y )  não s e j a m  nem z e r o  nem _+ ou e n t ã o  g a r a n  - 

t i r  que e x i s t e m  o s  1  i m i t e s  quando h ,  + O d o s  q u , o c i e n t e s  

Essa  s egunda  j u s t i f i c a t i v a  s e r á  me lho r  e s c l a r e c i d a  na o b s e r v a  - 

ção A a p ó s  o  t eorema 5 .  

S e  e x i s t i r  a  ja d e r i v a d a  d e  g i ( . , y )  em x 

j ( q u e  s e r á  n o t a d a  g i ( * , y )  ( x ) )  e n t ã o  a j i ( x )  r e p r e s e n t a r á  

gi  ( 0  , y . ) j ( x ) / j  ! D e f i n i n d o  a g o r a  v x  E Mo(y)  e i  E m o ( x , y ) :  



d 

e  de  f á c i l  v e r i f i c a ç ã o  que 

d 

e  f i n i t o  . a  
O ( x , y , i )  ,i ( x , y )  s e r á  e s c r i  t o  a b r e v i a d a m e n t e  a ( x , y , i )  . 

Teorema 5 :  - 

Sejam:  

b )  X Xoc R ,  X o  a b e r t o  

U c B ,  U a b e r t o ,  B e s p a ç o  de  Banach s o b r e  

o s  r e a i s  

c ) y ~ U  e d ~ B  

-- 
d )  g i :  X o  x U + R ,  i E 1 , K I  

1 ) E m  t o d o  x E Mo(y)  g i ( *  , y )  p o s s u i  a  d e r i v a  - 

da de  alguma ordem não n u l a  ou g i  : O,em 

X o *  

2) g i ( x , - ) ( y , d ) + 5 .  E X e  



q u a n d o  h + O u n i f o r m e m e n t e  em x .  

E n t ã o :  

o n d e :  

1 )  u ( v )  = v / l l v l l  s e  v  + O ,  u ( 0 )  = r e a l  qualquer  

2 )  J ( x y y y v )  = m i n  O ( x y i )  i E m o ( x , y )  e  s e  

O ( x , y , i )  < e n t ã o  a ( x , y , i ) . v  O ( X Y Y  

3 )  m ~ ( x , y , v )  = {i E m o ( x  , y )  l O ( x , y , i  ) ~ J ( x , y , v ) l  

P r o v a :  

N e s t a  d e m o n s t r a ç ã o  i' ( x  ,y , v )  r e p r e s e n t a r á  



Sejam mais uma vez 

G ( Y  + - qy) R -  = 1  ím H ( h )  = -- 
---- Y 3 d 
h +O h .  

e  ( h n )  uma s e q u ê n c i a  ] h n  > O W n ,  h ,  + O  e H  ( h , )  + R - .  Sejam 
Y Yd 

a i n d a ,  x  E Mo(y) V E CR(xYX) e  m = J ( x ~ Y , v ) .  Suponha i n i c i a l  - 

mente que m < rn. Eliminando e n t ã o  u m  numero f i n i t o  de termos de 

Cons ide re  e n t ã o  

Passando s e  n e c e s s á r i o  a  uma subsequênc ia  s e  pode s u p o r  i n = i i  

e  é c l a r o  que i '  E m O ( x Y y ) .  Assim s e  pode e s c r e v e r :  

si ' ( x  + n , j j . u ( v ) y ~ + h n d ) - G ( ~ )  
H(y + h d )  > , - 

Passando a o s  1 i m i t e s  fazendo uso de d . 2  e  

supondo que ,&x , y , i  ' ) < a vem: 



m 

1- > l im s i  + - \ I h , l v l ' * u ( v ) , y )  - G ( Y )  -- - 
- 

A f a t o r a ç ã o  no p r o d u t o  de d o i s  l i m i t e s  f o i  
d 

p o s s i v e l  porque por  d .1  o  p r i m e i r o  v a l e  a ( x , y , i l )  que  não e  

z e r o  nem i n f i n i t o  e  a s s im 2 pode s e r  e s c r i t a :  

1 
~ ( x Y Y Y ~ J  

l i m  h ,  m - 1 )  + g i ~ ( x Y * ) ' ( ~ ~ d )  ( 3 )  

Se i '  ,& m' ( x , y , v )  e n t ã o  pe la  p r ó p r i a  d e f i n i  - 

ção desse  c o n j u n t o  a ( x , y , i  ' ) ( a . u ( v ) )  O ( X , Y , ~ ' )  > 0  A& > 0  e  

O ( x , y , i i )  < m .  Nessas condições  o  p r i m e i r o  termo de 3 val e  

+ s e  e s t a b e l e c e n d o  uma c o n t r a d i ç ã o  uma vez que 1-  p e l o  t e o  - 

rema 1 e  g f  ( x Y m ) ' ( y , v )  s ã o  l i m i t a d o s .  P o r t a n t o  i '  E m ' ( x , y , v ) .  

Desse modo  s e  tem que ( 3 )  = ami . 1 v 1 .u ( v ) ~  + 

+ g ; ( x y * ) ( y y d )  s e  O ( x , y , i l )  f o r  m e  g i  ( x Y o ) ' ( y , d )  s e  O(x ,y  , 

i ' )  f o r  > m .  Mas n e s s e  Último c a s o  a m i l  = O também e  a s s im sem - 

pre  s e  tem: 



Se O ( x , y , i l )  = e n t ã o  de novo por d.1 

g i ,  ( x , y )  = G(y)  Vx E X o  e1 iminando-se o  p r i m e i r o  termo em 1 .  

Fazendo e n t ã o  h + 0 ,  como é c l a r o  que 

i '  E m , ( x , y , v ) ,  s e  f i c a  com: 

Imagine agora  que m = rn. S e j a  e n t ã o  

t e  tome um i n t e i r o  p o s i t i v o  p > m . Novamente t i r a n d o  um número 

f i n i t o  d e  termos s e  pode f a z e r  x + V E x e  r e p a r e  que 

s e  i '  E m0(x + v ,  y  i- h n d )  Vn o que pode s e r  assumido , 

e n t ã o  i E m O ( x y y )  e  O ( x , y , i t )  = porque s e  i s s o  não a c o n t e c e ,  

como m = a, O ( x , y , i l )  - < m + .  Nessas cond ições  e f e t u a n d o  um d e  

senvolv imento  aná logo ao que levou a  obtenção  d e  3 s e  consegue:  



onde a  p r i m e i r a  p a r c e l a  é d e  novo + o  que como j ã  f o i  v i s t o  , 

gera  u m  a b s u r d o .  Assim O ( x , y , i l )  = e  o u t r a  vez por  d .1  

g ( y )  = G(y) em X o .  Assim é s i m p l e s  ver  que 

P 
R -  > l i m  g i l ( x  + - \I V v ,  Y + h n d )  - 

min g i ( x y * ) ' ( ~ . d ) ( i l  E m ~ ( x , y , v ) )  = 
i ~ m J x , y , v )  

( 4 ) ,  ( 4 ' )  e  ( 4 " )  mostram que em q u a l q u e r  dos 

c a s o s  p o s s 7 v e i s  1- - > g l ( x , y , v ) .  Como x e  v s ã o  q u a i s q u e r  em 

Mo(y) e  C R ( x , X )  r e s p e c t i v a m e n t e  s e  $em 1- - > G 1 ( y ) .  

Sejam p o r  o u t r o  l a d o ,  

Cons ide re  também 

(x ; )  x,!, E Mo(y + h k d ) ,  x;l -+ x E M o ( y ) .  



P a s s a n d o  s e  n e c e s s á r i o  a  s u b s e q u ê n c i a s  p o d e - s e  p e n s a r  q u e  x;=x 

No p r i m e i r o  c a s o  s e  e s t a b e l e c e  com f a c i l i d a  
- 

m , ( x , ~ )  = m; ( X , Y , ~ )  s e  t e m  l o g o  q u e  

1' - G 1 ( y , d )  comp l  e t a n d o  a p r o v a .  

. I 

. x n  - x  
No o u t r o  c a s o  p o d e - s e  a s s u m i r  q u e  - +u.  

V a i  s e  v e r i f i c a r  a g o r a  q u e  o '  = o ( h n ,  x,', - x )  - < J ( x , Y , u ) .  Se 

i s s o  n ã o  a c o n t e c e  e n t ã o  J ( x , y , u )  < e  s e  p o d e  e s c o l h e r  

a  ( x , y , i l )  < 0 .  

Como s e  p o d e  a s s u m i r  q u e  

- 
p a r a  e s s e  i '  e  v e r d a d e  q u e :  



Quando h; - O s e  v e r i f i c a  q u e  a  p r i m e i r a  p a r  - 

c e l a  do l a d o  d i r e i t o  permanece l i m i t a d a  enquango os d o i s  t e rmos  

que  c o n s t i t u e m  a  s egunda  tendem a :  a '  < O e  + a ( o '  > J ( x , y , u ) ) .  

Se  obtém a s s i m  li = -a em c o n t r a d i ç ã o  com o  que  a f i r m a  o  t e o r e  - 

ma 1 .  P o r t a n t o  o '  - < J ( x , y , u ) .  ( 7 ) .  

U t i l i z a n d o  o  mesmo r a c i o c i n i o  s e  pode mos - 

t r a r  também que  não é p o s s í v e l  s e  t e r  o '  = J ( x , y , u )  < a e  ao 

mesmo tempo O E q '  = q ( h ; , / x A  - x l )  p o i s ; n e s s e  c a s o  i d e n t i f i c a n  

do xA com uma d e  s u a s  s u b s e q u ~ n c i a s  s e  p o d e r i a  f a z e r  

e  a s s i m  s e  t e r i a  que t o d o s  o s  ' l i m i t e s  do l a d o  d i r e i t o  6 c o n t i  - 

nua r i am o s  mesmos c h e g a n d o - s e  ao mesmo a b s u r d o :  L+ = -a.  

F e i t a s  e s s a s  c o n s t a t a ç õ e s ,  P,etoma-se a  prova 

p r o p r i a m e n t e  d i t a  e s c r e v e n d o  que e sempre  v e r d a d e  q u e :  

l' = i i m  H ( y , d ) ( h n )  = min { m ( g i ( x l ; ,  
i o m o ( x , y )  

y  + hkd) - ~ ( y ) / h , ' , }  2 m i n  
i emA(x , Y  , u )  



Suponha agora ou que o '  < J ( x , y , u )  < e  nes - 

s e  caso  r e p i t a  a  supos ição  r e a l i z a d a  em 5 ou  que o '  = J ( x , y , u ) <  

< e  E q '  i d e n t i f i c a n d o  e n t ã o  x n  com uma subsequênc ia  d e  f o r  - 

ma que ( h n / l x n  - x '  1°').- w .  

Nessas d u a s  s i t u a ç õ e s  vê-se  que: 

I ,  uma vez que - + O e  o  o u t r o  termo do p rodu to  per  

manece 1 i m i t a d o .  Mas 

( 9 )  = lim, { min a  
J ( x , y , t u )  , i  

t 
t3-0 i ~ m ~ ( x , y , t u )  

e  p o r t a n t o  s e  pode d i z e r  que -V- E > U 3 tl 



Imagine  a  s e g u i r  que  o '  = J ( x , y , u )  < a ,  

q ' .  Nesse  c a s o  s e  pode f a z e r  

( j á  f o i  m o s t r a d o  que s  não  pode s e r  0 ) .  Assim: 

U 
1 J ( x y y y u )  + g i ( x Y ' ) ' ( y , d ) }  = g t ( x , y ,  - u )  
s 

( 1 0 '  > 
F i n a l m e n t e  s e  J ( x , y , u )  = d e  novo p o r  d  . l  

1 0 ,  1 0 '  e  10"  podem s e r  e n g l o b a d o s  em uma 
d 

u n i c a  a f i r m a t i v a :  +E LE 0 1 x E Mo(y) e  V E C R ( X , X ) \ L +  - < 

< . ~ ' ( x , y , v )  + E e  p o r  c o n s e g u i n t e  - 



e+ - < s u p  I sup { g 1 ( x , y , v ) 1  
x&M0(y) V E C R ( X , X )  

f i  na1 i zando  a  demonst ração .  

U m  exemplo de apl  i c a ç ã o  do teorema 5 .  

- Exemplo: Sejam 

As gi ( - , O )  e s t ã o  r e p r e s e n t a d a s  na f i g u r a  6 .  

Todos os e1 ementos s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  

do teorema 9 e  assim pode-se e n c o n t r a r  G1. (O, l )  p e l a  e x p r e s s ã o  

a  p a r t i r  dos e1 ementos : 

M ( O )  = I 0 , 1 1  o 



J(O,O,O) = J ( l  , O , O )  = o .  

De posse  d e s s e s  e l emen tos  usando a  e x p r e s s ã o  

vem: 

( c a d a  u m  dos q u a t r o  termos co r responde  a  u m  v a l o r  d i f e r e n t e  de 

J )  i g u a l  a  

rnax { 2 ; 2 ; 1 ; 0 }  = 2 .  

Observacões : 

A )  Cons ide re  mais uma vez a s  s e q u ê n c i a s  

Passando s e  n e c e s s á r i o  a  uma subsequênc ia  po - 

d e - s e  s u p o r  que 



F i g u r a  6 -- 



Assim como 

gi  ( x n  .Y+hnd) - G ( Y )  
G t ( y , d )  = g i ( x Y * ) l ( y , d )  c l im -- 

e  o  numerador de t ende  p a r a  g . ( x , ~ ) ' ( y , d )  - g i ( x Y e ) ' ( y y d )  pa 
J - 

r a  que G t ( y , d )  e x i s t a  n e c e s s ã r i o  que h a j a  o  l i m i t e  em R de 

~ . ( x , Y Y )  J - G ( Y ) / ( ~ ~ ( x , Y Y )  - G ( y ) )  o  que pode s e r  a s s e g u r a d o  s e  

as gi s a t i s f i z e r e m  a  cond ição  d .  1  do teorema.  Pode-se e n t ã o  de 

c e r t a  forma j u s t i f i c a r  e s s a  cond ição  em termos de s e  p r o c u r a r  ga - 

r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  do l i m i t e  d e s s e  q u o c i e n t e  p e l a  aplicação da 

r e g r a  de L 'Hospi  t a l  . 

B )  E p o s s i v e l  m o s t r a r  também que nas condi - 

çÕes do teorema G 1 ( y , d )  pode s e r  dada p o r  um l i m i t e  quando E + O  

de uma e x p r e s s ã o  como a  dada por G 1 ( y , d )  d i f e r i n d o  apenas porque. 

s e  i r á  c o n d i d e r a r  pontos  em uma &-v iz inhança  de Mo(y) e  p a r a  

cada u m  d e s s e s  pontos ( x )  as  g i  que s ã o  a t i v a s  em e lemen tos  de 

M o ( Y )  ('7 B(xYE) .  



Formalmente e s s a  nova e x p r e s s ã o  5 a  s e g u i n t e :  

G 1 ( y , d )  = l i r n {  s u p  { max { min 
E + O  xsME(y) V E C R ( X , X )  i ~ m ~ ( x  , y )  

ag = 
1 

{ - ( x , ~ ) .  v + g ( x , * ) ' ( ~ ~ d ) H  onde : 

4-3  O Caso A n a l í t i c o  no R' 

Vai s e  a b o r d a r  agora  o  c a s o  em que a s  g i ( - , y )  

s ã o  funções  a n a l y t i c a s  em u m  a b e r t o  contendo X q u e ,  por  s u a  vez 

também é dado p o r  r e s t r i ç õ e s  a n a l i t i c a s .  

O o b j e t i v o  d e s t a  a p r e s e n t a ç ã o  é mais o  de  f o r  - 

necer  um exemplo d e  uma c l a s s e  r e l a t i v a m e n t e  v a s t a  de c a s o s  em 

que a  de te rminação  de  G 1 ( y , d )  não ê e q u i v a l e n t e  a  maximizar a s  

d e r i v a d a s  das  funções  de c o b e r t u r a  de segmentos de r e t a  v i á v e i s  

com e x t r e m i d a d e  em u m  ponto de Mo(y) .  Por e s s e  motivo s e  optou 

por  t r a t a r  o  problemas apenas no IR2 onde inegavelmente  o s  r e s u l  - 

t ados  podem s e r  demonstrados de forma menos t r a b a l h o s a .  E n t r e t a n  - 



t o  não  d i f r c i l  e x t e n d e r  e s s e s  r e s u l t a d o s  q u e  s e r ã o  e x p o s t o s  

a q u i  a  d i m e n s õ e s  m a i o r e s  u s a n d o  o  mesmo t i p o  d e  a p p r o a c h i n g  . 
L s s o  s e r á  m a t é r i a  d e  t r a b d l h o  q u e  s e  s e g u i r á  a  e s t e .  

4 . 3 . 1  - U m  C o n t r a - E x e m e l o  

C o n s i d e r e  

G x Y v ( y ) .  = max min  { g i ( x + h v , y )  1 
X { X + X V . X > O )  i ~ n  

e  s u p o n h a  q u e  X é t a 9  q u e  

?x E MO(y)  e v E CR(x ,X)  e x i s t a  G k y v ( y . d )  

p a r a  d a d o s  y  e d .  O e x e m p l o  a b a i x o  m o s t r a  q u e  nem s e m p r e  

a i n d a  q u e  Mo(y)  e s t e j a  em X .  

E x e m p l o :  S e j a m :  

a )  X uma v i z i n h a n ç a  d a  o r i g e m  como a  a p r e s e n  - 

t a d a  n a  f i g u r a  7 .  



F i g u r a  7 - 

- 
t s i m p l e s  v e r i f i c a r  que Mo(0) = U. Conside-  

rando i n i c i a l m e n t e  os segmentos que saem da o r igem,  a  e ~ c e ç ã o  

do h o r i z o n t a l  e  do v e r t i c a l ,  i s t o  é, fazendo x2  = k x l  ; k # O 

v a i  s e  o b t e r  que o o ( g i ( x ,  , k x l . O ) )  pa ra  i  = 1 , 2 , 3  v a l e  5 ,  2 e  2 

r e s p e c t i v a m e n t e .  O termo de  mais b a i x a  ordem com c o e f i c i e n t e  ne - 

2 g a t i v o  a p a r e c e r á  na e x p r e s s ã o  de g 3 ( x 1 , x 2 , 0 )  va lendo  - k x l  s e  

2 k > O ou de g 2 ( x l  ,x,,O) s e  k < O sendo e n t ã o  k x l .  t m  ambos os 

oasos  cons ide rando  d = 1 e  u t i l i z a n d o  o  teorema 5  s e  t e r á  f a  - 

zendo 

( v  = ( l , k ) ) , G ~ , v ( U , i )  = max {min{lO,kA-1,-kh} 
h>O - 

- - - 1 / 2 .  

Para o  segmento v e r t i c a l  v = ( O  ,a 1  ) )  s e  t e r á  

g i ( x l  , o , ü ) )  = O para  i = 1 , 2 , 3  e  



G '  ( 0 , l )  = min ( 1 0 ,  - 1 ,  0 )  = -1 
O Y V  

e n q u a n t o  q u e  p a r a  o  e i x o  d o s  x l ( v = ( +  - 1 , O ) )  o  t e o r e m a  5 i n d i c a r á  

- - - max {min { 1 0 ,  -1 + h , - Z X I }  s e  v = ( - 1  , O )  
3  X > O  

p a r a  v a l o r  d e  G '  . N e s s e  Ú l t i m o  c a s o  s e g u i n d o  a i n d a  a  n o t a ç ã o  
0 , v  

do t e o r e m a  5 s e  tem q u e  J ( O , O , f  1 )  = 3 .  

G '  ( O , )  = -1 também e  j u n t a n d o  t o d o s  o s  c a  
0 3 0  - 

s o s  s e  tem f i n a l m e n t e :  

max { G A y v ( O y l ) I  = - 1 1 2 .  

V €  IR 2 

C o n s i d e r e  a g o r a  

X 1  = { x l  E IR1 ( x l  > 312  i ; )  E X 

1  e  a s  f u n ç õ e s  g i :  IR + IR t a i s  q u e :  

I G1 ( y )  = max mi n g i  ( x  , y )  I .  
x&X1 i ~ n  

P e l o  t e o r e m a  5 

G i ( O y 1 )  = rnax { I 0  - A }  = 1 0 .  
X > O  

G i ( O y 1 )  é c l a r a m e n t e  - < G ' ( O y 1 )  mas como p e l a  p r o p o s i ç ã o  1  

G ' ( y )  L max g ' ( x , * ) ( y , d )  = 1 0  
i = 1  ,2,3 



s e  tem G i ( 0 , l )  = G 1 ( O , l )  = 1 0 .  

A d i f e r e n ç a  e n t r e  os d o i s  v a l o r e s  e n c o n t r a  - 

dos ( 1 0  e  - 1 / 2 )  pode s e r  e x p l i c a d a  da s e g u i n t e  forma.  A p a r t e  

hachurada na f i g u r a  7 r e p r e s e n t a  a  r e g i ã o  de X em que o  r e c o  - 

br imento  em y  = O cabe a  g ,  ( i s t o  é ,  e s s a  r e g i ã o  não pode s e r  

c o b e r t a  em y  = O apenas por g 2  e  g 3  sem que o  v a l o r  de G au - 

m e n t e ) .  E n t r e t a n t o  nenhum segmento de r e t a  pode a t i n g i r  U( = 

Mo(y))  s e  mantendo n e s s a  r e g i ã o .  Pode-se e n t ã o  d e n t r o  de um 

segmento ,  prõximo de TJ d i s p e n s a r  a  p a r t i  c ipação  de g ,  . Como 

e  as gi  s ã o  a n a l í t i c a s  o  mesmo pode s e r  f e i t o  pa ra  y  6 s u f i  

c i e n t e m e n t e  pequeno.  

- 
4 . 3 . 2 .  Sejam X ,  y ,  d ,  g i ;  i  E 1 , k ,  G como nas s e  - 

ções  a n t e r i o r e s :  

Dada uma função  a n a l i t i c a  

x = ( x ,  . x 2 )  E R 2 d e f i n a  

Consi d e r e  e n t ã o  



G ( x , s , m , f ) ( y )  = max 
x s  , f  ( R )  X 

Se X f o r  como sempre ,  compacto e  dado p o r  um 

número f i n i t o  de r e s t r i ç õ e s  a n a l i t i c a s  s  , j  E 1  ,L (mais  p r e c i -  
j 

samente 

{ s j ( x )  < O ,  j E TJl) e n t ã o  

s e r á  c o n s t i t u í d o  por  u m  número f i n i t o  de i n t e r v a l o s .  Caso con - 
-- 

t r ã r i o  e x i s t i r i a  j E 1 ,L e  uma s e q u ê n c i a  convergen te  X , I S  
j ' 

( A  ) <  0  -bLn o  que não é p o s s i v e l  @ x , s , m , f  ( '2n) 'O e s j * @ x , s y m , f  2n+l - 
- 

p o i s  S .  .@ e  a n a l i t i c a .  P o r t a n t o  X ( x , s , m , f )  s a t i s f a z  a  con 
J x ,~ , tn , f  X - 

d i ç ã o  a  do teorema 5 .  

Suponha a g o r a  que a s  gi ( t  , y )  também sejam 

a n a l i t i c a s .  Nesse caso  a s  g i ( m x Y s  , m , f  (= ) ,y ) t ambém o s e r ã o  e  s e  
-- 

a  cond ição  de desacoplamento  também f o r  s a t i s f e i t a  %i ,i E 1 , K .  

e n t ã o  t o d a s  as  e x i g ê n c i a s  desse  teorema s e r ã o  a t e n d i d a s .  Assim 

como G ( x , s , m , f ) ( y )  também pode s e r  e s c r i ' t a  

max min g i  ( @  
h & X X ( x , s , m , f )  i ~ n  x , s  , m , f  

( A >  Y Y  1 )  

s e  g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  de E ( x , s , m , f ) ' ( y , d ) .  



Vai s e r  mostrado a  s e g u i r  que as  G t ( y Y d )  

e x i s t e m  podendo s e r  exa tamente  e x p r e s s a s  p o r :  

onde 

Fo  = { f :  IR + I R  a n a l í t i c a s  e  I f ( 0 )  = O }  

Antes porém s e  deve  a p r e s e n t a r  uma p ropos ição  que p e r m i t i r á  d a r  

t r a t a m e n t o  a  c e r t o s  c a s o s  em que o  f a t o  de s e  t e r  que 3 h + 01 
n 

pode t r a z e r  di f i  cu l  dades .  

4 . 3 . 3 .  Teorema 6 

Sejam F :   IR^ + I R  a n a l i t i c a  e  uma s e q u ê n c i a  

( ( a n y  b , ) )  t a l  que :  



E n t ã o  6  > O e  f : ( - 6 ,  6 )  + I R  a n a l l t i c a  

com f ( 0 )  = O ,  m  E 3N e  uma s u b s e q u ê n c i a  

Uma c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d e s s e  f a t o  é q u e  

s e  p a r a  e s s a  mesma s u c e s s ã o  (" ,  b,) e x i s t e  o u t r a  f u n ç ã o  ana - 

1 i t i  ca 

F * :  IR' + IR t a l  q u e  

F * ( a n , b n ) / a k  + U Vk E Di e n t ã o  

P r o v a  : 
- 

Se F  é n u l a  a  p r o p o s i ç ã o  e x p r e s s a  em 1  e  

t r i v i a l  e  s e  uma s u b s e q u ê n c i a  ( a n  , b  ) I F ( a  ,b j = O 
R  "R 

htne e n t ã o  como F é a n a l i t i c a  e  b  /a + O o  t e o r e m a  d e  Puiseux 
"!. "R 

( v e r  t e o r e m a  A d o  A p ê n d i c e )  g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma f u n  - 
m  

ç ã o  f e  d e  um i n t e i r o  m  1 b n  = f (  Ja"R ) e n c e r r a n d o  a  de 
R  

mons t r a ç ã o .  

Se n ã o  e x i s t e  t a l  s u b s e q u ê n c i a  e n t ã o  

F ( a n , b n )  # O b e  s e  p o d e  s u p o r  s e  p r e c i s o  e l i m i n a n d o  t e r m o s  

que  F ( a n , b n )  > O ( o u  F ( a n , b n )  < O) -h. ~ l é m  d i s s o  p o d e  s e  ima  - 
d 

g i n a r  que  F ( a n , = )  e  n ã o - c r e s c e n t e  em b n  ( o u  n ã o - d e c r e s c e n t e  



em bn)  Wn. 

F e i t a s  e s s a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s e  tem t r ê s  pos - 

s i b i l i d a d e s :  

1  a )  e x i s t e  uma r a i z  b; de F ( a n , - ) / b n  > b n  e  

1 F ( a n .  O )  é d e c r e s c e n t e  em [ b n 9 b n ] .  

F igura  8 . 1 .  

b )  e x i s t e  pe lo  menos uma r a i z  de F i ( a n , * )  a  

2 - d i r e i t a  de b n  e  s e  b n  e  menor r a i z  de 

F 1 ( a n . - )  a  d i r e i t a  de b n  e n t ã o  D - c F ( a n ,  

F i g u r a  8 . 2 .  - 

c )  F ( a n y * )  d e c r e s c e  a  d i r e i t a  de b n  sem s e  

a n u l a r .  



F i a u r a  8 . 3 .  

Vai s e  m o s t r a r  i n i c i a l m e n t e  que o  c a s o  c  não 

pode s e  r e p e t i r  uma i n f i n i d a d e  de v e z e s .  Se i s s o  a c o n t e c e s s e  t o  

mando e n t ã o  uma cu rva  a n a l i t i c a  q u a l q u e r  b = S ( a )  com ? ( O )  > O 

s e  t e r á  que pa ra  n s u f i c i e n t e m e n t e  grande  b n  c t ' ( a n )  e  p o r t a n t o  

O c F ( a n ,  ? ( a n ) )  c F ( a n . b n ) .  Assim: 

e  como F e  ? s ã o  a n a l i t i c a s  F ( a n ,  T (a  ) )  = O .  Chega-se a s s im a  n 
uma c o n t r a d i ç ã o .  Procedendo de manei ra  i d ê n t i c a  s e  pode d e s c a r -  

t a r  também a s  h i p ó t e s e s  b i  + i  = 1  ,2  quando a  ou b ocorrerem 
n 

i n f i  n i  t amen te .  . . 

Assim s e  o  c a s o  b s e  r e p e t e  i n f i n i t a s  vezes 

pode-se tomar uma s u b s e q u ê n c i a  de b: convergindo a  um v a l o r  -não 
2 n e g a t i v o  b < Passando a  c o n s i d e r a r  apenas e s s a  subsequênc ia  

s e  tem q u e ,  como 



e x i s t e m  

2 2 2 -bá E R ,  F 1 ( a n . b n )  = U e  ( a n . b n )  + ( 0 , b  ) 

- 
f :  ( - 6  + R  também a n a l T t i c a ,  m  E iN 

e  uma s u b s e q u ê n c i a  

t a i s  q u e :  

p a r a  n  

d i  c e )  . 

t e m  q u e  

s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  ( v e r  d e  n o v o  t e o r e m a  A do a p ê n  - 

Como O F ( a n  , b L  ) ( F ( a  Y b  1 s e  - 
R  "R R  "'R 

1 /m - - Chame a g o r a  2 = a  , z n  - a, 'Irn e  d e f i n a  

E é a n a l í t i c a  p o r  s e r  c o m p o s i ç ã o  de a n a l í t i c a s  e  a l é m  d i s s o  s e  

t e m :  

E(Z, / 2 n a k  + O  Y ~ E  ùU e p a r a  
R  R  

I s s o  8 c ã r . r r e t a  q u e  E O e  d e s s e  modo 



2 O = E ( ?  ) = F ( a  , b ) e  a s s i m  p a s s a n d o  a  
nl n~ 

2 
( a  , b , b n  ) s e  c a i  no c a s o  a .  Pode-se  f i  

nX nl 
- 

X 

c a r  p o r t a n t o  a p e n a s  com o  c a s o  a .  

Assuma, e n t ã o ,  como j á  s e  v i u  s e r  possTve l  

1 f a z e r  que b: + b E [ O , m ) .  E f e t u a n d o  um r a c i o c í n i o  a n á l o g o  ao 

que s e  acabou  de r e a l i z a r  s e  pode c o n c l u i r  que 

3 f :  ( - A , & )  +IR a n a l T t i c a  e  u m  n a t u r a l  

1 e  p a r a  uma s u b s e q u e n c i a  de ( a , ,  b , ,  b n )  s e  tem 

Chame a g o r a  de  novo z  = a  1  / m  
e 'n - ' Im e  i m a g i n e  que  - uma 

1  s u b s e q u ê n c i a  de  ( a  , b  , b ) (qu-e s e r á  i d e n t i f i c a d a  com e l a  
"1 nl 

p a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o )  e  k o  E N t a l  que :  

o b r i g a t o r i a m e n t e  ), 



Defina en t ão :  

com M i n t e i r o  qualquer  > k o .  E f á c i l  observar  que a  p a r t i r  de 

u m  determinador  n 

Pela  p róp r i a  d e f i n i ç ã o  de b1 s e  tem que 
R 

e  p o r ;  consegu in te  



e  como F  e  f M  s ã o  a n a l i t i c a s  é v e r d a d e  mesmo q u e  F ( Z ~  , f  ( z  ) ) = O  
n, 

V n .  C h e g a - s e  a s s i m  a  uma c o n t r a d i ç ã o  com 5 .  P o r t a n t o  a  s u p o s i ç ã o  

e x p r e s s a  em 4 não  é v e r d a d e i r a  e  d e s s a  f o r m a :  

t e n d o - s e  a s s i m  j á  m o s t r a d o  a  p r i m e i r a  a f i r m a ç ã o .  

P r o c e d e n d o  a g o r a ,  d e  m a n e i r a  a n a l ó g a  p a r a  

F* e  ( a  , b  ) no l u g a r  d e  F  e  ( a ,  , b n )  r e s p e c t i v a m e n t e  p o d e - s e  
n~ 1 

m o s t r a r  que  e x i s t e m  

f * :  ( - & * , A * )  ;. R e  m* E # I  ~ * ( a ' / ~ * , f * ( a ' / ~ * ) : ) = ~  

P a r a  e s s a  s u b s e q u ê n c i a  s e  t e m :  



f * ( a 1 I m * )  b - b  1  
n r  - b n  n l i m  { (  r ) + (  r n r  ) > = O  

a  k a  k 

n r  

Como f ,  f *  e  a s  f u n ç õ e s  m e  m*-ésimas p o t ê n c i a  s ã o  a n a l y t i c a s  

vem que 

f* (wm)  = f ( w m * ) v w  E ( - 6 ' , 6 ' )  O U  s e j a  

Assim 

comple t ando - se  a p r o v a .  



S e  tem a g o r a  o s  e l e m e n t o s  n e c e s s ã r i o s  p a r a  

e n u n c i a r  e  d e m o n s t r a r  o  t eo r ema  a b a i x o :  

Teorema 7 : 

Se : 

2 a )  X o  a b e r t o  em IR , S j :  X o  + I R ;  j E 1,J 

f i n a l i t i c a s .  

b )  X = { x  E X O \ S j ( x )  - < O vj E E31 

c )  U a b e r t o  c_ B e s p a ç o  de Banach r e a l  

e )  g i :  X o  x U 1 I 
- 

1 .  g i  ( 0  , y )  e  a n a l í t i c a  e  

un i fo rmemen te  em x .  

Então  : 

~ ' ( y , d )  e  G ( y y d )  A - sup  { sup  
X E M ,  ( y )  S E { O  , I - 1  1 

m E  N 
f do 

P r o v a :  



x  E M o ( y ) ,  m E H ,  s  E 0 1 - 1  f :  ( - E ~ , E ~ )  + I R y  f E F o  q u a i  - s  

q u e r  n e s s e s  c o n j u n t o s .  P e l a s  d e f i n i ç õ e s  d e  ~ ( x , s , m , f )  e  

qx , s ,m , f  s e  t em q u e :  

G ( y  + h;d) - > max { m i n  

X E q ~ y ~  ,III~~ ( - c f Y c f )  n x ~ E ~ S R  

S u b t r a i n d o ,  d i v i d i n d o  p o r  h;l e  t o m a n d o  o s  1 %  

m i t e s  s e  f i c a  com: 

G ( x y s  , m , f ) ( y  + h i d )  - G ( x , s , m , f ) ( y )  
R -  > l i m  

A e x i s t ê n c i a  d e  G ( x , s  ,m , f ) '  ( y )  e s t á  a s s e g u r a d a  como f o i  m o s t r a  - 

d o  em 4 . 3 . 2 .  

Como x  ,s ,m e  f s ã o  q u a i s q u e r  em Mo, (y )  , 

{0 ,1  ,-I}, H e  F o  r e s p e c t i v a m e n t e  s e  t em o  mesmo q u e :  



R- - > G 1 ( y Y d )  = s u p  C s u p  
x&MO(y)  BE IN 

I s e I O , l  3-1 I >  
f e f o  

P a r a  c o m p l e t a r  a  p rova  r e s t a  m o s t r a r  

G ( Y  + hd)  - G ( Y )  que s e  1' = l i m  -- e n t ã o  e+ < ~ ' ( y ~ d )  
h 

- 
h+O 

( 3 ) .  

Suponha i n i c i a l m e n t e  que o ( h n y / l  zn l l  ) < 1  . 

Nesse c a s o  como o ( g i  ( x ,  , y )  - G ( y ) ,  1 1  z n  1 1  ) > 1  * E m o ( Y ~ Y )  s e  

tem p a s s a n d o  s e  n e c e s s á r i o  a  c o n s i d e r a r  somente  uma s u b s e q u ê n -  

c i  a  que 

e  p o r t a n t o  

g i (xnYY)  - G ( Y )  
l i m  ( min I --- - + 

i mo ( Y , Y )  

g i ( x n . ~  + h,') - g i ( x n Y y )  
- ) > )  = m i n  

h n  i  s m o ( L y )  



d 

= g ( x , * ) ' ( y , d )  = G ( x . O . O f , m ) ' ( y , d )  p a r a  m q u a l q u e r  ( o f  e a  

f u n s ã o  i d e n t i c a m e n t e  n u l a )  e  a s s im  X' - < G(x,O,Of , m )  ' ( y , d )  . 
Comple t a - s e  p a r a  e s s e  c a s o  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

O mesmo p r o c e d i m e n t o  s e  a p l i c a  s e  J i  E m o  
('K,y) g  ( y )  é c o n s t a n t e .  

Imagine  a g o r a  que o ( h n ,  1 z  ) 1  e  que 

e x i s t a  i  E m o ( Y y y )  t a l  que  g i ( - , y )  não  O c o n s t a n t e  ( 6 ) -  

Então  s e  n e c e s s á r i o  p a s s a n d o  a  uma s u b s e q u ê n c i a  d e  zn  s e  pg 

é l i m i t a d o  ( 9 )  ou q ( z n y l  , z n Y 2 )  é l i m i t a  - 

do ( 1 0 ) .  

C )  ' n , l  > O e Z n y 2  > O Yn ( 1 1 )  ou . q u  a1 - 

q u e r  uma d a s  o u t r a s  p o s s i  bi 1  i d a d e s  em 

que  o  s i n a l  de z, , ,  - z é c o n s t a n t e .  n 2 

C o n s i d e r e  a g o r a  que oco r r em a s  p r i m e i r a s  h i  

p ó t e s e s  d e  cada  Ttem ( 7  ou 9 e  1 1 )  e  que  pa s sando  s e  houver  

n e c e s s i d a d e  também a  uma s u b s e q u ê n c i a  d e  ( x n  , h n )  e x i s t a m  f & F 0 ,  

m E iN e  ( h ; l ) l h n  > O ,  h; + O t a i s  que Yi E m (x.'y) 
O 



( 1 3 )  

Nesse c a s o  s e  t e r á :  

g i ( x n , Y )  - G ( Y )  + R = min { l im ( 4- 

= min {l im 

+ g i ( Y y * ) ' ( y , d )  = l im ( min { ( h i  (X1 + 
i mo ( x  , y )  

Fazendo e n t ã o  X = m~~ e  l evando  em 

c o n t a  13 pode-se c o n s t a t a r  que ( 1 4 )  - < 



P o r t a n t o  p a r a  c o m p l e t a r  a  p r o v a  d o  c a s o  q u e  

s e  e s t á  t r a t a n d o  b a s t a  m o s t r a r  q u e  e x i s t e m  uma s u b s e q u ê n c i a  d e  

( x n . h n ) ,  f E F o ,  m EIN e  (h;) como i n d i c a d a  s a t i s f a z e n d o  1 2  e  

1 3 .  

E l ó g i c o  q u e  s e  p r e c i s a  c o n s i d e r a r  em 1 2  

a p e n a s  a s  g i  ( - , y ) ,  i E m (2,y) q u e  n ã o  s ã o  c o n s t a n t e s .  Chame o  

e n t ã o  o  c o n j u n t o  de  i n d i c e s  d e s s a s  g i ,  q u e  e s t á  s e n d o  s u p o s t o  

n ã o  v a z i o ,  d e  i i i o ( Y y y ) .  
7  39 

Assuma a g o r a  q u e  1  - < o ( h , , ~ ~ , ~ )  = o ( h n ,  

z n l l )  < m. C o n s i d e r a n d o  e s t a  h i p ó t e s e  s e  v a i  d e s e n v o l v e r  u m  p r o  - 

c e s s o  d e  o b t e n ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  a c i m a  com a s  p r o p r i e d a d e s  d e s e  - 

j a d a s .  E s s e  p r o c e s s o  s e  a p o i a  numa s é r i e  d e  . f a t o s  q u e  e s t ã o  

r e u n i d o s  n a  a f i r m a ç ã o  s e g u i n t e :  

A f i r m a ç ã o  7 . 1 :  

Se j am x = ( x l ,  x2)  E I R ~ ,  E > 0 ,  F :  B E (X)+IR  

a n a l i  t r c a  e x p r e s s a  p o r  

e  uma s e q u ê n c i a  

s  i i m  1 Bn/an I = -bis 



S e j a  a i n d a  

E n t ã o ,  

A min rn + p . 5  - - 

s u j e i t o  a :  a  7' 0 ;  m,p E IN 
mP 
- - 

e  também: V = V ( F , Y , o )  0 - { m , p ) l m  + p õ  = v ,  

F ( T  + ( a n Y 6 , ) ) - F ( x )  
A )  Se =,, l i m  = a  

m i  p '  m ' p '  

'n 

- 
o n d e  m' + õ p i  = v  e  p '  = m a x  { p }  e  

( m y p )  EV 
- 

1 6 > 01v6 E ( 0 , 6 )  s e  6, e  s u b s t i t u i d o  

O-' em 1 6  o  r e s u l t a d o  a i  i n d i c a d o  P o r  a, 

c o n t i n u a  v á l i d o .  

F ( K  + ( a n  , p n )  ) - F ( T )  
B )  Se q = O ,  l i m  = a  

m *  p* m*p* 

a n  'n 

- 
o n d e  m* + õ p* = v  e  p* = min -{pI e  

( ~ Y P ) E ~  

1 6 '  > O / % %  E ( 0 , 6 ' )  s e  pn é s u b s t i t u í -  
- 

em 1 7  o  r e s u l t a d o  a 7  i n d i c a  d o  p o r  an - 

d o  c o n t i n u a  v a l e n d o .  



C )  Se O < e  õ B Q e n t ã o  possu i  um 
- 

ún ico  e l emen to  a- - qP e  q ( F ( Y  + ( a n , @ , ) ) ,  
m P 

- - 
a,) = {a- - q P 1 .  Se t e r á  a i n d a  que 

m P 

Prova:  

U m  r e s u l t a d o  conhecido  g a r a n t e  que 

(Ver Lima l 8  1 página  ) .  

O mesmo s e  d á ,  é c l a r o ,  s e  n é s u b s t i t u ~ d o  

por  r E IR. Assim fazendo  r  = 7 s e  tem que 

F ( X  + ( a n , ' , ) )  - F ( X )  
l i m  = l im  

a m' p '  
n 'n 

p o i s  



p  a m '  + 0 .  a , )  e  p o r t a n t o  an B n  / 

Assim como em 1 9  s e  t e m  u m  s o m a t õ r i o  f i n i t o  

vem q u e :  

( 1 9 )  = l i m  1 - a  m p '  ( 2 0 )  a B; I an 8, 
(m Y P  > & V  m P  n  

Suponha  a g o r a  q u e  ( m H , p " )  E V com p"  < p ' .  

Nesse  c a s o  como m '  - m" = o ( p "  - p ' )  s e  v e r i f i c a  q u e  

P e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  p '  s e  o b t é m  q u e  ( 2 0 )  = a m l p l .  

+ 
S e j a  a g o r a  v  = min { V  > VI 3 ( m , p )  E I N ~  I 

i 
m + o p = v  e a  # O } .  F a ç a  a g o r a  6 = ( 1  - v / v + )  Õ. N e s s e  

m ' p  
c a s o  s e  m,p s ã o  t a i s  q u e  a  # O e m i õ p > v e O < 6 < 6  s e  

m 3 P  

tem q u e  

Além d i s s o  s e  ( m , p )  E Ü e  p  < p '  e n t ã o  



Desse modo  u s a n d o  1 8  o u t r a  v e z ,  2 1  e 2 2  s e  

tem q u e  

a  m l + ( o - 6 ) p '  m l p l  an + d a , )  o n d e  

o ( p ( a n ) ,  a n )  > m '  + ( o - 6 ) p '  e a s s i m  

c o m p l e t a n d o  a  p r o v a  d o  item A .  

A d e m o n s t r a ç ã o  d e  q u e  1 7  6 v ã l i d o  s o b  a  h i -  

p ó t e s e  d o  i t em B e a  d o  i t e m  A l e v a n d o  em c o n t a  a g o r a  q u e  c= O 

e a  d e f i n i ç ã o  d e  p* .  P a r a  m o s t r a r  q u e  

p o d e  s e r  s u b s t i t u í d o  p o r  an 
+ em 1 7  b a s t a  f a z e r  6 = ( v  - v ) / p *  

se  p* # O .  E m  c a s o  c o n t r á r i o  f a ç a  F = rn. S e  t e r á  e n t ã o  q u e  s e  

m + o p > v  e 6 < 6  e n t ã o  

+ + 
m + ( 0 + 6 )  p  > V = V + ( V  - V )  p* > v  + 6p*=  

P * 

= m* + (5 + 6 )  p* ( 2 3  

Além d i s s o ,  s e  ( m , p )  E V  e p  > p* e n t ã o  



2 3  e  24 pèrmitem chegar  ao r e s u l t a d o  p r e t e n d i d o  r e p e t i n d o  r a c i o  - 

c i n i o  usado no caso  a n t e r i o r .  

Se õ f Q e n t ã o  # (v) = 1 p o i s  s e  e x i s t e m  

1 1  1  2 1 
(m , p  ) e  ( m 2 , p 2 )  E V com p 2  # p e n t ã o  õ = - s e r i a  r a  - 

2 
P - P  

1  

c i  onal  . 
Repet indo e n t ã o  o  r a t i o c f n i o  j á  e f e t u a d o  na 

demonst ração  do i t em A e  que levou a  obtenção  da i g u a l d a d e  2 0  

s e  tem imed ia t amen te  que:  

- 
Se O < 191 < e n t ã o  a- qP f O ou e  p o r t a n t o  q(F(F +(a , ,  

m P 
B n ) )  - F(F) ,  an  ) é i g u a l  a  e s s e  v a l o r .  Fazendo e n t ã o  

e  r e p e t i n d o  os  r a c i o c i n i o s  que levaram a  ob tenção  de 21 ou 2 3  

conforme 6 s e j a  - < O ou - > O s e  tem que s e  

O a l g o r i t m o  I a p r e s e n t a d o  a  segu i  r 6 uma 



f o r m a l i z a ç ã o  d o  p r o c e s s o  m e n c i o n a d o  p a r a  t r a t a r  d o  c a s o  em q u e  

1 < o ( h n Y z  - n  J 
Nesse  a l g o r i t m o  e  no  r e s t a n t e  d e s s a  p r o v a  

~ ~ ( 2 )  s e r á  uma b o l a  a b e r t a  i n t e i ~ r a m e n t e  c o n t i d a  em X o  e  s e  con  

s ide ra rã  g i ( x + ( ~ 1 y z 2 ) y y )  = a  ( x y y y i )  z'; z i  V(z1 ,z2)  ,BE(O) .  
m,P mP 

A l g o r i t m o  I :  - 

P a s s o  O :  I d e n t i f i q u e  ( z n Y l y  h,) com uma s u b s e q u ê n c i a  d e l a  d e  

f o r m a  que  s e  t e n h a  

l i m  I h n / z  I = m - b l s  > Ô = - n 0 ( h n y z n y l )  

e  q u e  q ( h n  . z n l )  = {ql. F a ç a  a i n d a  

z O  = z  y z O  - z O  o  
n J n ,2 n - ( Z n y l y  n , ~ ) > ~ m ~  ( i )  = a  ( 2 , y Y i )  

m P  

R  P a s s o  1 :  I d e n t i f i q u e  z n  = ( z n Y l  Z n y z  ) com uma s u b s e q u ê n c i a  

d e l a  de f o r m a  q u e  s e  t e n h a  

R 
q ( z n y 2 '  Z n y $  = mRl IR.  

R Chame a i n d a  de Õl a  o ( z n  y 2 ,  ~ n , l ) '  

Se qR =.. ( 2 5 ) ,  qR = O ( 2 6 )  ou O <lqRl < e  



- - 
OR 

t Q ( 2 7 )  p a r e  i n d i c a n d o  zRy q R y  que 

Se nenhuma d e s s a s  c o n d i ç õ e s  s e  v e r i f i c a  vá pa ra  o  

p a s s o  2 .  - 
R  + 1 R  - OR Passo  2 :  Faça z 2  = z2 - qR z l  ( 3 0 )  y Z 

R+1 C+1 ) 
= ( z l  , z 2  e 

s e j a  

Além d i s s o  sejam 

Faça 



i n d i c a n d o  30 e  3 1 .  Caso c o n t r á r i o  f a ç a  R = R+1 e  v01 - 

t e  p a r a  o  p a s s o  1 .  

Observação  C :  

P a r a  comprovar  que o  a l g o r i t m o  dado t e r m i n a  

em u m  número f i n i t o  de  i t e r a ç õ e s  convém c o n s t a t a r  o  s e g u i n t e  f a  - 
- 

t o :  Se ÕR E Q ,  O < 1 %  I < - - 
e se " i  ,R - V ( ~ ~ , ~ ( * ~ Y ) .  X ,  0, 1 

R 
e " i , ~  = { ( m , p )  E H 1 amp ( i )  # O e  m + ERp = v i  , R )  e n t ã o  e  

s i m p l e s  v e r i f i c a r  que 

como a c o n t e c e  p a r a  o s  i  E IR po r  32 e n t ã o  a  "l ( i ) + O .  E m  
'i , e y o  

c a s o  c o n t r á r i o  e s s e  t e rmo é n u l o .  

P a r a  m o s t r a r  que a s  saTdas  do  a l g o r i t m o  I  

p o s s i b i l i t a m  e n c o n t r a r  os e l e m e n t o s  r e q u e r i d o s  é p r e c i s o  o b s e r  - 

v a r  a i n d a  o  r e s u l t a d o  a  s e g u i r .  E l e  m o s t r a r á  como s a t i s f a z e r  a  

c o n d i ç ã o  1 3 .  

Afi rmação 7 . 2 :  

Sejam ~ ( x )  = { j l S . ( Y )  = O ) ,  X como no enun-  
J 

c i a d o  do t e o r e m a  e  conforme a  t e o r i a  de P u i s e u x ,  ( v e r  t e o r e m a  

A do a p ê n d i c e )  E j k  > O ,  m i k :  [ O ,  c j k ]  +IR a n a l i t i c a  e  



a s  c u r v a s  t a i s  que 

Sejam também u r y  r E 0,R-1 i n t e i r o s  p o s i  ' r y  - 

t i v o s  t a i s  que  

- 
R l / i j k e  l / m j k  R - 1  O r  

' j k  ('1 = m j k  ( z l  1 - 1 qr Z 1  r=O 

( 3 3 )  

Faça  e n t ã o  Õ j k R  - - ( z  l" jk1)  1  Z l )  e  R 

R 1  / m j  ke - - 
j k R  = d o j k  ( z l  ) ,  z l )  e  d e f i n a  Õ e  = max {o jke l :o jk r<  ERl 

E +  - - 
R - m i n  { o ~ ~ ~ ~ Õ ~ ~ ~  > 1 .  Nes sa s  c o n d i ç õ e s :  

A )  Se I q R /  = e n t ã o  

B )  Se qR = O e n t ã o  







L  Como O < z ~ , , ~  < 'n como qL := m p o i s  se e s t á  

s u p o n d o  z  R  ecomo mo n y 2  

se t em a i n d a  q u e  

P o r  o u t r o  l a d o  como wn z  'R-6 
n -1  

J u n t a n d o  40 e  41 e c o m p a r a n d o  com a  d e f i n i ç ã o  d e  6; s e  c h e g a r  

a  um a b s u r d o .  P o r t a n t o  a  a f i r m a ç ã o  d a d a  em A é v e r d a d e i r a .  

Assuma a g o r a  q u e  B é f a l s a .  S e  i s s o  a c o n t e  - 

c e  e n t ã o  d e  fomma a n á l o g a  a  v e r i f i c a d a  no  c a s o  a n t e r i o r  

I s s o  a c a r r e t a  d e v i d o  a  39 q u e  p a s s a n d o  s e  

p r e c i s o  a  uma s u b s e q u ê n c i a  s e  pode  t e r  q u e  



P o r  o u t r o  l a d o  como w n  > z  < o  4- n y l  ' O j k l  - R  
6 c 5; ( 4 3 )  o  q u e  é a b s u r d o  e  p o r t a n t o  a  a f i r m a ç ã o  d o  ? t e m  B 
- 
e  v e r d a d e i r a .  

P a r a  d e m o n s t r a r  o  Ttem C b a s t a  l e m b r a r  q u e  

W j  E T;J, Vk E T;KT e-& o j k R  
J 

é r a c i o n a l  e  p o r t a n t o  ÕR # o j k R .  

j e  +k E E. 
E f e t u a n d o  e n t ã o  o s  mesmos r a c i o c x i n i o s  q u e  

l e v a r a m  a  o b t e n ç ã o  d e  40  e  41 no t r a t a m e n t o  d o  c a s o  A s e  6 > O 

e  d e  42  e  4 3  na p r o v a  B s e  6 > O s e  o b t e r á  a  a f i r m a ç ã o  e x p r e s -  

F i n a l m e n t e  i m a g i n e  q u e  como i n d i c a d o  no  item 

I s s o  é' e q u i v a l e n t e  a  d i z e r  q u e  e x i s t e  

N e s s e  c a s o  como 

s e  t em d e f i n i n d o  



-L + 1  w n  = m i n  { z 2  ~ i + z y  E [7y1 , $r; 1 

e  passando s e  p r e c i s o  a  s u b s e q u ê n c i a s  que 

Como 

s e  tem que 

e  a s s im para  e s s e s  j '  e  k '  s e  tem que 37 e  38 s ã o  s a t i s f e i t o s  

por  44 e  43 r e s p e c t i v a m e n t e .  

P a s s a - s e  agora  a  a n a l i s a r  cada  uma d a s  s a ?  - 

d a s  do a l g o r i  tmo I .  

Cons idere  e n t ã o  i n i c i a l m e n t e  que o  a1 g o r i  - t 

mo p a r a  em um dado e s t á g i o  R porque qL = 

Nesse c a s o  -bli em Ko(X,y)  p e l o  ?tem A da 

a f i rmação  7 .1  s e  t e r á  que 

y R  l im = a , , ( i )  onde 
" i  P i '  m i  p i  z  n , i  (Z:,Z) 





y i  E i o ( k , y )  e  E ( O . X i )  

Defin,a agora  

R A T = {ti U + t o ( z n Y 2 ,  z ) = o ,  u > O ,  n - 

e  f a ç a  y = sup  { t }  s e  T # 4 e  y = O em caso  c o n t r á r i o .  Faça 
t ET 

a i  nda 

6' = min{(ml + CRp; - õ ) / p ; ,  i  E iiio(Y,y) I 

e  se y # O ob tenha  

Se y = O f a ç a  6- = r n .  

s e j a - t a m b é m  Õ e  como e s t a b e l e c i d o  no i t e m  A 

da a f i rmação  7 . 2 .  

Escolha e n t ã o  8 p o s i t i v o  e  I 

(47  

e  ÕR - 6 s e j a  r a c i o n a 1  (48) e sejam +r E p r  e  r i r  i n t e i r o s  



p o s i t i v o s ,  t a i s  que õ = y r f q r  r i r r e d u t T y e 1  ( 4 9 )  +r E 0,R-1 e  
- 
Oe - 6 = p l / 9 *  Tomando e n t ã o  m = m.m.c. { v r ,  r E ml ( 5 0 )  e  

s e  s a t i s f a z  1 3  p o r  47  e  p e l o  ytem A d a  a f i r m a ç ã o  7 . 2 .  

P a r a  que  12 também s e  v e r i f i q u e  d e v e - s e  f a  - 

z e r  

P a r a  m o s t r a r  que e s s a  e s c o l h a  p a r a  h; é a d e  - 

quada  o b s e r v e  i n i c i a l m e n t e  que 

p o i s  S < 6- e  q1 = Além d i s s o  como h E i i i o ( k Y y )  s e  tem que 

= g i ( X  + ( z ~ , ~  , f ( z A ( ? ) ) , y )  e  p o r  4 5 ,  53 e  54 

p a r a  que  os  f,m e  ( h ; )  i n d i c a d o s  s a t i s f a ç a m  12 b a s t a  v e r i f i c a r  

s e  vi E i o ( X , y )  



m' + p ; ( z R - 6 )  
z i  z 

n ;  = lirn n , l  = l im  = l - ~  
h ' h i  

n n 

( 5 5 )  

Com e s s e  o b j e t i v o  v i  E i o ( y , y )  compare  

m /  + o p /  com Ô e  p; com y .  

S e r ã o  o b t i d o s  a s s i m  os s e g u i n t e s  c a s o s  p o s s T v e i s :  

A )  m; + ÕRp; > 6 e  p o r t a n t o  i i i  = O 

B )  m /  + õ p '  = Ô e  p ;  < y .  Nesse  c a s o  p e l a  R i  

d e f i n i  ção d e  *( e  como = m :  9 = O 

- 
C )  m /  t õ p '  = o ,  p /  = y R i  

' > y .  Nes sa s  c o n d i ç õ e s  D )  m /  + ÕRp; = o ,  pi  

- por  a n a l o g i a  a o  q u e  s e . d á  em B :  n i  - w .  

E )  m;  + ÕRpi < Ô e  p o r t a n t o  i I i  = 

Imag ine  e n t ã o  que o c o r r e  a  p o s s i b i l i d a d e  A .  

Nesse  c a s o  s e  tem q u e :  

t 
p o i s  6 < 6 . A s s i m i i /  = O = ii i ' 

De forma  a n á l o g a  no c a s o  E s e  tem 

I - 
o ( h n , ~ , , ~ )  = - 6y > m i  + pi  oR p o i s  6 < 6 -  



No c a s o  B s e  tem 

I - o ( h ~ , z n Y l )  = o  - 6y = m; + pi oL - 6y < m; + 

+ p / ( %  - 6 )  e  d e s s e  modo n;  = O = n i .  

O c a s o  D é i d ê n t i c o  ao  B t r o c a n d o - s e  apenas  

o  s i n a l  da  Ü l t i m a  d e s i g u a l d a d e  p a r a  > e  p o r t a n t o  n ;  = = n i  . 
Na p o s s i b i l i d a d e  C s e  tem que 

t e r m i n a n d o  a s s i m  a p rova  de  que  12 também é v á l i d a  p a r a  o s  e l e  - 

mentes i t i d i c a d o s .  

O t r a t a m e n t o  do c a s o  em que  o  a l g o r i t m o  pa 
r a  porque  ql = O pode s e r  f e i t o  de forma i n t e i r a m e n t e  a n ã l o g a  a  

do que s e  acabou de e s t u d a r .  Se o b t e r á  e n t ã o  com a u x i l i o  dos  
d 

i t e n s  B das  a f i r m a ç õ e s  7 .1  e  7 . 2  que 12 e 1 3  pode rão  s e r  a t e n -  

d i d a s  s e :  

a )  m = m.m.c. { r E 1 onde :  

u r y  "r i n t e i r o s  p o s i t i v o s  ( 5 6 )  1 : 

-I- - 
6 p o s i t i v o 1 6  > min{õ; - ÕL, 6 , 6  ,Ai; 

i E i o ( X y y ) 1  e  iil + 6 s e j a  r a c i o n a l  , 



-+ 
OR 

como d e f i n i d o  no i t e m  B da  a f i r m a ç ã o  

s o  c o n t r á r i o ,  

6- = min{ ( 6 - ( m r  + Õ R p i ) ) / p r ,  i  E k o ( X , y )  I 

y = i n f  { t )  s e  T # , T como d e f i n i d o  
t ET 

em 4 6 ,  

R 
y = 010 ( z n y 2 . 3  Z n , $  s e  T = O 

- - R ( i )  -hji em ( O y 6 7 ) .  amlPi 

Se o  a l g o r i  tmo t e r m i n a  porque  O < < e  
- 
OR 

g! Q e n t ã o  p e l o s  ; t e n s  C da s  a f i r m a ç õ e s  7 . 1  e  7 .2  s e  tem que 



que e x i s t e  

l i m  

S e j a  a g o r a  ( f i , p )  a  Única  s o l u ç ã o  i n t e i r a ,  s e  

h o u v e r ,  de m + p ÕR = o .  

Faça  e n t ã o  s e  p e s t i v e r  d e f i n i d o  f a ç a  



- 
m i  + ?il P i  > Ôl 

+ em c a s o  c o n t r á r i o  f a ç a  6 = S e j a .  a i n d a  

+ - E s c o l h a  e n t ã o  6 e n t r e  O e  minC6 ,ti ,8l d e  

forma que Õl + 6 E Q .  Sejam novamente  r e  l i r ;  r E õ;e como 

d e f i n i d o s  em 5 6 ,  57 e  5 8 ,  m = m.m.c. , r E e  

Faça também h,!, = h ,  z ~ , ~  6 P  s e  e s t i v e r  d e f i n i d o  e  h; = h ,  em c a  - 

s o  c o n t r á r i o .  E l ó g i c o  que  h,!, > O e  hl;  -+ O e  com e s s e s  rn, f  e  

( h ; )  s e  t em,  p o r  5 9 ,  que  1 3  é s a t i s f e i t a .  Para  v e r i f i c a r  que 

12 também é a t e n d i d a ,  l e v a n d o  em c o n t a  6 0 ,  b a s t a  p r o v a r  que 
- 
i 

P a r a  i s s o  compare íiíi + EIPi com 6 e  a n a l i s e  

c a d a  uma d a s  p o s s i  b i  1  i d a d e s  : 



- - 
l a . )  E, + o, p i  > õ .  Se  i s s o  a c o n t e c e ,  como 

s e  p e s t á  d e f i n i d o .  Se  p n ã o  e s $ á  h n = h n  

e  como fii  + (O, + & ) E i  > 6 s e  t e r á  em 

q u a l q u e r  c a s o  q u e  II = II' = 0. 

2 a . )  i%, + õLPi = o .  N e s s e  c a s o  6 e s t á  d e f i -  
iií.+õ 

e  p o r t a n t o  ( z  I e i / h , )  = n  ,1 
ii +(E,+6)Ei  

('n , I  /h ; )  J n .  

3 a . )  fi, + Õ,Pi < 6 .  N e s s e  c a s o ,  como 6  6' 

p não  é d e f i n i d o )  < 6 + 6 @ ( = o ( h i  , z n y l ) ,  

s e  e s t i v e r  d e f i n i d o ) .  E m  q u a l q u e r  s i  - 

t u a ç ã o  p o r t a n t o  II = II' = 

C o m p l e t a - s e  d e s s a  f o r m a  o  t r a t a m e n t o  d o  c a  - 

s o  em q u e  a  c o n d i ç ã o  d e  p a r a d a  é O < < e  ÕL d Q. 

C o n s i d e r e  a g o r a  q u e  o  a l g o r i t m o  p a r a  p o r q u e  

em u m  d a d o  e s t ã g i o  v i  E I,+l v ( g i  ,L+l  ( Y Y  Y X Y ~ ~ + ~  > 6 ( 6 2  

N e s s e  c a s o  -6Lm' E IN e  f u n ç ã o  a n a l T t i c a  



s e  tem que yi E IR+l  : e 

I g i  ,R+I  ('n , i  ' ~ ( ~ n  , I  ) , Y >  - G ( Y ) I  
= l i m  = O 

p o i s  

e  tambgm p o r  6 3 .  

Usando o  mesmo r a c i o c T n i o  s e  t i r a  que 

Além d i s s o  fi Li IR+l  s e  t e m ,  j á  l e v a n d o  em 

c o n t a  a s  i d e n t i f i c a ç õ e s  d e  ( z n )  com s u b s e q u ê n c i a s  f e i t a s  p e l o  

a1 g o r i  tmo, que 



S I  a, -r ~l 
N C, 
a a 
ri- V) 

ai 
3 a, 
o- 3 CT 

E 
a, a 
C, .r v 

a, C, 10 V) v- v 

a 

L 
a, 
V) 

3 
Q 

a, 
V) 

a, 

O 
o- 

a, 

o- 

L 
O 
Q 

V) 

O 
u 
\.r 
3 

C> 
-7 

C1 
V) 

-C1 
3 
V) 

E 
a, 
L 
O 
ri- 

O 
O 

W 

II 

n 

ri 
V 

ri- 

- 

E 
.r 
n 

Q 
W 
n 

Q 
W 
I 
V 

. . 
ri- 



além de  s e  c o n s e r v a r  hl ;  = h, s e  consegue a t e n d e r  1 2 .  O ?'tem D 

da a f i r m a ç ã o  7 . 2  g a r a n t e  que m '  e  p podem s e r  e s c o l h i d o s  d e  

forma que obtendo f e  m 'como i n d i c a d o  acima pa ra  e s s e s  m e  f - e  

x i s t a  E* > O I X  + ( z l  , f ( z Y ) )  s e j a  v i á v e l  v z l  E ( O , € * ) .  Atende - 

s e  assiim também a  1 3 .  

Para v e r i f i c a r  que s e  o  a l g o r i t m o  t e rmina  

porque IR+1 = @ e n t ã o  é p o s s i v e l  o b t e r  os  e l emen tos  d e s e j a d o s  

a  p a r t i r  d a s  i n d i c a ç õ e s  por  e l e  f o r n e c i d a s  b a s t a  r e p r o d u z i r  Q 

r a c i o c i n i o  r e a l i z a d o  acima p a r a  i  f I R + l .  

F a l t a  apenas pa ra  e n c e r r a r  o  t r a t a m e n t o  do 

caso  em que 1  - < Ô = o ( h n Y z  ) < m o s t r a r  que o a l g o r i t m o  I  n 
r e a l m e n t e  t e r m i n a .  

Suponha e n t ã o  que i s s o  não a c o n t e c e .  Nesse 

c a s o  s e r i a  ge rada  uma s e q u ê n c i a  ( C R y  gi  y R  ( * , Y ) '  para  a  1  gum 

i E m o ( F y y )  t a l  que +R E I N :  

6 9  in -d ica  p e l a  obse rvação  C que 

Como 

a' ( i )  # o + ( m y p )  E v i , ,  e  R E IN s e  tem 
~ Y P  



R  R  I s s o  s i g n i f i c a  q u e  6LR E lN e x i s t e m  ( m l ,  p l )  e  

( 7 1  
R  R  com m l  > m 2 .  

F a ç a  a g o r a  e  $R i n t e i r o s  p o s i t i v o s  t a i s  
R  R  R  

q u e  ÔR = @ / $  i r r e d u t i v e l  YR E I N .  Ass im m l  m l  - m 2  = k R . Q R  R  R  
p a r a  a l g u m  kR i n t e i r o  e  > O ( 7 2 )  p o i s  

s ã o  p r i m o s  e n t r e  s i .  
- 

< v .  < Ô .  Além d i s s o  ÕR+l>ÕR>O Por  70 o, - , ,R - 

e  p o r t a n t o  (ÕR)  é uma s e q u ê n c i a  p o s i t i v a  c r e s c e n t e  e  l i m i t a d a  

t e n d o  a s s i m  um p o n t o  de  a c u m u l a ç ã o  n ã o  n u l o .  D e s s e  modo s e  p o  

d e  d i z e r  q u e  

v n  E ~ N  3 R ( n ) l @  a ( n )  e $ t ( n )  

s ã o  m a i o r e s  q u e  n .  F a z e n d o  e n t ã o  n  q u a l q u e r  > ÔR s e  t e m  p o r  72  

q u e  : 

c o n t r a r i a n d o  7 0 .  P o r t a n t o  a  s e q u ê n c i a  ( 5 ,  q  (  ) g e r a d a  

p e l o  a l g o r i t m o  f i n i t a .  



Assuma d e  a g o r a  a t é  o  f i n a l  d e s t a  p r o v a  q u e  
& 

o  = o ( h n . z  ) = a. N e s s e  c a s o  o  p r o c e d i m e n t o  q u e  s e r á  d e s e n  
n  , l  - 

v o l v i d o  s e  a p o i a r a  n o  t e o r e m a  6 e  no s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

Af i r m a c ã o  7 . 3  : 

S e j a m :  

: X o  a b e r t o  c IR' + IR a n a l i t i c a s  Yj  E E, 

como d a d o  n o  e n u n c i a d o  d o  t e o r e m a ,  

a n a i T t i  c a  e x p r e s s a  p o r  

e  uma s e q u ê n c i a  

- 
w' = w '  ( F , x )  = minlm E H1 a m v l  iC O) 

N e s s e  c a s o ,  



e  s e  8, é s u b s t i t u i d o  p o r  a i  com r > c'  
o  r e s u l t a d o  c o n t i n u a  v á l i d o .  

P r o v a :  

P e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  v '  s e  t e m  q u e  

F 1 :  BE(X)  +- lR é a n a l i t i c a .  

U s a n d o  e n t ã o  o  r e s u l t a d o  q u e  s e  i n d i c a  em 1 8  com n  = i' s e  t e m  

i m e d i a t a m e n t e  q u e  

- 1  - R e p a r e  a g o r a  q u e  s e  r > i '  e  ( m , p )  # (w v ' )  
d 

e  t a l  q u e  p  > v '  e n t ã o  m + p r  > p r  > T i '  + V ' r  ( 7 4 ) .  S e  p  = 7 '  

e n t ã o  m > i '  e p o r t a n t o  m + p r  > i '  + Y l r  d o  mesmo j e i t o  ( 7 5 ) .  

7 4  e  7 5  m o s t r a m  q u e  
r o. (F(x + a , a  ) ) -  F ( X ) , a )  = i' + v ' r  e  q u e  



E s t a  Ú l t i m a  i g u a l d a d e  m o s t r a  que  a  s u b s t i t u i ç ã o  no ;tem A é pos - 

s r v e l  e n c e r r a n d o  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e s s e  ;tem. 

Sejam a g o r a  

E j k '  m j k '  @ j k  

como d a d o s  na a f i r m a ç ã o  7 . 2  e  

Faça a i n d a  

P a r a  t o d o  r > õ 3 nrlYn > n r  s e  tem que  

p o i s  em c a s o  c o n t r á r i o  como Y + (an .Bn)  é v i á v e l  e  

s e  t e r i a  pa s sando  s e  houves se  n e c e s s i d a d e  a  uma s u b s e q u é n c i a  de 

(an ,Bn)  que p a r a  algum j E e x i s t i r i a m  k E 1  y K  j e  

Como yn  + O e  y n  > O v n ( j , k )  E T+.. 

Além d i s s o  como yn  < ar s e  tem que n 



o  q u e  é u m  a b s u r d o .  

Assim 7 6  5 v á l i d a  e  p e l a  a n a l i t i c i d a d e  d a s  

s j  
, j E lJ' e l a  é e q u i v a l e n t e  a  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  d e  E ~ > o /  

+a E [ O , E ~ )  x + ( a , a r )  E X .  

D e m o n s t r a d o  e s s e  r e s u l t a d o  s e  v a i  i n t r o d u z i r  

a g o r a  o  o p e r a d o r  o p  c u j a  a ç ã o  é a  s e g u i n t e .  Dadas  d u a s  s e q u ê n  - 
c i a s  an  e B n  d e  números  r e a i s ,  a,., # O Yn 

e n t ã o  d e  a c o r d o  com c o n v e n ç ã o  a d o t a d a  n e s t e  t r a b a l h o  

o p ( B n , a n )  = - . E s s e  o p e r a d o r  op 

# 

e  uma g e n e r a l i z a ç ã o  d o  o p e r a d o r  o  a  s e q u ê n c i a s  q u e  n ã o  tem n e  - 

c e s s a r i a m e n t e  l i m i t e  n u l o  e  t e r á  u t i l i d a d e  no  t r a t a m e n t o  d o  

c a s o  q u e  s e  e s t ã  c o n s i d e r a n d o .  

Chame a g o r a  



o  que é u m  absu rdo  p e l o  teorema 1  p o i s  x n  E Mo(y + h n d ) .  

77  i n d i c a  p e l o  teorema 6 que passando s e  f o r  

p r e c i s o  a  uma subsequênc ia  de xn e x i s t e  m E # ,  Ê > O e  

w w 
z = z e n t ã o  o ( z n  , 2 y z n , l  

n $ 2  n , 2  - P ( z n , l  

Se e x i s t e  e n t ã o ,  uma subsequênc ia  ( z  
n k ' 2  1 I 

z  = O cons ide- rando apenas  os termos (x  , h ) e  f azendo  
n k y 2  n k  n k  

m = 6 ,  f  = 7 e  h,', = h, s e  s a t i s f a z  1 2  e  13 .  E m  c a s o  c o n t r á r i o  

e l iminando  s e  p r e c i s o  um número f i n i t o  de te rmos  s e  pode s u p o r  

que z  n 2 # O .  Faça e n t ã o  

a  composição de a n a l i t i c a s .  Sejam e n t ã o  



Ym e  p  E @i a" ( i )  E I R ~ ~ Z "  E R _  gi 
c0 

mP ( z  YY) = 

F a ç a  também 

#i E i " ( Y , y )  7;  = v l ( g i  , y )  ,D) e  o  

- I  wi = w l ( g i  y m ( o , y ) , U ) .  V '  e  w '  

como d e f i n i d o s  n a  a f i r m a ç ã o  7 . 3 .  
00 

S e j a  a g o r a  6" = o ( h n .  z n Y 2 ) .  Suponha  i n i c i a l  - 

m e n t e  q u e  Ô m  < ". P a s s a n d o  e n t ã o  s e  h o u v e r  n e c e s s i d a d e  a  c o n s i -  
w 

d e r a r  apenas  uma s u b s e q u ê n c i a  d e  ( h n y  z n Y 2 )  s e  p o d e  o b t e r  que  

O" 
F e i t o  i s s o  chame de Ô 1  a  ~ ~ ( h ~ l ( z ~ , ~ )  , znYl ) .  Se Ô1 < n o v a  - 

00 

m e n t e  a  i d e n t i f i c a ç ã o  a g o r a  d e  (h,, Z , , ~ , Z ~ , ~ )  com uma s u b s e  - 

q u ê n c i  a  p e r m i  t i  r ã  que  

S e j a  a g o r a  N ( X )  como a p r e s e n t a d o  n o  ;tem B da a f i r m a ç ã o  7 . 3  com 

( * , y )  e  c o n s i d e r e  q u e  l Ô 1 l  < ". D e f i n a  e n t ã o  



F a ç a  a g o r a  m como d a d o  em 7 8 ,  

- - - 
N  n a t u r a l  1 N  > m a x { N ( X )  ,N+, N  w ; i E m o ( x  ,y) , 

e  como N  > - Õ l / Ô m  s e  v e r i f i c a  q u e  h; + 0 .  

A l é m  d i s s o  como N  > N ( X )  s e  t e m  u s a n d o  o  i t e m  

B d a  a f i r m a ç ã o  7 . 3 .  q u e  13  é a t e n d i d a .  P a r a  v e r i f i c a r  q u e  1 2  t a m  - 

bém o  é o b s e r v e  q u e  como N > i '  +i E E o ( Y , y ) ,  p o r  7 . 3 - A  i 

Em v i s t a  d i s s o  s e  f o r  p r o v a d o  q u e  



- - 
iittN(5; - o _ )  O m  

l im z  ) h )  = l i  - Z  
'i 

n , l  ( ( ' n  , Z  n , l  * 

s e  t e r á  completado o  t r a t a m e n t o  d e s s e  c a s o .  

Cons ide re  e n t ã o  i n i c i a l m e n t e  que V/ < õm 

Nesse c a s o  ii = e  

p o i s  N > N -  e  a s s im ii' = m .  

Se 7; > Ô _  s e  tem ii = O e 

p o i s  N > N' e  p o r t a n t o  também H '  

Quando 

e  e n t ã o  log icamen te  ii = H ' .  

Suponha agora  que Ô 1  = - Nesse c a s o  Ô m > O  

po i s  h n  -+ O .  Faça e n t ã o  m como em 7 8 ,  



e  e s c o l h a  um n a t u r a l  

N . o ,  
Usando e s s e  N f a ç a  f  como em 80 e  h ;  = z . h ; +  O p o i s  N > 

n , l  
l l ô , .  

De novo e s s e s  e l e m e n t o s  s a t i s f a z e m  l o g i c a -  

mente  13 e  m o s t r a r  q u e  1 2  também v a l e  f i c a  de  n o v o ,  p e l o  i t e m  

A da  a f i r m a ç ã o  7 . 3 ,  na d e p e n d ê n c i a  de p r o v a r  que  a  i g u a l d a d e  

h , )  = ll s e  v e r i f i c a .  

P a r a  v e r  i s s o  b a s t a  n o t a r  que  como Ô1 = 

- 
e n t ã o  s e  '7; 1. o, s e  tem ii = O s e n d o  ll = em c a s o  c o n t r á r i o  . 
E s i m p l e s  v e r i f i c a r  que  o  mesmo s e  dá com 

- - A 

w!+NY/ 1 w/+N(Yt - o _ ) + l  
R' = l i m  z , , ~  / h ;  = l i m ( z  n , l  1 

p o i s  N > N -  e  E! > 0 .  
1 - 

Se 6 ,  = + e s c o l h a  



Faça agora  N n a t u r a l  t a l  que 

N .  ;,+P 
m e  f  como nos d o i s  Últ imos casos  e  h; = z . h '  + O c l a r a  n , I  n - 

mente.  

A prova de que 12 e  1 3  s e  v e r i f i c a m  pa ra  e s  

s e s  e l emen tos  é i n t e i r a m e n t e  anã1 oga a  e f e t u a d a  no turi3taimento 

do c a s o  em que Ô 1  = - w .  

F ina lmen te  s e  Ôm = s e  tem que 

si  ( x n Y r )  - G ( Y )  w 
l i m (  - ) = + a  s e a  > O e - a  w! v ' 

h n i i  

00 

s e  a-,-, < O .  Por 7.3-A e s s e s  mesmos l i m i t e s  s e r ã o  o b t i d o s  s e  
W . V  

1 i  

'n é s u b s t i  t u r d o  por  . 

para  q u a l q u e r  

-r 
m e  7 como dados em 80 . Se N > N ( X )  como d e f i n i d o  no i t em 

B da a f i r m a ç ã o  7 . 2 ,  1 3  e s a t i s f e i t a .  Assim e s s e  

com N a tendendo a  83 e  'maior  que N ( X )  e  h; = h, atendem a s  con - 

d i ç õ e s  r e q u e r i  d a s .  



C o m p l e t a - s e  a s s i m  a  p r o v a  d o  t e o r e m a ,  a s s u m i  - 

d a  a s  h i p õ t e s e s  d a d a s  em 7 ,  9 e  1 1 .  S e  a o  i n v é s  o c o r r e r  uma ou - 

t r a  c o m b i n a ç ã o  d a s  p o s s i b i l i d a d e s  i n d i c a d a s  d e  7 a  1 1 '  e n t ã o  um 

p r o c e d i m e n t o  i n t e i r a m e n t e  a n á l o g o  p o d e r á  s e r  e m p r e g a d o  p a r a  e f e  - 

t u a r  a  d e m o n s t r a ç ã o .  



CONDICÕES N E C E S S Ã R I A S  DE OTIMALIDADE 

E s t e  c a p i t u l o  s e  c o n s t i t u i  de dois  r e s u l t a  - 

d o s .  No p r i m e i r o  (Teorema 8 )  s ã o  a p r e s e n t a d a s  simpl esmente 

cond ições  n e c e s s á r i a s  de o t i m a l i d a d e  pa ra  os problemas I  e  I I  

dados n o  c a p i t u l o  I  e  que valem sempre que as  funções  e n v o l v i  - 

das forem con t inuamente  d i f e r e n c i ã v e i s  e  G 1 ( y , d )  puder  s e r  da - 

da por G 1 ( y , d ) .  Essas  cond ições  s ã o  a n ã l o g a s  a s  de F r i t z - J o h n  

para  problemas de programação matemát ica  no seu  f o r m a t o  c l ã s  - 

s i c o  ( v e r  Mangasarian ( 1  ) )  e ,  como e r a  de s e  e s p e r a r ,  no ca  - 

s o  do problema I a  p resença  de uma condição  de q u a l r f i c a ç ã o  

conven ien te  f a z  com que s e  possa " e x p l i c i t a r "  o  g r a d i e n t e  da 

função c u s t o  o b t e n d o - s e  d e s s a  forma "cond ições  de Kuhn-Tucker" . 
Esse r e s u l t a d o  a s s e g u r a  apenas a  e x i s t ê n  - 

tia de u m  s u b c o n j u n t o  de Mo(y) ao qual  é p o s s i v e l  a s s o c i a r  a1 

guns e lementos  s a t i s f a z e n d o  de te rminadas  p r o p r i e d a d e s  quando y  

é Ótimo. E n t r e t a n t o ,  p o r  s e  c o n s t i t u i r  bas icamente  na s i m p l e s  

a p l i c a ç ã o  de u m  c r i t é r i o  g e r a l  de o t i m a l i d a d e  e q u i v a l e n t e  a  

um teorema de a1 t e r n a t i v a s ,  e l e  não é nada e s c l a r e c e d o r  no 

que d i z  r e s p e i t o  a  de te rminacão  d e s s e  subcon j u n t o .  

P o r  i s s o ,  numa segunda p a r t e  s e  p r o c u r a  

f o r n e c e r  pa ra  o caso  em que valem a s  h i p ó t e s e s  do teorema 4 um 

c r i t é r i o  de o t i m a l i d a d e  em que s e  e s p e c i f i c a  melhor o s  pon tos  

de Mo(y) que devem s e r  e s c o l h i d o s .  Esse  c r i t é r i o  s e r á  o b t i d o  



a  p a r t i r  de uma d i v i s ã o  de M ( y )  em s u b c o n j u n t o s  adequados e  
Q 

que nas condições  dadas s o b r e  X e  a s  g i ( * , y )  possuem apenas  um 

número f i n i t o  de pon tos  ex t r emos .  

E dada a  s e g u i r  uma condição  n e c e s s á r i a  de 

o t i m a l i d a d e  pa ra  os problemas I e  I 1  do c a p 7 t u l o  I v á l i d a  sem - 

pre  que houver d i f e r e n c i a b i l i d a d e  e  s e  puder f a z e r  a  i d e n t i f i  - 

cação  G 1 ( y y d )  E G ^ ' ( y , d ) .  O f a t o  de CR(e,X)* não s e r  semi-con 

t i n u o  s u p e r i o r m e n t e  t r a z  problemas que são  em p a r t e  con to rna  - 

dos s e  u t i l i z a n d o  o mapeamento 

A )  Sejam: 

a )  y '  E Y convexo G U a b e r t o  G IR 9  

P )  X compacto c X' a b e r t o  G IRP e  as 

g i  : X '  x U + R  C '  v i  E 1;~. t a i s  que: 

6 . 1 )  -bcd E C R ( y ' , Y ) ,  G 1 ( y , d )  e x i s t e  e  é 

i g u a l  a  G ' ( y '  , d )  
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Alem d i s s o  s e j a m :  

c :  V + R  C ' ,  a s  p r o j e ç õ e s  p i :  U c R q=Km + Rm 

e  ( Y ,  9 . . Y K )  + Y i  

h :  X 1  x V + R  C '  e  t a l  que  g i ( x , y )  = 

= h ( x . p i ( y ) )  + ( x , y )  E X x Y .  En t ão  s e  

%'-d = ( d l  , . . . . d K )  com d i  E CR(y; , Z )  e x i s t e  

- 
G 1 ( y '  , d )  e  v e r d a d e  que :  

B . l )  Se y '  = ( y i  ,... , y l )  é um pon to  de  Ótimo K 

l o c a l  p a r a  o  p rob lema 

s u j e i t o  a :  

t a l  que  G ( y l )  = O e  v a l e n d o  em y '  a  con - 

d i ç ã o  8 . 2  e n t ã o :  

Ex i s t em J ,  x u = u j , , . . . , u j K )  como em A 
j i  j 

e  A .  < O ,  vj E K J  nem t o d o s  nu1 os t a i s  que :  
J - 



Suponha que n e s s e  y '  v a l e  a i n d a  a  c o n d i ç ã o  

de q u a l i f i c a ç ã o :  
- 

3 i *  E 1  ,K I y ; *  não é ó t imo  l o c a l  p a r a  

o  p rob l ema :  

onde 

1  
= { x  E p O ( y ' y i * ) l h ( ~ y - )  é convexa  

* 
O u  de forma 1  i g e i r a m e n t e  m a i s  f o r t e ,  i m a g i n e  q u e  p a r a  y '  e  

v e r d a d e  que :  



YX E v 0 ( y 1 ,  i * )  ( C Q 2 ) .  

E m  ambos os  c a s o s  A o  pode s e r  f e i t o  - 1 .  

B.2)  Se y '  é ótimo l o c a l  de ( 2 )  mas G ( y ' ) < O  

s e  t e r á  s implesmen te :  

Prova : -- 

Para  que y '  s e j a  um ó t imo l o c a l  do problema 

min G ( ~ )  é n e c e s s á r i o  que :  
YEY 

ou expl  i c i  tando E' ( y , d )  : 

-\Jd E CR(yl ,Y) sup  C sup  C min 
X E M ~ ( Y ' )  V&'- i ~ m ~ ( x , y ' )  

(Devido a  c o n t i n u i d a d e  de G 1 ( y '  , - )  pode-se e x t e n d e r  1  a  
- 
C RW~ 1.. 

Colocando agora  o  problema de e n c o n t r a r  o  

i 
S.U p 1 min - ( x , Y ' )  . V  + 

v&- i ~ m ~ ( x , y ' )  a x  ' 



a g i  + -- ( x , y ' ) . d }  no f o r m a t o :  

# 

e  s i m p l e s  o b t e r  s e u  dual  : 

Para  u n i f i c a r  a  d imensão  da v a r i ã v e l  dual  

v x  E M o  ( y i ) a s s u m a  que  ela.  é K d i m e n s i o n a l  . F e i t o  i s s o ,  a c r e s  - 

c e n t e  a  4 a s  r e s t r i ç õ e s  u i  = O s e  i  i m o ( x  , y l )  que em nada mo - 

d i f i c a m  o  p rob l ema .  Chame a g o r a  d e  A, :  JRK + R q  a  t r a n s f o r m a ~ ã o  

a  l i n e a r  e x p r e s s a  na base  c a n õ n i c a  p e l a  m a t r i z  c u j a  i .  c o l u n a  
4 i 
e  - ( x , y l )  s e  i  E m ( x , y i )  e  O em c a s o  c o n t r á r i o .  Faça tam o  a Y 

D x  r e p r e s e n t a r  o  c o n j u n t o  v i á v e l  de 4 j á  l evando  em c o n t a  a  

c o n s i d e r a ç ã o  f e i t a  s o b r e  a  dimensão da v a r i á v e l  e  a s  r e s t r i  - 

ç õ e s  a d i c i o n a i s .  4 pode e n t ã o  s e r  e s c r i  t o  s i m p l e s m e n t e :  



min w . d  

s u j .  a :  W E  A x .  D 
X 

U t i l i z a n d o  agora  a  d u a l i d a d e  f r a c a  ( v e r  

Varaya 1 1 )  pode-se  t i r a r  de 5 que:  

Uma a f i r m a ç ã o  mais f r a c a  do que e s s a  devido  
- ao f a t o  de que pe la  cond ição  8 .2  Dx s e r  # -h E Mo(yt),  e  a  

s e g u i n t e :  

-6Ld E C R ( y l , Y )  sup i w . d ;  w E U A x  ( D x ) } 9  
x&Mo(y' 

Para s i m p l i f i c a r  no r e s t a n t e  d e s s a  prova 

U A (Dx) s e r á  r e f e r e n c i a d o  apenas  por  A .  
xrM0(y J X 

E f ã c i l  v e r i f i c a r  que A 5 l i m i t a d o  b a s t a n  - 
do para  i s s o  o b s e r v a r  que wx  E MO(y) :  

K 
E " i  = l i .  

i = l  

~ l é m  d i s s o ,  como a s  g i  são  C ~  I 



L B :  IRP + L ( R ~ , I R ~ )  

X ' B x  

também o  s e r á  e  como Mo(y) é compacto s a i  que :  

M > O l - k x  E Mo(y) I I B ~ ~ ~  < M  e  a s s i m  

Considerando e n t ã o  que Ã E compacto 1 0  t o r n a  - 

s e  e q u i v a l e n t e  a :  

Fazendo: 

1 1  f i c a  a  mesma c o i s a  que:  

F é convexa o  mesmo acon tecendo  com CR(yl , Y )  

p o i s  Y pe convexo. Devido a  i s s o  pode s e r  provado que 1 2  equi  - 

v a l e  a :  

(ve r .  teorema B do a p ê n d i c e ) .  

Mas a F ( 0 )  = t-6 (Ã)  que pe lo  teorema de Casa 



t heodory  é o  c o n j u n t o  das  combinações de  a t é  q + 1 e l emen tos  de 

Ã e  d e s s e  j e i t o  13 pode s e r  e x p r e s s a  pe la  a f i r m a ç ã o :  

Tome a g o r a  

i  mo(xj  ,y) p e l a  semi - c o n t i n u i d a d e  s u p e r i o r  

de m o .  Assim 

Além d i s s o ,  como a s  g i  s ã o  C 1  s e  tem que:  



( p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  D 
j',n 

1 = 

F i n a l m e n t e  como u E D e  u s a n d o  o u t r a  
j ,n ' 5  ,n 

vez  q u e  a s  g i  s ã o  C 1  vem: 

( 1 9 )  

- 
1 6 , 1 7  e  1 9  m o s t r a m q u e  o s  u j E 1 , J  s a t i s  

j ' - 

f azem b .  

F i n a l m e n t e  1 4  e  18 g a r a n t e m  a  v a l i d a d e  d e  d e n c e r r a n d o  a  demons  - 

t r a ç ã o  d e  A .  

P a r a  p r o v a r  B p o d e - s e  c o m e ç a r  e s c r e v e n d o  o  

p r o b l e m a  **  n o  f o r m a t o  



s u j e i t o  a :  

Imagine  e n t ã o  que  y '  é ó t i m o  p a r a  ( 1  1 I )  e  

G ( y l )  = O .  Nesse  c a s o  p o d e - s e  a f i r m a r  q u e :  

-kl E C R ( y l , Y )  max {V ( 1 ( c ( .  p i ) ) ( y l ) . d  , 
i  = l  

P rocedendo  d e  forma a n a l o g a  a  e f e t u a d a  n a  

d e m o n s t r a ç ã o  de A e  p r e s e r v a n d o  a  d e f i n i ç ã o  de A vem q u e :  

E max { w . d ,  w E Áu{v( 1 ( c . p i ) )  
i = l  

semel h a n t e  a  11 . : 
P e l o s  mesmos m o t i v o s  que  l e v a r a m  a  o b t e n ~ ã o  

de 14 a  p a r t i r  de 11 na p rova  de  A s e  e x t r a i  de 21 que  



Como w E Ã, V j  E 1 p o d e - s e  r e p e t i n d o  
j 

O 

mesmo r a c i o c T n i o  u s a d o  a n t e r i o r m e n t e  e n c o n t r a r  

-Pj E T J ,  x j  E M ~ ( Y ' )  e  u 
j 

s a t i s f a z e n d o  c  t a i s  q u e  

O b s e r v a n d o  q u e  como 

a h  - ( x j  ..., Õ ) ( Õ  E R ~ )  s e  t e m  

a Y  

o n d e  

a  = O  i em c a s o  c o n t r á r i o .  



Além d i s s o  

Dessa forma usando 23 a  2 7 ,  2 2  s e  t o r n a  i d ê n  - 

- 
t i c a  a :  J i  E 1  , K  

P e n s e  a g o r a  que pa ra  y '  v a l e  a  c o n d i ç ã o  C Q 1  

s e j a  i *  como mencionado n e s s a  c o n d i ç ã o .  E l ó g i c o  que s e  ao i n  - 

v e s  de  t o d o  c o n j u n t o  ( y l , i * )  mencionado em C Q 1  forem c o n s i d e  
O - 

r a d o s  a p e n a s  o s  x j E TT;J t a i s  que i* E mo(x , y i )  a  c o n d i  - 
j' j 

ç ã o  c o n t i n u a  vã1 endo .  A p l i c a n d o  e n t ã o  d e  novo o  t eorema B d o  

a p ê n d i c e ,  uma vez  que a f u n ç ã o  a s e r  min imizada  e Z s ã o  conve -  

x o s ,  s e  a s s e g u r a  que :  



Supondo e n t ã o  que A = 0, fazendo B = X j  
O j 

u j i *  se  t e r á  uma c o n t r a d i ç ã o  e n t r e  28  e  29. Assim s e  CQ1 ou 

C Q 2 ,  p o i s  C Q 2  impl i c a  em CQ1, v a l e  em y '  e n t ã o  A o  < O poden - 

do ev iden temen te  s e r  f r i t o  iguctl a  -1 .  
- 

Se G(yi  ) < O e n t ã o  y '  e  Õtimo l o c a l  para  o  

problema " c l ã s s i c o "  de  programação matemática 

s u j e i t o  a :  y  E Y 

- V c ( y i )  E C R ( y i , Z ) *  completando a  p rova .  

Observacões :  

A )  quando X e  y '  forem t a i s  que o  mapeamen- 

t o  x + CR(x,X)* f o r  semi -con t ínuo  supe r io rmen te  em M O ( p i )  como 

quando X é convexo ou dado por  um número f i n i t o  d e  r e s t r i ç õ e s  

di  f e r e n c i z v e  i s  , e n t ã o  s e  pode f a z e r  

na cond ição  b . 2  do teorema 

B )  Se a  cond ição  8.2 não se v e r i f i c a r  s e j a  



E n t ã o  a s  c o n d i ç õ e s  a ,  b ,  c  e d  c o n t i n u a m  v á l i d a s  s e  y '  ê ó t i m o  

a p e n a s  com a  s e g u i n t e  m o d i f i c a ç ã o :  s e  a l g u n s  d o s  x c i t a d o s  em 
j 

a  e s t i v e r e m  em S e n t ã o  p a r a  e s se s  j em l u g a r  d e  b . 2  s e  p o d e  

g a r a n t i  r s o m e n t e  q u e :  

E s s e  r e s u l t a d o  p o d e  s e r  o b t i d o  s e  p r o c e d e n d o  d e  m a n e i r a  q u a s e  

i d ê n t i c a  a  e f e t u a d a  n a  p r o v a  d o  t e o r e m a  8 a p e n a s  u t i l i z a n d o  p a  - 

r a  o s  p o n t o s  

x E S e h  E m n  B ,  ( 0 )  

o  d u a l  do p r o b l e m a  

a o  i n v é s  d o  d u a l  d a d o  em 4 .  t s s e  n o v o  d u a l  s e r ã  s e m p r e  v i á v e l  
-- 

s e  x E M ( y )  e v  E CR(x,X)  o  q u e  n ã o  a c o n t e c e  com 4 n o s  p o n t o s  o  
d e  S .  P a r a  M o ( y )  - S p o d e - s e  c o n t i n u a r  u t i l i z a n d o  4 .  



C )  Quando a s  g i  forem q u a s i - d i  f e r e n c i á v e i s  

e  o s  mapeamentos: x  + agi  ( x , y z )  forem semi-continuas s u p e r i  

ormente em M 0 ( y i )  -h e n t ã o  mant idas  a s  demais c o n d i ç õ e s  s e  t e  - 

r ã  que nas c o n d i ç õ e s  do teorema 8 s e  y '  é ót imo para 1 e n t ã o  

mantendo a,b.l  e  c  s e  t e r ã  em l u g a r  de  b . 2  que:  

enquanto  que a  cond ição  d f i c a r á :  

D )  S e j a  

K 
I( = I u :  E1 o  ( y ' )  + R  / vx E M o ( y i )  u ( x )  E D x } .  

Não s e  pode f a z e r  os  u e l emen tos  q u a i s q u e r  de D no ?tem b 
j x j 

da p a r t e  A do teorema 8 mas s e  pode o b t e r  uma ve r são  f o r t a l e -  

c i d a  dessa  p a r t e  que 5 a  s e g u i n t e :  

"Nas cond ições  do teorema 8 s e  y '  



l o c a l  p a r a  ( 1 )  e n t ã o  Vu E U e x i s t e  u m  número J - < q + 1  d e :  

a ' )  e l e m e n t o s  x E M 0 ( y 1 ) ,  % E T;J j 

b ' )  u s a t i s f a z e n d o  b e  u E n I - W ,  
j j & > O  z 

c ' )  x < O ,  Y j  E T,J. 
j 

t a i s  que  d  é s a t i s f e i t a " .  

P a r a  v e r i f i c a r  i s t o  b a s t a  s u b s t i t u i r  

na p rova  de A .  

E )  Sejam 

como a p r e s e n t a d o s  na f i g u ~ a  8 . Nessa f i g u r a  apa r ecem a i n d a  

e  i  E e  a s  c u r v a s  de  n i v e l  h ( y i )  = 0 .  



C o n s t a t e - s e  e n t ã o  que como s a t i s f a z  CQ1 

e  é imposs7vel  e x p r e s s a r  V C ( Y  ) como combinação l i n e a r  1  de 

y não é ótimo pa ra  

s u j e i t o  a :  G(y)  5 O 

F )  Uma cond ição  s u f i  c i  e n t e  de o t ima l  idade  

l o c a l  pa ra  os problemas * e  ** pode s e r  e x p r e s s a  da s e g u i n t e  

manei rca : 

"Suponha que nas cond ições  r e q u e r i  das  pe lo  

teorema 8 s e  t e n h a  y '  1 :  

L 
C [di] n o  caso  d o  problema *a). - 



G ( y ' )  = O no c a s o  do  p r o b l e m a  * * ) .  

C )  1 { X  E Mo(y)  e  u j  s a t i s f a z e n d o  b ,  j~n} 
j 

c a s o  do p r o b l e m a  **)  I : 

S e n d o  S  = C R ( y l  Y ) *  , 

( S e n d o  R i  = C R ( y ; ,  Z ) *  

no c a s o  d o  p r o b l e m a  I 1  q u a n d o  G ( y ' )  = O .  Ou 

d 

N e s s a s  c o n d i ç õ e s  y '  e  F t i m o  p a r a  * ( o u  * * ) " .  

Se a s  g i  ( o u  h )  f o r e m  c o n v e x a s  p o d e - s e  d e s c a r  - 

t a r  a  condi i 'ção a  e  s u b s t i t u i r  S '  p.or S  em c .  E m  v i s t a  d i s s o  p o d e  - 

s e  c o n s t a t a r  p o r  o b s e r v a ç ã o  d i r e t a  q u e  y = ( Y 1 , i 2 )  é Ót imo  l o c a l  

p a r a  o s  p r o b l e m a s  



s u j e i t o  a :  G(y) L O 

r e p r e s e n t a d o s  p e l a s  f i g u r a s  1 0  e  1 1  a b a i x o .  

F i a u r a  1 0  

F i g u r a  1 1  



G )  Q u a n d o  h não  6 d i f e r e n c i ã v e l  mas é q u a s i  - 

d i f e r e n c i á v e l  CQ1 e  CQ2 podem s e r  e s c r i t a s :  

n ã o  5 Õt imo l o c a l  p a r a  o  p r o b l e m a :  

c o n t i n u a m  como d e f i n i d a s  no  e n u n c i a d o  do t e o r e m a  8 .  

Como j á  f o i  v e n t i l a d o  na i n t r o d u ç ã o  d o  Cap? - 

t u 1 0  5 a s  c o n d i ç õ e s  de  o t i m a l i d a d e  e x p r e s s a s  no  t e o r e m a  8 n ã o  

e x i g e m  d o s  x m a i s  d o  q u e  s e r e m  p o n t o s  p i o r  c o b e r t o s  ( v e r  t e o  
j - 



rema 8 - a ) .  

C r i t é r i o s  mais e s p e c i f i c o s  n e s s e  s e n t i d o  e  

que levem mesmo a  e s t a b e l e c e r ,  a  p r i o r i ,  u m  s u b c ~ n j u n t o  f i n i  - 

t o  de Mo(y) de onde os x devem s e r  e x t r a i d o s ,  podem s e r  en 
j - 

c o n t r a d o s  pa ra  probl  emas p a r t i c u l a r e s .  Ent re  e s s e s  problemas 

e s t ã o  o s  que s a t i s f a z e m  a s  cond ições  i n d i c a d a s  no teorema 4 

para  q u a l q u e r  y .  Com e s s e  o b j e t i v o  s e  i n i c i a  agora  u m  e s t u d o  

em que bas icamente  s e  procura  m o s t r a r  como r e c o b r i r  Mo(y) por 

uma q u a n t i d a d e  f i n i  t a  de pol i  t o p o s  com p r o p r i e d a d e s  conveni  en - 

t e s .  Esse e s t u d o  l e v a r ã  a o  e s t a b e l e c i m e n t o  de um t e s t e  de o t i  - 

mal idade  com a  e s p e c i f i c a ç ã o  c i t a d a  para os "x " .  
j 

O ca so  mais i m p o r t a n t e  onde s e  poddrá em - 

p r e g a r  e s s e  ; t e s t e  é o  do problema de s e  e n c o n t r a r  o melhor  

r ecobr imen to  de uma "aproximação l i n e a r "  de u m  c o n j u n t o  por  

f u n ç õ e s  g i  t a i s  que g i ( - , y )  é convexa .  

As p r o p r i e d a d e s  de funções  e  c o n j u n t o s  con - 

vexos que s e r ã o  u t i l i z a d a s  n e s t e  e s t u d o  s e  encontram r e u n i d a s  

na p r o p o s i ç ã o  3 dada a  s e g u i r .  

P r o p o s i ç ã o  3 :  

A )  Sejam 

y '  E R q ,  S convexo Ç  IR^ e  F :  x  IR^ -+ R I :  

a )  F (  , y )  é convexa q y  E R q .  



B )  F (  0 , ~ ' )  é c o n s t a n t e  em S ,  

y ) + x  E S  3 F ( x , - ) ' ( y l , d )  v d  & I R q  

E n t ã o :  f d :  S -+ lR 

x  -+ F ( x , * ) ' ( y ' , d )  

convexa +d E e n e s s e  c a s o  s e  x e  x 2  1  e s t ã o  em S  

a F -I$x E X 3 -  ( x , Y ' )  e n t ã o  
a Y  

f u n c i o n a l  1  i n e a r  a f i m .  

R )  Sejam 

F1 : IRP -+R e  S  convexo c W convexo c X~ ( 

a) F1 é convexa  

8 )  F1 e c o n s t a n t e  em S  



E n t ã o :  

1 )  a F 1  é c o n s t a n t e  em S '  e  

1 
+ X  E s ~ F ~ ( S ' )  = a F 1 ( x )  n [SI.  

S e  F, é d i f e r e n c i ã v e l  e n t ã o ,  é c l a r o ,  VF, é c o n s t a n t e  em S .  

d 

2 )  C R ( - , W ) *  e  c o n s t a n t e  em S '  e  

I 
Wx E S  C R ( ~ ' , M ) *  = C R ( x , W ) * T \  D] o n d e  

C R ( +  ,w)* o - C R ( Y ,  w ) *  Py E B . 
P r o v a :  

S e j a m  x-, e  x 2  E S  e  d  E R ~ .  Como 

e 

F ( *  , y l  + h d )  e c o n v e x a  

+ ( 1 4 )  x 2 ,  y ' )  v A E [W] vem q u e  

F ( x 2 3 y  ' + h d )  - F ( x 2 , y 1 )  
- E [0,1] e Yh > 0 .  

h  



Tomando e n t ã o  o s  l i m i t e s  quando h + O em ambos o s  l a d o s  da d e s i  - 

g u a l d a d e  f i c a - s e  com: 

o  que m o s t r a  a  c o n v e x i d a d e  de f d .  Como 2 é v á l i d a  E  IR^ e  

s ã o  convexos  o b t e r  1  s e  t o r n a  uma s i m p l e s  a p l i c a q ã o  de  u m  t e o  - 

rema de s e p a r a ç ã o .  

Suponha a g o r a  que 

Nesse c a s o  s e  tem que dado  

e  p o r t a n t o  d e  2 s e  t i r a  que :  



P o r  o u t r o  l ado  s e  f o r  r e p e t i  do  com - d n o  l u  - 

g a r  de d ,  o  desenvolvimento f e i t o  a t é  2 se t e r á  evidentemente:  

Vale p o r t a n t o  a igualdade o que s i g n i f i c a  

que - f d  é a r e s t r i ç ã o  a S de uma função l i n e a r  afim o mesmo - a 

contecendo com f d  Yd E IRq. Como f l  = ( f e l , .  . . , f e  ) ,  f., t aimb ém 
q 

s e r á  a r e s t r i ç ã o  a S de uma 1 i nea r  afim encerrando a p r o v a  de A .  

O i tem 1 da par te  R pode s e r  mostrado c o n s i -  

derando-se  os elementos ind icados  na prova da af i rmação 4 - 4  ao  

qual e l e  é extremamente s i m i l a r .  O item 2 t o rna - se  e q u i v a l e n t e  a 

8.1 q u a n d o  se f az  F, a d ( * , W )  convexa e  ident icamente  nula em 

S .  

O c r i t é r i o  de o t imal idade  que s e r á  apresen ta  - 
do  n o  i tem s e g u i n t e  se base i a  n a  p o s s i b i l i d a d e  de se decompor 

M ( y )  em subcon jun tos  com propr iedades  convenientes  nas o condi 

ções mencionadas n o  i n i c i o  des ta  seção.  P a r a  i n d i c a r  como se rá  

f e i t a  a p rópr ia  decomposição e  c a r a c t e r i z a r  e s s a s  "propr iedades  

convenien tes"  se  n e c e s s i t a  de a lguns  elementos que são d e f i n i d o s  

a s e g u i r ;  

P a r a  i s s s o  imagine novamente 

L 
X = RP - U C, onde os CR são a b e r t o s ( 1  ) 

R = 1 



Cons ide re  e n t ã o :  

de s u b s t i t u i r  5 por C e .  

- 
mo(x ,y )  U ( r o ( x ) +  I k I )  = S I .  E c l a n o  que 

em N(Syy) m o ( x , y )  e  r o ( x )  são  c o n j u n t o s  

c o n s t a n t e s .  Cham~ e s s e s  c o n j u n t o s  de 

U t i l i z a n d o  e s s e s  novos e lementos  é possivell 

e s t a b e l e c e r  o r e s u l t a d o  s e g u i n t e  no q u a l  s e  a p o i a  p r i n c i p a l m e n -  

t e  o  desenvo lv imen to  que s e  f a r á  a  s e g u i r  e  que l e v a r á  ao  c r i t é  - 

r i o  c i t a d o .  

Sejam: 

a )  X como em 1  com o s  Ce convexos 



a )  tem u m  número f i n i t o  de pon tos  ex  - 
t r emos  ?S E q 0  ( y ) .  

b )  P ( S , y ) '  = P ( S , y )  e  por i s s o  v i  E m o ( S y y )  

c )  C R ( * , X )  é constante em P(S,y) e  se Z = TÕ(P(S,y) S  

então dados z  E i n X e  x E P(S,y) CR(z,X) CR(x,X). 
S  

P rova :  

E s c o l h a  S  E q o ( y )  e  c o n s i d e r e  e n t ã o  o s  con -  

j u n t o s :  

A i ,  i  E W  s ã o  t o d o s  u n i ã o  f i n i t a  de con - 

j u n t o s  convexos  ( 2 )  e  é s i m p l e s  . v e r i f i c a r  que x não e s t ã  na 



Assim,  

E v i s t a  d e s s a  i g u a l d a d e  e  de  2 a  d e m o n s t r a -  

ç ã o  do  i  tem a  e s t a r s  t e r m i n a d a  s e  f o r  v e r i f i c a d a  a  a f i r m a ç ã o  se v 

g u i n t e .  

Af i rmação: 

apenas  u m  numero f i n i t o  de  p o n t o s  ~ x t r e m o s .  

Prova : 

Suponha que S t e n h a  m a i s  de  u m  p o n t o  e x t r e -  

mo e  s e j a m  e n t ã o  x l  e  x 2  d o i s  d e l e s .  Faça novamente  

Como a s  x i  s ã o  p o n t o s  e x t r e m o s  de  S e n t ã o  l o g i  camente  



r o ( x i )  # @ ,  i = L 2  e  a s e m i - r e t a  

{x,  + t ( x l  - x 2 ) ;  t > O 1  

não pode i n t e r c e p t a r  S .  P o r t a n t o  

Def ina  e n t ã o  

E f á c i l  v e r  que 

-b't B ( O , T , )  ~ ( t )  4 r o  ( X  1 ) 

Imagine a g o r a  que r o ( x l )  = r 0 ( x 2 )  ( 4 )  e  por - 

t a n t o  s ( T 1 / . 2 )  C r o ( x 2 )  ( 5 ) .  

Tomando e n t ã o  

s e  pode c o n s t a t a r  que 



p o i s  se 

p o r  5 e  p e l a  c o n v e x i d a d e  d o s  CR. A s s i m  a d m i t i n d o  4 c h e g a - s e  ao 

a b s u r d o :  xl E IRn - S . 
Dessa f o r m a  r o ( x l )  # r 0 ( x Z )  p a r a  q u a i s q u e r  

p a r e s  de p o n t o s  e x t r e m o s  de 3 e  como r. ( x )  c P ( = )  +x compl  e -  

t a - s e  a  p r o v a .  

Pa ra  d e m o n s t r a r  a  p a r t e  b i m a g i n e  P ( S , y ) # @ .  

S e j a  e n t ã o  x  E P ( S , y ) .  Se P (S ,y )  = { x )  a  p a r t e  b  e s t a  p r o v a d a .  

Caso c o n t r á r i o ,  s e j a m  

D e v i d o  a  c o n v e x i d a d e  d a s  gi e  dos c o n j u n t o s  

C, z = x  + A ( x - x ' )  com h > O é v e r d a d e  q u e :  



r O ( z ' )  c r 0 ( S , y )  

A c r e s c e n t a n d o - s e  6 e  9 s a i  que z '  e s t a  mesmo 

que m o ( z l  .y )  m O ( S , y )  ( 1 3 ) .  8, 1 1 ,  1 2 ,  13  m o s t r a m  que 

h' E [o,E] Z '  = x + X '  U ( X - x ' )  E P ( S , y )  ( 1 4 )  

o  que em p a r t i c u l a r  s i g n i f i c a  que 

479 E m o ( S y y )  g i ( e y ~ )  = G ( Y )  em 

[x, x -I E U ( X - x ' ) J  

devendo e s s a  c o n s t a n c i a  se  m a n t e r  em t o d o  o  s e g m e n t o  

[x '  ,x + E U ( X - x ' ) ]  ( 1 5 )  

uma v e z  que  g i ( x '  ,y)  = G ( y )  Y i  E m o ( S , y ) .  Da mesma f o r m a  s e  

pode e x t r a i r  de 1 4  que  



Juntando 6 ,  7 ,  8 ,  1 4 ,  1 5  e  16 s e  tem que 

e s t a  c o n t i d o  em P ( S , y )  p a r a  q u a l q u e r  

[ P ( s , ~ ) ] ~  = {x} + [ { x l - x ,  com x '  E P ( Ç , ~ ) } ]  

e  p o r t a n t o  é possyvel  ' c o n s t r u i r  uma v i z i n h a n ç a  A de x  em 

P ( S , y )  tomando uma base B da forma 

pa ra  o  espaço  

e  f azendo  

A = c o ( ( { x }  + E B )  U ( { x )  - E B ) ) .  ( 1 7 )  

{ x )  + - E iB 6 P ( S , y )  

e  ass im p e l a  convexidade  d a s  g i ( - , y )  e  dos C R  se  tem que 

i  E m 0 ( S , y ) ,  -h E A g i ( w Y y )  G(Y)  ( 1 8 )  



e  que 

Alem d i s s o  

J u n t a n d o  e s s e s  f a t o s  a  1 8  e  19 s e  tem,  por que a s  g i ,  o s  Ce e  A 

s ão  c o n v e x o s ,  que  

E m o ( S , y )  g i ( = , ~ )  E G ( Y )  em A ( 2 0 )  e  

Como A c BE ( x )  s e  tem p e l a  p r ó p r i a  m a n e i r a  

p e l a  q u a l  E f o i  d e t e r m i n a d o ,  2 0  e  2 1  que - A G P ( S y y ) .  

Desse modo x E P ( S , y ) '  e  como x é q u a l q u e r  

em P ( S , y )  vem q u e  

C o n c l u i n d o  a p rova  do i t e m  b s e  tem p e l o s  

s e g u i n t e s  f a t o s :  

A ) w i  E m o ( S . y ) .  g i ( n y ~ )  G ( Y )  e m P ( S , y ) ,  



D )  g .  ( 0  , y ) ,  C c o n v e x o s  e a s  p r o p r i e d a d e s  
1 R  

A e  B s ã o  v á l i d a s  com = ( P ( S , y ) )  s u b s t i  - 

t u i n d o  P ( S , y ) .  C o m p l e t a - s e  a s s i m  a  p r o v a .  

P a r a  d e m o n s t r a r  C d e f i n a  C R ' ( ~ , A )  p a r a  A Si IRP 

e a  E A' s e n d o  
{ v  E I R ' I  3f > OIvt E ( 0 , t )  a  + t v  E A I  

O b s e r v e  q u e  p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  d e  X e como o s  C R  s ã o  a b e r t o s  

é v e r d a d e  q u e  

VX E X i  C R ( x , X )  = IRP - C R ' ( X ,  IRP - X) = 

O - 
C R  ( x , C e )  = C R ( x . 5 )  e  p o r t a n t o  se  C R ( - , C R )  

f o r  c o n s t a n t e  em Z R  E r. ( S , y )  ( 2 2 )  s e  t e r á :  

( r 0 ( x , )  r 0 ( S , )  p e l o  i t e m  4 . b )  

e p o r t a n t o  o  i t e m  C e s t a r á  p r o v a d o .  Mas a  a f j r m a ç ã o  2 2  d e c o r r e  

d o -  i t em 8 . 2  d a  p r o p o s i ç ã o  3 uma v e z  q u e  Z S  e  o s  C R  s ã o  c o n v e x o s ,  

e n c e r r a n d o  a  p r o v a  d a  p r o p o s i ç ã o  4 .  



Vai - se  d e s e n v o l v e r  a g o r a  u m  p r o c e s s o  c u j o  ob - 

j e t i v o  é o b t e r  u m  r e c o b r i m e n t o  d e  Mo(y) p e l o s  i n t e r i o r e s  r e l a t i -  

vos  de  uma c o l e ç ã o  f i n i t a  d e  po l  i e d r o s  c u j o s  p o n t o s  e x t r e m o s  e s  - 

t ã o  em M o ( y ) .  

P a r a  i s s o ,  tome x q u a l q u e r  em Mo(y ) .  Se 

p a r a  algum 

e n t ã o  j á  s e  p e l o  i t e m  a  da  p r e p o s i ç ã o  4 que e s t e j a  no ' i n  - 

t e r i o r  r e l a t i v o  de  u m  pol i e d r o  

c u j o s  p o n t o s  e x t r e m o s  e s t ã o  t o d o s  em Mo(y) .  Caso c o n t r á r i o  como 

e s c o l h a  

C o n s i d e r e  e n t ã o  

R e s t r i n g i n d o - s e  o  i n t e r e s s e  a  [ p ( s 1  . y ) ]  ' s e  tem que  X 
S  

1  



é o c o m p l e m e n t a r  d e  uma u n i ã o  f i n i t a  d e  c o n v e x o s  a b e r t o s  

s e  f a z e n d o  

F a ç a  e n t ã o  

Com e s s e s  n o v o s  e l e m e n t o s  no l u g a r  d e  Mo(y )  e  r o ( x )  d e f i n a  

TI ~ 1  
( y )  como q o ( y )  f o i  d e f i n i d o  e  VS E N ( y )  

1  

c a r a c t e r i z e  

f o r a m  o b t i d o s .  

Como p e n s a n d o  a p e n a s  em [p (S1  .y)]  ' X S  
1  

s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  a d a  p r o p o s i ç ã o  4 e l a  s e r ã  v e r d a d e i r a  com 

PS  (S,y)  no l u g a r  d e  ~ ( L Y ) ,  riS ( Y )  no d e  r i o ( y )  e  r ( L Y )  no d e  
1  1  1  

r o ( S , y )  No i tem c s e  p o d e  m a n t e r  C R ( - , X ) .  



Se e x i s t e  

e n t ã o  de novo po r  a  da p r o p o s i ç ã o  4 se  obtem o  d e s e j a d o  pol  i e -  

d r o  com p o n t o s  e x t r e m o s  em Mo(y) e  c o n t e n d o  x  em seu  i n t e r i o r  

r e l a t i v o .  Se i s s o  não  o c o r r e  e n t ã o  o b s e r v a n d o  que 

e s c o l  ha 

D e f i n a  e n t ã o  

c u j o  complemen ta r  e uma u n i ã o  de convexos  a b e r t o s  em 

D e f i n a  e n t ã o  

de forma a n á l o g a  a  que 1  evou a  o b t e n ç ã o  de MS ( y ) ,  r ( x ) ,  e t c .  
. 1  1 

Por  1  s e  t e r ã  novamente  que  a  p r o p o s i ç ã o  4 s e r ã  v ã l i d a '  também 



com P S  llsl , s2 e  r no  l u g a r  d e  P ,  r io  e  r o .  
1 '  2 s1 s s 2  

P rocedendo  d e s s a  m a n e i r a  v a i  s e  g e r a n d o  uma 

s e q u g n c i a :  

e n q u a n t o  não s e  e n c o n t r a r  u m  t e rmo  da  s e q u ê n c i a  ( Z T ) ,  que e n t ã o  

s e r á  o  ú l t i m o ,  t a l  que  x E Z T .  

A p o s s i b i l i d a d e  d e  t a l  t e rmo  n ã o  s e r  e n c o n -  

t r a d o  e  s e  g e r a r  uma s e q u ê n c i a  i n f i n i t a  pode s e r  d e s c a r t a d a  a  

p a r t i r  da  a f i r m a ç ã o  s e g u i n t e .  

P r o p o s i ç ã o  5 :  - 
S e ,  dada a  s e q u c n c i a  

Pr0v.a: 

t ã o  como 

com ti > t l  e n t ã o :  

Suponha p o r  a b s u r d o  que 2 nao a c o n t e c e .  E n  
9 



e l e s  devem s e r  mesmo i g u a i s  o que  i m p l i c a  q u e  [ z t l l s e  mantém 

c o n s t a n t e  em t ,  .ti ( 3 ) .  Se j am a g o r a  

E c l a r o  q u e  

p e l a  p r Õ p a i a  f o r m a  d e  g e r a ç ã o  d o s  Z t  ( 5 ) .  N e s s e  c a s o  como 

p o r  4 e  5  e  como q s  t 2  = S t l  1 ' 2 ' .  . ' S t ,  -1 

e f i n i t o  a l é m  d e  3  

Suponha  a g o r a  q u e  

e n t ã o  como 
Y 

c o ( P s  1 '  5 2 ' .  St3-1 ( S  3 ~ ) )  
l 

é r e t i r a d o  do c o n j u n t o  em c o n s i d e r a ç ã o  ao  s e  p a s s a r  p a r a  o  e s t á  - 



g i o  t3  < t 2  e n t ã o  

P Q ~  o u t r o  l a d o  por  3 ,  7 e  p e l a  p r ó p r i a  manei - 

r a  p e l a  qual s ã o  o b t i d o s  os 

s e  tem que: 

8 e  9 geram uma c o n t r a d i ç ã o  com 6 s e  podendo 

e l i m i n a r  a  h i p ó t e s e  de e x i s t ê n c i a  de um t 3  como d e f i n i d o  a n t e r i  - 

ormen te .  

F e i t a  e s s a  e1 iminação s e  f i c a  com 

e  p o r t a n t o :  

E m  v i s t a  d i s s o  de 6 s'e t - i r a  que 



o  que é u m  a b s u r d o  uma vez que S t l  5 St . Completa-se a s s im a  
2 

prova .  

S e j a  agora  n o  = # n 0 ( y ) .  Fazendo e n t ã o  uso 

da a f i r m a ç ã o  5 s e  v e r i f i c a  que s e  x 6 Z C  Y t  E 1  , n o ( q - 1 )  e n t ã o  

s e  t e r á  dim([zn ( q - l ) + l ] )  = O e como x deve p e r t e n c e r  a 

z ? 
pe la  p r ó p r i a  l e i  de  formação dos Z t  se' obtém 

n o ( q - l  ) + I  

podendo e n c e r r a r  a í  a  s e q u ê n c i a .  

Assim como x é q u a l q u e r  em Mo(y) s e  encon t rou  

uma f a m i l i a  de  p o l i e d r o s  com v z r t i c e s  em M ( y )  c u j o s  i n t e k i o r e s  o  

r e l a t i v o s  cobrem e s s e  c o n j u n t o .  Essa  f am7l i a  ( F ( y ) )  é c o n s t i t u r  - 

da dos c o n j u n t o s  

C O M  

onde 



O número  d e  e l e m e n t o s  d e  F ( y )  é l o g i c a m e n t e  l i m i t a d o  p o i s  

o b t e n d o - s e  a s s i m  p a r a  e s s a  f a m í l i a  t o d a s  a s  p r o p r i e d a d e s  ind-icia - 

d a s  no i n T c i o  d e  5 . 2 . 3 .  

D e f i n a  a g o r a  o  mapeamento  



E c l a r o  q u e  

Também s e  

Com r e l a ç ã o  a  e s s e s  e l e m e n t o s  s e  pode  m o s t r a r  q u e  

P r o p o s i ç ã o  6 :  

b )  YV E -- m i n  g i ( * . ~ ) ' ( x d d 5  0 
i .m0(r(rn)  . Y )  

P r o v a :  

S e j a  

Como o  Ttem b . d a  p r o p o s i ç ã o 4  c o n t i n u a  v á l i d o  com 



no l u g a r  de  P ( S , y )  ob tem-se  a  i m e d i a t a m e n t e .  

P a r a  m o s t r a r  b tome Z em 

C omo 

( 1 2 )  

Além d i s s o  como o  ?tem b da p r o p o s i ç ã o  4  tam - 

bém v a l e  com 

no l u g a r  de  P ( S , y )  s e  tem z  E z @ .  

A p l i c a n d o  a g o r a  o s  T t e n s  b e  c  da p r o p o s i ç ã o  

4  e  B1 da p r o p o s i ç ã o  3 s e  e x t r a i  q u e :  

e  p o r t a n t o  

g i ( * , y ) ' ( x , v )  = g i ( * , y ) ' ( z Y v )  4% E IRP e  

+i E m 0 ( r ( @ ) > Y ) .  

B )  CR(x,X) G CR(z , X )  p o i s  5 l ó g i c o  que 4-c  



v a l e  também para P 
Y 1 ~ -  ' ' ~ - l  ( r ( @ >  , Y  1 .  

Esses i t e n s  A e  B j u n t o  com 12 permitem o b t e r  

1 1 .  

F ina lmente  pa ra  cada p o l i e d r o  @ de f ( y )  s e j a  

o  c o n j u n t o  de pontos  ex t remos  de @ ( 1 3 )  e  f a ç a  

E l ó g i c o  que F ( y )  é f i n i t o  e  a  p a r t i r  do ytem a  da p r o p o s i ç ã o  3 

s e  pode a f i r m a r  que Yx E 4 e  +i E mo(T(@)  , y )  s e  tem q u e ,  s e  

t i , .  . do(+) s ã o  c o e f i c i  e n t e s  da combi nação convexa dos X9 .o 
que e x p r e s s a  x e n t ã o :  

O p r o c e s s o  u t i l i z a d o  p a r a  a  ob tenção  de f ( y )  

pode s e r  v i s u a l i z a d o  no exemplo da f i g u r a  na página s e g u i n t e .  

Se e s t á  agora em cond ições  de propor  um t e s  - 

t e  de o t i m a l i d a d e  nas cond ições  i n d i c a d a s  no i n í c i o  do c a p y t u l o  

5 .  Esse t e s t e  é a p r e s e n t a d o  no Teorema 9 .  



FIGURA 12 



Se jam:  

a )  y '  E Y c o n v e x o  c U a b e r t o  G IR 9  

L 
p )  X c o m p a c t o  c X '  a b e r t o  Ç IRP, IRP - X = U CR,  

R= 1  

C R  c o n v e x o  a b e r t o ;  +R E E. 

e 

y . 1 )  g i ( - , y )  é c o n v e x a  -Vy E U e  g i ( x Y o )  e  

q u a s i d i f e r e n c i a v e l  Yx E X '  . 

q u a n d o  h -+ O u n i f o r m e m e n t e .  

6) S e j a  E ( y )  = { x i  ,. . . ,x;,}. 

E n t ã o :  

A )  Se y é ó t i m o  l o c a l  p a r a  o  p r o b l e m a  

m i n  G ( y )  ( I )  e x i s t e  A ' =  ( A ; , . .  . ,A;,) - < O 
Y E Y  

e  uma c o l e ç ã o  d e  v e t o r e s  

u '  = ( u ; ~ , . .  
j . , u ; ~ ) ,  j E 1  , J '  I 



que  s a t i s f a z e m  a :  

R) C o n s i d e r e  X, X ' ,  p e  C L ;  L  E T;C c  omo 
- 

em A e  q ,  m ,  y 1  = ( y , .  . . , y )  Z ,  V ,  Y e  p i ;  i  E 1  y K  como na 

p a r t e  R do teorema 8 .  Além d i s s o  suponha 

c :  V -t IR q u a s i d i f e r e n c i á v e l  , 

h :  X '  x V -t IR convexa  e  

Então  s e  

Y '  = ( ~ i  Y . . . ¶ Y ~ )  

é u m  p o n t s  de  ó t imo  l o c a l  p a r a  o  problema 

s u j .  a :  G(y) < O 

Y E Y  

e  t a l  que  G ( y l )  = O é v e r d a d e  q u e :  



3 h = ( h o  , A l , .  . . , A J l  ) 2 0 

e  uma c o l e ç ã o  de v e t o r e s  

s a t i s f a z e n d o  1  e  2 t a i s  que :  

Se valem a s  cond ições  CQ'1 e  CQ12 a p r e s e n t a -  

das  na obse rvação  G A o  pode s e r  f e i t o  = -1 e  s e  G ( y l )  < O s e  t e  - 

r á  t ã o  somente :  

Prova : 

Nas cond ições  dadas o  teorema 4 g a r a n t e  ; a  

e x i s t ê n c i a  de G h ( y , d )  = G i ( y , d )  Vy E U e  d  E I R q .  

Devido a  e s s a  Última c o n s i d e r a ç ã o  s e  pode 

e s c r e v e r  novamente que para y '  s e r  ót imo l o c a l  de * é n c e s s á r i o  

que:  

- ' f d ~ C K ( - y ~ G ' ( y , d ) =  S U P  max 
X E M ~  ( y )  VE- 



A 

G ( y y d )  pode s e r  r e e 5 c r i t o  na forma 

s u p  I max 5 ' ( x Y y 1  , s ) )  
X E M ~ ( Y )  S E C R ( X , X )  n SI  ( 0 )  

( 6 )  

onde  

i j l ( x , y l , s )  = max min { g i ( * , ~ l ) ' ( x Y s ) h  + 
A,O - i ~ r n ~ ( x , y ~ )  

como j á  f o i  mencionado na  o b s e r v a ç ã o  6,  após  o  t eo r ema  8. 

E s c o l h a  a g o r a  p a r a  c a d a  x  E M o ( y l )  um e lemen  - 

t o  de m F ( x , y l )  e  chame e s s e  e l e m e n t o  de  @ ( x ) .  Do í t e m  b da  p r g  

p o s i ç ã o  4 s e  pode t i r a r  que  

e  p o r t a n t o  G ( y l , d )  é m a j o r a d o  quando  s e  t r o c a  em ( 6 )  g ( x , y l  , s )  

Po r  

Assim de 5 s e  t i r a  que :  

-bLd E CR(yl,yr;  s u p  I max 
xsMo(y)  s&FR(x ,X)  T\S1 ( 0 )  



C o l o c a n d o  o  p r o b l e m a  q u e  d á  g k ( x l  , y '  . s ) ,  e x  - 

p r e s s o  em 7 ,  n o  f o r m a t o :  

max 6 

E m o ( w 4 x ) ) Y ~ )  

A > O  - 

d 

e  s i m p l e s  s e  o b t e r  s e u  d u a l  

C o n s i d e r e  n o v a m e n t e  a  v a r i á v e l  d u a l  com d i  - 

m e n s ã o  K ( 1 4 )  e  também d e  f o r m a  a n á l o g a  e  r e a l i z a d a  na p r o v a  do 

t e o r e m a  8 a c r e s c e n t e  a  1 0  a s  r e s t r i ç õ e s  

Chame a g o r a  d e  D o  c o n j u n t o  v i á v e l  d e  1 0  j á  l e v a n d o  em c o n  x  ,s - 

t a  1 4  e  1 5 .  



D # @ p o i s  9 é u m  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  
X , S  

l i n e a r  q u e  p e l o  i t e m  b  d a  p r o p o s i ç ã o  6 é l i m i t a d o .  S e j a  t ambém 

a  x  ,d um v e t o r  K d i m e n s i o n a l  c u j a s  c o o r d e n a d a s  a  x , d , i  s ã o  t a i s  

q u e :  

a  = O em c a s o  c o n t r á r i o  x , d , i  

1 0  j á  c o n s i d e r a n d o  1 4  e  1 5  p o d e  s e r  c o l o d a d o  

na  f o r m a  c o m p a c t a .  

m i n  w.d  

s u j . a :  w E a  x  , d  . D 
X ,  s 

A p l i c a n d o  e n t ã o  o  t e o r e m a  d e  d u a l i d a d e  f o r t e  

d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  s e  p o d e  v e r i f i c a r  q u e  8 é e q u i v a l e n t e  a :  

-bLd E 'm S U P  C max 
x r M 0 ( y 1 )  S E C R ( X > X ) ~ S ~  ( O )  

m i n  w . d  
> o - 

s u j . a :  w E a  . D 
( 1 8 )  

x , d  X , S  

E s s e  r e s u l  t a d o  p o d e  s e r  e n f r a q u e c i d o  p a r a :  



S e j a  a g o r a  Ax o  c o n j u n t o  de  v e t o r e s  

que  s a t i s f a z e m  a :  

C o n s i d e r a n d o  e n t ã o  que  v d  E Rq a x y d  
E A X  

e  

f a z e n d o  

s = C R ( x , X )  n s, ( o )  

a i n d a  i m p l i c a  q u e :  

A x  é un i fo rmemen te  l i m i t a d o  em Mo(y) p o i s  da  

c o n d i ç ã o  y . 2  r e s u l t a  que v i  E T;R e  +d E IRq a  f u n ç ã o  

x  E X '  + g i ( x . * ) ' ( y f . d )  

e  c o n t i n u a  ( 2 2 ) .  Além d i s s o  . *  

d 

e  s e  s E S  e  p o r t a n t o  s e  pode v e r i f i c a r  que  Ã1 e  c o m p a c t o .  Des- 

s e  modo 21 pode s e r  e s c r i t o :  



U t i l i z a n d o  e n t ã o  os teoremas  B do a p ê n d i c e  e  

de Cara theodory  s e  m o s t r a ,  a  exemplo d ~  que acon teceu  na demons - 

t r a ç ã o  do teorema 8 ,  que ex i s t em 

J 

w E 5; j E ( 2 5 )  1 :  1 h j  w j  E C R ( y l , Y ) *  
j j = 1  

( 2 6 )  

Como w  E s e  pode m o s t r a r  que -& E e  
j - 

xi s  tem: 

A )  Uma s e q u ê n c i a  ( x j y n )  c M o ( y l )  @ ( x j  , ,)  = 

@ .  ?n E W p o i s  F é f i n i t a  e  x j Y n  -+ x j  E $ j .  
J 

Pode-se e n t ã o  s u b s t i t u i r  25 por  26  a  30 e  , 

empregando 3 1 ,  26 por :  



E l i m i n a - s e  a s s i m  a  p a r t i c i p a ç ã o  dos w Para  
j '  

r e t i r a r  também os 6 j i  s e  pode r e e s c r e v e r  32 no f o r m a t o :  

Adaptando  a n o t a ç ã o  i n d i c a d a  em 1 3  da s e ç ã o  

5 . 2 . 3 .  s e  tem: 

com 

e  p o r t a n t o  s egundo  15 d e s s a  mesma s e ç ã o  s e  tem:  

A p l i c a n d o  e s s e  Úl t imo r e s u l t a d o  a 3 3  s e  t i  - 
r a  que: 



Devido a  29 e  ao  f a t o  de m o ( T ( $ . )  , y ' )  e s t a r  
J 

c o n t i d o  em mo(x , y )  -bLq E l , o ( $ ( j ) )  s e  pode tomar o  segundo 
9 Y q  

s o m a t õ r i o  em mo(x 9 ~ ' ) -  
, q  

J 
F e i t o  i s s o  chame E ( y )  = { j '  E T J ' l x j ,  E U 

j =1 
E ( $ j ) }  e q j ( j l )  ao e lemento  de v I x '  = x  - Pode - 

j '  Oj 'q 

s e  agora  e s c r e v e r  de forma e q u i v a l e n t e  a  38 que:  

Trocando a ordem dos somatÕr ios  i n t e r i o r e s  e  

f azendo  en tão  

é não n u l o .  



Se h '  = O f a ç a  o s  u j  l i  
j ' , i E m ( x  y )  s e r em c o e f i c i e n t e s  con 

O - 

vexos  q u a i s q u e r  ( 4 2 ) .  

Além d i s s o  s e  tem que  A' .  < O p o i s  o s  A 
j 

o  
J - 

s ã o  e  os  u j i  . 
to  ( j  ) ,j 

s ã o  não n e g a t i v o s .  Também os  u ; , ~  s - a  

t i s f a z e m  1  e  2 como é i m e d i a t o  m o s t r a r .  Dessa fo rma  f a z e n d o  

e  os  u ' . ,  , i  E m (x ' .  , , y l )  como em 42 e  tomando e n t ã o  em E ( y )  o  
J i  0 J l  

p r i m e i r o  s o m a t ó r i o  em 4 3  s e  obtém t o d a s  a s  c o n d i ç õ e s  d e  o t i m a l i  - 

d a d e  i n d i c a d a s  na p a r t e  A .  

A p a r t e  R p o d e r á  s e r  d e m o n s t r a d a  como a  : p a r  

t e  R do  t eo r ema  8 s e  a d a p t a n d o  p a r a  a s  c o n d i ç õ e s  de 8 o  d e s e n  - 

v o l v i m e n t o  r e a l i z a d o  na p rova  de A e  l embrando  que  p a r a  os  e l e -  

mentos  d e f i n i d o s  em R s e  tem que 

a g i  ( x ,  0 )  ( y ' )  = {O] x  { O l x . : . ~  2h (x , - ) (y ; )x . .  .x{Ol e  



F i n a l m e n t e  o  f a t o  d e  CQ1l  o u  CQ'' a c a r r e t a -  

rem X o  < O p o d e  s e r  m o s t r a d o  d e  f o r m a  a n á l o g a  a  e m p r e g a d a  n o  

t e o r e m a  8 p a r a  p r o v a r  q u e  CQ1 ( o u  C Q 2 )  l e v a r a m  o  i d ê n t i c o  r e  - 

s u l  t a d o  n a s  c o n d i ç õ e s  t r a t a d a s  l á .  

O b s e r v a ç ã o  H :  

Q u a n d o  a l é m  d a s  c o n d i ç õ e s  r e q u e r i d a s  n o  t e o  - 

r e m a  9 a s  g i ( * , y )  s ã i ~  d i f e r e n c i á v e i s  e X é um p o l i  t o p o  e n t ã o  s e  

p o d e  e x i g i r  a  e x e m p l o  d o  q u e  f o i  a p r e s e n t a d o  n a  o b s e r v a ç ã o  A 

Assim p o r  4 1  e  p o r  q u e  s e  p o d e  f a z e r  u j i  = O 

s e  i 6 m 0 ( x . , y 1 )  s e  t e m v j '  \?I', # O :  
J j 

( F a  
j j l  )  g i ( , ~ l ) ( x l )  ( o n d e  j l x j  

A g o r a ,  como 



e  s e  t i r a  de  44  q u e :  

Obse rvacão  I : 

O r e s u l t a d o  do Teorema q  d e r i v a  do f a t o  que 

n a s  c o n d i ç õ e s  em que  e l e  é v ã l i d o  G 1 ( y , d )  = E ' ( y , d )  pode s e r  

o b t i d o  f a z e n d o  a v a l i a ç õ e s  a p e n a s  nos p o n t o s  d e  E ( y ) ;  



U M  T E O R E M A  D E  FUNÇÃO IMPLÍCITA 

Neste c a p y t u l  o  s e r á  a p r e s e n t a d o  u m  Teorema 

de função  i m p l i c i t a .  E s t e  teorema s e  a p l i c a r á  aos s i s t e m a s  

- I forem convexas ou quando as r e s  quando a s  funções  g i .  - 

t r i ç õ e s  g i ( -  , y )  forem convexas Vy E 1 ~ ~ ~  gi  ( x , . )  t i v e r  d e r i v a  - 

d a s  d i r e c i o n a i s  v d  E Rq e  f o r  s a t i s f e i t a  uma cond ição  de l imi  - 

t e  uniforme aná loga  a  "cond ição  de desacop lamen to" .  

No teorema de função  i m p l i c i t a  usua l  a p l i c a  - 

a H  - - do a  equação H ( x , y )  = O s e  e x i g e  que - ( x , y )  s e j a  não- s ingu-  
a x 

l a r  para  que s e  possa  e s c r e v e r  a s  s o l u ç õ e s  dessa  equação  em 

uma v i z i n h a n ç a  de (T,Y)na forma x = h ( y )  . No r e s u l t a d o  a p r e  - 

s e n t a d o  n e s t a  s e ç ã o  e s s a  e x i g ê n c i a  é s u b s t i t u i d a  p e l a  s e g u i n t e :  

Essa Últ ima c o n d i ç ã o  é l og icamen te  mais f o r t e  que a  d o  teorema 

u s u a l .  

Uma consequênc ia  do teorema que s e r á  i n d i c a  - 

do aqu i  e  que motivou sua a p r e s e n t a ç ã o  d e n t r o  d e s t e  t r a b a l h o  

também s e r á  dada .  Ela  c o n s i s t e  no f a t o  de s e  poder  g a r a n t i  r 



que em c a s o s  o o n v e x o s  comuns e  onde as  c o n d i ç õ e s  d o  t e o r e m a  s e  

a p l i c a m  i m e d i a t a m e n t e  o  c o n j u n t o  dos p o n t o s  p i o r  c o b e r t o s  em 

y + h d  e v o T u i  s o b r e  um número  f i n i  t o  de c u r v a s .  

- 
x  = s . ( h )  onde  s  ( - E ~ , E ~ )   IR^, j E 1  , J  

J j '  

t a i s  que s  é d i f e r e n c i á v e l  l a t e r a l m e n t e  n e s s e  i n t e r v a l o .  
j 

Teorema 1 0 :  - 

Sejam 

a )  (Y,?) E U  x  V G  IR^'^, U e  V a b e r t o s .  

c . 1 )  vi E 1  .p+1 g i ( * , y )  é c o n v e x a  Vy c  IR^ 

e  3 uma v i z i n h a n ç a  U1 de  Y em IRP I y x  E 

U, e v d  E Rq 3 g i ( ~ ~ - ) ~ ( y , d )  e  H ( x y d )  = 

gi ( x Y Y  + h d )  - g i  ( x Y Y )  
- -f s , ( x , - ) '  

h  h+o+ 

( Y , d )  u n i f o r m e m e n t e  em V x  S 1 ( 0 )  ou  s i m  - 

p l  e s m e n t e  

c . 2 )  +i E i,pií gi c o n v e x a .  



Além d i s s o  suponha que:  

d ) V v  E I R ~  1 i  E l . p + I  I g i ( * , I ) ' ( X , v )  < O .  

Nessas cond ições  1 uma v i z i n h a n ç a  de  y 

V' c V e  uma função  F: V' -t U c o n t i n u a  e  I 

Prova: -- 
Deve-se começar observando o  s e g u i n t e  f a t o :  

Afirmação 1 0 . 1 :  

Se valem a s  cond ições  c . 1  ou c . 2  do teorema 

1 0  e n t ã o  

-bL E > 0 3 6 > Olse  1 1  ( x , y )  - (Y,y)( l  < 6 

e n t ã o  

Prova:  

Cons iderando a  h i p ó t e s e  c . 2  e s t e  r e s u l t a d o  
+ 

e  o b t i d o  do teorema C do Apêndice e n c o n t r a d o  em R o c k a f e l l a r l  1 .  
Suponha agora  que v a l e  a  h i p ó t e s e  c .1  e 

a  a f i r m a ç ã o  é f a l s a .  Nesse caso  e x i s t e m  



1 e  o  f a t o  de a g i ( * , y ) ( X )  s e r  convexo f e c h a  - 

do a c a r r e t a m  que por  s e p a r a ç ã o  

3 e  E S 1 ( 0 ) l s . e  > max r . &  = 
r & a g i (  -.i) (Y) 

s i  ( = , i ) ( Z , e )  

Tomando e n t ã o  e s s e  h s e  tem que:  

onde 



Devido a  c o n d i ç ã o  imposta  s o b r e  ff ( x , d )  s e  tem que 

0(xnYYn-Y) o ( x n  + l l  Y n - Y l l  h 3 Y n - Y )  
l im  = l im  - -- - o  

I l  Y n - Y  I I  l l  Y n  - Yll 

Assim por 3 s e  tem que 

s . e  = l im s  e  < l im  g i ( * , y ) l ( x n  + n '  - 

em c o n t r a d i ç ã o  com 2 .  

Desse modo va lendo  q u a l q u e r  das h i p ó t e s e s  em 

c  s e  pode a f i r m a r  a  p a r t i r  de d que 

Pode-se m o s t r a r  agora  que não e x i s t e  y E Bg(Y)  ( 5 ) ,  x e z E 

Bg(Y) ( 6 )  1 :  



Suponha q u e  i s s o  não s e j a  v e r d a d e .  Sejam en -  

t ã o  y ,  x e  z  s a t i s f a z e n d o  a  5-8 e  t a i s  que g , ( z , y )  L g , ( x , y )  

Nesse  c a s o  por  7 ,  s e  tem que  

Tome a g o r a ,  o  que é p o s s i v e l  s egundo  4 ,  i  g  ( y )  ( Z Z - x )  < O . 
Se  tem e n t ã o  que  

e n c o n t r a n d o - s e  uma c o n t r a d i ç ã o  com 9 ou 8 conforme i  E 1 , p + l  ou 

p + 2 , s + l  . 

E m  v i s t a  d e s s e  Ú1 t imo f a t o  s e  pode a f i r m a r  

que  nas  c o n d i ç õ e s  do t eo rema  a  f u n ç ã o :  

Como I) é l o g i c a m e n t e  c o n t í n u a  10 p e r m i t e  . a  - 

f i r m a r  p e l o  t eo rema  da i n v a r i â n c i a  do domTnio ( v e r  t e o r e m a  D do 

a p ê n d i c e )  que  I ) ( B 6 ( T ( )  x ~ ~ ( 7 ) )  é um a b e r t o  em lR Pt-9 c o n t e n d o  



( ~ Y Y >  +- $ ( ~ Y Y )  

s e r á  e n t ã o  u m  homeomorfismo e  tomando 

- 1  s e  poderá d e f i n i r  F:  V '  = B g l  ( y )  + U dada por  F = P 1  .$, . I 2  onde 

Pe la  p r z p r i a  manei ra  como f o i  c o n s t a u í d a  F 

e  c o n t i n u a  e  chamando de  p a  j - é s ima  p r o j e ç ã o  de IR 
j 

p+q  s e  tem 

Vi  E 2 , s+1 que 

De forma análoga  s e  v e r i f i c a  que 

r e s t a n t o  apenas m o s t r a r  que F 1 ( y , d )  e x i s t e  -tfy E V' , e  $41 E  IR^. 
Para v e r i f i c a r  i s s o  s e r á  n e c e s s á r i o  a n t e s  de mais nada o  s e g u i n  - 

t e  r e s u l  tado:  



Af i rmacão  1 0 . 2 :  

Dades y  E V '  e  x  = F ( y )  s e  tem q u e :  

A )  S e  va l  em a s  c o n d i ç õ e s  do t e o r e m a  1 0 ,  e n t g o  

b = ( b ,  ,.. . y b p + l  ) E IRP" , O s i  s tema 

a d m i t e  uma s o l u ç ã o  Ú n i c a .  

B )  Se v a l e  a  c o n d i ç ã o  c . 2  e n t ã o  Yb E IRP" e  
- 
w E R q  o  s i s t e m a :  

g p x , y ) , ( v , W  - g i ( ( x , ~ )  & m = b i - l  i  E= 

tem uma Única  s o l u ç ã o .  

P rova :  Como já f o i  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  a  c o n d i ç ã o  d  do t eo r ema  -- 
v 

1 0  c o n t i n u a  v á l i d a  quando s e  s u b s t i t u i  x e  y p o r  q u a i s q u e r  

x E B g ( X )  e  y E B 6 ( Y ) .  

Suponha e n t ã o  p o r  a b s u r d o  que  p a r a  u m  d e t e r  - 

minado b E IRP+' e x i s t a m  v l  e  v 2  E IRP,  v l  f v 2  s a t i s f a z e n d o  a o  

s i s t e m a  dado  em A .  I s s o  s i g n i f i c a  q u e :  



I m a g i n e  e n t ã o  que 

N e s t e  c a s o  p o r  1 1  e 1 2  o mesmo o c o r r e  p a r a  

Si E a g i ( * Y ~ ) ( x . v 1 ) .  

P e l  a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  de  agi ( 0  , y )  ( x y v l ) ,  

si ( '  YY) '  ( x , v l )  = s j  . v 1  

e  p e l a s  c o n v e x i d a d e s  d a s  gi ( O  , y ) ,  

g i ( ' Y Y ) '  ( x 9 v 2 )  L S y V 2  

A p l i c a n d o  e n t ã o  1 4  e 15  s e  t e m  q u e :  . 



c o n t r a r i a n d o  d  que  p o r  4 v a l e  em ( x , y ) .  

Se 1 3  não s e  v e r i f i a a  e n t ã o  

e  de  novo p o r  11  e  12 s e  t e r á  

Nesse  c a s o  tomando s,! E ag i  ( = . y ) ( x . v 2 )  e  p rocedendo  de  forma 

a n á l o g a  a  e f e t u a d a  p a r a  o  c a s o  a n t e r i o r  s e  consegue  p r o v a r  que 

de novo em d e s a c o r d o  com d .  M ~ s t r a - s e  a s s i m  que  a  f u n ç ã o :  

- 
e  b iun? 'voca .  Como e l a  é também c o n t f n u a ,  de novo p e l o  t eo rema  

d e  i n v a r i â n c i a  do  d o m i n i o ,  s e  tem que  i j '  (IR') é um a b e r t o  
X Y Y  

d 

c o n t e n d o  Õ. Como @ '  e  p o s i t i v a  homogênea e l a  d e v e  s e r  s o b r e  
x 9 Y  

IRP c o m p l e t a n d o  a  p rova  d e  A .  

P a r a  d e m o n s t r a r  B b a s t a  o b s e r v a r  q u e  dados  



P a r t i r i d o - s e  e n t ã o  novamente  da  negação  da t e  - 

s e  e  p rocedendo  a n a l o g a m e n t e  a  m a n e i r a  e f e t u a d a  na p rova  do ca  - 

s o  A c h e g a - s e ,  com o  a u x i l i o  de  1 4  e  da c o n d i ç ã o  d ,  a  demons - 

t r a r  que não pode e x i s t i r  mais  de  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  s i s t e m a  da - 

do em B .  A p rova  da e x i s t ê n c i a  o b r i g a t ó r i a  d e s s a  s o l u ç ã o  

vb E IRP é i d ê n t i c a  a  do  c a s o  A .  

S e j a  a g o r a  y  E V ' Ç  B * ( Y )  e  d  E  IR^. S e j a  a i n  - 

da  
- 

( t n )  ltn ' O, t n  + 0 ,  u ( ( F ( y + t n  d )  - F ( y ) ) / t n ) + a  

C o n s i d e r e  p r i m e i r o  o  c a s o  em q u e  v a l e  a  con- 

d i ç ã o  c . 1  e  p a r a  m o s t r a r  que  e' assuma i n i c i a l m e n t e  que  e x i s  - 

t e  



Nesse c a s o  s e  t e r á  q u e :  

1  O = l i m  - I g i ( F ( y  + t n d ) , y  + t n d )  - 
n 

Es sa  i g u a l d a d e  m o s t r a  que  < p o r  1 5  e 

pbn g i  ( f ( y ) , * ) ' ( y , d )  - g l ( F ( y )  , O ) '  ( y , d )  s e r  l i m i t a d o .  

Se 15 não  s e  v e r i f i c a  e n t ã o  f a z e n d o  u so  da 
- 

c o n d i ç ã o  d  p a r a  ã s e  g  ( y )  ( F ) )  - > O ou - a  s e  gi  ( * , y ) '  
- 

( F ( y )  , a )  L O ,  s e  e n c o n t r a  que 



N e s s e  c a s o  p r o c e d e n d o  como na  s i  t u a ç ã o  a n t e r i o r  s e  t e m  p a r a  e s s e  

i q u e :  

0 = g i ( f ( Y L - ) ' ( Y 3 d )  + e g i ( * Y y ) l ( F ( Y ) Y ã )  

( 1 7 )  

o  q u e  n o v a m e n t e  a s s e g u r a  q u e  R é f i n i  t o .  

S e j a  e n t ã o  V = E = 1  i m  ( F ( y  c t n d ) - F ( y ) ) / t n .  

~ f e t u a n d o v i  E 2- o  mesmo p r o c e d i m e n t o  r e a l i z a d o  p a r a  a  o b t e n  - 

ç ã o  d e  1 6  s e  t e m :  

s i ( * Y Y ) ' ( F ( Y ) Y V )  - ~ ~ ( * Y Y ) ' ( F ( Y ) Y ~  = 

- 
P e l o  i t e m  A da a f i r m a ç ã o  1 0 . 2 ,  v e s t á  bem d e  - 

f i n i d o  p o r  1 8  e  1 9 .  I s t o  q u e r  : d i z e r  q u e  l i m  ( F ( y  c t n d ) - F ( y ) ) / t n  
d 

e  d a d o  p o r  $ '  ( b ' )  o n d e  
x 3Y 



Como q u a l q u e r  s e q u ê n c i a  ( h , ) ,  h,, > O vn, 
h, + O p o s s u i  uma s u b s e q u ê n c i a  com a s  p r o p r i e d a d e s  r e q u e r i d a s  

p a r a  tn  s e  tem q u e  

F 1 ( y , d )  = 1 im+ F (y  + h d )  - F ( y ) ) / ?  
x-to 

e x i s t e  e  é i g u a l  a  ( b ' )  com b '  como i n d i c a d o  no p a r á g r a f o  
x  , Y  

a n t e r i o r .  T e r m i n a - s e  a s s i m  a  p rova  p a r a  o c a s o  em que  v a l e  c . 1 .  

Suponha a g o r a  que  c . 2  é v e r d a d e i r a  e  i m a g i -  

ne que I? = Nesse  c a s o  

e  a s s i m  s e  e x i s t e  i E 2 , s + 1  t a l  que  

Se chegando  e n t ã o  a  um a b s u r d o .  

Se  20 é f a l s a ,  como g; ( ( F ( y )  , y )  , ( ã , O ) )  = 

- 
g i  ( 0  , y ) '  ( F ( y ) , a ) ,  e n t ã o  s e  p o d e r á  u s a r  novamente  a  c o n d i ç ã o  d  

- 
p a r a  ã ou -a  con fo rme  f o r  c o n v e n i e n t e  e  d e s s a  forma c o n s e g u i r  



m o s t r a r  que 

Para e s s e  i  s e  t e r á  

1  O = l im - Igi ( ~ ( y  t t n d )  ,y t t n d )  - 
n 

Absurdo e  p o r t a n t o  R a. 

- - F ( y + t n d ) - F ( y )  
S e j a  o u t r a  vez e n t ã o  v = R u = 1  im -- 

- 
v é s o l u ç ã o  do s i s t e m a  i n d i c a d o  no í t e m  B da a f i r m a ç ã o  1 0 . 2  com 

b = U e  p e l o  r e s u l t a d o  i n d i c a d o  nesse  i t e m  s o l u ç ã o  ú n i c a .  
F ( y + t n d )  - F ( Y )  

Dessa manei ra  o  l im -- e s t á  de - 
n 

t e rminado de uma forma que independe da s e q u ê n c i a  ( t n )  e s c o l h i -  

d a .  Dai s e  m o s t r a r  que e x i s t e  o  lim, ( F ( y  t Ad) - ( y ) ) / A  também 
A - t O  

nes se  segundo c a s o  é t a r e f a  s i m p l e s .  

Observação A: - 

Não é verdade  que s e  apenas  a s  g i  (*.Y) forem 

convexas os r e s u l t a d o s  do teorema 10 s e  v e r i f i q u e m  a inda  que 

v a l h a  c .  1 .  I s t o  pode s e r  c o n s t a t a d o  no exempl o em que 

2  ( x , y )  -t ( - i l i  (x-y ) s e  x > y  2 



Observe que  as g i ( * , O )  = + i d e n t i d a d e  s ã o  

convexas e  que  

va lendo p o r t a n t o  c . 1 .  

Vai -se  a p r e s e n t a r  agora  um exemplo de a p l i  - 

cação  do teorema 10 d e n t r o  do c o n t e x t o  de  problemas de r e c o b r i  - 

mento. O r e s u l t a d o  que s e r á  a p r e s e n t a d o  aqui é uma consequên 

tia i m e d i a t a  d e s s e  teorema sendo v a l i d o  apenas na p r e s e n ç a  de 

algumas cond ições  de  r e g u l a r i d a d e .  Casos mais complexos em que 

o  teorema 10 n ã o  s e  a p l i q u e  d i r e t a m e n t e  s e r ã o  e s tudados  em t r a  - 

balhos  p o s t e r i o r e s .  

9  Sejam e n t ã o  X S I R P ,  Y s I R  e  a s  g i ,  i ET;R 

como dadas na s e ç ã o  1 . 3 ,  7 E Y e  Y E M o ( ? ) .  Diz-se  (4 ue 
- - 

S r, mo(X, i )  é l a t e n t e  em ( x , y )  s e :  

B) Existem s e q u ê n c i a s  ( y )  , ( x , )  e  (E,,) t a i s  

que :  



Exemplo 1 :  - 

Cons ide re  X = [0,1], g i :   IR^ - + R ,  i  = 1  ,2 ,31 

2  2 
g 1 ( x Y y )  = x , g 2 ( x y y )  = ( x - y )  , g 3 ( x Y y )  = 5y - x .  E s i m p l e s  ver 

que S  = {1 ,21  é l a t e n t e  em ( 0 , O ) .  As s e q u ê n c i a s  ( y , ) ,  ( x , )  e  

( c n )  i n d i c a d a s  no i tem B podem s e r  f e i t a s  ( 1  , ( 1 / 2 n )  e  (1/2n) 

r e s p e c t i v a m e h t e .  
- -  - 

Se S G mo(x ,y )  e  t a l  que 1  não s e  v e r i f i c a  
- - 

e n t ã o  s e  d i z  que S e  m o ( X , y )  s ã o  e q u i v a l e n t e s  em ( x , y ) .  

Suponha a  p a r t i r  de agora  que as g i  (-.Y) , 
i  E 1,K possuem d e r i v a d a s  u n i d i r e c i o n a i s  em q u a l q u e r  d i r e ç ã o  . 
Nessas cond ições  s e r á  n e c e s s á r i o  p a r a  que S m o ( X , y )  s e j a  - e  

- 
q u i v a l e n t e  a  m o ( Y , r )  em ( x , y ) ,  x E M o ( i )  que 4% E CK(-m e x i s  - 

t a  

i  E S 1 g i ( = . Y ) ' ( X , v )  5 O ( 3 )  

Para  que S  s e j a  d i t o  r e g u l a r  em (Y,y) s e  e x i g i r á  um pouco mais .  

Se o b r i g a r á  que a  cond ição  3 s e j a  s , a t i s f e i t a  mesmo com < O ( 4 ) .  

Cons ide re  daqui por d i a n t e  que 

onde o s  Ce s ã o  convexos a b e r t o s  -bij E K+1 ,KcC d e f i n a :  

Pode-se v e r i f i c a r  que e s s a s  g s ã o  funções  
j 

convexas ( 6 )  e  que nas condições  que s e  e s t ã  assumi!ndo d i z e r  

que S  é r e g u l a r  em (x,y)  e q u i v a l e  a  a f i r m a r  que f azendo  



s e  v e r i f i c a  que  

t a l  que 

E s i m p l e s  c o n s t a t a r  também que s e  T G  rno(x ,  

y )  U ( r o ( x )  + I )  é t a l  que 

e n t ã o  # = ( T )  - > p -t 1 .  Para poder  u s a r  o  teoivema 1 0 ,  e n t r e t a n t o ,  

s e  p r e c i s a r á  a s s u m i r  que todo T c m0(x ,y )  U( r o ( x )  + { K } )  s a t i s  - 
d 

fezando 9 e  minimal com r e s p e i t o  a  e s s a  p r o p r i e d a d e  ( i s t o  e ,  

T ( T  a t e n d e  9 mas q u a l q u e r  T I +  T não o  f a z )  t enha  mesmo c a r d i  - 

na1 p -t 1 .  

Se além das cond ições  que s e  e s t á  c o n s i d e  - 

rando s e  impuser  que as gi s e j am convexas e n t ã o  a  p r o p o s i ç ã o  7 

dada a  s e g u i r  e s t a b e l e c e  uma condição  s u f i c i e n t e  pa ra  i m p e d i r  
- - - - 

que e x i s t a  S c mo(x ,y )  l a t e n t e  em ( x , y ) .  

Pronos i  cão 7 :  

Sejam 

a )  X complementar da un ião  de convexos aber - 
-- 

t o s  Ce,  L E 1 , L ,  X compacto E X o  a b e r t o .  

b )  E Y o  a b e r t o .  

c )  g i :  X o  x Y o  +IR convexa v i  E T,K. 

d )  g j y  j E K+1 , K + L  como d e f i n i d a s  em 5 .  



e )  X E Mo(Y) I  s e  S não é r e g u l a r  em (r,?) 
e n t ã o  

r o ( X )  como d e f i n i d o  em 7 .  

Nessas condi çQes  não e x i s t e m  s u b c o n j u n t o s  
- - - - 

de mo(x ,y )  que sejam l a t e n t e s  em ( x , y ) .  

Prova:  

Suponha que e x i s t a  u m  c o n j u n t o  S e  mo(x , 
- - - 
y )  e  l a t e n t e  em ( x , y ) .  Sejam e n t ã o  ( y n )  e  ( x n )  como i n d i c a  - 

das  no i t em B da d e f i n i ç ã o  de c o n j u n t o  l a t e n t e .  Passando s e  

n e c e s s á r i o  a  uma s u b s e q u ê n c i a  s e  pode o b t e r  que 

d 

e  c o n s t a n t e  e  i g u a l  a  R .  Como x n  E Mo(yn)  e  v a l e  a  c o n d i -  

ção  a ,  ; s e  pode d i z e r  que 

Yv E  IR^ I j E S  U ( R  + I K } ) l g j ( ~ , y n ) ' ( x n . v ) G  

(11 

Como a s  g i ,  j E 1  , K + L  s ã o  convexas s e  Yn E IN e  E 1  yK+L f o r  

e s c o l h i d o  u m  v e t o r  w E a g . ( *  , y n ) ( x n )  11 a c a r r e t a  que 
j n  J 

Cons iderando-se  novamente s e  n e c e s s á r i o  - a  

penas uma s u b s e q u ê n c i a  de  ( y n  , x n )  s e  pode f a z e r  dev ido  a  con - 



vexidade das g 
j 

E m  v i s t a  de 12 s e  tem e n t ã o  que 

que p e l o  lema de Gordan é e q u i v a l e n t e  a  

d 

Como r ,  e  s emi -con t inuo  s u p e r i o r m e n t e  s e  tem que 

Por 10 s e  tem e n t ã o  que S é r e g u l a r  não podendo p o r t a n t o  - a  

t e n d e r  a  cond ição  A da d e f i n i ç ã o  de c o n j u n t o  l a t e n t e .  Es tabe -  

l e c e - s e  a s s im uma c o n t r a d i ç ã o .  

( x , y )  + max ( v . x ) + i y ,  i  ~ i -3  
v q  ( x i  

onde 



as  cond içQes  da p r o p o s i ç ã o  7 s ã o  s a t i s f e i t a s  em ( Õ , O ) .  

Uma cond ição  u m  pouco mais a b r a n g e n t e  que a  

i n d i c a d a  no i  tem e  da p ropos ição  7 p e r m i t i r á  o b t e r  a f i  na1 a  

a p l i c a ç ã o  do teorema 10 mencionada no i n i c i o  d e s t a  s e ç ã o .  Essa 

a p l i c a ç ã o  s e r á  a p r e s e n t a d a  na p r o p o s i ç ã o  8 .  Além da cond ição  

c i t a d a  s e  e x i g i r á  que s e  T f o r  minimal s a t i s f a z e n d o  9  r em 
- (Y,y), x E Mo(Y) e n t ã o  o  # ( T )  deve s e r  p + 1 .  

P ropos ição  8 :  - 

Cons ide re  vá1 i d o s  os i  t e n s  a ,  c  e  d da pro- 

pos ição  7 e  s e j a  7 E YOIVY E Mo(y) s e  t enha  que:  

não s a t i s f a z  9 ,  O c ò ( { a g j ( e y y y ( X ) , i ~ T } )  

- - 
8 )  Se T c m o ( x , y )  U r o ( X ) + { K l )  a tende9 em 

(Y,y) e  é minimal com r e l a ç ã o  a  e s s a  p r o  - 

p r i e d a d e  e n t ã o  # ( T )  7 p + 1  . Nessas con - 

d i ç õ e s  Mo(Y)  é f i n i t o .  Fazendo e n t ã o  

Mo(y) = , , . . . x )  s e  tem que MnrT;M 

%T E mo(XM.7)  U ( r o ( )  + K )  s a t i s f a  - 

zendo 9  e  minimal com r e l a ç ã o  a  e s s a  p ro  - 

p r i e d a d e  e x i s t e  uma função  F m y T :  "m ,T 
-% 

X o '  onde V 
m , T  

é uma v i z i n h a n ç a  de 7, t a l  

que :  

pa ra  q u a l q u e r  i  e  j em 



C o m  r e l a ç ã o  a  e s s a s  F m ,T s e  tem a inda  que 

e x i s t e  uma v i z i n h a n ç a  V '  de 

onde 

s a t i s f a z e n d o  9 em (XmyY) e  minimal com e s s a  p r o p r i e d a d e }  ( 1 6 )  

Prova: 

a i m p l i c a  que m o ( X y i )  U ( r o ( x )  + { K } )  a t e o  

de 9 em (T,:) E Mo(y). Assim todo x de Mo(y) é ponto  i s o l a  - 

do d e s s e  c o n j u n t o  e  d e s s a  forma Mo(y) é f i n i t o .  Além d i s s o  a  

e x i s t ê n c i a  das  funções  F m J s a t i s f a z e n d o  13 e  14 e s t á  assegu - 

r ada  por 6 e  p e l o  teorema 1 0 .  

Res ta  m o s t r a r  que 15  o c o r r e .  Para v e r i  f i  - 
c a r  i s s o  pode-se começar observando que s e  15 não é v e r d a d e i -  

r a  e n t ã o  e x i s t e m  s e q u ê n c i a s  ( y n )  e  ( x n )  t a i s  que :  



D e s e n v o l v e n d o  e n t ã o  r a c i o c i n i o  a n ã l o g o  a o  

u t i l i z a d o  n a  p r o v a  d a  p r o p o s i ç ã o  7 s e  t e m ,  u s a n d o  a ,  q u e  
- 
S  U(R i- {K}) s a t i s f a z  9 em (Ti,?). S e j a  e n t ã o  T um e l e m e n t o  

m i n i m a l  com r e l a ç ã o  a  e s s a  p r o p r i e d a d e  e c o n t i d o  em 5 U(R U 

{ K l ) .  De P #(T )  = p  t 1  ( 2 0 ) .  A l é m  d i s s o  

CJ . ( x ,  , y n )  = O V j  E T n K+T;K+L G (R+{K}) 
J 

( 2 2 )  

9 ,  2 0 ,  2 1  e  2 2  g a r a n t e m  p e l o  t e o r e m a  1 0  q u e  

- 3 í i  E # I  -h > ii x n  - F i , r ( y n )  

c o n t r a r i a n d o  1 9 .  P o r t a n t o  1 5  é v á l i d a .  



Q u a t r o  t e o r e m a s  r e f e r e n c i a d o s  no d e c o r r e r  do 

t e x t o  e  que  s e r v i r a m  de b a s e  p a r a  a  d e m o n s t r a ç ã o  dos c i n c o  ú l t i  

mos t e o r e m a s  s ã o  e n u n c i a d o s  n e s t a  s e ç ã o .  J u n t o  a  c a d a  u m  d e l e s  

s e  e s p e c i f i c a  onde  ê l e  pode s e r  e n c o n t r a d o  com d e m o n s t r a ç ã o .  

Teorema A :  

S e j a  f :  IR' + IR uma f u n ç ã o  a n a l í t i c a  em $2 v i  - 
- 

z i n h a n ç a  de O e f(õ')=O. Se R f o r  s u f i c i e n t e m e n t e  pequeno e n t ã o  a 

c u r v a  f ( x , y )  = O tem em fi apenas  um número f i n i t o  de ramos rea i s  

que  s ã o  d e  u m  dos d o i s  t i p o s :  

onde  K , n  s ã o  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  e  o s  c o e f i c i e n t e s  a  s ã o  t o d o s  
j 

r e a i s .  Mais a i n d a  p a r a  fi pequeno  o  b a s t a n t e  e s s e s  ramos s e  i n  - 

t e r c e p t a m  em R a p e n a s  na o r i gem ( L e f s c h e t z , S .  ; I 1 ; 2a  e d i ç ã o  ; 

c a p i t u l o  X ;  p á g i n a s : . 2 0 9  e  2 1 0 ) .  

O t eo r ema  A é uma a p l i c a ç ã o  do t eo r ema  de 

P u i s e u x  que pode s e r  e n c o n t r a d o  em E i c h l e r  I 1 ,  c a p i t u l o  I 1 1  , 

p á g i n a s :  118  a  1 2 0 .  

Teorema B :  

U m  f u n c i o n a l  convexo  e  l i m i t a d o  tem .um pon - 
t o  de  minimo em u m  c o n j u n t o  X também convexo em x o  s e  e  somen te  

s e  : 



( P s h e n i c h n y i  , I I ,  c a p i t u l o  1 1 ,  p á g i n a s :  56 a  5 9 ) .  

n - Observação :  Todo o  f u n c i o n a l  convexo  de IR e  1  i m i t a d o .  

Teorema C :  

Se  f é uma f u n ç ã o  convexa p r ó p r i a  d e f i n i d a  

em U IRn e n t ã o  f i ( x , y )  é uma f u n ç ã o  s e m i - c o n t i n u a  s u p e r i o r m e n  - 

t e  em U x  I R n .  Mais p r e c i s a m e n t e  dados  q u a i s q u e r  x E U e  

E >. O e x i s t e  u m  6 > O t a l  que :  

a f ( z ) c  a f ( x )  + B ( O )  VZ E ( x  + B , ( o ) ) .  
E 

( R o c k a f e l l a r ,  R . T . ,  I I ,  p a r t e  V ,  s e ç ã o  2 4 ,  p á g i n a  2 3 4 ) .  E s s e  

r e s u l t a d o  é dado na r e f e r ê n c i a  como um c o r o l á r i o  do t eo rema  

2 4 . 5  e n c o n t r a d o  na p á g i n a  a n t e r i o r .  

n A Observação :  Uma f u n ç ã o  f :  UG IR -t IR e  d i t a  p r ó p r i a  s e  

f ( U ) G  IR. As f u n ç õ e s  t r a t a d a s  n e s t e  t r a b a l h o  s ã o  t o d a s  p r ó p r i -  

a s .  

Teorema D :  (Da ~ n v a r i â n c i a  do Domini o )  

S e j a  U um c o n j u n t o  a b e r t o  em R n  e  $:U  IR^ 
uma f u n ç ã o  c o n t i n u a  e  i n j e t i v a .  En tão  0  é uma f u n ç ã o  a b e r t a  

( I  I ,  c a p í t u l o  111 ,  p á g i n a s :  7 7 - 7 8 ) .  

E s t e  t eorema é um c o r o l á r i o  do t eo rema  de 

J o r d a n  que pode s e r  e n c o n t r a d o  n e s s a  mesma f o n t e  nas  p ã g i n a s  

75 a  7 7 ) .  
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