
C A R A C T E R I Z A @ ~ O  E S T R U T U R A L  D E  SI STEMAS 

D E  C O N T R O L E  I N V A R I A N T E S  

A f o n s o  C e l s o  D e l  N e r o  G o m e s  

T E S E  S U B M E T I D A  A 0  CORPO D O C E N T E  D A  COORDENACAO DOS PROGRAMAS D E  

P O S - G R A D U A C A O  D E  ENGENHARI A D A  UNI VERSI DADE F E D E R A L  D O  RIO D E  

JANEI RO C O M O  P A R T E  D O S  REQUISITOS N E C E S S A R I O S  P A R A  A OBTENCEO DO 

G R A U  D E  D O U T O R  EM CIENCIAS ( D . s c . )  

A p r o v a d a  p o r :  

4 4  
C e l s o  P a s c o  i B o t t u r a  

~~ &/M- 
F a u l  o  A u g u s t o  V e 1  o s o  

P l i n i o  B e n e d i t o  L .  C a s t r u c c i  

R I O  D E  J A N E I R O ,  R J  - B R A S I L  

AGOSTO D E  1 9 8 0  



R E S U M O  

Desenvolve- se  n e s t a  t e s e  urna nova abordagem para  

o  problema de r e j e i c a o  de p e r t u r b a c o e s ,  o  P R P ,  t r a d i c i o n a l m e n t e  

a p r e s e n t a d o  e  r e s o l v i d o  em termos g e o m é t r i c o s .  E s t e  novo e n f o-  

que p e r m i t e  urna e x p l i c a c a o  e s t r u t u r a l  dos mecanismos e n v o l v i d o s  

e  duas  de s u a s  mais i m p o r t a n t e s  c o n s e q u e n c i a s  sao  a n a l i s a d a s .  

Demonstra- se,  em p r i m e i r o  l u g a r ,  a  p o s s i b i l i d a d e  

de s e  p a s s a r  a  e n c a r a r  o  P R P  de uma maneira  t o t a l m e n t e  f r e q u e n -  

c i a l ,  a t r a v g s  d a s  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a  do s i s t e m a .  I s t o  mos - 
t r a  que a  d e s c r i c a o  i n t e r n a  v i a  equacoes  de e s t a d o  nao e a  Unica 

f e r r a m e n t a  capaz de f o r m u l a r  e  r e s o l v e r  o  P R P ,  como s e  a c r e d i t a -  

va .  

A mencionada v i s a 0  e s t r u t u r a l  i n é d i t a  também suge  - 
r e  u m  novo método para  r e s o l u c a o  do P R P .  Todas a s  p o s s i v e i s  va-  

r i a c o e s  dos a l g o r i t m o s  que c o n s t i t u e m  e s t e  novo método c a r a c t e r i  - 

zam-se por t r a b a l h a r e m  com dimensoes r e d u z i d a s .  Outra  Óbvia van- 

tagem dos procedimentos  p r o p o s t o s  é a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  o b t e r  

in fo rmasoes  p recoces  s o b r e  o  problema.  Muitas  vezes  uma s i m p l e s  

in specao  das  m a t r i z e s  do s i s t e m a  pode d e c i d i r  s o b r e  a  e x i s t e n c i a  

Além do P R P  e s t e  t r a b a 1  ho e s t u d a  o u t r o  problema 

que envo lve  a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a :  o de e n c o n t r a r  t o d a s  a s  co-  

b e r t u r a s  de u m  dado subespaco .  E t r a t a ,  f i n a l m e n t e ,  de u m  a s p e c-  

t o  r e l a c i o n a d o  com a  p r ó p r i a  e s s e n c i a  da t e o r i a  da i n v a r i a n c i a :  

a  c a r a c t e r i z a c a o  de t o d o s  os  s u b e s p a ~ o s  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s .  
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ABSTRACT 

A  new t r e a t m e n t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  d e c o u p l i n g  p r o  - 
b l e m ,  DDP, w h i c h  i s  t r a d i t i o n a l l y  f o r m u l a t e d  a n d  s o l v e d  b y  geome - 
t r i c  means,  i s  g i v e n  i n  t h i s  t h e s i s ,  T h i s  new p r e s e n t a t i o n  a l -  

l o w s  a n  s t r u c t u r a l  e x p l a n a t i o n  o f  d i s t u r b a n c e  r e j e c t i o n  a n d  t w o  

o f  i t s  m o s t  i m p o r t a n t  c o n s e q u e n c e s  a r e  s t u d i e d .  

I n  t h e  f i r s t  p l a c e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  v i e w i n g  t h e  

DDP e n t i r e l y  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  c o n t e x t ,  t h r o u g h  t h e  s y s -  

t e m ' s  t r a n s f e r  m a t r i c e s ,  i s  e s t a b l i s h e d .  T h i s  f a c t  shows t h a t  

t h e  i n t e r n a 1  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m  u s i n g  t h e  s t a t e  e q u a t i o n s  

i s  n o t  t h e  u n i q u e  t o o l  c a p a b l e  o f  f o r m u l a t i n g  a n d  s o l v i n g  t h e  

DDP a s  i s  g e n e r a l l y  be1  i e v e d .  

The  new s t r u c t u r a l  a p p r o a c h  t o  DDP a l s o  s u g g e s t s  

a  new p r o c e d u r e  f o r  s o l v i n g  i t .  A  common a s p e c t  o f  t h e  a l g o -  

r i t h m s  t h a t  c o n s t i t u t e  t h i s  new m e t h o d  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  

d e a l  w i  t h  d i m e n s i o n s  sma l  l e r  t h a n  n .  A n o t h e r  o b v i o u s  a d v a n t a g e  

o f  t h e  p r o p o s e d  p r o c e d u r e s  l i e s  i n  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  

a  r a p i d  v e r i f i c a t i o n  o f  s o l v a b i l i t y .  O f t e n  a  s i m p l e  i n s p e c t i o n  o f  

t h e  m a t r i c e s  c a n  d e c i d e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s .  

B e s i d e s  DDP t h i s  t h e s i  S s t u d i e s  a n o t h e r  p r o b l  em 

r e l a t e d  t o  i n v a r i a n c e :  t h a t  o f  f i n d i n g  a l 1  c o v e r s  o f  a  g i v e n  

s u b s p a c e .  And,  f i n a l l y ,  i t  d e a l s  w i t h  a n  a s p e c t  c l o s e l y  r e l a t e d  

t o  t h e  e s s e n c e  o f  i n v a r i a n c e :  t h e  c o m p l e t e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  

a l 1  (A ,  B )  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  
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O convencionalmente  chamado C o n t r o l e  Moderno, onde 

estudamos o s  s i s t e m a s  d inamicos  a t r a v é s  das  v á r i a s  p o s s i v e i s  t é c  - 

n i c a s  do espaco  de e s t a d o s ,  nao pode t e r  s u a s  bases  i n i c i a i s  c r e  - 
d i t a d a s  com e x c l u s i v i s m o  aos  c o n c e i t o s  de c o n t r o l a b i l i d a d e  e  ob- 

s e r v a b i l  i d a d e  i n t r o d u z i d o s  por Kalman. Ele  também nao t a o  novo 

como seu nome p r e t e n s i o ~ a m e n t e  s u g e r e :  j á  e r a  empregado, náo em 
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seu a s p e c t o  a t u a l ,  e  l ó g i c o ,  p e l o s  p e s q u i s a d o r e s  que t e n t a r a m ,  

a  p a r t i r  do s é c u l o  XVIII,  e n t e n d e r  de uma maneira  mais r a c i o n a l  

e  matemát ica  o  funcionamento  dos p r i m e i r o s  mecanismos usados  pa- 

r a  c o n t r o l e  a u t o m á t i c o .  0s  problemas eram sempre de n a t u r e z a  me- 

c a n i c a  p o i s  d e s e j a v a - s e  bas icamente  manter  d e n t r o  de l i m i t e s  a  

v e l o c i d a d e  de máquinas e  motores .  A e s s e n c i a  dos métodos e r a  e s -  

t a b e l e c e r ,  empregando l e i s  da mecanica ,  a s  equacoes  d i f e r e n c i a i s  

que regiam o  comportamento dos s i s t e m a s  em e s t u d o .  Já s e  s a b i a  

que e s s a s  equacoes  podiam s e r  c o n s i d e r a v e l m e n t e  s i m p l i f i c a d a s  ao 

s e  supor  que a s  v a r i á v e i s  nao s e  a fa s t avam muito de de te rminados  

v a l o r e s  de  o p e r a ~ á o .  Descobr iu- se  também que a  s o l u ~ X o  dos p r o -  

blemas de r e g u l a r  v e l o c i d a d e s  e s t a v a  in t imamente  r e l a c i o n a d a  com 

a s  r a i z e s  de de te rminados  pol in6mios  a s s o c i a d o s  a s  equacoes  d i f e  - 

r e n c i a i s .  

Tentando r e s u m i r  a  s i t u a c a o  podemos d i z e r  que :p lan  - 

t a s  mecanicas  t inham s u a s  v e l o c i d a d e s  r e g u l a d a s  por  d i s p o s i t i v o s  



a u t o m á t i c o s  que empregavam r e a l i m e n t a c a o ;  os s i s t e m a s  eram mate- 

mat icamente  e s t u d a d o s  a t r a v é s  de e q u a ~ o e s  d i f e r e n c i a i s  que d e s -  

c reviam a evolucao  no tempo das  g randezas  mecanicas  e n v o l v i d a s ;  

os c o n c e i t o s  de l i n e a r i z a g a o  j á  eram conhec idos  e  u t i l i z a d o s .  

E s t e  quadro  r e t r a t a ,  em b r e v r s s i m a s  p a l a v r a s ,  o que pode s e r  

c o n s i d e r a d o  como p r i m e i r a  f a s e  h i s t ó r i c a  do C o n t r o l e .  Todo O 

a c e r v o  de conhecimentos  a d q u i r i d o s  n e s s a  época é a  base  do que 

s e  costuma chamar e s t u d o  dos s i s t e m a s  "no domTnio do tempo" ou 

" t é c n i c a s  t e m p o r a i s " .  

Uma v e r d a d e i r a  r evo lucao  nas t é c n i c a s  de  abordagem 

de problemas de c o n t r o l e  o c o r r e r i a  em f i n s  da segunda década do 

s é c u l o  X X .  U m  dos problemas p r á t i c o s  i n t e n s a m e n t e  p e s q u i s a d o s  

n e s s a  época r e f e r i a - s e  a t ransmissXo t e l e f o n i c a  a  longa  d i s t a n -  

c i a .  Es ta  t r a n s m i s s a o  e r a  f e i t a  por meio de cabos e  i s t o  a t e n u a  

va sobremanei ra  os  s i n a i s  e n v i a d o s .  Os a m p l i f i c a d o r e s  que s e  co-  

locavam ao longo da l i n h a  para compensar e s t a s  pe rdas  a p r e s e n t a -  

vam s é r i o s  i n c o n v e n i e n t e s :  comportavam-se de uma manei ra  n a o  1 i -  

n e a r  na a l t a  f a i x a  de ganhos em que deveriam t r a b a l h a r .  E s t e  pro - 

blema sÓ f o i  r e s o l v i d o  com a  invencao do a m p l i f i c a d o r  com r e a l i -  

mentacao n e g a t i v a .  E s t e  novo d i s p o s i t i v o  a p r e s e n t a v a  c a r a c t e r i s -  

t i c a s  l i n e a r e s  para urna f a i x a  de ganhos bem maior  que a s  a n t e -  

r i o r e s .  E n t r e t a n t o  sua e f e t i v a  a p l i c a ~ a o  a o s  problemas p r á t i c o s  

S Ó  acon teceu  quando Nyquis t  equacionou e  r e s o l v e u  s e u s  problemas 

de e s t a b i l i d a d e .  A r e p e r c u s s a o  d o  c r i t é r i o  de e s t a b i l i d a d e  a s -  

sim n a s c i d o  f o i  enorme e  i m e d i a t a .  A e n g e n h a r i a  de comunicacEes,  

f a v o r a v e l m e n t e  a b a l a d a ,  c o m e ~ o u  a  p e s q u i s a r  mais e  mais  n e s t a  
- 
a r e a  e  nao demoraram a  a p a r e c e r  novos r e s u l t a d o s .  Pouco c u s t o u  

pa ra  que t é c n i c o s  de o u t r a s  á r e a s ,  notadamente a  mecanica ,  p e r c e  - 



bessem a  a p l i c a b i l i d a d e  d e s t a s  novas i d e i a s  aos  s e u s  p r ó p r i o s  

problemas.  A e s c e n c i a ,  t a n t o  de c o n t r o l e  como do a m p l i f i c a d o r  r e  - 

cém i n v e n t a d o ,  e r a  a  r e a l i m e n t a c a o  n e g a t i v a ,  e  a  d e s c o b e r t a  de 

novas t é c n i c a s  d e v e r i a  t r a z e r  v a n t a g e n s ,  como r e a l m e n t e  t r o u x e .  

Baseada em fundamentos matemát icos  d e v i d o s  a  

F o u r i e r  e  Laplace  comeca e s t a  segunda f a s e  h i s t ó r i c a  do Contro-  

l e :  o e s t u d o  dos fenomenos n o  domTnio d a s  f r e q u e n c i a s  ou s i m p l e s  

mente t é c n i c a s  f r e q u e n c i a i s .  Os s i s t e m a s  sao  d e s c r i t o s  por  meio 

de f u n c o e s  de  t r a n s f e r e n c i a  e  a  e s t a b i l i d a d e  é a n a l i s a d a  a t r a v é s  

de v a r i o s  c r i t é r i o s ,  t o d o s  e l e s  g r á f i c o s  e  sem q u a l q u e r  n e c e s s i -  

dade de  s e  c a l c u l a r  ra?'zes de pol inomios .  Devemos n o t a r  que a  

grande  mot ivacao  para o  su rg imen to  d e s t a s  t é c n i c a s  de  r e s p o s t a  

em f r e q u e n c i a  f o i  u m  problema e s s e n c i a l m e n t e  p r á t i c o  e  de  n a t u r e  - 

za nao mecanica .  A a p r o p r i a q a o  d e s t e s  métodos por o u t r o s  ramos 

da e n g e n h a r i a  p e r m i t e  a n t e v e r  a  f u t u r a  c a r a c t e r i z a c a o  de Contro-  

l e  como uma m a t e r i a  e s s e n c i a l m e n t e  m u l t i d i s c i p l i n a r .  Pe rmi te  

tarnbém e n t e n d e r  porque s e  emprega urna t e r m i n o l o g i a  f r e q u e n c i a l  a  

problemas onde apa ren temen te  e l a  nao s e  a p l i c a r i a ,  como por  exem - 

p l o  os mecanices. O predom7nio dos métodos f r e q u e n c i a i s  f o i  abso - 

l u t o  a t é  após  a  2: g u e r r a  mundia l .  

Na década de 50 os  problemas de c o n t r o l e  t o r n a -  

vam-se mais complexos.  As p l a n t a s  apresentavam v á r i a s  e n t r a d a s  e  

v á r i a s  s a i d a s  e  d e s e j a v a - s e  nao apenas  c o n t r o l a - l a s ,  mas f a z e - l o  

de uma manei ra  Ótima. As p r i m e i r a s  g e n e r a l i z a c o e s  d a s  t é c n i c a s  

f r e q u e n c i a i s  n a o  s e  r eve la ram s a t i s f a t ó r i a s  para e s t e s  novos pro - 

blemas que podem s e r  agrupados  sob  os  nomes de C o n t r o l e  Mul t iva -  

r i á v e l ,  C o n t r o l e  ót imo e  C o n t r o l e  ~ s t o c á s t i c o .  Ten tou- se  e n t a o  

os v e l h o s  metodos t e m p o r a i s  e  os  r e s u l t a d o s  foram melhores .  A 



g e n e r a l i z a ~ a o  d e  t é c n i c a s  a n t i g a s  r e v e l o u - s e  c a p a z  d e  c u i d a r  d a  

c r e s c e n t e  c o m p l e x i d a d e  d a s  n o v a s  p l a n t a s .  No comeqo d a  d é c a d a  d e  

1 9 6 0  Kalman,  a t r a v é s  d o s  c o n c e i t o s  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  e  o b s e r v a  - 

b i l i d a d e  e  p r i n c i p a l m e n t e  a t r a v é s  d e  s e u  f i l t r o ,  d e u  o  i m p u l s o  

f i n a l  d e  q u e  n e c e s s i t a v a  o  C o n t r o l e  " Moderno"  p a r a  s e  e s t a b e l e -  

c e r  d e  uma m a n e i r a  a b s o l u t a  como a  ú n i c a  f e r r a m e n t a  s u f i c i e n t e -  

m e n t e  p o d e r o s a  p a r a  a t a c a r  e  r e s o l v e r  o s  n o v o s  p r o b l e m a s .  

D a t a s ,  nomes e  m a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  e s t a  f a s c i -  

n a n t e  h i s t 6 r i a  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em M a c F a r l a n e  1141 ou 1151.  

1 . 2  - P A N O R A M A  ATUAL 

Com o  a d v e n t o  d a s  t é c n i c a s  d o  e s p a c o  d e  e s t a d o s  c a  - 

r a c t e r i s t i c a s  do  C o n t r o l e  "Moderno"  e  o  a u m e n t o  no p o d e r i o  d a s  

a r m a s  d i s p o n i v e i s  p a r a  a t a c a r  o  c a s o  m u l t i v a r i á v e l  houve  uma 

t e n d e n c i a  d e  o s  p e s q u i s a d o r e s  n e s t a  á r e a  s e  t o r n a r e m  u m  t a n t o  

q u a n t o  teorices, c a d a  v e z  m a i s  p r e o c u p a d o s  com o s  a s p e c t o s  m a t e -  

m á t i c o s  d a  f o r m u l a q a o  e  r e s o l u c i í o  d o s  p r o b l e m a s .  A i n d a  q u e  t e -  

n u e ,  houve  uma " m a t e m a t i z a c a o "  d a  á r e a  e  n a o  é r a r o  a t u a l m e n t e  

e n c o n t r a r m o s  n a s  r e v i s t a s  e s p e c i a l i z a d a s  a r t i g o s  e s c r i t o s  P o r  

e l e m e n t o s  l i g a d o s  a o s  d e p a r t a m e n t o s  d e  m a t e m á t i c a  d e  s u a s  u n i v e r  - 

s i d a d e s .  

U m  d o s  p o n t o s  c u l m i n a n t e s  d e s s a  t e n d e n c i a  t e o r i z a n  - 

t e  f o i  sem d c v i d a  a l g u m a  a l c a n c a d o  p o r  Wonham com s e u  e n f o q u e  

g e o m é t r i c o  d o s  f e n o m e n o s  d e  C o n t r o l e ,  0 s  p r o b l e m a s  s a o  d e s c r i -  

t o s ,  f o r m u l a d o s  e  s o l u c i o n a d o s  a t r a v é s  d e  um t r a t a m e n t o  m a t e m á t i  - 

c o  b e l o  e  r i g o r o s o ,  b a s e a d o  p r o f u n d a m e n t e  em A l g e b r a  L i n e a r .  Até 

o  l a n ~ a m e n t o  d e  s e u  l i v r o  1251 em 1 9 7 4  a s  m e n t e s  d e  C o n t r o l e  e s -  



tavam acostumadas a  u m  f e r r a m e n t a 1  matemático não tão s o f i s t i c a -  

do,  embora também e f i c i e n t e :  a l g e b r a  m a t r i c i a l ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  

para  os a d e p t o s  das  t é c n i c a s  de e s t a d o ,  e  v a r i á v e i s  complexas pa - 

r a  os a i n d a  e x i s t e n t e s  s e g u i d o r e s  do c o n t r o l e  " c l á s s i c o " .  Com- 

preende- se  o  su rg imen to  de  uma impedãncia  i n i c i a l  b a s t a n t e  g r a n-  

de com r e l a ç ã o  ã s  nov i s s imas  t é c n i c a s .  Pearson 1191 comenta que 

embora a  f a m i l i a r i z a ç ã o  com os  c o n c e i t o s  geomét r i cos  s e j a  um t a n  - 

t o  longa e  d i f i c i l ,  q u a l q u e r  e s f o r ç o  n e s s e  s e n t i d o  s e r á  recompen - 

sado com a  c a p a c i d a d e  de v i s u a l i z a r  os  a s p e c t o s  e s s e n c i a i s  dos 

problemas.  

Devemos n o t a r  que mui tos  p e s q u i s a d o r e s  não s e  r e n-  

deram t o t a l m e n t e  ao renovado f a s c i n i o  d a s  t e c n i c a s  t e m p o r a i s .  Ro - 

s e n b r o c k ,  Wolowich, e  o u t r o s ,  cont inuaram pesquisando o  método 

de r e s p o s t a  em f r e q u ê n c i a s  e  também conseguiram a  sua g e n e r a l i z a  - 

ção  para  a s  s i t u a ç õ e s  mais complexas a p r e s e n t a d a s  p e l o s  p r o b l e -  

mas a t u a i s .  As f e r r a m e n t a s  u t i l i z a d a s  s ã o  m a t r i z e s  de t r a n s f e r ê n  - 

tia, m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s ,  e x t e n s õ e s  do c r i t é r i o  de Nyqu i s t ,  do 

método do l u g a r  das  r a i z e s  e t c .  

Até bem pouco tempo a t r á s  podiamos d i z e r  que o  e s -  

tudo de c o n t r o l e  l o c a l i z a v a - s e  em compar t imentos  e s t a n q u e s ,  não 

por  acaso  o s  mesmos que desde  os  pr imÕrdios s e  sucediam na p r e -  

f e r ê n c i a  da comunidade: a s  t é c n i c a s  t e m p o r a i s  e  a s  f r e q u e n c i a i s .  

P rocura- se  r ecen temen te  a c a b a r  com e s s a  p o l a r i z a ç ã o ,  t e n t a n d o  

e s t a b e l e c e r  conexões e n t r e  o s  d o i s  métodos.  R e u n i f i c a ç ã o  e uma 

p a l a v r a  que s i n t e t i z a  bem o comportamento a t u a l  dos pesqu i sado-  

r e s  da t e o r i a  de c o n t r o l e  l i n e a r .  g rande  o número de a r t i g o s  

relacionando d e s c o b e r t a s  de  Konham a  c o n c e i t o s  de Rosenbrock e  

v i c e - v e r s a .  V á r i a s  e n t i d a d e s  muito empregadas no enfoque  geomé- 



t r i c o  como por exemplo os  subespacos  (A, B )  i n v a r i a n t e s ,  tern t i -  

do s u a s  e x i s t e n c i a s  profundamente a n a l i s a d a s  por p e s q u i s a d o r e s  que 
d 

t en tam i n t e r p r e t á - l a s  em termos  f r e q u e n c i a i s .  A i d é i a  b á s i c a  e  

t r a d u z i r  o s  u t i l ~ s s i m o s  c o n c e i t o s  de Algebra L i n e a r  i n t r o d u z i d o s  

p e l o  enfoque  geomét r i co  em urna l inguagem a  quel  t a l v e z ,  o s  ho- 

mens de  c o n t r o l e  e s t e j a m  mais  acostumados:  a s  m a t r i z e s  de  t r a n s  - 
f e r e n c i a .  

1 .3  - ESTRUTURA D A  T E S E  

No enfoque  geomét r i co  para o c o n t r o l e  de s i s t e m a s  

l i n e a r e s  m u l t i v a r i á v e i s  a  chamada t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  tern de -  

sempenhado u m  papel p r e p o n d e r a n t e .  Es ta  t e o r i a  e s t u d a  o s  chama- 

dos subespacos  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s .  A t e  a  p r e s e n t e  d a t a  e s s e  e s -  

tudo  tem s e  r e s t r i n g i d o  a  V * ,  o  e lemento  maximal da c l a s s e  dos 

subespacos  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s  e  a  a l g u n s  o u t r o s  e l emen tos  p a r t i -  

c u l a r e s  d e s s a  c l a s s e ,  como por exemplo os  subespacos  de c o n t r o l a  - 

b i l i d a d e .  Dentre  o  grande  número de problemas j á  r e s o l v i d o s  por 

i n v a r i a n c i a  podemos c i t a r  o s  de r e j e i c a o  de p e r t u r b a c o e s ,  d e s a -  

coplamento ,  z e r a r  a  saTda,  do servomecanismo e  o u t r o s ,  que podem 

s e r  e n c o n t r a d o s  em 1 2 5 1 .  

Esta t e s e  t e n t a  e s t u d a r  a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  de 

uma maneira  mais comple ta ,  sem a  r e s t r i c a o  aos  e l emen tos  maxi- 

ma i s .  Tenta  também e n t e n d e r  os  mecanismos da i n v a r i a n c i a  de  u m  

modo e s t r u t u r a l ,  s e  p o s s i v e l  em termos de m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n  - 

tia. 

No c a p y t u l o  11,  após emi t i rmos  a l g u n s  c o n c e i t o s  bá - 



s i c o s ,  ap resen tamos  uma e x p l i c a s a o  e s t r u t u t a l  i n é d i t a  pa ra  u m  

problema t r a d i c i o n a l m e n t e  formulado e  r e s o l v i d o  pe la  t e o r i a  da 

i n v a r i a n c i a :  o  de r e j e i s a o  de p e r t u r b a s o e s .  De urna manei ra  tam- 

bém i n é d i t a  e s t e  problema formulado em termos f r e q u e n c i a i s .  

No capTtu lo  111 apresentamos  u m  novo método de r e -  

s o l u s a o  do problema de r e j e i s a o  de p e r t u r b a s o e s  sem a  n e c e s s i d a -  

de de s e  c a l c u l a r  o  e lemento  maximal V * .  

O c a p y t u l o  IV é i n t e i r a m e n t e  devotado 2 procura  de 

c o b e r t u r a  n a o  maximais para um dado subespaco E .  Mostramos tam- 

bém como v á r i o s  problemas ,  i n c l u s i v e  o  t r a t a d o  nos capitulas an-  

t e r i o r e s ,  podem s e r  c o n s i d e r a d o s  como c a s o s  p a r t i c u l a r e s  d e s t e  

problema de c o b e r t u r a s .  

F ina lmen te  o c a p T t u l o  V p rocura  e s t u d a r  da maneira  

mais g e r a l  poss ive1  a  f a m i l i a  de t o d o s  os  subespasos  ( A ,  B )  inva  - 

r i a n t e s .  Sucesso  é a l c a n s a d o  apenas  para  uma de te rminada  c l a s s e  

d e l e s .  E d e s c o b e r t a  uma i n t e r e s s a n t e  conexso com o c o n c e i t o  de 

c o n t r o l  a b i l  i d a d e .  O f e r r a m e n t a l  u sado ,  m a t r i z e s  pol inomia i  S ,  p e r  

mi t e  que s e  e s p e c u l e  s o b r e  a  p o s s i b i l  i d a d e  de s e  e x p l i c a r  u m  

c o n c e i t o  puramente geomét r i co  em termos f r e q u e n c i a i s .  



O P R O B L E M A  D E  REJEICAO D E  PERTURBACOES 

11.1 - PRELIMINARES 

S e j a  o s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tempo 

onde A :  X +- X ;  B :  U +- X;  C :  X  +- Y r ep resen tam t r a n s f o r m a c 6 e s  l i  - 

n e a r e s ,  bem como a s  m a t r i z e s  a  e l a s  a s s o c i a d a s .  X, Y ,  U sZo os  

e spacos  v e t o r i a i s  de  e s t a d o s ,  s a i d a s  e  e n t r a d a s ,  com dimensoes 

n ( e s t a d o s ) ,  r  ( s a y d a s )  e  m ( e n t r a d a s ) .  Por h i p ó t e s e  rank C = r .  

Ker C c X s e r á  o  espaco  nulo  de C ;  R c X s e r á  a  

imagem de B e  < A I B > c  X o  subespaco  c o n t r o l á v e l  do s i s t e m a :  

onde empregamos a  soma usual  de subespacos .  O s imbolo M W r e p r e  - 

s e n t a  a  imagem d o  subespaco  W pe l a  t ransformacZo l i n e a r  M .  

Dizemos que V c X é A i n v a r i a n t e  quandc A V c V . 
Para u m  s i s t e m a  autonomo ( u ( t )  = O t em 2 . 1 )  s e  x ( 0 )  E V e  V 



é A i n v a r i a n t e  e n t a o  x ( t )  E V V t como s e r i a  f á c i l  m o s t r a r .  E 

muito i m p o r t a n t e  t e r  em mente e s t a  i n t e r p r e t a c a o  f í s i c a ,  em t e r  - 

mos de s i s t e m a s  d inamicos ,  d a s  p r o p r i e d a d e s  dos subespacos  i n -  

v a r i a n t e s .  

Uma r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  a p l i c a d a  ao s i s t e m a  

2 .1  s e r á  r e p r e s e n t a d a  por u ( t )  = F x ( t )  ende a  m a t r i z  F ( m x n )  

r e p r e s e n t a  uma t r ans fo rmaqao  l i n e a r  F :  X + U .  O s i s t e m a  de  ma- 

l  ha fechada  t o r n a - s e  

" f f  - é o  c o n j u n t o  de t o d o s  os  subespacos  de X c o n t i  - 

dos no espaco  n u l o  de C e  que podem s e r  t o r n a d o s  i n v a r i a n t e s p o r  

meio de r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s :  

f f  = ( V C  X I V  c Ker C e  ( A  + B F )  V C V para  alguma F l "  - 

L E M A  2 . 1  

" E x i s t e  urna r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  que t o r n a  in  

v a r i a n t e  um dado subespaco  V C X  s e  e  somente s e  A VC 13 + V :  



Um subespaco com a propriedade descrita no lema 

acima será chamado (A, B) invariante. A caracterizacao de - H fi- 

ca 

H = ( V C  X I V C  Ker C e A V C  53 + V I  - 

Este conjunto dos subespacos (A, B) invariantes 

contidos no espaco nulo de C contém o subespaso nulo e é fecha- 

do sob a operacao de soma de subespacos. Desta maneira - ff con- 

tém um Único elemento máximo V * .  . 

As consideracoes e resultados acima podem ser en- 

contrados em Wonham 12a 1 ou 1 251 e sao ferramentas básicas do 

encaminhamento geométrico para controle linear multivariável. 

Na interpretacao seguinte dos fatos acima descri- 

tos V* pode ser substitu7do por um elemento genérico da classe 

H. V* é o maior subespaco que pode ser tornado nao observável e - 

invariante por meio de realimentacao de estados. Em linguagem 

corriqueira, qualquer movimento que se inicie ou ocorra dentro 

de V* pode, por rneio de urna rea1imentasZo de estados adequada, 

ser mantido 12, porque (A + B F) V*C - V *  e qualquer movimento 

ocorrendo em V* nao será detectado pela saida y, 

V*C Ker C, 

porque 



A impor tanc ia  de V* j u s t i f i c a  a  e x i s t e n c i a  de  a l -  

g o r i t m o ~  para sua o b t e n s a o .  Antes de a p r e s e n t a r  um d e l e s  c o n s i -  

deremos q u e ,  dado u m  subespaco  M C X  d e f i n e - s e  

e  p rova- se  que A - ' M  é também u m  subespaco v e t o r i a l  de X .  

ALGORITMO 2.1 1 251 

V o  = Ker C 

V  = V* onde v = dim(Ker C )  = n - r  
1-i 

Podemos e n c o n t r a r  em 1251 o u  1 1 1  o u t r a s  mane i ra s  

de c a l c u l a r  V * .  Devemos n o t a r  que todos  e s s e s  procedimentos  sao  

r azoave lmen te  t r a b a l h o s o s .  Para o  caso  e s p e c i a l  de  s i s t e m a s  com 

uma Única s a i d a  ( r  = 1 )  a s  d i f i c u l d a d e s  diminuem 1181. 

O problema de R e j e i c a o  de P e r t u r b a s o e s ,  P R P  urna 

i n t e r e s s a n t e  a p l i c a c a o  de V* e  i l u s t r a  b a s t a n t e  bem o uso da 

t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  na formulaqao e  s o l u c a o  de problemas de 

c o n t r o l e .  



S e j a  u m  s i s t e m a  

onde a  p e r t u r b a c a o  z ( t )  p e r t e n c e  ao espaco  v e t o r i a l  de p e r t u r b a  - 

cóes  Z, com dim Z = q ; E :  Z + X e  rank E = q .  

Desejamos c o n t r o l a r  o s i s t e m a  de t a l  maneira  que 

a s  p e r t u r b a c o e s ,  q u a i s q u e r  que sejam e l a s ,  nao i n f l u e n c i e m  o  

comportamento da s a i d a .  

Nao é d i f y c i l  1251 conclu i rmos  que ,  com u ( t )  = 

F x ( t )  em ( 2 . 3 . a )  a s a i d a  y nao s e r á  a f e t a d a  por  q u a l q u e r  z 

poss?vel  s e  e  somente s e  < A  + B F I E  > C  Ker C ,  onde E c  X é  o  

subespaco  ge rado  p e l a s  c o l u n a s  de E e  < A  + B F I E  > é o  subespa -  

so  c o n t r o l á v e l  a s s o c i a d o  a s  m a t r i z e s  A + BF e  E ( p a r t e  do e s p a -  

c o  de e s t a d o s  d i r e t a m e n t e  contaminada p e l a s  p e r t u r b a c o e s ) .  Es t a  

t e r m i n o l o g i a  geomét r i ca  s i g n i f i c a  que ,  no s i s t e m a  de malha f e -  

chada ,  a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  G ( S )  r e l a c i o n a n d o  z  e  y deve P 
s e r  i d e n t i c a m e n t e  n u l a .  O problema é :  sob que c o n d i ~ o e s  e x i s t e  

uma r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  F t a l  que o  e f e i t o  das  p e r t u r b a -  

caes s e  l o c a l i z e  no espaco  nu lo  de C ? 



Wonham e  Morse 1 2 4 1  deram a  p r i m e i r a  solucZo pa ra  

e s t e  problema. 

T E O R E M A  2 .1  

"Para  um s i s t e m a  dado por ( 2 . 3 )  e x i s t e  F(mxn) t a l  

que < A  + B F ~ E  >cKer C s e  e  somente s e  E c  V*". 

E s t e  r e s u l t a d o  nos d i z  que possyvel  r e j e i t a r  a s  

p e r t u r b a ~ ó e s  s e  e  somente s e  pudermos e n c o n t r a r  uma r e a l i m e n t a -  

ciio de e s t a d o s  que mude a e s t r u t u r a  do s i s t e m a  de t a l  manei ra  

que a s  p e r t u r b a ~ o e s  n e l e  p e n e t r e  a t r a v é s  de V*. I s t o  a s  a p r i s i o  - 

n a r i a  em V *  e ,  como pode s e r  v i s t o  na i n t e r p r e t a ~ a o  i n t u i t i v a  

d e s t e ,  dada ac ima,  t o r n a r i a  seu e f e i t o  nao obse rváve l  p e l a  s a i -  

da como s e  d e s e j a .  

Deve s e r  notado que mesmo sendo a s  p e r t u r b a ~ ó e s  

completamente d e s c o n h e c i d a s  devemos s a b e r  em que p a r t e s  do s i s -  

tema e l a s  atuam, i s t o  é, a  m a t r i z  E .  

Uma s o l u ~ i i o  para o  P R P  s e r i a  uma m a t r i z  F t a l  que 

( A  + BF)V*C V*. Todo e s s e  r a c i o c T n i o  permanece v á l i d o  ao u s a r -  

mos u m  e lemento  V g e n é r i c o  de - H. O C a p i t u l o  IV t r a t a r a  d i s c o .  



E X E M P L O  2 . 1  

V o  = Ker C = 

Usemos  o  a l g o r i t m o  2 . 1  p a r a  c a l c u l a r  V* 



Obviamente o  P R P  nao s e r á  s o l ú v e l .  Vejamos o  que 

a c o n t e c e r i a  s e  a  m a t r i z  B p a s s a s s e  a  s e r  B = k O O T J T  

V o  = Ker C 

v ,  = v, n A - ' ( B  + v , )  = v,n A - ' X  

Como E C V* o  P R P  tem s o l u c a o .  Para encon t ra rmos  

uma F f a r i a m o s  F = [ f l ,  f 2 ,  f 3 ,  f4 ]  e  imporiamos a  cond icao  

( A  + BF)V* C V* e n c o n t r a n d o ,  ap6s algum t r a b a l h o ,  f 2  - - - 1 ;  
d - 

f 3  = f 4  = O .  Logo F = [ f l  - 1 O O] onde f l  e  a r b i t r á r i o  e  

uma s o l u ~ a o .  

0s  r e s u l t a d o s  acima podem s e r  c o n s i d e r a d o s  c l á s s i  - 

tos em termos do enfoque  geomet.rico e  o  P R P  tem sua  i m p o r t a n c i a  

a s s e g u r a d a  na medida em que a p l i c a ~ o e s  da t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  

a  o u t r o s  problemas ,  como por exemplo o  de desacoplamento  1251, 

sempre s e  f a r a o  seguindo a s  mesmas d i r e t r i z e s  e x p o s t a s  ac ima.  

Assim q u a i s q u e r  e s c l a r e c i m e n t o s  e  e x p l i c a c o e s  s o b r e  a  n a t u r e z a  

do r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  e  p r i m i t i v o  P R P  s e r a 0  na r e a l i d a d e  t e n  

t a t i v a s  de uma v i s a 0  mais profunda  da e s s e n c i a  mesmo da t e o r i a  

da i n v a r i a n c i a .  



€ e s s e  o b j e t i v o  que pe r segu i remos :  e x p l i c a r  em 

termos a c e s s i v e i s  aos  homens de c o n t r o l e  os  meandros g e o m é t r i -  

c o s  da i n v a r i a n c i a .  

1 1 . 2  - VISA0 ESTRUTURAL D O  P R P  

Consideremos,  apenas  para f i x a r  a s  i d é i a s ,  u m  s i s  - 

tema p e r t u r b a d o  extremamente s i m p l e s  com o  s e g u i n t e  diagrama de 

b l o c o s :  u 

Uma maneira  i n t u i t i v a  de r e j e i t a r m o s  a  p e r t u r b a -  

cae z ,  ou s e j a ,  i s o l a r m o s  a  v a r i á v e l  contaminada x i  da s a i d a  y 

s e r i a  u s a r  a  p a r t i c u l a r í s s i m a  r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  u = - x  i  ' 

C o m  i s s o  tornaremos z e r o  a  v a r i á v e l  p e  teremos c o n f i n a d o  a  i n -  

f l u e n c i a  da p e r t u r b a q a o .  

Passaremos agora a  m o s t r a r  que a  s o l u c a o  c l á s s i c a  

do P R P  mostrada na seca0  a n t e r i o r  e n c e r r a ,  em Últ ima a n á l i s e ,  a  

ingenua s i m p l i c i d a d e  do procedimento acima.  

Com e f e i t o ,  o  P R P  s e r á  s o l ú v e l  para  u m  dado s i s t e  - 

ma s e  e  somente s e  f o r  p o s s í v e l  c o l o c a r  seu diagrama de b locos  

na s e g u i n t e  forma:  



F i g u r a  2 . 1  

o n d e  a  s a i d a  y l  d o  s u b s i s t e m a  S ,  t em o mesmo t a m a n h o  da  e n t r a d a  

U .  

A s o l u c á o  s e r á  u = - y l  

S e n d o  X i  o  e s t a d o  do s u b s i s t e m a  S i  podemos e s c r e -  

v e r  a s  e q u a c o e s  p a r a  o  d i a g r a m a  d e  b l o c o s  a c i m a  



A g r u p a n d o  a s  e q u a c o e s  e n c o n t r a m o s  a  f o r m u l a c a o  d e  

e s t a d o s  p a r a  o  s i s t e m a  como um t o d o :  

Uma s o l u ~ a o  p a r a  o  P R P  s e r á  u = F o n d e  

i n t e r e s s a n t e  n o t a r  q u e  em ( 2 . 5 )  a  p o r c a o  i n f e -  

r i o r  e s q u e r d a  d e  A é m ú l t i p l a  da  p o r c a o  i n f e r i o r  d e  e  q u e  há 

p o r c o e s  e s t r a t é g i c a s  d e  E e  C c o m p o s t a s  p o r  z e r o s .  

A f o r m a  c a n o n i c a  r e p r e s e n t a d a  p o r  ( 2 . 5 ) ,  bem como 

o  d i a g r a m a  d e  b l o c o s  da  f i g u r a  2 . 1 . ,  a  e l a  a s s o c i a d o ,  s a o  i n d i -  

c a d o r e s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  da  s o l u b i l i d a d e  do  P R P .  Com e f e i t o ,  o  

r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  d e s t a  s e c a 0  d i z  q u e  o  p r o b l e m a  d e  r e j e i c a o  

d e  p e r t u r b a c o e s  é s o l ú v e l  p a r a  u m  s i s t e m a  d a d o  p o r  ( 2 . 3 )  s e  e  

s o m e n t e  s e  e x i s t i r  urna mudanca d e  b a s e s  x = Q 2 q u e  c o l o q u e  a s  

m a t r i z e s  do s i s t e m a  na  f o r m a  ( 2 . 5 ) .  



T E O R E M A  2 . 2  

" O  P R P  é s o l ú v e l  para  u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  p e l a s  

m a t r i z e s  < A ,  B y  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r  u m  número r e a l  

v ,  q - < v - < n - r  e  uma base  do espaqo de e s t a d o s  na qual a s  ma- 
A 

t r i z e s  < A ,  B y  E ,  E >  do s i s t e m a  s a t i s f a z e m  

e  onde A 2 ,  = B 2  

P R O V A :  

C, para algum C,' 

a )  A c o n d i ~ a o  é s u f i c i e n t e  

A 

Na nova b a s e ,  fazendo u = 2 com F = 

remos 



onde vemos c l a r a m e n t e  que a  p e r t u r b a ~ a o  z  nao a f e t a  a  s a i d a  y 

p o i s  a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  G ( S )  que r e l a c i o n a  z  e  y é iden 
P' - 

t i c a m e n t e  n u l a .  

Como e s t e s  f a t o s  sao  urna p r o p r i e d a d e  do s i s t e m a  e  

independem de p a r t i c u l a r  base usada s e ,  na base o r i g i n a l  f i z é s -  
- - 1 sernos u = F x com F = F Q onde Q é a  t r a n s f o r m a c a o  de e q u i -  

v a l e n c i a  para mudanea de bases  ( x  = Q 2 )  t e r i a m o s  achado urna so  - 

l u c a o  para  o P R P .  

b )  A cond icao  é n e c e s s á r i a  

Sendo dim V* = v e  como E C V* C Ker C t e remos  

S e j a  V uma m a t r i z  ( n x v )  c u j a s  c o l u n a s  formem urna 

base  para  o  s u b e s p a ~ o  V* e  c e j a  R  uma m a t r i z  ( n x n - v )  t a l  q i e  

R] = Q s e j a  nao s i n g u l a r .  



Fazendo x  = Q 2 teremos 

- 
onde A l ,  e  uma m a t r i z  ( V X V )  e t c . .  . 

Como E, ~d = C Q = C E  e  V * C K e r  C t e -  
- 

mas E l  = 0 o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . b )  e  v e r d a d e i r a .  

Como = Q-' E ou,  E = 4 

e  E C V* ternos É 2  = O o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . a )  6 v e r d a d e i r a .  

Como a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  nao é a f e t a d a  p o r  m u -  

dancas  de b a s e s ,  sendo u = -  ̂F 2 com F = p1 F uma s o l u s ~ o  t e  - 

remos 

A 

Como, por cons t rusZo  da nova b a s e ,  V* pode s e r  

n e l a  r e p r e s e n t a d o  p e l a  m a t r i z  Lv q '  a e x p r e s s a o  acima pode 



s e r  e s c r i t a  

N para  a lgu  - 

ma m a t r i z  

N .  

A A A 

Obviamente A Z 1  + B 2  F, = 0 ,  l o g o ,  para  C, = - F 1  

t e remos  A Z 1  = B2 E l  o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . c )  é v e r d a d e i r a .  

Q . E . D .  

Uma d a s  c o n t r i b u i ~ 6 e s  d e s t e  teorema é uma v i s a 0  

e s t r u t u r a l  i n é d i t a  do c l á s s i c o  problema de r e j e i c a o  de p e r t u r b a  - 

caes, sempre formulado e  r e s o l v i d o  de uma maneira  puramente geo - 

m é t r i c a .  

- 
Outra i m p o r t a n t e  e  i n t e r e s s a n t e  c o n s e q u ~ n c i a  e  

que o  teorema 2 . 2  s u g e r e  u m  novo método para a r e s o l u c a o  do 

P R P .  

O uso do teorema 2.1 para  r e s o l u c a o  do P R P  r e q u e r  

o  c á l c u l o  de V * .  E s t e  subespaco  também r e p r e s e n t a  u m  papel cha - 

ve em o u t r o s  campos de c o n t r o l e ,  p r i n c i p a l m e n t e  nos i m p o r t a n t e s  

problemas que envolvem a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a .  



Como a  ob tencao  de V* p e l o  a l g o r i t m o  f o r n e c i d o  na 

secao  11.1 é m u i t a s  vezes  t r a b a l h o s a  muito s e  tem pesqu i sado  n o  

s e n t i d o  de e n c o n t r a r  métodos mais s i m p l e s .  Para d e t e r m i n a d a s  

c l a s s e s  de s i s t e m a s ,  com e f e i t o ,  V* pode s e r  o b t i d o  de uma ma- 

n e i r a  b a s t a n t e  d i r e t a  como s e  pode v e r  em 1 1 1  ou 1241  por exem - 

p l o .  Para o  caso  g e r a l ,  e n t r e t a n t o ,  a i n d a  esbar ramos  nas d i f i -  

c u l d a d e s  o p e r a c i o n a i s  i n e r e n t e s  ao a l g o r i t m o  o r i g i n a l .  

0s r e s u l t a d o s  da seca0  a n t e r i o r  sugerem uma manei - 

r a  a l t e r n a t i v a  de a t a c a m o s  o  P R P :  usando os r e s u l t a d o s  do t e o -  

rema 2 . 2 ,  s e  consegui rmos  e n c o n t r a r  uma base d o  e spaco  de e s t a -  

dos na qual  a s  m a t r i z e s  que c a r a c t e r i z a m  o s i s t e m a  exibam a  

e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  de ( 2 . 5 )  e n t a o  e  S Ó  e n t a o  EC V * .  Note- se  

que chegar7amos a  e s t a  c o n c l u s a o  sem c a l c u l a r  V * .  

Desta maneira  devemos v e r i f i c a r  a  e x i s t e n c i a  de 

uma m a t r i z  n a o  s i n g u l a r  Q t a l  que a  mudanca de bases  ocas ionada  

p e l a  t r a n s f o r m a c a o  de s i m i l a r i d a d e  x  = Q 2 coloque  a s  m a t r i z e s  

d o  s i s t e m a  na forma dada por ( 2 . 5 ) .  

O s e g u i n t e  r e s u l  t a d o ,  consequencia  i m e d i a t a  do 

teorema 2 . 2  f o r n e c e  algumas r e s t r i c o e s  i n i c i a i s  que devem s e r  

s a t i s f e i t a s  pe la  mat.riz Q .  

" O  P R P  é s o l ú v e l  para  u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  p e l a s  

m a t r i z e s  < A y  B ,  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r  u m  número r e a l  



v ,  q  2 v  - < n  - r e uma b a s e  d o  e s p a c o  d e  e s t a d o s  n a  q u a l  a s  ma- 
- 

t r i z e s  < A ,  B ,  E ,  E >  d o  s i s t e m a  s a t i s f a z e m  ( 2 . 6 )  e  

- c 2 = . F  1 , 1 e I ,  

a i n d a  

PROVA: 

D a d a s  <A, E,  E ,  É> n a  f o r m a  ( 2 . 5 )  s e j a m  Pl ( v x v )  

e p 2 ( n - v  x n - v )  m a t r i z e s  nZo s i n g u l a r e s  t a i s  q u e  C 2 p 2  = c" 14 
e p i l  E l  = [j 

A e x i s t e n c i a  d e  t a i s  m a t r i z e s  é a s s e g u r a d a  p o i s  

r a n k  c 2  : =  r a n k  C = r 

r a n k  i1 = r a n k  E = q  

s e r i a  i m e d i a t o  v e r i f i c a r m o s  q u e  t e r e m o s  r n a t r i z e s  < Á ,  E, E ,  E> 
com a s  c a r a c t e r l s t i c a s  p e d i d a s .  

Q . E . D .  

Como p r e v i s t o  e s t e  r e s u l t a d o  a u x i l i a  n a  b u s c a  d e  

Q p o i s  a  m a t r i z  p r o c u r a d a  d e v e  s a t i s f a z e r ,  a  p r i o r i ,  a  s e g u i n t e  



c o n d i c a o :  Q E Q onde 

Neste ponto podemos, sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  
- 

supor  que o  s i s t e m a  < A ,  B y  C ,  E >  em e s t u d o  (equacoes  ( 2 . 3 ) )  e  

d e s c r i t o ,  na base o r i g i n a l ,  por  

onde a s  dimensoes das  s u b m a t r i z e s  s á o :  A l l  ( q x q ) ,  

A (n-q-r x n - q - r ) ,  A j 3  2 2 ( r x r ) ;  B l  ( q x m )  e t c .  

Se i s s o  nao a c o n t e c e r  podemos p r o v i d e n c i a r  urna 

t r a n s f o r m a c a o  de e q u i v a l e n c i a  i n i c i a l ,  c a r a c t e r i z a d a  por  q u a l -  

q u e r  m a t r i z  Q1 E Q, c u j a  consequen te  mudanca de bases  co loque  o  

s i s t e m a  na forma d e s c r i t a  p e l a s  equacoes  ( 2 . 7 ) .  A i n e x i s t e n c i a  

de urna base  i n i c i a l  com t a i s  p r o p r i e d a d e s ,  ou s e j a  u Q = 4 ,  i n d i -  

c a r i a  imed ia t amen te ,  p e l o  c o r o l a r i o  2 . 1 ,  a  nao s o l u b i l  i d a d e  do 

P R P .  



A p a r t i r  d e s t e  m o m e n t o ,  t e n d o  o u  n a o  h a v i d o  uma 

m u d a n c a  i n i c i a l  d e  b a s e s ,  o  s i s t e m a  a  s e r  a n a l i s a d o  s e r á  s e m p r e  

e x p r e s s o  n a  f o r m a  ( 2 . 7 ) .  D e v i d o  as  p a r t i c u l a r i d a d e s  d e s s a  f o r -  
- 

ma,  e a i n d a  a o  c o r o l a r i o  2 . 1 ,  e f á c i l  v e r i f i c a r m o s  q u e  d e  a g o r a  

em d i a n t e  a  m a t r i z  Q p r o c u r a d a  é d a  f o r m a  

A b u s c a  d e  Q r e d u z - s e ,  d e s t a  m a n e i r a ,  a b u s c a  d e  

uma m a t r i z  M ( n - q - r  x  n - q - r )  n a o  s i n g u l a r .  P o d e - s e  d i z e r  q u e  a o  

u t i l i z a r  a s  e q u a c o e s  ( 2 . 7 )  a d q u i r i m o s  o  d i r e i t o  d e  t r a b a 1  h a r  

a p e n a s  n o  " m i o l o "  d o  s i s t e m a  sem p e r d e r  a s  i n f o r r n a c o e s  p e r t i n e n  - 

t e s  a o  P R P .  

A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r  t r e s  r e s u l t a d o s ,  t a m b é m  c o n  - 

s e q u e n c i a s  i m e d i a t a s  d o  c o r o l á r i o  2 . 1  e d a s  e q u a c o e s  ( 2 . 7 ) .  

C o r o l á r i o  2 . 2  

'Se e x i s t i r  uma m a t r i z  C,(m x  U - r )  t a l  q u e  

p3 1  A ~ ~ I ]  = B 3 C l  e n t a o  o  P R P  s o l ú v e l  p a r a  ( 2 . 7 )  u s a n d o  

u = L c 1  q x .  T e r e m o s  a i n d a  V* = Ker C " .  

- 
PROVA: O b v i a .  



'Se n a o  e x i s t i r  uma m a t r i z  C , ( m  x q )  t a l  que 

A g l  = B 3  C 1  e n t a o  o  P R P  nao é s o l ú v e l  para  ( 2 . 7 )  i s t o  é,  E$v*". 

'Se e x i s t i r  uma m a t r i z  C l  ( m  x q )  t a l  que 

u = E c l  gx. Teremos a i n d a  A EC B i- E ,  o u  s e j a ,  E s e r á  ( A y B )  

i n v a r i a n t e " .  

E s t e s  r e s u l t a d o s ,  duas cond icoes  s u f i c i e n t e s  e  

uma n e c e s s á r i a ,  permitem, a t r a v é s  de uma s i m p l e s  i n s p e c a o  das  

m a t r i z e s  em ( 2 . 7 )  a  i n d i c a c a o  prematura e  p r a t i c a m e n t e  i rnedia ta  

da s o l u b i l i d a d e  o u  nao do P R P .  

E X E M P L O  2 .2  

Representando o  s i s t e m a  usado no exemplo 2 . 1  na 

forma d a s  equacoes  ( 2 . 7 )  t e remos :  



onde ,  usando o  c o r o l á r i o  2 . 3 ,  a  v e r i f i c a c a o  de que o  P R P  nao 

tem so lugáo  6 i m e d i a t a ,  p o i s  para toda  C1  teremos B C = O # A j l = l .  3  1 

O o u t r o  s i s t e m a  t r a t a d o  no exemplo 2 . 1  admi te  co-  

Agora : A32] = O = B 3 C l  de sde  que 
- 

1 = O 07. Pelo  c o r o l á r i o  2 . 2  o  P R P  s e r á  solÚvel com 
- 

F = O O fd onde f 4  e  a r b i t r á r i o ,  e  a inda  teremos V*=KerC. 

Obviamente e s t e s  r e su l t a .dos  e s t a 0  de acordo  con1 os a n t e r i o r e s .  

A f a c i l  i d a d e  de apl  i c a c a o  dos  c o r o l á r i o s  acima pa - 

r a  a l g u n s  c a s o s  e  a  i m p o r t a n c i a  das  in fo rmasoes  d e l e s  p roven ien  - 

t e s  sao  an imadoras .  



O novo método para  r e s o l u c a o  do P R P  promet ido  no 

t i t u l o  d e s t a  s e c a o ,  baseado na equacao ( 2 . 8 )  e  para  o qual os  

t r e s  61 t imos  r e s u l t a d o s  sao  apenas  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  s e r á  a.pre - 

s e n t a d o  em d e t a l  hes no C a p í t u l o  111. 

Enquanto a i n d a  estamos no C a p i t u l o  11 cont inuemos  

e s tudando  a l g u n s  a s p e c t o s  t e ó r i c o s  d o  P R P ,  a p l i c a n d o  sempre que 

p o s s i v e l  a s  p o s s i b i l i d a d e s  e s t r u t u r a i s  i n é d i t a s  t r a z i d a s  pe lo  

teorema 2 . 2 .  

A q u e s t a o  d a s  bases  s e r á  i r r e l e v a n t e  p o i s  a  pa r-  

t i r  de agora  l i d a r e m o s  com m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a ,  ou s e j a :  

11.4 - A S P E C T O S  FREOUENCIAIS D O  P R P  

Sejam a s  equaeóes  ( 2 . 3 ) ,  r e p r e s e n t a n t e s  d o  s i s t e -  

ma para o qual  o  P R P  é d e f i n i d o  e  e s t u d a d o .  Usando o  p r i n c i p i o  

da s u p e r p o s i ~ Z o  podemos e s c r e v e r  

onde Y ( s ) ,  U ( s ) ,  Z ( s )  sZo a s  t r a n s f o r m a d a s  de Laplace  dos v e t o  - 

r e s  que r e p r e s e n t a m ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a  s a i d a  y ( t ) ,  a  e n t r a d a  

u ( t )  e  a  e n t r a d a  de p e r t u r b a c a o  z ( t ) .  S e r i a  i m e d i a t o  v e r i f i c a r -  

mos que a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  de comando, G,(s) e  a  m a t r i z  

de t r a n s f e r e n c i a  de pe r tu rbacZo  G p ( s ) ,  de  dimensóes r e s p e c t i v a -  

mente ( r x m )  e  ( rxq)  sao  dadas  por :  



Desde a  sua i n t r o d u c a o ,  a c r e d i t a - s e  que Por 

Wonham e  Morse 1241, o  P R P  f o i  t r a d i c i o n a l m e n t e  formulado e  r e -  

s o l v i d o  de uma maneira  geomét r i ca  ( E C V * ) ,  sendo para  i s t o  ne- 

c e s s á r i a  a  r e p r e s e n t a c a o  dos s i s t e m a s  p e l a s  equacoes do e spaco  

de e s t a d o s ,  ( 2 . 3 ) .  A c r e d i t a v a - s e  que o  P R P  e n v o l v e s s e  mecanis-  

mos que nao se r i am t r a d u z i d o s  por r e p r e s e n t a c o e s  do t i p o  e x t e r -  

n a s ,  como por  exemplo a  r e p r e s e n t a c a o  f r e q u e n c i a l  v i a  m a t r i z e s  

de t r a n s f e r e n c i a  s i n t e t i z a d a  p e l a  equacao ( 2 . 9 ) .  Haveria  uma 

perda e s s e n c i a l  de i n f o r m a c o e s ,  acon tecendo  a l g o  a s s im como o  

que a c o n t e c e  com os  fenomenos de n a o  c o n t r o l a b i l i d a d e  e/ou nao 

o b s e r v a b i l i d a d e ,  i n c a p a z e s  de d e t e c c a o  p e l a s  r e p r e s e n t a ~ o e s  t i  

p o  e n t r a d a - s a í d a .  O P R P  s e r i a  e n t a o  de a p l i c a c a o  e x c l u s i v a  das  

r e p r e s e n t a c o e s  i n t e r n a s ,  d a s  r e p r e s e n t a c o e s  no e spaco  de e s t a -  

d o s ,  t o r n a n d o- s e  impossFvel a  sua f o r m u l a ~ a o  e  r e so luc i ío  em t e r  - 

mos das  m a t r i z e s  G t ( s )  e  G ( S ) .  
P 

E m  a l g u n s  c a s o s  e s p e c T f i c o s ,  porém, v e r i f i c o u - s e  

que e s s a s  i d é i a s  nao eram v e r d a d e i r a s .  E m  I l ~ l ,  por  exemplo, 

v i u - s e  que para  s i s t e m a s  com e n t r a d a s ,  s aydas  e  p e r t u r b a c o e s  

e s c a l a r e s  ( m  = r  = q = 1 )  o  P R P  e r a  bem c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  fun - 

c o e s  de t r a n s f e r e n c i a  G c  e  G 
P ' 

Houve u m  g rande  avanco em 1 2 1  onde a  c l a s s e  de 

s i s t e m a s  para o s  q u a i s  o  P R P  é t r a t a v e l  em termos  f r e q u e n c i a i s  



f o i  d i l a t a d a :  s i s t e m a s  o n d e  a p e n a s  a  s a T d a  5 e s c a l a r  ( r = l )  e  

a i n d a  s i s t e m a s  m u l t i v a r i á v e i s  s a t i s f a z e n d o  uma r e s t r i c a o  s u a v e .  

P a r a  o  c a s o  g e r a l ,  e n t r e t a n t o ,  n a d a  s e  h a v i a  p r o v a d o  e  a  c r e n -  

c a  d e  q'ue o  PRP nao  e r a  u m  p r o b l e m a  f r e q u e n c i a l m e n t e  c a r a c t e r i -  

z á v e l  , embora  a b a l  a d a ,  p e r s i s t i a .  

Vamos c o n s i d e r a r  o  d i a g r a m a  c h a v e  p a r a  o  P R P ,  f i  - 

g u r a  2 . 1  e  s u p o r  q u e  o s  s u b s i s t e m a s  a d m i t e m  como e q u a c o e s  

Y 1 ( s )  = C ( s )  U ( s )  + D ( s )  Z ( s )  + L ( s )  X 2 ( s )  

o n d e  

o n d e  



Note- se  que o  s i n a l  f o i  o m i t i d o ,  por s i m p l i c i d a -  

de .  

Vamos e n c o n t r a r  a  r e l a c a o  e n t r e  Y ( s ) ,  U ( s )  e  

Z ( s ) ,  sempre que possTvel desprezando o  s  para  e v i t a r  f o r m a l i s -  

mo d e s n e c e s s a r i a m e n t e  c a r r e g a d o s .  

Lembrando que P = Y 1  + U ( f i g u r a  2 . 1 )  podemos e l i  

minar  X 2  usando ( 2 . 1 1 )  e  ( 2 . 1 3 ) :  

Usando e s s a  e x p r e s s a o  em ( 2 . 1 4 )  teremos 

o  que nos p e r m i t e  r e e s c r e v e r  a equacao 2 . 9 :  



onde ,  i d e n t i f i c a n d o  G c  e  G em termos dos pa ramet ros  de ( 2 . 5 )  P 
ou ,  equ iva l  en temen te ,  da f i g u r a  2 . 1  : 

Estamos em c o n d i c o e s  de e s t a b e l e c e r  o ' r e s u l t a d o  

p r i n c i p a l  d e s t a  s e s a o .  

T E O R E M A  2 . 3  

"O P R P  s e r a  solÜvel  para u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  por 

< A ,  B y  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r e m  matr imes r a c i o n a i s  e s t r i  - 

t amente  p r ó p r i a s  H ( s ) ,  L ( s ) ,  K ( s ) ,  C ( s ) ,  D ( s )  com dimensGes r e s  - 

pec t ivamen te  ( r x m ) ,  ( m x n - v ) ,  ( n - v x m ) ,  (mxm), ( m x q )  onde 

q 5 v - c n-r, t a i s  que as n a t r i z e s G c ( s )  e  G ( S )  d e f i n i d a s  em ( 2 . 9 )  e  
P 

( 2 . 1 0 )  s a t i s f a z e m  a s  r e l a c o e s  ( 2 . 1 6 ) ,  i s t o  é :  

P R O V A :  

a )  A cond icao  é n e c e s s á r i a  

J á  a p r e s e n t a d a  no r a c i o c i n i o  imedia tamente  a n t e -  



rior, quanto partimos do diagrama indicativo da solubilidade do 

PRP e chegamos as relasoes (2.16). Deve-se apenas notar que as 

equacoes (2.12) e (2.15) definem matrizes estritamente prÓ- 

prias. 

b) A condicáo 5 suficiente 

Podemos escrever (2.9) como 

definindo a variável como 

Usando a equacáo acima e o fato de que Y = H P po - 
demos construir o seguinte diagrama de bloco que se encontra na forma 

do diagrama da figura 2.1 mostrando assim a solubilidade do PRP. 

Q.E.D. 



A p r i m e i r a  consequenc ia  i m p o r t a n t e  d e s t e  r e s u l t a -  

do é a  r e s p o s t a  n e g a t i v a  2s  c o n j e c t u r a s  mencionadas n o  inicio 

d e s t a  s e c a o .  Para o  c a s o  g e r a l  é Leor icamente  possyvel  c a r a c t e -  

r i z a r  e  s o l u c i o n a r  o P R P  l e v a n d o- s e  em c o n t a  apenas  a  d e s c r i c a o  

e x t e r n a  f o r n e c i d a  p e l a s  m a t r i z e s  G ( S )  e  G t ( s )  e  p e l a  r e l a ~ á o  
P 

( 2 . 9 ) .  Desta m a n e i r a ,  r e j e i s á o  de p e r t u r b a s o e s  nao é u m  p r o b l e -  

ma formul áve l  e  so l  Üvel e x c l u s i v a m e n t e  p e l a s  supos tamen te  mais 

poderosas  t é c n i c a s  de e s t a d o .  

"Se d o i s  s i s t e m a s  A , B 1 ,  C , ,  E l  > e  

< A 2 >  B 2 ,  C 2 ,  E 2 >  possuem a s  mesmas m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a , i s  - 

t o  é, G c l ( s )  = G c 2 ( s )  e  G ( S )  G -  ( S )  e n t á o  e l e s  s e r á o  i d e n t i  
P 1 P 2 - 

tos no que d i z  r e s p e i t o  ao P R P " .  



P R O V A :  Obvia 

Na s i t u a s a o  do c o r o l á r i o  acima os  d o i s  s i s t e m a s  

d i f e r e m  por causa  de modos nao c o n t r o l á v e i s  e /ou n a o  o b s e r v á -  

v e i s  a d i c i o n a d o s  a  uma mesma r e p r e s e n t a c a o  minima comum a  am- 

bos .  

Desta  m a n e i r a ,  e s t e s  Ú I  t imos  r e s u l t a d o s  r e a l  ~ a m  o  

f a t o  de que a s  d e s c r i c 6 e s  e n t r a d a - s a i d a  v i a  m a t r i z e s  de t r a n s -  

f e r e n c i a ,  a p e s a r  de i n c a p a z e s  de d e t e c t a r  f a l h a s  de p r o p r i e d a -  

d e s  como a  c o n t r o l a b i l i d a d e  e/ou o b s e r v a b i l i d a d e ,  a inda  guardam 

em s i  a s  in fo rmasoes  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  a  r e s p e i t o  de 

problemas como o  P R P .  Por serem a s  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a  

mais densas  e  compactas ,  e s s a s  in fo rmasoes  nao s e  ap resen tam em 

uma forma c l a r a ,  c r i s t a l i n a  e  f a c i l m e n t e  v i s u a l i z á v e l  como por 

exemplo EC V * .  Ao i n v é s  d i s s o  temos r e l a ~ o e s  do t i p o  ( 2 . 1 6 )  on - 

de é d i f í c i l  i n t e r p r e t a m o s  o  c e r r a d o  formal i smo em termos i n -  

t u i t i v o ~  e  a c e s s i v e i s .  

Outra  a p l i c a ~ a o  do teorema 2 . 3  é a e x p l i c a s a o  do 

que o c o r r e  n o  j á  c i t a d o  caso  de e n t r a d a s ,  s a i d a s  e  p e r t u r b a s o e s  

e s c a l a r e s .  Ao fazermos  i s s o  te remos  também uma i n t e r p r e t a c a o  

mais suave das  equas6es  ( 2 . 1 6 ) .  

Entremos com a  h i p ó t e s e  de que m = r  = q = 1 .  Ana - 

l i s a n d o  ( 2 . 1 5 . b )  chegamos ii conc lusao  de que H ( s )  e uma funcao  

de t r a n s f e r e n c i a  e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a :  



onde- d2(s) = det(s1-AZ2) e gr(n2(s)) < gr(d2(s)). O s?mbol o 

gr(x(s)) indica grau do polin6mio x(s). 

De (2.12.c) e (2.15.a) vem 

que também é uma funcáo de transferencia estritamente própria: 

gr(n,(~)) < gr(d, (s)d2(s)) onde dl (S) = det(s1-Al ) .  

As mesmas c o n s i d e r a ~ 6 e s  valem para C(s) e D(s) 

com novidade adicional de que seus denominadores sao identicos: 

Usando as informaciies acima nas equac6es (2.16) 

obtemos 



Como C ( s )  e  D ( s )  sZo e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a s  temos 

g r ( d l ( s )  + n l ( s ) )  = g r ( d l ( s )  > g r ( n 4 ( s ) )  e  como consequenc ia  f i  - 

nal  a  funcáo  de t r a n s f e r e n c i a  de comando Gc:(s) a p r e s e n t a r á  u m  

número maior  de z e r o s  do que a  funeZo de t r a n s f e r e n c i a  de  p e r -  

t u r b a c o e s  G ( S ) .  Na contagem dos z e r o s  deve- se  l e v a r  em con ta  P 
s u a s  m u l t i p l i c i d a d e s .  

Com i s t o  provamos uma das  p a r t e s  do 

C O R O L A R I O  2 . 6  

" O  P R P  s e r a  s o l ü v e l  para um s i s t e m a  com rn=q=r=l 

s e  e  somente s e  a  fungao de t r a n s f e r e n c i a  de comando G - ( S )  t i -  c  
v e r  mais z e r o s  d o  que a  funcao  de t r a n s f e r e n c i a  de  p e r t u r b a ~ a o ,  

G p ( s ) ,  l evando em con ta  a s  m u l t i p l i c i d a d e s " .  

a )  A condicZo é n e c e s s á r i a : j á  a p r e s e n t a d a .  

b )  A condicZo é s u f i c i e n t e :  

n rr 
Colocando G c  = - e  G = 1 s e j a  m 2  O máximo d i v i  

d P d  
- 

s o r  comum dos pol in6mios  n c  e  n . Poderemos e s c r e v e r  
P 

onde ,  como G c  tem mais z e r o s  do que G teremos 
P ' 



E s e m p r e  possivel encontrarmos polin6mios d c  e  

d  tais que 
P  

Por e s t a r m o s  c o n s i d e r a n d o  G c  e  G  e s t r i t a m e n t e  
P  

proprias ternos 

o n d e  

A p artir d e  (2.20.b) podemos escrever 

S u b s t i t u i n d o  (2.22) em ( 2 - 1 8 )  vem 

ou equivalentemente, 



'"2 Mas ( 2 . 2 1 )  g a r a n t e  q u e  - = H 6 e s t r i t a m e n t e  p r ó -  

m d~ 
p r i a ;  ( 2 . 2 3 )  e  ( 2 . 2 0 . b )  i d e m  p a r a  = L K ;  ( 2 . 1 9 )  e  

9  
d c  d p  

( 2 . 2 0 . a )  i d e m  p a r a  A= D ;  f i n a l m e n t e  ( 2 . 2 0 . a )  a c a r r e t a  q u e  
d p  

L 

- q c  - - 1  + C o n d e  C é e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a .  

N e s t e  p o n t o  p o d e m o s  a p l i c a r  o  l e m a  2 . 2  e c o n c l u i r  

q u e  o  P R P  é s o l ú v e l .  

Q . E . D .  

A p r e s e n t a m o s  uma p r o v a  i n é d i t a  p a r a  um f a t o  j á 

c o n h e c i d o  d e s d e  1161  o n d e  f o i  t r a t a d o  em um c o n t e x t o  d i f e r e n t e .  

E s t a  i n t e r p r e t a s s o  d a s  e q u a ~ o e s  ( 2  . l 6 ) ,  o u  c e j a ,  
d 

d o  c r i t é r i o  f r e q u e n c i a l  p a r a  a  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P ,  e  e x t r e m a -  

m e n t e  Ú t i l  e  i n t e r e s s a n t e  p o i s  o  c o n c e i t o  d e  z e r o s  d e  f u n c o e s  

d e  t r a n s f e r e n c i a s  é f a m i l i a r  a o  p e s s o a l  d e  c o n t r o l e  e a  s u a  o b -  

t e n s a 0  é b a s t a n t e  s i m p l e s  e  d i r e t a .  



E X E M P L O  2 . 3  

U m  s i s t e m a  c o n s t i t u i d o  por um motor D C  ac ionando 

uma c a r g a  pode s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l o  s e g u i n t e  modelo: 

onde V é a  t e n s á o  de  a l i m e n t a c á o  do motor ;  Tm é o t o r q u e  produ- 

z i d o  por e l e ;  T é um t o r q u e  de p e r t u r b a c a o  e  o a  p o s i ~ Z o  da 
P 

c a r g a .  

Fac i lmen te  obtemos 

e  vemos que o  P R P  nao tem soluci io .  ConclusZo e s t a ,  a l i a s ,  a que 

j á  haviamos chegado nos  exemplos 2.1 e  2 . 2  onde estudávamos o  

mesmo s i s t e m a  n o  e spaco  de e s t a d o s .  

Na o u t r a  r e f e r e n c i a  c i t a d a  121 , onde o  P R P  ii c a-  

r a c t e r i z a d o  f r e q u e n c i a l m e n t e  para c e r t a s  c l a s c e s  de  s i s t e m a s ,  

também a p a r e c e  a  i n t r i g a n t e  conexáo e n t r e  E C V *  e  os  z e r o s  

das  agora  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a .  De uma maneira  g e r a l  a  con - 



d i c a o  de s o l u b i l i d a d e  para o  P R P  c o n t i n u a  a  s e r  que o  "número 

de z e r o s  de comando" deve s e r  maior  do que o "número de z e r o s  

de p e r t u r b a ~ a o " .  E l ó g i c o  que agora  e s t e s  "z e r o s  de comando1' e  

" z e r o s  de  p e r t u r b a ~ a o "  s a o  d e f i n i d o s  sob novas c o n d i ~ o e s  poden- 

do nao t e r  a  mesma i n t e r p r e t a ~ a o  f a m i l i a r  do c a s o  m=r=q=l  onde 

eram a s  r a 7 z e s  dos pol in6mios  numeradores  das  f u n c o e s  de t r a n s -  

f e r e n c i a .  

Es ta  v i s a 0  d o  P R P  a u t o r i z a  uma a n á l i s e ,  em termos 

b a s t a n t e  c o r r i q u e i r o s  e  i n t u i t i v o s ,  s o b r e  o  papel dos  z e r o s  de 

uma m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a .  Vamos a s s o c i á - l o s  com a  " a g i l i d a d e "  

do s i s t e m a .  E m  u m  s i s t e m a  sem z e r o s  a  " i n é r c i a "  s e r i a  predomi- 

n a n t e .  Es ta  i r i a  d iminuindo a medida que adic ionamos  z e r o s ,  

p o i s  a  " a g i l i d a d e "  a u m e n t a r i a .  Nes tes  termos o  P R P  é s o l  Úvel 

quando a  malha de comando f o r  mais " á g i l "  que a  de p e r t u r b a c o e s .  

Todas e s t a s  i d é i a s  sao  Ú t e i s  e  i m p o r t a n t e s  na me- 

d i d a  em que ajudam a  c l a r e a r  d o i s  a s p e c t o s  muito em e v i d e n c i a  

a t u a l m e n t e .  U m  d e l e s  r e f e r e - s e  ao c o n c e i t o  a inda  b a s t a n t e  nebu- 

l o s o  de z e r o s ,  p r i n c i p a l m e n t e  n o  c a s o  m u l t i v a r i á v e l .  Para s i s t e  - 

mas e s c a l a r e s  os  z e r o s  sao  a s  r a y z e s  do numerador da funcao  de 

t r a n s f e r e n c i a ,  mas para  o  caso  m u l t i v a r i á v e l  a s  d e f i n i ~ o e s  s e  

m u l t i p l i c a m :  1231 ( 4 1  e t c .  Embora a l g u n s  a u t o r e s  tenham t r a t a -  

do d o  a s s u n t o  1 1 1 1 ,  a  l i t e r a t u r a  também s e  r e s s e n t e ,  a i n d a ,  da 

f a l t a  de e x p l i c . a ~ E e s  em termos p a l p á v e i s  e  i n t u i t i v o s  do s i g n i -  

f i c a d o  f i s i c o  dos z e r o s .  



O o u t r o  t o p i c o  muito pesqu i sado  a t u a l m e n t e  O 

da i n t e r p r e t a c a o  de  V* o u ,  de uma maneira  rnais a e r a l ,  da fam7- 

l i a  . - f f ,  em te rmos  nao g e o m é t r i c o s .  

A e s p e r a n c a  de s e  poder  caminhar n e s s a s  d i r e c o e s  

usando r e s u l t a d o s  p r o v e n i e n t e s  dos teoremas  2 . 2  e  2 . 3  é g r a n-  

d e .  
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NOVOS M E T O D O S  P A R A  R E S O L U C A O  D O  P R P  

11 1.1 - GENERALIDADES 

E s t e  c a p i t u l o  t r a t a r a  de ta lhadamente  da a p l i c a c a o  

do teorema 2 . 2  na ob tencao  de u m  novo metodo de a t a q u e  ao P R P .  . 

Os procedimentos  t r a d i c i o n a i s  para i s s o  envolvem 

o c á l c u l o  de V* por meio de a l g o r i t m o s  a p r o p r i a d o s  ( u m  d e l e s  e  

mostrado na seca0  1 1 . 1 )  e  a  p o s t e r i o r  v e r i f i c a c a o  da i n c l u s a o  

E c V * .  Es ta  m a n e i r a ,  t o t a l m e n t e  baseada  na i n t e r p r e t a c a o  geomé - 

t r i c a  dos f a t o s  dada p e l o  teorema 2 . 1 ,  mu i t a s  vezes  e s b a r r a  em 

d i f i c u l d a d e s  c o m p u t a c i o n a i s .  Para s u p e r á - l a s  muito s e  p e s q u i -  

s o u ,  e  a i n d a  s e  p e s q u i s a  181 1131 1 2 2 )  e t c . ,  no s e n t i d o  de c a r a c  

t e r i z a r  V *  de um modo d i f e r e n t e  do o r i g i n a l m e n t e  p r o p o s t o  por 

Wonham. Ao l a d o  dos Óbvios i n t e r e s s e s  em s i m p l i f i c a r  a s  manipu- 

l a s o e s  a s s o c i a d a s  ao P R P  e  a  todos  os  problemas que envol vem 

V* e s t á  o  f a t o  de que q u a l q u e r  i n t e r p r e t a c a o  d e s s e  i m p o r t a n t i s -  

simo subespaco  em termos  menos a b s t r a t o s  e  mais i n t u i t i v o s  s e -  

r i a  extremamente bem-vinda. Nota- se  mesmo uma preocupacao  cons-  

t a n t e  na l i t e r a t u r a  em e x p l i c a r  a s  p r o p r i e d a d e s  g e o m é t r i c a s  de 

V* em termos f r e q u e n c i a i s ,  ou c e j a ,  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a .  

Mais urna vez lembramos que o  subespaco  V* tem emprego impor tan-  

t e  e  g e n e r a l i z a d o  nos a s s u n t o s  t r a t a d o s  pe la  t e o r i a  da i n v a r i a n  - 

tia, nao s e  r e s t r i n g i n d o ,  em a b s o l u t o ,  ao problema o r a  em e s t u -  

do .  



Como j á  notávamos n a  s e c a 0  1 1 . 3  a  v i s a 0  e s t r u t u -  

r a l  e  i n é d i t a  do P R P  p roporc ionada  p e l o  teorema 2 . 2  e  p e l a  f i -  

gura  2 .1  s u g e r e  a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  p e s q u i s a r  u m  método de 

r e s o l u s a o  d o  P R P  sem o  c á l c u l o  de V * .  

Revis i te rnos ,  de uma maneira  a b r e v i a d a ,  a s  p r i m e i -  

r a s  s e c o e s  do c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  onde a s  i d é i a s  acima eram l a n -  

c a d a s .  Para i s s o  cons ideremos  o  s i s t e m a  l i n e a r  e  i n v a r i a n t e  no 

tempo que s e  d e s e j a  e s t u d a r  d e s c r i t o  da manei ra  usua l  p o r  

O teorema 2 . 2  a s s e g u r a  que a s  p e r t u r b a s o e s  s e r a 0  

r e j e i t a d a s  para t a l  s i s t e m a  s e  e  somente s e  f o r  p o s s i v e l  c o l o -  

c a r  o seu diagrama de b locos  na forma da f i g u r a  2 . 1  ou ,  e q u i v a -  

l e n t e m e n t e ,  s e  e  somente s e  e x i s t i r  uma base  no e spaco  de e s t a -  
- 

d o s ,  dada pe la  t r ans fo rmaqao  de s i m i l a r i d a d e  x = Q x ,  na qual o 

s i s t e m a  é d e s c r i t o  p e l a s  equacGes 

onde A Z 1 ,  a  porcáo i n f e r i o r  e sque rda  de A formada p e l a s  n - v  ú1- 

t i m a s  l i n h a s  e  v p r i m e i r a s  c o l u n a s , é  u m  r n ü l t i p l o  de i2 ,  a  p o r -  

cZo i n f e r i o r  de formada por s u a s  n - v  ú l t i m a s  l i n h a s ,  e  a  po r -  

cZo i n f e r i o r  de E bem como a s  p r i m e i r a s  c o l u n a s  de deve s e r  

n u l a ,  ou c e j a :  



- A A 

onde A l ,  e  urna m a t r i z  ( v x v ) ,  A 2 2  ( n - v x  n - v ) ,  B 1  (vxm) ,  E l  ( v x q ) ,  
A 

c2  ( r x n - v )  e t c .  

Reso lve r  o  P R P  s e r i a  e n t a o  p r o c u r a r  uma m a t r i z  

nao s i n g u l a r  Q t a l  que Q" A Q ,  Q - 1  B ,  Q m l  E e  C Q apresentem 

a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  e x p l i c i t a d a s  por ( 3 . 2 ) .  O c o r o l á r i o  2 . 1  
A 

e s p e c i f i c a  a i n d a  mais e s s a s  p a r t i c u l a r i d a d e s ,  most rando que C 

e  E podem s e r  c o n s i d e r a d a s  i g u a l  a 

Desta m a n e i r a ,  a  m a t r i z  procurada  Q deve s a t i s f a -  

z e r ,  além das  cond ic6es  impostas  por ( 3 . 2 ) ,  e s t a s  o u t r a s  r e s t r i  - 

c6es  a d i c i o n a i s .  S e ,  porém, na base  o r i g i n a l m e n t e  usada para 

d e s c r e v e r  o s i s t e m a  a s  m a t r i z e s  C e  E j á  ap resen ta rem a  forma 

I ~ ]  e  pq  qT é de s e  e s p e r a r  que Q t enha  urna e s t r u t u r a  

b a s t a n t e  e s p e c i a l  e  camarada.  Assim, cons ideremos  que o s i s t e m a  

< A ,  B y  C ,  E >  '6 d e s c r i t o ,  na base  o r i g i n a l ,  p o r  



y = L7l O I,]X ( 3 . 3 . b )  

d 

ande A l l  e  urna m a t r i z  ( q x q ) ,  A Z 2 ( n - q - r x n - q - r ) ,  A 3 3 ( r x r ) , B l ( q x m )  

e t c .  

A val i d a d e  d e s s a  h i p ó t e s e  é s u s t e n t a d a  pe lo  c o r o -  

l á r i o  2 . 1 :  s e  n a o  f o r  poss7vel  e n c o n t r a r  uma base  i n i c i a l  onde 

a s  m a t r i z e s  do s i s t e m a  s e  apresentem como em ( 3 . 3 )  nao haverá  

s o l u c a o  para  o  P R P .  S e r i a  f á c i l  v e r i f i c a r  que a  m a t r i z  Q d e s e j a  - 

da e x i b e  a  forma 

Como f i c a r á  c l a r o  mais a d i a n t e  podemos c o n s i d e r a r  

n u l a s  a s  s u b m a t r i z e s  Q 1 2 ,  Q 1 3  e  Q Z 3 ,  r e s u l t a n d o  

- 
e  a  nossa t a r e f a  r e d u z - s e ,  d e s t a  m a n e i r a ,  a  busca de uma m a t r i z  

M (n-q-r  x n-q- r )  n a o  s i n g u l a r .  

O problema pode s e r  formulado da s e g u i n t e  manei- 

r a :  dado u m  s i s t e m a  < A ,  B ,  C ,  E >  como em ( 3 . 3 )  desejamos e s t u -  

d a r  a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  sem c a l c u l a r  V * .  Para i s s o  devemos ve - 

r i f i c a r  s e  é possYvel c o l o c á - l o  na forma ( 3 . 2 )  usando m a t r i z e s  

Q como em ( 3 . 4 ) .  A i n c a p a c i d a d e  de s e  a c h a r  t a i s  m a t r i z e s  i n d i -  



c a r i a  a  n a o  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P .  O  o b j e t i v o  e n t a o  6 e l a b o r a r  u m  

a l g o r i t m o ,  i s t o  é,  uma b u s c a  o r d e n a d a ,  u m  c o n j u n t o  d e  r e g r a s  

q u e  s e g u i d a s  r e p e t i d a s  v e z e s  l e v e m  a  uma p o s i c a o  d e f i n i d a  s o b r e  

a  e x i s t e n c i a  ou n a o  d e  uma s o l u c a o .  

E X E M P L O  3 . 1  

No s i s t e m a  d a d o  a b a i x o  o m i t i m o s  a s  v a r i á v e i s  x ,  

u ,  y ,  z  a p r e s e n t a n d o  a p e n a s  a s  m a t r i z e s  <A,  B ,  C ,  E >  

As t r a n s f o r m a c ó e s  d e  e q u i v a l e n c i a  q u e  p r e s e r v a m  a  

p a r t i c u l a r  f o r m a  d a s  m a t r i z e s  C e  E s á o  d a d a s  p o r  

o n d e  M e  P  s á o  m a t r i z e s  ( 3 x 3 )  n a o  s i n g u l a r e s  t a i s  q u e  P M = M P = 1 3  

E s t a r e m o s  i n t e r e s s a d o s  em p a r t e s  e s p e c ? f i c a s  d a s  

m a t r i z e s  A = Q" A Q e  = Q - l  B :  a  p o r ~ a o  i n f e r i o r  e s q u e r d a  d e  
- 

A, Á Z 1  ( n - V X V )  e  a  p o r q a o  i n f e r i o r  d e  & ,  B 2  ( n - v x m ) .  ~ e s e j a r i a -  



mos e n c o n t r a r  u m  v a l o r  de v para  o qual . . 

A - 
A 2 1  = B~ E l  pa ra  aigurn E l  ( 3 . 5 )  

Como, p e l o  teorema 2 . 2 ,  q 2 v - < n- r  come~aremos  

l Q  Passo :  v = n - r = 4 

onde os  o p e r a d o r e s  L i  e  R' s áo  d e f i n i d o s  da s e g u i n t e  mane i ra :  

L i X  + m a t r i z  composta p e l a s  i  Ül t imas  l i n h a s  de X .  

Y R ~  + m a t r i z  composta p e l a s  j p r i m e i r a s  c o l u n a s  de Y 

Desenvolvendo vem 

onde o s  m i j  sZo os e l emen tos  da segunda l i n h a  de M .  

- Para ( 3 . 5 )  s e r  v e r d a d e i r a  devemos t e r  m Z l  
= m Z 2  - 

m Z 3  = O o que v i o l a  a  h i p ó t e s e  de nao s i n g u l a r i d a d e  de M .  P o r -  

t a n t o ,  j ama i s  chegaremos ii forma ( 3 . 2 )  com v = 4 .  

20 Passo :  v = n-r-1 = 3  

- A 

A Z 1  ( 3 )  = L e  4-l  A Q R~ ; B 2 ( 3 )  = L 2  Q-' B 



Antes de p r o s s e g u i r  notemos que 

e  uma cond icao  n e c e s s á r i a  pa ra  que ( 3 . 5 )  s e  v e r i f i q u e  e  o p r o -  

c e s s o  possa c o n t i n u a r  é m Z 1  = m Z 2  = O .  Es t a  r e s t r i c a o ,  juntamen - 

t e  com o f a t o  de que L ~ P M R '  = 01 - nos l eva  a c o n c l u s a o  de 

q u e  L ~ P  = r0 - P 3 2  09 - permi t i n d o  f i n a l m e n t e  e s c r e v e r  

Para ( 3 . 5 )  s e  v e r i f i c a r  devemos t e r  m 1 1 + m 3 1  - - 

m 1 2 + m 3 2  = O ou P~~ = O .  Como q u a l q u e r  d e s t a s  p o s s i b i l i d a d e s  a f e  - 

t a r i a  a  nao s i n g u l a r i d a d e  de M ,  n a o  haverá  s o l u ~ i i o  (forma 

( 3 . 2 ) )  com v ..=. 3 .  

30 Passo:  v = n- r-2 = 2 



Usando, a i n d a ,  a  r e s t r i c a o  m Z 1  = mZ2 = O é f á c i l  

n o t a r  que 

e  uma cond icao  n e c e s s a r i a  para  ( 3 . 5 )  v a l o r  é 

t a  r e s t r i c á o  e  mais o f a t o  de que L,PMR" = 10 01 ' levam a  

S u b s t i t u i n d o  mais acima v i r á  

Neste  t e r c e i r o  p a s s o ,  para  v = 

f i n a l m e n t e  s a t i s f e i t a  desde  que usemos 

onde y e  6 sáo  número r e a i s  q u a i s q u e r .  

O P R P  tem s o l u ~ a o  para  o s i s t e m a  d o  exemplo, e  a  

m a t r i z  Q r e s p o n s a v e l  p e l a  mudanca de bases  que o c o l o c a  na f o r -  

ma ( 3 . 2 )  pode s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  de 



Embora tenhamos r e s o l v i d o  o  P R P  sem c a l c u l a r  ex- 

p l i c i t a m e n t e  V*, e s t e  pode s e r  e x t r a 7 d o  de q u a l q u e r  urna d a s  ma- 

t r i z e s  Q acima usando a s  i d é i a s  a p r e s e n t a d a s  na prova d o  t e o r e -  

ma 2 . 2 .  Obter iamos 

v a l o r  i d e n t i c o  ao o b t i d o  por q u a l q u e r  dos métodos e x i s t e n t e s  e  

que obviamente s a t i s f a z  cond icáo  V*C E .  

Nao o b s t a n t e  a l g u n s  a s p e c t o s  d e s t e  exemplo possam 

p a r e c e r  u m  t a n t o  quanto  o b s c u r o s  esperamos que e l e  possa suge-  

r i r  uma maneira  s u a v e ,  n a t u r a l  e  pouco f o r c a d a  de e n c o n t r a r  um 

procedimento s i s t e m á t i c o .  Podemos também s e r  bem mais ambic io-  

s o s  ao p e n s a r ,  em termos  de s i m p l i c i d a d e ,  n o  a l g o r i t m o  d e s e j a -  

d o :  n o  exemplo acima t r aba lhamos  bas icamente  com dimensoes n = 5 ,  

ao passo que a  equacáo ( 3 . 4 )  a u t o r i z a  a  e s p e r a n c a  de t r a b a l h a r -  

mos na dimensáo r e d u z i d a  n-q-r. O exemplo 3 .1  é ,  em suma, ape-  



nas uma maneira  de m o s t r a r  como nasceram os a l g o r i t m o s  que s e -  

rZo p r o p o s t o s  nas  s e c o e s  s e g u i n t e s .  

111 .2  - A L G O R I T M O  MATRICIAL 

Tentemos e n c a r a r  de uma maneira  mais g e r a l  a s  ma- 

nobras  usadas  n o  exemplo 3 . 1 .  

Se ao s i s t e m a  r e p r e s e n t a d o  por ( 3 . 3 )  a p l i c a r m o s  

uma t r a n s f o r m a c a o  c a r a c t e r i z a d a  por  ( 3 . 4 )  a s  m a t r i z e s  C e  E nao 

s e  a l t e r a r á o ,  mas a s  r e s t a n t e s  p a s s a r á o  a  s e r  

onde P = :  M - '  e  a s  p a r t i c z e s  apresentam os  mesmos tamanhos a n t e -  

r i o r e s :  A l l ( q x q )  e t c .  

Ao cons ide ra rmos  v = v o  = n-r = dim Ker C temos 

Como M é uma m a t r i z  i n v e r s y v e l  s e r i a  f á c i l  mos- 

t r a r  que ( 3 . 5 )  s e  v e r i f i c a  n e s t e  passo s e  e  somente s e  

[A3, : ~~~7 = B C para  alguma C 1 .  Assim provamos o  c o r o l á r i o  3  1 

Ao cons ide ra rmos  u m  passo g e n é r i c o  v = v i  < n-r 

temos 



Como A j l  e s t a r á  sempre ' ' d e n t r o '  de A Z 1  ( v i )  vemos 

que uma cond icao  n e c e s s á r i a  pa ra  ( 3 . 5 )  v a l e r  é a  e x i s t e n c i a  de 

uma m a t r i z  C 1  t a l  que A 3 1  = B 3 C 1  Acabamos de p rova r  o  c o r o l á -  

r i o  2 . 3 .  

A lembranca da nao s i n g u l a r i d a d e  de P a j u d a r i a  a  

p rova r  o c o r o l á r i o  2 . 4 .  

Apenas e s t e s  t r e s  r e s u l t a d o s ,  p e l a  i m p o r t a n c i a  e  

a c e s s i b i l i d a d e  d a s  i n f o r m a ~ o e s  que encer ram,  j á  s e r i am s u f i c i e n  - 

t e s  para  c o n f e r i r  a s  equacoes  ( 3 . 3 )  a  c a t e g o r i a  de formas  e s p e-  

c i a l m e n t e  t a l h a d a s  para o e s t u d o  do P R P .  As v e r i f i c a s o e s  s a ~  

f e i t a s  de uma maneira  extremamente r á p i d a ,  p o r  uma s i m p l e s  i n s -  

peca0 das  m a t r i z e s .  

Nes te  ponto 6 c o n v e n i e n t e  f o r n e c e r  uma manei r a  

mais comoda pa ra  r e p r e s e n t a r  a  condicao  ( 3 . 5 )  e  t o d a s  a s  que 

I h e  sao e q u i v a l e n t e s .  Com e f e i t o ,  dadas a s  m a t r i z e s  A e  B e x i s  - 

t i r i a  uma m a t r i z  C t a l  que A = B C s e  e  somente s e  { A l  c CBI 

o u  c e j a ,  o subespaco  ge rado  p e l a s  c o l u n a s  de A e s t á  c o n t i d o  n o  

subespago ge rado  p e l a s  c o l u n a s  de A e s t á  c o n t i d o  n o  subespaco  

gerado p e l a s  c o l u n a s  de B .  Outra no tacao  e q u i v a l e n t e  pa ra  e s t a  

inc lus i ío  s e r i a  o  uso de symbolo m a n u s c r i t o  pa ra  r e p r e s e n t a r  sub - 

e s p a c o s :  A c 13. A cond icao  ( 3 . 5 )  s e r i a  entiío r e p r e s e n t a d a  por  



Com i s t o  em v i s t a  v a m o s  r e c a p i t u l a r  a s  c o n c l u s 6 e s  

a  q u e  p o d e m o s  c h e g a r  n o  p r i m e i r o  p a s s o ,  

1 0  P a s s o :  v = -  n  - r 

P e r g u n t a :  { A j l }  c {B31 ? 

S e  a  r e s p o s t a  é n a o ,  p o d e m o s  p a r a r  o  a l g o r i t m o  

p o i s  C # V* e o  PRP n á o  t e m  s o l u c i i o .  S e  a  r e s p o s t a  é sim p a s s a -  

mos  a  o u t r a  

S e  a  r e s p o s t a  é sim p o d e m o s  p a r a r  o  a l g o r i t m o  
d 

p o i s  o  P R P  6 s o l ú v e l  e  t e m o s  E C V* =.  Ker C .  S e  a  r e s p o s t a  e 

n a o ,  p o d e m o s  g a r a n t i r  a p e n a s  q u e  V *  # K e r  C e  d e v e m o s  p a s s a r  a o  

2 0  P a s s o :  v = n  - r - 1  

A v i s á o  a d q u i r i d a  em e x e m p l o s  como 3 . 1  a u x i l i a  b a s  - 

t a n t e .  S e n d o  TI = n  - q  - r d e v e m o s  p e r g u n t a r  

- 
E x i s t e  ~ ( ñ x ñ )  t a l  q u e  I A 3 2 ~ ~ n - 1 } ~ { ~ 3 1  ? 

S e  a  r e s p o s t a  é n a o  p o d e m o s  a p e n a s  g a r a n t i r  q u e  

d i m  V* < n - r - 1  e d e v e m o s  p a s s a r  a  o u t r a s  e t a p a s  d o  a l g o r i t m o .  

S e  e x i s t i r  t a l  m a t r i z  e n t a o  h á  c h a n c e  ( n a o  c e r t e z a )  d e  s e  r e s -  

p o n d e r  a f i r m a t i v a m e n t e  2 q u e s t a o  p r i n c i p a l  d e s t e  p a s s o .  P a r a  i s  - 

s o  p r e c i s a r ? a m o s  d e  o u t r a s  p e r g u n t a s .  S e n d o  P a  i n v e r s a  d e  M 

p o r e m o s  



Se a  r e s p o s t a  é n a o  podemos p a r a r  o  a l  go r i tmo  

p o i s  E# V * .  Se a  r e s p o s t a  é a f i r m a t i v a  prosseguimos com 

onde uma r e s p o s t a  sim g a r a n t e  s o l u b i l i d a d e  do P R P ,  com 

dim V * = ; = :  n-q - r -1  e  uma r e s p o s t a  n e g a t i v a  c o n d u z i r i a  a  o u t r o s  

p a s s o s .  

Os a s p e c t o s  j á  most rados  e  também o s  p a s s o s  s e -  

g u i n t e s  d o  a l g o r i t m o  podem s e r  sumar izados  no diagrama da f i g u -  

r a  3 . 2 .  

As s e t a s  h o r i z o n t a i s  encimadas por um "nao"  r e p r e  - 

sentam c o n d i ~ o e s  n e c e s s á r i a s  para  a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  e  podem 

s e r  usadas  para  a b o r t a r  o  p r o c e s s o  a  q u a l q u e r  momento. I s t o  r e -  

p r e s e n t a  uma economia em r e l a c a o  ao p r o c e s s o  t r a d i c i o n a l  quando 

s e  f a z  n e c e s s á r i o  c a l c u l a r  V *  usando todos  os  passos  de algum 

a l g o r i t m o  e  só  e n t a o  v e r i f i c a r  a  i n c l u s a o  EC V * .  

As s e t a s  v e r t i c a i s  encimadas por  u m  "s im" r e p r e -  

sentam cond icoes  s u f i c i e n t e s .  A i m p o r t a n c i a  de s u a s  in fo rmacoes  
- 
e  e v i d e n t e .  

No s e n t i d o  v e r t i c a l  o  diagrama s e  d e s e n v o l v e r i a  

p o r  ñ = n-q-r p a s s o s  ao f im dos q u a i s ,  s e  nenhuma conc lusao  po- 

s i t i v a  ou n e g a t i v a  ( s e t a  h o r i z o n t a l )  f o s s e  a t i n g i d a  chegar iamos  

a  u m  fim com 



F i g u r a  3.2 - D i a g r a m a  d o  a l g o r i t m o  m a t r i c i a l  



0 s  f a t o s  q u e  g a r a n t e m  a  v a l i d a d e  d a  e s t r u t u r a  a c i  - 

ma s e r a 0  p r o v a d o s  a p e n a s  m a i s  t a r d e  q u a n d o  o  a l g o r i t m o  e s t i v e r  

em uma f o r m a  m a i s  d e n s a .  

A i n d a  uma v e z  c h a m a m o s  a  a t e n c a o  p a r a  a s  d e t e c -  

~ G e s  p r e m a t u r a s  d e  i m p o s s i b i l i d a d e s  t o r n a d a s  p o s s 7 v e i s  p e l o  a l -  

g o r i t m o  em s u a  f o r m a  m a t r i c i a l .  



111 .3  - ALGORITMO G E O M E T R I C O  

Usando uma no tacao  geomét r i ca  consegui remos  c o l o -  

c a r  o a l g o r i t m o  acima em uma forma mais compacta e  e l egan te .Sem 

p r e j u d i c a r  os  a s p e c t o s  de g e n e r a l i d a d e ,  s i m p l i c i d a d e  e  c l a r a  

v i s u a l i z a c a o  das  s i t u a c o e s  a  geomet r i zacao  s e r á  r e s p o n s á v e l  por  

um aumento das  informaqoes  que s e  pode e x t r a i r  do a l g o r i t m o .  Fa 

r á  também com que a s  provas sejam bem mais d i r e t a s  e abrangen-  

t e s  e  p e r m i t i r á ,  f i n a l m e n t e ,  a  evo lucao  d o  p r o c e s s o  para  um a l -  

gor i tmo em forma f e c h a d a ,  maneira  extremamente r á p i d a ,  embora 

pouco d e s c r i t i v a , d e  r e s o l v e r  o P R P .  

Apresentemos em u m  exemplo a s  i d é i a s  b á s i c a s  do 

método, que a l i á s  nao sao novas :  s ao  

r i o r e s  em nova roupagem apenas .  

E X E M P L O  3 . 2  

os mesmos c o n c e i t o s  a n t e -  

Nos passos  d o  a l g o r i t m o  m a t r i c i a l  procurávamos uma 

m a t r i z  M t a l  que s u a s  p r i m e i r a s  c o l u n a s  fossem mapeadas por A 3 2  

na imagem de B 3 .  Vamos c o n s i d e r a r  o subespaco  de R~ t enha  

exa tamente  e s s a  p r o p r i e d a d e :  



A 3 1 C  R continua sendo urna condicao necessária 3 - 
n para haver solucáo. Supondo que ela é satisfeita, M. = R sig- 

nificaria que A32 C B3 e E C V* = Ker C ou seja, usando a no- 

menclatura matricial, o algoritmo seria solÜvel no 10 passo, 

com v = n-r. No caso do nosso exemplo temos 

interessante notar que o 20 passo geométrico se - 

rá condicionado por dim M e nao necessariamente por v = n-r-1 o 

como anteriormente. 

No caso matricial, a partir deste ponto passáva- 

mos a verificar inclusoes do tipo {LiPAZlI C {LiPB2}. Agora is- 

to será feito usando uma matriz aniquiladora de M,: uma matriz 

Po tal que Po M. = O. Em uma interpretaczo mais rigorosa diría- 
- 

mos que, sendo No um subespaco tal que M. @ No = Rn a projecao 

em No ao longo de M. seria representada por Po: 

Da maneira definida, Po nao é única. Isso será 

corrigido mais tarde, embora nao seja crucial. Por ora, qual- 

quer matriz aniquiladora (ou projetora) serve aos nossos própo- 

sitos. Sendo Po = @ 1 07 teremos 



o  q u e  g a r a n t e  a  p o s s i b i l i d a d e  d e  c o n t i n u a r m o s .  A p r ó x i m a  q u e s -  

t a o  s e r i a  

q u e  em n o s s o  e x e m p l o  f o r n e c e  

m o s t r a n d o  n a o  h a v e r  s o l u c Z o  n e s t e  p a s s o .  A p r ó x i m a  m e d i d a  s e -  

r i a ,  o b v i a m e n t e ,  a  p r o c u r a  d e  uma p a r t e  d e  M, c a p a z  d e  s a t i s f a -  

z e r  a  r e l a q a o  a c i m a :  

o n d e  

I s t o  p e r m i t e  o i n y c i o  do p r ó x i m o  p a s s o ,  p a r a  o 

q u a l  também d e f i n i r i a m o s  urna m a t r i z  P 1  d e  urna m a n e i r a  t o t a l m e n -  

t e  a n á l o g a  a n t e r i o r  

V i r i a  e n t a o  a  v e r i f i c a q a o  d a s  i n c l u s o e s  



A n a o  v a l i d a d e  d e s t a  i n c l u s a o  i n d i c a r i a  a  i n s o l u b i  

l i d a d e  do  P R P .  A p r ó x i m a  r e l a ~ a o  a  s e r  p e s q u i s a d a ,  d e c i s i v a  p a r a  

e s t e  p a s s o  é :  

P o d e r i a m o s  f i n a l m e n t e  c o n c l u i r  q u e  o  PRP é s o l Ú v e l  

e  em a d i c a o  d i r i a m o s  q u e  V* = E + M I .  E s t a  Ú l t i m a  e x p r e s s a o  d i z  

a p e n a s  q u e  podemos o b t e r  V* a  p a r t i r  d e  M1 e  d e  E l e m b r a n d o  q u e  

= { E )  = { l I q  : 0 1 ~ ) :  

O q u e  f o i  f e i t o  p a r a  u m  e x e m p l o  p o d e  s e r  e x p a n d i d o  

p a r a  o  c a s o  g e r a l ,  como m o s t r a  o  d i a g r a m a  d a  p a g i n a  s e g u i n t e :  



F i g u r a  3 . 3  - D i a g r a m a  d o  a l g o r i t m o  g e o m é t r i c o  



As m a t r i z e s  e  subespacos  d o  diagrama a n t e r i o r  sáo  

c a l c u l a d a s  da maneira  s u g e r i d a  no exemplo. 

Os mesmos comentá r ios  j á  f e i t o s  para o  a l g o r i t m o  

em sua forma m a t r i c i a l  valem a g o r a .  As s e t a s  h o r i z o n t a i s  sempre 

levam a  c o n c l u s 6 e s  que podem p a r a r  com o  p r o c e s s o .  Quando ternos 
e 

duas  r e s p o s t a s  n e g a t i v a s  a  p e r g u n t a s  c o n s e c u t i v a s  a  dec is i ío  e  

sempre pe la  nao s o l u b i l i d a d e  do P R P .  Como a n t e r i o r m e n t e  i s t o  po 

de s e r  a t i n g i g o  em u m  e s t á g i o  b a s t a n t e  p rematu ro .  A e x i s t e n c i a  

de urna soluci ío  é g a r a n t i d a  por duas r e s p o s t a s  a f i r m a t i v a s  a  p e r  - 

g u n t a s  c o n s e c u t i v a s .  Nes te  caso  ternos a  p o s s i b i l i d a d e ,  i n é d i t a ,  

de computar V * .  

De uma manei ra  g e r a l  o  a l g o r i t m o  em sua forma geo - 

m é t r i c a  é mais c o n c i s o  e  d i r e t o .  O que s e  p o d e r i a  a r g u ~ e n t a r  

que 6 perd ido  em termos  i n t u i t i v o s  s e r i a  f a c i l m e n t e  c o n t r a b a -  

l a n c a d o ,  uma vez que nos acostumemos ao formal i smo novo, Por 

uma maior  r a p i d e z ,  s i m p l i c i d a d e  e  f a c i l i d a d e  nas rnanipulac6es .  

Vamos i n i c i a r  os  e s f o r c o s  n o  s e n t i d o  de p rova r  

que a s  e s t r u t u r a s  mos t radas  a t é  agora  sao  r e a l m e n t e  v e r d a d e i -  

r a s .  Para e v i t a r  problemas de ambiguidade ,  como por exemplo na 

d e f i n i c á o  das  P i ,  s e r á  empregado u m  t r a t a m e n t o  geomét r i co  r i g o  - 

r o s o .  Sempre que poss?ve l  s e r á  f o r n e c i d a  a  i n t e r p r e t a c á o  em 

termos  m a t r i c i a i s  p o i s  e l a  é, v i a  de r e g r a ,  mais i n t u i t i v a .  

S e j a  s i s t e m a  em e s t u d o  



Sendo X ,  U ,  Z ,  Y os  e spacos  v e t o r i a i s  de e s t a d o s ,  

e n t r a d a s ,  p e r t u r b a c o e s  e  s a y d a s ,  com dimensoes r e s p e c t i v a m e n t e  

n ,  m ,  q ,  r ,  a s  m a t r i z e s  A y  B y  C ,  E p a s s a r a o  a  s e r  e n c a r a d a s  co-  

mo t r a n s f o r m a c o e s  l i n e a r e s :  

Vamos r e p e t i r  e renumerar  a s  equacoes  ( 3 . 3 ) ,  mui- 

t o  i m p o r t a n t e s  pa ra  o  desenvo lv imen to  dos a l g o r i t m o s  e  s o b r e  a s  

q u a i s  temos t r a b a l h a d o  e x c l u s i v a m e n t e .  

- 
C o n s i d e r a r  urna base  o r i g i n a l  na qual  o  s i s t e m a  e  

d e s c r i t o  na forma acima s i g n i f i c a  decompor o espaco  de e s t a d o s  

em urna soma d i r e t a :  

X = X l  @ X 2  @ X3 dim X1 = q 
- 

dim X 2  = n-q-r = n 

dim X 3  = r 

Como a  m a t r i z  E tem rank completo o  e spaco  X1 po- 

de s e r  a s s o c i a d o  (5 i s o m o r f o )  t a n t o  a  E quanto  a  Z .  X 3  s e r i a  a s  - 
-. 

s o c i a d o  a  Y e  X 2  e  o  espa.co no qual t r a b a l h a r e m o s .  

As m a t r i z e s  A i j  e  B i  o r i u n d a s  da p a r t i c a o  i n d u z i -  

da por ( 3 . 8 )  s e r a 0  v i s t a s  como transforrnacGes l i n e a r e s  



Muitas vezes será necessário associar estas trans - - 
formacóes lineares "induzidas" as transformacoes lineares "glo- 

bais" A e B. Para isso vamos definir uma série de projecoes e 

de mapas de insercáo. 

Seja Q1 a projeqáo em X 1  ao longo de X p  @ X3 

Para essa definicáo devemos nos lembrar de que pa - 

ra todo x E X ,  x = x 1 + X 2  + x3 de uma maneira Ünica, onde 

xi E X i .  Analogamente definiríamos 

Seja V I  o mapa de insercáo de X1 em X 

Analogamente terTamos: 

Em vista disso podemos definir rigorosamente as 

transformacóes lineares Aij: 



o u  c e j a ,  A i j  = Q i  A V j ,  uma composicao e n t r e  u m  mapa de i n s e r -  

c á o ,  a  t r a n s f o r m a c á o  o r i g i n a l  e  uma p r o j e c a o .  

E m  termos m a t r i c i a i s  u m  mapa de i n s e r c á o ,  V 2  por 
T exemplo, pode s e r  r e p r e s e n t a d o  por V 2  = [O : 1- : 03. A i n t e r -  n 

p r e t a c á o  das  p r o j e c ó e s  tambem é i m e d i a t a  sendo,  por exemplo,  

Q 3  = [O : O : I J .  Com e s t a s  . in formacóes  f i c a  óbvio  v e r i f i c a r -  

mos que A 3 2  = Q 3  A V 2  e  o  s e n t i d o  das  t r a n s f o r m a c ó e s  l i n e a r e s  

acima d e f i n i d a s  é v i s u a l i z a d o  de uma maneira  c l a r a .  

De u m  modo análogo d e f i n i r y a m o s  

ou s e j a  B i  = Q i  B .  

Providenciemos agora  a  c a r a c t e r i z a c a o  r i g o r o s a  

dos subespacos  M i  e  dos P i .  

- I "h4, = ( m  E X 2 1  A-32 m E B31 = A 3 2  R3" 

& 

onde B 3  e  a  imagem da t r a n s f o r m a c á o  l i n e a r  B 3 .  S e r i a  t r i v i a l  a  
- 

v e r i f i c a c a o  de que M. e  u m  subespaco  v e t o r i a l  de X 2 .  

S e j a  Xo O espaco  q u o c i e n t e  de X 2  módulo M. d e f i n i  - 

do da maneira  usual  como u m  c o n j u n t o  de c l a s s e s  l a t e r a i s  e  

s e j a  P o  a  p r o j e c á o  canon ica  



Esta uma maneira simples e elegante 1 2 5 1  de aca - 

bar com as ambiguidades que envolviam o conceito matricial das 

Pi. Lembrando que as transformacóes 

tem existencia assegurada podemos usá-las para construir os se- 

guintes mapas 

0 s  mapeamentos acima esta0 bem definidos poi S 

PoB2u, PoA22m E a,; B3u ,A m E X3 e cada elemento de Xo @ X, pg 32 

de ser expresso de uma maneira Única como uma soma de um elemen - 

to de Xo e outro de X 3 .  

O relacionamento entre o s  mapas e espaCos acima é 

muito bem explicitado por um diagrama comutativo 



F i g u r a  3.4 - Definicao d e  Áo e  so 

A interpretaczo matricial d e  Áo e  Bo d e v e  s e r  cla 
ra: 

Vejamos a g o r a  como e x p r i m i r  r i g o r o s a m e n t e  e  sem 

a m b i g u i d a d e  a  m a t r i z  



D E F I N I C A O  3 . 3 . 0  

- 
" A o :  X1 + X o  @ X 3  

x 1  + A o x l  = P A  x  + A  x "  o  2 1  1 31 1 

F i g u r a  3 . 5  - D e f i n i c á o  de A. 

A g o r a  c o n t i n u a r ~ a m o s :  

D E F I N I C A O  3.1.1 



Levando a d i a n t e  e s t e  procedimento podemos,de u m  

modo g e r a l ,  d e f i n i r  uma s e q u é n c i a  de subespacos  e  uma s e q u e n c i a  

p a r a l e l a  de p r o j e c o e s  c a n o n i c a s :  

D E F I N I C A O  3 .1  

Para o  p e r f e i t o  conhecimento da sequenc ia  M,,  P o ;  

M 1 y  P 1 ;  . . . ,  M i '  P i ;  . . .  a inda  é n e c e s s á r i a  a  



m  - ~ . m  = P.A m t A32m 
1 1 2 2  

- 
B.: U - Xi @ Xg 

1 

- 
u  - B.u = P.B u  + B  u  

1 2  3  

Podemos c o n v e n c i o n a r  P m l  = O o  q u e  acarreta X - l = O y  

A d e f i n i ~ a o  3.2 pode s e r  visualizada por m e i o  d e  

um diagrama c o m u t a t i v o  

Figuta 3.6 - Definicao de Á i  e  ii 



DEFINICAO 3 . 3  

Es ta  f o r m a l i z a ~ á o  nos c o l o c a  em cond icoes  de r e e s  - 

c r e v e r  o  diagrama de b l o c o s  do a l g o r i t m o  geomét r i co  ( f i g u r a  

3 . 3 )  em uma forma mais c o n c i s a  e e l e g a n t e .  É s o b r e  e s s a  v e r s á o  

f i n a l  que t r a b a l h a r e m o s  a  p a r t i r  de a g o r a ,  no s e n t i d o  de p rova r  

a s  s u a s  impl i c a c o e s  . 

Ver f i g u r a  3 . 7  da página s e g u i n t e .  

Podemos f i n a l m e n t e  e n u n c i a r  o 

L E M A  3 .1  

"Uma c o n d i ~ á o  n e c e s s á r i a  para  o  P R P  s e r  s o l ü v e l  é 

A i  C Bi pa ra  todo i  = 0 ,  1 ,  2 ,  . . .  I I 

P R O V A :  

Pe la  p r ó p r i a  d e f i n i c á o  de V* e  p e l a  decomposiqZo 

f e i t a  no espaGo de e s t a d o s  ternos 

V* C Ker C = V I  X 1  t V 2  X 2  ( 3 . 1 0 )  

Note- se que usamos a  nomencla tura  V I  X 1  t V 2 X 2  ao 

i n v é s  de X 1  @ X 2  para e n f a t i z a r  a  i d é i a  de que os X i  s e r á o  enca - 



F i g u r a  

S i m  

E C V* = Ker C 

D i a g r a m a  d o  a l g o r i t m o  g e o m é t r i c o  



rados mais como subespaqos de X do que como espacos vetoriais 

autonomos. Ao escrever X 1  pensamos em um espaco vetorial com di - 

mensao q; ao escrever \! X estamos considerando o 1 1  subespaco 

q-dimensional de X. 

A solubil idade do PRP implica 

Esta expressao, considerada em conjunto com a an- 

terior traz 

V* = V1 X 1  t V2V onde V = Q2V* C X 2  (3.11) 

A (A, B) invariancia de V* garante a existencia 

de uma transformacao linear F: X + U tal que (A+BF)V*CV*. Apli - 

cando (3.10) e (3.11) vem 

Q3(A + BF) V* = O 

Q3(A t BF)(VIX1 t V2V) = O 

onde usamos a propriedade distributiva da multiplicacao sobre 

uma soma de s u b e s p a ~ o s  1 2 5 1 .  Chamando F Vi = F i  ternos 

Como para a soma de dois s u b e s p a ~ o s  ser nula e 

necessário que cada um deles o seja, e corn dim X 1  = q vem 



Sendo P a p r o j e ~ a o  canonica definida da maneira 

usual 

onde ¡¡¡ = m t V representa a classe lateral de m módulo V e usan- 

do novamente a (A, B) invariancia de V*: 

P Q2(AtBF) V* C P Q2V* 

C P Q2(V1X1 + V2V) 

C P  Q2V1X1 + P Q2V2V = 0 

pois Q . V  = O para i ,d j; QiVj = I  para i = j e P O  = O por defi- . ' 

1 j 

nicZo. Usando (3.11) e desenvolvendo temos 

Agora mostraremos que V C M i = 0, 1 ,  2 ,  . . .  on i' - - 
de a seouencia de subespasos M i  e definida por (3.9). Para todo 

v em V ternos Aj2v = B3F2(-V) (3.12.b) ou, eauivalentemente, A32V 

C 83  ou ainda V C M o  (3.9). 

e 

Supondo que V C M k  e Pk e a projegzo canonica 



P k :  X 2  - X 2 / M k  

d e f i n i d a  como sempre ,  podemos e s t a b e l e c e r  o  d i ag rama  c o m u t a t i v o  

P x, -* X 2 / V  

/ 

p k I  / " 

//p 
/ 

/ 

/ 

9' 
X 2 / l l k  

F i g u r a  3 . 8  

Como V C M k  = Ker P k  g a r a n t e - s e  1251 a  e x i s t e n c i a  
- 

de  t a l  que P k  = P P .  Sendo v un1 e l e m e n t o  g e n é r i c o  de  V u s a r e -  

mos ( 3 . 1 2 . b )  e  ( 3 . 1 3 . b )  p r é - m u l t i p l i c a d a  po r  F p a r a  o b t e r  

Somando a s  i g u a l d a d e s  membro a  membro e  usando  a  

d e f i n i c a o  3 . 2  vem 

Assim,  usando  o p r i n c T p i o  da i n d u c a o  f i n i t a  p rova  - 

mos o  d e s e j a d o :  V C P i ,  i  = 0,  1 ,  2 ,  . . .  Com i s t o  podemos s u b s t i  - 

t u i r  k por  i  no d i ag rama  da f i g u r a  3 . 8  e  no a r r a z o a d o  oue l h e  s e  - 
- 

g u e  e  g a r a n t i r  a  e x i s t e n c i a  de  Pi t a l  que P i  = P .  P , i  = 5 , 1 , 2 , . . .  
1 

Sendo 'xl u m  e l e m e n t o  g e n é r i c o  d e  X1 usa remos  ( 3 . 1 2 . a )  e  ( 3 . 1 3 . a )  

p r é - m u l t i p l i c a d a  por Fi p a r a  o b t e r  



Somando membro a membro e usando as def ini.coes 

E finalmente A i  C bi i = 0, 1 ,  2, . .  . 
Q . E . D .  

Este resultado torna válidas as setas horizontais 

do diagrama encimadas por um nao e terminando em E if V*. A 

grande utilidade delas é a possibilidade de se detectar prematu - 

ramente a nao existencia de solucoes para o P R P .  

E interessante notar que há outras condisoes ne- 

cessárias para solubilidade do P R P  mais fáceis de serem verifi- 
- 

cadas do que as condicoes descritas no lema. Com efeito, e q u z  

se trivial verificar que 

Se estamos interessados em rapidez a condicao aci 

ma (PiAZ1 C PiB2) pode ser incorporada ao algoritmo como a pri - 

meira pergunta a se fazer no i-ésimo passo. A previsao de inso- 

lubilidade seria feita de uma maneira quase imediata. Essa con- 

dicao necessária, tao facilmente checável, nao faz parte do al- 

goritmo por nao se prestar ao próximo resultado. 



L E M A  3 . 2  

"Uma c o n d i c a o  s u f i c i e n t e  p a r a  o  P R P  s e r  s o l ú v e l  é 

a  e x i s t e n c i a  d e  u m  i n t e i r o  n a o  n e g a t i v o  k t a l  q u e  

P R O V A :  

S e j a  o  mapa 

E bom n o t a r  q u e  n a d a  g a r a n t e  a  u n i c i d a d e  d a  

t r a n s f o r m a ~ a o  l i n e a r  a c i m a  d e f i n i d a .  E l a  s e r á  ú n i c a  a p e n a s  q u a n  - 
- 

d o  ik f o r  u m  m o n o m o r f i s m o ,  i s t o  5 ,  Ker B k  = 0 .  

A p l i c a n d o  a  d e f i n i c a o  3 . 3  t e r e m o s  

Como a s  p a r c e l a s  p e r t e n c e m  a  s u b e s p a c o s  bem d e f i -  

n i d o s  p o d e m o s  r e a g r u p á - l a s :  



A p r i m e i r a  p a r c e l a  r e p r e s e n t a  u m  v e t o r  de Xk e co - 

mo X k n  X 3  = O temos que a  ún ica  maneira  de a  i g u a l d a d e  acima 

s e  v e r i f i c a r  é 

ou,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  

Podemos c o n s t r u i r  o mapa 

y q u a l q u e r  s e  x 2  6 Hk 

para  o qual  sao  v á l i d a s  a s  mesmas cons ide rac i i e s  f e i t a s  ac ima.  

Usando a  d e f i n i c a o  3 . 2  e  seguindo uma l i n h a  de r a c i o c y n i o  aná-  

l o g a  chegar7amos a 

E sempre poss7vel  e n c o n t r a r  uma t r a n s f o r m a c a o  l i -  

n e a r  s a t i s f a z e n d o  a  



Isto, juntamente com (3.16) e (3.17) fornece 

C hamando 

V1X1 + V2Mk = W C X  

as equacoes acima podem ser condensadas: 

(3.19.b) -. (A + BF)W C Ker Q3 = : V  X + V2X2 1 1  

Considerando N C X2 tal que M k @  N = X 2  temos 

ou seja, t / w  E W ,  3 xl E X 1 ,  m E M,, n E N tais que 

Premul tipl icando por Q2 e usando as propriedades 

dos mapas Q i  e V 
j' 

(3.19.a) + Q2(A+BF)W C Ker P k  = M k  



Logo Q2(A+BF)w = m+n E Mk + n = O 

E s t e  f a t o ,  l e v a d o  as  e q u a c o e s  ( 3 . 2 0 )  a c a r r e t a  

ou s e j a ,  W é u m  s u b e s p a c o  (A, B )  i n v a r i a n t e .  

( 3 . 1 8 )  +- W C V I X l  + V 2 X 2  = Ker C 

ou c e j a ,  W u m  e l e m e n t o  d e  - H ( v i d e  s e c a 0  1 1 . 1 )  e  W C V * .  

F i n a l m e n t e  

E = V I X 1  C W V* e  o  P R P  é s o l ú v e l  

Q . E . D .  

E s t a  é uma p r o v a  c o n s t r u t i v a  p a r a  a s  s e t a s  h o r i z o n  - 

t a i s  e n c i m a d a s  p o r  um s i m  no d i a g r a m a  d e  b l o c o s  do  a l g o r i t m o  em 

s u a  f o r m a  g e o m é t r i c a .  F a l t a  a p e n a s  p r o v a r  a  a f i r m a c a o  d e  q u e  V* 

pode  s e r  e x p r e s s o  como i n d i c a d o .  

" S e  e x i s t e  u m  i n t e i r o  n a o  n e g a t i v o  k t a l  

( 3 . 1 4 )  e  ( 3 . 1 5 )  s e  v e r i f i c a m  e n t á o  V* = V I X l  + V 2  Mk". 

P R O V A  

P e l o  lema a n t e r i o r  c o n c l u ~ m o s  q u e  E C V* e  u s a n d o  

( 3 1 1 )  V* = V I X 1  + V 2 V .  Como V I X l  n V 2 V  = O t e m o s  dim V* = 

q + dim V .  A i n d a  d a  p r o v a  do lema 3 . 1  t e m o s  V C Mk d o n d e  

dim V < dim Mk e  p o r t a n t o  



d i m  V* - < q  t d i m  Mk 

( 3 . 1 8 )  e a  p r o v a  d o  l e m a  3 . 2  m o s t r a m  q u e  

VIXl f V 2  I.lk C V*  l o g o  

q  t d i m  Mk 5 d i m  V* ( 3 . 2 2 )  

( 3 . 2 1 )  e ( 3 . 2 2 )  - d i m  V* = q  t d i m  Mk = d i m  W e 

como W C V* t e m o s  f i n a l m e n t e  V = V I X l  
t V 2  Mk 

Q . E . D .  

E s t e  r e s u l t a d o  c o m p l e t a  a  p r o v a  d a  v a l i d a d e  d o  

a l g o r i t m o  q u e r  c e j a  e l e  a p r e s e n t a d o  em s u a  f o r m a  m a t r i c i a l  q u e r  

o  s e j a  n a  f o r m a  g e o m é t r i c a .  

A l g u m a s  q u e s t o e s  podem s u r g i r .  Até q u e  p a s s o  d e v e  - 

mos  a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  ? A l g o  n o s  g a r a n t e  a  e x i s t e n c i a  d e  um 

p a s s o  o n d e  h a j a  r e s p o s t a s  c o n c l u s i v a s  ? 

A p r ó x i m a  s e ~ a o  t r a t a r á  d e  r e s p o n d e r  e s s a s  p e r g u n  - 

t a s .  

1 1 1 . 4  - ALGORITMO N A  FORMA FECHADA 

D i r e m o s  q u e  o  a l g o r i t m o ,  t a n t o  em s u a  r o u p a g e m  ma - 

t r i c i a l  d a  f i g u r a  3 . 2  q u a n t o  n o  f o r m a t o  g e o m é t r i c o  e q u i v a l e n t e  

d a  f i g u r a  3 . 7 ,  s e  e n c o n t r a  em f o r m a  a b e r t a .  Com i s s o  d e s e j a m o s  

d i z e r  q u e  a  e s t r u t u r a  d o  P R P  é a n a l i s a d a  p a s s o  a  p a s s o .  E m  c a d a  

e s t á g i o  é f e i t o  u m  i n q u é r i t o  p r o f u n d o ,  e s o m e n t e  a p ó s  r e s p o n d e r  
- - 
a s  q u e s t ó e s  a i  e a i  M i  C Bi p o d e m o s  p r o s s e g u i r .  E s t a  " p a -  

- 
r a d a  em t o d a s  a s  e t a p a s "  e b o a  em a l g u n s  c a s o s  p o i s  p o d e  p e r m i -  



t i r  a i n t e r r u p ~ i i o  do p rocesso  em u m  e s t á g i o  even tua lmen te  prema - 

t u r o .  Se ,  e n t r e t a n t o ,  pudermos p r e s c i n d i r  de u m  conhecimento an - 

t e c i p a d o  s o b r e  a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  s e r i a  l T c i t o  esperarmos  

por  u m  a l g o r i t m o  mais r á p i d o .  A forma fechada  s e r i a  e s t e  proce-  

dimento mais d i r e t o .  P a r t i n d o  de algum l u g a r  e  seguindo uma 

r o t i n a  p r é - e s t a b e l e c i d a  de ope racoes  chegaremos a  u m  subespaco  

que deve t e r  c e r t a s  p r o p r i e d a d e s  para  podermos g a r a n t i r  a  e x i s  - 

t e n c i a  de s o l u c a o .  

Vamos e s t u d a r  a  s e q u e n c i a  dos subespacos  M i  d e f i  - 

n i d a  na seca0  a n t e r i o r  por ( 3 . 9 )  

e 

E m  p r i m e i r o  l u g a r  mostremos que a  s e q u e n c i a  e 

"nao c r e s c e n t e " .  

L E M A  3 . 3  

P R O V A :  

Para i  = O temos 

M. = { m  E X 2 1 A J 2  m &  B3} 

hf1 = {m E x21Á0 m E Bol 

- 
Usando a  d e f i n i c i i o  3 . 2  dos Á i  e  B i  vem 

- 
m l  E id1 -+ ~ U , E  U 1 Á o  m l  = B, u l  



P A m + A32m1 = P 6 U + B3ul o 22 1 0 2 1  

Como cada elemento de Xo @ X3 pode ser expresso 

de uma Única maneira como uma soma de elementos de Xo e de X3 
temos 

donde 

A32ml E B3 .+ m l  

Suponhamos que M 

usando (3.9): 

E M. .+ MIC Alo (3.23) 

k+ 1 C M k .  Sendo m' E M k+2 temos, 

Usemos um diagrama comutativo para ilustrar o re- 

lacionamento entre os espacos e p r o j e ~ o e s  em estudo. 



Como p o r  h i p ó t e s e  Mk+l C Mk = K e r  P k  podemos a s s e  - 
- 

g u r a r  1251 a  e x i s t e n c i a  d e  F t a l  q u e  Pk = P  Pk+l. P r e m u l t i p l i -  

c a n d o  ( 3 . 2 4 . a )  p o r  P o b t e r í a m o s  e q u a ~ o e s  i d e n t i c a s  a  ( 3 . 2 4 )  a  

menos  d e  P k + l  q u e  s e r i a  s u b s t i t u i d o  p o r  P k .  V o l t a n d o  com o  r a -  
- 

c i o c í n i o  e n c o n t r a r í a m o s  A k m l  = B u '  ou  s e j a ,  m '  E Mk+l k  o u  s e j a ,  

M k c 2 C  M k + i  

D e s t a  m a n e i r a ,  l e m b r a n d o  d e  ( 3 . 2 3 ) ,  p e l o  p r i n c í -  

p i o  da  i n d u c a o  f i n i t a  ternos p r o v a d o  o  q u e  d e s e j á v a m o s .  

O.E.D. 

LEMA 3 . 4  

" S e  Mi = Mi+l e n t á o  Mi+j - - Mi+j+l 

v j  = 1 ,  2, . . .  " 



P R O V A :  

Para  v e r i f i c a r  a  v a l i d a d e  da e x p r e s s a o  quando 

j = 1 s e j a  m E M i + l .  1  

- 
Por d e f i n i c a o ,  3 u ,  E U t a l  que Á i m i  = B i u l  O U ,  

Mas M i  = M i + l  logo  P i  =: P i + l  e  a  e x p r e s s a o  acima 
- - 

passa  a  i n d i c a r  que A i + l m l  = B i + l u l  o u  s e j a ,  m i  E M i + 2  ou a i n d a  

Mi+lC M i t 2 .  Apl icando o lema a n t e r i o r  vem 
- - ' i+2*  

Supondo que a  e x p r e s s a o  v a l e  para j = k temos 

- 
M i + k  - M i + k + l  . Usando u m  r a c i o c y n i o  i d e n t i d o  ao a n t e r i o r  t e r y a -  

- 
'Os M i + k + l  

- 
"i + k + 2  

Assim, pe lo  p r i n c i p i o  da inducáo f i n i t a ,  temos 

provado o que quer7amos.  

Q . E . D .  

'Se M i  = M i + l  e n t a o  M i  = M i + k  

b ' k  = 2 ,  3 ,  4 ,  . . .  " 

E s t e s  r e s u l t a d o s ,  s i m p l e s  mas Ú t e i s ,  garantem que 

a  s e q u e n c i a  M i  converge  para u m  subespaco  que passaremos a  cha - 

mar de M * .  E s t e  e lemento  pode ou nao s e r  n u l o .  

- 
Supondo M k  = : M *  chamaremos ik = A*, P k  = P* 9 

A k  = A* e t c .  O i m p o r t a n t e  papel de M* na forma f e c h a d a  do a l g o -  

r i tmo  vem do 



T E O R E M A  3 .1  

"Urna cond icao  n e c e s s a r i a  e  s u f i c i e n t e  pa ra  o  P R P  

s e r  s o l ú v e l  é A* C B* 

P R O V A :  

a )  a  c o n d i ~ a o  é n e c e s s á r i a ,  b a s t a  u s a r  o lema 3 . 1  

b )  a  cond icao  é s u f i c i e n t e  

Supondo que encontramos M* na k-Gsima p o s i c a o  da 

s e q u e n c i a  d e f i n i d a  por ( 3 . 9 )  ternos 

L o g o  A* M* 6 g* e  podemos a p l i c a r  o  lema 3 . 2  para  

c o n c l u i r  pe la  s o l u b i l i d a d e  do P R P .  Também poder?amos u s a r  o  co- 

r o l á r i o  3 . 1  e  o b t e r  V* = V I X l  + V 2  M* 

Q . E . D .  

Desta m a n e i r a ,  a  forma fechada  c o n s i s t e  em c a l c u -  

l a r  M * ,  o  e lemento  pa ra  o  qual  converge  a  s e q u e n c i a  dos M i ,  e  

a  p a r t i r  d e l e  v e r i f i c a r  a  i n c l u s a o  A* C 8*. E s t e  procedimento  

para  s e  d e t e r m i n a r  a  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P  é,  sem d ü v i d a ,  mais r á  - 

pido  e  d i r e t o  do que a s  formas a b e r t a s .  

Há uma semelhanca g rande  com o método c l á s s i c o  de 

s e  e s t u d a r  o  P R P ,  quando empregamos u m  a l g o r i t m o  para  o b t e r  V* 

e  p o s t e r i o r m e n t e  v e r i f i c a m o s  a  inc lus i io  E C V * .  E n t r e t a n t o  o 

procedimento  mostrado n e s t a  seca0  r e p r e s e n t a  u m  s a l t o  c o n s i d e r á  - 



ve1 em d i r e c á o  a s i m p l i c i d a d e ,  p o i s  trabalhamos em X 2 ,  u m  subes  - 

paco com dimensáo n- q- r  ao i n v é s  da t r a d i c i o n a l  dimensao n d o  

espaco  de e s t a d o s  X .  

Antes  de t e r m i n a r  e s t a  secáo  é i n t e r e s s a n t e  e x i -  

b i r  algumas p r o p r i e d a d e s  do subespaco  M * .  

L E M A  3 . 5  

" O  subespaco  M* tem a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

P R O V A :  

d 

Vamos supor  que M* e  a t i n g i d o  no k-ésimo passo  da 

- s e q u e n c i a  dos M i  : M* = M k  - M k + l .  Apl icando a  d e f i n i c Z o  de 

Mk+l temos 

- 
Usando a  d e f i n i c z o  de Á k  e  B k :  

( 3 . 2 6 . a )  + A 2 2 m  - B 2 u  E Ker P k  = Hk = M* 



Como ( 3 . 2 6 . b )  i m p l i c a  t r i v i a l m e n t e  ( 3 . 2 5 . b )  o  r e -  

su1 t ado  e s t á  provado.  

Q . E . D .  

As semelhancas  com V*  sZo i m p r e s s i o n a n t e s .  Recor-  

demos que V*  e  o  e lemento  maximal da c l a s s e  - ff composta p e l o s  

subespacos  ( A y  B )  i n v a r i a n t e s  c o n t i d o s  em Ker C .  M* por  sua vez 
- 
e  um subespaco  ( A z p ,  B ) i n v a r i a n t e  c o n t i d o  em A J ~  B 3 .  Aparen te  2 - 

mente acontecem com M * ,  em e s c a l a  r e d u z i d a  p o i s  es tamos  agora  

t r a b a l h a n d o  em X 2 C  X ,  a s  mesmas c o i s a s  que acontecem com V * .  

Consideremos,  i n s p i r a d o s  em - ff, a c l a s s e  

Tudo nos l e v a  a c o n j e c t u r a  M* = sup - ff r ou c e j a ,  
- 

M* s e r i a  para  < A z p y  B > exatamente  o que V* e  
B 2 9  A;: 3  pa ra  

< A ,  B ,  Ker C > .  Se i s s o  f o r  verdade  poderemos, ao i n v é s  de u s a r  

a  s e q u e n c i a  dos subespacos  M i ,  o b t e r  M* a p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  

t r a d i c i o n a l  de V*  a s  dimensóes r e d u z i d a s  de A Z 2  e  B 2 .  A e x i s t e n  - 
d 

c i a  o u  nao de van tagens  computac iona i s  adv indas  de t a l  f a t o  e  

uma q u e s t a o  que s e  apequena d i a n t e  d o  i n t e r e s s e  t e ó r i c o  que s e -  

r i a  l e v a n t a d o .  

I n f e l i z m e n t e ,  porém, a  c o n j e c t u r a  é f a l s a  como 

most ra  o 



CONTRA-EXEMPLO 3 . 1  

C a l c u l e m o s  M* u s a n d o  ( 3 . 9 )  

P1 p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  P1 = [ u : !  



E muito f á c i l  v e r i f i c a r  que ,  s e  a p l i c á s s e m o s  O 

a l g o r i t m o  de V* para  < A z 2 ,  B 2 ,  A;: B 3 >  e n c o n t r a r i a m o s  

E s t e  exemplo most ra  que ,  de uma maneira  g e r a l  

M* C V p  = sup - H r .  Ta lvez  M* c e j a  o  subespaso  de c o n t r o l a b i l i d a  - 

de maximal 1251  c o n t i d o  em - ff r .  Es t a  á r e a  de i n t e r e s s a n t e s  inda  - 

g a ~ o e s  t e ó r i c a s  a inda  s e  acha a b e r t a .  

111.5 - INFORMACOES ADICIONAIS 

0s métodos a p r e s e n t a d o s  nas  s e c o e s  a n t e r i o r e s  f o -  

ram c r i a d o s  com a  f i n a l i d a d e  de r e s o l v e r  o  P R P  a  p a r t i r  das  no- 

vas  i d é i a s  l e v a n t a d a s  p e l o  teorema 2 . 2 .  E le s  cumprem e s s a  mis-  

s a o  sem c a l c u l a r  e x p l i c i t a m e n t e  V * .  Devemos porém o b s e r v a r  que 

e s s e  e lemento  é o b t i d o  como subprodu to  sempre que chegamos a  

urna solusi io  p o s i t i v a  para  o  problema. Quando,  por q u a l q u e r  pro 

c e s s o  a b e r t o  ou f e c h a d o ,  concluimos p e l a  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P  t e  - 

remos automat icamente  a  c a r a c t e r i z a q a o  de V * .  As s e t a s  h o r i z o n-  

t a i s  de q u a l q u e r  diagrama encimadas por um sim sempre conduzem 

a  E C V* e  V* = V I X l  + V 2 M Y  De uma manei ra  g e r a l ,  obtemos i n -  

formasoes  a  r e s p e i t o  de V* somente quando EC V * .  



E s t a  s e c a 0  t r a t a  b a s i c a m e n t e  do s e g u i n t e  p r o b l e -  

ma: que  s e  p o d e  d i z e r  do  s u b e s p a c o  V *  q u a n d o  o  P R P  n a o  é s o l ü -  

v e 1  ? 

Os a l g o r i t m o s  d e t e c t a m  a  i m p o s s i b i l  i d a d e  E @ V*  po 

r é m  n a d a  a f i r m a m  s o b r e  V *  n e s s a s  c o n d i s o e s .  As s e t a s  h o r i z o n -  

t a i s  com um n a o  conduzem a p e n a s  e  t a o  s o m e n t e  a  E # V * .  A g o r a  

p r o c u r a r e m o s  e x t r a i r  do  a l g o r i t m o ,  em q u a l q u e r  de  s u a s  v e r s o e s ,  

d a d o s  s o b r e  a  e s t r u t u r a  d e  V*  mesmo q u a n d o  E # V * .  P o d e r i a m o s  

a f i r m a r ,  p o r  e x e m p l  o ,  q u e  V 2  M* C V*  ? 

LEMA 3 . 6  

" S e  Ai C ii e n t á o  Q 2  V * C  Mitl i = 0, 1 ,  2 ,  . . .  " 

PROVA: 

S e r i a  i m e d i a t o  v e r i f i c a r  q u e  o  mapa VIQl t V 2 Q 2  

f u n c i o n a  como a  i d e n t i d a d e  n o  s u b e s p a c o  VIXl t V2X2 i s t o  é, 

Sendo  F  1 ( A  t B F ) V * C V *  e  como V *  C K e r  C =VIX1 t 

V2X2 t e m o s  ( A  + B F ) ( V l  Q1 + V 2  Q 2 ) V * c V * .  E s t a  Ü l t i m a  e x p r e s -  

s á o ,  p r e r n u l t i p l i c a d a  p r i m e i r a m e n t e  p o r  A2 e  d e p o i s  p o r  A3 f o r  - 

n e c e  

o n d e  F1  = FV1;  F2  = FV2 e  V 2  = Q 2  V *  C X2  



Assim, sendo v um e lemento  g e n e r i c o  de V* podemos 

e s c r e v e r  

Vamos supor  que Aoc io. Entáo ,  dado x l  g e n é r i c o  
- 

em X1 e x i s t e  u l  em U t a l  que A o x l  = B o u l  Para  o  e lemento  p a r t i  - 

c u l a r  Q 1  v em X 1  temos 

Lembrando a  d e f i n i c á o  dos bii e  como v é g e n é r i c o ,  

V 2  = Q 2  V * C  M, o que a c a r r e t a  P o  V 2  = O .  M u l t i p l i c a n d o ( 3 . 2 7 . a )  

por P o  p e l a  e s q u e r d a ,  usando ( 3 . 2 8 . a )  e  P o  V 2  = O vem 

As equaqees  ( 3 . 2 9 )  e  a  d e f i n i c z o  dos M i  mostram 
- 

que A. Q1 v E B o ,  logo  Q1 v E M1 e  como v é g e n é r i c o ,  - 
v 2  - 

Q 2  V*C M1 

Desta maneira  a  i rnpl icacáo  6 v á l i d a  para  i  = 1 .  

Suponhamos que e l a  também o s e j a  para i  = k + 1 ,  i s t o  e ,  
- 
A k - l  C 'k-1 + V 7  C M k .  

- 
P s r t i n d o  agora  de A k  C B k  temos 



P  A  Q v = PkB2 u '  k  21  1  ( 3 . 3 0 . a )  

k ' .  
A31Q1v = B3 U '  ( 3 . 3 0 .  b )  

- 
A 

mas é t r i v i a l  a  v e r i f i c a c á o  de  q u e  AkC Bk+Ak-l C E k m l .  L o g o  

V 2  c Mk e  P k  V 2  = O .  M u l t i p l i c a n d o  ( 3 . 2 7 . a )  p o r  Pk p e l a  e s q u e r -  

da ,  u s a n d o  ( 3 . 3 0 . a )  e  P k  V 2  = O vem 

P e l o  p r i n c y p i o  da i n d u q a o  f i n i t a  a  i m p l i c a q a o  e  

v á l i d a v i  = 0, 1 ,  2 ,  . . .  
Q . E . D .  

E s t e  r e s u l t a d o  n a o  t e m  a p l i c a q a o  i m e d i a t a  p a r a  o  

q u e  d e s e j a m o s ,  a p e n a s  a u x i l i a  n a  p r o v a  d o  

LEMA 3 . 7  

A 
.... 

"Se  Ai C Ri e n t a o  V *  c VIXl + V 2  Mitl 

PROVA 

1  o g o  

V*  = .  (VI Ql + V 2 Q 2 ) V *  c V 1  Q 1  V *  + V 2  O, V *  

mas Q 1  V* C X1 e  Q 2  V *  C Mi+l p e l o  l e m a  a n t e r i o r ,  

V*  C VIXl f V 2  Mi+l v i  = O ,  lY  2, . . .  
- 

L e m b r a n d o  q u e  
= A31 e  B-l = B3 a  e x t e n s á o  p a -  

r a  i = - 1  f i c a  e l e m e n t a r .  



E s t e s  r e s u l t a d o s ,  alem de s e r v i r e m  para o  c a s o  d o  

P R P  f a l h o ,  tem u m  o u t r o  s i g n i f i c a d o  t e ó r i c o .  E l e s  e s t a b e l e c e m  

l i m i t e s  s u p e r i o r e s  ao tamanho de V*.  Es t a  l i m i t a c a o  é indepen-  

d e n t e  de E e  de sua possyvel  i n c l u s a o  em V * .  

A s o l u b i l i d a d e  do P R P ,  E C V* r e p r e s e n t a  u m  l i m i -  

t e  i n f e r i o r  pa ra  V*. Como acabamos de e s t a b e l e c e r  que sempre há 

u m  l i m i t e  s u p e r i o r  e s t á  e x p l i c a d o  porque n e s t e  c a s o  V* f i c a  per  - 

f e i t a m e n t e  de terminado por V I X l  t V 2  M * .  

O u t r o  d e t a l h e  i n t e r e s s a n t e :  a  i n c l u s a o  de subespa  - 

$os  ( V *  C V I X l  t V 2  M i t l )  e  a  consequen te  d e s i g u a l d a d e  de d i -  
- 

mensóes (dim U* - < q t dim M i t l )  nao S Z O  e s t r i t a s ,  i s t o  e ,  

pode haver  i g u a l d a d e s .  Obviamente a  i g u a l d a d e  V* = V l X l t V 2 M i t l  

i n d i c a r i a  E C V*, s o l u b i l  i d a d e  do P R P .  

A mais i m e d i a t a  das  consequenc ias  d e s t e s  r e s u l t a -  

dos 5 a  sua a p l i c a b i l i d a d e  no caso  do P R P  f a l h o  p o i s  e l e s  f o r n e  - 

cem meios de o b t e r  informacoes  s o b r e  V* mesmo quando e s t e  nao 

contém E .  Para i s t o ,  

"Sendo d o  menor i n t e i r o  para  o  qual  id $?! id t e  - 

M "  mos V* C V I X 1  + V 2  

Es t a  i n c l u s a o  é e s t r i  t a ,  nao admi t indo  i g u a l  dade 

p o i s  s e  ass im f o s s e  teryamos E C V * .  

E i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que a  c o n j e c t u r a  V 2  M* C V* 

formulada no i n y c i o  d e s t a  s e c a 0  nao é v e r d a d e i r a ,  como p o d e r i a  

s e r  mostrado em exemplos.  



111.6  - C O N C L U S O E S  

Conforme i n i c i a l m e n t e  p romet ido ,  e s t e  c a p y t u l o  

a p r e s e n t o u  métodos i n é d i t o s  de a t a q u e  ao P R P .  Eles  sao  baseados  

na v i s a 0  e s t r u t u r a l  p o s s i b i l i t a d a  pe lo  teorema 2 . 2  e  n a o  neces -  

s i t a m  d o  c á l c u l o  d o  subespaco  V*, embora e s t e  e lemento  s e j a  sem - 

p r e  o b t i d o ,  quase  como u m  subprodu to .  

Ainda n a o  s e  pode d i z e r  s e  e s t e s  novos procedimen - 

t o s  sao o u  nao mais e f i c i e n t e s  do que o  a n t i g o  ( u s a r  o  a l g o r i t -  

mo 2 . 1  ou e q u i v a l e n t e  para  c a l c u l a r  V* e  v e r i f i c a r  a  ' i nc lus i ío  

E c V * )  p o i s  os  e s p e c t o s  computac iona i s  r e q u e r i d o s  para  i s s o  f o  - 

gem ao escopo d e s t a  t e s e .  

De q u a l q u e r  m a n e i r a ,  o  Único possyvel  inconven ien  - 

t e  p r á t i c o  dos novos métodos s e r i a  a  n e c e s s i d a d e  de s e  c o l o c a r  

o s i s t e m a  na forma canon ica  r e p r e s e n t a d a  por ( 3 . 3 )  para poder 

i n i c i a r  o s  t r a b a l h o s .  I s s o  nao nos p a r e c e ,  de modo algum, u m  

o b s t á c u l o  d i f y c i l .  E ,  que o  f o s s e ,  a s  f a c i l i d a d e s  a d v i n d a s  d o  

uso da forma ( 3 . 3 )  sao  extremamente an imadoras  e  n a o  encontram 

c o r r e s p o n d e n t e s  n o  método t r a d i c i o n a l .  Somente i s t o  j u s t i f i c a -  

r i a  q u a l q u e r  h i p o t é t i c a  d i f i c u l d a d e  para  i n i c i a l m e n t e  c o l o c a r  

a s  m a t r i z e s  do s i s t e m a  em e s t u d o  na forma 3 . 3 .  

E s t u d a r  o  P R P  a p a r t i r  de m a t r i z e s  c o l o c a d a s  nes -  

s a  forma a p r e s e n t a  uma s é r i e  enorme de v a n t a g e n s .  J á  os  c o r o l á -  

r i o s  2 . 2 ,  2 . 3 ,  2 . 4  permitem que uma s i m p l e s  in specao  v i s u a l  f o r  - 

neta informacoes  p r e c i o s a s  e  m u i t a s  vezes  c o n c l u s i v a s  s o b r e  a  

s o l u b i l i d a d e  d o  P R P .  E i s t o  s e r i a  f e i t o  sem n e c e s s i d a d e  de  qual  - 



quer  c á l c u l o .  Apenas e s t e  f a t o ,  sem a i n d a  comentar  os  novos a l -  

g o r i t m o ~  t o r n a d o s  p o s s 7 v e i s  por  e l a ,  já s e r i a  s u f i c i e n t e  para  

g a r a n t i r  2s  equacoes  ( 3 . 3 )  a  c a t e g o r i a  de "Forma Canonica do 

P R P " .  Assim como c e r t a s  formas  ajudam a  e x p l i c i t a r  e  v i s u a l i z a r  

de te rminadas  p r o p r i e d a d e s ,  a  forma ( 3 . 3 )  f a c i l i t a  sobremane i ra  

o  e s t u d o  do P R P .  

U m  a s p e c t o  i n t e r e s s a n t e  e  c e r t a m e n t e  d i s t i n t i v o  

dos novos a l g o r i t m o s  é o  f a t o  de t r a b a l h a r e m  com dimensáo redu-  

z i d a ,  n-q-r ,  ao passo  que o  método a n t i g o  l i d a  com dimensao n .  

A maneira  d i r e t a  de e n c o n t r a r  a  s o l u ~ á o  F também s e r i a  uma van- 

tagem dos métodos s u g e r i d o s .  

A a n a l i s e  das  semelhancas  e n t r e  a  forma fechada  

do a l g o r i t m o  ( c á l c u l o  de M* e  v e r i f i c a c á o  de A * c $ * )  e  o  método 

t r a d i c i o n a l  ( c á l c u l o  de V* e  v e r i f i c a g á o  de E V * )  p e r m i t e  n o -  

vas  c o n c l u s 6 e s  s o b r e  a  forma ( 3 . 3 ) .  Ela p e r m i t e  que o P R P  s e j a  

encarado em seu amago, em sua e s s e n c i a ,  concen t rando  no expaco 

X p  t odas  a s  informagóes  r e a l m e n t e  p e r t i n e n t e s  e  ' encons tando  ao 

l a d o  o que náo i n t e r e s s a " .  O "tamanho" das  c o i s a s  i m p o r t a n t e s  é 

n- q - r .  

O papel do subespaco  M* a i n d a  náo e s t á  t o t a l m e n t e  

e s c l a r e c i d o .  E l e  tem p r o p r i e d a d e s  i n t r i g a n t e s  e  c u r i o s a s  que de - 

vem s e r  p e s q u i s a d a s  mais profundamente .  Suas r e l a c ó e s  corn V * ,  

por exemplo, a i n d a  nao e s t á o  bem e x p l i c a d a s .  : Aparentemente 

dim V* = q + d i m  M* mesmo que , E #  V * .  O papel de M* em - H r  tam- 

bém merece i n v e s t i g a c a o .  E m  suma, a s  c a r a c t e r ? s t i c a s  t e ó r i c a s  

de M* sZo mais  desconhec idas  do que c o n h e c i d a s .  



Falando a i n d a  dos campos a b e r t o s  devemos n o t a r  

que para algumas c l a s s e s  de s i s t e m a s  os a l g o r i t m o s  most rados  

n e s t e  c a p y t u l o  podem s e r  b a s t a n t e  s i m p l i f i c a d o s .  Para s i s t e m a s  
- - 

com uma íinica s a i d a ,  por exemplo, pode- se p rova r  que A i C  B i  ++ 

P i  C P i  B 2 .  E s t e  f a t o  aumen ta r i a  b a s t a n t e  a  r a p i d e z  e  a  

s i m p l i c i d a d e  dos p roced imen tos .  Essa c l a s s e  de s i s t e m a s  d e v e r i a  

s e r  mais bem e s t u d a d a  e ,  s e  p o s s i v e l ,  expand ida .  



O P R O B L E M A  D E  REJEICAO D E  P E R T U R B A C O E S  

E A TEORIA D A  I N V A R I A N C I A  

IV.l - OBJETIVOS 

A d i r e t r i z  g e r a l  d e s t e  c a p i t u l o  é a p l i c a r  os  a l g o -  

r i t m o s  d e s e n v o l v i d o s  a n t e r i o r m e n t e ,  ou q u a l q u e r  v e r s a 0  m o d i f i c a -  

da d e l e s ,  para  d e s c o b r i r  f a t o s  s o b r e  - f f ,  a  f a m i l i a  de t o d o s  o  s  

s u b e s p a ~ o s  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s  c o n t i d o s  n o  e spaco  nu lo  de C .  A 

impor tZncia  d e s s a  c l a s s e  de subespacos  f o i  v i s t a  e  e n f a t i z a d a  no 

c a p i t u l o  11. 

Além de V*, de i m p o r t a n c i a  c a p i t a l  no P R P ,  no pro-  

blema de e s t a b i l i z a c a o  da s a y d a ,  n o  problema do desacop lamen to ,  

na v e r s a 0  geomét r i ca  do problema do servomecanismo e t c . ,  há a i n -  

da o u t r o s  e l emen tos  n o t á v e i s  na f a m i l i a  - f f .  Dent re  e s s e s  podemos 

c i t a r ,  i n f e l i z m e n t e  sem maio res  d e t a l h e s ,  os  s u b e s p a ~ o s  de con-  

t r o l a b i l i d a d e  R ,  de grande  i m p o r t a n c i a  t e ó r i c a  no problema da de - 

s i g n a b i l i d a d e  a r b i t r á r i a  de p o l o s .  O c o n j u n t o  - C c - ff de t a i s  sub - 

espacos  a p r e s e n t a  u m  ún ico  e l emen to  maximal R * c  V*. E s t e  s u b e s -  

paco R* desempenha um papel p r e p o n d e r a n t e  nos problemas acima c i  - 

t a d o s ,  com excecao  do P R P .  

Outro membro i m p o r t a n t e  da c l a s s e  - ff é o  subespaco  

v9 , e s s e n c i a l  para  a  s o l u ~ a o  do problema de r e j e i c a o  de p e r t u r b a  - 
- 

~ 6 e s  com e s t a b i l i d a d e ,  o P R P E .  A i d é i a  b a s i c a  d e s t e  problema e  

mui to  c l a r a :  t r a t a - s e  d o  P R P  com o  r eque r imen to  a d i c i o n a l  de e s -  



t a b i l i d a d e  d a  m a l h a  f e c h a d a .  Devemos  e n c o n t r a r  uma r e a l i m e n t a c a o  

d e  e s t a d o s  F  q u e  a c a r r e t e ,  a l é m  d a  r e j e i c a o  d e  p e r t u r b a e o e s ,  o  

p o s i c i o n a m e n t o  d e  t o d o s  o s  a u t o v a l o r e s  d e  ( A  + BF) n o  s e m i p l a n o  

e s q u e r d o  a b e r t o  d o  p l a n o  c o m p l e x o .  As s o l u c o e s  p a r a  o  PRP n a o  

tem,  em g e r a l ,  e s s a  p r o p r i e d a d e  e s t a b i l i z a d o r a .  O PRPE é s o l Ú v e l  

s e  e s o m e n t e  s e  E c V* e F s e r i a  uma s o l u c á o  s e  (A+SF)V$ c V*.  
g  9  

T o d o s  o s  t ó p i c o s  a c i m a  m e n c i o n a d o s ,  d e  uma m a n e i r a  

r á p i d a ,  i n f e l i z m e n t e ,  e n c o n t r a m - s e  bem d e s e n v o l v i d o s  e e x p l i c a -  

d o s  em 1 2 5 1 .  E i n t e r e s s a n t e  r e p a r a r  q u e ,  n a  o p i n i a o  d o  p r ó p r i o  

Wonham, o s  m é t o d o s  a t u a i s  p a r a  o b t e n c a o  t a n t o  d e  U* como d e  V* 
g  

n a o  s Z o  m u i t o  p r á t i c o s  p o i s  e n v o l v e m  a  c o m p u t a c a o  p r e v i a  d e  V*.  

E m b o r a  o  e s t u d o  s o b r e  - ff a g o r a  i n i c i a d o  c e j a  f e i t o  

em um c o n t e x t o  a i n d a  b a s t a n t e  l i g a d o  a o  P R P  d e v e  s e r  d i t o  q u e  a s  

m e t a s  s a o  bem m a i s  a m b i c i o s a s .  Como e s p e r a m o s  t e r  d a d o  a  e n t e n -  

d e r  a c i m a ,  a  a p l i c a b i l i d a d e  d a  t e o r i a  d a  i n v a r i a n c i a  a  um v a s t o  

e i m p o r t a n t e  c a m p o  d e  p r o b l e m a s  d e  c o n t r o l e  5 e n o r m e  e q u a l q u e r  

i n f o r m a c a o  s o b r e  ff e e x t r e m a m e n t e  d e s e j á v e l .  Como o  c o n h e c i m e n t o  

s o b r e  e s s a  f a m y l i a  n a o  é m u i t o  g r a n d e ,  r e s t r i n g i n d o - s e  q u a s e  q u e  
d 

t a o  s o m e n t e  a  V * ,  U* e V * ,  e l r c i t o  e s p e r a r  q u e  a  a b o r d a g e m  e s -  
g 

t r u t u r a l  e i n é d i t a  d e  um p r o b l e m a  t i p i c a m e n t e  t r a t a d o  p e l a  t e o -  

r i a  d a  i n v a r i a n c i a ,  como é o  c a s o  d o  P R P y  s e j a  c a p a z  d e  l a n c a r  

a l g u m a  l u z  s o b r e  o  a s s u n t o .  

S e j a  o  s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  n o  t e m p o  



onde a s  m a t r i z e s  e  v a r i á v e i s  s a t i s f a z e m  os r e q u i s i t o s  h a b i t u a i s .  

A p a r t i r  de agora  dese ja remos  v e r i f i c a r  s e  E c V onde V é u m  

e lemento  g e n é r i c o  de - H .  Es t e  problema pode s e r  formulado de uma 

maneira  d i f e r e n t e  ao cons ide ra rmos  a  

"Dado um subespaco  W no espaco  de e s t a d o s  X d i r e -  

mos que V é uma c o b e r t u r a  para W quando V E ff e  V 3 W "  . - 

Desta maneira  o  nosso  problema s e  resume a  encon-  

t r a r  c o b e r t u r a s ,  s e  p o s s í v e l  t o d a s ,  pa ra  um dado subespaco  

E c X .  Tanto o  P R P  como o  P R P E  podem s e r  c o n s i d e r a d o s  c a s o s  p a r -  

t i c u l a r e s  d o  problema de s e  e n c o n t r a r  c o b e r t u r a s  g e n é r i c a s  pa ra  

E .  Desejamos c o b e r t u r a s  que s a t i s f a c a m  de te rminadas  r e s t r i c o e s ,  

como por exemplo a  maximalidade de V* no caso  do P R P .  Uma l i g e i -  

r a  g e n e r a l i z a c i í o  do teorema 2 . 2  a p l i c a - s e  a  e s t e  novo problema.  

T E O R E M A  4 . 1  

" E x i s t e  u m  e lemento  V em f f ,  com dim V = v ,  - t a l  

que V 2 E s e  e  somente s e  e x i s t i r . u m a  base do e spaco  de e s t a d o s  

na qual  a s  m a t r i z e s  <A, E, E ,  E> que r ep resen tam o s i s t e m a  em e s  - 

t u d a  a p r e s e n t a r e m , a  s e g u i n t e  forma:  

d 
- 

onde A l l  e  ( V X V ) ;  A Z 2  é (n- v  x n - v ) ;  B1 é (vxm) e t c . ,  e  



A p r o v a  s e r á  o m i t i d a  p o r  s e g u i r  a s  mesmas l i n h a s  

j á  v i s t a s  no c a p T t u l o  11 .  

- 
Ass im a  e x i s t e n c i a  d e  c o b e r t u r a s  e s t á  a s s o c i a d a  a  

e x i s t e n c i a  d e  uma m a t r i z  Q n a o  s i n g u l a r  t a l  q u e  a  t r a n s f o r m a c a o  

d e  s i m i l a r i d a d e  d a d a  p o r  x  = Q 2 c o l o q u e  o  s i s t e m a  em urna b a s e  

o n d e  s u a s  m a t r i z e s  a p r e s e n t e m  a  p a r t i c u l a r  e s t r u t u r a  e x i  b i d a  

a c i m a .  

No c a p i t u l o  a n t e r i o r  o  f a t o  d e  c o n s i d e r a r m o s  o  

p r o b l e m a  f o r m u l a d o  em uma b a s e  o n d e  a s  m a t r i z e s  < A y  B y  C ,  E >  s a -  

t i s f a z e m  a  p r i o r i  a s  c o n d i c ó e s  C = [O Ir] e  E = O I T r e v e -  
9 - 

l o u - s e  b a s t a n t e  f a v o r á v e l  p o i s  p e r m i t i u  o  t r a b a l h o  em e s p a c o s  

com d i m e n s o e s  r e d u z i d a s .  F a r e m o s  o  mesmo a g o r a  e  p a r a  i s s o  o  

s i s t e m a  s o b  e s t u d o  s e r á  d e s c r i t o  p o r  

o n d e ,  como a n t e r i o r m e n t e ,  há uma d e c o m p o s i ~ ~ o  do  e s p a c o  d e  e s t a -  

d o s :  X = X1 @ X 2 @ X 3  corn d i m X 1  = q ,  dim X 2  = n - q - r , d i m  X = r ;  3  

X1 é i s o m o r f o  a  E ;  o s  mapas  A i j :  
j 

- X i  s á o  d e f i n i d o s  P o r  

Qi A V .  e t c .  A i n d a  urna v e z  l embramos  q u e  a  h i p ó t e s e  d e  urna b a s e  
J 

i n i c i a l  o n d e  o  s i s t e m a  s e j a  r e p r e s e n t a d o  p o r  e q u a c o e s  como ( 4 . 2 )  



nao 6 r e s t r i t i v a  p o i s  s e  t a l  base  n a o  e x i s t i s s e  entiío U * $  E e  

consequentemente  nao h a v e r i a  c o b e r t u r a s  para E .  

Sendo M c X 2  u m  s u b e s p a ~ o  e  X 2 / M  = X o  espaco  quo- 

c i e n t e  d e f i n i d o  da maneira  usua l  temos a  p r o j e q a o  canon ica  

onde x 2  + M é a  c l a s s e  l a t e r a l  de x2 módulo M .  

Consideremos,  sempre baseados n a  e x p e r i e n c i a  a n t e -  

r i o r ,  os mapas 

Já  podemos e n u n c i a r  o  

T E O R E M A  4 . 2  

" E x i s t e  u m  e lemento  V em - ff, com dim V = v  e  t a l  

que V 3 E s e  e  somente s e  e x i s t i r  um subespaco  M c X 2  t a l  que 

dim M = v- q ;  K m  hl c im e  A c B " 
m m 



(dirn M = . : ~ ) - q  

3 V  E H  - 1 V 3 E + +  3 M c X 2  1 

dirn V = v 

Embora mais g e r a l  do que o caso  t r a t a d o  no c a p y t u -  

l o  a n t e r i o r  a  prova d e s t e  r e s u l t a d o  segue p a r i - p a s s u  os  r a c i o c y -  

n i o s  1á  a p r e s e n t a d o s ,  bas tando s u b s t i t u i r  V* p o r  V ,  df* por M e tc ,  

e  por  e s t a  r a z a 0  s e r á  o m i t i d a .  

Mais uma vez a  forma ( 4 . 2 )  r e v e l a - s e  Ú t i l  p o i s  e s -  

t e  Último teorema g a r a n t e  que a s  c o b e r t u r a s  de E ap resen tam a 

p a r t i r c u l a r  e s t r u t u r a  

e  a  nossa busca novamente s e  r e s t r i n g i r á  a um subespaco  M em 

X 2 ,  com a s  Óbvias van tagens  d e c o r r e n t e s  da dimensao r e d u z i  da 

d e s t e  e s p a c o .  

Como V* é o e lemento  maximal de H ,  pa ra  haver  co-  - 

b e r t u r a s  V e n e c e s s a r i o  que V* 3 E ,  ou s e j a ,  em ( 4 . 3 )  devemos 

t e r  M c M * .  E d e s t e  momento em d i a n t e  o p a r a l e l i s m o  com o  cap? - 

t i l o  111 c e s s a ,  e  uma s i m p l e s  g e n e r a l i z a c a o  dos a l g o r i t m o s  1 a 
d e s e n v o l v i d o s  j á  nao f u n c i o n a ,  p o i s  e l e s  convergem pa ra  M* mas 

d 

nao conseguem u l t r a p a s s a - l o  e  a t i n g i r  e l emen tos  M c M* como e  

agora  o  nosso  i n t u i t o .  

O o b j e t i v o  b á s i c o  d e s t e  c a p i t u l o ,  o b t e r  a s  c o b e r t u  - 

r a s  de  E ,  pode s e r  formulado da s e g u i n t e  mane i ra :  e n c o n t r a r  u m  



método capaz  de g e r a r  t o d o s  os subespacos  M c M * c  X 2  t a i s  que - - 
A~ M c Bm e  A~ c B ~ .  

Sem u s a r  os r e s u l t a d o s  d o  teorema 4 . 2  e  lembrando 

que ,  s e  V = V I  X + V 2  M entZ0 E C V C Keh C e  V s e r á  uma co-  1 

b e r t u r a  para  E d e s d e  que s e j a  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e ,  podemos e s t a b e -  

l e c e r  nosso  problema em o u t r o s  t e r m o s :  e n c o n t r a r  u m  mé todo ' capaz  

de g e r a r  t o d o s  os  subespacos  M C X 2  t a i s  que,  

V = V I  X1 + V 2  M ,  tenhamos A VCB + V .  

sendo 

- 
" O  subespaco  M C X 2  e  chamado g e r a d o r  quando 

V = V 1  X,  t V 2  M é uma c o b e r t u r a  pa ra  E '  

Desta  maneira  o  nosso  o b j e t i v o  passa  a  s e r  o de en - 

centrar todos  os g e r a d o r e s .  E m  o u t r a s  p a l a v r a s  devemos d e l i m i t a r  

p e r f e i t a m e n t e  a  c l a s s e  - M de t o d o s  os  g e r a d o r e s :  

M = { M  C M *  C X 2  1 V = V I  X1 + V 2  M é uma c o b e r t u r a  pa ra  E ]  - 

Para f a c i l i t a r  a  a n á l i s e  a  f a m í l i a  - M s e r á  p a r t i c i o  - 

nada como 

- 
onde M e  o  c o n j u n t o  dos g e r a d o r e s  com dimensao i .  A p a r t i r  de -i 
( 4 . 3 )  vemos que a  u m  g e r a d o r  i - d i m e n s i o n a l  c o r r e s p o n d e  uma c o b e r  - 

t u r a  ( q t i ) - d i m e n s i o n a l .  A c l a s s e  M pode s e r  i n t e r p r e t a d a  da s e -  
-0 

g u i n t e  mane i ra :  e l a  é c o n s t i t u i d a  apenas  pe lo  subespaco  nu lo  



M = O quando V = V 1  X, = E f o r  ( A ,  E )  i n v a r i a n t e  e  s e r á  v a z i a  no 

c a s o  c o n t r á r i o ,  quando A E B + E. $ 

Antes de p rova r  r i g o r o s a m e n t e  a  v a l i d a d e  do método 

a p r e s e n t a r e m o s  s u a s  c a r a c t e r i s t i c a s  b á s i c a s ,  procurando i n t r o d u -  

z i - l a s  e  j u s t i f i c á - l a s  da maneira  mais  n a t u r a l  e  i n t u i t i v a  p o s s i  - 

v e l .  

A p r i m e i r a  p r o v i d e n c i a  s e r á ,  sempre,  u s a r  o s  a l g o -  

r i t m o s  d o  c a p i t u l o  a n t e r i o r  para s a b e r  s e  E C V* p o i s  s e  t a l  

nao a c o n t e c e r ,  o u  s e j a ,  o P R P  n a o  f o r  s o l Ú v e l ,  nao havera  c o b e r  - 

t u r a s  para E .Outra  i m p o r t a n t e  consequenc ia  d e s t a  medida p r e l i m i -  

n a r  é a  ob tencáo  de M* p o i s  q u a l q u e r  dos g e r a d o r e s  procurados  de - 

ve e s t a r  c o n t i d o  n e s t e  subespaco .  
1 

- 
O passo  s e g u i n t e ,  a  d e l i m i t a c á o  da c l a s s e  M , 

-0 
e  

b a s t a n t e  s i m p l e s  p o i s  para i s s o  n e c e s s i t a m o s  apenas  s a b e r  S e  

E é ( A y  B )  i n v a r i a n t e  ou nao.  I s t o  pode s e r  f e i t o  a t r a v é s  da ve-  

r i f i c a c a o  de A E B + E ,  ou pe lo  uso de u m  r e s u l t a d o  que a inda  

provaremos,  o  c o r o l á r i o  4 . 2 ,  que t o r n a  a  ope racao  p r a t i c a m e n t e  

i m e d i a t a .  

Para a  'obtencao dos g e r a d o r e s  i - d i m e n s i o n a i s ,  a  

d e l i m i t a c a o  de M em o u t r a s  p a l a v r a s ,  devemos e n c o n t r a r  t o d o s  os  -i 
subespacos  M C M*, de dimensáo i ,  e  t a i s  que V = V 1  X, + V 2  M 

c e j a  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e ,  i s t o  é,  A V 6: B + V .  Impondo e s t a  condi  - 

cáo a s  m a t r i z e s  d o  nosso  s i s t e m a  como dadas em ( 4 . 2 )  e n c o n t r a -  



rTamos, e n t r e  o u t r a s ,  duas  r e l a s o e s  que nos i n t e r e s s a m :  

onde o s imbolo  {NI r e p r e s e n t a ,  como de costume,  o  subespaco  ge ra  - 

do p e l a s  c o l u n a s  da m a t r i z  N .  

A equacáo ( 4 . 4 . a )  tem duas  c o n s e q u e n c i a s  imedia-  

t a s .  A p r i m e i r a  d e l a s ,  A 3 2  hl C B 3 ,  s i g n i f i c a  que M C M, o p r i -  

mei ro  e lemento  da s e q u e n c i a  de subespacos  que converge  pa ra  M*. 

E s t e  f a t o  n a o  nos t r a z  q u a l q u e r  in fo rmacáo ,  p o i s  j á  ternos u m  l i -  

m i t e  mais r e s t r i t i v o  para  os g e r a d o r e s  p rocurados :  M C M * C  M,. 

A o u t r a  consequenc ia  de ( 4 . 4 . a )  s e r á  de c a p i t a l  i m p o r t a n c i a .  Ela 

d i z  que A 2 2  M C M + B 2  ou s e j a ,  q u a l q u e r  g e r a d o r  é (Ap2.  B 2 )  in  - 

v a r i a n t e .  Desta m a n e i r a ,  o  u n i v e r s o  onde devemos p r o c u r a r  a s  nos - 
- 

s a s  s o l u c 5 e s  e s t á  d e f i n i d o :  e  o c o n j u n t o  de - t odos  os  subespaqos  

( A 2 2 ,  B 2 )  i n v a r i a n t e s  de dimensáo i .  Chamemos e s t a  c l a s s e  de 

1 -i ('22, ' 2 ) .  

O c a p i t u l o  V s e r á  i n t e i r a m e n t e  devotado a procura  

de um método ordenado e  e f i c i e n t e  para  a  ob tencao  de t a i s  subes -  

p a s o s .  Para a s  p r e s e n t e s  n e c e s s i d a d e s  devemos supor  que dispomos 

de  uma maneira  para  c a r a c t e r i z a r  c l a r a m e n t e  u m  e lemento  q u a l q u e r  



De uma maneira  também imed ia t a  podemos e x t r a i r  da 

equaqao ( 4 . 4 . b )  d o i s  f a t o s .  O p r i m e i r o  d e l e s ,  { A g l ]  C { B 3 } ,  e  

uma d e c o r r e n c i a  Óbvia ( c o r o l á r i o  2 . 3 )  da nossa h i p ó t e s e  i n i c i a l  

de s o l u b i l i d a d e  do P R P  e  nao a p r e s e n t a r á  q u a l q u e r  i n t e r e s s e .  A 

o u t r a  c o n s e q u ~ n c i a ,  A Z 1  C M + B2 6 i m p o r t a n t e  na medida em que 

impoe r e s t r i c o e s  que devem s e r  s a t i s f e i t a s  p e l o s  g e r a d o r e s  p r o -  

c u r a d o s .  

A e s t r u t u r a  b á s i c a  do método p r o p o s t o  pa ra  o b t e n-  

cZo dos g e r a d o r e s  i - d i m e n s i o n a i s  c o n s i s t e  em tomarmos um elemen- 

t o  g e n é r i c o  de I ( A z 2 ,  B 2 )  e  v e r i f i c a r m o s  s e  e l e  s a t i s f a z  urna -i 

s é r i e  de r e s t r i c o e s ,  como por  exemplo, a s  r e s t r i c o e s  o r i u n d a s  de 

( 4 . 4 ) .  Os subespaqos  que passarem por e s t a  " f i l t r a g e m "  s e r a 0  os  

e l emen tos  de M i .  De uma maneira  e squemát i ca  ternos 

Repetimos que os  f i l t r o s  sZo c o n s t i t u ~ d o s  por  r e s -  

t r i c o e s  que n e c e s s a r i a m e n t e  devem s e r  s a t i s f e i t a s  por  u m  g e r a d o r  

M ,  como por exemplo Ed C M * .  O f i l t r o  mais poderoso e  que deve 

s e r  sernpre o t e s t e  f i n a l  é c o n s t i t u i d o  p e l a s  p r ó p r i a s  equacoes  

( 4 . 4 ) .  A g rande  vantagem d e s t e  s i s t e m a  de f i l t r o s  é que em mui- 

t o s  c a s o s  urna cond icao  de a p l i c a c a o  s i m p l e s  pode s e r  t a o  r e s t r i -  

t i v a  a  ponto de d e i x a r  p a s s a r  u m  número muito pequeno, ou mesmo 

n u l o ,  de e l emen tos  de I ( A z 2 ,  B 2 ) .  -i 



E X E M P L O  4.1 

a )  V e r i f i c a c z o  da s o l u b i l  i dade  do P R P  

b )  A f a m i l i a  L1 ( A z 2 ,  B 2 )  é c o n s t i t u i d a  p o r  t o d o s  os  v e t o r e s  

v E X 2  t a i s  que A e 2  v E R 2  + { V I .  Aplicando t é c n i c a s  que v e r e  

mos no c a p y t u l o  s e g u i n t e  u m  v e t o r  g e n é r i c o  com e s s a s  p r o p r i e -  

dades  pode s e r  d e s c r i t o  por 

onde k l ,  k p ,  a sZo números r e a i s  q u a i s q u e r .  Uma maneira  mais e l e  - 

g a n t e  de f o r n e c e r  e s s e  e lemento  s e r i a  a t r a v é s  da e l iminacZo  de 

k l  e  k 2 .  Para i s s o ,  d i r i a m o s  que v deve p e r t e n c e r  a  um " s u b e s p a -  



onde S ( a )  deve s e r  i n t e r p r e t a d o  como uma f a m í l i a  de i n f i n i t o s  

subespacos  de X 2 ,  cada um d e l e s  cor respondendo a  u m  v a l o r  r e a l  

do pa ramet ro  a .  Se v p e r t e n c e r  a  q u a l q u e r  um d e s t e s  subespacos  

e n t a o ,  e  somente e n t z o ,  v p e r t e n c e r á  a  - 1, ( A z z y  B 2 )  É f á c i  1 

c o n s t a t a r m o s  a  abundancia  de s o l u ~ G e s  p o s s i v e i s .  

U m  f i l t r o  i n i c i a l  de a p l i c a ~ a o  mui to  s i m p l e s  e  d i -  

r e t a  e  quase  sempre capaz  de r e d u z i r  a  r i q u e z a  de s o l u c o e s  en-  

c o n t r a d a  no passo  acima é a  i m p o s i ~ a o  que os c a n d i d a t o s  a  gerado - 

r e s  devem e s t a r  c o n t i d o s  em M*.  Para i s t o  e fe tua remos  a  i n t e r s e c  - 

~ i i o  M* n S ( a )  que no nosso  exemplo f o r n e c e  

Fac i lmen te  v e r i f i c a r í a m o s  que e s t a  f amFl ia  p a s s a -  

r i a  por q u a l q u e r  o u t r o  f i l t r o ,  e s p e c i a l m e n t e  o  f i l t r o  f i n a l  r e -  

p r e s e n t a d o  p e l a s  equacoes  ( 4 . 4 ) .  D i s t o  poderiamos c o n c l u i r  que 

a  cada v a l o r  r e a l  de a a  f a m i l i a  p a r a m e t r i z a d a  M l  ( a )  = M *  fl S ( a )  

f o r n e c e  u m  subespaco  de X 2  que é u m  dos g e r a d o r e s  p r o c u r a d o s .  

Assim a  s o l u c a o  s e r á  dada por 

M = Cj14(a)) onde M(a) = -1 



É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  q u e  o  c o n j u n t o  d e  r e t a s  d e  

X 2  o b t i d a s  a  p a r t i r  d e  M ( a )  f o r m a  uma s u p e r f i c i e  b a s t a n t e  p e c u -  

1  i a r  n o  e s p a c o .  E l a s  s e  e s p a l h a m  p o r  u m  p l a n o  d o  q u a l  a p e n a s  

uma d e  s u a s  r e t a s  n a o  é o c u p a d a .  O b v i a m e n t e  e s t e  p l a n o  é o  M* e 

a  s u a  Ú n i c a  r e t a  q u e  n a o  p o d e  s e r  u m  g e r a d o r  c o r r e s p o n d e  a o  s u b  - 

e s p a c o  M* n B 2 .  

d )  A o b t e n c a o  d o s  g e r a d o r e s  b i d i m e n s i o n a i s  é t r i v i a l  p o i s  e l e s  

s e  r e d u z e m  a  M*.  

B a s e a d o s  n e s t e  e x e m p l o  e n a s  c o n s i d e r a c o e s  i m e d i a -  

t a m e n t e  a n t e r i o r e s  v a m o s  e s q u e m a t i z a r  a  s e q u e n c i a  d e  o p e r a c o e s  

q u e  p e r m i t e  a  o b t e n c a o  d o s  g e r a d o r e s  i - d i m e n s i o n a i s  n a  f i g u r a  

4 . 1 .  

. . . . . . . . .  ...., f i l t r o  i n i c i a l  

!tl ( a )  

-i ..........., g e r a d o r e s  

F i g u r a  4 . 1  - O b t e n c a o  d o s  g e r a d o r e s  i - d i m e n s i o n a i s  



Para e s t a b e l e c e r  a  v a l i d a d e  dessa  e s t r u t u r a  deve-  
- 

mos p rova r  t r e s  f a t o s :  a )  li e  r e a l m e n t e  o  " u n i v e r s o "  de onde 

s a i r a o  a s  s o l u c o e s ;  b )  u m  g e r a d o r  deve n e c e s s a r i a m e n t e  e s t a r  con - 

t i d o  em M*;  c )  a  s a t i s f a c a 0  d a s  equacoes  ( 4 . 4 )  é urna cond icao  ne - 

c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para  que u m  de terminado subespaco  c e j a  ge - 

r a d o r .  

O i t e m  b urna d e c o r r e n c i a  Óbvia da forma g e r a l  

das  c o b e r t u r a s  V  (equacáo  ( 4 . 3 ) )  e  da maximalidade de V * .  Para 

t r a b a l h a r m o s  no i t e m  c )  cons ideremos  a s  equacoes  ( 4 . 2 ) ,  r e p r e -  

s e n t a t i v a s  do s i s t e m a  em e s t u d o  e  def inamos a s  s e g u i n t e s  t r a n s -  

formacoes l i n e a r e s :  

O i n t u i t o  d e s t a  f o r m a l i z a c á o  é r e e s c r e v e r  a s  equa-  

caes ( 4 . 4 )  em uma forma mais c o n c i s a .  I s t o  s e r á  f e i t o  ao r e p a r a r  

mos que os mapas acima rep resen tam a s  m a t r i z e s :  



TEOREMA 4.3 

/ 

"O subespaco M c X2 e um gerador se e somente se 

ele satisfizer as equacoes (4.4): 

A M c 6 t Q z 3 V 2 M  (4.4.a) 

- 
V M A c B + Q Z 3  2 I I (4.4.b) 

PROVA: 

Como obviamente Ker C 3 V = VIXl + V2 # 3 E ,  M 

será um gerador se e comente se V for (A, B) invariante, ou se- 

ja, 

Para provar a necessidade premultiplicamos a equa- 
- 

cáo acima por QZ3 e, notando que QZ3AV1 = A, QZ3AV2 = A, QZ3B=B, 

QZ3V1 = O, escrevemos 

de onde extraimos (4.4.a) e (4.4.b) 

Para provar a suficiencia tomamos um vetor x, E X 1  

genérico. (4.4.b) garante a existencia de u E U e m E M tais 

que 



- 
A x 1  = B u + Q~~ v 2  m ou 

Q Z 3  A X 1  = Q Z 3  u + Q Z 3  V Z  O U  

Q Z 3 ( A  V 1  x1  - B u - V z  m )  = O donde 

A V I  x1 - B u - V 2  m E Ker Q Z 3  = V 1  X1 o u  

3 x i  & X 1  1 A V 1  x1 - B U - V 2 m =  V I  X '  o u  1 

A V 1  x1 = B u + V  x t t V 2 m  1 1  donde 

A V1  X1 c B + V 1  X1 + V 2  M 

P a r t i n d o  de ( 4 . 4 . a )  um r a c i o c i n i o  i d e n t i c o  nos 

c o n d u z i r i a  a  A V 2  M c B + V 1  X1 + V 2  M que em c o n j u n t o  com a  r e  - 

l a c a 0  p r e c e d e n t e  f o r n e c e  A ( V 1  X ,  + V 2  M )  c R + V I X l  + V 2  M 

E s t e  r e s u l t a d o  l e g i t i m a  o  uso das  e q u a ~ o e s  ( 4 . 4 )  

como u m  f i l t r o  f i n a l  e  d e c i s i v o  para o  p r o c e s s o .  Deve s e r  d i t o  

que e s t e  t,eorema 4 . 3  é uma v a r i a s s o  do teorema 4 . 2  o b t i d a  pe la  

e l i m i n a c s o  da p r o j e c a o  canon ica  P usada naque le  r e s u l t a d o .  A 

p r i m e i r a  consequenc ia  i m p o r t a n t e  s e r á  

"Uma condiciio n e c e s s á r i a  pa ra  um subespaco  H c X 2  

s e r  um g e r a d o r  é que M s e j a  ( A z 2 ,  B 2 )  i n v a r i a n t e ' '  

P R O V A  

Sendo m u m  e lemento  g e n é r i c o  de M ( 4 . 4 . a )  g a r a n t e  

a  e x i s t e n c i a  de u E U e  m' E M t a i s  que A m = u + Q ~ 3 ~ 2 ~ '  

Aplicando a s  d e f i n i ~ o e s  temos 



Como A22 m, B2 u, m' pertencem a X2 e.as demais 

parcelas sZo vetores de X3 a equacao acima acarreta 

Como m é genérico (4.5.a) implica AE2 M c B2 +M 

Q . E . D .  

Este resultado, que torna válido o uso de 

Ii(A22, B2) como ponto de partida do processo, completa a prova - 

de que podemos usar o método mostrado no diagrama da figura 

4.1 para obter Mi, o conjunto de todos os geradores i-dimensio- 
nais. 

Terminaremos esta secao mostrando uma outras con- 

sequencia do teorema 4.3 que auxilia na v e r i f i c a ~ a o  de ( A , B )  in - 

variancia do subespago E. 

"O subespago E será (A, B) invariante se e somen- 

PROVA 

Lembrando que E será (A, B) invariante se e comen - 

te' se o subespaco nulo M = O for um gerador a aplicagao de 

(4.4) conduz imediatamente ao resultado. 

Q . E . D .  



Estando o  s i s t e m a  em e s t u d o  na forma ( 4 . 2 ) ,  a  ex-  

trema f a c i l i d a d e  de s e  v e r i f i c a r  a  condiqao  A c R f a z  com que 

e s t e  c o r o l á r i o  e n c o n t r e  uso na d e l i m i t a e Z o  r á p i d a  da c l a s s e  M . 
-0 

Outra  a p l i c a c a o  d e s t e  r e s u l t a d o  s e r á  v i s t a  na próxima s e c z o .  

IV.3 - MODIFICACAO D O  FILTRO INICIAL 

Nesta seca0  veremos que em a l g u n s  c a s o s  o  f i 1 , t r o  

i n i c i a l ,  a t é  agora  r e p r e s e n t a d o  p e l a  i n t e r s e c q a o  com M * ,  pode 

s e r  t o r n a d o  mais poderoso .  

Baseados em ( 4 . 4 . b )  encont raremos  cond iqoes  que 

podem chegar  a  s e r  tiio r e s t r i t i v a s  a  ponto de deixarem p a s s a r  

u m  número mui to  pequeno, ou mesmo n u l o ,  de e lementos  de 

f i  (Az2 ,  B 2 )  As vezes  os  f i l t r o s  i n i c i a i s  mod i f i cados  - s e r 2 0  

tZo e x i g e n t e s  que o  e x a t o  conhecimento de todos  o s  subespacos  

( A 2 * .  B 2 )  i n v a r i a n t e s  - a  e t a p a  mais d e l i c a d a  do método - t o r -  

n a r - s e - á  p r a t i c a m e n t e  d e s n e c e s s á r i o .  

E X E M P L O  4 . 2  



Apl iquemos primeiramente o método proposto pela 
d 

figura 4.1, omde M* e o filtro inicial. 

b) A familia - 1 ,  (Ap2, B2) será formada por todos os vetores 

v E X 2  pertencentes ao subespaco parametrizado 

A passagem pelo primeiro filtro pode ser repe- 

sentada por S(a) n M* que forneceria como solucGes S(2) ou 

S(1/2): 

A filtragem final seria feita pelas equa~Ges(4.4) 

onde substituiriamos M por S(2) e S(1/2).Comecemos com (4.4.a). 



Usemos a g o r a  ( 4 . 4 . b )  n o  Único c a n d i d a t o  poss7ve1, 

Assim c o n c l u i r ~ a m o s  pela nao existencia d e  g e r a d o  - 

res unidimensionais: - M 1  = g .  

Procuremos outro caminho para c h e g a r  a  e s t e  resul - 

tado, com a  a j u d a  da e q u a ~ a o  ( 4 . 4 . b ) .  Uma d e  suas c o n s e q u e n c i a s  

diz que um g e r a d o r  d e v e  n e c e s s a r i a m e n t e  s a t i s f a z e r  r e l a ~ a o  



A Z 1  c M + B 2 ,  como j á  f o i  v i s t o .  Supondo que o  nosso  g e r a d o r  

un id imens iona l  procurado é o b t i d o  a  p a r t i r  do v e t o r  m E X 2 ,  a  

e x p r e s s a o  acima pode s e r  e s c r i t a  como A Z l  = m y + B 2  6 ,  onde y 

e  6 sao  m a t r i z e s  de dimensoes a p r o p r i a d a s .  Ainda devemos t e r  

y # O p o i s  o  c o n t r á r i o  a c a r r e t a r i a  A Z 1  = B 2  6 o  que uma s i m p l e s  

i n s p e ~ a o  r e v e l a  s e r  i rnposs ive l .  Podemos, p o r t a n t o ,  e s c r e v e r  

- 1 - 1 
m = A  21 y - B 2  6 y ou s e j a ,  m E A Z 1  + B 2  e  consequentemente  

U c M* íl ( A  + B 2 )  E s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  os g e r a d o r e s  

u n i d i m e n s i o n a i s  é, no nosso exemplo: 

Como e s t e  s u b e s p a ~ o  nao s a t i s f a z  ( 4 . 4 . a )  c o n c l u i -  

mos que M1 = sem c a l c u l a r  q u a l q u e r  e lemento  de ll ( A z 1 ,  B 2 ) .  

Os mecanismos s i m p l i f i c a d o r e s  que a tuaram n e s t e  

exempl o s a o , -  em Ú1 t ima ana l  i se ' ,  d e c o r r e n t e s  da e x i s t e n c i a  de 

um f i l t r o  i n i c i a l  mais poderoso:  M* n ( A z 1  + B2) e  náo mais  M* 

a p e n a s .  Vejamos sob que c o n d i ~ o e s  poderemos empregar e s t e  f i l -  

t r o  mod i f i cado .  

'Supondo que A # 8 os g e r a d o r e s  M devem n e c e s s a -  

r i a m e n t e  s a t i s f a z e r  a r e l a c a o  A 4  í l  ( A z 1  + B 2 )  # O!': 



PROVA 

S e n d o  M um g e r a d o r  o  t e o r e m a  4 . 3  g a r a n t e  q u e  

A X1 c 8i t Q Z 3  V 2  M e  p o r t a n t o ,  p a r a  t o d o  x l  E X1 e n c o n t r a r e -  
- 

mos u  E U e  m E M t a i s  q u e  A x l  = B u  t Q Z 3  V 2  m .  S e j a  x l  t a l  

q u e  A x l  É B .  I s t o  é p o s s i v e l  d e v i d o  h i p ó t e s e  A $ B .  Temos  

em c o n s e q u e n c i  a  

L e m b r a n d o  a  p a r t i c u l a r  f o r m a  d a s  m a t r i z e s  '23 '  

V 2 ,  A e  e s t a  r e l a g a o  p o d e  s e r  t r a d u z i d a  p o r  

De ( 4 . 6 . a )  s e g u e  O # { ~ I C A ~ ~  + B 2  e  a s s i m  

M n (A2 ,  + B 2 )  # O 

Q . E . D .  

E s t e  r e s u l t a d o  n a o  t e m  a p l i c a c a o  i m e d i a t a  n o  p r o -  

b l e m a  q u e  e s t a m o s  t r a t a n d o .  E l e  d i z  q u e  em t o d o  g e r a d o r  i - d i -  

m e n s i o n a l  e x i s t e  p e l o  m e n o s  um v e t o r  n a o  n u l o  q u e  p e r t e n c e  t a m  - 

bém a o  s u b e s p a g o  A p l  + B 2 .  Nao p o d e m o s ,  b a s e a d o s  n e s t a  i n f o r m a -  

~ a o ,  c o n s t i t u i r  o  f i l t r o  m a i s  p o d e r o s o  q u e  a n d a m o s  p r o c u r a n d o ,  

a  n a o  s e r  q u e  n o s  c o n t e n t e m o s  com a  c l a s s e  M . Com e f e i t o ,  a o  -1 
c o n s i d e r a r m o s  um g e r a d o r  M u n i d i m e n s i o n a l  a  i n t e r s e c g a o  n a o  n u -  

l a  d e  q u e  f a l a  o  c o r o l á r i o  4 . 3  s e  t r a n s f o r m a  em urna i n c l u s a o  e  

o b t e m o s  o  d e s e j a d o  f o r t a l e c i m e n t o  d o  f i l t r o  i n i c i a l .  P o d e m o s  

i n c l u s i v e  t o r n á - 1 o . a i n d a  m a i s  r e s t r i t i v o  d o  q u e  e s u g e r i d o  n o  



r e s u l t a d o  a n t e r i o r  s e  cons ide ra rmos  o  s e g u i n t e  subespaco  de U:  

A e x i s t e n c i a  de t a l  subespaco é a s s e g u r a d a  porque 

a  h i p ó t e s e  i n i c i a l  de s o l u b i l i d a d e  do P R P  a c a r r e t a  A j l  c B 3  pg 

l o  c o r o l á r i o  2 . 3 .  

"Supondo que Á # 8 os g e r a d o r e s  u n i d i m e n s i o n a i s  

M devem n e c e s s a r i a m e n t e  s a t i s f a z e r  a r e l a c a o  M c M * i l  (A21+B2F)"  

P R O V A  

Basta  c o n t i n u a r  a  prova a n t e r i o r  notando que nas  

e q u a ~ o e s  ( 4 . 6 )  devemos t e r  u E F .  

Q . E . D .  

Vemos ass im que a  e x i s t e n c i a  de um f i l t r o  i n i c i a l  

mais poderoso pode s e r  a s s e g u r a d a  para a  d e l i m i t a c á o  de El ape-  

nas quando Á # 8.  A s i t u a c a o  pode s e r  esquemat izada  na f i g u r a  

4 . 2 .  



Filtro inicial 

Filtro final 

Figura 4.2 - O b t e n ~ a o  dos g e r a d o r e s  unidimensionais 

Uma c o n s e q u e n c i a  imediata do c o r o l a r i o  4.3 pode 

s e r  utilizada na o b t e n c a o  d o s  geradores i-dimensionais. 



" S u p o n d o  q u e  Á # E e  dim ( M *  í l  ( A ~ ~  + B 2  F ) )  =1 

o s  g e r a d o r e s  M devem n e c e s s a r i a m e n t e  s a t i s f a z e r  5 r e 1  a c a o  

( M *  fl (Az1 + B 2  F )  c M "  

I V . 4  - CONCLUSOES 

N e s t e  c a p í t u l o  a n a l i s a m o s  o  p r o b l e m a  d e  s e  d e t e r -  

m i n a r  t o d a s  a s  c o b e r t u r a s  d e  u m  d a d o  s u b e s p a c o  E d o  e s p a c o  d e  

e s t a d o s .  A g r a n d e  v a n t a g e m  do  m é t o d o  a p r e s e n t a d o  é a  t r a n s f o r m a  - 

cZo do p r o b l e m a  d e  p r o c u r a r  c o b e r t u r a s  em um e s p a c o  n - d i m e n s i o -  

n a l  X em um p r o b l e m a  d e  p r o c u r a r  g e r a d o r e s  no e s p a c o  X 2  d e  d i -  

mensao  r e d u z i d a  ( n - q - r ) .  O m é t o d o  s e  b a s e i a  f o r t e m e n t e  no c o -  

n h e c i m e n t o  d e  uma c e r t a  c l a s s e  d e  s u b e s p a c o s  i n v a r i a n t e s :  

1 ( A Z 2 ,  B 2 )  Embora i s s o  p o s s a  s e r  c o n s i d e r a d o  u m  o b s t á c u l o ,  -i 

p o i s  a  d e t e r m i n a c a o  d e s s a  f a m í l i a  é m u i t a s  v e z e s  p r o b l e m á t i c a  e  

t r a b a l h o s a ,  devemos  l e v a r  em c o n t a  q u e  na e s s e n c i a  mesmo do c o n  - 

c e i t o  d e  c o b e r t u r a  e s t á  a  i d é i a  d e  (A,  B) i n v a r i a n c i a .  E s s e  r e -  

l a c i o n a m e n t o  t a o  e s t r e i t o  q u e  p a r e c e  s e r  i m p o s s í v e l  h a v e r  u m  

m é t o d o  d e  e s t u d o  d e  c o b e r t u r a s  q u e  i g n o r e  a  i n v a r i a n c i a .  E já 

q u e  e l a  d e v e  s e r  u t i l i z a d a ,  a n t e s  o  s e j a  p a r a  o  p a r  ( A 2 2 , B 2 ) c o m  

s u a  d i m e n s a o  r e d u z i d a  n - q - r  q u e  p a r a  o p a r  o r i g i n a l  (A,  B )  com 

d i m e n s a o  n .  Nao podemos n o s  e s q u e c e r  d e  q u e  a  i d é i a  d o s  f i l t r o s  

t o r n a  a l g u m a s  v e z e s  d e s n e c e s s á r i o  o  c o n h e c i m e n t o  da  f a m y l i a  7 -i 

( A z 2 ,  B 2 ) .  Devemos a i n d a  l e m b r a r  q u e  a  f o r m a  c a n o n i c a  r e p r e s e n -  

t a d a  p e l a s  e q u a c o e s  ( 4 . 2 )  q u e  t a o  ú t i l  h a v i a  s i d o  no  e s t u d o  d o  

P R P  c o n t i n u a  s e n d o  i m p o r t a n t e  a g o r a ,  p o i s  e l a  é a  r e s p o n s á v e l  



d i r e t a  p e l a s  c a r a c t e r ? s t i c a s  fundamenta i s  do método. 

Terminamos e s t e  c a p y t u l o  notando que p a r e c e  ha- 

ve r  mais c o i s a s  a  f a z e r  do que a s  j á  f e i t a s .  

A e x i s t e n c i a  de f i l t r o s  i n i c i a i s  mais p o d e r o s o s ,  

por exemplo, só  f o i  a s segurada  pa ra  uma c l a s s e  r azoave l  men t e  

r e s t r i t a  de s i t u a c 6 e s .  Pesqu i sa  pode e  deve s e r  f e i t a  no s e n t i -  

do de  e n c o n t r a r  f i l t r o s  mais p o l i v a l e n t e s .  Outro a s p e c t o  a  mere - 

ter e s t u d o  é o  d a s  c o b e r t u r a s  minimas de E.  Kimura 1 1 0 1  d e t e r -  

mina a  dimensao e  a  u n i c i d a d e  ou nao de t a i s  c o b e r t u r a s .  Tudo 

l e v a  a  c r e r  que o  método p r o p o s t o  n e s t e  c a p i t u l o  é capaz  de c h e  - 

g a r  a  t a i s  conclusGes  de  uma m a n e i r a ,  s e  n a o  mais s i m p l e s , .  ao 

menos d i f e r e n t e .  Deve-se i n v e s t i g a r  e s s e s  rumos e  p r o v i d e n c i a r  

a s  i n e v i t á v e i s  comparacoes.  F i n a l m e n t e ,  o  método p ropos to  pode 

g e r a r  t o d a s  a s  c o b e r t u r a s  de E mas p a r e c e  incapaz  de d i s t i n -  

g u i r  d e n t r e  e l a s  a s  c o b e r t u r a s  n o t á v e i s  como por  exemplo V*  e  
9 

R*. S e r i a  extremamente i n t e r e s s a n t e  u m  método de  e n c o n t r a r  os  

g e r a d o r e s  a s s o c i a d o s  a  e s s e s  i m p o r t a n t e s  e l e m e n t o s .  Deve-se,sem 

d i v i d a ,  p e s q u i s a r  n e s s e  s e n t i d o .  



A S P E C T O S  D A  TEORIA D A  I N V F : R I A N C I A  

V.l - OBJETIVOS 

S e j a  o s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no t e ~ p o  c u j o  e s  - 

t a d o  é governado p e l a  equacao 

onde x é u m  v e t o r  d o  espaco  de e s t a d o s  n-dimens ional  X ;  u p e r -  

t e n c e  ao espaco  m-dimensional d a s  e n t r a d a s  L / ;  A e  B r ep resen tam 

t a n t o  a s  t r a n s f o r m a c o e s  l i n e a r e s  e n v o l v i d a s  como a s  m a t r i z e s  a  

e l  a s  a s s o c i a d a s .  

Wonham 1251 chamoü de (A,B) i n v a r i a n t e  t o d o  subes  - 

paco V c X para o  qual ( A  + B F )  V c V para algum mapa F :  X -+ U 

o u ,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  para o  qual  A V c B + V .  S e j a  - 1 ( A , B )  o u  

s implesmente  - 1 a  f a m y l i a  de t o d o s  os  subespacos  (A,B) i n v a r i a n  - 

t e s  de X :  

Atá agora  os  s u b e s p a ~ o s  (A,B) i n v a r i a n t e s  a p a r e c e  - 

ram em nossos  problemas sempre r e s t r i n g i d o s  de alguma m a n e i r a :  

o r a  pe la  i n c l u s a o  em Ker C, quando or ig inavam a  faiiiyl i a  - U ,  o r a  

p e l a  n e c e s s i d a d e  de conterem E ,  gerando a s  c o b e r t u r a s .  A impor - 

t a n c i a  d e s s a s  c l a s s e s  j á  f o i  e x p l i c a d a  e  d i s c u t i d a  em c a p 7 t u l o s  

a n t e r i o r e s .  Nes te  que agora s e  i n i c i a  es tudaremos  a  t e o r i a  da 

i n v a r i a n c i a  em seu a s p e c t o  mais pu ro ,  t o t a l m e n t e  d e s p r o v i d o  de 



q u a l q u e r  r e s t r i c a o  e  r e p r e s e n t a d o  pe la  p r ó p r i a  f a m y l i a  - 7 .  Nossa 

meta s e r á  e n c o n t r a r  t o d o s  os s u b e s p a ~ o s  (A,B) i n v a r i a n t e s  a s s o -  

c i a d o s  a  urna equaciío como ( 5 . 1 ) .  Urna a p l i c a c a o  e v i d e n t e  d i s t o  

s e r i a  a  d e l i m i t a c á o  da f a m i l i a  - I ( A Z 2 ,  E*), urna peca chave para  

o  problema das  c o b e r t u r a s  v i s t o  no c a p i t u l o  IV.  

Para un1 estud'o s i s t e m á t i c o  da f a m i l i a  - 7 s e r á  con - 

v e n i e n t e  p a r t i c i o n á - l a .  como 

7 = 7  u - -1 5 U  S . .  U Zn- l  

onde 7 r e p r e s e n t a  o  c o n j u n t o  dos subespacos  (A,B) i n v a r i a n t e s  -i 
i - d i m e n s i o n a i s .  

- 
Cada subespaco  ( A , B )  ? n v a r i a n t e  un id imens iona l  e  

r e p r e s e n t a d o  por urna r e t a  em X e  para  c a r a c t e r i z á - l a  b a s t a  de-  

t e r m i n a r  u m  de s e u s  v e t o r e s .  I s t o  s e r á  f e i t o  de urna rnaneira bas - 

t a n t e  p a r t i c u l a r ,  como passamos a  v e r  a g o r a .  

"Dadas A :  X -+ X e  E: U -+ X o v e t o r  n a o  nu lo  v E X 
- 
e  chamado s u p e r v e t o r  de A corn r e l a c á o  a  E s e  e x i s t i r  u m  número 

r e a l  a t a l  que ( A - a I ) v  E B .  Tal e s c a l a r  s e r á  chamado s u p e r v a l o r  

de A com r e l a ~ á o  a  B" 

E s t e s  c o n c e i t o s  formarn obviamente uma e x t e n s á o  da 

i d é i a  de a u t o v e t o r e s  e  a u t o v a l o r e s .  E s t e s  se r i am o s  s u p e r v e t o -  

r e s  e  s u p e r v a l o r e s  de A corn r e l a c a o  a  B = O .  No caso  rnais g e r a l  



de B # O os  a u t o v e t o r e s  v e  os a u t o v a l o r e s  X s e r á o  sempre s u p e r  - 

v e t o r e s  e  s u p e r v a l o r e s ,  p o i s  (A-XI) v = O E B v B , m a s  nao neces  - 

s a r i a m e n t e  os  Únicos .  

S e r i a  i a e d i a t o  v e r i f i c a r m o s  que cada s u p e r v e t o r  

de A com r e l a ~ á o  a  B p e r t e n c e  a  u m  subespaco ( A , B )  i n v a r i a n t e  

de dimensáo 1 e ,  r ec ip roca rnen te ,  t o d o s  os  v e t o r e s  de u m  elemen- 

t o  g e n é r i c o  em L1 s e r á o  s u p e r v e t o r e s .  Desta manei ra  f i c a  e s t a b e  - 

l e c i d a  uma conexáo e n t r e  os s u p e r v e t o r e s  de A com r e l a c a o  a  B e  

os subespacos  ( A , B )  i n v a r i a n t e s  u n i d i m e n s i o n a i s .  Podemos f i n a l -  

mente d i z e r  que o  problema de e n c o n t r a r  os membros da f amyl i a  

7 r e d u z- s e  a  uma procura  de s u p e r v e t o r e s .  -1 

O p r i m e i r o  passo no problema de s e  e n c o n t r a r  os  

a u t o v e t o r e s  de urna m a t r i z  é sempre o c á l c u l o  de s e u s  a u t o v a l o -  

r e s  X que siío os  números (nem t o d o s  r e a i s )  que s a t i s f a z e m  a  

e q u a ~ á o  d e t ( A - A l )  = O .  Devemos n o t a r  que os a u t o v a l o r e s  formam 

um c o n j u n t o  f i n i t o  chamado e s p e c t r o  e  des ignado por  o ( A )  ou 

s implesmente  o .  Os s u p e r v a l o r e s  n a o  formam u m  c o n j u n t o  f i n i t o  

O ,  como veremos. 

PROPRIEDADE 5 . 1  : 

"Dadas A e  E ,  para  todo  a r e a l  e x i s t e  u m  v e t o r  

nao nulo  v E X t a l  que ( A - a I )  v E B" 

P R O V A :  

Se a k o o  mapa ( A - a I )  é i n v e r s y v e l  e  podemos usar 

v E ( A - ~ I ) - ' B .  Se a E o podemos u s a r  um a u t o v e t o r  v E K e r ( A - a I ) .  



E s t a  p r o p r i e d a d e  n o s t r a  q u e  q u a l q u e r  r e a l  a é um 

s u p e r v a l o r  d e  A com r e l a c i i o  a  B .  A b u s c a  a  q u e  n o s  p r o p o m o s  a g o  - 

r a  f i c a ,  d e s t a  m a n e i r a ,  m a i s  c o m p l e x a  q u e  a  b u s c a  d e  a u t o v e t o -  

r e s  p o i s  d e v e m o s  p r o c u r a r  o s  s u p e r v e t o r e s  a s s o c i a d o s  a  c a d a  n ú -  

m e r o  r e a l .  O c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  s u p e r v e t o r e s  a s s o c i a d o s  a  

um r e a l  a s e r á  d e s i g n a d o  p o r  V ( a ) :  

A v e r i f i c a c a o  d e  q u e  V ( a )  é um s u b e s p a q o  d e  X p a -  

r a  t o d o  a r e a l  é d i r e t a .  Chamando  A- a 1  = A a ,  p o r  s i m p l i c i d a d e ,  
- 

s e  a t o e n t a o  A a  e  i n v e r s i v e l  e  o  s u b e s p a c o  V ( a )  t e m  a  mesma 

d i m e n s i i o  d e  B .  S e  a E o e n t a o  d i m  V ( a )  - > d i m  B como s e  p r o v a -  

r i a  f a c i l m e n t e ,  e  com a  i g u a l d a d e  o c o r r e n d o  s o b  d e t e r m i n a d a s  

c o n d i c ó e s  bem d e f i n i d a s  q u e  s e r á o  v i s t a s  o p o r t u n a m e n t e .  

L e m b r a n d o  q u e  o  o b j e t i v o  b á s i c o  d e s t a  s e c á o ,  d e l i  - 

m i t a r  a  f a m i l i a  L1 ,  p a s s o u  a  s e r  e n c o n t r a r  o  c o n j u n t o ' d e  t o d o s  

o s  s u p e r v e t o r e s  d e  A com r e l a c a o  a  B v a m o s  d e s i g n a r  e s s e  c o n j u n  - 

t o  p o r  SV: 

SV = { s u p e r v e t o r e s  d e  A com r e l a c á o  a  B )  

o u  SV = { v  E X I ( A - a 1 ) v  E B p a r a  a l g u m  r e a l  a l  ( 5 . 4 )  

A c a r a c t e r i z a q i i o  d e  S\! p o r  m e i o  d e  ( 5 . 4 )  p o d e  l e -  

v a r  a  c o n f u s ó e s  com a  d e f i n i c i i o  s i m b ó l i c a ' d e  V ( a ) .  E m  ( 5 . 3 )  o  a 
- 
e  um p a r a m e t r o  f i x o .  



E m  ( 5 . 4 )  a nao é f i x o  e  deve s e r  c o n s i d e r a d o  como 

pe rco r rendo  todo o corpo  r e a l .  Note- se a inda  que ( 5 . 3 )  d e f i n e  

um " s u b e s p a ~ o  p a r a m e t r i z a d o "  n o  s e n t i d o  de q u e y a  cada v a l o r  de 

a ,  V(a) s e r á  u m  subespaco  de X J á  a  f a m i l i a  SV n a o  tem necessa  - 

r i a m e n t e  a  e s t r u t u r a  de  subespaco v e t o r i a l  CORO pode s e r  v i s t o  

n o  

E X E M P L O  5.1 

Como B + { m l }  = B + { m 2 }  = X temos que 

A { m i }  c B + { m i }  ; i = 1 ,  2 e  t a n t o  m ,  como:m2 p e r t e n c e e  a  SV, 

o que nao a c o n t e c e r i a  com n3 = m l  + m 2  p o i s  A { m 3 }  { 73 + { m 3 } .  

Dent re  todos  o s ' v a l o r e s  r e a i s  uue poden s e r  a s s u -  

midos p o r  a em ( 5 . 4 )  os a u t o v a l o r e s  de A sáo e s p e c i a l m e n t e  c r i -  

t i c o s  p o i s  tornam nao s i n g u l a r  a  m a t r i z  ( A- a l )  e  por e s t a  r a z a 0  

merecem u m  t r a t a m e n t o  e s p e c i a l .  O c o n j u n t o  de todos  os  s u p e r v e -  

t o r e s  a s s o c i a d o s  a  a u t o v a l o r e s  r e a i s  de A s e r á  des ignado  P o r  

S V ( a  E O )  

SV(a E O )  = { V  E X I ( A - a I ) v  E B pa ra  algum a E o r l  

o n d g  o  = o  fl R é o conjuri to  dos a u t o v a l o r e s  r e a i s  de A .  Obvia r  - 

mente temos S V ( a  E o )  = @ s e  e  somente s e  o  = @ .  r  Sendo 

A l ,  h 2 ,  . . . ,  A , ,  O - < r - < n os  e l emen tos  de o r  teremos 



onde a s  dimensoes dos  subespacos  V ( A i )  náo sáo  n e c e s s a r i a m e n t e  

i g u a i s  a  m ,  a  dimensao de B .  De uma maneira  aná loga  poderiamos 

d e f i n i r  S V ( a  { o )  como sendo o  c o n j u n t o  de todos  os  s u p e r v e t o -  

r e s  a s s o c i a d o s  a  números r e a i s  que nao sejam a u t o v a l o r e s  de A e  

e s t a b e l e c e r  a  d e c o m p o s i ~ á o  

S V ( a  { o )  é c l a r a m e n t e  c o n s t i t u i d a  p e l a  uniáo  de 

t o d o s  os  subespacos  V(a) o b t i d a s  quando a  p e r c o r r e  o  c o n j u n t o  

R-o . Nestas  cond icoes  a  m a t r i z  ( A - a 1 ) - '  tem s e n t i d o  e  podemos r 
e s c r e v e r  

Temos ass im uma e x p r e s s á o  onde a e n t r a  como pa ra-  

metro  e  que s e r v e  para  c a r a c t e r i z a r  a  f a m i l i a  S V ( a  { o )  quando 

s e  f a z  a p e r c o r r e r  R-o . A p o s s i v e l  e x t e n s a 0  d e s s e  método para r  
t e n t a r  e n g l o b a r  o  c a s o  a  E o ,  conseguindo p o r t a n t o  g e r a r  toda  a  

c l a s s e  S\!, f i c a ,  i n f e l i z m e n t e ,  comprometida p o i s  a  m a t r i z  

( A - ~ I ) - ' B  E g e r a l m e n t e  c o n s t i t u i d a  de e x p r e s s o e s  r a c i o n a i s  em a 

e  i s t o  causa  problemas quando a assume v a l o r e s  que anulam deno- 

minadores ,  o que d e c e r t o  o c o r r e r á  quando a E o .  O i d e a l  s e r i a  

e n c o n t r a r  uma forma dependen te  d o  parametro  a e  que t e n h a  s i g n i  - 

f i c a d o  para q u a l q u e r  v a l o r  r e a l  de a .  A e l i m i n a ~ a o  dos  denomina - 

d o r e s  com a  consequen te  obtencáo  de m a t r i z e s  puramente p o l i n o -  

m i a i s  em a pode r e s o l v e r  e s s e  i n c o n v e n i e n t e  e  s e r á  a  i d e i a  bás i  - 

ca do que segue .  S e j a  M(a) a  m a t r i z  a d j u n t a  de A d e f i n i d a  como 



o n d e  A ( a )  = d e t ( A - a I )  é o  p o l i n 6 m i o  c a r a c t e r ? s t i c o  d e  A .  M ( a )  é 

uma m a t r i z  p o l  i n o m i a l  ( n x n ) .  S e n d o  V o ( a )  a  m a t r i z  p o l  i n o m i a l  

( n x m )  d e f i n i d a  como V o ( a )  = M ( a )  B t e m o s  

PROPRIEDADE 5 . 2  

" S e  a i o e n t a o  V ( a )  é o  s u b e s p a ~ o  g e r a d o  p e l a s  

c o l u n a s  d e  V o ( a )  o u  s e j a :  V ( a )  = { V 0 ( a ) l 1 '  

P R O V A  

- 1  M ( a )  B l  = Como a 6 o ,  V ( a )  = { ( A - a I )  B l  = 1- 
^ ( a )  

E s t e  r e s u l t a d o  g a r a n t e  a  e x i s t e n c i a  d e  urna f o r m a  
- 

g e r a l  V ( a )  = I V o ( a ) l  v á l i d a  p a r a  q u a l q u e r  a ji o r .  Como V o ( a )  e  

a g o r a  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l ,  a  e x p r e s s á o  V o ( h i )  o n d e  h i  e o r t e m  

s e n t i d o  s a t e m á t i c o  a s s e g u r a d o .  R e s t a  a p e n a s  s a b e r  s e  

I V o ( h i ) }  = V ( h . )  como s e r i a  d e  s e  d e s e j a r .  A r e s p o s t a  é: 
1 

nem 

s e m p r e .  

PROPRIEDADE 5 . 3  

" S e  h i  e o = R n o e n t á o  a  imagem d a  r m a t r i z  

V o ( h i )  e s t a r á  c o n t i d a  em V ( h i ) " .  

PROVA 

P a r a  u m  a r e a l  e  g e n é r i c o  t e r n o s  ( A - I w ) V o ( a )  - - 

(A-aI)M(a)B=~(a)B(usando ( 5 . 7 ) )  e  p o r t a n t o  ( A - a I ) { V o ( a ) }  c B.Co  - 



mo e s t a  e x p r e s s a o  v a l e  v a E R temos,  

{ v o ( h i ) I  C V ( h i )  V A  E 0 r  

d i r e t a m e n t e ,  

Q . E . D .  

E mui to  f á c i l  encont rarmos  c a s o s  onde I V o ( h i ) >  # 

V ( h i ) .  S e ,  por exemplo, A f o r  c í c l i c a  haverá u m  ún ico  a u t o v e -  

tor  a s s o c i a d o  a  cada X i  E CJ e  a s  c o l u n a s  da m a t r i z  M ( h . )  s e -  r 1 

riío t o d a s  c o n s t i t u i d a s  exa tamente  d e s s e  a u t o v e t o r  161  . Desta 

manei ra  dim I V o ( X i ) l  = dim IM(hi)B} = 1 .  Mas como f o i  v i s t o  n o  

r a c i o c i n i o  imedia tamente  p o s t e r i o r  a  ( 5 . 4 )  dim V(a) - > dim R = m  

v a E R e  assim s e  monta o  c a s o .  

E s t e  a r r a z o a d o  most ra  que prec isamos  s u b s t i t u i r  

Vo(a) por  a l g u ~ a  o u t r a  m a t r i z  po l inomia l  V(a) i s e n t a  dos incon-  

v e n i e n t e s  da p r o p r i e d a d e  5 . 3 .  Decejar íamos  que V(a) = {V(a)1  

v a E R .  Tal m a t r i z  V(a) e x i s t e  e  pa ra  bem c a r a c t e r i z á - l a  p r g  

c i sa remos  d e  alaumas p r o p r i e d a d e s  s o b r e  m a t r i z e s  pol i n o m i a i s  

( m . p . 1 .  

"Dada a  m . p .  N ( a )  (nxm),  s e  f o r  p o s s i v e l  e s c r e -  

v e r  

onde D ( a )  é urna m . p .  (nxm) e  Q(a) é urna m . p .  ( m x m )  d i remos  que 

D(a) é u m  d i v i s o r  de N(a) e  Q(a) é u m  q u o c i e n t e "  

Lembremos que uma m . p .  U(a) ( m x m )  s e r á  chamada 

unimodular  quando o seu d e t e r m i n a n t e  f o r  u m  e s c a l a r  n a o  nulo  



i ndependen te  de a .  Urna m a t r i z  unimodular  s e r á  sempre i n v e r s y v e l  

e  sua i n v e r s a  s e r á  também uma m . p .  un imodular .  

D E F I N I C A O  5 . 3  

"Dada a  m a t r i z  po l inomia l  N(a) (nxm) s e  s 6  f o r  

possyvel  f a t o r á - 1  a  em 

quando Q ( a )  ( m x m )  6 unimodular  diremos que N(a) i r r e d u t y v e l .  

Se Q(a)  nao f o r  unimodular  N(a )  s e r á  r e d u t i v e l " .  

Na seca0  V.3 mostraremos que dada urna m . p .  q u a l -  

que r  No(a) ( n x m )  é sempre p o s s i v e l  f a t o r á - l a  en N 0 b )  = 

N(a)  Q ( a )  onde N ( a )  ( n x m )  é i r r e d u t y v e l  e  s e r á  chamada de d i v i  - 

s o r  i r r e d u t i v e l  ( d . i . )  de N o ( a ) .  Os d . i .  de uma dada N o ( a )  rizo 

sáo  ú n i c o s  mas e s s e  f a t o  n a o  nos a t r a p a l h a r á .  Na s e c a 0  s e g u i n t e  

ap resen ta remos  u m  a l g o r i t m o  para ob tencao  dos d . i .  e  i n v e s t i g a  - 

remos a s  consequGncias  de  sua nao u n i c i d a d e .  

A a p l i c a c á o  d e s s e s  c o n c e i t o s  de m a t r i z e s  p o l i n o -  

m i a i s  ao problema de de te rminacao  dos s u p e r v e t o r e s  a t r a v é s  da 

c l a s s e  SV comeca a  s e r  v i s t o  a t r a v é s  do 

L E M A  5 .1  

"Séndo V(a )  um d i v i s o r  i r r e d u t i ' v e l  q u a l q u e r  de 

Vo(a) = M(a)B teremos I V ( a ) l  c V(a)  pa ra  todo a r e a l " .  



Sendo V ( a )  u m  d i v i s o r  de V o ( a )  temos 

V o ( a )  = V ( a )  Q ( a ) .  Como p e l a  d e f i n i c á o  de V o ( a )  o seu rank 

(no  ane l  dos p o l i n 6 m i o s )  é m devemos t e r  rank  Q(a) = m e  por-  

t a n t o  Q-l ( a )  e x i s t e  e  é uma m a t r i z  r a c i o n a l  p o i s  Q(a) nao é ne- 

c e s s a r i a m e n t e  unimodular .  Assim temos V ( a )  = Vo(a) ~ " ( 4 )  - - 

M(a)B Q-l ( a ) .  Premul t i  pl icando e s t a  i g u a l  dade por ( A - a I )  e  1 ety - 

brando ( 5 . 7 )  vem 

( A - a I )  V(a) = B A(a)  Q - '  ( a )  

Como V(a) e  ( A - a I )  sao  m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s ,  a  

m a t r i z  A ( a )  ( ? - ' ( a )  também o  s e r á  e  a  e x p r e s s l o  acima passa  a  

poder  s e r  encarada  nao apenas  como uma r e l a c l o  e n t r e  m a t r i z e s  

p o l i n o m i a i s  mas também, e  p r i n c i p a l m e n t e ,  como uma r e l a c l o  en-  

t r e  m a t r i z e s  numéricas  que tem v a l i d a d e  para  todo  v a l o r  r e a l  d o  

parametro  a (nao  há mais  o  p e r i g o  de s e  a n u l a r  denominadores)  . 
Desta maneira  a  e x p r e s s l o  acima a c a r r e t a  

Q . E . D .  

E m  nenhum l u g a r  da prova f a i  n e c e s s á r i o  u s a r  a  

i r r e d u t i b i l i d a d e  d o  d i v i s o r .  Assim e s t e  r e s u l t a d o  pode s e r  t o r -  

nado mais f o r t e  ao s e r  provado para  d i v i s o r e s  q u a i s q u e r .  A ne- 

c e s s i d a d e  dos d . i .  a p a r e c e r á  em b r e v e .  



Antes de p rova r  o  teorema f i n a l  prec isamos  e s t a b e  - 

l e c e r  algumas p r o p r i e d a d e s  d o  subespaco  V ( a )  d e f i n i d o  P o r  

( 5 . 3 ) .  

Sendo W c X u m  subespaco  e  M: X -t X uma t r a n s f o r  - 

maqao l i n e a r  podemos d e f i n i r  

M'' CJ = I x  E X I M  x E (U} 

O c o n j u n t o  M-' W é um subespaco  e  tem e x i s t e n c i a  

a s s e g u r a d a  independentemente  de M s e r  ou nao i n v e r s y v e l .  Ap l i -  

cando e s t a  notacao  para  o  caso  de V(a )  como d e f i n i d o  em ( 5 . 3 )  

te remos  V(a )  = A:' B onde Aa = A-aI .  De 125 1 página 6 ,  e  usan-  

do {A,} = Im Aa = Aa temos 

dim V(a)  = dim A;'B = dim (Ker A a )  + dim ( B  n A a )  

= dim (Ker A a )  + dim(Aa) + dim 8 - dim(B + A a )  

dim V(a)  = n + dim B - dim ( B  + A a )  ( 5 . 8 )  

Como dim ( 8  + Aa) - < n temos dim V(a)  - > dim B e  

provamos a  

PROPRIEDADE 5 .4  

"Pa ra  todo  a  r e a l ,  dim V(a) - > dim B "  

E i n t e r e s s a n t e  s a b e r  sob que cond icoes  haverá  

i g u a l d a d e  de d imensoes .  

PROPRIEDADE 5 . 5  

"Uma cond icao  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para  que 



dim V(a) = dim B v a  E R é B + A a  = X V ~ E  or  = Rn o' 

P R O V A  -- 

Se dim V(a)  = dim B v a  E R e n t a o ,  p o r  ( 5 . 8 1 ,  

dim ( E  + A ) = n para todo  a  r e a l  e  em p a r t i c u l a r  para  o s  a u t o -  a  

v a l o r e s  r e a i s  de A .  

Se 8 + Aa = X para  a  E o r  e n t á o ,  por ( 5 4 ,  

dim V(a)  = dim B v a  E R n o .  Mas s e  a $ a e n t á o  

Ker A a  = O ,  A = X e  dim V(a)  = dirn R a  

Q . E . D .  

Estamos f i n a l m e n t e  em cond icoes  de e s t a b e l e c e r  o  

r e s u l t a d o  mais i m p o r t a n t e  d e s t a  s e c a o :  

T E O R E M A  5 . 1  

"Sendo V(a )  u m  d i v i s o r  i r r e d u t y v e l  q u a l q u e r  de 

Vo(a) = H ( a )  B uma condicao  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para  

{ V ( a ) l  = V(a) v a  E R é Aa + B = X v a  E 0,'' 

P R O V A  

Sendo V(a )  u m  d i v i s o r  de V o ( a )  o lema 5 . l . d i z  que 

{ V ( a ) l  c V ( a ) .  Sendo V(a) .  Sendo V(a )  uma m . p .  i r r e d u t y v e l  

(nxm) temos ,  por 1201 página 71,  rank V ( a )  = m v a  E R 1 ogo 

dim {V(a) l  = m v a  E R .  Desta  m a n e i r a ,  {V(a) l  = V(a)  s e  e  somen - 

t e  s e  dim V(a )  = m = dim B para  todo  a  r e a l .  Usando a  p r o p r i e d a  - 

de 5 . 5  temos provado o  que queryamos. 

Q . E . D .  



Vamos r e s u m i r  a  s i t u a c a o .  S e  o s  d a d o s  d o  s i s t e m a  

em e s t u d o  s Z o  t a i s  q u e  Aa + R = X q u a n d o  a E o r ,  ou s e j a  q u a n d o  

a é q u a l q u e r  um d o s  a u t o v a l o r e s  r e a i s  d e  A ,  e n t Z o  o  s u b e s p a c o  

V ( a )  p o d e  s e r  s e m p r e  o b t i d o  a  p a r t i r  d a  m a t r i z  V ( a ) :  V ( a )  = 

{ V ( a ) l  v a  E R .  I s t o  s i g n i f i c a  q u e  p o d e m o s  p r o c e d e r  s e m p r e  d a  

mesma m a n e i r a  p a r a  c a l c u l a r  o s  s u p e r v e t o r e s  a s s o c i a d o s  a  um d a -  

d o  n ú m e r o  r e a l ,  c e j a  e s t e  um a u t o v e t o r  d e  A ou n a o .  E m  o u t r a s  

p a l a v r a s ,  a s  f a m i l i a s  S V ( a  E o )  e  S V ( a  g! o )  podem s e r  o b t i d a s  

d e  m a n e i r a  i d e n t i c a  e  i s t o  a c a r r e t a  a  e x i s t e n c i a  d e  um modo u n i  - 

f o r m e  d e  s e  c a r a c t e r i z a r  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a  f a m i l i a  SV,  o s  

p r o c u r a d o s  s u p e r v e t o r e s .  O b v i a m e n t e  SV s e r á  c o n s t i t u i d a  p e l a  

u n i a o  d e  t o d o s  o s  s u b e s p a c o s  V ( a )  o b t i d o s  q u a n d o  a p e r c o r r e  o  

c o r p o  d o s  r e a i s :  SV = U V ( a ) .  

A n a l i s e m o s  o  q u e  o c o r r e  q u a n d o  a  c o n d i c a o  d o  t e o -  

r e m a  5 . 1  f a l h a .  S e  e x i s t i r  um a u t o v a l o r  r e a l  h i  t a l  q u e  

A A  
+ R + X t e r e m o s ,  p o r  ( 5 . 8 ) ,  dirn V ( X i )  > dirn B e  V ( X i )  n a o  

i 
poder :  s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  d e  { V ( h i ) } ,  d e v e n d o  s e r  c a l c u l a d o  s e  - 

p a r a d a m e n t e .  Os s u b e s p a c o s  V ( a )  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  n ú m e r o s  

r e a i s  q u e  n a o  e s t e j a m  em o podem c o n t i n u a r  a  s e r  c a l  c u l  a d o s  

a t r a v é s  d a  m a t r i z  V ( a )  e  a  f a m i l i a  S V ( a  # o )  s e r i a  a  u n i a o  d e  

t o d o s  e l e s .  P a r a  a E o r  t e r i a m o s  S V ( a  E o )  = V ( A l )  U V(A2)  . . . 
U V ( h r ) .  

V e j a m o s  a g o r a  d u a s  p r o p r i e d a d e s  q u e  s e  e n c a r r e g a -  

r Z o  d e  t r a d u z i r  a  c o n d i c a o  A + R = X em t e r m o s  m a i s  f a m i l i a -  a 

r e s .  S u a s  p r o v a s  s a o  a d a p t a s o e s  m u i t o  s i m p l e s  e  d i r e t a s  d e  um 

r e s u l t a d o  d e  1251  , p á g i n a  4 5 , u s a d o  em um o u t r o  c o n t e x t o  e  p o r -  

i s s o  s e r a 0  o m i t i d a s .  



PROPRIEDADE 5 . 6  

"Uma condicao  s u f i c i e n t e  para que B i A a  = X 
a 

v a E O e  que o  pa r  < A y  B >  s e j a  c o n t r o l a v e l "  r  

PROPRIEDADE 5 . 7  

"Uma condiqao s u f i c i e n t e  pa ra  que dim V(a) - - 

dim B V a E R é que < A y  B >  s e j a  c o n t r o l á v e l .  Se o r  = o c R 

a  condiciío s e r á  também n e c e s s á r i a " .  

Es t a  i n s u s p e i t a  conexao com c o n t r o l a b i l i d a d e  

r e a l m e n t e  t r a z  a  a n á l i s e  do problema para  um t e r r e n o  conhecido  

e  p e r m i t e  a  e l a b o r a c á o  de u m  diagrama onde t o d a s  a s  informac6es  

n a s c i d a s  d e s t e s  Úl t imos  r e s u l t a d o s  sejam e x p l i c i t a d a s  de uma 

maneira  c l a r a .  (Ver f i g u r a  5 . 1  na página  s e g u i n t e ) .  

R e s t a ' c s m e n t a r  que para a  oh tencao  da a d j u n t a  

M(a) podemos a p l i c a r  os  a l g o r i t m o s  de Fadeev 1 6 1  o u  o  d o  

L e v e r r i e r  1261  ou a inda  q u a l q u e r  o u t r o .  A d e t e r m i n a ~ a o  dos d i v i  - 

s o r e s  i r r e d u t i v e i s  V(a )  s e r á  e s tudada  em V . 3 .  E f i n a l m e n t e ,  

quando a  nao c o n t r o l a b i l i d a d e  do s i s t e m a  f o r  causada  por au tova  - 

l o r e s  complexos o c Z l c u l o  dos s u p e r v e t o r e s  nao s e  compl ica  e  

pode s e r  f e i t o  p e l a  unizo  de  todos  os V ( a ) .  

Come~aremos mencionando de uma maneira  b reve  a l -  

guns f a t o s  s o b r e  m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s .  Maiores  d e t a l h e s  podem 

s e r  encon t rados  em Gantmacher 161 c a p i t u l o  V I  ou Rosenbroc k 



t a l  q u e  

# X ?  

F i g u r a  5 . 1  - M e t o d o  p a r a  o b t e n c a o  d o s  s u p e r v e t o r e s  



1201 s e c i í o  1 . 1  p o r  e x e m p l o .  S e m p r e  q u e  p o s s T v e l  r e p r e s e n t a r e m o s  

a  m . p .  M ( a )  s i m p l e s m e n t e  p o r  M .  

" A s  m . p .  M e  ?/ com d i r n e n s o e s  ( n x m )  s i i o  c h a m a d a s  

1 )  c o l u n a  e q u i v a l e n t e s ;  2 )  l i n h a  e q u i v a l e n t e s  3 )  e q u i v a 1 e n t e s ; S e  

l ) M = N D  

2 )  M = E N 

3 ) M = E N D  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  o n d e  E e  D s a o  m . p .  u n i m o d u l a r e s  com d i m e n s o e s  

a p r o p r i a d a s " .  

TEOREMA 5 . 2  1 2 0 1  

" D a d a  a  m . p .  M(nxm) com n - > m e x i s t e m  m a t r i z e s  

u n i m o d u l a r e s  E e D t a i s  q u e  a  m a t r i z  S(!!) = E ( a )  M ( a )  D ( a ) ,  c h a  - 

mada  f o r m a  d e  S m i t h  d a  m . p .  M ,  t e m  a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

o n d e  H ( a )  é uma m a t r i z  d i a g o n a l  t e n d o  como e l e m e n t o s  d a  d i a g o -  

n a l  p r i n c i p a l  o s  c h a m a d o s  p o l i n o m i o s  i n v a r i a n t e s  d e  M, p i ( a ) ;  

s e  r a n k  M ( a )  = r h a v e r á  r p o l i n 6 m i o s  i n v a r i a n t e s  n a o  n u l o s  q u e  

s e r i í o  m 5 n i c o s  e  o c u p a r i í o  a s  r p r i m e i r a s  p o s i c o e s  d a  d i a g o n a l  

p r i n c i p a l ;  o s  m-r Ü l t i m o s  e l e m e n t o s  d e s s a  d i a g o n a l  s e r i í o  n u l o s ;  

c a d a  p i  ( a )  d i v i d e  p i + l  ( a )  p a r a  i = 1 ,  2 ,  . . . , r - 1 ;  c a d a  p i  ( a )  é 

d a d o  p o r :  



onde Do(a) = 1  e  Di(a)  o  máximo d i v i s o r  comum dos menores de 

ordem i  de M "  

Vemos ass im que a  toda  m . p .  podemos a s s o c i a r  sua . 

forma de Smi th ,  que l h e  e q u i v a l e n t e  e  que pode s e r  enca rada  

como uma forma canon ica  onde a  e s t r u t u r a  de M é a p r e s e n t a d a  de 

maneira  mais  s i m p l e s .  por o u t r o  l a d o ,  s e  duas m . p .  M e  N s a o  

e q u i v a l e n t e s  e l a s  a p r e s e n t a r a o  a  mesma forma de Smith que passa  

a  s e r  ass im a  c a r a c t e r 7 s t i c a  comum e n t r e  t o d a s  a s  m a t r i z e s  equi  - 

v a l e n t e s .  E s t e  Último r e s u l t a d o  é assegurado  por 

T E O R E M A  5 . 3  - 161 

"Duas R . P .  M e  N sao e q u i v a l e n t e s  s e  e  comente s e  

t i v e r e m  os  mesmos pol inomios  . i n v a r i a n t e s H .  

Passemos agora  a  a p l i c a r  e s t a s  i d é i a s  a s  m . p .  

v i s t a s  na seca0  a n t e r i o r ,  com o  i n t u i t o  de e n c o n t r a r  d i v i s o r e s  

i r r e d u t i v e i s  para  uma dada m . p .  Mo(a) (nxrn) 

L E M A  5 .1  

"Sendo M(a) urna m . p .  (nxm) ,  a s  s e g u i n t e s  c o n d i -  

~ G e s  sao e q u i v a l  e n t e s :  

a )  M(a) é i r r e d u t i v e l  

b )  rank F ( a )  = m v a E R 



d )  3 ~ ( a )  (nxn-m) 1 S ~ M  - : N] = ~ t n  

e )  3 P ( a )  (mxn) P(a) M ( a )  = Im " 

Uma prova para  e s t e  r e s u l t a d o  pode s e r  e n c o n t r a -  

da em 1201 página. 71 onde o  a s s u n t o  é t r a t a d o  em um o u t r o  con- 

t e x t o .  

Apresentaremos agora  urna s é r i e  de r e s u l t a d o s  so-  

b r e  a s  m . p .  i r r e d u t y v e i s  ( n x m ) .  Alguns d e s t e s  r e s u l t a d o s  v i r g o  

sem a s  p rovas ,  quer  por serem e l a s  ó b v i a s ,  q u e r  por nao serem 

e l e s  c r u c i a i s  para  o  desenvolv imento  do que queremos. 

"'Todas a s  m . p .  i r r e d u t y v e i s  sao  e q u i v a l e n t e s  e  

s e u s  pol inomios  i n v a r i a n t e s  sZo u n i d a d e s " .  

"Toda a  m . p .  i r r e d u t y v e l  é sempre l i n h a  e q u i v a-  

l e n t e  a sua forma de Smi th ,  i . e . ,  sendo M i r r e d u t y v e l ,  e x i s t e  E 

T 11 unimodular  t a l  que E N = S(M) = [Im : 0-J . 

T E O R E M A  5 . 4  

"Dada a  m . p .  M o ( n x m )  sempre p o s s i v e l  f a t o r á - l a  

como 

onde o d i v i s o r  M ( n x m )  é i r r e d u t í v e l  e  o  q u o c i e n t e  A tem os  mes- 

mos pol inomios  i n v a r i a n t e s  que M " .  
O 



P R O V A :  

Sejam a s  m a t r i z e s  unimodulares  E e  D t a i s  que 

Obviamente é p o s s i v e l  escrevermos  S(Mo) = X Y o n  - 

X = [ ~ m  : O I T  e  Y = H .  Desta  manei ra  Plo = E - '  X Y 0". Dada a  

forma p a r t i c u l a r  de  X e  sendo E - '  unimodular  temos que E - '  X é 

i r r e d u t y v e l .  Como os pol inomios  i n v a r i a n t e s  de Y sao  c l a r a m e n t e  

os mesmos de M o y  s e  chamarmos E - '  X = M e  Y D - '  = Q temos prova - 

do o  que queryamos. 

Q . E . D .  

E s t e  r e s u l t a d o  a s s e g u r a  a  e x i s t e n c i a  dos d . i .  

mas n a o  g a r a n t e  a  sua u n i c i d a d e .  De f a t o ,  como há d i v e r s o s  ca-  

minhos pa ra  s e  c o l o c a r  uma m.p. em sua forma de  Smi th ,  haverá  

v á r i o s  E e  D, e  consequentemente  v á r i o s  p o s s i v e i s  p a r e s  M e  Q .  

E m  exemplos pode- se e n c o n t r a r  d . i .  de uma mesma M. que tem a t é  

g r a u s  d i f e r e n t e s  1 

O problema s e  complica ao c o n s t a t a r m o s ,  ' a t r a v é s  

de exemplos,  que o  teorema 5 . 4  n a o  f o r n e c e  a  ún ica  manei ra  de 

s e  e n c o n t r a r  os d . i .  pa ra  u m  dada m . p .  Trocando em miúdos i s t o  

s i g n i f i c a  que podemos e n c o n t r a r  d . i .  e  r e s p e c t i v o s  q u o c i e n t e s  

que n a o  podem s e r  e x p r e s s o s  como E" X e  Y D - 1  onde X e  Y sao  

d e f i n i d o s  na prova acima.  O c o r o l a r i o  5 . 2  d i z  que u m  d . i .  s e r á  

sempre l i n h a  e q u i v a l e n t e  a  X ,  logo  o  que pode f a l h a r  é a  c o l u -  

na e q u i v a l e n c i a  e n t r e  o  q u o c i e n t e  Q e  Y = H .  Mas deve c o n t i n u a r  



havendo u m  vTncuio e n t r e  e l a s .  

"Dada a  m . p .  H o  e  uma f a t o r a c á o  M. = M Q o  d i v i -  

s o r  M s e r á  i r r e d u t T v e 1  s e  e  somente s e  Q t i v e r  os  mesmos p o l i n o  - 

mios i n v a r i a n t e s  de Mo". 

A s i t u a c á o  pode s e r  resumida d izendo  que e x i s t e m  

d . i .  de uma dada M. e  sabemos u m  meio de chega r  a t é  e l e s ,  o  

teorema 5 . 4 ,  que c e r t a m e n t e  nao é o  ú n i c o .  Podemos, por exem- 

p l o ,  a d a p t a r  f a c i l m e n t e  o  método p ropos to  em 131 para o s  nossos  

p r o p ó s i t o s ,  o  que a l i a s  pode s e r  f e i t o  com q u a l q u e r  método de 

e s t u d o  e  o b t e n s á o  de máximos d i v i s o r e s  comuns de m a t r i z e s  p o l i -  

nomia i s :  Rosenbrock 1201, Wolowich 1231 e t c .  Além da 1 inha  

e q u i v a l e n c i a  e n t r e  todos  os  p o s s i v e i s  d . i .  há o u t r a  p r o p r i e d a -  

de comum a  t o d o s  e l e s .  

T E O R E M A  5 . 5  

"Os d i v i s o r e s  i r r e d u t i v e i s  de uma dada Mo(a)  s á o  

coluna  e q u i v a l e n t e s .  Sendo Ml(a) e  M2(a) d o i s  q u a i s q u e r  d e s s e s  

d .  i  . teremos { M l  ( a )  1 = { M 2  ( a )  } para  todo  a r e a l  " . 

Embora de i n t e r e s s e  t e ó r i c o  para  a  p e r f e i t a  com- 

preensao  d a s  p r o p r i e d a d e s  dos d . i .  os r e s u l t a d o s  d e s t a  s e s g o  - 
exce tuando- se  o  teorema 5 .4  - nao sao  c r u c i a i s  para o problema 

de  s e  e n c o n t r a r  os  s u p e r v e t o r e s .  Na seqáo  a n t e r i o r ,  dada V o ( a )  

previsávamos de u m  d . i .  q u a l q u e r ,  nao importando p o r  que método 

e l e  f o s s e  o b t i d o .  Al i  provamos que ,  independentemente  de S u a  

or igem,  o  subespaco  gerado p e l a s  c o l u n a s  de u m  d .  i .  V(a) t i n h a  



c e r t a s  p r o p r i e d a d e s  d e s e j á v e i s .  O teorema 5 . 5  apenas  c o r r o b o r a  

o  f a t o  de que ,  s e  estamos i n t e r e s s a d o s  em { V ( a ) l  entiio a or igem 

do d . i .  V ( a )  é i r r e l e v a n t e .  

Podemos c o n c l u i r  e s t a  s e ~ i i o  d i zendo  que a i n d a  nao 

e x i s t e  uma c o m p a r a ~ a o  s o b r e  a  e f i c i e n c i a  dos p o s s í v e i s  metodos 

de obtenciio dos d . i . :  o  aqu i  p r o p o s t o  e  os  c i t a d o s .  I s t o  t e r i a  

u m  i n t e r e s s e  p r á t i c o  muito g r a n d e ,  p o i s  como j á  f o i  comentado 

a n t e r i o r m e n t e  o s  d . i .  de uma dada m a t r i z  podem d i f e r i r  b a s t a n t e  

e n t r e  s i  podendo a t é  mesmo a p r e s e n t a r  g r a u s  d i f e r e n t e s .  S e r i a  

ass im muito Ú t i l  e n c o n t r a r  uma maneira  que ,  além de e f i c i e n t e  

no a s p e c t o  computac iona l ,  f o s s e  capaz de f o r n e c e r  o  d . i .  de me- 

nor  grau  ou os  que de algum modo f a c i l i t e m  os  i m p o r t a n t e s  p roce  - 

dimentos  de c á l c u l o  dos e l emen tos  de 1 . - 1 

V.4 - C O N C L U S O E S  

Embora o  o b j e t i v o  d e s t e  c a p i t u l o  f o s s e  o  e s t u d o  e  

a  d e l i m i t a c a o  completa  da c l a s s e  - 1 os  . r e s u l t a d o s  mais impor tan-  

t e s  o b t i d o s  r e s t r i n g e m- s e  a s u b f a m i l i a  L1. 

Es ta  c l a s s e  dos subespagos  ( A ,  9 )  i n v a r i a n t e s  u n i  - 

d i m e n s i o n a i s  f o i  a n a l i s a d a  de uma maneira  completa  a t r a v é s  da 

i d é i a  de s u p e r v e t o r e s .  O c o n c e i t o  d e s t e s  e l emen tos  pode s e r  en-  

ca rado  como urna g e n e r a l i z a c a o  do c o n c e i t o  de a u t o v e t o r e s  e  a u t o  - 

v a l o r e s .  As s e c o e s  5 . 2  e  5 . 3  foram devo tadas  a  e s t u d á - l o s  da 

maneira  mais profunda  p o s s ~  - 1 ,  sempre com a  a t e n ~ a o  1  ige i r amen  Y - 
t e  mais v o l t a d a  para  o  a s p e c t o  de c á l c u l o ,  o b t e n ~ a o ,  busca r á p i  - 

da e  ' f á c i l  de t o d o s  os  s u p e r v e t o r e s  do que para  a s  c a r a c t e r 7 s t i  - 



c a s  puramente t e ó r i c a s  do a s s u n t o ,  Sob e s t e  angu lo  t e ó r i c o  v e r i  - 

f i camos  que a  f a m i l i a  SV de t o d o s  os  s u p e r v e t o r e s  pode s e r  de-  

composto em duas s u b c l a s s e s  b á s i c a s :  a  dos s u p e r v e t o r e s  a s s o c i a  - 

dos  a  a u t o v a l o r e s  r e a i s  de A (quando os  h a )  e  a  dos a s s o c i a d o s  

a o s  o u t r o s  v a l o r e s  r e a i s .  Fornecemos u m  meio de  s e  c a r a c t e r i z a r  

convenientemente  e s t a s  c l a s s e s ,  u t i l i z a n d o  a  i d é i a  de s u b e s p a -  

c o s  p a r a m e t r i z a d o s .  Encontramos também a s  condici ies  sob a s  

q u a i s  e s t a  maneira  de s e  c a r a c t e r i z a r  os s u p e r v e t o r e s  pode s e r  

a p l i c a d a  i n d i s t i n t a m e n t e  a  cada uma das  s u b f a m ? l i a s  da c l a s s e  

SV. H a  n e s t e  ponto uma i n s u s p e i t a  conexao com o  c o n c e i t o  de con - 

t r o l a b i l i d a d e ,  muito Ú t i l  por  poder e s c l a r e c e r  em termos mais 

fami l  i a r e s  a  e s t r u t u r a  de SV. 

Para o b t e n s a o  dos subespasos  p a r a m e t r i z a d o s ,  que 

em ú l t i m a  a n á l i s e  contém t o d a s  a s  informac6es  d e s e j a d a s  s o b r e  

os  s u p e r v e t o r e s  de SV, prec isamos  u s a r  a  i d é i a  de d i v i s o r e s  i r -  

r e d u t i v e i s  de  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l .  Apesar de apa ren temen te  no - 

va e s t a  i d é i a  e s t á  in t imamente  l i g a d a  a  c o n c e i t o s  j á  conhec idos  

dos p e s q u i s a d o r e s  e s p e c i a l i s t a s  em m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s ,  como 

f o i  mencionado na s e c a 0  5 . 3 .  

Se combinarmos k s u p e r v e t o r e s  d i s t i n t o s  te remos  
d 

c e r t a m e n t e  u m  e lemento  k-dimensional  da f a m y l i a  - 1, p o i s  e s t a  e  

f e c h a d a  sob a  ope racáo  soma de s u b e s p a ~ o s  1 2 5 1 .  D i s t o  nasceu 

uma c o n j e c t u r a  que a u x i l i a r i a  a  de te rminacáo  da f a m i l i a  - 1: em 

u m  e lemento  k-dimensional  g e n é r i c o  de - 1 sempre h a v e r i a ,  f o r e o -  

samen te ,  k s u p e r v e t o r e s  d i s t i n t o s .  Exemplos mostraram a  f a l s i d a  - 

de d e s s a  c o n j e c t u r a  e  ass im o s  e l emen tos  "complexos" de - 1 nem 

sempre sao  compostos a  p a r t i r  dos " s i m p l e s " .  E i n t e r e s s a n t e  no- 



t a r  que a  c o n j e c t u r a  é v á l i d a  em c e r t a s  s i t u a c o e s  a i n d a  n Zo 

m u i t o  bem e s c l a r e c i d a s .  S e r i a  de mui t o  u t i l  i d a d e ,  t a n t o  t e ó r i c a  

como p r á t i c a ,  d e s c o b r i r  que cond icoes  devem s e r  s a t i s f e i t a s  pa- 

r a  que a  mencionada c o n j e c t u r a  s e j a  v e r d a d e i r a .  Há uma f o r t e  in - 

t u i ~ a o  de que e s s a s  cond icoes  s e r i a m  s u a v e s ,  mas somente a  con-  

t i n u a c a o  da p e s q u i s a  p o d e r i a  d a r  r e s p o s t a s  c o n c l u s i v a s  a  e s t e s  

q u e s i  t o s .  

Para a t a c a m o s  a  f a m y l i a  - 1 come~amos e n t á o  a  ana-  

l i s a r  L2 t e n t a n d o  g e n e r a l i z a r  a s  i d é i a s  empregadas para o compu - 

t o  de 1 por meio dos s u p e r v e t o r e s .  J á  há a l g u n s  - 1  r e s u l  t a d o s ,  

que vamos apenas  mencionar ,  omi t indo  a s  p r o v a s ,  por  e s t a r e m  

e l e s  em um e s t á g i o  a i n d a  b a s t a n t e  p r i m i t i v o  e  pouco o p e r a c i o -  

n a l .  U m  d e l e s  d i z  que s e  V u m  e lemento  de L2 e n t a o  e x i s t e m  

r e a i s  a e  f3 t a i s  que ( A 2 -  f3A - a I )  V C B + A B .  E s t e  r e s u l t a d o  

pode s e r  expandido  f a c i l m e n t e  para  a  caso  de u m  e lemento  de 1 -i 

e  vemos de uma maneira  óbv ia  que os  s u p e r v e t o r e s  podem s e r  i n -  

c luydos  como um caso  p a r t i c u l a r  d e l e .  A d i f e r e n c a  c r u c i a l  e  

que a  p a r t i r  da e x p r e s s a o  ( A - a I )  V E B podemos d e t e r m i n a r  t o d o s  

os  s u p e r v e t o r e s ,  como j á  vimos, mas usando ( A 2 - f 3 A  - a I ) V c B +  A B  

náo conseguiremos g e r a r  t o d o s  o s  e l emen tos  de I2 p o i s  e l e s  nao 

s a o  os ú n i c o s  subespacos  que s a t i s f a z e m  a  e x p r e s s a o  ac ima.  Sob 

cond icoes  b a s t a n t e  r e s t r i t i , v a s  ( s i s t e m a  c o n t r o l á v e l  e  com ape-  

nas  urna e n t r a d a )  provou- se  que a  e x i s t e n c i a  de  e s c a l a r e s  a e  6 

t a i s  que (A2- f3A-a I )  V t B + AB i m p l i c a  a  ( A ,  B )  i n v a r i a n c i a  do 

subespaco  b id imens iona l  V .  Obviamente e s t e  r e s u l t a d o  nao a p r e -  

s e n t a  g randes  a t r a t i v o s  e  p e s q u i s a s  devem s e r  f e i t a s  no s e n t i d o  

de  a m p l i a r  o  seu a l c a n c e  a t é  poder a b r a n g e r  toda  a  c l a s s e  L2,  



e  p o s t e r i o r m e n t e  - 1. Nas c o n s i d e r a s l i e s  acima t r a n s p a r e c e  o  f a t o  

de que o  " a i n d a  a  s e r  f e i t o "  excede  mui to  o  " j á  f e i t o " .  

- 
E i n d i s p e n s á v e l  t e r m i n a r  e s t a s  c o n c l u s ~ e s  e  e s t e  

c a p y t u l o  com um r á p i d o  apanhado da l i t e r a t u r a  a t u a l  c o n c e r n e n t e  

ao enfoque  geomét r i co  de c o n t r o l e .  Além de  p e s q u i s a d o r e s  preocu  - 

pados em e s t u d á - l o  mais profundamente e  em a p l i c a - l o  a  novos 

problemas ,  como por exemp!o 171, 1 9 ] ,  a  maior  t e n d e n c i a  p a r e c e  

s e r  a  dos que procuram e n t e n d e - l o  t r a d u z i n d o  a  sua  t e r m i n o l o g i a  

c a r a c t e r y s t i c a  pa ra  u m  jargZo f r e q u e n c i a l .  A t e o r i a  da i n v a r i a n  - 

tia, f e r r a m e n t a  b á s i c a  d o  enfoque  geomét r i co ,  tem s i d o  e x a u s t i -  

vamente e s t u d a d a  como por exemplo em 181, 1 1 2 1 ,  1131, 1171,1211 

( 2 2 1  e  em o u t r o s  m i s .  Há uma p r e o c u p a ~ a o  c o n s t a n t e  e  i n d i s f a r  - 

~ á v e l  em r e l a c i o n a r  a  f a m i l i a  - 1 ou a s  f a m y l i a s  ne.la c o n t i d a s  - H 

e  - C (dos  s u b e s p a ~ o s  de c o n t r o l a b i l i d a d e )  com o u t r o s  c o n c e i t o s  

que já s e  r e v e l a r a m  i m p o r t a n t e s  em enfoques  nao georné t r icos  dos 

problemas de  c o n t r o l e .  Desta  maneira  conce i  t o s  puramente geomé- 

t r i c o ~  sZo r e l a c i o n a d o s  a  z e r o s  de m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a  

111 1 ,  e s p a s o s  nu los  de m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s  181, e t c .  

Nos a r t i g o s  acima c i t a d o s  p r o c u r a- s e  i n t e r p r e t a r  

apenas  os e l emen tos  n o t á v e i s  de - 1 em o u t r o s  t e rmos .  Apenas V*, 

V* e  R* tem s u a s  p r o p r i e d a d e s  e n c a r a d a s  em termos f r e q u e n c i a i s .  
g 

Dos poucos a r t i g o s  onde h a  preocupacZo em a n a l i s a r  e  i n t e r p r e -  

t a r  e l emen tos  g e n é r i c o s  da c l a s s e  - 1 podemos c i t a r  121 1 e  p r i n c i  - 

palmente 151. F e s s a s  151, com e f e i t o ,  e x p l i c a  os  e l  ementos 

( A ,  B )  i n v a r i a n t e s  g e n é r i c o s  em termos de m a t r i z e s  p o l i n o m i a i s .  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s  i s t o  s i g n i f i c a  a  e x i s t e n c i a  de  urna manei ra  

de s e  d e l i m i t a r  completamente a  c l a s s e  - 1 com a  consequen te  pos- 



s i b i l i d a d e  de  s e  o b t e r  q u a i s q u e r  s u b e s p a ~ o s  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s  

de q u a i s q u e r  dirnensoes: exa tamen te  o  que desejavamos ( e  conse-  

guimos apenas  p a r c i a l m e n t e )  o b t e r  n e s t e  c a p i t u l o .  O i m p o r t a n t e  

problema das  c o b e r t u r a s  v i s t o  no c a p i t u l o  IV j a  pode s e r  r e s o l -  
- 

v ido  de uma manei ra  comple ta .  O método p ropos to  por F e s s a s  e  

de  a p l i c a q a o  s i m p l e s  e  nao s e  r e s t r i n g e  a  de te rminadas  dimen- 

s o e s ,  o  que é sem dÜvida uma vantagem. Apresenta  no e n t a n t o  

d o i s  i n c o n v e n i e n t e s  b a s i c o s .  E m  p r i m e i r o  l u g a r  a s  m a t r i z e s  A e  

B do s i s t e m a  em e s t u d o  prec isam a p r e s e n t a r  uma de te rminada  e s -  

t r u t u r a  p a r t i c u l a r  r e p r e s e n t a d a  por  uma das  formas  c a n o n i c a s  de 

Luenberger .  E m  segundo l u g a r ,  e  mais  g r a v e ,  apenas  s i s t e m a s  con - 

t r o l a v e i s  podem s e r  e s t u d a d o s  por e s t e  p rocesso  de F e s s a s .  O 

método p ropos to  n e s t e  c a p i t u l o ,  a p e s a r  de b a s t a n t e  r e s t r i t o , a i n  - 

da ,  p e l o  problema das  d imensoes ,  nao a p r e s e n t a  e s s e s  inconve-  

n i e n t e s  i n d i c a d o s .  Os problemas de nao c o n t r o l a b i l i d a d e  sao  per  - 

f e i t a m e n t e  e x p l i c a d o s  e  r e s o l v i d o s ,  pe lo  menos em Il. Estamos 

d i a n t e  de um caso  t i p i c o  de p rocura  de u m  t e r c e i r o  método que 

some van tagens  e  e l i m i n e  d e s v a n t a g e n s .  



C O N C L U S O E S  

Uma das  p r i n c i p a i s  c o n t r i b u i c o e s  d e s t a  t e s e  5 a  

v i s a 0  e s t r u t u r a l  do problema de r e j e i e a o  de p e r t u r b a c o e s  a p r e -  

s e n t a d a  no c a p i t u l o  11.  Tanto o  mecanismo b z s i c o  d o  P R P  ou s e -  

j a ,  o  uso de r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  para  t o r n a r  nao o b s e r v z -  

v e i s  de te rminadas  p a r c e l a s  contaminadas  do e spaco  de e s t a d o s  co - 

mo a  d e s c r i c a o  geomét r i ca  das  cond icoes  do s i s t e m a  a t r a v é s  dos 

subespacos  E e  V* s a o  e x p l i c a d o s  de uma manei ra  extremamente 

s i m p l e s  por meio de d iagramas  de b l o c o s .  

Es ta  nova v i s u a l i z a c i í o  s u g e r e ,  de um modo mui to  

n a t u r a l ,  u m  novo método para a  r e s o l u c a o  do P R P .  Apresentado 

a i n d a  n o  segundo c a p i t u l o  e  d e s e n v o l v i d o  completamente no t e r -  

c e i r o ,  e s t e  n o v o  método chega a  c o n c l u s o e s  s o b r e  o  P R P  sem c a l -  

c u l a r  o subespaco  V* e  sem v e r i f i c a r  s e  E e s t á  n e l e  c o n t i d o ,  

como a c o n t e c e  no procedimento t r a d i c i o n a l .  Ainda nao s e  pode d i  - 

z e r  s e  os  novos a l g o r i t m o s  sao  ou nao mais e f i c i e n t e s  do que o  

a n t i g o ,  p o i s  a s  e x p e r i e n c i a s  computac iona i s  n e c e s s á r i a s  para  i s  - 

so  fogem ao escopo d e s t a  t e s e .  De q u a l q u e r  m a n e i r a ,  a l g u n s  r e -  

s u l t a d o s  sao  b a s t a n t e  an imadores ,  e  o uso da forma canoni  ca 

( 2 . 7 )  p e r m i t e ,  e n t r e  m u i t a s  o u t r a s  c o i s a s ,  r e s u l t a d o s  como os  

c o r o l á r i o s  2 . 2 ,  2 . 3 ,  2 . 4 .  Pode-se d i z e r  que a s  f a c i l i d a d e s  ad-  

v i n d a s  d e s t e s  r e s u l t a d o s  n a o  econtram c o r r e s p o n d e n t e s  no m é t o d o  

t r a d i c i o n a l .  Outra  i m p o r t a n t e  consequencia  s i m p l i f i c a d o r a  da 

forma ( 2 . 7 )  é a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  t r a b a l h a r  com a  dimensao r e  - 

duz ida  n- q- r  a o  i n v é s  de n o  A maneira  d i r e t a  de e n c o n t r a r  urna 



solucZo F e  a  chance s e  o b t e r  V* s a o  tambem v a n t a g e n s  do novo 

mgtodo s u g e r i d o .  Comentár ios  e  c o n c l u s ~ e s  a d i c i o n a i s  podem s e r  

e n c o n t r a d o s  no f i n a l  do c a p i t u l o  11.  

Nao podemos i g n o r a r  uma i m p o r t a n t e  p o s s i b i l i d a d e  

a b e r t a  p e l o  teorema 2.2 e  t o t a l m e n t e  i n e x p l o r a d a  n e s t e  t r a b a -  

l h o :  a  a n a l i c e  da s e n s i b i l i d a d e  do P R P  com r e l a s a o  a  v a r i a c o e s  

nos p a r a m e t r o s ,  A forma ( 2 . 6 )  s u g e r e  que os Únicos pa ramet ros  

r e a l m e n t e  c r i t i c o s  e  c u j a  v a r i a c a o  pode a r r u i n a r  completamente 

a  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P  concent ram- se  nas p a r t i s o e s  A E 1  e  B 2 .  Es y 

d 

t a  c o n j e c t u r a ,  e  Ó b v i o ,  p r e c i s a  s e r  c r i t e r i o s a m e n t e  p e s q u i s a -  

da .  A s e  confirmarem s u a s  promessas a  s o l u c a o  do P R P  s e r i a  i n -  

s e n s i v e l  a  v a r i a s o e s  p a r a m é t r i c a s  em A l 1 ,  A l * ,  AZ2,  B1 , E l  , C 2  

e  a  forma canon ica  r e p r e s e n t a d a  por  ( 2 . 6 )  a d q u i r i r i a  uma impor- 

t a n c i a  muito g r a n d e ,  pe la  sua c a p a c i d a d e  de i s o l a r  e  c o n c e n t r a r  

a s  p a r t e s  c r i t i c a m e n t e  s e n s ~ v e i s  do s i s t e m a .  

ConsideracGes s o b r e  s e n s i b i l i d a d e  s a o  o p o r t u n a s  e  

n e c e s s á r i a s  porque exa tamente  por  causa  d e l a  a s  a p l i c a c o e s  prá-  

t i c a s  do P R P  nao s a o ,  em gera.1,  bem s u c e d i d a s .  Est.e inconve-  

n i e n t e  l eva- nos  a  pensa r  no P R P  como sendo,  t a l v e z ,  mui to  pre-  

t e n s i o s o  em sua e s s e n c i a .  Com e f e i t o ,  q u e r e r  que a  i n f l u e n c i a  

de q u a i s q u e r  p e r t u r b a c o e s  c e j a  z e r o  para todo v a l o r  de t - > O pa - 

r e c e  s e r  q u e r e r  demais ,  e  o  p r e s o  a  s e r  pago por e s s a  ambicao 

s e r i a  a  impossi  b i l  i dade  p r á t i c a  de implementar  s o l u ~ 5 e s  t e o r i c a  - , 

mente v i á v e i s .  Uma formulacao  mais  suave  para o  P R P  c o n s t i t u i -  

r i a  u m  p o s s i v e l  remedio pa ra  e s s a  s i t u a c a o .  Poder7amoc, Por 

exemplo, r e s t r i n g i r  a  c l a s s e  de p e r t u r b a s o e s  a d m i s s i v e i s  ou en-  

t a o  e x i g i r  que o e f e i t o  das  p e r t u r b a c o e s ,  r e s t r i t a s  ou nao ,  s e  - 



j a  n u l o  a p e n a s  em r e g i m e ,  i s t o  e, q u a n d o  t -+ a. A  f o r m u l a ~ a o  e  

r e s o l u ~ a o  d e s t e s  i n t e r e s s a n t e s  e  i n é d i t o s  p r o b l e m a s  teorices, 

o s  " P R P  m o d i f i c a d o s " ,  c o n s t i  t u i  um campo d e  p 2 s q u i s a  c o m p l e t a -  

m e n t e  a b e r t o .  Devemos f r i z a r  que ,  embora  com sua  a p l i c a b i l i d a d e  

p r á t i c a  um t a n t o  q u a n t o  p r e j u d i c a d a ,  o  P R P  como o  conhecemos  

c o n t i n u a  a  o c u p a r  um p a p e l  d e  d e s t a q u e ,  p o i s  q u a i s q u e r  i n f o r m a -  

c o e s  e  e x p l i c a c o e s  s o b r e  a  t e o r i a  d a  i n v a r i a n c i a  s a o  s e m p r e  d e -  

s e j á u e i s  e  n e c e s s á r i a s  e  e l e  p a r e c e  e s t a r  a  f o r n e c e - l a s  em um 

r i t m o  a p r o p r i a d o .  Apenas  e s t e  m o t i v o  j á  s e r i a  s u f i c i e n t e  p a r a  

a v a l i z a r  a  c o n t i n u a ~ a o  d o s  t r a b a l h o s  com o  P R P ,  

0 s  i m p o r t a n t e s  r e s u l t a d o s  s o b r e  a  t e o r i a  da  i n v a -  

r i a n c i a  c o n s t i t u i n t e s  d o s  capitulas I V  e  V s a o  1; mesmo c o m e n t a  - 

d o s .  E 1; também s e  f o r n e c e m  c o n c l u s o e s  e  i n d i c a c o e s  d o s  campos  

a b e r t o s  p a r a  f u t u r a s  p e s q u i s a s  n e s s a s  á r e a s .  

T e r m i n a r e m o s  e s t a  s e c a o ,  e  com e l a  a  t e s e ,  a n a l i -  

s a n d o  o s  r e s u l t a d o s  e x p o s t o s  n o  f i n a l  do  c a p r t u l o  11 .  A l i  i n t e r  - 

p r e t á v a m o s  o  P R P  em t e r m o s  das  m a t r i z e s  d e  t r a n s f e r e n c i a  G c ( S )  

e  G p ( S ) .  Deve  t e r  f i c a d o  bem c l a r o  q u e  e s s a s  i m p o r t a n t e s  i n t e r -  

p r e t a c o e s  f r e q u e n c i a i s  e s t a 0  em um e s t á g i o  b a s t a n t e  p r i m i t i v o ,  

r e s t a n d o  a i n d a  m u i t a s  c o i s a s  a  s e r e m  f e i t a s .  O r e s u l t a d o  d o  t e o  - 

rema  2 . 3 ,  p o r  exemp , l o ,  p o d e ,  e  d e v e ,  s e r  b u r i l a d o  e  t r a d u z i c i o  

p a r a  um l i n g u a j a r  m a i s  ameno. I s t o  f e i t o  p e l o  c o r o l á r i o  2 . 6  

p a r a  uma c l a s s e  m u i t o  r e s t r i t a  d e  s i s t e m a s ,  o s  com a p e n a s  uma 

e n t r a d a  e  uma s a i d a .  A  g e n e r a l i z a ~ a o  p a r a  o  c a s o  m u l t i v a r i á v e l  

s e r i a  e x t r e m a m e n t e  Ü t i l .  A i n t r i g a n t e  c o n e x a o  e x i s t e n t e  e n t r e  

V* e  o s  z e r o s  d e  m a t r i z e s  o u  f u n c o e s  d e  t r a n s f e r e n c i a  também me - 

r e c e  um e s t u d o  p r o f u n d o  n a  t e n t a t i v a  d e  e s c l a r e c e r  c o n v e n i e n t e -  



mente a  n a t u r e z a  e  o papel dos z e r o s  em s i s t e m a s  de c o n t r o l e  in - 

v a r i a n t e s .  O conteUd0 da secao  1 1 . 4  a u t o r i z a  a i n d a  a  e s p e r a n c a  

de a l g o  mais  ambic ioso .  A i n é d i t a  v i s a 0  e s t r u t u r a l  de  u m  p r o b l e  - 

ma c l a s s i c a m e n t e  formulado e  r e s o l v i d o  de uma maneira  puramente 

geomét r i ca  poder; s e r  e x t e n d i d a  a  o u t r o s  problemas s i m i l a r e s  co - 

mo os  de  desacop lamen to ,  d o  servomecanismo,  e t c .  Fornecer ;  uma 

nova manei ra  de a t a c a m o s  os  i m p o r t a n t e s  problemas que envolvem 

a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  numa t e n t a t i v a  de i n t e r p r e t a m o s  s e u s  

r e s u l t a d o s  g e o m é t r i c o s  em termos e s t r u t u r a i s .  Tornando a c e s s y -  

v e i s  aos  a d e p t o s  f r e q u e n c i a i s  a s  i d é i a s  g e o m e t r i c a s  c o n t r i b u i -  

r iamos  pa ra  a  sonhada l i g a q a o  e n t r e  a s  t e o r i a s  "moderna" e  

" c l á s s i c a "  de c o n t r o l e .  
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