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Q u e r o  d e i x a r  a q u i  meus s i n c e r o s  a g r a d e c i m e n t o s ,  

a o  P r o f e s s o r  S .  P .  B h a t t a c h a r y y a  p o r  s u a  o r i e n t a ç ã o ;  a o  CNPq 

p e l o  s u p o r t e  f i n a n c e i r o ,  sem o  q u a l  j j~amais  t e r i a  i n i c i a d o  e s t a  
- 

p e s q u i s a ;  a  D a i s y  p e l o  e x c e l e n t e  t r a b a l h o  d e  d a t i l o g r a f i a ;  a  

C O P P E  e  a  t o d o s  a q u e l e s  que  d i r e t a  ou i n d i r e t a m e n t e  me 

i n c e n t i v a r a m  n e s t a  á r d u a  j o r n a d a .  



RESUMO 

Nesta tese são apresentadas algumas proprieda- 

des estruturais relacionadas com a Teoria dos Sistemas Linea- 

res. 

Controlabilidade e Observabilidade generaliza- 

das e o problema de Rejeição de Perturbações, em sua nova ver - 

são, constituem a principal parte da dissertação. 

O método para se encontrar bases minimas em es- 

paços vetoriais sobre o corpo das funções racionais é bastante 

atrativo; de fato, os metodos existentes, além de complicados, 

envolvem operações com funções racionais, as quais não podem 

ser efetuadas diretamente por computador digital. 

Esta pesquisa é uma generalização dos conceitos 

existentes de controlabilidade e observabilidade, que podem 

ser trazidos para o mundo fTsico para serem aplicados em mui- 

tos problemas praticas. 



In t h i s  t h e s i s  some s t r u c t u r a l  problems conce r -  

ning wi th  L i n e a r  System Theory,  a r e  p r e s e n t e d .  

G e n e r a l i z e d  C o n t r o l l a b i l i t y  and O b s e r v a b i l i t y  

and t h e  D i s t u r b a n c e  R e j e c t i o n  Problem, i n  i t s  new v e r s i o n ,  r e -  

p r e s e n t  t h e  fundamenta l  p a r t  of t h e  d i s s e r t a t i o n .  

The method f o r  f i n d i n g  minimal b a s i s  i n  v e c t o r  

spaces  over  t h e  f i e l d  of r a t i o n a l  f u n c t i o n s ,  i s  ve ry  a t t r a c t i -  

ve ;  in  f a c t ,  t h e  e x i s t i n g  methods a r e  in  g e n e r a l  c o m p l i c a t e d  

and i n v o l v e  o p e r a t i o n s  o v e r  t h e  f i e l d  of r a t i o n a l  f u n c t i o n s ,  

which can n o t  be d i r e c t l y  performed by a  d i g i t a l  computer .  

T h i s  r e s e a r c h  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  of t h e  e x i s -  

t i n g  c o n c e p t s  of c o n t r o l  l a b i l  i t y  and o b s e r v a b i l  i t y  which can 

be brought  t o  p h y s i c a l  world t o  be a p p l i e d  t o  many p r a c t i c a l  

problems.  
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C A P I T U L O  I 

INTRODUÇÃO 

1  . I  - I N T - R O D U Ç Ã O  G E R A L  

E s t a  d i s s e r t a ç ã o  compreende bas icamente  duas 

p a r t e s ;  na p r i m e i r a ,  abordamos a l g u n s  problemas e s t r u t u r a i s  de - 

c o r r e n t e s  de s i s t e m a s ,  nos q u a i s ,  a l g u n s  parâmetros  da p l a n t a  

não são  exa tamen te  conhec idos  em v i r t u d e  de e r r o s  de modela-  

gem, enve lhec imen to  de componentes ,  ou a i n d a  d a q u e l e s  s i s t e m a s  

para os q u a i s  uma de te rminada  l e i  de c o n t r o l e  deve s e r  p r o j e t a  - 

da ,  com f i n a l i d a d e s  e s p e c ~ f i c a s ,  i ndependen te  de e v e n t u a i s  

v a r i a ç õ e s  em a l g u n s  de s e u s  pa râmet ros .  A i n t e r p r e t a ç ã o  de  u m  

s i s t e m a  com v a r i a ç õ e s  em a l g u n s  de s e u s  p a r â m e t r o s ,  como uma 

famyl i a  i n f i n i t a  de s i s t e m a s ,  nos p e r m i t i u  r e d e f i n i r  os conce i  - 

t o s  c l ~ s s i c o s  de C o n t r o l a b i l i d a d e  e  O b s e r v a b i l i d a d e ,  e s t a b e l e -  

c i d o s  por  Kalman I I há  aproximadamente duas décadas .  

Com e s t e s  novos c o n c e i t o s ,  pudemos, a t r a v é s  de 

s e u s  r e s u l t a d o s ,  e s t a b e l e c e r  conexões b á s i c a s  e n t r e  C o n t r o l a b i  - 
l i d a d e  e  O b s e r v a b i l i d a d e  g e n e r a l i z a d a s  e  o problema de r e j e i -  

ção de p e r t u r b a ç õ e s ,  problema e s t e ,  de grande  a p l i c a b i l i d a d e  

p r á t i c a .  

Na segunda p a r t e ,  apa ren temen te  independen te  da 

p r i m e i r a ,  nosso  i n t e r e s s e  v o l t o u - s e  para  o  problema de  " b a s e s  

mynimas em e s p a ç o s  v e t o r i a i s  de f u n ç õ e s  r a c i o n a i s " ,  o b j e t i v a n -  



do r e s u l t a d o s  r e l a c i o n a d o s  com a  p r i m e i r a  p a r t e .  Embora não t e  - 

nhamos cumprido e s t a  t a r e f a ,  dada a e x i g u i d a d e  do tempo, os 

fundamentos n e c e s s ã r i o s  para um e s tudo  e  desenvo lv imen to  p o s t e  - 

r i o r e s  e s t ã o  bem a l i c e r ç a d o s  pe la  t e o r i a  a p r e s e n t a d a .  O metodo 

para s e  e n c o n t r a r  uma base  mTnima em espaços  v e t o r i a i s  de fun -  

ções  r a c i o n a i s ,  a p r e s e n t a d o ,  e  b a s t a n t e  s i m p l e s ,  embora,  -não 

tenha  s i d o  a v a l i a d a ,  sua  e f i c i ê n c i a  em termos  de computador d i  - 

g i t a l .  

F ina lmen te ,  na r e s o l u ç ã o  dos problemas p e r t i n e n  - 

t e s  à p r i m e i r a  p a r t e ,  f i zemos  uso da T e o r i a  Geométr ica ,  r e c e n-  

temente  i n t r o d u z i d a  na 1 i t e r a t u r a  por Wonham & Morse 1 1 7  1 e ,  

na segunda p a r t e ,  T e o r i a  d a s  M a t r i z e s . [  5 1 .  

No Capytu lo  I 1  apresentamos  o s  c o n c e i t o s  de C o n  - 

t r o l a b i l i d a d e  e  O b s e r v a b i l i d a d e  g e n e r a l i z a d a s .  As v á r i a s  s e -  

ções  que o  compreendem encerram a l g u n s  t eo remas  f u n d a m e n t a i s ,  

a l g o r i t m o s ,  bem como c o n s i d e r a ç õ e s  numéricas  envolvendo t o d o  o  

c o n j u n t o .  No ~ a p 7 t u l o  111,  gene ra l i zamos  o c o n c e i t o  d e  ( A ,  B ) -  

i n v a r i â n c i a  i n t r o d u z i d o  por Wonham & Morse. A e x i s t ê n c i a  e  

u n i c i d a d e  de u m  e lemento  maximal V ;  c o n t i d o  em u m  dado subespa  - 

ço e  sua de te rminação  s ã o  a p r e s e n t a d a s .  

O ~ a p 7 t u l o  s e g u i n t e ,  o  q u a r t o , t r a t a  .do problema 

de r e j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o  com v a r i a ç õ e s  nos parâmetros  do s i s  - 

tema, c o n s o a n t e  o s  s e g u i n t e s  c a s o s :  



( i )  sem e s t a b i l i d a d e  

( i i )  com e s t a b i l i d a d e .  

O ~ a p 7 t u l o  V ,  que c o n s t i t u i  a  segunda p a r t e  da 

d i s s e r t a ç ã o ,  e s t u d a  o  problema r e f e r e n t e  a  de te rminação  de  

" b a s e s  mTnimas em espaços  v e t o r i a i s  de funções  r a c i o n a i s " .  Uma 

a n a l i s e  compara t iva  e n t r e  o método a p r e s e n t a d o  pe lo  a u t o r  e  
# 

o  empregado por D .  J .  Forney ,  e  e s t a b e l e c i d a ,  ass im como a l g u -  

mas apl i c a ç õ e s  .imediatas.:: 

Por f i m ,  o  Capitulo VI i n c o r p o r a  c o n c l u s ~ e s  e  

d i r e ç õ e s  para  f u t u r a s  p e s q u i s a s .  

1 . 3  - NOTAÇÃO 

C : corpo  dos numeros complexos 

R : corpo dos números r e a i s  

: c o n j u n t o  de n- up las  de  números r e a i s  

X ,  U , 'Z, ... : espaços  v e t o r i a i s  de dimensão f i n i t a  s o b r e  R 

com e lemen tos  x ,  u ,  z ,  ... 

d v1 : dimensão de X 

A, B ,  D ,  ... : mapeamentos l i n e a r e s ,  m a t r i z e s  



: restrição da transformação linear - A ao subes- 

paço V c X 

B ou ImB : imagem da transformação linear B 

Ker A : espaço nulo ou núcleo de uma transformação l i  - 

near 

V l R ,  V C 57 : espaço fatorial V rnódulo R 

S P W A )  : espectro complexo d e  A 

: subespaço de controlabilidade Iver 1'171, se- 
* 

ção 41 maximal em V* 

: subespaço maximal (A, B)-invariante em Ker C 

: cardinalidade do conjunto i2 

: supremo da classe - V 

e 

inf - V : infimo da classe - V 

A - ' V  , Vc X : por definição {x E XIA x E V I  

Posto P(a) : posto da matriz P(a) sobre o anel ~[a] 

Rlal 



CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE GENERALIZADAS 

Neste cap?tulo, os conceitos fundamentais de 

Kalman 1 1 1  sobre controlabilidade e observabilidade de um siste - 
ma linear e invariante no tempo, são estendidos de maneira natu - 
ral a uma famylia infinita de sistemas. Tais famylias resultam 

de sistemas cujos parâmetros nominais não são exatamente conhe- 

cidos em virtude de erros de modelagem, ou ainda, em problemas 

de sTntese nos quais seja desejável projetar um sistema cujo de 

sempenho independa de possrveis variações estruturais. 

A redefinição dos conceitos de controlabilidade e 

observabilidade vem tornar p o s s ~ v e l  a solução de muitos proble- 

mas de controle onde eventuais perturbações paramétricas estão 

presentes. 

Investigaremos primeiramente a observabilidade de 

uma dada famTlia, cabendo a controlabilidade seu resultado dual. 

2.2 - CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE GENERALIZADAS 

As primeiras investigaçEes sobre subespaços gene- 

ralizados foram feitas independentemente por Carlson & Hill 1 2 1  
e Roosevelt & Bhattacharyya b 1 5 [  Embora alguns de nossos resul- 



tados guardem 1 igeira semelhança com aqueles encontrados em 1 1 
o enfoque bem diferente. e conveniente salientar, contudo, 

que essa semelhança advem da equivalência entre a estrutura pro - 

posta por Carlson & Hill e a por nos encontrada em termos de 

Teoria de Sistemas. 

Trataremos inicialmente do problema referente a 

observabilidade generalizada; o s  resultados obtidos serão ehtão 

utilizados para definir controlabilidade generalizada. 

2.2.1 - Observabilidade de um Sistema Linear e Invariante no 

T e m ~ o  

Consideremos o sistema descrito por: 

onde o vetor x(t) E X ,  O espaço de estado, com d ( ~ )  = n; o ve- 

tor z(t) E Z, O espaço das safdas, com d(Z) = p; (C, A) ' são 

transformações lineares associadas aos espaços correspondentes. 

Identificaremos, de maneira biun?voca, cada sistema do tipo 

(1 )  pelo par (C, A) que o caracteriza. 



Definição 2.1 

Seja S = (C, A ) .  Diremos que S e inobservãvel, 

se existe xo # O ,  ta1 que z(t) = 0 ,  à1 t - > O. Em caso contrário, 

S será dito observãvel . 

Decorre imediatamente da definição acima que se 

S = (C, A )  é inobservável, o subconjunto de X dado por 

define claramente um subespaço, denominado subespaço inobservã- 

vel de S. 

Proposição 2.1 

Seja S = (C, A ) .  Então, 

n - 1 
O* = n Ker C A ~  

Demonstração 

(4 Tomemos x E O*. Pela definição de O*, temos que 



z(t> = O C e  x = O 
A t 

b) = O cA2eAtx = O  

. . 
z(t) = o 

At C A e  x = O  

Y t  h > O, i.e, , V ~ > O  - 

z - ( )  = 0 x = o  

em particular, no ponto t = 0, 

n-1 
= r\ Ker cAi , 

i =O 

Seja ~ ( h )  = h
n  
t alAn-'t.. .+anel X t  a o polinômio n 

caracterystico de A. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, AJ = 
n-1 n-1 
I v i  A i para todo j - > n; se y E n Ker c A i ,  

i=O i=O 



i Agora ,  como C A  y  = O ( i  = 0 ,  1 ,  2 ,  . . . ) ,  

r e s u l t a n d o  

A i t i  A t 
C -)y = C e  y  c O ,  V t - t O e  p o r t a n t o  y  E o*. 

1 = 0  i !  

P r o p o s i ç ã o  2 . 2  

A c l a s s e  de s u b e s p a ç o s  de X d e f i n i d a  por  

- 
e  não v a z i a  ( O  E - O )  e  f e c h a d a  em r e l a ç ã o  a  o p e r a ç ã o  de  a d i ç ã o  

de  s u b e s p a ç o s  ( A ( o l  + 0 2 )  C o1 + 0 2 ,  o1  + o2 G KerC);  0 1 , 0 2 ~  2) 

a s s i m ,  - o p o s s u i  u m  Gnico  e l e m e n t o  maximal o A - s u p  - o .  É c l a r o  

que a s  r e l a ç õ e s  



6 c Ker C 

A 6  c 6 c Ker C 

~~0 C Õ C Ker C 
impl icam ' 

o c o * .  

Novamente, pel o  t eo rema  de Cayl ey-Hami 1  t o n ,  

C A Y  = O Ay E Ker C 

CA2y = O Ay E Ker C A  

cAn- ' ly = O Ay E Ker C A  n - 2 

c A n - l y  = O Ay E Ker CA"' 

A 

e p o r t a n t o ,  Ao* C o* C Ker C r e s u l t a n d o  o* c o 

C o r o l á r i o  2 . 1  

O s i s t e m a  S = ( C ,  A )  é o b s e r v ~ v e l  s e  e  somente  



2.2.2 - Observabilidade Generalizada 

Generalizaremos agora o conceito de observabilida - 

de de um sistema linear e invariante no tempo estendendo-o a 

uma familia infinita de sistemas. Para tanto, seja/$ a farnilia 

de sistemas definida por 

onde 

Definição 2.2 

A familia /a será dita inobservãvel, se existe 

xO # O, tal que Z ( )  O para t o d o s  ~ / a .  Em caso contrã- 
5 

rio, /6 é dita observável. 

convém notar que, a partir da definição, a condi - 

ção necessária para uma familia /6 ser inobservável é que cada 

S seja inobservãvel; entretanto, esta condição não é geral 

suficiente j; que existem f a m ~ l i a s ,  as quais, embora possuam 

cada um de seus elementos inobservãvel, são observãveis. O exem 

pio 2.4.3 mostra claramente tal situação. 0s teoremas que enun - 

ciaremos a seguir constituem os resultados principais desta se- 



ç ã o .  

L 

N 2  Pr ime i ramen te ,  pa ra  cada ( a ,  E IRN1  x IR , d e f i n a  

O* A s u p ( o  1 O c Ker ( C 0 t Y l  C l  t.. . +yN C E I  ) & ( A O + a l A 1 t .  . t a  A ) @ c 0 1  (ayy) = 2 2 # I  N1 

e  s e , / b  6 i n o b s e r v á v e l ,  s e j a  

O* A { x 0  
g = 

E X I  z S ( . )  5 O ,  S E / ~ I .  O* d e f i n e  c l a r a m e n t e  u m  
g 

subespaço ,  o  subespaço .  inobse rvãve l  da f amyl i a  

Teorema 2 . 3  

Demonstracão 

Se  x e 0* e n t ã o  z ( )  : O ,  E , i . e . ,  para  
PJ , 9' ' N ,  S 

I L cada ( a ,  - - y )  E R x R , pe la  p r o p o s i ç ã o  2 . 1 ,  x E O* e  
(ayy) 

por c o n s e g u i n t e  x E O* 
N ,  (ayy> 



e  s e  y E fi?) e* e n t ã o ,  y p e r t e n c e  a o  c o n j u n t o  d e  c o n d i -  íayy> 

ç õ e s  i n i c i a i s  p a r a  a s  q u a i s  z ( t )  i 0 ,  p a r a  c a d a  S = ( C , A ) E ~ X ~ .  

N 1  N 2  F a z e n d o  a g o r a  p e r c o r r e r  t o d o  o  p r o d u t o  c a r t e s i a n o  IR xlR , 

t e m o s  f i n a l m e n t e  q u e  y E { x O I z S ( . )  E O ,  - f t S  E e  p o r t a n t o  

y E e*. 
g  

Antes d e  d e m o n s t r a r m o s  o s  t e o r e m a s  s e g u i n t e s  n e -  

c e s s i t a r e m o s  d e  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s  p r e l i m i n a r e s .  

S e  n = { O ,  1 ,  . . . , N 1 }  d e n o t a r e m o s  p o r  n r  o  p r o d u  - 

t o  c a r t e s i a n o  n x  n x  . . .  x  ( r - v e z e s ) ;  c o m $ ( y )  - O c o n j u n t o  d e  

r t o d a s  a s  p e r m u t a ç õ e s  d e  - v = (q , ., . ") E n ; com cry d e n o t a -  

r e m o s  o  s u b c o n j u n t o  d e  n r  d e f i n i d o  p o r  
- r n r  A - ( - 1 -  E fi e t a i s  q u e  - u y  - n E P n+-  S>(-)n9(3) = $ 1  

Lema 2 . 1  



D e m o n s t r a ç ã o  

A p r o v a  p o r  s e r  s i m p l e s  f i c a  o m i t i d a .  

T e o r e m a  2 . 4  

n - 1  
O * =  ( K e r C ) n  { A  [ ~ e r ( C  A ... A )I} 

g - 6 4 ~ )  1  u r  

o n d e  C - 

D e m o n s t r a ç ã o  

(4 P o r  ( 5 )  vem q u e  

~ ( c ~ + Y ~ c ~ + - .  - + y N  2  C N  2 ) 

( C O + y 1  C ] + *  - + y N  CN ) ( A O + a l A l + .  . . + a N 1  N 1  
2  2 

A 1 

I A l n - l  ( C O + ~ l C l + . . . + y N  C N  ) ( A o + a l A l +  . . .+ a,,, 
2  2  1 1  - 

O* o 
9 



De ( 9 )  d e c o r r e  a s  s e g u i n t e s  r e l a ç õ e s  

Aplicando ( 6 )  em ( 1 0 )  teremos 



impl i cando  

donde f i n a l m e n t e  

f á c i l  m o s t r a r  que 



y E o* 1  N 2  ( )  E I R  x I R  , e  f i n a l m e n t e  ía,y> 

Teorema 2 . 5  

o* = s u p { o I o c  Ker C 1  A i  o c o ;  i  = O ,  1 ,  2 ,  . . ., 
g  N 1 }  

Lema 2 . 2  

- 2  
S e j a  o* A s u p { o l o c n  Ker C k l  A .  o c o ;  i  = 0 ,  1 ,  . .  . , N 1 } .  

9 = 1 
k =  O 

E n t ã o  

D e m o n s t r a ç ã o  

S e j a  - o o - { o l o c  Ker E / A ~  O C O ; i  = 0 , 1 ,  2 ,  . . . ,  N 1 } .  

o n ã o  v a z i a  e  f e c h a d a  em r e l a ç ã o  a  a d i ç ã o  d e  s u b e s p a ç o s ;  p o s -  - 

s u i  p o r t a n t o  u m  Ü n i c o  e l e m e n t o  maximal  o* A s u p  o .  
9 = - 

C o n s i d e r e m o s  a g o r a  a  s e q u ê n c i a  d e  s u b e s p a ç o s  em 

Ker C d a d a  p o r  



o. = Ker 
. -. 

O v+1 = Ker c AA; '  o v () . . .  nAi; o v 

o b s e r v e  p r ime i ramen te  que o u & ,  i  . e . ,  a  s e q u ê n c i a  é não c r e s c e n -  

t e ;  além d i s s o ,  o l  o. e  s e  o C o v v - 1  ' e n t ã o  

O v+l  =Ker E A  A i 1  o v  C\ . . . /\ A i :  oVc Ker C/ IA; '  o v m l  0.. . r \ A W 1  N 1  o V-1 =o V '  . 

- 
por c o n s e g u i n t e ,  para  algum V - < d(Ker  C), ov = o* 

g 
. Apl icando 

r e c u r s i v a m e n t e  a s  r e l a ç õ e s  e s t a b e l e c i d a s  em ( 1 2 )  para  

v = n - 1  , n - 2 ,  . . . , 2 , 1 ,  r e s u l t a  

Demonst.ração do Teorema 2 . 5  

S e j a  - 5 a  c l a s s e  de subespaços  de X d e f i n i d a  por 
- 
o { Õ c  X I  ( A o t a l A l + .  . . + q N  A N  )Õc Õ & Õ c K ~ ~ ( C ~ + ~ ~ C ~ + .  . . + y N  C N  ) , - 

1 1  2 2 

- 
E o ,  e n t ã o  - 



e p o r t a n t o ,  

A g o r a ,  

- 
L o g o ,  - o f e c h a d a  em r e l a ç ã o  a  a d i ç ã o  d e  s u b e s p a ç o s  e 

5 #,# ( O  E Õ )  , p o s s u i  um s u p r e m o .  - - 

De ( 7 )  e ( 1 1 )  r e s u l t a  q u e  

como 

o* c s u p  E 
g  



Como sup - õ é (AO+al,41+. . * + a ~ l  A 1 )-invariante para 
1 

todo 

1 
(a1, * - e ,  

a N 1  
) E R , em particular, fazendo (al, . . . , q1 a i  

sumir os valores (0, 0, ..., O ) ,  ( 1 ,  0 ,  ..., O), (0, 1 ,  ..., 0) , 
..., (0, 0, ..., 0 ,  1 )  temos que sup 5 - é Ai-invariante, i = 

0, 1, . .., n-1; também 

implica em sup - õ C Ker C. 

sup - õ C sup - o = o* 
g 

De (13), (14) e (15) c o n c l u ~ m o s  finalmente que o* = o* 
g g 

Decorre imediatamente a partir de definição 2.2 que a famylia 

é o b s e r v ~ v e l ,  s e  e somente se o* = 0. 
g 

2.2.3 - Controlabilidade de um Sistema Linear e Invariante no 

Tempo 

Seja T o sistema descri-to por 



onde o vetor x(t) E X ,  O espaça de estado, com d(X) = n;u(t)~U, 

o espaço das entradas, com d(U) = m; (A, B) são transfurmações 

lineares associadas aos espaços correspondentes. De maneira anã - 

loga ao que fizemos para a observabilidade, identificaremos de 

forma Unica todo sistema do tipo (16) pelo par (A, B) que o 

representa. 

Diremos que o estado x(t) E X e alcançável a par- 
tir de xo se existe O - < t < a e u(t) E U tal que 

Seja R o conjunto dos estados alcançãveis a par- 

tir da origem, i.e., 

f t 
R o - {x(t) E XIx(t) = J o e A ( t - r ) ~  u(í)dr, para algum 

Verifica-se facilmente a partir de (17) que R é um subespaço l i  - 

near de X ,  denominado subespaço de controlabilidade do Par 



D e f i n i ç ã o  2 . 3  - 

S e j a  T = ( A ,  B ) .  Diremos que T c o n t r o l ã v e l  s e  

dado x E X ,  x E R .  E m  c a s o  c o n t r ã r i o ,  o  s i s t e m a  T e d i t o  s e r  

não c o n t r o l a v e l .  Alem d i s s o ,  s e  T = ( A ,  6 )  e n t ã o ,  

Por ( 3 )  e  ( 1 8 )  

?iL = sup{vL X ' I A ' V "  r v L  & V ~ G  Ker B ' } ,  onde X '  r e p r e s e n t a  o 

espaço  dual  de X s o b r e  IR, e  p o r t a n t o ,  

É c l a r o  que o  s i s t e m a  T = ( A ,  B )  e c o n t r o l ã v e l  s e  e  somente s e  

R = X  

2 . 2 . 4  - C o n t r o l a b i l i d a d e  G e n e r a l i z a d a  

Consideremos a  f amyl i a  de s i s t e m a s  d e s c r i  t a  



onde 

- - 
3 Para cada (a, 8 )  E IR

N1 
x IR definamos R. c0 (a,@,> - 

Definição 2.4 

d 

A famylia e dita controlável, se dado x E X , 

- - 
1 3 existe (a, 6) E IR x IR tal que x E R . Em caso contra- ía , 8) 

rio, é não controlável. 

Teorema 2.6 

Seja - h = (A,, ..., h N )  e V(h) - uma matriz polino- 

mia1 n x R de posto R(R < n) sobre R[x], - o dom?nio dos polino- 

mios nas N indeterminadas h l ,  ..., hN; V ( A )  - o submÓdulo gerado 

N por V(X); e A = R 1'1, 1 1 1 1 ,  1 1 4 1 .  



Lema 2 . 3  

S e j a  - A = ( A ,  , ... , h N )  e  V ( h )  uma m a t r i z  p o l i n o -  

m i a 1  n  x R  (R  < n )  s o b r e  I R [ A ] ,  - o  d o r n 7 n i o  d o s  p o l i n o m i o s  n a s  N - 
i n d e t e r m i n a d a s  h l .  ..., h,,,; V ( A )  - uma r e p r e s e n t a ç ã o  m i n i m a *  d e  

- - - 
N V ( A )  s o b r e  I R ~ A ] ;  V ( A )  o  s u b m o d u l o  g e r a d o  p o r  V ( A )  e A = IR . En-  

7 

t ã o ,  s e  

o n d e  { ~ ~ ( h ) ,  .... S t ( h ) l  5 o c o n j u n t o  d o s  m e n o r e s  n ã o  n u l o s  d e  

o r d e m  (R + 1 )  d a  m a t r i z  [i(h) : x] .  

D e m o n s t r a ç ã o  

E c l a r o  q u e  V ( h )  C 1 V ( A ) .  A g o r a ,  s e  - 
A & A  - A & A  - 

V ( h )  - = V. + f 1  ( h ) V l  + . . e  + f ( A ) V p y  
P - 

* s o b r e  b a s e s  m y n i m a s  o l e i t o r  d e v e  s e  r e p o r t a r  a o  c a p y t u l o  V .  



p o r t a n t o ,  1 V ( A )  - e f i n i t a m e n t e  g e r a d a .  
X E A  - 

S e j a  Y ( A )  - = [ v l  ( h ) ,  ... , V e ( ~ ) l y  o n d e  

s e  { z l ,  z 2 ,  ..., z , }  é uma b a s e  p a r a  1 V ( 1 )  e 
X & A  
7 

n  = k z  + ...+ k  z  E V ( ^ ) ,  e n t ã o ,  x E UV ( A )  s e  e s o m e n  1 1  A E A  
- - 

- X E A  
N 

- 
t e  s e  p a r a  a l g u m  - X E IR  , 

( k l  h l l  ( A ) + .  . . + k L h l  , E ( ~ ) - k l ) ~ l + .  . . + ( K l h s  ( A )  + . . . + 
Y 

+ T i L h s y l ( h )  - k S ) z S  = O e como z l ,  ..., z S  s ã o  l i n e a r m e n t e  i n d e  - 

p e n d e n t e s ,  



, i s t o  

PrG-mult ipl  icando ( 2 0 )  por rz l  . . . z s ]  r e s u l t a  que 

Assim, o  s i s t e m a  ( 2 1 )  tem s o l u ç ã o  s e  e  somente s e  

para algum - A E  IR^, x E Im V ( A ) ,  - i . e . ,  s e  e somente s e  o s  meno- 

r e s  n ã o  nu los  de [ I (A)  - i x] de ordem L t 1 fornecem - Z não va- 

z i  o.  

Demonstração d o  Teorema 2.6 

Suponha que V ( - )  # V )  En tão ,  e x i s t e  
A E A  X E A  

N x E 1 V ( A )  - t a l  que x V ( A ) ,  para todo  A E /R  . - - 
X E A  h E A  



S e j a  E I R ~ ;  como x É V ( h ) ,  - x É V ( h o )  e  p o r  
A - 

t a n t o  x E (2 p a r a  a l g u m  L ' J c ~  V ( % )  - t a l  q u e  1 V(^) = V(^0)  + (4. 
h E A  - - A E A  

a s s i m ,  p e l o  l e m a  2 . 3 ,  o  s u b m o d u l o  { V ( h )  - : zet1 ... z s 1  c o n s t i -  

t u e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  m i n i m a  p a r a  a  m a t r i z  p o l  i n o m i a l  

. . . z S ] .  P o r é m  D ( A )  C 1 V ( h )  - e  d a i  c o n c l u i m o s  q u e  
A E A  - 

v ( h )  O Z r t 1  O O z s  

- 
e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  mynima p a r a  1 V ( h ) .  

h ~ n  

C o n t r a d i ç ã o  ! 

O s u b c o n j u n t o  d e  X d a d o  p o r  

R  A { X  E X I X  E R 
g  = 

(ay@ p a r a  a l g u m  ( a , ~ )  - - E I R
N 1  x  I R

N 3 }  

d 

e  um s u b e s p a ç o  l i n e a r  d e  X .  

D e m o n s t r a ç ã o  

S e  x l ,  x 2  E R e x i s t e m  ( n l ,  u l )  e  (32, g 2 )  t a i s  
g '  - 

q u e  x, E R e x 2 ~ R  . s u p o n h a  a g o r a  q u e  
( n l  q ) (9,. E& 



Assim, x l  t x 2  ,k L ' R  i m p l i c a  q u e  
( - 9 8 )  

X 1 t X 2 t  4 R a , ~ )  , O U  s e j a ,  
N. L - 

X 1  + X 2  1 R + R . C o n t r a d i ç ã o ,  j ã  q u e  
( n l  9 w l )  ( n 2 3  g2) 

O s u b e s p a ç o  R = 
9 

R(-,&) d e f i n e  p o r t a n t o  o  s u b e s p a ç o  c o n -  
IN , 

t r o l ã v e l  d a  f a m y l  i a .  2 ,  

i m p o r t a n t e  n o t a r  q u e  o  t e o r e m a  2 . 1 2  n o s  p e r m i -  

t e  d u a l i z a r  t o d o s  o s  r e s u l t a d o s ,  v á l i d o s  p a r a  u m  s i s t e m a ,  p a r a  

uma f a m y l i a  i n f i n i t a  d e  s i s t e m a s .  



Os teoremas que enunciaremos a seguir constituem 

os resultados fundamentais sobre controlabilidade generalizada: 

Teorema 2.8 

(c) Rg = inf I R / R a K  & A i  R C R ,  i = O, 1 ,  ..., N 1 }  

Demonstração 

Seja /a a farnilia de sistemas definida Por 

h =  iS/S = ( I ,  A ) ,  (B', A') ~ 2 '  xd'} =%',a famylia dual de 

2. Apl icando os teoremas 2.3, 2.4, 2.5 e o lema 2.2 e tomando o 

ortogonal dos resultados obtidos, chegamos aos resultados deseja - 

dos. 

Carlson & Hill em l 2  1 definem R na forma do teo- 
g 

rema 2.8b como o subespaço de controlabilidade generalizado asso - 

ciado ao conjunto de transformaç6es lineares (Ao, ..., 
B o y B 1 9  



Os t e o r e m a s  2 . 8 a  e  2 . 8 b  m o s t r a m  a  e q u i v a l ê n c i a  e n  - 

t r e  a  e s t r u t u r a  p r o p o s t a  p o r  C a r l s o n  & H i l l  e  a  e s t r u t u r a  P o r  

nos e s t a b e l e c i d a  em t e r m o s  d e  f a m 7 l i a s  i n f i n i t a s  d e  s i s t e m a s .  

C o r o l ã r i o  - 2 . 4  

Z é  c o n t r o l á v e l  s e  e  s o m e n t e  s e  R = X .  
g  

2 . 3  - CONSIDERACÕES COMPUTACIONAIS SOBRE o* e R -  - 

E m b o r a  s a i b a m o s  como d e t e r m i n a r  o  s u b e s p a ç o  g e n e -  

r a l i z a d o  d e  uma f a m f l i a  i n f i n i t a  d e  s i s t e m a s ,  uma a n á l i s e  m a i s  

p r o f u n d a  d o  p r o b l e m a  n o s  p e r m i t e  c o n c l u i r  q u e ,  u s a n d o  p o r ,  e x e m-  

p l o  o  l e m a  2 . 2  o u  o s  t e o r e m a s  2 . 8 a  - 2 . 8 b ,  t a n t o  a  c o m p u t a ç ã o  

d e  o* q u a n t o  a  d e  R t o r n a m - s e  i n v i á v e i s  p a r a  n  e / o u  N 1  s u f i c i e n  
g  9  - 

t e m e n t e  g r a n d e s .  

Os r e s u l t a d o s  a b a i x o  m o s t r a m ,  comparativa mente,^^ - 

mo e v o l u e m  o  n a m e r o  d e  c o l u n a s  d a  e s t r u t u r a  p r o p o s t a  p o r  C a r l s o n  

& H i l l  e  d a  e s t r u t u r a  e s t a b e l e c i d a  p e l o  a u t o r  p a r a ' o  c a s o  o n d e  
& 

n = 1 0 ,  1  2 N 1  - 4 ,  m = 3  e  N 3  = 1 ,  B '6 n e s t e  e x e m p l o ,  uma ma- 

t r i z  1 0  x  6 .  



TABELA 2 - Total de colunas --- 
o teorema 2.8a 

fi8 )#Eg I Total 

jf f i 7  

128 

2187 

16384 

78125 

presentes na computação de R usando 
g 

Este simples exemplo nos mostra claramente a impra - 

ticabilidade da utilização dos teoremas 2.8a e 2.8b na determina - 

ção de R o mesmo acontecendo, naturalmente, para o*. 
g ' g 

O objetivo desta seção e viabilizar a computação 

dos subespaços o* e R a partir do conceito topolÕgico de "gene 
g g - 

ralidade" de uma propriedade T em relação a uma variedade - V in- 

troduzido por Wonham & Fabian em 1 4 ( ,  

Total 

6.138 

1771 44 
2097150 

14648436" 

# 

2 5 6 

6561 

65536 

390625 

Consideremos uma propriedade T(A), - dependente do 

parãmetro - A E  IR^, a qual pode ser falsa ou verdadeira em - A. Uma 

propriedade n e uma funçáo de  IR^ em {O, 11 onde n(h) - = O (OU 1 )  
N 

se n falha (ou ocorre) em - h E IR . Com - A = (hl, ..., hN) seja 

R[A] - O dominio dos polinòmios nas N indeterminadas hl .. .hN. 

# n9 

51 2 

19683 

262144 

1953125 



N - 
Uma v a r i e d a d e  - VC IR e  o c o n j u n t o  de zeros  cor!iiuns de um número 

f i n i t o  de pol inomios  ) . ( A )  E I R ~ A ] ,  i  = 1 ,  2 ,  . R ,  i s t o  é,  
1 - 

V = { h l ) . ( h )  = O ,  i  = 1 ,  2 ,  ..., R ) .  - - 1 - 

V é p r ó p r i a  s e  V #  IR^ e  n ã o - t r i v i a l  s e  V # 8 .  Com V uma v a r i e d a -  - - - - 

de p r õ p r i a ,  TI é g e n é r i c a  em r e l a ç ã o  a  - V s e  

Ker r = C A I T I ( A )  - = O )  C - V 

e  é i e n e r i c a  s e  uma t a l  v a r i e d a d e  - V e x i s t e .  

S e j a   IR^ com sua t o p o l o g i a  u s u a l .  Se - V é uma v a r i e -  
4 

dade ,  e  c l a r o  que ,  devido  a  c o n t i n u i d a d e  dos pol inõmios  que a  de - 

N f inem,  - V é u m  c o n j u n t o  fechado em IR . Assim, s e  r é g e n é r i c a  em 

r e l a ç ã o  a  - V ,  

d N 
e  a b e r t o  em !R . 

Procederemos agora  a  computação g e n é r i c a  dos sub-  

espaços  g e n e r a l i z a d o s .  

2.3.1 - computação de O* 
g 

Sejam 



a  m a t r i z  d e  o b s e r v a b i l i d a d e  d a  f a m T i i a  , i s t o  é, 

Ker Q = Ker P(a, - y); corno para c a d a  ( )  E (R
N1 

x I R  N 2  

a ER - 
1 

Y E R  - 
2 



- 
1  2 p o s t o  P ( - , l )  < p o s t o  Q y  E IR x IR . 

D e f i n i c ã o  2 . 5  

S e j a / a =  { S I S  = ( C ,  A ) ;  ( C ,  A )  E gxfil. D i r e m o s  
d 

q u e  e  f o r t e m e n t e  o b s e r v ã v e l  

p o s t o  P ( E , y )  = p o s t o  Q 

IR [ a Y l l  IR 

4 

S e  e  f o r t e m e n t e  o b s e r v ã v e l  e  p o s t b  P ( a Y x )  = o. , - 

s e j a  { s l  P ( g , x ) ,  ... Y P(E, l ) l  o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  0s 

m e n o r e s  n ã o  n u l o s  d e  o r d e m  o. e x t r a i d o s  d e  P ( a , - ) .  - O s u b c o n j u n t o  
N, N A  

d e  iR ' x  IR L d a d o  p o r  

1  2 d e f i n e  c l a r a m e n t e  uma v a r i e d a d e  p r ó p r i a  em IR x  IR e p o r t a n t o ,  

p o s t o  P ( E , ~ )  = p o s t o  Q , 

I R \R . 

e como 

K e r  Q C K e r  P(.gYl) s o b r e  I R ,  p a r a  t o d o  (a , l ) ,  

o* = Ker P ( a Y ~ )  , v(Eyl) E v C e  
9 - - 

I R 



mente 

i . e . ,  

A = 

n e s t e  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  s e  uma dada fatníl  i a  /a e f o r t e -  
- 

o b s e r v á v e l ,  e n t ã o ,  o* e  gene r i camen te  i g u a l  Ker P(u,l) , 
g N, ' N, 

I para quase  t o d o  (a , -y)  - - E IR x IR L ,  o* = Ker P ( ~ , X ) .  
g - 

IR 

Consideremos o s e g u i n t e  exemplo: 

c a s o ,  

pos to  P ( a )  = 3 ,  j á  que 

IR [a 1 

e  pos to  Q = 3 .  P o r t a n t o ,  v a b { O ,  - 1 ,  Ker P ( a )  = o* = 0- 
g 

, n e s t e  
IR 



e x e m p l o ,  a  v a r i e d a d e  - V é a  v a r i e d a d e  d i s c r e t a  { O ,  - 1 ) .  r f á c i l  

v e r i f i c a r  q u e  p a r a  a l  = O e  a 2  =- - 1 ,  K e r  P ( 0 )  # O e  K e r  P ( - ] ) # O .  

O b s e r v e  q u e  s e  t o d a  f a m T l i a  d e  s i s t e m a s  f o s s e  

c o m p a t y v e l  p a r a  a  o b s e r v a b i l i d a d e ,  t e r y a m o s  n o s s o  p r o b l e m a  d e  

c o m p u t a ç ã o  c o m p l e t a m e n t e  s o l u c i o n a d o ,  p o i s ,  o  c o n j u n t o  d o s  p o n-  

t o s  p a r a  o s  q u a i s  a  p r o p r i e d a d e  d e  c o m p a t i b i l i d a d e  f a l h a ,  é s e g u  - 

r a m e n t e  um c o n j u n t o  d e  m e d i d a  n u l a .  P a r a  o  e x e m p l o  a p r e s e n t a d o  

n o  i n ? ' c i o  d a  s e ç ã o  2 . 3 ,  t e r y a m o s  q u e  e s c a l o n a r  uma m a t r i z  com 

a p e n a s  1 2 0  l i n h a s  c o n t r a  1 4 . 6 4 8 . 3 4 6  ( T e o r e m a  2 . 8 b ) e  1 2 . 0 1 2  ( T e o -  

r e m a  2 . 8 a ) .  

4 

E n t r e t a n t o ,  nem t o d a  f a m y l i a  e  f o r t e m e n t e  o b s e r -  

v á v e l ;  o  e x e m p l o  a b a i x o  n o s  m o s t r a  t a l  s i t u a ç ã o :  



pos to  Q = 3 e  a s s i m  ( 2 3 )  f a l h a .  Embora Ker P ( a )  não s e j a  g e n e r i  - 
i R 

camente igua l  a  o* = Ker Q no s e n t i d o  d e s c r i t o  a n t e r i o r m e n t e ( n e s  
g  - 

t e  caso  não e x i s t e  v a r i e d a d e  p rÕpr ia :  V = \ R ) ,  o* é gener i camen te  - 9  
igua l  Ker F ( a l )  f i  Ker P ( a 2 ) ,  i . e . ,  para  quase  q u a l q u e r  Par  

( a l ,  a 2 ) ,  a i  E IR,  O* = Ker P ( a l  ) n Ker P ( a 2 ) .  Escolhamos g Por 

exemplo a l  = 1 e  a 2  = - 1 ;  

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  e s t á  concen t rado  exa tamente  

em como v i a b i l i z a r  a  computação de o*. O teorema que e n u n c i a r e -  
g 

mos a  s e g u i r  nos p e r m i t i r ;  computar o* em u m  número f i n i t o  
g 

de 

i  t e r a . ç õ e s ,  no máximo i g u a l  a  n - o. + 1 .  



Teorema 2 . 1 2  

S e j a  )h uma f a m i l i a  de s i s t e m a s .  Enfão ,  pa ra  qua- 

s e  t o d o  c o n j u n t o  - r de no mãximo n - 1 N 2  
O0 + 1 pontos em IR x ( R  , 

Lema 2.4 .  

S e j a  f :  IR + IR d e f i n i d a  por f ( x )  = a ox n + + 
a  x + a,,  f ( x )  E I R [ X ]  e  A c  IR  u m  c o n j u n t o  a b e r t o  em IR. En tão ,  n-1 

- f ( x )  = O s o b r e  A s e  e  somente s e  a o  = a l  - - ... = a  - a n  = O .  n - 1  

Demonstração 

(4 
Tomemos r l ,  . . . , T n + 1  E A t a i s  que r i  # - c j  ( i  + j )  

e  T # O ,  i  = 1 ,  2 ,  ..., n+l ( é  sempre possTvel e s c o l h e r  i  t a i s  

pontos uma vez q u e ,  por h i p õ t e s e ,  A é a b e r t o ) ,  como f ( x )  E O so-  

b re  A ,  f ( í i )  = O ,  i  = l ,  2 ,  ..., n t l .  Assim, 



agora, 

(o d e t e r m i n a n t e  e m  q u e s t ã o  é o  d e t e r m i n a n t e  d e  V a n d e r m o n d e )  e  

- de ( 2 4 )  c o n c l u ~ m o s  que a o  = a, - . . .  - - an-i = a  = 0. n  

- (c) S e  ao = a l  - ... = a  n+l = a n  (=: 0, então, a o x
n  + ... + a n m l x c  

a n  = O  Y X  E IR e, e m  particular, para todo x  E A. 



Lema 2.5 

S e j a  F:   IR^ + IR uma f u n ç z o  de  N v a r i á v e i s  d e f i n i d a  

p o r  F ( +  x 2 ,  = . = ?  x N )  = C  ai"^ P1  x 2  PZ .. ' x N  P3 e  A 
p1 +p2$.  . +pN=n  

N  um c o n j u n t o  a b e r t o  em IR ~ n t ã o ,  F ( x l ,  ..., x N )  -5 O s o b r e  n s e  e  

s o m e n t e  s e  ai = 0. 

D e m o n s t r a c ã o  

E s c o l h e n d o  x,, x 2 ,  . .. , x  N-1 n ã o  n u l o s  em A ,  t emos  

I\] que F ( x l .  x 2 ,  . . . ,  x . )  = a  b  x  + a, bl x  N-1 
i\r o o + . . . + a k - , x  + 

ak  bk ;  como b o y  bly . ,  bk-l , b k  s ã o  t o d o s  n ã o  n u l o s ,  p e l o  l e m a  

2.3,  o b t e m- s e  o  r e s u l t a d o  d e s e j a d o .  

Lema 2.6 

1  N 2  e  A uma r e g i ã o  a b e r t a  em R .  x  R . ~ n t ã o ,  



Se x E o* e n t ã o ,  de ( 5 )  d e c o r r e  que P ( a ,  y ) x  = O 
N ~ S '  

- - 
- - 

2 p a r a  t o d o  ( a ,  y )  E \R x IR e  p o r t a n t o ,  em p a r t i c u l a r  p a r a  

(+ 

S e j a  y E Ker P ( a , y )  - i . e . ,  P ( s , ~ ) Y  = O , 

(a¶i>&A 

'+(a.1) 1  2 
E A ;  como A um c o n j u n t o  a b e r t o  em IR x IR , po r  h i p o -  

d 

t e s e ,  e  c a d a  l i n h a  do s i s t e m a  de  e q u a ç õ e s  P ( a , 1 ) y  - = O e  um p o l i  v 

nôrnio n a s  N 1  + N~ v a r i á v e i s  a l ,  a 2 3  - e '  a N 1 )  T I >  " - 3  , i  den - 
Y ~ 2  

t i c a m e n t e  n u l o  s o b r e  n ,  p e l o  lema 2 . 5 ,  



~ e m o n s t r a c ã o  d o  t e o r e m a  2 . 1 2  

s e j a m ,  - A E ( h l y  .... h ~ l '  h ~ l y l w . y  
'N2) 

( a 1 ,  ..e. 

aN1 > Y 1 '  " * '  
Y N ~ )  o. = p o s t o  P(E,r )  = p o s t o  P ( x )  - ; 

4 
R Taal R [LI  

V = { h  E I R  - - 
N 1 + N 2  

1 .  S 2  P ( h )  = O } ,  o n d e  com s i  P ( h )  e s t a m o s  d e -  i = 1  i - - 

n o t a n d o  o s  m e n o r e s  n ã o  n u l o s  d e  o r d e m  o. em P ( h ) .  - S e n d o  P (h) 

uma m a t r i z  p o l i n o m i a l  s o b r e  R [ A ' ~  -. s e m p r e  p o d e m o s  e l e g e r  uma b a-  

s e  p o l i n o m i a l  p a r a  h e r  P ( x )  - 1 1 ,  t a l  q u e  

o n d e  V e um R [ A ] - m Õ d u l o ,  com O* + V e n t e n d e r e m o s  uma s o m a  n a  
h .-. - g - h 

q u a l  8* [ih = O t o d o  h .  E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  v - h E - V' , 
g - - 

d ( k e r  P ( h ) )  - = d ( o g )  + d ( V h ) ;  a s s i m ,  p a r a  t o d o  h E - V',  Ker P ( h )  - 
- - 

e u n i c a m e n t e  d e t e r m i n a d o  p e l a  soma  d i r e t a  o* + V h .  
g - 

M o s t r a r e m o s  a g o r a  s e  xO E - V' ,  O c o n j u n t o  W 
-h ' -0 

W 4 { h  E V', h # h O l d [ , ~ e r  P ( L ~ )  r\ K e r  ~ ( h ) : ]  = n - o o l  -h - - - - d e f i n e  
-0 

uma s u b - v a r i e d a d e  p r ó p r i a  em - V'. 

P a r a  t a n t o ,  s u p o n h a )  n ã o  f o r t e m e n t e  o b s e r v ã v e l  ; 

s e  

K e r  P ( h o )  - (7 K e r  P ( h )  - = K e r  P ( h o )  



K e r  P ( h O )  C K e r  P ( A )  - 

o u  a i n d a  

e  p e l o  l e m a  2 . 6 ,  

K e r  P ( h O ) c o *  ou V,C O*. C o n t r a d i ç ã o  ! 
g -0 g 

P o r t a n t o ,  a  c a d a  h. E v C  e s t a  a s s o c i a d a  uma v a r i e  - 

d a d e  W, t a l  q u e  s e  - h E W, , K e r  P ( h  ) n K e r  P ( h )  = K e r  P ( h o )  e -0 - -0 -0 - 
V e j a m o s  a g o r a  o  q u e  a c o n t e c e  s e  t o m a n d o  um p o n t o  hO E V ' , A E W  - . A, 

P o r  o u t r o  l a d o ,  

d ( K e r  P ( h o )  - n K e r  P ( A ) )  - < n - o  o V h t l l ,  - - -0 ¶ 



S e j a  bJ 1 A = ( o g @ V P l  ) r \  V, ,  -1 P ,A W, e  - h E v C e  
-0 -0 

s e  - A k W ,  , ~ ( ( o ; @ v , )  A u l )  < d ( l l ) ,  usando o  mesmo argumen- 
-0 - 

t o  a n t e r i o r .  

P rossegu indo  de maneira  a n á l o g a ,  tomando sempre 

pontos em IR 2 N 1  x IR f o r a  da v a r i e d a d e  W, , obteremos uma c a d e i a  
-0 

descenden te  de subespaços  que c o n v e r g i r á  para  o* em n o  mãximo 
g  

n-ao i t e r a ç õ e s ,  cada i t e r a ç ã o  cor respondendo a  uma i n t e r s e ç ã o .  

Temos a s s im o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o :  

1 .  S e j a  M 1  = P ( P 1 )  

2 .  Compute pos to  de  M 1  

3 .  Faça k = 2 ,  3 ,  ... , n 

1 1. S e j a  h l k  = [p:ilj], -k p E IR x IR 2 

5 .  Compute pos to  de  M k  

6 .  Se p o s t o  M k  = p o s t o  M k m l  vã para 8 

7 .  V; para 3. 





e ó A p o s t o  N ( a , @ )  s o b r e  R [ ~ ,  8 1 .  O = - - - - 

D u a l i z a n d o  o  t e o r e o a  2 . 1 2 ,  o b t e r e m o s  p a r a  a  c o n -  

t r o l a b i l  i d a d e  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l :  

T e o r e m a  2 . 1 3  

r' 
S e j a  e u m a  f a m y l i a  d e  s i s t e m a s .  ~ n t ã o ,  p a r a  q u a s e  

- 
1  3 t o d o  c o n j u n t o  r d e  n o  m á x i m o  n-o. + 1 p o n t o s  em IR x  I R  , 

O a l g o r i t m o  p a r a  e s t e  c a s o  s e r á  p o r t a n t o ,  

1 .  S e j a  H 1  = N ( g l )  

2 .  C o m p u t e  p o s t o  d e  H 1  

3 .  F a ç a  k  = 2 ,  3 ,  ..., n  

4. S e j a  H~ = r t ~ ~ - ~  i ~ ( q ~ ) l Y  gk E IR 1 x IR 3 

5. C o m p u t e  p o s t o  d e  H k  

6 .  S e  p o s t o  H k  = p o s t o  H k - l  vá p a r a  

7 .  Vã p a r a  3  



8. Compute Im H k m l .  

O b s e r v a ç õ e s :  

( i )  Embora o O ( õ O )  s e j a  o  p o s t o  da m a t r i z  P ( a , i )  - ( N ( 2 . g ) )  s o b r e  

 RI^,^ ( ~ [ ~ , g ]  ) ,  o O ( ò O )  pode s e r  f a c i l m e n t e  o b t i d o  tomando- se  
N 7 N ,  N 7 

1 a l e a t o r e a m e n t e  u m  pon to  ( a * ,  - - ((E*, - B * )  em IR x  IR 
AI  

L (IR ' x  

l u  3 IR ) e  a c h a n d o- s e  o  p o s t o  d e  P ( a * ,  - - y * )  ( P ( E * ,  - B * ) )  s o b r e  IR. 

( i i )  Como Ker P(ho) = o* + V h  , p a r a  t o d o  h0 E v C  
9  - 

-0 

I 

d ( K e r  P ( x o ) )  = d ( o ; ) +  d ( V h  ) , i .  e ,  
-0 

d ( V ,  ) = p o s t o  Q - o o ,  ' o l h  E V '  

o -0 - 

Agora ,  s e  - h E ( V  - W h  )', e n t ã o  
-0 

d ( K e r  P(ho) ri Ker P(h)) < d(Vh ) e .  no máximo, em p o s t o  Q - o. 
-0 

i t e r a ç õ e s ,  a  s e q u ê n c i a  de  s u b e s p a ç o s  

V. = Ker P ( h O )  - 

V, = Ker P ( h O )  - T\ Ker P ( P 1 )  - 

v, = Ker p(h0) 0 Ker P ( Q )  n ... n ~ e r  upk) 

v O 2  v1 3 ... 3 V ,  = o*, k < p o s t o  Q - o O ;  p o r t a n t o ,  
g  - embora 

não possamos compu ta r  p o s t o  Q y  na r e a l i d a d e  a  s e q u ê n c i a  ac ima  



c o n v e r g e  p a r a  o* n o  m ã x i m o  em p o s t o  Q - o. i t e r a ç õ e s ,  em g e r a l ,  
g  

m e n o r  d o  q u e  n - o O .  

2 . 4  - EXEMPLOS 

2 . 4 . 1  - ~ o m p u t a ç ã o  d e  o* U s a n d o  E s t r u t u r a  M a t r i c i a l  p a r a  n = 4 ,  
g  

S e j a  a  f a m 7 l i a  /a 

n = { O ,  1 1  : 

U s a n d o  a  e s t r u t u r a  d e  C a r l s o n  & H i l l ,  o* é d a d o  
g  
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N e s t e  

- 
A o  - 

c a s o ,  

Tomemos a l e a t o r s a m e n t e  d o i s  v a l o r e s  p a r a  a 

p l o .  E n t ã o ,  

P ( l )  = 

P o s t o  P ( 1 )  = 3 

; 1  e - 1 ,  p o r  exem-  



m e n t e  o b s e r v á v e l .  

C o m p u t e m o s  a g o r a  o s  m e n o r e s  n ã o  n u l o s  d e  o r d e m  3 

em P ( a ) .  

s e  a n u l a m  s i m u l t a n e a m e n t e  s e  a = O ;  a  v a r i e d a d e  é p o r t a n t o  

v = {O) . - 

E x e m p l o  2 . 4 . 3  - C o m p u t a ç ã o  d e  o* u s a n d o  o  t e o r e m a  2 . 1 2  
g 



Tomemos inicialmente a l  = 1 e 

- Neste caso, A o  - 

1 0 0 1 '  

1 1 1 0  

1 1 1 1  

S . . . . . . . . .  

1 0 0 1  

1 - 1  1 O 

1 -1 1 - 1 -  

0 0 0 1  

O 0 0 0  

e posto P ( 1 )  = 3 

1 LI 

e posto 



Computemos agora Ker P(a) sobre 

Note que, V a, Ker 

Embora cada sistema seja inobservável individualmente, a famr- 

lia é observãvel. Vejamos agora o problema da variedade. Compu- 

temos todos os menores de ordem 3 não identicamente nulos em 

P(a): 

1 0 1  

1 1  o 

l l a  

d(Ker P(l) Ker P(a)) = d(Ker P(1)) se e somente se 

0 . 0  

posto = 1; esta condição somente e verificada quan- 

0 : o  

do a = 1 .  Tomando então qualquer a # 1 ,  



díKer  P ( 1 )  Ker P ( a ) )  < d(Ker  P ( 1 ) ) ;  n e s t e  c a s o ,  não e x i s t e  

em v C  a  v a r i e d a d e  W . - - 1 

Exemplo 2 .4 .4  - ~ l u s t r a ç ã o  do teorema 2 , 6  

queiramos d e t e r m i n a r  ( a , @ ) .  Pe lo  teorema 2 .6 ,  os menohes não n u  - 

1 0 s  de ordem 3 da m a t r i z  [V : x-1 devem s e r  t o d o s  n u l o s . P r i  
( a , ~ )  - - 

meiramente ,  v e r i f i q u e m o s  s e  V 
( a , ~ )  

= v 
( a , ~ ) '  

a d m i t i r á  uma base  rnynima s e  e x i s t i r  algum v e t o r  independen te  de 

( a , ~ )  que p e r t e n ç a  a  W 
( a , ~ ) '  

j ã  que cada coluna  tem grau  1 .  Se- 

todos  o s  menores s ã o  n u l o s  de ordem 3 da m a t r i z  [V Y] de 
( ~ 9 6 )  . - - 

vem s e  a n u l a r  para  todo  ( a , ~ ) .  



0 s  m e n o r e s  n ã o  n u l o s  s ã o  

a n u l a n d o  o s  m e n o r e s  p a r a  t o d o  ( a s B ) ,  t e r e m o s  q u e  



= O e p o r t a n t o  Y = 0 .  

Tomemos a g o r a  
x  = I , p o r  e x e m p l o ,  p o i s ,  

E n t ã o ,  



tem que  s e r  compat?ve l  p a r a  algum (a,f3) E IR'. 

Dos p a r e s  c a n d i d a t o s ,  ( ( 1 ,  O ) ,  ( 1 ,  3 ) ,  ( - 1 ,  Z ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) )  a p e-  

nas  ( 1 ,  3 )  s o l u c i o n a  o  p rob l ema .  E i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que a  s o  - 
N ma é f i n a l m e n t e  g e r a d a  em q u a l q u e r  a b e r t o  d e  l R  , porGm, o  t e o -  

rema 2 . 6  somente  é v e r d a d e i r o  quando a  r e g i ã o  a b e r t a  é o  p ró -  

N p r i o  (R . 



C A P I T U L O  111 

O CONCEITO D E  ( A ,  B ) - I N V A R I Â N C I A  GENERALIZADA 

111.1 - INTRODUÇÃO 

Neste  c a p i t u l o  i n t r o d u z i r e m o s  o  c o n c e i t o  g e n e r a l i -  

zado de ( A ,  B ) - i n v a r i â n c i a  o  qual  s e r v i r á  de base pa ra  o  desen-  

volv imento  dos problemas a  serem a p r e s e n t a d o s  n o  c a p T t u l o  s e g u i n  - 

t e .  E s t e  c o n c e i t o ,  por  sua  v e z ,  s e  impõe de maneira  n a t u r a l  em 

s e  t r a t a n d o  de  s i s t e m a s  c u j o s  modelos que os r e p r e s e n t a m ,  pos-  

suem pa râmet ros  que podem v a r i a r  independentemente  em t o d o  u m  e s -  

N paço p a r a m é t r i c o  IR . 

Assim, a  i d é i a  de  (A, B ) - i n v a r i â n c i a  como a  d e f i n e  - 

remos na s e ç ã o  111.2 tem como o b j e t i v o  p r i n c i p a l ,  s o l u c i o n a r  pro  - 

blemas de s T n t e s e  p a r a  s i s t e m a s  c u j o s  parâmetros  possuam even-  

t u a l m e n t e  c e r t o  grau  d e  i n c e r t e z a  ou c u j o s  parâmetros  devam s e r  

p r o j e t a d o s  de  t a l  s o r t e  que o  s i s t e m a  r e s u l t a n t e  venha a  s e  com- 

p o r t a r  d e  forma r o b u s t a .  

O problema de r e j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o  com v a r i a ç ã o  

nos parâmetros  nominais  de u m  dado s i s t e m a ,  o  qual abordaremos 
- 

no c a p 7 t u l o  s e g u i n t e ,  e  um d e n t r e  mui tos  o u t r o s  problemas de  i n -  

t e r e s s e  p r á t i c o ,  onde a  i d é i a  de  ( A ,  B ) - i n v a r i â n c i a  g e n e r a l i z a d a  

pode s e r  a p l i c a d a .  



Os t ó p i c o s  t r a t a d o s  n e s t e  capTtu lo  e s t ã o  a s s im d i s  - 

t r i b u T d o s :  na s e ç ã o  111.2  r e c a p i t u l a r e m o s  o  c o n c e i t o  d e  ( A ,  B ) -  

i n v a r i â n c i a  a s s o c i a d o  a  u m  s i s t e m a  l i n e a r  e  i n v a r i a n t e  no tempo 

f = ( A ,  B ) ,  na s e ç ã o  111 .3  d e f i n i r e m o s  (A, B ) - i n v a r i â n c i a  gene ra  - 

l i z a d a :  uma e x t e n s ã o  do c o n c e i t o  de ( A ,  B ) - i n v a r i â n c i a  a  uma f a -  

mTlia i n f i n i t a  de s i s t e m a s ,  bem como u m  a l g o r i t m o  pa ra  computar  

o  e1 emento maximal ( A ,  B ) - i n v a r i a n t e  g e n e r a l i z a d o  c o n t i d o  em 

u m  subespaço  dado;  f i n a l m e n t e ,  na s e ç ã o  111.4  a p r e s e n t a r e m o s  u m  

exemplo i l u s t r a t i v o  r e f e r e n t e  s e ç ã o  1 1 1 . 3 .  

I I I .  2 - SUBESPAÇOS (A, B)-INVARIANTES 

Sejam X ,  U espaços  l i n e a r e s  s o b r e  o co rpo  R ,  com 

d ( X )  = n ,  d ( b )  = m ;  A r  X + 8 ,  B :  U + X t r a n s f o r m a ç õ e s  l i n e a r e s  

a s s o c i a d a s  aos e spaços  c o r r e s p o n d e n t e s ;  V X u m  subespaço  l i -  

nea r  d e  X .  

D e f i n i ç ã o  3.1 

Diremos que o subespaco  V C X é (A, B ) - i n v a r i a n t e  

A f a m t l i a  dos subespaços  ( A ,  B ) - i n v a r i a n t e s  de 

X s e r á  deno tada  por  P ( A ,  B ;  X ) .  A i m p o r t a n t e  p r o p r i e d a d e  r e l a c i o  - 

nada com os subespeçoas  ( A ,  B ) - i n v a r i a n t e s  é que s e  V E ~ ( A , B ; x ) ,  - 
e n t ã o ,  V pode s e r  t o r n a d o  ( A  + B F ) - i n v a r i a n t e  pa ra  alguma m a t r i z  



F e s c o l h i d a  de manei ra  c o n v e n i e n t e  e  denominada s y n t e s e  d e  V .  Pa - 

r a  u m  dado V E - ( A ,  B ;  X )  e x i s t e  sempre uma c l a s s e  d e  m a t r i z e s  

F que s i n t e t i z a m  V 1 1 7 1 .  É c l a r o  que todo  subespaço  A- i n v a r i a n-  

t e  é au tomat i camen te  ( A ,  B )- i  n v a r i a n t e .  

S e j a  agora  K c  X u m  subespaço  de  X com d ( K )  = q .  

d e  subespaços  (A, B ) - i n v a r i a n t e s  de K tem a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a  - 

d e s :  

( i )  P ( A ,  B ;  K) é n ã o  v a z i a  ( O  E @ ( A ,  B ;  K ) )  

d 

( i i )  ( A ,  B ;  K )  e  f e c h a d a  em r e l a ç ã o  a  a d i ç ã o  d e  s u b e s p a ç o s , p o i s  

pa ra  t o d o  V I ,  V 2  E p, B ;  K )  

e  p o r t a n t o  L ( A ,  B ;  K )  possui  u m  Único e lemento  maximal 

O s e g u i n t e  a l g o r i t m o  I'! I nos p e r m i t e  computar  V #  

em u m  número de  p a s s o s  n o  máximo i g u a l  a  d ( K )  = q :  



e  pa ra  algum 1-i - < q ,  V  = V M .  
1-i 

Consideremos agora  o  s i s t e m a  c = (A, B ,  C )  d e s c r i -  

t o  por  

onde Z é u m  e spaço  l i n e a r  d e  dimensão f i n i t a  s o b r e  R ,  d ( Z )  = p e  

C :  X  + Z uma t r a n s f o r m a ç ã o  1 i n e a r  d e  X  em 2 .  

S e j a  V* p sup  /b - ( A ,  B ;  Ker C ) .  Então ,  

- 

( i )  ( A  i- B F )  V * C  V* para  algum F : , X + U  

( i i )  V* C.. Ker C 

Assim, 



C (A + BF) V* = O 

i s t o  é, 

V* C Ker ( C ,  A + BF) 

L o g o ,  V* é o  m a i o r  s u b e s p a ç o  em Ker C q u e  p o d e  s e r  s i n t e t i z a d o  

d e  modo a  t o r n a r - s e  i n o b s e r v á v e l  n a  s a y d a  d o  s i s t e m a  r e a l i m e n t a -  

d o  S = ( C ,  A + B F ) .  

1 1 1 . 3  - O CONCEITO GENERALIZADO D E  ( A ,  B ) - I N V A R I Â N C I A  

Z S e j a  . a f a m y l i a  d e  s i s t e m a s  d a d a  p o r  

o n d e  d , r e p r e s e n t a m  f a m í l  i a s  i n f i n i t a s  d e  o p e r a d o r e s  l i n e a -  

r e s  d e f i n i d a s  p o r  



D e f i n i ç ã o  111 .2  

O subespaço  V C. X  é d i t o  s e r  ( A ,  9 ) - i n v a r i a n t e  ge-  

n e r a l  i z a d o  s e  

Com (o (d ,&  ; X )  denotaremos  a  f a m í l i a  de  subespaço  ( A y  B )- in-  

v a r i a n t e s  g e n e r a l i z a d o s  d e  X.  Mostraremos agora  que t o d o  
- 

V ( k ,g ;  X )  e  s i  n t e t i z á v e l  . 

Teorema 111.1 

S e j a  V u m  subespaço  de  X .  E n t ã o ,  V E (dyd?; x )  

s e  e  somente s e  pa ra  cada ( A y  B )  E % ,  e x i s t e  F  t a l  que 

( A  t B F )  V C V .  

Demonstração: 

Suponha que V E (&,$; X ) .  ~ n t ã o ,  

A Vc E t V ,  % A ,  B )  E & x $  . S e j a  X = V @ @  para  

algum W C X  e  Q :  X  -t X  a  p r o j e ç ã o  o r t o g o n a l  s o b r e  W ao longo  de 

v ; 



a 

r a  a l g u m a  m a t r i z  Z ( a ,  - - B )  e  V :  V -x X e a  i n s e r ç ã o  d e  V em X .  

- 
1  N3  A s s i m ,  p a r a  c a d a  ( a ,  6 )  E IR x IR , Z(-, 6 )  = - 

-F(- ,  - @ ) V ,  i s t o  é ,  

Q [ ( A ~  + alAl + . . . A  ) + ( B O +  blB1 + . . .  
+ a ~ l  N1 

B ) F ] V  = O 
+ 'N3 N3 

e  p o r t a n t o ,  

[ : ( A ~  + alAl+ . . . +  a A ) + ( B O  + @lBl+ . . .  + B N  BN ) F ] V  C K e r  Q = V ,  
N1 N 1  3 3 -  

Se [ ( A ~  + alAl+. . .+aN ) + ( B ~  + B~ B ~ + .  . . + B ~  BN )F]  V C V ,  p a r a  
1  1  N1 N3 3  3  

a1 gum F ( a y  - - B )  v(ay 8) E IR x I R  , e n t ã o  

1 1  1 1  
B  )FV + Vr p a r a  a l g u  ( A o  + a A  + . . .+  alN1)V = - ( B o  + B B  + . - . + B N  

N - 
3  3  

ma m a t r i z  r ;  a s s i m ,  



e  f i n a l m e n t e  

E i m p o r t a n t e  n o t a r  que s e  V E (&, #; X )  e  

F*(V) ( F l p a r a  cada  ( A ,  B )  E $, ( A  + B F )  Vc V; ( A y B )  E - - ~ $ 1  

deno ta  a c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  F que s i n t e t i z a m  V ,  em g e r a l ,  
r' 

F E - F*(V) depende d e  (-, - 6 ) .  Tomemos o  s e g u i n t e  exemplo: 

f l  3  

e  p o r t a n t o  V E b(d,%; X ) .  S e j a  F = 

f 2 3  f 2 4  



A g o r a ,  

( A  + BF)V = Vr i m p l i c a  

i s t o  é, 



f Z 1 + a + ~ f l l  = O .  As duas Úl t imas  equações mostram c l a r a m e n t e  como 

F depende d e  a  e  6 .  

E n t r e t a n t o ,  em problemas de  c o n t r o l e  e s t a remos  i  n-  

t e r e s s a d o s  em s r n t e s e s  que independam de  ( a ,  - - B ) .  O teorema que 

enunciaremos a  s e g u i r  nos p e r m i t i  r ã  d e c i d i  r quando, dado 

V E h(yd, 4 ;  X )  e x i s t e  F E . - F * ( V )  t a l  que F independe  de  ( a , -  - - 8 ) .  

Teorema 111.2 

- 
S e j a  V E .- (V($; X ) .  E x i s t e  F E - F*(V) t a l  que F e  

- 
1  N 3  independen te  d e  ( a ,  8 )  E I R  x ( R  s e  e somente s e  

N o  
(i) V C 1 m ( ~ ~ [ n  K W  P B . )  + v 

j = l  J 

( i i )  A i  V C V ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  1 

onde P :  X + X / V  é a p r o j e ç ã o  c a n õ n i c a  d e  X s o b r e  o  e spaço  q u o -  

c i e n t e  X / V .  

Demonstração 

(+ 1 
Suponha F E - F*(V)y F i ndependen te  de  ( a ,  - - 8 )  e  

V E @ (A,& ; X ) .  En tão ,  



E m  p a r t i c u l a r ,  tomando a  o r i gem e  a  b a s e  c a n o n i c a  

1 N3 deIR xIR . 

S e j a  P :  X  -+ X / V  a  p r o j e ç ã o  c a n o n i c a  d e  X  s o b r e  

X / V .  D e  ( 5 )  temos que  

N 3  
F  V c n  Ker P B  

j 
j = I  

e  como ( A o  + B O F ) V  C V  s e g u e - s e  que  

N 3  
A o  V  C I ~ ( B ~ /  0 Ker P B . )  + V  

J 



S e j a  Q :  X -t X a  p r o j e ç ã o  o r t o g o n a l  s o b r e  W a o  l o n -  

go  d e  V p a r a  a l g u m  W X t a l  q u e  X = V @ W .  

e  a  e q u a ç ã o  

N3  
QAO V = Q BO U*Z, U* : n K e r  PBj  + X / V  

j = I  

t e m  s o l u ç ã o  em Z ;  a g o r a ,  com V :  V + X m o n i c o ,  Z = - K  V '  p a r a  a1 - 

guma m a t r i z  K e  p o r t a n t o ,  e s c o l h e n d o  F  = U*K, r e s u l t a  p r i m e i r a -  

m e n t e  q u e  

Também, 

P B .  FV = PB.U*K = Õ  , j = 1 ,  2, . . . ,  N 3  
J J 

o u  s e j a  

BjFV C K e r  P  = V ,  j = 1 ,  2, . . . ,  N3 

Como Ai V < V ,  i = 1 ,  2 ,  . . .  , N 1 ,  c o m b i n a n d o  os 

r e s u l t a d o s  o b t i d o s  em ( 7 )  - ( 8 )  r e s u l t a  f i n a l m e n t e  q u e  

[ ( ~ , t a ~ A ~ t . .  . t a  A  ) + ( B  O t B  1 1  B  t.. . + B ~  B  ) F ] V  CV, 
N1 N1 

1  
3 3 -  

N 3  --. 
( ) E IR x IR 



e  V E (&  jj ; X )  , c l a r a m e n t e ,  F i  ndepende  d e  ( a  , 8) .y F E E * ( v ) .  - 

Cons ide r emos  o  exemplo a n t e r i o r :  

O O O C  

O 0 0 0  

O 0 0 0  

1 0 0 0  

. N e s t e  c a s o ,  P = 

Im(Bo/Ker P B 1 )  + V ;  porém, 



p r o p r i e d a d e  ( 5 - 1 1  ) n ã o  é s a t i s f e i r a .  Tomemos a g o r a  

a 

E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  ( 5 - i )  e  ( 5 - i i )  s ã o  s a t i s f e i -  

t a s .  S e  

( A  + BF) V = V T  i m p l i c a  



Portanto, qualquer F do tipo F = 

f24 

subespaço (A, B)-invariante generalizado. Agora, se 

subespaço linear de X ,  e natural questionar: 

I torna V um 

(i) Se uma dada familia de subespaços (A, B)-invariantes gene- 

ralizados contidos em K e para os quais toda sintese inde- 

pende de (a, - v B), possui um Único elemento maximal; 

(ii) Em caso afirmativo, como determinar este elemento supre- 

mo ? 



N o  que s e  s e g u e ,  provaremos não somente a  ex i . s t ên  - 
- 

tia e  u n i c i d a d e  d e s t e  e l e m e n t o ,  como tambem ap resen ta remos  u m  

a l g o r i t m o  pa ra  s u a  de te rminação .  

S e j a b * ( & , h ;  K )  ~ { V C  - K I V  E 4 ( h ,%;  X )  e  pa ra  

os q u a i s  F E F * ( V )  i ndependen te  de ( a ,  - - B ) ,  + ( A ,  B )  E I/t x $  I 

a  f am7l i a  de subespaços  c u j o s  e l emen tos  s ã o  s i n t e t i z a v e i s  a  

- 7 
1 N3 p a r t i r  de uma s y n t e s e  independen te  de ( a ,  6 )  E IR x / R  . Pe lo  

Teorema 111.2,  V E /b* (& ,h ;  K )  s e  e  somente s e  VC K e  V s a t i s  - - 

f a z  a s  cond ições  ( 5 - i )  e  ( 5 - i i ) .  

Assim, 

3 b* ( h , $ ;  K = { V  C K I A O  V C Irn(BOI r\ Ker P B j )  + V ,  A i V  C V ,  

j = I  

Lema 111.1 

A f a m i l i a  O*(&,$ - ; K )  possui  um Gnico e l emen to  ma - 

ximal 

Demons t r a ç ã o  

( i )  O &(o*, (d,h; K ) " e  p o r t a n t o k *  Z VI. 

( i i )  Sejam V I ,  V 2  E @* (&,a; K). Então ,  



N3 
A O V 2 c  I m ( B o l ~  K e r  P  B ) + V 2 ;  P2  X + X/V2 

2  j 
j =1  

3 
S e j a  u E K e r  P  B e  P:  X -+ X / V 1  + V 2  

1  j 

B . u  E Ker P1 = V 1  C V 1  + V 2  j = 1 ,  2 ,  ..., N3, a s s i m  
J 

i m p l i c a n d o  

3 N3  
I m o  I / \  K e r  P  1  B . )  J C I m ( B o l  r\ Ker P  2  B j ) ;  p o r t a n t o  

N3 
AO(V1+V2)  C I m ( B o l r \  K e r  P B . )  J + V1 + V 2  

Pot- o u t r o  l a d o ,  



(o*(d,4 ; K )  é f e c h a d a  em r e l a ç ã o  a  a d i ç ã o  de s u b e s p a ç o s ;  l o g o  

de ( 3 . 1 7 )  - ( 3 . 1 8 )  C ) *  - (/r,& ; K )  possu i  u m  ún ico  e lemento  maxi- 
- 

mal V,,,. 

O s e g u i n t e  a l g o r i t m o  nos p e r m i t e  computar cM em 

u m  número de passo  no máximo i g u a l  a d ( K ) .  

A 

111.3.1 - computação de V# 

Consideremos a s e q u ê n c i a  de subespaços  em K :  

Es t a  s e q u ê n c i a  c l a r a m e n t e  não c r e s c e n t e ,  p o i s ,  

V 1  C V. e  s e  V ç 
L' 

N 3  1 
v p + l  = V, ( ) A Ó ' [ I ~ ( B ~ ~ ~ )  j = 1  Ker P L' Bj)  + v ~ ]  /) ( A;' V L ' ) ;  

i  = l  

'Como 



N3 N 3  
I m ( B o l n  K e r  - P  P J  B . ) C  ~ r n ( ~ ~ l n  K e r  PPe1Bj) e A f l v  P C A ~ ' V ~ - ~ ,  

j = I  j=l 

temos  q u e  

j =1 

A s s i m ,  p a r a  a l g u m  L d ( K ) ,  

& 

V = VM. 
P 

- EXEMPLO ILUSTRATIVO 

S e j a m  

I O 0 0 0  

1 ~ 0 0 0  

e K =  0  1  0  0 ) .  

O 0 1 0  

O 0 0 1  
I 

A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  da  s e ç ã o  111 .3 .3 .  



- onde,  A i 1  (BO+VO)  = A;' X = X  e  A;' V. - 

O 0 0 0  

O 0 0 1  

v2 = v. n A Ó ~ ( B ~  K e r  P,B, + v l )  A;' v1 

O 0 0 0  
4 

onde  P1 :  X  -. X/V1 e  dada  p o r  P1 = 

= - 
o o 

, e  p o r t a n t o ,  K ~ ~ P ~ B ~  = { . 
1  o 

-0 o - 



Por  o u t r o  l a d o ,  B O  Ker P I B 1  = O .  e t e r e m o s :  

- - e p o r t a n t o ,  como V 2  = V I ,  V I  = V M  - 

( \ ( O  

I1  o o o- '  I 0  o O '  

O 1 0 0  1 0 0  

0  1  o ) - /  - 0 1 0  = V I  

o o 0  o 

o o o 1 1  

O 0 0  

0  o l J  



R E J E I Ç Ã O  D E  P E R T U R B A Ç X O  C O M V A R I A Ç Ã O  NOS 

P A R Â M E T R G S  DO-SISTEMA 

Tra ta remos  n e s t e  cap7 tu l  o do problema de r e j e i ç ã o  

de p e r t u r b a ç ã o  pa ra  uma p l a n t a  l i n e a r  m u l t i v a r i ã w e l  e  i n v a r i a n -  

t e  no tempo, c u j o s  pa rãmet ros  podem s o f r e r  v a r i a ç õ e s  em uma 

c l a s s e  previamente  e s p e c i f i c a d a .  E m  s e g u i d a ,  abordaremos o  mes- 

mo problema porem, n e s t e  c a s o ,  e s t a remos  i n t e r e s s a d o s  em p r o j e -  

t a r  uma l e i  de c o n t r o l e  que além de r e j e i t a r  a  p e r t u r b a ç ã o ,  tor  - 

ne o  s i s t e m a  de malha f echada  e s t ã v e l ,  f a t o  e s t e  que em g e r a l ,  

não o c o r r e  para o  p r i m e i r o  caso .  E s t e s  d o i s  problemas b ã s i c o s  

s ã o  g e n e r a l i z a ç õ e s  d a q u e l e s  t r a t a d o s  em 1 1 7 1  por Wonham & 

Morse nos q u a i s  os  pa rãmet ros  da p l a n t a  s ã o  s u p o s t o s  comple ta-  

mente f i x o s .  Na s e ç ã o  IV.2 ap resen ta remos  a  v e r s ã o  o r i g i n a l  do 

problema de r e j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o ;  nas s e ç õ e s  IV.3 e  I V . 4 , f o r  - 

mularemos e  so luc iona remos  completamente os problemas ,  ( i )  r e -  

j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o  com v a r i a ç ã o  nos pa rãmet ros  do s i s t e m a ,  

( i i )  r e j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o  com v a r i a ç ã o  nos pa rãmet ros  do s i s  - 

tema e  e s t a b i l i d a d e ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  na seção  IV.5, f i n a l m e n-  

t e ,  daremos a l g u n s  exemplos i l u s t r a t i v o s .  



IV .2  - O P R O B L E M A  D E  REJEIÇÃO D E  P E R T U R B A Ç Ã O  

O problema de r e j e i ç ã o  de p e r t u r b a ç ã o  c o n s i s t e  em 

u s a r  o  c o n t r o l e ,  s e  p o s s ? v e l ,  para  a n u l a r  o e f e i t o  de p e r t u r b a -  

ções  e x t e r n a s ,  na saTda.  Wonham & Morse mostraram que e s t e  

problema tem s o l u ç ã o  usando r e a l i m e n t a ç ã o  de e s t a d o ,  s e  e  somen - 

t e  s e ,  

onde 

V* o - s u p { V I A o ~  B O  + V R V Ker C o )  

e ( A o ,  B O ,  C o ,  D o )  s á o  pa rãmet ros  nominais  do s i s t e m a  

no qual  A o :  X - X ,  B o :  U - X ,  C o :  X + Z ,  D O :  W - X com d ( X )  = n 

e  w ( t )  r e p r e s e n t a n d o  uma p e r t u r b a ç ã o  e x t e r n a  nao-mensurãvel  d i -  

r e t a m e n t e  pe lo  c o n t r o l a d o r ,  w ( . )  p e r t e n c e n t e  à uma c l a s s e  a r b i -  

t r á r i a  n de p e r t u r b a ç õ e s .  



Diremos  q u e  o  s i s t e m a  ( 4 . 1 )  é i n v a r i a n t e  s o b  p e r -  

t u r b a ç õ e s  em r e l a ç ã o  a o  p a r  ( w ( . ) ,  z ( . ) )  s e  p a r a  c a d a  e s t a d o  

i n i c i a l  x E X ,  a  s a y d a  z ( t )  é a  mesma p a r a  t o d o  w ( . )  E n. o 

E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  r e s p o s t a  f o r ç a d a  d e v i d a  a  

p e r t u r b a ç ã o  

é n u l a  Vw(.) E n 

Supondo  a g o r a  q u e  I l w ( . ) l l  c r e s c e  e x p o n e n c i a l m e n -  

t e  r á p i d o  q u a n t o  t-, e n t á o  z w ( t )  tem a  t r a n s f o r m a d a  d e  L a p l a c e  

Como Z w ( t )  = O ,  v w ( t )  E n, r e s u l t a  q u e  Z W ( s ) =  O ,  

%'- s E ~ C  - s p e c ( ~ ~ ) ]  e a  c o n d i ç ã o  4 . 2  5 p o r t a n t o  e q u i v a l e n t e  a  



Em termos de realização de estado, o problema de 

rejeitar perturbações fica reduzido a encontrar F: X + U tal 

que 

isto é, a matriz de transferência do sistema de malha fechada 

deve ser identicamente nula sobre o corpo das funções racionais. 

IV.3 - PROBLEMA D E  REJEIÇÃO DE PERTURBAÇÃO COM VARIAÇÃO NOS PA- 

RÃMETROS 00 SISTEMA 

Consideremos o sistema dado por (4.1) 

com d(X) = n, d(U) = m, d(W) = q e d(Z) = p. 

Sejam agora 



a s  c l a s s e s  de v a r i a ç õ e s  i n t r o d u z i d a s  em ( A o .  B O ,  C " ,  D O )  r e s p e c  - 

t i v a m e n t e .  

Podemos agora  f o r m u l a r  nosso  problema como: 

''Dados ( A o , . .  . , 
*N 1 

; B o p . e , B N 2 ;  C 0 , * * * ,  C ~ p ;  
- 

D o .  rn o s D N , )  3 e n c o n t r a r  cond ições  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  para  

a  e x i s t ê n c i a  de u m  F o :  X - U t a l  que 

C ~ S I - ( A + B F ) I - ' D  - = o ,  A ,  B ,  C ,  D )  E A X  h x 6 x e 

V- s E[C - spec (A + B F ) ]  " ( 4 - 4 )  

IV.3.1 - R e s u l t a d o  P r i n c i p a l  

O r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  d e s t a  s e ç ã o  r e s i d e  no t e o r e  - 

ma que enunciaremos  a  s e g u i r :  

Teorema 4.1 

E x i s t e  F o  t a l  que a  cond ição  ( 4 . 4 )  é v e r i f i c a d a  

s e  e  somente s e  



o n d e  

- N 3  
V*  = s u p I V I A o V  C I m  B O l r \  K e r  PB.  + V; A:V C V ,  

J 
j = 1  

2 i = , 2 ,  ..., N 1  & Vc r\ K e r  C k )  

k=O 

e  P: X  + X /V  r e p r e s e n t a  a  p r o j e ç ã o  c a n o n i c a  d e  X  s o b r e  X  mod V .  

N e c e s s i d a d e :  S e j a  F o  t a l  q u e  ( 4 . 4 )  é s a t i s f e i t a .  A c o n d i ç ã o  
d 

( 4 . 4 )  e  e q u i v a l e n t e  a  

i s t o  é', 

e p o r t a n t o .  



p e l o  t e o r e m a  1 1 . 5 ,  

V ~ o  
E { v I ( A ~ + B ~ F ~ ) V  C V ,  6 . F  V C V,  AI V C  V ;  i = 1 ,  2 ,  i . e ,  N1 ,  

J 0 

2  
j = 1 ,  2, ..., N g  & V C  C\ K e r  C k l  e p o r t a n t o ,  p e l o  l e m a  111.1 

k=O 

2 

v ~ o  
C s u p ( a * ( l / t , $  ; K e r  c k )  6 V* 

k = O  

s u f i c i ê n c i a :  S e j a  F E - ~ * ( y * ) ~  E n t ã o ,  p e l o  t e o r e m a  111 .2  

B . F  i* C Y*, j = I, 2, ..., 
J 0  3 

A, i* c v*, i = 1 ,  2 ,  ..., 1  

.- 

v * ~  A K e r  C k  
k=O 



r c l a r o  q u e  d e  ( -4 .7 )  r e s u l t a  

A ) + ( . B O + ~ l B 1 + e  6 * + B N  B N  ) F 0 ] j  ( C O + ~ l C l + ~ N  CN [ ( A ~ + ~ ~ A ~ + =  - + a N 1  N~ 
2  2  2  2  

- - 
1  + 6  A t . . . - ~ 6 ~  D N  ) = O ,  .ff ( a ,  y ,  8, 1) E IR x I R N 2  x (FlN3 x IR ( D o  1  1  

4 

4 4 

E x e m p l  o  

P a r a  e s t e  c a s o ,  



A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  da  s e ç ã o  1 1 1 . 3 . 3 ,  t e m o s  q u e  

e  como V C 

A g o r a ,  com F o  E F- * (V* )  d a d a  

.%. 

V * ,  o  p r o b l e m a  tem s o l u ç ã o .  



* i n d i c a n d o  a  p r e s e n ç a  da p e r t u r b a ç ã o  a .  

- 

Suponha  a g o r a  D = L 
N e s t e  c a ç o ,  D f i*. Se F = 

' 1 1  f 1 2  '13 'i4 'I"] 

- '21 f 2 2  '23 f 2 4  '25 



e assim, não existe F que anula C(A+BF)D para todo a. 

IV.4 - PROBLEMA DE REJEIÇÃO DE P E R T U R ~ Ç ~ O  COM VARIAÇÃO NOS PA- 

RÂMETROS DO SISTEMA E ESTABILIDADE 

Estudaremos primeiramente a versão original do 

problema admitindo que os parâmetros nominais são exatanente co - 
w 

nhecidos. Considerando o sistema 4.1, sejam V* 4 supIVIHoV C BO+ - 

V & V C Ker Co1 e R* o subespaço de controlabilidade de V*. Se 
- 

t = E F b ,  e uma partição simétrica do plano complexo, 
9 % 

representando a 'parte boa' e C b  a 'parte ruim', o problema de 

rejeição de perturbação com estabilidade pode ser assim formula - 

do: 

''Dados (Ao, BO, Co, DO) achar Fo: X + U ,  s e  possi - 
vel, tal que 

(i) c~'[sI- ( A ~ + B ~ F ~ )  l-'IlO=0, s ~ [ ~ - S ~ ~ C ( A ~ + B ~ F ~ ) ]  

(i i )  Spec (Ao + BoFo) C C ' 
4 - 



S e j a  

V p o s s u i  um Ü n i c o  e l e m e n t o  m a x i m a l  V *  q u e  p o d e  s e r  d e t e r m i n a d o  - g 

a t r a v é s  d o  s e g u i n t e  esquema:  

( i )  Tome Fo E - F ( V * )  e  s e j a  P :  X  -* X/R* 

( i i )  F a t o r e  o  p o l i n o m i o  m i n i m o  de  A O t B O F O I V * / R *  

a  q u a l  i n d e p e n d e  d a  e s c o l h a  d e  F o  E - F ( V * )  em 

B ( A )  = 6  ( A ) . ~ ~ ( A )  o n d e  os  z e r o s  d e  B ( r e s p .  B ~ )  em C p e r t e n -  
g 9  

cem a C ( r e s p o .  C b ) -  
g  

( i  i i )  E s c r e v a  X* V *  - K e r  B ~ ( A ~ + B ~ F ~ )  e  
9  = R* 

( i v )  V *  A P 
- 1  x* 

9 = g 

A s s i m ,  o  p r o b l e m a  d e  r e j e i ç ã o  d e  p e r t u r b a ç ã o  com 

e s t a b i l i d a d e  t e m  s o l u ç ã o  s e  e  s o m e n t e  s e  



Estamos agora aptos a formular nosso problema ge- 

ral. 

IV.4.1 - ~ o r m u l a ç ã o  do Problema de Rejeição de Perturbação nos 

~ a r ã m e t r o s  do Sistema e Estabilidade 

"Dados (Ao,. . . , 
1 
; B o , * - * ,  BN3; C o , * * - > C N 2 ;  

DO,.ee' DN ) achar, se possivel, Fo: X - U tal que 
4 

( i )  ( C O + ~ l C l + ~ e e + y N  CN )[(Ao+alAl+ ...aN AN )+(B +B B +...+ bN BN )F. 
2 2 1 1  o 1 1  3 3 

( i i )  ~ p e c [ ( ~ ~ + a ~ ~ ~ + .  . .+a A )+(B0+qB1+. . . + B ~  BN )FOI C C g  
N 1  N 1  3 3 

6) em uma pequena vizinhança de origem em IR 1, 8, - 1 
X 

3 N4 ,, 1RN2xIR x(R . 

IV.4.2 - Resultado Principal 

Teorema 4.2 

Existe F: X + U tal que as condições (4.8) são sa - 

tisfeitas se e somente se 

onde 



- L 

V*  g A = s u p - * $ l a  ; V ;  r\ (n  Ker c k l ]  
k =  O 

É c l a r o  que p a r a  pequenas  v a r i a ç õ e s  em t o r n o  da o r i gem a c o n d i -  

ção  ( 4 . 8 )  e  e q u i v a l e n t e  a  

S e j a  

2 v*  A { v l v  ~(o*(/k.h ; ,q - - Ker C k  & F E - ( V )  com 

Demonstraremos a g o r a  o  s e g u i n t e  lema:  

Lema IV.1 

A 

N2 
V *  =(o* ( b y f i ;  V*g r \ (  r\ Ker C k )  - 

k=O 



Consideremos V E - V*. ~ n t ã o ,  

( i )  V ~(o.(h.$; 3 Ker Ck) 
k=O 

F E - F(V) tal que S ~ ~ C ~ ( A ~ + B ~ F ) / V ]  - C C V E V e portanto 
g ' - 

v C v;. Logo, 

2 
V E k*yy@b r \ (  ck)l 

k=O 

E claro que 

(i i ) Como V C V* e V E P(A~, BO, Ker Co), tomando 
g 

Demonstração do teorema 4.2 

Suponha que (4.9) ocorre. ~ n t ã o ,  existe F ~ ~ F *  ( V ; )  
. . - 

tal que 



S.- 

spec [(A~+B~F~)/Y;~ C Cg. Por outro lado, por 1 '  * 1 R. + V* = -X 
- X é o mapeamen se e somente o par (AO+BOFOy BO) (AO+BOFO: y, + - - - 

V* 

to induzido no espaço A/;*, tal que P(AO+BOFO) - - 

+B F ) P, P: X + x/;*) é controlável. Portanto, existe (Ao O O 

F: X/V* + U tal que spec(Ao+BoFo + r)C C g .  Assim F definida 
g 

por F = Fo+ F P satisfaz (4.8). 

e 

Reciprocamente, pela definição de - V*, se (4.8) e 

verdade, então 

N4 4 
Im D i  C V para algum V E - V*; portanto 1 ImDi C V* garan g - 

i=O i =O 

tindo a ssim a estabilizaçao em (AO+BOFO)/V* Por outro lado, 
- 

9 - 
+B F, BO) e estabilizãvel se e somente R. + V* = X. (Ao O 

IV.5 - EXEMPLO ILUSTRATIVO 

Nesta seção mostraremos como o problema d e  rejei- 

ção de perturbação abordado em IV.4.1 admite solução. 

Sejam A = , B =  

- 
0 0 0 0 0 -  

0 - 1  o o O 

0 0 0 1  o 

O 0 0 0 1  

0 0 0 0 0  - 

- - 
1 O 

o o 

o o 

O O 

O 1+B - 



( i )  A n á l i s e  p a r a  V* 
g 

Tomemos T = 

- 
1 0 . 0  o 0- 

o 1 0  o O 

O O i O O 

o O 0  1  o 
e 

O O 0  O 1, - 

' \  

, u m a  b s e p a r a ~ .  



A g o r a ,  T - '  ( A O + B O F ) T  = 

O b s e r v e  q u e  s e  f l l  c O ,  



P o r  o u t r o  l a d o ,  1 0 0 0  

O 0 0 0  

, em como V* = 
g 

o o 
1  o o ,  O o 

s e g u e - s e  q u e  

= X , o u  s e j a  

o  p a r  (Ao ;6 BoF,  B O )  é c o n t r o l á v e l  p a r a  a l g u m  F  E F ( V * ) ;  
- 9 

m a t r i z  E0 : AO+BOF BO : A O + B O ~ 2 q  = 

t e m  p o s t o  3 ,  j ã  q u e  

- o o 1  

O 1 f 2 5  

1  f 2 5  f 2 5 f 2 4  + f ? 5  

= 1 .  



( i i )  Análise para V* 

Tomemos T = 

- 

Spec 

. Neste caso, 

C ar, independente de f l l  e f 1 3 ,  j á  que 



f 1  3 f l  2 f 1  4  

= [o1 - . E f ã c i l  v e r i -  

f 2 2  O - f 2 4  
- 

f i c a r  que como R. + V*  # X, o  pa r  ( A O + B O F ,  B O )  é não c o n t r o l á -  

v e l .  O problema novamente não possu i  s o l u ç ã o .  

- 
( i i i )  A n ã l i s e  para  V*  

g  

Pr ime i ramen te ,  seguindo o  a1 gor i tmo  da s e ç ã o  

a n t e r i o r ,  



Notemos q u e  s p e c ( A o  + B ~ F ( V * )  
g  

C s e m p r e  g a r a n t i d o ,  b a s t a n -  
- 

do p a r a  t a n t o  t o m a r  f l l  < O .  Como R. + V*  = X ,  o s  p o l o s  
g 

d e  

AO+BOF podem s e r  p o s i c i o n a d o s  d e  f o r m a  a r b i t r á r i a ,  j á  q u e  

E f á c i l  v e r i f i c a r  e n t ã o  q u e ,  s e  1' D i  C i * ,  o  p r o b l e m a  sem- 
i  = O  9 

P o s t o  

p r e  t e r á  s o l u ç ã o . ,  

f 2 5  f  + f  + f  + f  + f 2  
f 2 4 + f ; 5  23  2 3  25  ( 24 ~ 5 ) ~ 2 5  

- 
o O o o - 

o o 1  f 2 5  

O 1  f 2 5  f 2 4 + f 2 5  
= 4 .  



C O M P U T A Ç Ã O  D E  BASES MTNIMAS EM ESPAÇOS 

VETORIAIS D E  FUNCUES RACIONAIS 

Com o  desenvo lv imen to  c o n c e i t u a l  da T e o r i a  de S i s  - 

temas nas ú l t i m a s  d é c a d a s ,  a l g u n s  p e s q u i s a d o r e s  t i v e r a m  sua 

a t e n ç ã o  v o l t a d a  pa ra  o  problema de e s t a b e l e c e r  conexões b á s i c a s  

e n t r e  o  método d o  e spaço  de e s t a d o  e  o  domynio da f r e q u ê n c i a .  

Int imamente r e l a c i o n a d o  com e s t e  problema e s t a  o  c o n c e i t o  de ba - 

s e s  m ~ n i m a s  em e s p a ç o s  v e t o r i a i s  de funções  r a c i o n a i s  d e s e n v o l -  

v ido  por Forney r e c e n t e m e n t e  em 

O a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  em [ l g l p a r a  computar  ba- 
d 

s e s  m?nimas, embora e f i c i e n t e ,  e  b a s t a n t e  t e d i o s o ,  dev ido  ao 

t r a t a m e n t o  a l g é b r i c o  ao qual  o  a l g o r i t m o  s e  submete.  Além d i s -  

t o ,  é p r e s u p o s t o  em I k g l q u e  uma t a l  base  mynima sempre e x i s t e ,  

n ã o  havendo p o r t a n t o  u m  c r i t é r i o  pa ra  d e c i d i r  a  p r i o r i  s e  uma 

dada base  para  algum subespaço  no co rpo  d a s  funções  r a c i o n a i s  

p r e s c i n d e  de computação,  i s t o  é,  j á  é mFnima ou não ! 

Nosso t r a b a l h o  tem por  o b j e t i v o :  



5.2 - O CONCEITO DE BASE MTNIMA 

Sejam, F um corpo (números reais ou complexos, 

corpo finito); F ~ S ]  o anel dos polinomios na indeterminada - s 

com coeficientes em F; F(s) o corpo das funções racionais sobre 

F, isto é ,  o conjunto de todas as funções racionais do tipo 

n(s)/d(s), d(s) f O com n(s) e d(s) em F[s~. Agora, se V é al- 

gum subespaço vetorial sobre F(s), existe sempre uma base na 

qual V tem uma representação puramente polinomial, bastando pa- 

ra tal multiplicar seus elementos pelo m. m. c. de seus denomi- 

nadores. 

Definição 1 

O grau de uma n-dupla g = (gl, ..., gn)',gi~Flsl, 
i = 1, 2, ..., n é o maior grau de suas componentes. 

Definição 2 

Se G(s) é uma matriz polinomial n x k com colunas 

i g i ,  0 i-ésimo indice de F(s) é definido como vi = grau de g , 
n 

1 - < i 5 k ,  e a ordem de G(s) é definida como o(g) = 1 vi = v. 
i =l 

Daremos agora a definição de base minima. 



( i )  fornecer um critério que nos permita saber a priori se 

uma dada base é minima. 

( i i )  em caso negativo, estabelecer um método simples e eficien - 

te para a obtenção de bases mynimas polinomiais, implemen - 

&eis em computador digital. 

Além das aplicações j ã  existentes citadas no pró- 

prio de Foney, daremos outros os quais julgamos ser importantes 

e bastante originais: 

- determinação do m.d.c. de uma fam7lia finita de polinÔmios. 

- computação de pseudo-inverso de matrizes. 

- inversão de matrizes polinomiais. 

- decomposição de matrizes r a c i o n a i s  na forma z(s)=N(s)D-'(S) 

Estas aplicações constituem a matéria da seção 

5.5. 

A distribuição dos assuntos neste capytulo se- 

guirá a seguinte ordem de apresentação: na seção 5.2 definire- 

mos o que é uma base mynima; a reduçao de uma base racional a 

uma base mynima polinomial (algoritmo de Forney) ser: apresenta - 

da na seção 5.3; na seção 5.4, que constitui a parte principal 

deste cap?tulo, daremos um algoritmo para a obtenção de uma ba- 

se mynima polinomial, estendendo-o a uma base no domynio dos 

polinomios a - N indeterminadas; finalmente, na seção 5.5'daremos 

as aplicações mencionadas anteriormente. 



D e f i n i ç ã o  3 

Se V é u m  subespaço  v e t o r i a l  de n - u p l a s  s o b r e  

F ( s )  de dimensão k ,  uma base mynima de V '6 uma m a t r i z  p o l i n o -  

mia1 G ( s )  n x  k t a l  que 

( i )  G ( s )  e uma base  para  V .  

( i i )  G ( s )  tem menor ardem d e n t r e  t o d a s  a s  p o s s ? v e i s  b a s e s  p o l i -  

nomia is  para  V .  

Uma cond ição  n e c e s s á r i a  5 s u f i c i e n t e  p a r a  que uma 

dada base  G ( s )  s e j a  mynima é que sejam cumpridas a s  s e g u i n t e s  

c o n d i ç õ e s :  

( i )  o  m.d.c. dos menores não n u l o s  de ordem k de G ( s )  é 1 .  

( i i )  a  ordem de G ( s )  5 i g u a l  ao maximo grau de s e u s  menores de 

ordem k .  

5 .3  - R E D U Ç Ã O  D E  U M A  B A S E  A  U M A - B A S E  M ~ N I M A  

S e j a  W u m  e spaço  v e t o r i a l  de n- up las  s o b r e  F ( s )  e 

denotemos por Mw o  ~ [ s l - m ó d u l o  - - a s s o c i a d o  a  W ,  i s t o  5 ,  o  conjun-  

t o  de t o d a s  a s  n - u p l a s  c u j o s  e l emen tos  s ã o  pol inomios  em F l s l  . 
Supondo que alguma base  G ( s )  possa  s e r  e n c o n t r a d a  pa ra  W ,  o  a l -  

gor i tmo p r o p o s t o  por  Forney c o n s i s t e  dos s e g u i n t e s  p a s s o s :  



PASSO 1 :  S e  G ( s )  n ã o  f o r  p o l i n o m i a l ,  m u l t i p l i q u e  cad .a  l i n h a  d e  

G ( s )  p e l o  m.m.c. d e  s e u s  d e n o m i n a d o r e s .  

PASSO 2 :  R e d u z a  a  b a s e  p o l i n o m i a l  o b t i d a  n o  P a s s o  1  a  uma b a s e  

p a r a  o  m Õ d u l o  M W .  

PASSO 3 :  R e d u z a  a  b a s e  r e s u l t a n t e  a  uma b a s e  n a  q u a l  a  m a t r i z  

a s s o c i a d a  s e j a  c o l u n a  p r õ p r i a ,  o u  s e j a ,  o s  c o e f i c i e n -  

t e s  d o s  t e r m o s  d e  m a i o r  g r a u  f o r m e m  uma m a t r i z  d e  p o s -  

t o  c o m p l e t o .  

O s e g u n d o  p a s s o ,  c o n s i d e r a d o  o  m a i s  c o m p l i c a d o  d e  - 

ve s e r  a c o m p a n h a d o  d o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  

C o m p u t e  t o d o s  o s  m e n o r e s  d e  o r d e m  k d e  G ( s )  e d e t e r m i -  

n e  s e u  m . d . c .  6 ( s ) .  S e  6 ( s )  # 1 ,  s e j a  p ( s )  um f a t o r  

i r r e d u t y v e l  d e  ~ ( s ) .  MÕdulo  p ( s ) ,  G ( s )  n ã o  tem p o s t o  

c o m p l e t o  e p o r t a n t o ,  e x i s t e  a l g u m a  c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  

d a s  c o l u n a s  d e  G ( s )  q u e  é c o n g r u e n t e  a  z e r o  mod p ( s ) :  

e o n d e  o s  f / s  podem s e r  t o m a d o s  como p o l i n o m i o s  d e  

g r a u  e s t r i t a m e n t e  m e n o r  q u e  o  g r a u  d e  p ( s ) .  Como 5 z O 

mod p ( s ) ,  ?j é d i v i s ~ v e l  p o r  p ( s ) .  Tome a g o r a  a  c o l u n a  

d e  m a i o r  g r a u  p a r a  a  q u a l  f i  # O e s u b s t i t u a  e s t a  c o l u  - 

n a  p o r  g / p ( s )  o b t e n d o  a s s i m  uma b a s e  d e  m e n o r  o r d e m  e  

com o '  ( s )  = s ( s ) / p ( s ) .  P r o s s i g a  a t é  q u e  6 '  ( s ) = 1 .  . P a r e .  



B a s i c a m e n t e ,  o  a l ç o r i t m o  é c o n s t i t u y d o  d e  3 e t a -  

p a s :  

( i )  R e d u z i r  uma b a s e  r a c i o n a l  a  uma b a s e  p o l i n o m i a l  e q u i v a l e n -  

t e .  

( i i )  R e d u z i r  a  b a s e  p o l i n o m i a l  o b t i d a  n o  P a s s o  1  a  uma b a s e  n a  

q u a l  o  m , d . c .  d e  t o d o s  o s  m e n o r e s  n ã o  n u l o s  d e  m a i o r  o r d e m  

1 .  I s t o  é, c o n s e g u i d o  p e l a  s u b s e q u e n t e  s u b s t i t u i ç ã o  d e  

uma d a d a  c o l u n a  p o r  uma e q u i v a l e n t e  d e  m e n o r  g r a u .  

( i i i ) R e d u z i r  a  m a t r i z  r e s u l t a n t e  a  uma m a t r i z  c o l u n a  p r ó p r i a .  

r i n t e r e s s a n t e  n o t a r  q u e  o  a l g o r i t m o  p r e s u p õ e  q u e  

uma b a s e  mynima  p o d e  s e r  c a l c u l a d a .  Como d e c i d i r  e n t ã o  s e  uma 

d a d a  b a s e  j á  é m í n i m a  o u  n ã o  ? I s t o  s e r á  o b j e t o  d a  p r ó x i m a  s e -  

ç ã o .  A n t e s  p o r é m ,  i l u s t r a r e m o s  o  a l g o r i t m o  a c i m a  p a r a  p o s t e r i o r  - 

m e n t e  c o m p a r á - l o  com o  q u e  i r e m o s  a p r e s e n t a r .  

M e n o r e s  s ã o  ( s t l )  ( s - I ) ,  0 ,  0 ,  ( s - I ) 2  ( s t l )  m . d . c .  d o s  m e n o r e s  
d 

e ( s t l )  ( s - 1 ) .  E s c o l h e n d o  o  f a t o r  i r r e d u t y v e l  s - 1 .  A g o r a ,  



- 
f l T 0  -1 s - 1  01 + f2!0 s + l  O 07 - t f3 [ s -1  O O 01 e a O m o d ( s - 1 )  S U -  

g e r e  o s  v a l o r e s  p a r a  f l ,  f 2  e  f 3 :  

A l i n h a  r e s u l t a n t e  s e r á  10 s - 1  2 ( s - 1 )  O ( .  Podemos s u b s t i t u i r  

t a n t o  a  t e r c e i r a  l i n h a  q u a n t o  a  s egunda  po r  10 1  2 01 j 2 

que ambas tem g r a u  1  e  f l  # O ,  f 2  # O .  Esco lhamos  a  t e r c e i r a . L o  - 

g o ,  t e r e m o s :  

Menores:  2 ( s + l ) ,  0 ,  0 ,  2 ( s - l ) ( s t l )  

m.d.c.  dos  menores  = 2 ( s + l ) .  

C l a r a m e n t e  que com f l  = O ,  f 2  = 1 ,  f j  = 0 ,  

f l [ s - 1  O O 1-1 + f 2 [ 0  s + l  O t f3[0 1 2  01 O 

( s + l )  e p o r t a n t o  r e s u l t a  

- 
s- 7  o o 11 

1  O O com m.d . c .  dos  menores  = 2 

mod 

e  
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e  c o l u n a  p r ó p r i a .  P a r e  ! 
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COMPUTAÇÃO DE BASES M~NIMAs SOBRE F 

A n t e s  d e  i n i c i a r m o s  p r o p r i a m e n t e  o  m e t o d o  d e  o b-  

t e n ç ã o  d e  uma b a s e  myn ima  p a r a  um d a d o  s u b e s p a ç o  v e t o r i a l  s o b r e  

F ( s )  u t i l i z a n d o  a p e n a s  e l e m e n t o s  d o  c o r p o  F,  n e c e s s i t a r e m o s  de  

a l g u n s  r e s u l t a d o s  p r e l i m i n a r e s .  

5 .4 .1  - ~ o m p u t a ç ã o  d e  uma Base  ~ T n i m a p a r a  o  E s p a ç o  N u l o  d e  uma 

M a t r i z  P o l  i n o m i a l  

S e j a  P ( s )  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l  k x n  ( k  < n )  de 

p o s t o  k  s o b r e  ~ r s l .  - - 

K e r  P ( s )  o { x ( s ) l P ( s )  x ( s )  E 0 1  - 

A g o r a ,  s e  x ( s )  p e r t e n c e  a  a l g u m a  b a s e  m i n i m a  de  

K e r  P ( s )  e n t ã o :  

( i )  x ( s )  s e m p r e  p o d e  s e r  e s c o l h i d o  d e  modo a  q u e  c a d a  uma d e  

s u a s  c o m p o n e n t e s  s e j a  um e l e m e n t o  d e  F [ s 1 .  

( i i )  g r a u  d e  x ( s )  é n o  máx imo  i g u a l  a o  m a i o r  d o s  g r a u s  d o s  me- 

n o r e s  d e  o r d e m  k  d e  P ( s ) .  



m Assim, dado x(s) = xo + sxl + ... + s xm, expan- 

r dindo P(s) na forma P(s) = Po + sP1 + ... c s Pr, 

P(s) x(s) E O se e somente se 

m (Po + sP1 + . . . + srpr) (x0 + SX, + ... + s xm) = o, v s, 
equivalentemente, 

(m+l ) bl ocos 

Portanto, uma base m7nima para Ker P(s) admite 

um vetor x(s) de grau m, se e somente se (2) é satisfeita. Este - 
fato nos induz a formular o seguinte algoritmo para computar 

uma base mynima para P(s): 



n  PASSO 1 :  E s c r e v a  P ( s )  na f o r m a  P ( s )  = P o  t s P ,  + ... + s P r .  

PASSO 2 :  D e f i n a  Me como 

Compute  p o s t o  d e  M L y  1 = 1 .  2 ,  ..., a t é  q u e  p a r a  a l -  

gum L  p o s t o  Me - > n ( L - l ) + k .  

PASSO 3 :  Compute  Ker  M L  a r b i t r a n d o  v a l o r e s  a p e n a s  p a r a  a s  n- k  

p r i m e i r a s  v a r i ã v e i s  l i v r e s ,  m a n t e n d o  n u l a s  a s  v a r i á -  

v e i s  l i v r e s  r e s t a n t e s .  

PASSO 4 :  C o n s t r u a  G ( s )  como G,, + sG1 t .. . + s L- 1  
GL- 1  o n d e  



tem p o s t o  n - k  e  é uma base  para Ker Me. P a r e .  

Teorema 1 

G ( s )  o b t i d a  no Passo 4 é uma base  mínima pa ra  o  

e spaço  nu lo  de P ( s ) .  

Demonstracão: 

Por c o n s t r u ç ã o ,  G ( s )  tem a  menor ordem p o s s í v e l .  
d 

Para G ( s )  s e r  uma base  mynima é s u f i c i e n t e  m o s t r a r  que G ( s )  e  

uma b a s e .  Suponha e n t ã o  que p o s t o  de G ( s )  s o b r e  ~ 1 x 1  é menor 

que n - k .  Como p o s t o  Me ( 1 - 1 )  + k ,  pos to  M e + j  - > n í R - l ) + k ,  j  = 

1 ,  2 ,  ....; e  p o r t a n t o ,  p e l o  Passo 3 ,  



j ã  q u e  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  l i v r e s  d a  f o r m a  l i n h a  e s c a l o n a d a  d e  

M s ã o  t a m b é m  v a r i á v e i s  l i v r e s  d a  f o r m a  l i n h a  e s c a l o n a d a  R  d e  

Assim, n ã o  e x i s t e  b a s e  p a r a  Ker P ( s ) .  C o n t r a d i -  

ç ã o .  

O a l g o r i t m o  p r o p o s t o  p o s s u i  a s  s e g u i n t e s  p a r t i c u -  

l a r i d a d e s :  

(i) a  c a d a  p a s s o  s ã o  a r m a z e n a d o s  o s  v e t o r e s  q u e  p o s t e r i o r m e n t e  

i r ã o  c o n s t i t u i r  a  b a s e  m T n i m a .  

( i i )  s u p o n h a  p o s t o  M 1  
= 0 ,  

n  e d e n o t e m o s  p o r  q R  o  p o s t o  d e  

M e ;  s e  2n - q 2  = n  - q l ,  q 2  = n + v 1  e  c o m  o 2  - 2 2 n 1  r e -  

s u l t a  q u e  n  + n  < 2 q 1 ,  i s t o  é q l  2 n .  Assim, s e  Ker P ( s )  1  - 

a d m i t e  v e t o r e s  c o n s t a n t e s  t a m b é m  a d m i t i r á  v e t o r e s  q u e  s ã o  

f u n ç õ e s  d e  - s ,  e p o r  i n d u ç ã o ,  v e t o r e s  em s 2 ,  s 3  , ... 

Exempl  o :  

C o n s i d e r a n d o  o  e x e m p l o  a n t e r i o r :  



P A S S O  1 :  



PASSO 3 :  

i, 

e p o r t a n t o  

5 . 4 . 2  - ~ o m p u t a ç ã o  d e  B a s e s  ~ T n i m a s  p a r a  S u b e s p a ç o s  S o b r e  F ( s )  

S a b e n d o  como c o m p u t a r  uma b a s e  mynima  p a r a  o  e s p a  - 

1 0  n u l o  d e  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l ,  e s t a m o s  a p t o s  a  c o m p u t a r  uma 

b a s e  mynima  p a r a  um s u b e s p a ç o  V s o b r e  F ( s ) .  O m é t o d o  d e  o b t e n -  

ç ã o  d e  uma b a s e  mynima  é b a s e a d o  n o  s e g u i n t e  l e m a  1 1 9 1 .  

Lema 2 :  S e j a m  H l ( s )  e H 2 ( s )  b a s e s  p o l i n o m i a i s  m i n i m a s  p a r a  V e 

V' r e s p e c t i v a m e n t e .  ~ n t ã o ,  O ( H , )  = O ( H ~ ) .  



O Lema 2 ,  e n t r e t a n t o ,  é e q u i v a l e n t e  a o  s e g u i n t e  

1  ema ; 

Lema 3 

S e j a  V um s u b e s p a ç o  v e t o r i a l  s o b r e  F ( s )  e G ( s )  

uma b a s e  p o l i n o m i a l  p a r a  V .  ~ n t ã o ,  G ( s )  é uma b a s e  mTnima s e  e 

s o m e n t e  s e  

o n d e  H ( s )  6 uma b a s e  p o l i n o m i a l  mTnima p a r a  V 1 .  

O Lema 3 n o s  d a  p o r t a n t o  um c r i t é r i o  q u e  n o s  p e r -  

mi te  s a b e r  a  p r i o r i  d e  uma d a d a  b a s e  p o l i n o m i a l  j á  é rnynima.  

Temos  f i n a l m e n t e  o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  p a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  d e  

uma b a s e  m i n i m a :  

PASSO 1 :  C b m p u t e  uma b a s e  m i n i m a  p a r a  VI. S e  O ( H )  = O ( G ) .  P a r e .  

E m  c a s o  c o n t r á r i o ,  

PASSO 2 :  C o m p u t e  uma b a s e  m i n i m a  p a r a  ( V A ) l .  P a r e .  

E x e m p l o :  

C o n s i d e r e m o s  o  e x e m p l o  a p r e s e n t a d o  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r .  



PASSO 1 :  C o m ~ u t a ç ã o  d e  VL com b a s e  mqnima. 

Ker P ( s )  = 

o 
p o s t o  

o O r 
p o s t o  

= 3 e  O(vL) = 1 e  p o r t a n t o  a  b a s e  d a d a  

n ã o  é m í n i m a .  Assim, 

e  p o r t a n t o  



- 
o o 

1 o o 
é uma base minima. 

O algoritmo dado em (3) para a computação de uma 

base mynima para o espaço nulo de uma matriz P(s) sobre Flsl, 

pode extendido facilmente a uma matriz polinomial sobre o donii- 

nio dos polinomios nas N indeterminada h l ,  h2, ..., X~ ' Seja 

P(hly ..., A ) uma matriz polinomial de posto k N sobre 

F[+ . .= ,  hN] e E4 O subconjunto do produto cartesiano 2, 
n = ( 1 ,  2, ..., N) como definido no capytulo 11. 

PASSO 1: Escreva P(hl, ..., h) na forma 
Po + fl(hl, ..., hN)P1 ... fr(", . . . ,  '~)'r 

PASSO 2: Defina Ne como a matriz obtida da seguinte maneira: se - 
j a 

Agora, P(hl. .... hN) x(hl, ..., h) E O se e somente 

se 



Compute p o s t o  de N L ,  L  = 1 ,  2 ,  ... a t é  que para algum 

L ,  p o s t o  N e  1 n ( 1 - 1 ) +  k .  

PASSO 3 :  Compute Ker N L  a r b i t r a n d o  v a l o r e s  apenas  para a s - - n - k -  

p r i m e i r a s  v a r i á v e i s  l i v r e s ,  mantendo n u l a s  a s  v a r i á -  

v e i s  l i v r e s  r e s t a r 1 t . e ~ .  

PASSO 4 :  Cons t rua  G(hly .... h) como. 

G~ + G ~ ( A ,  . . . , A ) ,  r  = i ,  2 ,  . . ., e - i  

?J &Er ? J ~  p r  

Usando o  mesmo argumento e s t a b e l e c i d o  para  o  c a s o  

a n t e r i o r ,  conclufmos que G ( h l ,  ..., h N )  dada no Passo  4 ,  c o n s t i  v 

t u i  uma base  mínima para  Ker P ( h l ,  . . . , ") s o b r e  F I A l  ,. . . , h N [ .  

E c l a r o  que G ( h l ,  ..., h) é uma base  mfnima s e  e  somente s e :  

( i )  O c o n j u n t o  de h i p e r s u p e r f f c i e â  de te rminado  p e l o s  menores 

de maior ordem em G ( h 1 3  ..., h N )  tem i n t e r s e ç a o  v a z i a .  

( i i )  Ordem de G ( h l Y  .... h N )  é i g u a l  ao maior  dos g r a u s  de s e u s  

menores de maior  ordem. 

Nes te  c a s o ,  a  ordem de G ( i l ,  ..., h) é d e f i n i d a  

como a  soma dos f n d i c e s  de cada coluna  e  onde cada f n d i c e  é o  

maior  dos g raus  dos pol inomios  que s e  ap resen tam na r e f e r i d a  co - 

l u n a .  



5.5 - APLICAÇÕES DE B A S E S  M-INIMAS 

5.5.1 - Com~utacão do m.d.c. de uma FamTlia Finita de polino- 

mios Sobre ~[s] 

Sejam fl(s), ..., fr(s) polinÕmios mõnicos na in - 
determinada - s e V  o submÕdulo gerado por g(s) = (fl(s),f2(s), ..., 
fr(s). Se h(s) representa uma base minima para V 1 ,  pela Lema 

3, a familia {fl, f2, . . . ,  frl admite um m.d.c. 6(s) # 1 se e 

somente se 

- 
Se a condição (5) for verificada, seja m) = - = 

(fl(s), ..., fr(s)) uma base minima para V. E claro que 

Escolhendo fi(s) de menor grau, de (6) resulta 

Aplicando o algoritmo 3 para computar o espaço 

nulo de [fi(s) - fi(s)] chegamos a 6(s). 



Exempl o: 

Sejam, f l  ( s )  = s 2- 1 ;  f 2 ( s )  = s 2+2s+1;  f 3 ( s ) =  s+1.  

( i i )  [s2-1 s2+2s+1 s+17 = - r - 1  1 11 + S ~ O  2 11 + - 

+ s'[l 1 o ] .  

posto I O 2 1 1  = 2 ;  3  - 2 = 1 < 2 

posto 

-1  -s- 

Fazendo x o  = O ,  h ( s )  = , e  c laramente  

o J 



( i i i )  

pos to  

- 
p o r t a n t o ,  g ( s )  = e  c l a r a m e n t e  6 ( s )  = s+1 .  

- 1  / 2  11 1::' - 1  

O I 

5.5.2 - Computação de  Pseudo- Inversa  de M a t r i z e s ,  no S e n t i d o  de 

p o s t o  

Pen r o s e  

P r ime i ramen te ,  s e j a  A uma m a t r i z  n ã o - s i n g u l a r  so-  

b r e  IR e  $ ( s )  = s n  + t l s  n - 1  
t ... + a s  + tn O pol inômio  c a r a c  n - 1  - 

t e r i s t i c o  de  A .  Se  b # O é u m  v e t o r  q u a l q u e r  de  IR^, s e j a  

$ b ( h )  = s r  
r -1  + ... c 8, o  polinÔmio minimo d e  b em r e l a -  

ção a  A .  Então ,  a m a t r i z  pol inomia l  

1 -1  - 1 o - 

- - - - - - - - - - - - - - - -  

O O o 
= 3 ; 3 - 3 = 0 < 1  



r t em um v e t o r  solução x(s) = x o  + sx, + ... + s x r  d e  grau r. - 

Assim, 



De ( 8 )  r e s u l t a  que 

o 1  

' 0 , n - i  

...... 
r 

. . . e . .  

X1 1  

X 1  , n - 1  

. . . . . . 
'r-] 
e . . . . .  

' r1 

~ 1  , n - 1  

. l  - 

P o r  o u t r o  l a d o ,  



A' + B ~ A ~ - ~  + ... + 6, I = O e  p o r t a n t o ,  

A r - l  + ' l ~ r - Z  + - 1 . . . + Bryl  I + ',A = O .  Logo,  

= - A  r - 1  - B , A ~ - ~  - . . . - 
' r -1  I 

De ( 9 ) '  t e r e m o s  q u e  

l ?  C a s o :  A g o r a ,  s e j a  H uma m a t r i z  nxk  ( k  < n )  d e  p o s t o  k s o b r e  -- 
I R .  A p s e u d o - i n v e r s a  d e  H no  s e n t i d o  d e  P e n r o s e  1 1 2  1 s e r á  d a d a  

P o r  

L o g o ,  f a z e n d o  A = H ' H ,  a  i - g s i m a  c o l u n a  da  i nve r -  



sa g e n e r a l i z a d a  s e r ã  o b t i d a  f a z e n d o- s e  f  i g u a l  a  i - é s ima  c o l u -  

na de H ' .  Alem d i s t o ,  

Temos a s s im o s e g u i n t e  a l g o r i t m o :  

Passo I :  Compute H ' H  

Passo 11: Para cada co luna  h l i  de H '  a c h e  ~ e r r - H ' H  : h l i ]  ' - 

k - 1  p r i m e i r a s  cornponen- 

Pa re .  

Passo 111: Divida o  v e t o r  formado p e l a s  
~ ~ 

t e s ,  p e l a  Ú 1  t ima componente.  

Exemplo: Achar a  pseudo- inve r sa  de  

( 1 )  H ' H  = 

.- 
1  O 

-1 -1 



( 2 )  Ker Ir: 

Ker 

Ker 

1  P o r t a n t o ,  H~ = - 
3 

20  C a s o :  A m a t r i z  a  s e r  i n v e r t i d a  n ã o  tem p o s t o  c o m p l e t o .  

S e j a  H uma m a t r i z  n x k , ( k  < n )  s o b r e  R ,  com p o s t o  

H k .  N e s t e  c a s o  n ã o  p o d e r e m o s  a p l i c a r  o  r a c i o c i n i o  a n t e r i o r ,  

j á  q u e  J ' J  é s i n g u l a r .  Vamos u s a r  do s e g u i n t e  a r t i f i c i o :  



A g o r a ,  como no  c a s o  a n t e r i o r ,  p a r a  c a d a  c o l u n a  d e  

H '  d evemos  c o m p u t a r  uma b a s e  mynima p a r a  

e  em s e g u i d a  f a z e r  E t e n d e r  p a r a  z e r o .  - 

Exempl o  : 

S e j a  H = 



P o r t a n t o ,  

Ker 

- 
2 + c 2  O 2 

O 1 + c 2  1 

2  1 3+E2 

+ 1 l im  H ( E )  = - - 
E+ O 6 

- 1 

- 1 



5 . 5 . 3  - I n v e r s ã o  d e  M a t r i z e s  P o l i n o m i a i s  

A i n v e r s ã o  d e  uma m a t r i z  p o l i n o m i a l  P ( s )  t o r n a -  

s e  uma s i m p l e s  a p l i c a ç ã o  do exemplo a n t e r i o r .  Para  exempl i f i -  

c a r ,  s e j a  i n v e r t e r  a  m a t r i z  p o l i n o m i a l  P ( s )  = S I  - A ,  onde  

( S I  - A i ) ( s I  - A )  = s 2  - s ( A i  i- A )  + A'A 



onde ( S I - A ' )  = 

(i) Ker 

t i i )  Ker 

(iii) Ker 



P o r t a n t o ,  t e r e m o s  d e  a c o r d o  com a  s e ç ã o  :.:.antèe 

r i o r ,  

5 . 5 . 4  - D e c o m p o s i ç ã o  d e  uma M a t r i z -  R a c i o n a l  Z ( s )  na  f o r m a  

Uma o u t r a  i m p o r t a n t e  a p l i c a ç ã o  d e  b a s e s  m i n i -  

m a s ,  r e f e r e - s e  à d e c o m p o s i ç ã o  d e  uma m a t r i z  r a c i o n a l  na f o r m a  

N ( S ) D - '  ( s )  o n d e  N(s)  e  D ( s )  s ã o  p o l  i n o m i a i s .  E s t a  d e c o m p o s i ç ã o  
d 

e  f r e q u e n t e m e n t e  e n c o n t r a d a  na t e o r i a  d a s  r e a l i z a ç õ e s  e em 

o u t r o s  p r o b l e m a s  n a s  q u a i s  o  m é t o d o  do  d o m i n i o  da  f r e q u ê n c i a  
# 

e  u t i l i z a d o .  

S e j a m  e n t ã o  Z ( s )  = . Como 

z ( s )  = N ( S ) D - ' ( s ) ,  Z ( s ) D ( s )  = N ( s )  ou a i n d a ,  



["')] = O .  Basta  p o r t a n t o  e n c o n t r a r  uma b a s e  míni 

ma ~ e r i z ( s )  : - 11. - Vejamos: 

0 0 0 "  1 1  

Neste c a s o ,  P o  - - 
-1 O d y p l = [ o  1 - - 

Devemos e n c o n t r a r  R t a l  que 4R  

Assim, 

pos to  M1 = p o s t o  



P o s t o  M2 = p o s t o  

P o s t o  M3 = p o s t o  



Ker M 3  = Ker 



Verificação: 



Desenvolvemos n e s t a  pesqu i sa  o  c o n c e i t o  g e n e r a -  

l i z a d o  de c o n t r o l a b i l i d a d e  e  o b s e r v a b i l i d a d e ,  j ã  conhec idos  

para um s i s t e m a .  Mostramos também como computar os subespaços  

g e n e r a l i z a d o s  de  maneira  v i á v e l ,  usando o  c o n c e i t o  t o p o l ~ g i c o  

de " g e n e r i c i d a d e " .  U m  dos r e s u l t a d o s  mais i m p o r t a n t e s  d e s t e  

t r a b a l h o  é o  teorema 2 . 6 .  

Com e s t e  t eo rema ,  provamos que ,  para uma fami -  

l i a  i n f i n i t a  d e  s i s t e m a s ,  permanece a i n d a  o  c o n c e i t o  de  d u a l i  - 

dade j a  e s t a b e l e c i d o  para o  c a s o  d e  u m  s i s t e m a .  

Graças  ao desenvo lv imen to  do c o n c e i t o  de o b s e r -  

v a b i l i d a d e  g e n e r a l i z a d a ,  nos f o i  p o s s i v e l  g e n e r a l i z a r  a  pr imei  

r a  v e r s ã o  do problema de r e j e i ~ ã o  de p e r t u r b a ç õ e s ,  f echando- o  

compl e t amen te .  

No que t a n g e  5 de te rminação  de bases  mlnimas,  

o  p rocesso  s e g u i d o  por D .  J .  Forney depende da computação d e  

mãximo d i v i s o r  comum e  o u t r a s  o p e r a ç õ e s  a l g 6 b r i c a s .  B a s t a n t e  

t e d i o s o  1 Nosso método, e n t r e t a n t o ,  compreende apenas  operações 

com e lementos  de u m  corpo n u n i ~ r i c o .  

Como d i r e ç õ e s  pa ra  f u t u r a s  p e s q u i s a s  I J  podemos 

c i t a r :  



( i )  d e f i n i ç ã o  de  "modos" de uma f a m T l i a  i n f i n i t a  d e  s i s t e -  

mas: c o n t r o l á v e i s ,  o b s e r v a v e i s ,  e t c . . .  

( i i )  como d e t e r m i n a r  t a i s  "modos" de forma v i á v e l .  

( i i i )  e s t a b e l e c i m e n t o  d e  conexões  e n t r e  o  método do e s p a ç o  

de  e s t a d o  no domynio da f r e q u ê n c i a  e  c o n t r a l i d a d e  e  

o b s e r v a b i l i d a d e  g e n e r a 1 i : z a d a s .  

( i v )  d e t e r m i n a r  c o n d i ç õ e s  d e  s o l u b i l i d a d e  p a r a  o  problema de  

r e j e i ç ã o  d e  p e r t u r b a ç õ e s  com v a r i a ç õ e s  nos  p a r â m e t r o s  

do s i s t e m a ,  no domfnio  da f r e q u ê n c i a .  
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