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RESUMO 

Diversos problemas d e  programaGão matemática, i nc lu indo  o de 

part ic ionamento,  podem s e r  formulados como Problemas de  ~ r o ~ r a r n a ç ã o  Di s j  u n t i  - 

va. E s t a  abordagem o fe rece  um meio e f i c a z  d e  g e r a r  novos e poderosos planos 

de  c o r t e  com propriedades convenientes ,  t i r ando  p rove i to  da e s t r u t u r a  p a r t i -  

c u l a r  do problema. 

Para  problemas g e r a i s  de programação i n t e i r a ,  metodologias ba- 

seadas em planos d e  c o r t e s  mostraram-se menos e f i c i e n t e s  do que t écn icas  de 

enumeraçao; e n t r e t a n t o ,  p a r a  c e r t a s  c l a s s e s  d e  problemas como o d e  par  t i c i o -  

namento, p lanos  de c o r t e  são considerados e f i c i e n t e s .  Vis to  que o s  c o r t e s  

d i s j u n t i v o s  são mais f o r t e s ,  podemos e s p e r a r  que sejam mais promissores .  

E s t a  d i s s e r t a ç ã o  t r a t a  do desenvolvimento t e õ r i c o  e aspec tos  

computacionais dos c o r t e s  B ( .) , p a r a  o problema do part ic ionamento,  ava l i a-  

. dos em termos de recursos  computacionais e medidas independentes requer idas  

p a r a  a resolução de problemas t e s t e  gerados a lea tor iamente  sob condições con - 

t r o l a d a s .  Es t e s  planos d e  c o r t e  são gerados a p a r t i r  do p r i n c í p i o  ~ á s i c o  da 

~ rog ramação  Linear D i s jun t iva  desenvolvido por Balas e Jeroslow. 

Mostra-se que os  c o r t e s  B ( . ) ,  par t icu larmente  o s  novos, B(4) e 

sua  versão aprofundada B(5),  são não somente computacionalmente promissores ,  

mas oferecem l i n h a s  novas e produt ivas  pa ra  f u t u r a s  pesquisas .  
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Problemas de programação matemática não convexa como o da com- 

plernentaridade l i n e a r  e o de programação quadrá t i ca ,  bem como todos os de  p r o  - 
gramação i n t e i r a  e mis ta ,  podem s e r  formulados como problemas l i n e a r e s  s u j e i  - 

t o s  a condições l ó g i c a s  a d i c i o n a i s .  

E s t a  abordagem ~ o s s u i  consider&el  poder e f l e x i b i l i d a d e ,  já 

que, ao c o n t r á r i o  das  formulaçÕes t r a d i c i o n a i s ,  exp lo ra  a e s t r u t u r a  formal 

p a r t i c u l a r  de cada problema, tomando pos s i v e  1 incorporar  aos a l g o r i  tmos in-  

formações r e l e v a n t e s  na busca d a s  soluçÕes Õtimas g loba i s .  

0 s  fundamentos t e ó r i c o s  da programação d i s j u n t i v a  são  d i s c u t i -  

dos nos t r aba lhos  de   alas 12, 3, 4 [, Jeroslow 120 [ ,  Glover 19 [, e Owen 110 1 ;  
porem, os  r e s u l t a d o s  mais importantes  s ão  devidos aos d o i s  p r ime i ros .  E s t e s  

r e s u l t a d o s  fornecem a base p a r a  a uni f icação  da t e o r i a  de  planos de c o r t e  e ,  

além d i s s o ,  uma forma de  examinar e s t a  t e o r i a  a p a r t i r  d e  um novo ponto de  

v i s t a .  

Dentre  todos o s  problemas de programação i n t e i r a  com e s t r u t u r a  

e s p e c i a l ,  o de  part ic ionamento,  denominado algumas vezes de problema do r eco  - 

brimento com r e s t s i ç õ e s  de igualdade,  e s t á  provavelmente e n t r e  os de maior 

r e l e v â n c i a  p r á t i c a .  

Em s e  t ra tando d e  problemas g e r a i s  de programação i n t e i r a ,  os  

a lgor i tmos  t r a d i c i o n a i s  de p lano  de  c o r t e  são  menos e f i c i e n t e s  que os  méto- 

dos de  enumeração; e n t r e t a n t o ,  p a r a  c e r t a s  c l a s s e s  de problemas como o de  

par  t icionamento, os  algori tmos d u a i s  de cor te t ê m  mostrado sua  e f i c i ê n c i a  no 



* 
que concerne a pequeno e médio p o r t e .  Ã medida, porem, que a s  dimensões vão 

aumentando, exigindo um número maior de  c o r t e s  pa ra  a t i n g i r  o Ótimo g l o b a l ,  

a e f i c i ê n c i a  d e s t a  t écn ica  s e  reduz sensivelmente devido, pr incipalmente,  a 

presença maciça de  degenerescência  dua l .  

.- 
~ t r a v é s  d e  procedimentos d i s j u n t i v o s ,  e poss íve l  g e r a r  c o r t e s  

vá l idos  mais profundos que o s  t r a d i c i o n a i s  para  o problema, o s  q u a i s ,  reque- 

rendo pequeno e s fo rço  computacional ad i c iona l ,  possuem a dese j áve l  propr ieda  - 

de de poderem t e r  c o e f i c i e n t e s  nega t ivos ,  o que frequentemente e l imina  o pro - 

blema da degenerescência  dua l ,  v e r i f i c a d a  ao empregarmos c o r t e s  t r a d i c i o n a i s  

com c o e f i c i e n t e s  não negat ivos .  

No que s e  r e f e r e  à organização e apresentação do t r a b a l h o ,  con - 

sideramos que a cont r ibu ição  deve r i a  s e r  v i s t a  não somente em termos dos as-  

pectos o r i g i n a i s ,  mas como um meio d i d á t i c o  de  divulgação c i e n t z f i c a .  Par- 

t indo  d e s t a  premissa,  a conceituação da famzl ia  de  c o r t e s  d i s j u n t i v o s  B ( . )  é 

apresentada de  modo a f a c i l i t a r  a l e i t u r a  do t e x t o .  Cer tas  de f in i ções ,  exem - 

p los  e algumas demonstrações são i n c l u í d a s ,  visando unicamente a s segura r  o 

aspecto d i d á t i c o .  

Desta  forma, após e s t e  pr imeiro capTtulo de cunho meramente i n  - 

t r odu tó r io ,  procura- se e s t a b e l e c e r  a lguns conce i tos  bás icos  e a terminologia  

a s e r  u t i l i z a d a  ao longo do t ex to .  

No t e r c e i r o  c a p í t u l o ,  o p r i n c í p i o  bás ico  da f a m a i a  de c o r t e s  

d i s j u n t i v o s  é formalizado como um teorema, sendo explorados alguns corolá-  

r i o s  e ex tensões .  Mostra-se como f i c a r á  c l a r o  que c o r t e s  como o s  d e  Glover 

19 1 e Gomory I11 I pertencem a e s t a  f a m í l i a  exaus t iva .  O problema da  degene- 

r e scênc ia  dua l  é i n t e r p r e t a d o  geometricamente, confrontando-se o s  c o r t e s  d i s  - 



jun t ivos  com os t r a d i c i o n a i s ,  d e  coe£ i c i e n t e s  não-negativos. 

As condições sob as q u a i s  é p o s s ~ v e l  aprofundar os c o r t e s  B( .), 

podendo obter- se  o c o r t e  mais  profundo implicado p e l a  dis junção,  s ão  e x p l i c i  - 

t adas  no c a p í t u l o  quatro,  sendo poster iormente ap l i cadas .  

No c a p í t u l o  c inco ,  s ão  deduzidos e  comentados os c inco  c o r t e s  

d i s j u n t i v o s  B ( . ) ,  que se rão  a l v o  de  nossa expe r i ênc i a  computacional no capL 

tu10 s e i s .  O s  três pr imei ros  c o r t e s  foram desenvolvidos por  Balas 17, 8 1 ; 
porém a t é  a  d a t a  não e x i s t e  nenhuma expe r i ênc i a  computacional r e a l i z a d a  16 1 .  
O s  c o r t e s  B ( 4 )  e B ( 5 )  são mais r ecen te s ,  tendo s ido  idea l i zados  por  Balas  em 

1977,  pouco an te s  do curso  por  e l e  minis trado na COPPE/UFRJ, do qua l  p a r t i c i  - 
- 

pamos . Sua consol idação,  d i scussão  e  desenvolvimento computacional s  ao a  

p r i n c i p a l  con t r ibu ição  d e s t e  t r aba lho .  



CAPÍ TULO II 

CONCEITOS BÁS ICOS E TERMINOLOGIA 

Neste c a p í t u l o ,  procuramos enfocar  o problema g e r a l  da  progra-  

mação d i s j u n t i v a ,  colocando ao longo do mesmo alguns exemplos, com o i n t u i t o  

de  to rna r  mais c l a r a s  e s t a s  def i n i ç õ e s  i n i c i a i s .  

2 .1  - Programação Linear  D i s j u n t i v a  

S e j a  o seguin te  problema d e  programação matemática: 

onde 

- 

minimizar 

s u j e i t o  a: 

* 
A e u m a m a t r i z  m x n  

é o Conjunto de C o n d i ç k  L ~ ~ C C U A  

Diremos que o problema acima é de Programação Linear D i s j u n t i -  

va ou, simplesmente, um Problema Di s jun t ivo  (PD) . A razão d e s t a  denominação 

tornar- se-á mais  c l a r a  a d i a n t e .  

Tomemos, a t í t u l o  de i l u s t r a G ã o ,  um exemplo t r i v i a l .  



minimi zar  x1 + 2 x 2  

X 1  + X2 ' 4 

(PD) 
xi  > x2 > 0 

Neste caso, ter íamos o conjunto de condições l óg i ca s  dado por:  

Geometricamente, o conjunto  não-convexo de  soluçÕes v i á v e i s  pa - 
* 

r a  (PD) represen tado  n a  F igu ra  11-1, onde ver i f icamos  que a so lução  otima 

-L 

xn  = (2,O) pode ser, p a r a  este caso  simples,  ob t ida ,  resolvendo- se d o i s  pro- 

blemas d e  l i n e a r  cont ínua .  

F igu ra  11-1 



2.2 - condições ~ Ó g i c a s  

Nesta abordagem, devemos en tender  por  ~ o n d i ç õ e s  ~ Õ g i c a s  dec la-  

rações  envolvendo r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  a t r a v é s  dos seguin tes  operadores: 

e A , conjunção ou jus tapos ição  

e V , dis junção  
- - - - - - - - - - - -- - - - 

e 7 , complemento de ,  ou negaça0 

P a r a  nosso melhor posicionamento, julgamos oportuno mencionar 

algumas propriedades conhecidas.  

O s  operadores lóg icos  A e V são d i s t r i b u t i v o s ,  i s t o  é, sen - 

do A, B e C r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  teremos: 

O operador l óg ico  ---.I obedece 2s Leis  de Morgan, ou s e j a :  

I 7 7 
e ( A V B )  = A A B  

I - ---i 
( A A B )  = A V B  

Cumpre n o t a r  que os operadores l óg icos  A e --I , quando a- 

pl icados  a r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  como no caso p re sen te ,  dão origem a conjun- 

t o s  p o l i é d r i c o s  convexos e, po r t an to ,  o problema de  o t imizar  uma forma l i n e-  

ar s u j e i t a  a e s t a s  r e s t r i ç õ e s  pe r t ence  ao escopo da  programação l i n e a r  c o n t í  - 
nua. são  a s  d is junções  que introduzem a s  não- linearidades e ,  po r t an to ,  por  

serem elementos c r í t i c o s ,  dão nome ao problema e m  questão.  



2.3 .I - Suponhamos que f e g são duas funcionais de£ inidas em S c R ~ ,  - 

Em termos disjuntivos, teríamos: 

Portanto, sendo A  e B  duas restrições, são equivalentes às 

seguintes condições : 

7 
e A- B  (A V B) 

Diremos, de modo informal, que a restrição B  é uma " c o ~ ~ Q -  

y Uêndu de" ou "hpficudu pok" A. 

Um "pXana de cante" é uma desigualdade linear válida, em rela- 

ção a algum conjunto de restrições. Sendo: 

[D matriz m x n  

ax > a é um plano de corte válido ou implicado por X +===e> a -- - o 

disjunpão (x 4 X) V (a x > ao) é verdadeira V x E X. - - -  - - 

A  seguir, colocamos outro conceito que, como o anterior, ser; 

repetidamente utilizado. 



2.3.2 - Sejam a x  > ao e B x  5 B o  d o i s  c o r t e s  v á l i d o s  pa ra  X . Diremos - -  - - 
que > Bo é m a i s  "y~nu&~ndo" que a x  > CQ - -  - 

P e l a  mesma argumentação, 2 5 2 ao e um " e i n ~ n q u ~ & e i ~ u "  de  

Note-se que, sendo x  - > O , qualquer enfraquecimento de  - - 
8: L B0 também s e r á  um c o r t e  v á l i d o  pa ra  X, j á  que: (a - - - -  B)x 2 , x  - - -  > 0; 

OU s e j a ,  um c o r t e  'contém' todos o s  seus  enfraquecimentos.  

2.4 - Formas Normais 

~á m a i s  de  uma maneira d e  r ep re sen ta r  um problema d i s j u n t i v o ,  

sendo que duas se rão  fundamentais. 

Diremos que (PD) e s t á  na  forma normal d i s  j u n t i v a  (conjunt iva)  

s e  f o r  de f in ido  por  uma d is junção  (conjunção) cu jos  termos não contêm d i s j u n  - 
çÕes (conjunçÕes) a d i c i o n a i s .  

2 -4.1 - Forma Normal Dis junt iva  

minimizar 

s u j e i t o  a: 

h h 
S e j a  % = { x / A  x  > a , x > 01 , V h r H .  Pa ra  que (PD) - - - - o  - - -  

t enha  solução v i á v e l ,  devemos ter, p e l o  menos, um f 4 , ou s e j a ,  



O conce i to  de v i a b i l i d a d e  para  (PD) é formalizado na  proposi- 

- 
çao a  s e g u i r ,  c u j a  prova decorre ,  t r i v i a lmen te ,  da  ap l i cação  do Lema de 

Minkowski-Farkas 113 1 . 

Prova : - 

Consideremos o segu in t e  pa r  de problemas l i n e a r e s  dua is :  

(i) ( =====es ) Suponhamos que a h E H t a l  que 
h # . ~ n t ã o  (P) tem 

uma solução v i á v e l  X que s e r á  ótima, já que O x = O , V x. P e l a  teo- - - - - 
h A 

r i a  d a  dua l idade  da l i n e a r  cont ínua  116 1 ,  (D) t e r a  uma so- 

-h -h h h h  
l u ç ã o ó t i m a  0 - t a l  que e 5 0  = O .  Logo, - f3 5 0  2 0 ,  

= {eh / eh < 
h h 

- - - o ,  e > - 01 ; assim, E uh t a l  que - eh > 0, 

-h h 
caso con t r á r io ,  - f3 não s e r i a  so lução  Ótima de  (D) . Por t an to ,  Oh = 4 .  

( t i )  ( ==;. ) Por o u t r o  lado, supondo que 3 h E H t a l  que = (, en tão  



h 
= O  é uma s o l u ç ~ o  ó t i m a p a r a  (D) , já que o E Uh e 

h  e E uh 
e - 

h h  20 5 0; caso c o n t r á r i o ,  0 f r$, con t r a r i ando  a supos ição .  
h  

h 
~ n t ã o ,  p e l a  t e o r i a  d a  dua l idade ,  (P) tem solução Õtima e, po r t an to ,  

% 7' 4 .  

A s s i m ,  ( i )  e ( i i )  completam a prova. 

- 
Adicionalmente,  definamos os  s egu in t e s  conjuntos ,  que s e r a o  u- 

t i l i z a d o s  no c a p í t u l o  três: 

A condição de v i a b i l i d a d e  an te r iormente  mencionada resume-se, 

por  t an to ,  em: 

2 .4 .2  - Forma Normal ~ o n j u n t i v a  

minimizar C x - - 
s u j e i t o  a :  t:; r) 

Alterna t ivamente ,  podemos e sc reve r :  



minimizar C x - - 
s u j e i t o  a :  

onde 

são  conjuntos qùe podem, e m  t e s e ,  s e r  f i n i t o s  ou não. 

Devido d i s t r i b u t i v i d a d e  dos operadores A e V, a s  duas f o r  - 
mas e s t a r ã o  re lac ionadas ,  podendo uma s e r  ob t ida  a p a r t i r  da o u t r a .  A s s i m ,  

no exemplo i n i c i a l ,  teríamos: 

FORMA NORMAL DISJUNTIVA 

minimi zar x1 + 2x2 

s u j e i t o  a: 

FORMA NORMAL CONJUNTIVA 

rni nimi z a r  x1 + 2x2 

s u j e i t o  a :  

(x. > 2) 
j e ( 1 , ~ )  

- 



2.5 - Alguns Exemplos 

A t í t u l o  de i l u s t r a ç ã o ,  s ão  colocados na forma d i s j u n t i v a  al- 

guns problemas e r e s  t r içÕes de ocorrênc ia  f requente .  

2 .5 .1  - ~ r o g r a m a ~ ã o  Biva len te  

. - 
S e j a  o s e g u i n t e  problema d e  programação i n t e i r a  a n va r l a -  

v e i s  : 

n 
(P i ) :  minimizar {c  x / A x  > 20  e X E  {0,1} 1 - - - - 

A forma normal d i s j u n t i v a  s e r á  dada por :  

minimizar C x - - 
s u j e i t o  a: 

2 1 é O conjunto de todos o s  elementos 0-1, sen- onde H = {xl, x , ... , x 

A forma normal conjirntiva s e r á :  

minimi zar  C x - - 
s u j e i t o  a:  

[ (xj  = O) v (x j  = 1)  ] 
j E {1,23.  ..,n} 



Do exemplo a n t e r i o r ,  nota- se que, uma v e z  e s t a b e l e c i d a s  a s  r e s  - 

t r i ç õ e s  correspondentes  às conjunções e d i s  junções, a s  r e s p e c t i v a s  formas 

são ún icas .  

Sendo esta formulação suf ic ien temente  g e r a l ,  n e l a  s e  enquadram 

problemas c l á s s i c o s ,  t a i s  como: c a i x e i r o  v i a j a n t e ,  mochila, partioionamen- 

t o ,  recobrimento, e sco lha  de p r o j e t o s  de invest imento a l t e r n a t i v o s ,  a loca-  

ção, seqfiencianiento e ou t ros .  

2.5.2 - ~ o n s i d e r a ç õ e s  Adicionais  

De importância  p r á t i c a  s e r á  representarmos (PD) e m  mais de  uma 

forma. Se j a ,  por exemplo, o s i s tema:  

que, quando colocado n a  forma d i s j u n t i v a ,  t e r á  z 3  = 8 termos. Enquanto 

# 

que, s e  f o r  e s c r i t o  como a segu i r ,  e uma d i s junção  com 4 termos. 



podem ser expressas na forma disjuntiva,  como: 

Vemos que condições lógicas podem, de várias maneiras, ser  con - 
& 

vertidas em restr ições lineares envolvendo variáveis bivalentes; porem, a ge - 

ração de cortes a p a r t i r  destas condições, sem o concurso destes a r t i f í c ios ,  

& 

t rará ,  em muitos casos, algumas vantagens, como ver-se-a no caso específico 

do problema do particionarnento. 



PRINCTPIO BASICO DA PROGRAMAÇÃO DISJUNTIVA 

Procuramos, n e s t e  cap í tu lo ,  c a r a c t e r i z a r  a f a m í l i a  de  todos os  

c o r t e s  v á l i d o s  para  um problema d i s j u n t i v o .  Os r e su l t ados  aqui  apresentados 

- 
sao,  n a  r ea l idade ,  generalizaçÕes e extensões de proposiçÕes c l ~ s s i c a s  no 

t e r r e n o  de  inequaçÕes l i n e a r e s .  

Estaremos i n t e r e s s a d o s  na f a m í l i a  de r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  irnpli - 
cadas p e l o  conjunto d é  r e s t r i gÕes  de um (PD), F. Todos os c o r t e s  v á l i d o s  pa - 
r a  (PD) devem per tencer  a e s t a  f amí l i a .  

Note-se que o conjunto de pontos s a t i s f azendo  todas as r e s t r i -  

ções l i n e a r e s  d e s t a  f amzlia s e r á  a e n v o l t ó r i a  convexa de  (PD) , a qua l  tem 

sua  e s t r u t u r a  e propriedades devidamente ca rac t e r i zadas  em 1 3 , 4 1 . Para  o 

exemplo dado no c a p í t u l o  11, terTamos a e n v o l t ó r i a  dada a s egu i r ,  na  Figura . 

o 1 2 3 4 x1 

Figura 111-1 



Yejamos, agora, alguma notação ad ic iona l  n e c e s s á r i a  ao desen- 

volvimento formal do Teahema T u d u m e f i d  d a  fm%a de C a h t e ~  DA juM;uvan. 

Sejam: 

I h E H (não necessar iamente f i n i t o )  

Londe  a: é a j-ésima coluna de  Ah 

3.1.1 - Teorema Fundamental d a  ~ a m í l i a  de Cortes  Dis junt ivos  

O c o r t e  a  x > ao 6 uma consequência da d is junção  - - - 
h h 

V ( " Z F a o  , 5 1 0 )  <-> - - -  h 
3 0 > O . sa t i s f azendo  a a  > eh Ah e 

h E H  
--.., 

Prova: 

(--jb) Suponhamos que o c o r t e  em questão s e j a  implicado p e l a  d is jun-  
- 

çao; v a l e  d i z e r  que: 



Por t an to ,  Y- ~ E H "  c H tem-se mhimo a x > ao . - - - -  
9% 

Definamos, adicionalmente,  o s egu in t e  par  de problemas dua i s :  

(ph): minimizar a - x h h  
( D ~ ) :  maximizar ao 

s u j e i t o  a: I s u j e i t o  a:  

n Como estamos assumindo a h i p ó t e s e  verdadei ra ,  temos que a E R 

h h é t a l  que (P ) tem solução Ótima f i n i t a  e ,  por t an to ,  (D ) também o t e r á .  

h Sendo eh a solução Ótima d e  (D ), segue-se que: 

A s s i m :  

Ou de forma equiva len te :  



a > supremo f.eh a!} , j E N 
j - E* - -J .  

h 
(e======) Suponhamos agora que 2 8 > O t a l  que a > eh - - -  - - 

h h ~ E H * C  H. ao 2 8 a 0  - 

Se escolhermos um dado h E H* e tomarmos E % , tem-se ime- 

diatamente que: 

Logo, fF X E F  teremos a x > ao. - - - -  

A s s i m ,  a e @ completam a prova.  a 

Evidentemente, como H" - c H , o teorema permanece v á l i d o  s e  

Observamos, en tão ,  que todos os planos de c o r t e  v á l i d o s  pa ra  

(PD) podem s e r  ob t idos  a p a r t i r  d e s t a s  r e l ações ,  escolhendo-se adequadamente 

h 
os  mu l t ip l i cadores  8. 

1 ' i = 1,2 , .  . . ,mh . Na rea l idade ,  Jeroslow 119 , 20, 

21 1 mostrou que a f a m í l i a  de  c o r t e s  d e f i n i d a  p e l o  Teorema Fundamental (3.1.1) 

é exaus t iva ,  no sen t ido  que todos o s  c o r t e s  vá l idos  pa ra  (PD) e s t ã o  a í  c o n t i  - 

dos.  Inc lus ive  os mais profundos, i s t o  é, a s  f aces  de  CONV(F). 

Em algumas s i t uações ,  poderemos t e r  r e s t r i ç õ e s  de igualdade f a  - 

zendo par  t e  das  d i s  junções. A s  modif icaçÕes necess&ias  s ão  e s t abe l ec idas  

na proposição a s egu i r .  



Se pa ra  algum h E H*, B i E {I, 2, . . . ,mh} t a l  que 

h h h 
(ai i ,  . . . , ain) 2 = a , e n t ã o  a i-ésima componente d e  eh no Teorema (3.1.1) 

O i - - 
e i r r e s t r i t a .  

Prova: 

Basta  lembrar que, sendo H~ # 4 , para um c e r t o  h e H*, temos 

x, + +  
h h 

e, em p a r t i c u l a r  p a r a  a i-ésima r e s t r i ç ã o  de A 

Por t an to ,  o Teorema (3.1.1) s e  v e r i f i c a  pa ra  

h -1. 

eh > O , E 1 2  . { i  e B i & R  , V ~ E H "  
P - . m 

h > O ,  V ~ E H ,  ve Adicionalmente, como estaremos admitindo 2 0  - 
mos que O $ % V ~ E H .  Por ou t ro  lado,  como nosso i n t e r e s s e  é u t i l i z a r  - 
os r e s u l t a d o s  do Teorema (3.1.1) p a r a  ge ra r  c o r t e s  vá l idos  que eliminem a SE 

lução Ótima do problema de programação l i n e a r  cont ínuo associado a (PD), en- 

t ã o  um c o r t e  v á l i d o  d a  forma ol x > ao e l imina rá  a solução cont ínua  Ótima s e  
e - -  

e somente s e  ao > O .  Po r t an to ,  ao deverá  s e r  f i xado  em um v a l o r  p o s i t i -  

vo. Desigualdades com ao 5 O podem c o r t a r  p a r t e s  do conjunto d e  soluçÕes 

v i á v e i s  do programa l i n e a r  assoc iado ,  mas não cortam a solução cont ínua  Ó t i -  

ma. 

Merece t ratamento e s p e c i a l  o caso e m  que cada d i s j  unção cons is  - 
t e  e m  uma Única desigualdade,  ou s e j a :  



Neste caso, podemos o b t e r ,  com c e r t a  f a c i l i d a d e ,  o  conjunto  H" 

porquanto como por hipÕtese a! > O V h E H 

gum j E {1,2, .  . . , n )  , caso  c o n t r á r i o  % = $  
l ado  H&, podemos a p l i c a r  o  Teorema (3.1.1) 5 

devemos t e r  a
h 

> O para  a l -  
j 

e  deve s e r  descar tado .  Calcu- 

d i s j  unção V (3 # $) . 
h e H  

h h  Se ja  H f i n i t o  e  H" # 4 .  O c o r t e  C máximo { a .  /ao}. x .  > 1 
j  E N  ~ E B * c H  J J - - 

* h h  
e  uma consequência da  dis junção:  V ( C a j  . x j  2 a o  , 5 2 0 ) .  - 

h e H  ~ E N  

Prova: 

Do Teorema Fundamental (3.1.1),  temos que: 

h h  .r - h  h  h  
C {supremo 8  . a . )  x > lnfimo (8 . ao)  para  8  2 0  , - f ~ h e ~ ' ~ c  H. 

J j -  - 
j E N  ~ E H "  h  E H" 

Assim, a f a d l i a  de c o r t e s  v á l i d o s  & da  forma: 

h  
Escolhendo mul t ip l i cadores  eh = l / a o  , 9 h e  H* - c  H e  lem- 

brando que H é f i n i t o ,  temos: 



A s s i m ,  obtemos o  r e s u l t a d o  desejado,  ou s e j a :  

X E 
h h  

.., U qi ==) 1 máximo { a . / a o )  . x.  > 1 
J - 

I 
h & H  ~ E N  h c H A  

~ e s n e c e s s á r i o  lembrar que o  r e s u l t a d o  permanece v á l i d o  para  
.v. 

H" H. 

Como observação complementar, devemos no ta r  que, s e  os  coe f i-  

c i e n t e s  do c o r t e  obt ido  a  p a r t i r  do c o r o l á r i o  (3.1.2) forem p o s i t i v o s ,  e s t e  

ser; o  c o r t e  mais poderoso implicado na  dis junção;  por ou t ro  lado,  s e  houver 

c o e f i c i e n t e s  negat ivos,  poderemos, em t e s e ,  aprof undar o  c o r t e .  N o  capitulo 

4, voltaremos a d i s c u t i r  o  problema. 

3.2 - O Cor te  de Gomory 

Vamos, agora, mostrar  como o  c o r t e  d e  Gomory p a r a  o  algori tmo 

f r a c i o n á r i o  pode s e r  ob t ido  a t r a v é s  do c o r t e  de f in ido  p e l a  proposição ante-  

r i o r .  

S e j a  o  s egu in t e  problema de programação l i n e a r  mis ta  na  forma 

completada: 



(PI) : minimi za r  X 0 

s u j e i t o  a :  % = O +  C (-6 - x  , k & I N  
j s I  k~ J 

N 

x. = a + C a ( x  , i E I U { O ]  
1 i o j E I  i j  J B 

N 

x. i n t e i r o  , V i E J1 
1 

onde : 

I N = {1,2 ,..., n )  = IB U I N ,  IB ll I N = $  

I B 
é o conjunto de v a r i á v e i s  b á s i c a s  

& 

e o conjunto de v a r i á v e i s  não- básicas 

a L 5 2  = N \ J ~  e o conjunto de  v a r i á v e i s  cont ínuas 

Suponhamos que, p a r a  uma base do programa l i n e a r  associado,  a 

v a r i á v e l  x. , n e s t a  solução, é não i n t e i r a .  
1 

Podemos e sc reves  que : 

onde : 



J; que cada y. in te i ro ,  
1 

forma normal conjuntiva, ou seja:  

podemos colocar esta  condição na 

o que equivale a:  



Aplicando a proposição com mul t i p l i cado re s :  8 '  = l/aA = l / f i o  

e  e2 = l/a: = l / ( l -  f io)  , vem que: 

f  -f 
máximo { 

;j i j 
s I - f  ~ E J :  f i o  i 0  

Subs t i tu indo ,  temos : 

a -a 
máximo { ;j i j  = 

fio . 1 - f io  

que o c o r t e  de  Gomory p a r a  o  a lgor i tmo f r a c i o n á r i o  ob t ido  v i a  r e s t r i ç õ e s  

-a: : 

d i s j u n t i v a s  . 

O r e s u l t a d o  acima não  nos deve surpreender ,  já que o Teorema 

Fundamental c a r a c t e r i z a  todos o s  c o r t e s  v á l i d o s  p a r a  (PD) e, como f o i  mostra - 



do no c a p í t u l o  11, o problema de  programação l i n e a r  mis ta  pode s e r  colocado 

na  forma d i s  j un t iva .  A s s i m ,  o c o r t e  de Gomory é um membro da f a m í l i a  carac-  

te r i zada .  

3 .3 - O Corte Convexo de Glover 

A i d e i a  de u t i l i z a r  os r a i o s  v e t o r e s  que emanam de um v é r t i c e  

do conjunto de  soluçÕes v i á v e i s  p a r a  ge ra r  um h ipe rp l ano  que c o r t e  e s t e  vér-  

t i c e  não é r e s t r i t a  a problemas de programação i n t e i r a ,  podendo s e r  ap l icado  

a qualquer problema de  programação matemática cu j a s  r e s t r i ç õ e s  s e  reduzam ou 

imp liquem em: 

- 
0 s  fundamentos d e s t e  c o r t e ,  proposto por  Glover 19 1 s ao  oriun-  

dos dos t r a b a l h o s  de Balas 11 I e Young 122 1 ,  sendo vanta joso  em c e r t a s  a p l i -  

- 
caçoes, devido ao pequeno e s fo rço  computacional requer ido  e m  sua ob tensão. 

Mostraremos, a s e g u i r ,  em ráp ida  d igressão ,  que o t r a d i c i o n a l  

Corte Convexo de  Glover pe r t ence  à famzlia  d i s j u n t i v a  d e f i n i d a  p e l o  Teorema 

- 
(3.1. I ) ,  aplicando-o, a s e g u i r ,  a reso lução  de  um Problema Linear  com Custos 

Fixos n a  Origem a t r a v é s  de  um a lgor i tmo dual  de c o r t e s .  

3.3.1 - O Algoritmo de  Taha 123 1 

Basicamente, o a lgor i tmo é v á l i d o  p a r a  qualquer problema d e  m i  - 
nimização de funções côncavas sobre  po l i ed ros  convexos. É d a  f a m í l i a  

"Rfu~nch and Í3aurdt, u t i l i z a n d o  uma "hoRuçÜo Rocdtt p a r a  ge ra r  um c o r t e  l e g í-  

timo, construiido com o i n t u i t o  d e  e l imina r  aquela  solução de consideraçÕes 



f u t u r a s  . 

O s  c o r t e s  poderão ge ra r  novos v é r t i c e s  e  devem s e r  computados 

de t a l  forma. a  não multiplicarem- se indefinidamente. 

Neste ponto, o ob je t ivo  ser; formal izar  gradualmente a s  i d é i a s  

do algoritmo f a c i l i t a n d o ,  a  nosso ve r ,  o  entendimento g lobal  do mesmo. 

S e j a  o seguin te  Problema Linear com Custos Fixos na Origem, na 

forma normal conjuntiva:  

onde : 

minimi zar f (x) - 
s u j e i t o  a: 

# (N) = n 

X = (x l ,  x2, ..., - n )  

y = (y l ,  y2, ...$ y ) t a l  que y . ~ { 0 , 1 )  'd- ~ E N  n J 

k  - = (kl ,  k2, ..., k )  t a l q u e  k .  > O V ~ E N  
n J - 

e f (x )  = c x + k y - - - - 

Cabem, n e s t e  ponto, algumas observaçÕes de ordem ge ra l .  Sendo 



F e F, respectivamente,  os conjuntos de soluçÕes v i á v e i s  pa ra  (PD) e p a r a  o 

problema l i n e a r  relaxado,  vemos que e x i s t e  uma correspondência  bi-unívoca en - 

t r e  os elementos de F e os de F. Por o u t r o  lado, sabemos que o mTnimo da 

função côncava f sobre  F, caso e x i s t a ,  s e r á  um v é r t i c e  d e s t e .  

Como de ta lhe  complementar, se k . = m G j E N e o problema 
3 

f o r  não degenerado, a solução Ótima p a r a  (PD) pode s e r  ob t ida  d i re tamente ,  

resolvendo-se o problema l i n e a r  c o n t h u o  minimizar { c  x / x E F). - -  - 

Assim surge; naturalmente,  a i d é i a  de  enumerar d e  modo e f i c i e n  - 
te  os pontos extremos de F n a  b l s c a  da solução Ótima de  (PD). 

A i d é i a  c e n t r a l  s e  resume em u t i l i z a r  um algori tmo dua l  d e  p l a  - 
k - 

nos de c o r t e  gerando uma seq&hcia S = {xO, x l ,  ..., x de  elementos de  F - - - 
d e  modo que: 

i i + l  
o c x  ( c x  , onde c x

i  
=mínimo { C X / X E X ~ }  - - - - c- - -  - 

i = Oy18 .e . , k - l  

x i + l  
o c xi ( i = O , l , . . . y k - l )  é o conjunto de  soluçÕes vi;- 

v e i s  p a r a  o problema d e  programação l i n e a r ,  ob t ido  a p a r t i r  

d e  F, p e l a  in t rodução  de  ( i i l )  c o r t e s  sucess ivos  do t i p o  

> 1 onde J~ é o conjunto de í n d i c e s  das v a r i á  1 i B j  x j  - - 
~ E J  

i i 
v e i s  não- básicas no Õtimo l o c a l  x e que ap l i cado  a X s o  - 

i 
e l imina  um Único de  seus  v é r t i c e s ,  o Ótimo l o c a l  x . Obvia - - 

i + l  i 
mente, x0 i P e X = X n { X  - 2 c O /  1 i B j  x j  - > 1 )  . 

~ E J  

Cumpre n o t a r  que alguns dos elementos d e  S podem não s e r  v e r t i  - 



ces  e f e t i v o s  de F, surgindo como r e s u l t a d o  da  ap l icação  dos c o r t e s  convexos. 

Des ta  forma, podemos g a r a n t i r  a enumeração dos v é r t i c e s  do po- 

l i t o p o  b á s i c o  a t é  que a r e g r a  de  parada  s e  v e r i f i q u e  ou, en tão ,  em casos  

mais desfavorãve is ,  a t é  a enumeração completa. 

F i g u r a  111-2 

Passemos, agora,  2 cons t rução  d e s t a  r e g r a  d e  parada  p a r a  a 

qua l  necess i ta remos  de um limite i n f e r i o r  e um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o v a l o r  

d a  so lução  Ótima g loba l .  E s t e s  l i m i t e s  s e r ã o  dados por:  

e f = c x0 , l i m i t e  i n f e r i o r  i n i c i a l  p a r a  (PD), a t u a l i z a d o  a - - -  
i + l  

cada i t e r a ç ã o  p a r a  f = c x - - -  

- 
e f , l i m i t e  s u p e r i o r ,  a tua l i zado  sempre que 

i+l 
(C - - x + k - zi+l) f n a  i t e r a ç ã o  a n t e r i o r .  



A r e g r a  de parada, c u j  a prova formal  encontra- se logo apos o 

detalhamento do algori tmo,  se ra :  

i+l > i 
e Se c x  - - paramos com ( , sendo a solução Ó t i -  

ma p a r a  (PD). 

O a lgori tmo l i s t a d o  a s e g u i r  formal iza  a s  i d e i a s  colocadas de 

forma n a t u r a l ,  determinando o Ótimo g l o b a l  pa ra  (PD) em um número f i n i t o  de 

i t e r a ç õ e s  . 

Passo O I 
e Resolver  o s egu in t e  programa l i n e a r :  

( p O ) :  ,ni,zar { c  x/ x E 
- w  - 

e Tes t a r  

- s e  (pO) f o r  i l i m i t a d o  termine, (PD) não tem solução Ótima 

f i n i  t a .  

- s e  (pO) f o r  i n v i á v e l  termine, (PD) não tem so lução  ótima 

v i áve l .  

Sendo - x0 a solução Ótima de ( p O ) ,  f a z e r :  

f = C X  o - - 
1, s e  xO > O 

f = c xO + k z O  onde y! = J - - 'CF ~ E N  
J O ,  s e  x? = O  

J 
x* = x O ,  zX = 0 e i = O - z 

vá pa ra  o Passo 1. 



e Resolver  o s egu in t e  programa l i n e a r :  

. . minimizar ( c  x/ x E X i + l )  - -  - onde 

i+ 1 
e Aproximar o l i m i t e  i n f e r i o r ,  ou s e j a ,  sendo x a solução - 

i +  1 
ot ima de (P ) f a z e r  f = c  x 

i +l 
- - -  

V; p a r a  o Passo 2 .  

Regra de  Parada 

e Tes te  de Otimalidade Global 

ífl > f - s e  c x  - - - termine,  (x*, y*) é o ótimo g lobal .  - - 

i+ 1 
- s e  c x  + k z  

i +  1 
- - - < T , aproximar o l i m i t e  s u p e r i o r  fa-  

zendo: 

- incrementar :  i c i + 1  

p a r a  o Passo 1. 



3.3.2 - Teorema 

k 
Se 3 xP E S t a l  que f (xP)  c x , O < p i k-1,  então  x" E S - - - - - - - 

onde (x", - f )  é o Ótimo g lobal  d e  (PD). 

Prova : 

k 
Por h i p o t e s e  temos que f (x P)  < c x , O i p < k-1, por tan to :  - - - e  - - 

já que k > O 
- - e  

e y E. {0 , l l n  . - 

Sendo f(x") - o v a l o r  da  função ob je t ivo  d e  (PD) no Ó t i m o ,  temos 

que : 

Por ou t ro  lado: f (x") < f (z) < f (xP) onde: - - - 

f ( g )  = mínimo { f ( x ) / x  E s ) .  

.<r 

Se x" # <  então  x" g! S ; i s t o  impl ica  e m  c x < f ( x X )  já - - - -  - - 
que mínimo { f ( x ) / x  - - E $0 - < mínimo { f ( x ) / x ~ ~ ~ )  , i > k o que - - 
c o n t r a r i a  o desenvolvimento i n i c i a l .  



3.3.3 - Corte d e  Glover Via ~ i s j u n ç ã o  

Sem perda de general idade,  consideremos a solução d o  problema 

l i n e a r  associado,  e s c r i t a  em termos das v a r i á v e i s  não b á s i c a s .  

E l iminar  a so lução  cont ínua  cor ren te ,  equiva le  a r e s o l v e r  o 

problema a s e g u i r  n a  forma normal conjunt iva :  

Aplicando o c o r o l ã r i o  . (3.1.2) ,  com mul t ip l i cadores  

obtemos a seguin te  equiva lênc ia :  



onde : 

Reescrevendo os c o e f i c i e n t e s  na  forma: 

i 8; =mínimo { ( e  . a , a i j  + 01  
i E I i j 

A equ iva l ênc ia  s e  mantém ao subs t i tu i rmos  
a. x j  "O ~ E J  

Se impusermos a condição a d i c i o n a l  de apenas um v é r t i c e  s e r  e- 

liminado quando do c o r t e ,  o que pode s e r  i n t e r p r e t a d o  como um enfraquecimen- 

to,  obtemos o C o r t e  Convexo d e G l o v e r  191, C x.18 > 1 ,  onde: 
j E J  J j - 

y a... < O ~j - 

# 

Note-se que, sendo V (aio = O) e p o s s i v e l  que o c o r t e  con- 
i ~ 1  

vexo f i q u e  indeterminado. Pa ra  superarmos e s t a  indeterminação, f r u t o  da  de- 

generescência ,  usaremos o procedimento devido a Balas 11 I . 

ocor re rá  degenerescência ,  sempre que o v é r t i c e  correspondente,  

- - 
5 = (xl, x2, . . . , xn), e s t á  determinado por  mais do que n h iperp lanos  . 



Balas prova que, ignorando cada r e s t r i ç ã o  pa ra  a qua l  a v a r i á v e l  assoc iada  é 

nu la  no quadro do Simplex, o po l i t opo  convexo r e s u l t a n t e  a s s o c i a  neces sa r i a-  

mente n a r e s t a s  d i s t i n t a s  ãque l e  v é r t i c e .  As sim, podemos de terminar  r a p i-  

damente os  va lo re s  de e quando adicionarmos o c o r t e  ao quadro pa ra  a fa 
s e  de p~s-o t imização ,  reativamos a s  r e s t r i ç õ e s  ignoradas no c á l c u l o  dos coe- 

f i c i e n t e s  do co r t e ,  a menos que e s t a s  sejam completamente redundantes com 

r e s p e i t o  ao problema a t u a l ,  podendo, n e s t e  caso, s e r  de f in i t i vamen te  e l imina  - 

das .  

Geometricamente, conforme i l u s t r a d o  na F igura  111-3, p a r a  o R ~ ,  

ao  u t i l i zarmos  e s t e  c o r t e ,  estaremos in t e rcep tando  os  r a i o s  v e t o r e s  r , j E J - j 
do cone envo l tó r io  convexo T, d e f i n i d o  a p a r t i r  de a onde: - o3 

t 
Figura  111-3 



Assim, o Corte Convexo pode s e r  obt ido a p a r t i r  do enfraqueci-  

mento de um c o r t e  da  f a m i l i a  d i s j u n t i v a .  

3.3.4 - Exemplo de ~ ~ l i c a ç ã o  

Se ja  o s egu in t e  Problema Linear  com Custos Fixos na Origem na 

forma normal conj unt iva:  

minimizar x = -3x1 - 5x2 + 5yl + 2y2 

s u j e i t o  a: 

Aplicaremos o algori tmo d e s c r i t o  para  obtenção do Ótimo global  

de  (PD) . 

0 Resolvendo-se o programa l i n e a r  associado a (PD), temos o 

segu in t e  quadro f i n a l :  



i = O e vá p a r a  o Passo 1. 

e D e  terminam-se o s  coe£ i c i e n t e s  do "Corte Convexo 1": 

e Anexando o c o r t e  ao quadro e re-otimizando, temos: 

V; p a r a  o Passo 2.  



Ip88sol Regra de Parada 

i = 1 e vá p a r a  o Passo 1. 

e Determinam-se os  c o e f i c i e n t e s  d o  Corte Convexo 2: 

e Anexando o c o r t e  ao  quadro e re-otimizando, temos: 

~ n t ã o ,  f = -27 - 

V; p a r a  o Passo 2 .  



Regra d e  Parada 

Geome tricarnen te, podemos observar  o desenvolvimento dos c o r t e s  

na  F i g u r a  111-4, a s e g u i r .  

Figura 111-4 

E s t e  a lgor i tmo f o i  por  nós programado e m  linguagem FORTRAN I V -  

H p a r a  o IBM/370-158 e t e s t a d o  p a r a  problemas 'de pequeno e médio p o r t e .  Co- 



mo e r a  d e  s e  e spe ra r ,  os r e su l t ados  obt idos  reproduzem o s  cont idos  e m  123 1 ,  
& 

mostrando a u t i l i d a d e  do método. medida, porem, que o p o r t e  dos problemas 

aumentou, a e f i c i ê n c i a  da  t é c n i c a  decresceu, f icando b a s t a n t e  comprometida. 

Uma das  razões f o i ,  como sempre, o acÚmulo d e  e r r o s  de processamento; ou t ro  

adve r sá r io  f o i  a ocor rênc ia  i n t e n s a  de degenerescência dua l .  

3.4. - O Problema da ~ e g e n e r e s c ê n c i a  Dual 

Um dos  f a t o r e s  preponderantes p a r a  a i n e f i c i ê n c i a  dos a l g o r i t -  

mos dua is  de co r t e s ,  quando ap l icados  a problemas de programação i n t e i r a  é a 

oco r rênc ia  de  degenerescência  dua l  apÕs algumas i te raçÕes .  

I s t o  s e  deve ao f a t o  dos c o r t e s  t rad ic iona lmente  usados n e s t e s  

algori tmos terem todos o s  seus  c o e f i c i e n t e s  não negat ivos .  A pr ime i r a  opera - 

ção de pivoteamento, após adicionarmos cada novo co r t e ,  f a z  com que os  c o e f i  - 

c i e n t e s  da l i n h a  zero ( l i n h a  da função ob je t ivo )  decresçam; de f a t o ,  com a 

poss íve l  exceção do elemento correspondente coluna do p i v o t ,  nenhum deles  

a 

c re sce ra .  E s t e  f a t o  tende, gradualmente, a f a z e r  com que um número maior de 

c o e f i c i e n t e s  a , j E J tornem-se nu los .  
0 j 

Geometricamente, sendo T o cone convexo e n v o l t ó r i o  associado 

a uma solução cont ínua 5 0  , um c o r t e  cu jos  c o e f i c i e n t e s  são p o s i t i v o s  cor- 

responde ao caso em que os r a i o s  ve to re s  r j  = 5 0  - B j  a j  , B j  - > O ~ E J  

que emanam de ao s ã o  i n t e r c e p t a d o s  p e l o  p lano  d e  c o r t e  C - B j  x j  , 60. 
j s J  

A u t i l i z a ç ã o  r e p e t i d a  d e s t e  t i p o  de c o r t e  l e v a r á  a um c e r t o  

"enfraquecimento" do conjunto  de soluçÕes v i á v e i s  n a  r e g i ã o  dos c o r t e s ,  e e s  - 
- 

t e s  tendem a tomar- se  "pa ra l e los t '  a f a m í l i a  d e  h iperp lanos  de f in idos  p e l a  

f unGão ob je t ivo .  Tentamos i l u s t r a r  o problema em n a  F igu ra  111-5. 



Figura  111-5 

A abordagem d i s j u n t i v a ,  algm de va ler- se  da  e s t r u t u r a  de  cer- 

t o s  problemas importantes  e muito freqffentes na  p r á t i c a ,  permite  a obtenção 

de  c o r t e s  com c o e f i c i e n t e s  de s i n a i s  d i f e r e n t e s .  A u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  f a to-  

r e s  tornam poss íve l  a obtenção de c o r t e s  mais profundos e u j a  u t i l i z a ç ã o  repe - 

t i d a  não l e v a  necessar iamente ao fenômeno indese j áve l  da degenerescência  du- 

a l .  

Geometricamente, conforme i l u s t r a d o  em n a  F igura  111-6, 

um c o r t e  L a j  xj 2 ao com c o e f i c i e n t e s  nega t ivos  corresponde à s i t uação  
~ E J  

em que algumas das a r e s t a s  do cone T s ão  i n t e r c e p t a d a s  f o r a  do p o l i e d r o .  



Figura 111-6 



APROFUNDAMENTO DE CORTES DIS JUNTIVOS 

- 
Suponhamos que um co r t e  2 a o  , v á l i d o  pa ra  (PD), nao s e j a  

s a t i s f e i t o  a nzve l  de igualdade e s t r i t a  por  nenhum - X E  F.  ~ n t ã o ,  e s t e  c o r t e  

poderá s e r  aprofundado no s e n t i d o  de  (2 .1 .2) .  

Note-se que o conjunto dos 

.r 
supremo {oh - Ahl x - > ini imo {eh - 

h E H"C - H 

é p o l i é d r i c o  convexo; logo, p a r a  que s e j a  

x s a t i s f a z e n d o  a: - 

vá l ido ,  deverá con te r ,  neces sa r i a-  

mente, a e n v o l t õ r i a  convexa de  F, que é também um conjunto p o l i é d r i c o .  

Assim, deduzimos que um c o r t e  aprofundado d e s e j á v e l  s e r a  uma 

f a c e  de CONV(F) ou p e l o  menos s e u  supor te .  

Uma f a c e  de  dimensão (n-1) de CONV (F) , j 2 que DIM CCONV(F) 3 = 

- 
= DIM(F) = n, e um conjunto S sa t i s f azendo  a:  

e n x = ITO p a r a  exatamente n pontos l inearmente independen - - - 

t e s  de CONV(F) . 

Adicionalmente, diremos que: 



- 
x j  _> 0 , j E N  = I1,2, ..., n )  e uma f a c e  t r i v i a l  

CONV (F) , e que 

e Toda f a c e  n ã o- t r i v i a l  de  CONV(F) s a t i s f a z  a :  

> O  V j e N  e ' r r o > O ,  
j - 

Para  o (PD) exemplif icado em (2 .  l ) ,  terIamos a s  q u a t r o  

de 

f aces  

de dimensão u n i t á r i a  @) , @ , @ e @ , inc lu indo  duas t r i v i a i s  @ e 

@ , as s ina l adas  n a  F igu ra  I V- 1  

Figura I V- 1  

d 

Note-se que um c o r t e  a 2 ao e implicado p e l a  d is junção  - 
h h 

V (A x > ao , x > 0 )  <- a E C ; onde: - - -  - - - - 
h e H  



Consideremos o Teorema (3.1.1) na  de f in i ção  do s e g u i n t e  conjun - 

to :  

J- h h h  c- = { e  E l Z n / f 3  ' e h . A ,  e 2 0  
h 

- - - -  . a o ,  e > o v h e ~ ~ c  H ]  - - - - 

- 
Podemos mostrar 14 1 que a x > a o  ( a o  # O )  e uma f a c e  de - - -  

CONV(F) +======> a  O é um v é r t i c e  de C* e que s e  a x > O é uma f a c e  de 
N - - -  

CONV(F), en tão  a  # o é um r a i o  v e t o r  de  C". 

É poss íve l ,  en tão ,  obtermos as f aces  de CONV(F) a t r a v é s  da r e-  

solução  de  programas l i n e a r e s  da forma: 

(PL) : maximi za r  

s u j e i t o  a:  

onde d s e r á  um ve to r  escolh ido  adequadamente p a r a  cada (PL) . - 

E s t a  pode não s e r  uma abordagem p r á t i c a ,  porquanto em g e r a l  os 

-1. 

elementos de H ~ '  são desconhecidos e sua  ca rd ina l idade  pode s e r  e levada ,  l e  - 
vando a problemas de grande p o r t e .  O p r imei ro  problema pode s e r  contornado, 

* 
trabalhando- se com H ao ihvés  de H' 141, porem, o p o r t e  do problema d e s t a  

forma r e s u l t a r i a  maior. Por o u t r o  lado,  como estamos in t e re s sados  n a s  f aces  

devemos determinar  va lo re s  de d - para  os qua is  o (PL) t e m  so lução  Ótima f i -  

n i t a ,  o que nem sempre s e r á  uma t a r e f a  ev idente .  



Descartada a p o s s i b i l i d a d e  de.obtermos todas a s  f a c e s  por  e s t e  

processo, r e s t a  a inda  o r ecu r so  de  u t i l i z a r  o .  Teorema ( 3  .I. I ) ,  na  t e n t a t i v a  

de  obtermos f a c e s .  P a r a  o exemplo (2.1) , ter íamos : 

A s s i m :  

Aplicando o  orol lã rio (3.1.2), temos : 

h supremo {oh - A ~ }  x > ínf imo {oh a!} , O 2 O h e H" c H I -  - - - - - - 
E H " ' ~  H - ~ E H " C  - H 

Como # (H) = # ( ~ j l ' )  = 2 , podemos e sc reve r :  

h h  
.rr = máximo C0 a . 1  , j E C1,2} 
j h & H  - -J 

h h  
T O  = mínimo (8 ao ) - - 

h &  H 



h 
Tomando 8 = 1 , )  -fF h s H  , temos: - 

no = 2 

= máximo {0,1)  = 1 

n2 = "ximo (1,O) = 1 

Logo, xl + x; 2 2 é um c o r t e  v á l i d o  p a r a  (PD) e x l  + x2 = 2 

- 
e ainda uma f a c e  d e  CONV(F) , como podemos v e r i f i c a r .  N a  ~ i g u r a  Iv-1, e s t á  

a s s ina l ada  p e l o  número @ . 

Nosso i n t u i t o  a q u i  é d i s c u t i r ,  primeiramente, sob que condi- 

ções os c o r t e s  d i s j u n t i v o s  ob t idos  do c o r o l á r i o  ( 3  .l. 2) podem s e r  aprofunda- 

dos, a p a r t i r  de  uma escolha  conveniente  de  mul t ip l icadores ,  havendo p o s s i b i  - 

l i dade ,  como veremos, de ob te r  um c o r t e ,  que s e r á  uma f a c e  da  e n v o l t ó r i a  con - 

vexa d e  F e ,  po r t an to ,  o c o r t e  mais profundo implicado p e l a  d is junção  em 

questão.  Poster iormente,  d i scu t i remos  o p r i n c í p i o  g e r a l  de aprofundarnento 

d e  c o r t e s  da f a m í l i a  d i s j u n t i v a ,  no caso em que, alêm das disjunçÕes ap l i ca-  

das  2s  v a r i á v e i s  bás i cas ,  há restrCçÕes e s t r u t u r a i s  de i n t e g r a l i d a d e  ap l ica-  

das  a algumas ou todas  a s  v a r i á v e i s  não- básicas.  

A discussão completa dos problemas c i t a d o s  pode s e r  encontrada 

em d e t a l h e  em 14, 1 3  1 . Aqui, a ê n f a s e  maior é dada ao caso em que # (H) = 2 

a 

j á  que o c o r t e  B ( 5 ) ,  obt ido a p a r t i r  da ap l icação  do p r i n c í p i o  g e r a l ,  e o 

p r i n c i p a l  elemento de d i scussão  da  d i s s e r t a ç ã o .  

4.1 - A s ~ e c t o s  Pre l iminares  

Alguns c r i t é r i o s  t ê m  s i d o  u t i l i z a d o s  na  obtenção de c o r t e s  a- 

prof undadss . Recentemente, S h e t t y  e S h e r a l i  113 1 exploraram o s  c r i t é r i o s  da 



d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  e r e t i l í n e a ,  r espec t ivamente ,  p a r a  aprofundamento d e  

c o r t e s  d i s j u n t i v o s .  

Passamos a  a p r e s e n t a r ,  d e n t r o  d a s  c a r a c t e r ~ s t i c a s  d i d á t i c a s  

que propusemos, algumas p r o p r i e d a d e s  dos  c o r t e s  o b t i d o s  a p a r t i r  do  orol lá- 

r i o  (3 .l. 2 ) ,  com r e l a ç ã o  a e s t e s  c r i t é r i o s .  

4.1.1 - D i s  t â n c i a  E u c l i d i a n a  

Entendemos p o r  d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  da or igem 2 r e g i ã o  v i á v e l  

d e u m c o r t e  C n . x  ? n o ,  onde no > O  e n  > O  p a r a a l g u m  ~ E J ,  a 
~ E J  J j j 

s e g u i n t e  medida: 

"O 
d  '= mínimo C E n j  x j  2 no , x > O} = e e - -  j & J  1 1  ?! 1 1  

onde z = máximo {O, n . 1  , j E J 
j J 

A d i s t â n c i a  r e t i l í n e a  d a  or igem à r e g i ã o  v i á v e l  d e  um c o r t e  

H n j  x j  2 T O  , onde no > O e n  > O p a r a  algum j r J  é dada por :  
j & J  j 

d  = -  " , onde n  = mâximo C " . )  
r r m m E 



Figura  IV- 2 

Com re l ação  à s  duas medidas de f in idas  e i l u s t r a d a s  na  F igura  

IV- 2,  m c r i t é r i o  i n t u i t i v o  pa ra  g e r a r  ou se l ec iona r  c o r t e s  s e r i a  o d e  rnaxi- 

mizar a d i s t â n c i a  euc l id i ana  e/ou r e t i l í n e a  d a  origem 2 r e g i ã o  v i á v e l  d e f i n i  

da  p e l o  c o r t e .  A grande l imi t ação  assoc iada  2 u t i l i z a ç ã o  d e s t e  c r i t é r i o  é o 

problema da dorninância, porquanto podemos s e r  levados a t r a t a r  d o i s  c o r t e s  

como d e  mesmo poder,  quando n a  r e a l i d a d e ,  um d e l e s  domina e s t r i t a m e n t e  o ou- 



t r o ;  s i t uação  i l u s t r a d a  na  F igura  IV- 3,  onde o c o r t e  a domina a . 

Figura  IV-3 

Conscientes ,  en tão ,  das  l imitaçÕes, vamos i n v e s t i g a r  as pro- 

priedades dos c o r t e s  d i s j u n t i v o s  com re l ação  a e s t e s  c r i t é r i o s .  

S e j a  então:  



Obviamente, de (3.1.1) : 

h h 
Fazendo 8 = l / a o  , V h &  H'C H , obtemos o r e s u l t a d o  do Coro - - 

l á r i o  (3.1.2) . 

O c o r t e  d i s j u n t i v o  d e f i n i d o  pe lo  ~ o r o l % o  (3.1.2) é o de  mai- 

o r  d i s t â n c i a  e u c l i d i a n a  2 origem. 

Prova : 

Por def in ição ,  a  d i s t â n c i a  euc l id i ana  do c o r t e  de£ i n i d o  pe lo  

c o r o l ã r i o  (3.1.2) 2 origem é dada por :  

h h  a = G n i m o  { [ ~ x I I  / C máximo a . / a o }  . x .  
e  - $ 1 9 - -  x  > - O }  = 1/11; 1 1  

j & J  ~ E H * C  H 
- 

- 

* h h  
onde z = (Z.), j E J  é t a l  que =&ximo {O, máximo a . / a o ) . ,  V j & J  - J j h  E H"C H - 

Por conveniência  a l g é b r i c a ,  vamos u t i l i z a r  o  quadrado d a  d i s-  

t â n c i a  e u c l i d i a n a  ao c o r t e ,  ou s e j a :  



Se considerarmos mul t ip l i cadores  €Ih , h E H" c H d i f e r e n t e s  - 

dos u t i l i z a d o s  na obtenção do  c o r t e  d i s j  unt ivo do c o r o l á r i o  (3.1.2) ,  t e r e-  

mos : 

O quadrado da d i s t â n c i a  euc l id i ana  é en tão  dado por: 

h 
com z = máximoI0, máximo {eh . a.13 , j E J  

j h E H*C H - J 

No caso  em que hP = O en t ão  d2 = O e a p r o p o ç i ç ~ o  
e 

vialmente v e r i f  icada.  Consideremos, en tão ,  o caso em que hP > 0 .  

Temos que: d 2  = 1/ C ' (z  ./hP)' 
e j E J  J 

h h  h h  
e sendo hP = mínimo {8 . ao}  , segue-se que (O ao ) /hP  > 1 h E H"C H .  - - 

h E Hikc H - 

Logo: 

h h h h  
z ./hP = máximo {O, máximo (8 /hP) . a .  1 > máximo {O, máximo a . / a a }  = ^z 

J h E ~ * c  H J - h &  H*C H - - j 

Segue-se que: d2 < (a )' pa ra  qualquer escolha  dos rnul t ip l i -  
e -  e 

h 
cadores 0 > O , h E Hkc H - - 



O c o r t e  d i s j u n t i v o  d e f i n i d o  pe lo  co ro l á r io  ( 3  .l. 2) é o de mai- 

or d i s t â n c i a  r e t i l h e a  2 origem. 

Prova: 

Por de f in i ção ,  a  d i s t â n c i a  r e t i l z n e a  do c o r t e ,  de f in ido  pe lo  

co ro l á r io '  (3.1.2),  5 origem, é dada por:  

Escolhendo mul t ip l i cadores  eh, h  E H* c - H a rb i t r a r i amen te ,  t e  - 

ríamos : 

h h  d  = b í n i m o  6  a  / i m o  máximo eh = 

E H * ~  H - ~ E J  ~ E H * c  H - J 

a ro  que hP = O impl ica  em um v a l o r  de  d  = 0, i n f e r i o r ,  r 

por tan to ,  a  o que v e r i f i c a  t r i v i a lmen te  o  r e su l t ado .  Vamos assumir,  r '  

en tão ,  hP > O .  

Por out ro  lado,  (oh aO)/hp - > 1 + h E H" c H e  p e l a  d e f i n i -  

ção de d  s Õ  consideramos aqueles  j E J para  os qua is  a
h 

> 0. 
j 



Logo : 

h 
Por t an to ,  pa ra  qualquer escolha  dos mul t ip l i cadores  8 - > O , 

~ E H * C  - H ,  tem-se d < a  
r -  r 

Verificamos, po r t an to ,  que os dois  c r i t é r i o s  são  s a t i s f e i t o s  

simultaneamente, o  que é b a s t a n t e  i n t e r e s s a n t e .  Por ou t ro  lado,  se os m u l t i  - 

p l i cadores  forem se lec ionados  de  modo mais elaborado,  poderemos o b t e r  um c o r  

te mais profundo, com a s  mesmas propriedades,  sendo a inda  uma f a c e  d e  

CONV(F) . 

E s t a  e sco lha  de mul t ip l i cadores  s e r á  d e f i n i d a  a  s egu i r .  

4 .2  - ~ e r a ~ ã o  de Faces d e  CONV(F) 

Primeiramente,  discutamos como aprofundar o c o r t e .  

-1. 

O c o r t e  d i s j u n t i v o  C â  . x .  > 1 mais profundo que o ob 
J - - 

~ E J  j  
t i d o  no Corolár io  (3.1.2).  

.L h h h  
Onde: a" = máximo {y ( a j  /ao)  1 , j E J 

j  ~ E H ; ' c  H - 

h h  
yh = mínimo {a. / ( a .  / ao )  1 

j e J  J J  
h h  

a . / a o  > O  
3 



h h  
a = máximo { a . / a o )  , j E  J 

j ~ E H - C  - H 

Prova: 

-1. 

Consideremos, i n i c i a lmen te ,  o s  par&netros  yh, h E H^ - C H.  Te- 

mos que a
h 

> O p a r a  algum j E J , V h E $ .  A s s i m ,  mesmo que B ah < O ,  
j j 

h teremos sempre y p o s i t i v o .  Por  o u t r o  l ado  da sua  p r ó p r i a  de f in iGão ,  se - 
J- 

gue-se que - > 1 , ~ E H " .  

Definamos a s e g u i n t e  p a r t i ç ã o  de J: 

J+ = { j  E ~ / a "  > 0 )  
j 

com + (J+) = m 

.L 

J- = 1 j E ~ / a :  < 0 )  com # (J-) = n 
J - 

Evidentemente : 

Se, p a r a  um p a r t i c u l a r  j E J t ivermos a .  O , então :  
J - 

h h h  h h  
a
h 

< O tr ~ E H ' .  Logo* y ( a j / a o )  5 ( a . / a o )  , V ~ E H * .  
j - J 

Segue-se t r i v i a l m e n t e  que: 

h h h  . h h  
mãximo {y ( a .  / ao)  ) 2 máximo {a. / ao  ) 

~ E H * C  - H J h &  H"C H - 

A 
Ou seja . ,  a < a quando ~ E J - .  

j -  j 



Por out ro  lado, não é d i f z c i l  ve r  que p a r a  j E J+ teremos 

* 
a = a . Assim, mostramos que: 
j j 

P e l a  d e f i n i ç ã o  de  cor  t e  mais profundo, con t ida  em (2.3.21, a  

prova e s t á  completa. Ij 

A p a r t i r  d e s t e  r e s u l t a d o ,  torna- se c l a r a  a  observação f e i t a  no 

c a p í t u l o  111, com re l ação  aos c o e f i c i e n t e s  do c o r t e  d i s j u n t i v o  def in ido  p e l o  

c o r o l á r i o  (3.1.2).  Po r t an to ,  s e  algum a 
j '  

j  E J f o r  nega t ivo ,  podemos 

h 
t e n t a r  aprofundar o c o r t e  a p a r t i r  dos mu l t ip l i cadores  y , h E H  como de- 

f i n i d o .  Mostraremos, agora, que e s t e  c o r t e  também atende aos  c r i t é r i o s  de  

d i s t â n c i a  mencionados. 

h h h  O c o r t e  d i s j u n t i v o  1 mãx-@o y ( a j  / a o )  1 x .  > 1 
j E J h~ H"c H J - - 

h h h  
com y = mhimo { a .  / ( a .  / a o )  ) , h E H" - c H maximiza a s  d i s t â n c i a s  e u c l i d i a  

j s ~  
- 

na e  r e t i l í n e a  à origem. 

Prova : 

A 

Por def i n i g ã o  de d i s t â n c i a  euc l id i ana ,  tem-se: de = 11 [I zY 1 1  . 



A 

segue-se que zY = z 
j '  

V j E J e ,  po r t an to ,  dY = . 
J e  e  

Por  o u t r o  lado, a  d i s t â n c i a  r e t i l í n e a  é dada por:  

P e l a  mesma argumentação a n t e r i o r ,  tem-se : 

J- 

máximo a" = máximo a e ,  por tan to ,  dY = ar. 
~ E J  j ~ E J  j r 

Segue-se que: dY c aY e  d Y  c aY p a r a  qualquer  escolha  
e  - e r -  r 

h 
dos mul t ip l i cadores  8 L O , h E H% c  H. $ - 

O c o r t e  d i s j u n t i v o  d e f i n i d o  p e l a  ~ r o ~ o s i ç ã o  (4.2 . I )  é uma f a c e  

de  CONV(F) . 

Prova : 

É s u f i c i e n t e  i den t i f i ca rmos  # (J) ve to re s  l inearmente inde-  

pendentes de CONV(F), s a t i s f azendo  ao c o r t e  de f in ido  em (4.2.1) a  nzve l  de 



igualdade e s t r i t a ,  já  q-ue dimensão CONV(F) = # ( J ) '  C I 
i- - - 

Util izaremos o s  mesmos conjuntos J e J , o s  qua is  sao uma 

p a r t i ç ã o  d e  J,  conforme (4.2.1) .  

- k 
Se ja  x = ( 0 ,  , l / a p  0 , p E J+ onde claramente todos 

-P 

o s  elementos d e  são nulos ,  exceto o p-ésimo componente, 
-P 

+ 
Como p E J  , temos de (4.2.1)  que: 

J- - A - 
Segue-se que: C a" . xJ = x = 1 

j -P - -P 

- 
e ,  po r t an to ,  x E CONV(F). 

-P 

-F - i- 
Assim, temos # ( J  ) elementos da forma x. , j E J perten-  

-J 

cen te s  a CONV(F). 

- 
Consideremos, a s e g u i r ,  um elemento genérico q E J . Vamo s 

most ra r ,  i n i c i a lmen te ,  que R Xh , h E H e q E J-, sa t i s f azendo  a: 

4 9 

h h h  .L 
,, i- 

Y ' (apq / aoq ) = a p a r a  algum p E J 
P 

h h h  .L 

e y - q  ( a q / a O q ) = a n  
9 4 

De (4 ,2 .1) ,  temos que: 



Assim, pa ra  e s t e  h E H ,  teremos: 
4 

.L ,, + h h h  + 
Como u = a , p E J , segue-se que y q ( a  q /aoq)  =a"  , p E J . 

P P P P 

Definamos , então  : 

sendo A > O .  Podemos observar  que d é uma d i reção  de % , h  & H  já que 
-4 

4 
4 

J- 
h  

s e  o^ = 0 ,  temos a = O e o r e s u l t a d o  é imediato; por  out ro  lado ,  para  
4 4 

.v. A 
h 

J< 
h  

a" O , x = (O ,..., y q / a  , . . . ,O) E X ~  e s + h(y d ) E \  - p a r a  todo 
4 P ,  

4 -q 4 

h - > O .  Assim, d 6 uma d i reção  de CONV(F). - 4 

A - 
Fazendo x = x + d , q E J- , ver i f icamos  que *x E CONV(F) , 

-4 -P -4 -4 

sa t i s fazendo ao c o r t e  como igualdade e s t r i t a .  

Obtivemos, en tão ,  # ( J )  elementos que sa t i s f azem ao c o r t e  a n? - 
v e l  d e  igualdade e s t r i t a ,  a saber :  



i- 
Se dispusermos e s t e s  elementos em uma ma t r i z  t a l  que a s  # ( J  ) 

-T 
p r ime i r a s  colunas forem os x , p E J+ e a s  # (J-) Últimas colunas,  os 

-P 
-T x , q E J-, nota- se claramente que a mesma s e r  reduzida ,  a t r a v é s  de 
-4 

operações elementares ap l i cadas  sobre suas  l i nhas ,  a uma ma t r i z  d i t a  

"echelon" sem l i n h a  nu la .  Por tan to ,  e s t e s  # (J) elementos ob t idos  são li- 

nearmente independentes de cONV(F), e como dimensão cONV(F) = + ( J )  , I a 

prova e s t á  completa. fl 

A s s i m ,  mostramos que o c o r t e  de f in ido  em (4.2.1) é uma f a c e  d e  

CONV(F) e ,  por tan to ,  o mais profundo implicado p e l a  d is junção  V (% # +) . 
h E H 

- 
Para  o caso genera l izado ,  a s i t uação  é mais complexa, nao ha- 

vendo a t é  o momento uma solução a n a l z t i c a ;  passaremos, en t ão ,  a d i s c u t i r  a l -  

guns aspec tos  i n t r o d u t ó r i o s  a o  p r i n c b i o  g e r a l  de aprofundamento, quando em 

presença de  r e s t r i ç õ e s  b i v a l e n t e s  a um subconjunto de  v a r i á v e i s  do problema 

(PD). 

4 .3  - Aspectos Pre l iminares  do p r i n c í p i o  Geral  de Aprofundamento 

- 
Consideremos um (PD) na  forma normal d i s j u n t i v a ,  ao qua l  s a o  

ad ic ionadas  r e s t r i ç õ e s  de i n t e g r a l i d a d e  a algumas componentes do v e t o r  de de - 
c i s ã o  5. 

Adicionalmente, admitiremos que: 



sendo # (H) = q.  

Temos, en tão ,  o s egu in t e  problema de  programação d i s j u n t i v a  n a  

forma normal conjunt iva:  

I minimizar C x - - 
I s u j e i t o  a: 

A metodologia p a r a  aprofundarnento de  c o r t e s  d i s j u n t i v o s  aqui  

h 
d e s c r i t a  só pode s e r  a p l i c a d a  se e x i s t i r e m  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  , h s H .  

Note-se que, embora sendo uma l imi t ação  cons ideráve l ,  ve r i f i ca r- se- á  n a  maio - 

r i a  dos problemas p r á t i c o s  de programasão matemática mista;  além d i s so ,  espe - 

c i f icamente  p a r a  problemas de programação b i v a l e n t e ,  como é o caso do proble  - 

ma de part ic ionamento,  e s t e s  l i m i t e s  não só existem, como também são bastan-  

t e  e s t r e i t o s .  

Estabeleceremos, agora,  um lema que s e r á  Ú t i l  n a  demonstração 

do p r i n c í p i o  bás i co .  



.Sejam: 

- 
i 

A' = ( a .  , j E J e i e H  
-.I 

M = {m E R ~ I  C m. > O , m. i n t e i r o  , i E H } - 
i E H  

1 - 1 

m = (m..) , j E J e ~ E H  - j 1 J 
- 

4.3.1 - Lema 

n Sendo m .  E M  , j E J l g  J ; V x & R +  t a l  que x i n t e i r o ,  
-J j 

j E J1 5 J , uma das  condições s e  v e r i f i c a :  

Prova: - 

Suponhamos, por  absurdo, que 3 X > O t a l  que - - - 
A 

x i n t e i r o  V j E J1 C J, t a l  que: 
j - 

onde m. E M , j  E J1. Por tan to :  
. -J  



A 

Da def in ição  do conjunto M e sendo x > 0 , segue- se que: - - -  

Vemos que a c o n t r a r i a  @ , por t an to ,  devemos ter, p e l o  me- 

nos,  um C m. x > 1 , i E H , ou equivalentemente: 
i j  j - 

j  E J1 

4.4 - ~ r i n c í ~ i o  ~ á s i c o  

O teorema a s e g u i r  nos fornece  o ponto de  p a r t i d a  p a r a  o apro- 

fundamento de alguns c o r t e s  da f a m í l i a  d i s j u n t i v a  e m  presença de v a r i ã v e i ~  

b i v a l e n t e s .  

4.4.1 - Teorema 

& 

O c o r t e  C aj . x j  2 ao e implicado por  I?. Sendo: 
j s J  

-S. inf imo mãximo ei kj 
- 

m . & M  ~ E H  
-J 

i i 
mãximo {e a .  , j & J 2  = J \ J ~  
i E H - -J 



Prova : 

S e j a  X E  F , tentaremos mostrar  que x s a t i s f a z  a :  - 

p a r a  qua lquer  m. E M , j E J1. 
-J 

Ob je t ivando f a c i l i t a r  a demonstração, vamos r e e s c r e v e r  a d is-  

junção como se segue: 

De acordo com o Lema (4.4. I ) ,  d o i s  casos devem s e r  considera-  

dos : 

( l ?  Caso) 
m i j  X j  = O 

V ~ E H  

j E J1 

Neste caso, a d i s junçao  3 transformar- se- á em: - O 

o que, por  h ipó t e se ,  s e  v e r i f i c a ,  po i s  X E  F. - 

(29 Caso) V ( C  m, . x > 1 )  
~ E H  j E ~1 1 j j - 



Neste caso, Et ~ E H  t a l  que: 

pa ra  algum s 2 O .  

Assim, o k-ésimo termo da  d i  sj  unção 3 transformar- se-á em: o 

k k  k k  
Como 20 2 bo e s > O . segue-se que: s ( a 0  - bo)  > O - - - 

e ,  po r t an to ,  como x E F , automaticamente v e r i f i c a  - 0 * 

Aplicando o Teorema Fundamental (3.1.1) , tem-se que 

- 
a ; x j l a o  

e implicado por  F, sendo: 
j E J  

máximo o i  bf + m. - b;)] , j  E J1 
E - l j  - 

J i i 
máximo (0 a , }  , j & J 2  = J \ J ]  I - -J 

i i 
e ao = mínimo {O a o }  - 

i s H  

- 
Como os c o e f i c i e n t e s  a! , j  E J 1  e  ao sao  v á l i d o s  

J 

i ni. E M , é n a t u r a l  que escolhamos o c o r t e  mais profundo p o s s í v e l  no s e n t i -  
-J 

do  de  (2.1.2),  ou s e j a :  



i i 
mãximo { 0  a . 1  j.J2 = J \ J ,  

i & H  - -J 

i i i i 
Sejam os ve to re s  2 i E H s a t i s f a z e n d o  a õ (a0 - d o )  = 1, - 

O c o r t e  Z B j  . x > 1 é implicado po r  F 
~ E J  j - 

onde : 

I i i 
(T a .  - -J 

máximo - i i '  j~ J2 = J \ J ,  
~ E H  o ao - 

Prova : 

Aplicando- se o Teorema (4.4.1) e u t i l i z a n d o  o s  mu l t i p l i cado re s :  

i i i 
e i = o  / ( c  a o ) ,  V ~ E H  - - 

obtemos os c o e f i c i e n t e s :  



- 
Para  que o procedimento d e s c r i t o  possa s e r  u t i l i z a d o ,  e neces- 

s á r i o  determinar  os  v a l o r e s  Ótimos m. i E H. 
1 '  

Dois a lgor i tmos  e s t ã o  d e s c r i t o s  em 171, obtendo o s  v a l o r e s  dos 

i 
m. a p a r t i r  dos  mu l t ip l i cadores  o considerados f i x o s .  Evidentemente, a 
1 w 

i 
otimização g loba l  requer  a determinação s imultânea de  m. e o , i E H; 

1 - 
~ o r é m  um algori tmo e f i c i e n t e  p a r a  e s t e  problema não é conhecido a t é  a da t a .  

Apresentamos, a s e g u i r ,  um dos algori tmos cont idos  em 1 7 1 . 

4.5 - Algoritmo pa ra  o ~ ã l c u l o  dos  B; , j E J1 

i 
Suponhamos o s  a f i x o s  + i E H , e escolh idos  de t a l  forma, - 

que : 

Consideremos adicionalmente,  a segu in t e  notação: 



/ k maior i n t e i r o  5 m 
j '  

j E J I  

Temos, então:  

mínimo máximo {(a i  + m .  ) Ai} , j & J 1  1 zj&M L i e H  l j  1 
máximo {a.  Ai 1 

i & H  1 

O problema resumir-se-á n a  determinação de va lo re s  Ótimos para  

os m. e ,  em seguida,  calcula- se:  
1 j 

Vamos examinar alguns aspec tos  que, a nosso ve r ,  f a c i l i t a m  a 

compreensão do algori tmo cont ido  e m  17 1 ,  o q u a l  será l i s t a d o  pos te r iormente .  

convêm reco rda r  que, ao  nos re fer i rmos  a va lo re s  Ôtimos, e s t a -  

i 
remos considerando um problema p a r c i a l  em que os o , i E H são  f i x o s ,  e - 

i - 
não ao problema r e a l  para  o qua l  t a n t o  os  o quanto os m. - i e H  sao  

ij ' 
otimizados simultaneamente. F e i t a  e s t a  r e s s a l v a ,  como por  h i p ó t e s e  temos 

C m. > O , segue-se que: 
i e H  1.j - 



Obtivemos, d e s t a  forma, um l i m i t e  i n f e r i o r  

y = E a i /  Z ( l / h i )  pa ra  B 
j '  

j E J que não depende dos v a l o r e s  de 
~ E H  i s H  

Omitindo, po r  comodidade, o zndice  j e lembrando que no Ó t i -  

mo podemos assumir que C m. = O , b a s t a  f aze r :  
i E H  1 

* - 
que e s t a  condição ver i f icar- se- á;  porém, os va lo re s  de rn. em g e r a l ,  nao 

1 '  

serão  todos i n t e i r o s .  

Como buscamos v a l o r e s  õtimos i n t e i r o s ,  uma pr imei ra  aproxirna- 

ção a cons iderar  s e r i a :  

Devemos, então,  v e r i f i c a r  o quanto nos  afastamos da  condição 

de Ótimo a p a r t i r  d e s t a  aproximação. 



Considerando que: 

Por ou t ro  lado,  chamando 6 a " dis tânc ia"  do Ótimo, temos: 

E s t a  medida é l im i t ada  superiormente.  Basta  n o t a r  que: 

Tendo em v i s t a  estarrcos a f a s t ados  6 do ponto de  Ótimo, pode- 

mos r e d u z i r  i t e r a t ivamen te  e s t a  d i s t â n c i a ,  escolhendo um s E H  e somando u- 

ma unidade ao v a l o r  de  m . Devemos, no en tan to ,  e sco lhe r  s de modo a en 
s - 

f raquecer ,  o menos poss?vel ,  o c o r t e  n e s t a  d i r e G ã o ,  

~ a s t a r á ,  então,  escolhermos s E H , t a l  que: 

+ m + 1) = minimo {h.(ai  + m. + 1)) 
Xs(as  s 1 

i & H  
1 



e f a z e r ,  en tão ,  m +- m + 1 , mantendo os demais v a l o r e s  de m. , i E H \ Cs 1. 
S S 1 

Se repe t i rmos  - ki] vezes o procedimento, obteremos os 
i & H  

m. Ótimos e ,  e m  seguida, faremos = máximo {(ai  C mi) Ai 1 .  
1 'j i & H  

Des tas  r e f l exões ,  r e s u l t a  ev iden te  o a lgor i tmo a s e g u i r ,  que 

deve s e r  ap l icado  pa ra  cada j E J 1 .  

4.5.1 - Algoritmo 

Passo O 
~ n i c i a l i z a ~ ã o  

e Calcular  

e Fazer  k = - L I&] - =& (H) - I. vã p a r a  o passo  1. 
~ E H  



e Determinar s E H  t a l  que: 

A s  (as + ms + 1 )  = mínimo {h. (ai + m + 1) 1 
1 i &H i 

0 Fazer :  m t m + 1 
S S 

m.  t m. 
1 1 

, V i ~ H \ { s }  

e T e s t a r  

- Se k = 1, então o s  v a l o r e s  Ótimos de  m. e s t ã o  determina 
1 - 

dos. Fazer :  6. = máximo I A . ( " .  +m. )}  e te rminar .  
i s ~  

1 1  1 

- Caso c o n t r á r i o ,  f a z e r :  k t k - 1 e v o l t a r  ao i n z c i o  da  

i t e r a ç ã o  padrão.  

Vamos u t i l i z a r ,  agora ,  o a lgori tmo pa ra  o caso de i n t e r e s s e ,  

que s e r á  # (H) = 2 .  

A s s i m ,  pa ra  j &J1 teremos, após c a l c u l a r  A .  e a .  , i = 1,2: 
1 1 

e ,  po r t an to ,  k = -(Cm:] + [-m'])  = 1. 



-1. k Aplicando a i t e r a ç ã o  padrão com mi = m. : 
J 

- 
O v a l o r  Ótimo p a r a  ml = -m? s e r a  (d) ou [ m: ] , depen- 

dendo do v a l o r  mhimo p a r a  B ser obt ido  p a r a  o p r ime i ro  ou segundo termo, 

respect ivamente.  

Repetindo-se o procedimento ..fF j E J1 e calculando os  coef i-  

c i e n t e s  p a r a  j E J2 , obtemos o c o r t e  v á l i d o .  



CORTES DIS JUNTIVOS PAM O PROBLEMA DO PARTICIONAMENTO 

Dentre  todos o s  problemas d e  programação i n t e i r a  com e s t r u t u r a  

e s p e c i a l ,  t r ê s  t ê m  merecido maior destaque po r  par  te dos pesquisadores  devi-  

do à sua  r e l evânc ia  p r 2 t i c a :  

e Problema do Par  t icionamento 

Problema do Recobrimento 

a Problema do Caixe i ro  Via j an te  ' 

O problema do part ic ionamento,  algumas vezes denominado p rob le  - 

ma do recobrimento com r e s t r i ç õ e s  d e  igualdade,  pode s e r  e s c r i t o  na  forma 

normal conj un t iva  como : 

(PPD) : Minimízar x 0 = c x  - 
S u j e i t o  a: 

Onde : 
r 

A = ( a .  .) , a E ( 0 , l )  fF ( i , j )  E MxN 
1 J  i j 

M = C1,2,. . . ,ml 
N = C1,2,. . . ,n)  

n 
c E R+ - 



O detalhamento do problema com discussão  de  s u a s  propriedades 

pode s e r  encontrado em 18 , 11 1 .  

Os a lgo r i tmos  dua i s  de planos de co r t e ,  notadamente aqueles  ba  - 

seados nos Cortes  de Gomosy, são, até o momento, os  m a i s  ind icados  p a r a  reso-  

lução de problemas de  par t ic ionamento  e recobrimento de dimensões r azoáve i s .  

d 

Ã medida, porem, que e s t a s  dimensões vão aumentando, a e f i c i ê n c i a  d e s t a  téc-  

n i c a  diminui consideravelmente.  A razão  p r á t i c a  p a r a  e s t e  f a t o  repoúsa nos 

e r r o s  de arredondamento que vão s e  acumulando e ,  além d i s s o ,  no fenômenb da 

degenerescência  dua l  presente  nos  a lgor i tmos  duais  baseados em c o r t e s  f r a c i o  .- 

n á r i o s .  

A expe r i ênc i a  computacional r e a l i z a d a  até o momento 111 , 18 ( 

mostra que, em grande p a r t e  dos casos ,  o progresso i n i c i a l  d e s t e s  algori tmos 

- 
e exce l en te ,  aproximando-se em poucas i t e r a ç õ e s  de um l i m i t e  i n f e r i o r ,  d e  

boa qual idade,  pa ra  o v a l o r  da  função o b j e t i v o  no Ótimo. Poster iormente,  a 

solução 6tima propriamente d i t a  é a t i n g i d a  ass in to t icamente ,  o que, em t e r -  

mos p r á t i c o s ,  s i g n i f i c a  que o algori tmo i t e r a  por  tempo i l i m i t a d o .  Portan-  

t o ,  após grande tempo de  &quina s e r  consumido, teremos um exce len te  l i m i t e  

i n f e r i o r  pa ra  nosso problema e nenhuma solução v i á v e l ,  j á  que os  a lgor i tmos  

dua i s  s6 produzem soluçÕes v i á v e i s  quando a ot imalidade s e  v e r i f i c a .  Por  ou - 

t r o  lado, os  metodos de enumeração do t i p o  "Branch and Bound" e suas  var ian-  

t e s  padecem d e  problemas de  f a l t a  de memória e do não-conhecimento de  l i m i -  

- 
t e s  i n f e r i o r e s  i n i c i a i s .  O que se f a z ,  na p r á t i c a ,  e r e s o l v e r  e s t e s  proble-  

mas mais d i f h e i s  em duas e tapas :  na pr imei ra ,  ap l ica- se  um algori tmo dual  

e ,  caso não s e j a  o b t i d a  a solução Ótima em determinado tempo de máquina, u t i  - 

l i z a- s e  o l i m i t e  i n f e r i o r  gerado como informação ad5cional  ao método de enu- 

meração ap l icado  a segu i r .  



Uma das p r i n c i p a i s  vantagens da abordagem d i s j u n t i v a  é a p o s s i  - 
b i l i d a d e  de exp lo ra r ,  de  modo mais amplo, a e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  d e  c e r t o s  

problemas combinatórios,  gerando c o r t e s  mais profundos que os t r a d i c i o n a i s ,  

eliminando pra t icamente  a degenerescência  dua l .  

1 

A s e g u i r ,  apresentamos a dedução e d i scussão  de c o r t e s  da  f a-  

m í l i a  B ( . ) ,  dos qua i s  B (4) e sua ve r são  aprofundada B (5) são novos. Pa ra  os 

- 
demais, embora tenham s i d o  publ icados h á  cerca  de  qua t ro  anos 15 , 8 1, nao 

e x i s t e  exper iênc ia  computacional conc re t a  16 1 ,  d a í  a motivação para ,  n e s t a  

d i ~ s e r t a ~ ã o ,  tes tarmos e s t e s  c o r t e s .  

Adicionalmente, o que pode s e r  considerado uma cont r ibu ição ,  

aplicamos a e s t e s  c o r t e s  a metodologia de  aprofundarriento cont ida  no c a p í t u l o  

I V  ver i f icando,  em termos computacionais, s e u  desempenho. 

5 . 1  - Cortes  B(j)  , j = 1,2 ,3  

Consideremos a s egu in t e  condição lóg ica :  

onde # (Qr) = qr , r E M = { 1,2 , .  . . ,m} . Obviamente, s e  todas a s  r e s t r i p Õ e s  

de um problema de  programaGão i n t e i r a  forem d e s t e  t i po ,  teremos um (PPD). 

Vamos admi t i r ,  sem perda de  genera l idade  que: > 2 , V  EM, 
'r - 

já que, s e  t ivermos 
q s  

= 1 e Qs = {RI , s E M  , a condição l ó g i c a  é tri- 

v i a l ,  da forma x = 1 e ,  po r t an to ,  podemos e l i m i n a r  não só a l i n h a  s e a 
R 



coluna R como também toda a l i n h a  p E E = {kl U Qk n {R 1 # ( I .  R  EM 

Resolvendo-se o problema de programação l i n e a r ,  o b t i d o  a par-  

t i r  de  (PPD) p e l a  s u b s t i t u i ç ã o  das  r e s t r i ç õ e s  x .  E {O,I), .fF j E N = {1,2, . . , n )  
3 

por r e s t r i ç õ e s  de não-negatividade x > O 'tF j E N obtemos a s egu in t e  solu-  
j - 

ção b á s i c a  v i á v e l  Ótima: 

x. = a .  + C a ( x .  , ~ E I  U J U {O)  
I. ~ E J  i j  J 

p a r a a q u a l  a = O  e a = O  srF i # j  e a = - 1  arF i = j  , i , j ~ J  
i O i j i j 

Se em @ , a E {0,1} , aL i E I , en tão  a solução é otima 
i o 

p a r a  (PPD). Vamos supor que i &  I com a .  k {0,1} e que a l i n h a  gerado- 
10 

r a  do c o r t e  f o i  ob t ida ,  omitindo o í n d i c e ,  a p a r t i r  da r e s t r i ç ã o  C x. = 1, 
1 

i E Q 
sa t i s f azendo  a: 

No i t em ( 5 . 3 ) ,  s e r ã o  apresentados dois  c r i t é r i o s  h e u r í s  t i c o s  

que tornarão  p o s s í v e l  a escolha  d a  l i n h a  geradora.  

Devemos n o t a r  que a r e s t r i ç ã o  C x .  = 1 é s a t i s f e i t a  a n í -  
1 

i & Q  

v e l  de igualdade e s t r i t a ,  p e l a  so lução  em curso e ,  po r t an to ,  não pode s e r  u- 

t i l i z a d a  d i re tamente  pa ra  gerar  um c o r t e  v i á v e l .  En t r e t an to ,  a condição 16- 

g i c a  a e l a  assoc iada ,  ou s e j a ,  exatamente uma das v a r i á v e i s  x , j E Q deve 
j 

s e r  i g u a l  a um e a s  r e s t a n t e s  i g u a i s  a zero,  i s t o  é: 



/ 

e mais f o r t e  e  sendo v i o l a d a  p e l a  solução c o r r e n t e  pode s e r  u t i l i z a d a  p a r a  

g e r a r  um c o r t e .  

S e j a  ~ E R ~  - , t a l  que O < - o .  5 1 , V ~ E Q .  Tomando a  cornbi 
1 - 

nação l i n e a r  convexa de  cada membro d a  d i s  junção r e s u l t a  em:  

Como a solução d e f i n i d a  e m  2 é v i á v e l ,  teremos: O 

com 'o = O ,  V h & Q n  J. 

Logo: 



Subs t i tu indo ,  en tão ,  2 na dis junção O @ , obtém-se : 

Aplicando-se o c o r o l á r i o  (3 .1 ,2) ,  tem-se o c o r t e  

C a x > 1 v á l i d o  p a r a  (PPD) com c o e f i c i e n t e s :  
j e J  j j -  

- 1 
a =máximo { (o .  I: a - a  ) ( 1  - a i o )  1 , j & J  
j i e Q  1 

h s Q  
h j  i j  

O c o r t e  de f in ido  p o r  5 é computacionalmente s imples ,  tendo- o 
s e  l i be rdade  de  escolha  dos mul t ip l i cadores  a. i E Q , de  modo a aprofun- 

1 '  

dar  o c o r t e  e m  uma ou em o u t r a  d i r eção ,  

Tendo em v i s t a  que O < ( 1  - a < 1 , sb- i e Q  , uma escolha  
i 0  - 

conveniente do ponto de v i s t a  computacional s e r á  tomar: 

o. = ( 1  - aio) , fF i E Q , o que levar-nos-á ao c o r t e  B (1) . 
1 



5 . 1 . 1  - Corte B(1) 

O c o r t e  C a x. > 1 v á l i d o  pa ra  (PPD) , onde : 
~ E J  

j J -  

O A condição l ó g i c a  1 e s t a b e l e c e  que (q-1) das  v a r i á v e i s  x. 
1 

devem s e r  nu las  e. exatamente uma i g u a l  a um. 

Consideremos {Qh) todos os  subconjuntos de Q , t a i s  que: 
~ E H  

#. ( Q ~ )  = q - 1 , tF ~ E H .  obviamente,# (H) = q.  

Reescrevendo a condição 1 na  forma d i s j u n t i v a ,  tem-se: O 

podemos , en tão ,  gene ra l i za r  o r a c i o c í n i o  e tomarmos I Q ~ I  
~ E H  

como sendo todos o s  subconjuntos de Q, t a i s  que: 

# (Qh) = k - 1 , V h e H  onde l < k < q  - - 

O Obviamente, a f o rna  d i s j u n t i v a  6 permanece v a l i d a ,  e todo 

x > O s a t i s f azendo  p e l o  menos k condições assoc iadas  aos í n d i c e s  do con- - - -  



jun to  Q , s a t i s f  a r 5  pe lo  menos uma d e n t r e  aquelas  indexadas por  Q f  = Q \ Q ~  

onde # ( Q f )  = q - ( k - 1 ) .  

Se, por s impl ic idade  computacional, f izermos k = q - 1 ,  r e t i r a -  

remos (q - 2) r e s t r i ç õ e s  assoc iadas  a Q, r e su l t ando  em # (4 ' )  = 2 .  Aplican- 

do-se o c o r o l á r i o  (3.1.2) ,  obtemos o Corre B(2), com: 

a = máximo {a. . , j E J 
j ~ E Q '  ij 10 

onde (Q') = 2. 

5.1.2 - Corte B(2) 

O c o r t e  C a . x. > 1 é v á l i d o  para (PPD) , onde : 
j & ~  j J - 

e Q' é qualquer subconjunto de ca rd ina l idade  i g u a l  a d o i s  de  Q ; o mesmo 

para  cada j E J. 

E s t e  c o r t e  é a inda  mais s imples  que B (1) podendo, como e s t e ,  

t e r  c o e f i c i e n t e s  com s i n a i s  nega t ivos .  Observe-se que Q' deve s e r  e s c o l h i  - 

do  de modo que a s  duas l i n h a s  correspondentes  a seus í n d i c e s ,  no quadro do 

Simplex, tenham c o e f i c i e n t e s  nega t ivos .  O c r i t é r i o  para  a e sco lha  de  Q' 

s e r á  e spec i f i cado  mais ad i an te ,  em (5.3). 

Para  o c o r t e  B ( 3 ) ,  u t i l i za remos  a condição lóg ica :  



Aplicando o Teorema (3.1.1) , vem: 

i 
< mínimo 1 E e: %o a o  - + Bi(l - aio)} 

~ E Q  h ~ Q \ { i )  

i 
onde €Ih 2 O , V h , i ~ Q  

Para  obtermos o c o r t e  de£ i n i d o  pe lo  c o r o l á r i o  (3 .1 .2 ) ,  b a s t a  

f a z e r :  



D e t a l h e s  d a  o b t e n i ã o  d e s t e s  m u l t i p l i c a d o r e s  e s t ã o  em 15 1 .  

5 .1 .3  - C o r t e  B(3) 

O c o r  te C a. x.  > 1 é v á l i d o  p a r a  (PPD) , onde: 
1 - 

e a < O p a r a  algum i E Q 
i j 

Note-se que  os  c o r t e s  B ( j ) ,  j = 1 , 2 , 3  podem s e r  aprofundados - a 

p l i c a n d o  a ~ r o ~ o s i ç ã o  (4 .2 .1)  . 

5 . 2  - C o r t e  B ( 4 )  

O s  c o r t e s  B ( j ) ,  j = 1 , 2 , 3  foram gerados  a p a r t i r  d a  d i s j u n -  

- 
ç a o  : 

Vamos a g o r a  d e d u z i r  d o i s  novos c o r t e s  que,  em mui tos  c a s o s ,  s e  - 
r ã o  mais profundos que os  a n t e r i o r e s .  

Consideremos a s e g u i n t e  p a r t i ç ã o :  



5.2 .1  - c a r a c t e r í s t i c a  ~ á s i c a  da  p a r t i ç ã o  

Escolheremos o s  elementos de  Qk , k~ {1,2) de t a l  forma que: 

E s t a  condição e s p e c i f i c a  que p e l o  menos um Tndice d e  v a r i á v e l  

o b á s i c a  não-degenerada em 2 e s t e j a  em cada conjunto . Qk 

Podemos, en tão ,  escrever  a dis junção 1 como: O 

A p a r t i r  de @ , fazendo : 

C x . = C  a + C  C a ( x .  , ou a inda :  
1 i O i e  I ~ E I  i 0 1  j o ~  J 



Fazendo C a , k d 1 , 2 )  e j E J U  {O}, podemos 
i ~ I f l  Qk i j 

escrever: 

Tendo em vis  ta  que C x = O e que xi E {O,l} W i E N ,  
j & J n  Qk j 

podemos, então, reescrever a d i s  j unção em consideração da seguinte forma: 

Note-se que da hipótese de viabilidade e da carac ter í s t ica  bá- 

s ica  da (5.2.1), temos que: 



Recordemos que, sendo: 

/ 

c o r t e  C B.x > 1 e implicado pelo conjunto Z <i---> (+ x E Z ---) 
J j  - * 

C B . x . +  C Bjxj 2 1 )  e ,  para  que a  solução co r ren te  s e j a  el iminada,  
j E J \ Q  j  E J ~ Q  

devemos t e r  B j  > O  - ; - f f - j ~ J f l Q .  

Por ou t ro  lado ,  tendo em mente que o s  conjuntos Iíl Qky k ~ { 1 , 2 }  

es tão  determinados por h ipó te se ,  o s  conjuntos J fl Qk , k E {1,2} podem s e r  - o 

timizados no sen t ido  de  co locar  um í n d i c e  j E J fl Q em Qi s e  8!/8: 2 B;/B: 
J 

e  em Q2 , caso c o n t r á r i o .  

Destas  observaçÕes, apl icando o c o r o l á r i o  (3.1.2) com m u l t i p l i  - 

k k 
cadores 8 = l/fio, k E {1,21 e  j  E J ,  impondo adicionalmente B j  > O  j  E J ~ Q  

j  - 

obtemos o c o r t e  B(4),  
. x  

-I- ' o X j 2 1  
com coe£ i c i en -  

j E J\Q j j & J f l Q  
t e s  : 

I " 6"; 
máximo C -- , -- 1 , j  E J\Q 

8; 0; 

5 .3 .  Cor te  Aprof undado B (5) 

Aplicaremos o c o r o l á r i o  (4.2.2) pa ra  aprofundamento de ~ ( 4 ) ~  a  



8 6 

p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  B j  . ~ E J \ Q .  

Necessitaremos, d e  acordo com ( 4 . 3 ) ,  de um l i m i t e  i n f e r i o r  

k 
bo , k ~ { 1 , 2 1  que f i c a  fac i lmente  e s t abe l ec ido ,  já que: 

Devemos, en tão ,  e sco lhe r  mu l t ip l i cadores  ak , k E {1,21 s a t i s  

fazendo a: 

Ou ainda:  

k k k k  
Como B o  > O , k o  {1 ,2 )  segue-se que o = 1 e o 80 > O k E {1,21. 

Assim: 



Por t an to ,  o Corte  B ( 5 ) ,  C B.  x. 1 1 é v á l i d o  p a r a  (PPD); 
~ E J ~  

onde : 

p a r a  qualquer p a r t i ç ã o  (Q1 , Q2) de Q .  

5 . 4  - c r i t é r i o s  de Escolha da  Linha Geradora do Corte 

A s  r e g r a s  aqu i  suger idas ,  p a r a  escolha  da l i n h a  geradora do 

- 
c o r t e  no problema de part ic ionamento,  são  basicamente empír icas ,  nao sendo 

ev idente ,  a p r i o r i ,  qual  d e l a s  o melhor r e su l t ado .  A i d é i a  g e r a l  

s e r á  e sco lhe r  uma l i n h a  do problema o r i g i n a l  que mais rapidamente implique 

em soluçÕes i n t e i r a s .  



5 -4 .1  - c r i t é r i o  R(1) 

Escolher  a l i n h a  p de  (PPD) , t a l  que: 

# (qp) = máximo I # (Gi) 1 
i E { I , . .  . ,m} 

- 
onde Qi = { h e I f l  Q i / O  < a &  11 

Escolher  a l i n h a  p de (PPD), t a l  que: 

f = mínimo máximo {a 
i E 1 , .  . l 

Caso I íi Qi = 4 en tão  f .  = t a. O s  empates s e r ã o  r e s o l v i -  
1 

dos a rb i t r a r i amen te .  

Desta forma, u t i l i z a n d o  um dos c r i t é r i o s  R(k) , k = 1 , 2  pode' - 

mos de te rminar  a condição l ó g i c a :  

que ser; u t i l i z a d a  p a r a  o b t e r  a s  disjunçÕes geradoras  dos c o r t e s  

B(j)  , j = 1,2,3,4,5.  



E s t e  c r i t é r i o  s e r á  u t i l i z a d o  em conjunto com R ( 1 )  ou R(2) p a r a  

a obtenção do c o r t e  B(2). 

Suponhamos que a l i n h a  p geradora do c o r t e  d i s j u n t i v o  e s t á  

determinada, ou s e j a :  

Sendo a solução cont inua  assoc iada  ao  programa l i n e a r ,  naquele  

i n s t a n t e ,  dada por  @ , podemos d e f i n i r :  

Logicamente, 6.  s e r á  o nÚmero de elementos negat ivos  da li- 
1 

nha i E I no quadro do Simplex. 

Sejam: 

- 
Definiremos Q' 5 Qp de  modo que Q' = { a , r }  com !L , r s 1  



de f in idos  em 0. 
Desta forma, tentamos g a r a n t i r  o maior número de c o e f i c i e n t e s  

a < O , j E J p a r a  o c o r t e  d i s j  unt ivo B (2) def in ido  em (5.1.2) . 
j  

Pa ra  que os  c o r t e s  B(4) e B ( 5 )  possam s e r  determinados, deve- 

mos f i x a r  a ca rd ina l idade  de cada conjunto 
Qk , k E { I ,  2 )  além de  r e s p e i t a r  

a c a r a c t e r í s t i c a  b á s i c a  da (5.2.1) . 

Adotaremos, en tão ,  o s egu in t e  c r i t é r i o  : 

* 
Antes de passarmos 2 apl icaSão numérica dos c o r t e s  B(.) ,  e in-  

t e r e s s a n t e  n o t a r  que os  r e s u l t a d o s  ob t idos  n e s t e  c a p í t u l o  aplicam-se a qual- 

quer problema de  programação m i s t a  com, pe lo  menos, uma r e s t r i ç ã o  d a  forma: 

i 
C x = 1  

~ E Q  
j  

x i n t e i r o  , j E Q  
j  



Consideremos um problema de par  t icionamento t a l  que: 

- 
A s o l u ç ã o  Ó t i m a d o p r o g r a m a l i n e a r  associado a e s t e  (PPD) e 

mostrada no quadro f i n a l  do algori tmo Simplex, a s egu i r :  



Vamos c a l c u l a r  cada um dos  c o r t e s  B ( . )  u t i l i z a n d o  o c r i t é r i o  

R(1) para  e sco lha  da l i n h a  geradora.  A s s i m ,  temos: 

Logo, a qu in t a  l i n h a  de  A ge ra rá  os c o r t e s  com 

Q5 = {3,4,5,6,8,91. 

Omitiremos o í n d i c e  5 a p a r t i r  daqui .  

5 .5.1 - Corte B ( 1 )  

Temos que: 

- 1 
a = Z 4ij - mínimo {a  ( - a i o

)  } , j E J 
j ~ E Q  ~ E Q  i j 

sendo : 

- 1 
O quadro a s e g u i r  tem elemento genér ico  a (1 - a ) . i j i O 



Por tan to ,  o c o r t e  B(1) ser:: 

112 X l  + X2 + XZJ + X5 + xg - > 1 

5.5 .2  - Corte B(2) 

Temosque: a =máximo {a . ar'} , j E J  
j i & q l  i j i O 

Aplicando-se R(3),  temos: Q' = { 4 , 8 } .  

- 1 
O quadro a s e g u i r  tem elemento genérico (a i j  . a. ) . 

1 o 



Logo, B ( 2 )  s e r á :  

-~ 
- 1 

máximo {a  . a  1 
i E Q f  

i j  i o  

Como a1 < O , podemos t e n t a r  aprofundar o c o r t e  u t i l i z a n d o  a 

~ r o ~ o s i ~ ã o  ( 4 . 2 . 1 )  . 

- 
-1 1 2  1 2 

Temo s , en tão  : 

Temos, então,  o novo quadro com elemento genérico:  



Vemos, e n t ã o ,  que o c o r t e  B(2) já é o m a i s  profundo impl icado  

p e l a  d i s  junção. 

5 . 5 . 3  - C o r t e  B(3) 

Sendo J íi Q = {3,5 ,61 e J \ Q  = {1,2)  , temos: 

- 
ai = L-l-1+2) - mínimo I -11 2/34 = 1/2 'm ' 219 ' 219 , 

~ o g o ,  B(3) s e r á :  1 /2x1 + ~2 + ~3 + ~5 + ~6 > 1 



5.5.4 - Cortes  B ( 4 )  e B ( 5 )  

Temos que: 

6:+ (m!) ~ ? - [ m ? l  
mínimo < a J + ,  ~ E J \ Q  

6  O 6  0 

Tomando : 



Logo : 

B(4) 1 =máximo {O, mínimo {2, 1/21} = 112 

B5 = m~ximo {O, mínimo {1,1}} = 1 

L B6 = mãximo {O, mínimo I = O 

p l  = d n i m o  { 
-113 +- 1 113 - 0 } = 1/2 

113 ' 213 

B2 = d n i m o  { -113 + 1 113 - O I = 
2 / 3  ' 113 

Logo: B(4) E B(5)  sendo dado por: 

Conhecidos os  c o e f i c i e n t e s  dos c o r t e s  B(j)  , j = 1,2,3,4,5,  

calcularemos a s  d i s t â n c i a s  e u c l i d i a n a  d e r e t i l í n e a  dr da origem re-  e 



g ião  v i á v e l  d e f i n i d a  pe lo  c o r t e .  

Neste caso,  B ( 2 )  s e r i a  o de menor "d is tânc ia"  pe los  d o i s  c r i t é  

r i o s ,  e B ( 4 ) / B ( 5 )  os  d e  maior "d i s t ânc i a"  e ,  po r t an to ,  os  melhores segundo 

e s t e  c r i t é r i o  que, como observamos no capz tu lo  I V ,  possu i  inconvenientes .  

O número d e  c o r t e s  B ( . )  neces sá r io s  à obtenção da  solução &i- 

m a  da  ap l icação  numérica em um algori tmo dual :  

bem como 'o número de c o r t e s  d e  Dantzig ( C x. > I) e Gomory 111 I encontram- 
j e ~ ~  - 

se no quadro a s e g u i r .  



Neste capitulo, de natureza empírica, inicialmente faremos co- 

mentários de ordem geral, associados ao estado da arte. A seguir, justifica- 

mos o planejamento do experimento, apresentando os resultados numêricos obti - 

dos. 

6.1 - ~omentários Gerais 

Teoricamente, qualquer problema de programação inteira admite 

solução; entretanto, do ponto de vista estritamente prático, diversos fatores 

nos colocam diante de uma situação insólita. Um destes fatores é o tempo de 

4 

processamento, conceitualmente finito, porem, podendo tornar-se economicamen- 

te impraticável, mesmo para computadores tecnicamente mais desenvolvidos. 0s 

erros de arredondamento representam papel preponderante na viabilidade de re- 

solvermos determinado problema. Estas limitações, entre outras, tornam cer- 

tos problemas insol'uveis na prática e, lamentavelmente, não existe até o mo- 

mento, uma maneira de estabelecemos a priori este fato. 

Esta situação complica-se quando problemas, considerados dif I- 

ceis ou mesmo impossIveis de resolver, utilizando determinado código, conver- 

gem de modo simples com outro código semelhante ou até mesmo a partir da uti- 

lização do mesmo código em outro computador. Da mesma forma, não há maneira 

segura de anteciparmos estes fatos. 

Provavelmente estas são as razões para a descontinuidade exis- 

tente entre teoria e prática neste setor da programação matemática. A elegân 

tia conceitual da teoria em muito contribuiu para esta situação. Se, de um 



l ado ,  a á r e a  é concei tualmente desenvolvida, do ponto de v i s t a  da ap l i cação ,  

podemos cons iderar  que a i n t e i r a  a inda  s e  encont ra  e m  f a s e  embrio - 
n á r i a  . 

D e  qualquer  forma, não se t e m  mais i l u s õ e s  a r e s p e i t o  de um al- 

goritmo capaz de  r e s o l v e r  com a mesma e f i c i ê n c i a  qualquer problema de  progra-  

mação i n t e i r a .  E s t e  f a t o  é pa r t i cu l a rmen te  verdadei ro  no caso d e  e s t r u t u r a s  

e s p e c i a i s ,  as qua i s  devem ter suas c a r a c t e r í s t i c a s  exploradas adequadamente 

em a lgor i tmos  e s p e c í f i c o s .  

Dos a lgor i tmos  u t i l i z a d o s  em experimentos computacionais com o 

problema do part ic ionamento,  o s  que apresentaram re su l t ados  mais s i g n i f i c a t i -  

vos possuem a s  s egu in t e s  c a r a c t e r í s t i c a s  comuns: 

a são baseados nos a lgor i tmos  prima1 e/ou dua l  simplex, 

e u t i l i z a m  v a r i a n t e s  do t r a d i c i o n a l  "Corte d.e Gomory", e 

- 
e sao g e r a i s ,  não levando em consideração a e s t r u t u r a  pa r t i cu-  

lar  da ap l icação .  

A razão fundamental p a r a  o r e l a t i v o  sucesso d e s t e s  experimentos 

parece  repousar  no f a t o  do conjunto de  soluçÕes v i á v e i s  pa ra  o problema l i n e-  

a r  associado ter a l t a  i nc idênc ia  de  v é r t i c e s  i n t e i r o s  e n t r e  seus elementos,  

v i ab i l i zando  d e s t a  forma a u t i l i z a ç ã o  de algori tmos dua is  de c o r t e .  Por ou- 

t r o  lado ,  e s t e  problema l i n e a r  assoc iado  é normalmente de d i f í c i l  t ra tamento ,  

devido à sua e s t r u t u r a .  Apesar da descober ta  de  L.G. Khachian, de  um método 

polinomial para  problemas l i n e a r e s  115 1, a reso lução  d e s t e  permanece, em ge- 

ral, como e t apa  complexa. 



Martin (1969), em uma pesquisa  não publ icada 18)  , r e l a t a  a so lu  - 

ção de d iversos  problemas d e  part ic ionamento,  de  densidades r e l a t i vamen te  b a i  - 

xas ,  com c e r c a  de 300 a 500 r e s t r i ç õ e s  e 1500 a 4000 v a r i á v e i s ,  u t i l i z a n d o  

c o r t e s  d e  Gomory gerados de  forma p a r t i c u l a r .  O número de c o r t e s  u t i l i z a d o s ,  

apesar  do p o r t e  dos problemas, f o i  i n f e r i o r  a 10, exceto e m  um caso,  quando 

foram necessá r io s  16  c o r t e s .  En t r e t an to ,  a lguns casos mais densos, com menos 

de 300 v a r i á v e i s ,  não puderam ser re so lv idos  den t ro  de l i m i t e s  a c e i t á v e i s  de  

tempo. 

Jaques ~ e l o r m e  (1974), em sua  d i s se r t ação  de doutoramento 114 1 ,  
comunicou r e s u l t a d o s  s a t i s f a t ó r i o s  pa ra  problemas com a t é  1043 v a r i á v e i s  e 185 

r e s t r i ç õ e s  . O s  8 problemas possuIam duas r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s  : uma delas ,  um 

l i m i t e  s u p e r i o r  para  a soma ponderada d e  todas as v a r i á v e i s  e a o u t r a ,  do ti- 

po e x = k, que f i x a  a ca rd ina l idade  de uma p a r t i ç ã o  viável,. A in t rodução  - - 
d e s t a s  r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s  reduz consideravelmente o grau d e  complexidade 

do problema e,  além d i s so ,  segundo Balas  181, a j u l g a r  pe los  dados e r e s u l t a-  

dos ex ib idos ,  as densidades são muito ba ixas .  O s  c o r t e s  são gerados a p a r t i r  

da l i n h a  com maior termo f r a c i o n á r i o ,  sendo que, após cada pivoteamento, um 

novo c o r t e  de Gomory é in t roduzido ,  até que a solução torne- se i n t e i r a ;  e n t r e  - 

t a n t o ,  e s t a  solução não é necessar iamente prima1 v i á v e l  e no processo de pós- 

ot imização a i n t e g r a l i d a d e  poderá ser perd ida .  

Outro experimento r e l e v a n t e  f o i  a apl icação do algori tmo t o t a l -  

mente i n t e i r o  de  Gornory a problemas de  part ic ionamento e recobrimento por S a l  - 
k i n  e Koncal ] 121 , a um conjunto de  14  problemas d e  30 a 90 v a r i á v e i s  e 30 

r e s t r i ç õ e s  com c u s t o s  u n i t á r i o s  e densidade 72, obtendo-se tempos de  até 53 

segundos em um computador UNIVAC 1108. N ~ O  f o i  possIve l  r e s o l v e r  8 problemas 

com 300 a 900 v a r i s v e i s  e 26 a 200 r e s t r i ç õ e s ,  em l i m i t e s  razoáveis  de  tempo. 



Em g e r a l ,  o s  a u t o r e s  apontam o s  métodos de  c o r t e  como indica-  

dos para  problemas d e  part ic ionamento de pequena densidade; por o u t r o  l ado ,  

para  problemas mais densos, a lgor i tmos  baseados em enumeração são mais i n d i c a  - 

dos e como causas p r i n c i p a i s  p a r a  f a l h a  da t e n t a t i v a  de solução de problemas 

d e  maior po r t e ,  o acGmulo de  e r r o s  de  arredondamento e a degenerescência  dual  

111 I . Nosso experimento com os  c o r t e s  B ( .) , gerados a p a r t i r  de considera-  

ções e s t r u t u r a i s ,  v i s a r á  v e r i f i c a r  empiricamente o comportamento dos mesmos, 

com re l ação  a e s t a s  l i m i t a n t e s  . 

6.2 - Planejamento do Experimento 

O s  a r t i g o s  publ icados em r e v i s t a s  e spec i a l i zadas  fazem referên-  

c i a  a r e su l t ados  computacionais como indicadores  da e f i c i ê n c i a  de a lgor i tmos  

ou métodos. No en tan to ,  não há uma padronização que possa ser u t i l i z a d a  na 

r e a l i z a ç ã o  do experimento. 

N a  t e n t a t i v a  de c o r r i g i r  esta s i t uação ,  foram publ icadas  na 

ORSA 1 24 1 alguns pontos potencialmente importantes  que devem s e r  observados 

em toda  a pesquisa d e s t a  na tureza .  

A s e g u i r ,  apresentamos nosso experimento que, em l i n h a s  g e r a i s ,  

obedece à s  recomendações da ORSA, comentando e j u s  t i f i c a n d o  os  c r i t é r i o s  e m e  - 

d idas  adotadas . 

6.2.1 - c r i t é r i o s  d e  Escolha de v a r i á v e i s  pa ra    vali ação 

A e f i c i ê n c i a  d e  um algori tmo pode ser ava l i ada  e m  termos dos re - 

cursos  computacionais, p r inc ipa lmente  tempo de processamento e m e m ó r i a ,  e /ou  

segundo v a r i á v e i s  como, por  exemplo, o número de i t e r a ç õ e s ,  requer idos  pa ra  



solução de  problemas t z p i c o s .  

O tempo de CPU depende d i re tamente  de f a t o r e s  t a i s  como: t é c n i  - 

tas d e  programação, e f i c i ê n c i a  do s i s t ema  operac iona l ,  p r o j e t o  do compilador 

e ca rac t e r? - s t i ca s  de e f i c i ê n c i a  i n t r i n s e c a s  à máquina que s e  está u t i l i z a n d o .  

Assim, o desempenho de  um algori tmo pode per fe i tamente  s e  modi f icar ,  de um e- 

quipamento para  ou t ro .  

Apesar das  d i f i c u l d a d e s  apontadas,  o tempo de CPU cont inua  sen- 

do muito u t i l i z a d o ,  embora deva s e r  encarado com c e r t a  r e s e r v a .  

A u t i l i z a ç ã o  de uma v a r i á v e l  t a l  como o número de i t e r a ç õ e s ,  

não e s t á  i s e n t a  de  c r z t i c a ,  uma vez que o s  algori tmos diferem e m  sua complexi - 

dade e em seus passos fundamentais;  

No caso p re sen te ,  desejamos a v a l i a r  o comportamento dos co r t e s  

B ( . ) ,  o s  qua i s  possuem base  comum representada  pe los  a lgor i tmos  prima1 e dual  

simplex. A s s i m ,  uma v a r i ã v e l  como o número de  c o r t e s  gerados p a r a  reso lução  

d e  determinado problema é a1 tamente s i g n i f i c a t i v a  já que, sendo menos i n f  l u e n  - 

c i ada  p e l a  máquina que s e  e s t á  u t i l i z a n d o ,  o s  r e su l t ados  poderão s e r  u t i l i z a-  

dos como termo de  r e f e r ê n c i a  e m  f u t u r a s  pesquisas .  Por ou t ro  lado ,  se consi-  

derada isoladamente,  pode l e v a r  a i n t e r p r e t a ç õ e s  e r rôneas ,  já que o s  c o r t e s  

diferem e m  sua  forma a n a l í t i c a  e, po r t an to ,  o número de  operações n e c e s s k i a s  

à obtenção d e  seus c o e f i c i e n t e s  é, necessariamente,  o mesmo. Adicional-  

mente, o número de pivoteamentos dua i s  do algori tmo simplex v a r i a  e n t r e  d o i s  

c o r t e s  consecut ivos.  E s t e s  f a t o s  nos levam a cons iderar  o tempo de  (=PU em 

conjunto com o número d e  co r t e s  como informação bás i ca  em nossa  exper iênc ia  

computacional. 



O f a t o  da reso lução  do problema l i n e a r  assoc iado  ser o p r ime i ro  

passo na  busca da solução Ó t i m a  g loba l  de qualquer  problema de programação i n  - 

te i ra  a t r a v é s  de  a lgor i tmos  dua i s  de  c o r t e s ,  nos l e v a  a cons ide ra r  a lguns  pa- 

râmetros ,  assoc iados  2 so lução  Ó t i m a  cont ínua ,  como ind icadores  do grau  de 

complexidade d e s t e s  problemas. 

Diversos pesquisadores  118 1 consideram que o de te rminante  d a  b a  - 
se ótima cont ínua  pode ser elemento chave n a  ava l iação  da complexidade de um 

problema de programação i n t e i r a .  A razão  parece  e s t a r  assoc iada  ao  f a t o  de  

que, sendo o mÕdulo do de te rminante  da base  Ótima i g u a l  a I, a solução con t í-  

nua é i n t e i r a  e, po r t an to ,  Ó t i m a ;  caso c o n t r á r i o ,  es tando  d i s t a n t e  da un idads  

o problema pode a p r e s e n t a r  grande complexidade do ponto de v i s t a  computacio- 

na1 . 

O s  g r aus  d e  degenerescência  prima1 e dua l  são  também parâmetros 

de importância  p o t e n c i a l ,  já que a convergência  dos a lgor i tmos  baseados em m e  - 

C" C 

todos de  programação l i n e a r ,  como e nosso caso ,  e for temente i n f l u e n c i a d a  pe- 

l o s  mesmos. Outro h d i c e  d e  complexidade que se deve cons iderar  é a "distân-  

cia" e n t r e  a solução Ó t i m a  l i n e a r  e o ót ima g loba l ,  represen tada  p e l a  d i f e r e n  - 

ç a  e m  mÓdulo e n t r e  o s  r e s p e c t i v o s  v a l o r e s  da função o b j e t i v o .  

Como meta secundár ia ,  nossa  expe r i ênc i a  computacional s e r á  uma 

t e n t a t i v a  empírica de  v e r i f i c a r  até que ponto e s t e s  parâmetros in f luenc iam o s  

c o r t e s  B (  .) . 

6.2.2 - Problemas T e s t e  

A maior p a r t e  das  expe r i ênc i a s  computacionais , r epo r t adas  a t é  a 

da t a ,  é baseada em problemas teste, gerados sob condiçGes con t ro l adas  ou f e i -  



t a s  em re l ação  a problemas padrão de solução conhecida. 

Todos os problemas loca l i zados  na b i b l i o g r a f i a  não PO ssuíam d i  - 

mensões s i g n i f i c a t i v a s ,  ou então,  os  casos t e s t e  u t i l i z a d o s  não estavam d i spo  - 
n í v e i s .  

Fomos, en tão ,  levados a u t i l i z a r  problemas gerados aleator iamen 

t e  com parâmetros cont ro lados .  E s t a  abordagem possui ,  a nosso v e r ,  inconve- 

n i e n t e s ,  d e n t r e  o s  qua i s  podemos apontar :  

o as soluçÕes dos problemas não são previamente conhecidas.  

o determinados problemas podem não s e r  reprodut?veis  em d i f e r e n  - 

t e s  máquinas. 

o comparaçÕes e n t r e  o s  e s fo rços  neces sá r i a s  à reso lução  de d i f e  - 

r e n t e s  problemas gerados a lea tor iamente  são usualmente d i f í -  

c e i s  e d e  v a l o r  muitas  vezes pouco s i g n i f i c a t i v o .  

Em con t r apa r t i da ,  estas desvantagens são compensadas p e l a s  se- 

guin tes  vantagens e m  po tenc ia l :  

o um gerador  a l e a t ó r i o  de  problemas é por t áve l .  

o permite  o b t e r  uma gama de  problemas d i s t i n t o s ,  com a t r i b u t o s  

d i f e r e n t e s ,  porém cont ro lados .  

o métodos e s t a t í s t i c o s  podem s e r  empregados na a n á l i s e  dos d i f e  - 

r e n t e s  a t r i b u t o s .  



0s problemas t e s t e  d e s t a  pesquisa  foram, po r t an to ,  gerados a l e  - 
atoriamente com densidade n a  f a i x a  de 20% a 40%, impondo adicionalmente,  pe- 

l o  menos, um c o e f i c i e n t e  não nu lo  por coluna e d o i s  por  l i n h a .  Em g e r a l ,  den - 

s idades  mais a l t a s  tornam os  problemas de programação i n t e i r a  mais d i f í c e i s .  

Es t e  f a t o  parece e s t a r  re lac ionado a d o i s  aspec tos  bás icos :  

e cada subproblema l i n e a r  l e v a r á  mais tempo p a r a  determinar  o 

"elemento p ivot" ;  

e maior i n c i d ê n c i a  de e r r o s  de arredondamento; 

e um número considerável  de  soluçÕes v i á v e i s  i n t e i r a s  e s t ã o  

p re sen te s  nas  cercanias  da  solução Ótima cont ínua,  impedin- 

do a geraGão de c o r t e s  mais profundos e produzindo e f e i t o  

semelhante ao d a  degenerescência  dua l  . 

O s  c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o  variam no i n t e r v a l o  - , 101 

e são i n t e i r o s .  

O c r i t é r i o  pa ra  escolha  da l i n h a  geradora f o i  R(1) em todo o 

experimento e os  algori tmos prima1 e dual  simplex u t i l i z a m  a r e g r a  de BLAND 

(Robert G .  Bland, 1977) p a r a  escolha  do p i v o t ,  que c o n s i s t e ,  basicamente,  em 

s e l e c i o n a r  dent re  todos o s  candidatos 2 en t r ada  n a  base a v a r i á v e l  de menor 

í n d i c e  e den t r e  todos os  candidatos a s a i r  da base  também a v a r i á v e l  de me- 

nor í n d i c e  no quadro; d e s t a  forma, mostra- se que a oco r rênc ia  de  c i c l o s  f i c a  

el iminada.  

Adicionalmente, foram processados,  como termo de r e f e r ê n c i a ,  

o s  mesmos problemas t e s t e ,  u t i l i zando- se  o Corte de  Gomory 111 1 e o de 



Dantz ig  ( C x .  > 1 ) .  
~ E J  - 

O s  programas computacionais  foram desenvolv idos  em linguagem 

FORTRAN I V ,  u t i l i z a n d o  um compilador FORTRAN H Extended O p t i m i z a t i o n  Enhance - 

ment (OPT(3)) p a r a  o S i s tema  IBM/37O-l58. 

6 . 3  - Resu l tados  

Duas s é r i e s  de  problemas t e s t e  de  p a r t i c i o n a m e n t o  com 5 e 10 

l i n h a s  foram processados  p a r a  o s  c o r t e s  de  Dantz ig ,  Gomory e ~ ( j ) ,  j = 1, 2 ,  

3 ,  4 ,  5. 

P a r a  cada dimensão m x n ,  temos 1 0  casos  t e s t e ,  t o t a l i z a n d o  60 

problemas.  Adicionalmente ,  1 0  casos  10 x 20 sem so lução  v i á v e l  i n t e i r a  foram 

processados  juntamente com um problema exemplo e x t r a i d o  de  111 I e a l g u n s  ca- 

s o s  ge rados  a l e a t o r i a m e n t e  tendo a s  e s p e c i f i c a ç Õ e s ,  em termos de  d e n s i d a d e  e 

dimensões ,  dadas  a s e g u i r .  



PROBLEMAS 

O s  p r i n c i p a i s  r e su l t ados  obt idos  são apresentados nos ANEXOS e 

comentados ao longo d e s t e  c a p í t u l o .  

6 .3.1 - Fase Prima1 

No quadro resumo fornec ido  no ANEXO 13 ,  podemos observar  um 

grau de degeneres cênc ia  prima1 elevado,  s i t uado  no i n t e r v a l o  p% - , 60%] , o que 

pode s e r  expl icado p e l a  densidade dos casos t e s t e  s e r  a l t a ,  tornando altamen - 
t e  provável que um pequeno numero de  v a r i á v e i s  s a t i s f a ç a  a todas a s  r e s t r i -  

çoes.  A s s i m ,  um grau elevado de degenerescência  primal p re jud ica  o desempe- 

nho dos c o r t e s  em termos de consumo de  CPU, já que tende a a longar  a f a s e  

dua l  acar re tando,  pe lo  maior número de operações de  pivoteamento, um acúmulo 

acentuado de e r r o s  de arredondamento , 

Os tempos de CPU obt idos  n e s t a  f a s e  podem s e r  consideravelmen- 

t e  reduzidos,  já  que f o i  u t i l i z a d o  um algori tmo primal  não- revisado. Se im-  

plementado o método simplex sob a forma compacta do produto d a  i n v e r s a ,  in-  

t e i r o  p rove i to  da  espars idade  da  mat r iz  de c o e f i c i e n t e s  tecnolÓgicos pode 

s e r  ob t ido ,  com ganho s u b s t a n c i a l  no tempo de  computação. Adicionalmente, 

e s t e  método garante  uma i n v e r s a  da base mais p r e c i s a .  



Visando minimizar os  e r r o s  de arredondamento, provenientes  des - 

t a  f a s e ,  a i n v e r s a  da base Ótima contFnua é a t u a l i z a d a  pa ra  cada problema 

t e s t e  do experimento, acar re tando Ônus ad ic iona l  na  CPU; além d i s t o  todos o s  

cá lcu los  são executados em dupla  p rec i são .  

Como f o i  mencionado, a f a i x a  de densidade sendo a l t a ,  a c a r r e t a  

soluçÕes cont ínuas b a s t a n t e  s e l e t i v a s  e ,  p o r t a n t o ,  a s  d i s t â n c i a s  do Ótimo 

global  são re la t ivamente  pequenas. Por o u t r o  l ado ,  um número cons ideráve l  

de soluções i n t e i r a s  e s t a r á  p re sen te  nas  cercanias  do Ótimo contínuo impedi2 

do a geração de c o r t e s  profundos e produzindo e f e i t o  semelhante ao da dege- 

nerescência  d u a l ,  o que é dese j áve l  em termos de experimento. 

6 - 3 . 2  - Fase Dual 

A execução de cada caso t e s t e  f o i  l imi t ada ,  n e s t a  f a s e ,  pe lo  

número de c o r t e s  gerados,  em (150 -m), onde m é o número de r e s t r i ç õ e s  do 

problema d e  part ic ionamento.  N ~ O  f o i  f e i t a  recuperação de p r e c i s ã o  da inve r  - 

s a  da  base n a  f a s e  dua l .  

Os r e su l t ados  o b t i d o s ,  cont idos em de ta lhe  nos ANEXOS 15 , I 7  , 

19,  21, 23 e 25, mostram que o s  c o r t e s  B(4) e B(5) apresentaram, e m  l i n h a s  

g e r a i s ,  comportamento mais promissor ao longo dos 60 problemas. 

Pa ra  a s é r i e  de problemas com 5 l i n h a s ,  conforme esquematizado 

nas FIGURAS 1, 2 ,  3  e 4 ,  observa- se que o c o r t e  de Gomory, em r e l a ç ã o  ao nÚ- 

mero médio de c o r t e s  gerados, apresentou l i g e i r a  vantagem sobre B(4) p a r a  o s  

casos de dimensões 5 x 10 e 5 x 15 , sendo superado,  no en tan to ,  p a r a  os  de 

20 colunas.  E n t r e t a n t o ,  B(5),  em todas a s  três si tuaçÕes,  apresentou  melhor 



desempenho. Já na  s é r i e  de 10 l i n h a s ,  o c o r t e  B(5) f o i  o que melhor s e  hou- 

ve em todos os  casos,  seguido de p e r t o  por ~ ( 4 ) ~  o que pode s e r  v i s t o  nas  

FIGURAS 9 ,  10 ,  11 e 12. 

Adicionalmente, devemos n o t a r  que ~ ( 5 )  só f o i  superado 

c o r t e  de Gomory em um caso 5 x 20 (Problema no 10 ,  ANEXO 19) e um 

pe lo  

10 x 20 

(Problema no 4 ,  ANEXO 21).  

As v a r i a b i l i d a d e s ,  ob t idas  em re lação  ao número de c o r t e s  g e r a .  - 

dos,  esquematizadas nas  FIGURAS 17 e 19, quando examinadas em conjunto com 

os  i n t e r v a l o s  de confiança p a r a  a mesma v a r i á v e l ,  calculados a um n í v e l  dep 

s i g n i f i c % c i a  d e  10% (ANEXO 29), confirma o desempenho dos c o r t e s  ~ ( 4 )  e 

O s  c o r t e s  de Dantzig,  B(1),  B(2) e ~ ( 3 )  apresentaram comporta- 

mento i r r e g u l a r ,  sendo afe tados  não só p e l a  degenerescência  dual propriamen- 

t e  d i t a ,  como por  e f e i t o s  semelhantes,  comentados em (6.3.1) ,  causados p e l a  

f a i x a  de densidade dos casos t e s t e .  O s  c o r t e s  de Gomory também foram a fe t a-  

dos, embora em menor proporção. 

- # 

Note-se que o c o r t e  de Dantzig, n a  forma C x > 1 , nao e 
~ E J  j - 

necessariamente convergente 111 I ; 

o c o r t e  C x > 1 com Jk = { j  & J / a i j  - b. .-I > O , i EI) 
j c J k j  - IJ- 

e #(Jk)  = mínimo { # (J i )  } é mais profundo e convergente,  segundo Bowrnan 
i & I  

e Nemhauser (1970) 117 1 .  Por o u t r o  lado ,  de acordo com 117 1 ,  não é de s e  e s  - 
p e r a r  que qualquer c o r t e  ob t ido  a p a r t i r  do de Dantzig possa t e r  melhor apro - 



veitamento que o de Gomory. 

É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que n e s t e s  c o r t e s ,  o progresso i n i c i a l ,  

como exemplificado p a r a  alguns casos nas  FIGURAS 25, 26, 27, 28, 29,  30,  31, 

32 e 36, é bom, aproximando-se em poucas i t e r a ç õ e s  de um l i m i t e  i n f e r i o r  de 

boa qual idade pa ra  o v a l o r  da função o b j e t i v o  no Ótimo. Pos te r iormente ,  p a z  

s a  por i t e r a ç õ e s  i n e f i c i e n t e s ,  com c o r t e s  muito pouco profundos no sen t ido  

de  var iação  da  função o b j e t i v o ,  p a r a  en tão  a t i n g i r  a solução Ótima ou fazê- 

10 ass in to t icamente ,  o que, em termos p r á t i c o s ,  s i g n i f i c a  que o algori tmo 

i t e r a  por  tempo i l i m i t a d o .  O mesmo comportamento f o i  observado no problema 

Salk in  (ANEXO 30) e nos problemas Ex t r a  (ANEXOS 32, 34, 35 e 36 ) ,  como s e  po - 

de ve r  nas  FIGURAS 33, 34, 35 e 36. 

conclusão i d ê n t i c a  o b t i d a  com re lação  a número de c o r t e s  ge- 

/ 

rados f o i  v e r i f i c a d a  no aspecto d o  tempo de CPU. Cumpre n o t a r ,  porem, que 

sendo o s  c o r t e s  de Dantzig e Gomory ana l i t icamente  menos elaborados que os  

c o r t e s  B ( .  ) , em p a r t i c u l a r  B(4) e ~ ( 5 ) ,  as  t écn icas  de programação u t i l i z a -  

das e a e s t r u t u r a  dos códigos afetam, embora em menor e s c a l a ,  s e u  desempe- 

nho. Se t é c n i c a s  de programação mais e f i c i e n t e s  forem u t i l i z a d a s ,  levando ã 

otimização dos  códigos, os  tempos de CPU correspondentes  cer tamente serão  me - 

lhorados.  

Mesmo com e s t a  r e s s a l v a ,  a s  FIGURAS 13 ,  1 4 ,  15 e 16 ,  onde es-  

t ã o  esquematizados os tempos médios de  CPU e a s  FIGURAS 18 e 20 com a s  v a r i a  - 

b i l i d a d e s ,  em conjunto com os  i n t e r v a l o s  de confiança no ANEXO 29, suportam 

nossa conclusão d e  que o s  c o r t e s  B(4) e B(5) apresentaram desempenho supe- 

r i o r ,  ou s e j a ,  o tempo de CPU ad ic iona l  dispendido devido 2 maior complexida - 

de  a n a l z t i c a  d e s t e s  c o r t e s  f o i  compensado pe lo  menor número de c o r t e s  gera- 



dos e ,  p o r t a n t o ,  pivoteamentos dua i s  u t i l i z a d o s .  

Nosso experimento, em g e r a l ,  confirmou a r e g r a  do número de va - 

r i á v e i s ,  i s t o  é, aumentando o número de  colunas,  aumenta o grau de combinato - 

r iedade  e ,  po r t an to ,  a complexidade dos problemas. A r e g r a  do determinante 

da base  Ótima d a  f a s e  prima1 não pode s e r  confirmada, já que os  v a l o r e s  o b t i  - 

dos nos casos t e s t e  não são muito elevados.  Nos problemas e x t r a ,  onde os  de - 

terminantes  são cons ideráve is ,  o s  c o r t e s  B(4) e ~ ( 5 )  parecem não t e r  s ido  a- 

fe t ados .  

Em algumas s i t u a ç õ e s ,  deparamo-nos com problemas p a r a  o s  qua i s  

não e x i s t e  solução i n t e i r a  v i á v e l ,  embora admitam solução cont ínua no p rob le  - 

ma relaxado.  E i n t e r e s s a n t e ,  en t ão ,  que os  c o r t e s  propostos  apresentem s u f i  - 

c i e n t e  poder,  de modo a i d e n t i f i c a r  rapidamente a i nv iab i l i dade .  

Visando sondar e s t e  aspec to ,  foram processados 10 casos de d i -  

,-., 
mensoes 10 x 20 , i nv i áve i s  na  f a s e  dua l ,  e o aproveitamento do c o r t e  ~ ( 5 ) ,  

como pode s e r  v i s t o  nos ANEXOS 27 e 28, f o i  b a s t a n t e  promissor.  

Apesar de ,  n e s t e  t i p o  de experimento, o s  r e s u l t a d o s ,  como co- 

mentamos no i n í c i o  do cap r tu lo ,  es ta rem intimamente re lac ionados  ao equipa- 

mento u t i l i z a d o  e 5 s  c a r a c t e r í s t i c a s  e s p e c i f i c a s  da  amostra gerada,  concluí-  

mos por um f o r t e  i n d í c i o  em favor  de B(4) e ~ ( 5 ) .  



A ~rograrnação D i s j u n t i v a  tem suas r a i z e s  intimamente l i g a d a s  

aos t raba lhos  de Cortes  de ~ n t e r s e ç ã o  ou Cortes  Convexos de Young (1971) 

1'22 1 , Balas (1971) 11 1 , Glover (1973) 19 1 ,  Owen (1973) 110 1 e  Z w a r t  (1972) 
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A i d é i a  g e r a l  d e s t e s  c o r t e s  convexos, como f o i  mostrado no ca- 

p í t u l o  três, é i n t e r c e p t a r  a s  a r e s t a s  do cone com origem na solução Ó t i m a  

c o n t h u a  com a f r o n t e i r a  d e  algum conjunto convexo, cujo i n t e r i o r  contém es- 

t a  solução,  mas não contém nenhum ponto i n t e i r o  I23 1 , e u t i l i z a r  o h ipe rp l a -  

no de f in ido  pe los  pontos de  i n t e r s e ç ã o  como plano de c o r t e ,  

Balas ,  a p a r t i r  dos t r aba lhos  de  Glover,  e s t abe l eceu  que os  

c o r t e s  de i n t e r s e ç ã o  podem s e r  ob t idos  a p a r t i r  de disjunçÕes. 

Na r e a l i d a d e ,  quando exigimos que nenhuma solução v i á v e l  i n t e i  - 
- 

r a  e s t e j a  con t ida  no i n t e r i o r  do conjunto convexo u t i l i z a d o  na geraçao do 

. - 
c o r t e  de i n t e r s e ç ã o ,  impl ic i tamente  estamos impondo que toda a solução v ia -  

v e l  s a t i s f a ç a  pe lo  menos uma das  desigualdades cu jos  complementos definem o s  

supor tes  de seus  semi-espaços . 

C 

E s t a  mudança de enfoque, aparentemente inócua,  e extremamente 

v a l i o s a ,  j á  que permi te  a consideração d e  todas a s  desigualdades v á l i d a s  pa- 

r a  problemas de i n t e i r a .  E s t a  mesma abordagem of e rece  a p o s s i b i  - 

l i dade  de  o b t e r  c o r t e s  especialmente moldados p a r a  problemas com e s t r u t u r a  

p a r t i c u l a r ,  tendo a propriedade d e s e j  ave1 de poderem apresen ta r  c o e f i c i e n t e s  

nega t ivos .  



A importância  da  c l a s s e  de c o r t e s  de f in idos  pe lo  Teorema Funda - 
mental (3.1.1) r e s i d e ,  po r t an to ,  em sua  general idade.  A p a r t i r  da escolha  - a 

h 
propr iada  dos mul t ip l i cadores  8; , i = 1 , 2 ,  ..., rnh T h e H ,  como f o i  i l u s t r a  - 

do,  p a r t e  dos c o r t e s  propostos  n a  l i t e r a t u r a  são r ecobe r tos ,  muitas  vezes em 

versão mais aprofundada. 

O Problema do Part ic ionamento,  quando v i s t o  segundo a metodolo - 
g i a  da programação Di s jun t iva ,  permi te  o b t e r  uma c l a s s e  B ( . )  de c o r t e s  v á l i -  

dos ,  potencialmente r e l evan te s .  P a r t i c u l a r  ên fa se  deve, a nosso v e r ,  s e r  da - 

d a  aos c o r t e s  ~ ( 4 )  e s u a  versão  aprofundada 'f3(5), o b t i d a  p e l a  ap l icação  do 

~ r i n c í p i o  Geral  de Aprofundamento, d i s c u t i d o  no c a p í t u l o  qua t ro .  

E s t e s  novos c o r t e s  revelaram, em nosso experimento, um aprovei  - 

tamento uniforme e e f i c i e n t e ,  em re l ação  a número de c o r t e s  gerados,  e l imi-  

nando o problema da  degenerescência  dua l ,  sem r e p r e s e n t a r ,  em nosso enten- . 

d e r ,  Ônus computacional s i g n i f i c a t i v o ,  levando-se em conta a s  c i rc<ns tânc ias  

sob a s  qua i s  foram t e s t ados .  

/ 

Outra po tenc ia l idade  dos c o r t e s  B ( . ) ,  em p a r t i c u l a r  B(5) ,  e a 

poss ib i l i dade  de virem a s e r  u t i l i z a d o s ,  combinados ao p r i n c í p i o  de  "Branch- 

and-Bound" , não só  em problemas de part ic ionamento , mas em qualquer  problema 

da  forma: 



(P) : Minimizar xo = c x  - - 
S u j e i t o  a: 

Desta  forma, pode r i a  s e r  atenuado um dos aspectos mais r e s t r i -  

t i v o s  d e s t e  método, que é o f a t o  das  dec isões  r e l a t i v a s  2 escolha  de um sub- 

problema a t i v o  p a r a  expansão na  á rvore  de busca serem baseadas geralmente em 

pouca informação. E s t a  l imi t ação  é par t icu larmente  pronunciada nos primei-  

r o s  e s t á g i o s  da árvore gerada pe lo  algori tmo,  onde o número de  ramos é peque 

no, não permit indo,  em g e r a l ,  a obtenFão de um l i m i t e  supe r io r  capaz de  i n i-  

b i r  o crescimento da  seq&cia de sub-problemas a t i v o s ,  ou o u t r a s  informa- 

ções r e l evan te s  com r e s p e i t o  & decisões  a serem tomadas. 
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e Problema exemplo extraído do artigo: "Set Covering by Single-Branch Enumeration with Linear-Programming Subprob1em.s"- 

C.E. Lemke, H.M. Salkin e K. Spielberg - publicado na ORSA, 19(4), julho-agosto de 1971, pp. 998-1022. 
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