
SO32E A ----. S O L , L I Ç A O  - -- D O S  P R O G L , E M A S  .- -- D E  P R O G R A M A Ç K O  L I N E A R  

Renato  C r a v e i r o  de Souza 

TESE SUE!.IETIDA A O  C C R P O  D O C E N T E  D A  c O O R D E M A Ç ~ O  D O S  P R Q G R A M A S  D E  

P Ó S - G R A D U h 4 X O  G E  E N G E N H A R l A  D A  U N I V E R S I D A D E  F E D E R A L  D O  R I O  D E  

J A N E  J R O  Z.:;I.;Ci i f , i ? iE  Dí3S R E Q U  I S í T G S  i 4 E C E S S ã R I O S  F A R A  A O B T E N Ç Ã O  

D O  G R A U  26 DOUTOR EM C I E f i C I A S  ( D .  S c . )  

A p r o v a d a  F o r :  

P r o f .  Rei Çon í~ l acu l  a n  ~ i  h 0  . 

- 
P r o f .  P a u l o  i i c b e r t o  de O l j v e i r a  

P i - o f .  Roosevel  t .  JOS- t?   ias 1 

P r o f .  R u d e r i c o  F e r r a z  P imen te l  

RIO D E  J A N E I R O ,  RJ - B R A S I L  

J A N E I R O  dc 1981  



A minha e s p o s a  E l a i n e  e  ã meus f i  - 

l h o s  K i l d a r e ,  K i l v i a  e  Kilmer que 

com am.or compreensão,  me deram a s  

c o n d i ç õ e s  n e c c s s ã r i a s  ã e l a b o r a -  

ção d e s t e  t r a b a l h o .  



A G R A D E C  INENTOS 

D e s e j o  a g r a d e c e r  ao  P r o f e s s o r  Ne lson  Maculan F i -  

l h o ,  não somen te  p e l o  i n c e n t i v o  que  me deu d u r a n t e  t o d o  o  p e r f o  - 

d o  que e s t i v e  s o b  s u a  o r i e n t a ç ã o ,  mas p r i n c i p a l m e n t e  p e l a  a m i z a  - 

de  com que acompanhou meu t r a b a l h o .  

A t o d o s  a q u e l e s  que d i r e t a  ou i n d i r e t a m e n t e  c o l a -  

bora ram p a r a  a  c o n c l u s ã o  d e s t e  T e s e .  

Aos c o l e g a s  da  U n i v e r s i d a d e  F e d e r a ?  do C e a r Z ,  

p e l a  o p ~ r t u n i d a d e  c o n c e d i d a .  

Aos meus p a i s  o s  e n s i n a m e n t o s  dè  d i s c i p l i n a  e  p e r  - 

s e r v e r a n ç a  no t r a b a l h o .  

Ainda C O P P E ,  CAPES e  a o  CNPq p e l o  a p o i o  f i n a n :  

c e i r o .  



BIOGRAFIA 00  AUTOR 

R e n a t o  C r a v e i r o  d e  S o u z a ,  n a s c i d o  em 3 d e  m a r ç o  

d e  1 9 3 8 ,  na  c i d a d e  d e  L i m o e i r o  d o  N o r t e ,  E s t a d o  d o  C e a r a .  I n -  

g r e s s o u  em m a r ç o  d e  1 9 6 1  na F a c u l d a d e  C a t o l i c a  d e  F i l o s o f i a  d o  

C e a r ã ,  d i p l o m a n d o - s e  B a c h a r e l  em M a t e m ã t i c a  em d e z e m b r o  d e  

1 9 6 3 ,  l i c e n c i a n d o  em C i e n c i a s  p e l a  mesma F a c u l d a d e  em d e z e m b r o  

d e  1 9 6 4 .  Desde  m a r ç o  d e  1 9 6 4  t r a b a l h a  como p r o f e s s o r  na U n i v e r -  

. s i d a d e  F e d e r a l  do  C e a r á ,  e  a t u a l m e n t e  6 p r o f e s s o r  a d j u n t o  d o  

D e p a r t a m e n t o  d e  E s t a t y s t i c a  e  ~ a t e m ã t i c a  A p l i c a d a .  E m  m a r ç o  d e  

1974 i n ç r e s s o u  na COPPE/UFRJ o b t e n d o  em d e z e m b r o  d e  1 9 7 5  o t 7 t u  - 

1 0  d e  M e s t r e  em c i ê n c i a s  em E n g e n h a r i a  d e  S i s t e m a s  e  Cornputa-  

ção .  



RESUMO 

Tentamos n.este  t r a b a l  ho a p r e s e n t a r  u m  A1 g o r í t m o  

para r e s o l v e r  Problemas de Programação L i n e a r ,  de uma mane i ra  ' 

não c o n v e n c i o n a l .  I n i c i a l m e n t e  no c a p y t u l o  I ,  f i zemos  uma e x p l a  - 

na.ção da Programação L i n e a r ,  com i n t u i t o  compara t ivo  r e l a t i v a -  

mente aos  capitulas s u b s e q l e n t e s , .  bem como, de  f e r r a m e n t a  pa ra  

o  desenvo lv imen to  dos mesmos. Baseados em t eo remas  e s s e n c i a l m e n  - 

t e  s i m p l e s ,  desenvolvemos ,  no c a p ? ' t u l o  11, u m  a l g o r i t m o  o  qual  

tem por o b j e t i v o  p r i n c i p a l ,  d e t e c t a r  em seu p r i m e i r o  p a s s o ,  u m  

v e t o r  o  qual deve rã  t e r  sua p r e s e n ç a  a s s e g u r a d a  na base  f i n a l ,  
- .  e  a s s im o f a r s  em s e u s  p a s s o s  s u b s e q u e n t e ,  a t e  termos n E  GI-PSI- 

mo passo  uma base Ótima. Aprovei tamos o  e n s e j o  e i n s e r i m o s  de 

uma maneira  u m  t a n t o  d i d á t i c a  o  Algor i tmo de Khachiyan pa ra  a 

r e s o l u ç ã o  de  Problemas de ~ r o g r a m a q ã o  L i n e a r ,  h a j a  v i s t o  s e r  u m  

a l g o r i t m o  não c o n v e n c i o n a l ,  que nos Úl t imos  anos  tem r e c e b i d o  

e s p e c i a l  a t e n ç ã o  dos que l idam com a  p e s q u i s a  o p e r a c i o n a l  e  a  

c i ê n c i a  da computação. S a l i e n t a m o s  o u t r o s s i m  que sua  i n s e r ç ã o  

v i s a  e x c l u s i v a m e n t e  d a r  maior  d i v u l g a ç ã o  e  q u i ç á  p r o p i c i e  t r a b a  - 

l h o s  de aprimoramentos que l h e  c o n f i r a  u t i l i z a ç õ e s  p r á t i c a s  de  

.uma manei ra  mais ampla.  



ABSTRACT 

In t h i s  t h e s i s  we t r y  t o  p r e s e n t  an a l g o r i t h m  t o  

s o l v e  L inea r  Programming p rob l  ems, by a  non c o n v e n t i o n a l  way. 

I n i t i a l l y  in  c h a p t e r  I ,  we e x p l a i n  L i n e a r  Programming, w i t h  . 

L compara t ive  i n t u i t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  subsequent .  c h a p t e r s ,  a s  

well  a s ,  t o o l s  f o r  development  of t k e  above .  . 

Based on e s s e n t i a l l y  s i m p l e  t h e o r e m s ,  we deve -  

l o p e ,  i n  c h a p t e r I 1 ,  an a l g o r i t h m  which has  a s  i t ' s  p r i n c i p a l  

o b j e c t i v e ,  t o  d e t e c t  .in i t ' s  f i r s t  s t e p ,  a  v e c t o r  which s h o u l d  

have i t s  p resence  a s u r e d  i n  t h e  f i n a l  b a s i s  $ e c t o r s , a n d  t h u s  

i t  w i l l  make i n  i t s  s u b s e q u e n t  s t e p s ,  u n t i l  we have i n  t h e  

m - i h  s t e p  a n  op t imal  b a s i c  v e c t o r  group.  

Taking a d v a n t a g e  of t h e  deve lopment ,  we i n s e r t  

i n  a  d i d a t i c  way t h e  Algor i thm of Khachiyan f o r  t h e  s o l u t i o n  

of L i n e a r .  Programming p rob lems ,  see- ing t h a t  t h i s .  i s  a  non con-  

v e n t i o n a l  Algor i thm,  t h a t  i n  r e c e n t  y e a r s  has  r e c e i v e d  s p e c i a l  

a t t e n t i o n  of t h o s e  who work i n  o p e r a t i o n a l  r e s e a r c h  and compu- 

t e r  s c i e n c e .  We a l ç o '  p o i n t  o u t  t h a t  i t s  i n s e r t i o n  i s  e x c l u s i -  

v e l y  t o  g ive  g r e a t e r  i n f o r m a t i o n . a n d  niaybe g i v e  i n c e n t i v e s  f o r  

o t h e r  r e s e a r c h ,  w i t h  i n t e n t  t o  p e r f e c t  which opens o t h e r  ways 

of u t i l  i z a t i o n .  
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CAPITULO I 

' .  
O d e s e n v o l v i m e n t o  d a s  f o r ç a s  p r o d u t i v a s  e  a  p l a n i -  

f i c a ç ã o  d a s  i n d ú s t r i a s ,  e  d e  o u t r o s  f a t o r e s  d e  n a t u r e z a  econÔmi-  

c a , a d q u i r e m  no d e c o r r e r  d o s  a n o s ,  c a d a  v e z  m a i s  i m p o r t â n c i a ,  

t o r n a n d o  s u a s  s o l u ç õ e s  p r o g r e s s i v a m e n t e  m a i s  d i ' f T c e i s .  F o i  n o s  

pa ;ses  h o j e  m a i s  d e s e n v o l v i d o s  q u e ,  p a r a  s o l u c i o n a r  e s t e s  p r o b l e  - 

mas ,  s u r g i r a m  o s  m é t o d o s  m a t e m ã t i c o s ,  e  em p a r t i c u l a r ,  a  P r o g r a -  

mação L i n e a r .  A p r i m e i r a  g r a n d e  c o n t r i b u i ç ã o  n e s t a  á r e a ,  f o i  o  

niêtoiio do. S-iri iplex, d e s e n v o l v i d o  eni 1 9 4 7  p o r  G E O R G E  ÜANTZIG 110 

p .  151  e  s u a  e q u i p e  j u n t o  a o  D e p a r t a m e n t o  d a  F o r ç a  AFrea  d o s  Es- 

t a d o s  U n i d o s .  

P o r  v o l - t a  d e  1 9 5 2 ,  com o  a d v e n t o  d o s  c o m p u t a d o r e s  

d e  a 1  t a  v e l o c i d a d e ,  a  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r ,  f a z e n d o  u s o  d e s s e  

r e c u r s o  como s u p o r t e ,  p e r m i t i u  s u a  u t i l i z a ç ã o  p r á t i c a  no  campo 

da  o r g a n i z a ç ã o  e  p l a n i f i c a ç ã o  d a  i n d ú s t r i a ,  d a n d o - l h e s  r e g i m e s  
d 

o t i m o s  d e  p r o d u ç ã o ,  g e r a n d o  c o n s e q u e n t e m e n t e  m a i o r e s  l u c r o s ,  

e t c .  P o r t a n t o  a p l i c a ç õ e s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  e c o n o m i a ,  a o  

s e t o r  m i l i t a r ,  e  a  o u t r o s  d o n i ~ n i o s ,  n ã o  c e s s a m  d e  s e  e x t e n d e r .  

F o i  s o b  o  a u s p T c i o  do  m e t o d o  do  S i m p l e x ,  q u e  a  P r o g r a m a ç ã o  L i -  

n e a r  a p r i m o r o u - s e ,  a t é  q u e ,  n o s  a n o s  d e  1 9 6 0  s u r g i u  o  m é t o d o  

p r i m a 1  -ciual , d e s e n v o l v i d o  p o r  G O M O R Y  e  BALINSK I 1 7  1 ,  e  

s i m i  1  a r n i e n t e  u m  o u t r o  m é t o d o  f o i  d e s e n v o i  v i d o  i n d e p e n d e n t e m e n t e  
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T Minimizar  ' f  = c  x 

S u j e i t o  a  Ax = b 

T T Onde c  = ( C , ,  c 2 ,  . . . ,  C n ) ,  x = ( x l ,  X2 . : . . ,Xn)  

b T = ( b , ,  b 2 ,  . . . , b m )  e  A uma m a t r i z  com n , - l inhas  O n - c o l u n a s ,  

tendo s e u s  e l emen tos  deno tados  por - a i j ,  e  p o s t o  m .  O c o n j u n t o  

das v a r i á v e i s  x l ,  x p ,  . . . ,  x n  s a t i s f a z e n d o  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s ,  

é chamado ponto v i á v e l  ou v e t o r  v i á v e l .  Chamaremos de r e g i ã o  

v i á v e l  ao c o n j u n t o  c o n s t i t u ? d o  de t o d o s  o s  pon tos  v i á v e i s .  

Uma s o l u ç ã o  b á s i c a  pa ra  nosso  problema s e r á  uma 

s o l u ç ã o  o b t i d a  quando,  f a z e n d a  n - m  v a r i á v e i s  i g u a i s  a  z e r o ,  r e -  

solvemos em r e l a ç ã o  5 s  v a r i á v e i s  r e s t a n t e s ,  sempre que o  d e t e r -  

minan te  dos c o e f i c i e n t e s  a  e l e s  c o r r e s p o n d e n t e s  s e j a  d i f e r e n t e  

de z e r o .  As'm v a r i á v e i s  s e  chamam v a r i á v e i s  b á s i c a s .  

O problema de  Programa L i n e a r  quando a p r e s e n t a d o  
- 

como em 1 . 2 . 3 ,  e d i t o  e s t a r  na forma s t a n d a r d .  Mui tas  vezes  d e s e  - 

' j amos  maximizar ou minimizar  uma função  l i n e a r  em p r e s e n ç a  de  

r e s t r i ç ã o  de i g u a l d a d e  e/ou i n e q u a ç õ e s .  ~ a f  a  n e c e s s i d a d e  de p a s  - 

s a r  de um problema para  o u t r o  e q u i v a l  e n t e m e n t e .  



S u p o n h a m o s , q u e  uma r e s t r i ç ã o  s e j a  d a d a  P o r  
. . 

> b i )  E s t a  r e s t r i ç ã o  p o d e  s e r  t r a n s -  < b i  ( - 1  a i j x j  - E a i j x j  - 
j =1  J =1  
f o r m a d a -  numa e q u a ç ã o ,  b a s t a n d o  p a r a  t a l  s o m a r ( s u b t r a i r )  uma v a -  

r i á v e l  e s c a l a r  n ã o  n e g a t i v a  x  n t i  > O) ' ( ' n t i  - d a n d o - n o s  
n n  . . I a i j x j  + x n + i  = b i  ( . E  a i j x j  - X.nti = b i )  I n v e r -  

j = 1  ~ = i  
s a m e n t e ,  uma e q u a ç ã o  pode  s e r  t r a n s f o r m a d a  em d u a s  i n e q u a ç õ e s  

1 . 4  - N Ã O  NEGATIVIDADE DAS V A R I A V E I S  

O m é t o d o  d o  S i m p l e x  é d e s e n v o l v i d o  p a r a  s o l u c i o -  

n a r  P P L  o n d e  a s  v a r i á v e i s  s ã o  n ã o  n e g a t i v a s .  P a r a  t ê - l a s  n a s  

c o n d i ç õ e s  d e s e j a d a s ,  b a s t a  u s a r  o s  a r t i f y c i o s  q u e  s e g u e m :  

l Q )  S e  x  não t em r e s t r i ç ã o  d e  s i n a l ,  b a s t a  s u b s t i t u i - l o  
j P o r  

X !  - x "  o n d e  x !  > O e x "  > 0 .  
J j J - j - ,  

2 0 )  S e  x j  2 k f a z e r '  x '  - x  - k j .  
j , j j 

3 0 )  S e  x j  2 h j ;  h .  < 0 ,  f a z e r  x '  j - h j - ~  - 
J - j 

1 . 5  - PROBLEMAS DEMINIMIZAR E MAXIMIZAR 

U - t i  1  i , z a n d o  a r e l a ç ã o  



. . 

em q u e  f ( x )  = c . x  r e p r e s e n t a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  a  o t i m i z a r ,  
j = l  J j 

podemos s e m p r e  e x p r e s s a r  o  p r o b l e m a  n a  f o r m a  d e  m i n i m i z a ç ã o  ( o u  

4 

' d e  m a x i m i z a ç ã o ) .  D e p o i s  q u e  a  o t i m i z a ç ã o  d o  n o v o  p r o b l e m a  e  

c o n c l u i d o ,  o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d'o p r o b l e m a  é ( - 1 )  v e z e s  

o  v a l o r  Õ t i n i o  d o  p r o b l e m a  n o v o .  . 

A  T a b e l a  ( 1 .1 )  q u e  s e g u e  d á  em r e s u m o  a s  d i v e r s a s  

m a n e i r a s  como a s  f o r m a s  c a n o n i c a  e  s t a n d a r d  podem s e  a p r e s e n t a r .  

--....-- 

FORMAS 

STANDARD 

n  
M i n i m i z e  1 c j  x j  

j = 1  

S u j e i t o  a  
n  

n  
M a x i m i z e  1 c . x  

j = 1  J j 

S u j e i t o  a  
n  

M i n i m i z e  1 c  x  
j. j 

S u j e i t o  a  
n  

Y a x i m i z e  c j  x j  
j =1 

S u j e i t o  a  

TABELA 1.1 



2.6 - M E T O D O  DO SIMPLEX 

V e j a m o s  a g o r a  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  q u e  

s e g u e  a  i d é i a  d o  m e t ~ d o  d o  S i m p l e x .  

S u j e i t o  a x ,  + 3 x 2  - x 3  + 2 x 5  = 21 

P o d e m o s  a i n d a  d a r  a o  p r o b l e m a  p r o p o s t o ,  a s e g u i n -  

. t e  d i s p o s i ç ã o  

o n d e  d e s e j a m o s  e n c o n t r a r  o  Õ t i m o  d e  f .  

N o t e  q u e  o  s i s t e m a  ( 1 . 6 . 2 )  e s t á  n a  f o r m a  s t a n d a r d  

o n d e  
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Anal i sando  o s i s t e m a  ( 1 . 6 . 4 )  temos que s e  x3 c r e s  - 

c e  de z e r o  para  1 ,  na Últ ima equação  de ( 1 . 6 . 3 )  o  va-  
r! . 
l o r  da função  o b j e t i v o  d e c r e s c e  de z e r o  pa ra  - 3 .  P o r t a n t o  s e  e s  - 

tamos pesquisando o  minimo de  f ,  uma boa i d é i a  é c r e s c e r  X 3  ' 
/ 

Consequentemente uma g e n e r a l i z a ç ã o  nos s a l t a  à v i s t a ,  i s t o  e ,  

c rescendo uma v a r i ã v e l  não b á s i c a  a  qual  tem um c o e f i c i e n t e  po- 

s i t i v o  na Últ ima equação  de ( I . 6 . 2 ) ,  o  v a l o r  da f u n -  
- 

çao o b j e t i v o  d e c r e s c e .  Além do m a i s ,  cons ta t amos  que a q u e l e s  

termos p o s i t i v o s  da função  o b j e t i v o  em ( 1 . 6 . 2 )  que têm maior  va - 

lar proporcionam omaior d e c r e s c i m e n t o  na função  o b j e t i v o ,  por  

unidade de c r e s c i m e n t o  de uma v a r i á v e l  não b á s i c a .  

E s t e  s e r ã  o  c r i t é r i o  d e  e n t r a d a  de u m  v e t o r  na 

b c - e ,  no m é t o d o  d o  S implex .  Assim uma e s c o l h a  r a z o á v e l  pa ra  uma 

v c i i ã v e l  não b ã s i c a ,  deve rá  s e r  e n t r e  a q u e l a s  que tem c o e f i c i e n  - 

t e s  p o s i t i v o s  na l i n h a  da função  o b j e t i v o ,  p r e c i s a m e n t e  a q u e l a  

v a r i á v e l  que a p r e s e n t a r  o  maior  v a l o r  d e v e r á  s e r  e s c o l h i d a .  

A 3: equação  de ( 1 . 6 . 4 )  nos d i z  que s e  x 3  toma 

qua lque r  v a l o r ,  x 6  s e r á  sempre p o s i t i v o .  O mesmo o c o r r e  com 

X ,  para  q u a l q u e r  x 3  não n e g a t i v o .  Nes te  momento não podemos d e i  - 

xar p a s s a r  d e s p e r c e b i d o  que a  a n á l i s e  f e i t a  s o b r e  a  1: e 3  a 
d 

ec.,açÕes de (1.6.3) = ( 1 . 6 . 4 )  e sempre vãlida qual  q u e r  que 

se;a x 3 .  

Em s i  t u a ~ Õ e s  seine'l h a n t e s  t a l  a n i l  i s e  d e v e r á  s e r  

I o z i i t i d a ,  i s t o  e ,  quando em P 3  = [ x 1 3 ,  x E 3 '  x 3 3 ]  . 1 - 1 ,  4 ,  o ]  I 
x i 3  f o r  n ã o  p o s i t i v a .  Consequentemente l i m i t a r e m o s  nossa  a n ã l i -  



se  s o b r e  a q u e l e s  x i 3  > ' O .  A 2 0  e q u a ç ã o  d e  ( 1 . 6 . 4 )  r e s t r i n g e  o  

v a l o r  d e  x 3 ,  i s t o  é,  p a r a  t e r m o s  x > O ,  x3  não deverá c r e s c e r  a1 em 4  - 
d e  ( 3 6 / 4 )  = 9.. E s t a  é a  j d é i a  q u e  n o r t e i a  .o c r i t é r i o  d e  s a i d a  

d e  u m  v e t o r  d a  b a s e ,  no m é t o d o  d o  S i m p l e x .  

. - 

C o n c l u i m o s  q u e  o  x3  p o d e r á  c r e s - c e r  a t é  9 ,  p o i s  

e s t e  v a l o r  d e  x3 n o s  g a r a n t e  q u e  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  c o n t i n u a -  

r ã o  n ã o  n e g a t i v a s .  

Ass im p a r a  x3  = 9 t e m o s :  

N e s t a  s o l u ç ã o  x4  = 0 ,  p o i s  f o i  a  1: var iáve l  b á s i c a  

q u e  s e  a n u l o u  q u a n d o  x3  c r e s c e u . P o r t a n t o  o s  v a l - o r e s  d e  

( I . 6 . 5 ) ,  j u n t a m e n t e  com x3 = 9 e  x 2  = x5  = O d ã o  o u t r a  s o l u ç ã o  

p a r a  o  s i s t e m a  ( 1 . 6 . 2 )  p r e s e r v a n d o  a  n ã o  n e g a t i v i d a d e  d a s  v a r i á  - 

v e i s .  O b s e r v a - s e  q u e  n e s t a  s o l u ç ã o  a  v a r i á v e l  b á s i c a  x 
4  em 

( 1 . 6 . 2 )  t r a n s f o r m a - s e  em z e r o  e n q u a n t o  a  n ã o  b á s i c a  x3 toma o  

v a l o r  9 .  E s t a  s o l u ç ã o  p o d e  e v i d e n t e m e n t e  s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  d e  

( 1 . 6 . 2 )  q u a n d o  1 2  d i v i d j m o s  a  2 0  e q u a ç ã o  p o r  4 ( c o e f i c i e n t e  d e  

x 3 )  e  e l i m i n a m o s  X 3  d a s  d e m a i s  e q u a ç õ e s ,  T a l  o p e r a ç ã o  é d i t a  

p i v o t e a m e n t o  ( 4  e o. p i v Ô ) .  C o n c l u i n d o  o  p i v o t e a m e n t o  t e m o s :  



Seguindo o raciocinio já descrito, uma vez que em 

( I . 6 , 6 )  SÕ existe um termo positivo na linha da função objeti- 

em xa = x5 = O ( 1 . 6 . 6 )  é equivalente a: 

negativa 

Como é fácil de ver, para 

s, x2 não pode exceder 30/(10, 

manter as variáveis 

/4) = 12. Para x2 = 

mos os seguintes valores para as variáveis 

não 



Se agora voltarmos a (1.6.6) e efetuarmos o pivo- 

teamento (o coeficiente de x p  na 1: equação 6 o pivõ) obtere- 

mos : 

Como (I,6..7) não tem nenhum elemento positivo n a  
- 
ultima linha, conciuY'mos que não é mais possFve1 decreçcer.f.As - 

sim o Õtimo será dado por 

Voltemos a (1.6.2) e observemos que se os coefi- 

cientes de x 3  nas 3 primeiras equações fossem todos não positi- 

vos (1.6.4) tomaria o seguinte aspecto: 



S e g u e - s e  d e  ( 1 . 6 . 8 )  q u e ,  q u a n d o  x 3  + m ,  f + -a j ã  

que  x , ,  x 4  e  x6 s e r ã o  s e m p r e  p o s i t i v a s ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  X3 '  

Ass im,  t e r i a m o s  u m  p r o b l e m a  com s o l u ç ã o  i l i m i t a d a .  

Como j á  p e r c e b e m o s ,  o  a l g o r i t m o  d o  S i m p l e x  t e m  p o r  

meta  e n c o n t r a r  em c a d a  p a s s o  uma n o v a  s o l u ç ã o  v i á v e l  c u j o  v a -  

l o r  c o r r e s p o n d e n t e  d a  f u n ç á o  o b j e t i v o  s e j a  menor  q u e  o  v a l o r  

da f u n ç ã o  o b j e t i v o  tia s o i u ~ ã o  anterior. D e s t a  m a n e i r a  p r o s s e -  

guiiiios a t é  e n c o n t r a r  uma s o l u ç ã o  myn ima ,  a p õ s  u m  número  f i n i t o  

de p a s s o s .  Cada p a s s o ,  p o d e  s e r  d i v i d i d o  em t r ê s  p a r t e s ,  c s e -  

g u i r :  

1:) S e l e ç ã o  d e  uma v a r i a v e l  n ã o  b á s i c a  a  q u a l  t r a n s f o r m a - s e  em 

. v a r i á v e l  b á s i c a  ( c r i t é r i o  d e  e n t r a d a  d e  u m  v e t o r  n a  b a s e ) .  

2 0 )  s e l e ç ã o  d e  uma v a r i á v e l  b á s i c a  a  q u a l  t r a n s f o r m a - s e  em v a -  

r i á v e l  n ã o  b á s i c a  ( c r i t é r i o  d e  s a r d a  d e  u m  v e t o r  d a  b a s e ) .  

3 0 )  T r a n s f o r m a ç ã o  do  s i s t e m a  j p i v o t e a i n e n t o ) .  

Suponhamos  a g o r a  q u e  n o s s o  p r o b l e m a  ( 1 . 2 . 1 )  

( 1 . 2 . 2 )  s e j a  p o s t o  n a  f o r m a :  



S u j e i t o  a [ P 1 ,  . . .  , P ]x = P n o 

x > o  - 

onde [ p l ,  . . . , P n ]  = A ,  P o = b e  

T - p j  - L x i j ,  ... , x N j ]  j = O ,  1 ,  ... ; n 

com x i O  = b i e x  i  j - 
- a i j  

Como es tamos  a d m i t i n d o  que A tem p o s t o  m ,  p ( A ) =  m,  

e n t ã o  de-s temos  por  B a  m a t r i z  quadrada  formada por  m c o l u n a s  

l inearme -:e  i n d e p e n d e n t e s  de A .  Chamaremos de N a m a t r i z  forma-  

da p e l a s  ? - m  c o l u n a s  de A .  ~ n t a o  podemos e s c r e v e r  a  m a t r i z  A co - 

iria s e g u e !  

onde,sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  após uma renumeração dos v e t o -  

r e s  c o l u n a s ,  s e  n e c e s s á r i o ,  podemos d i z e r  que 

Assim send.0, chamaremos de xB o  v e t o r  co luna  c u j a s  

c o i i i p o n e n : ~ ~  são  a s  v a r i á v e i s  x a s s o c i a d o s  a s  c o l u n a s  de B.  I s -  
j 

t o  nos leva ã s e g u i n t e  p a r t i ç ã o  no c o n j u n t o  de i n d i c e s  das  va-  

r i á v e i s :  IBu I N  = ( 1 ,  2 ,  . . . ,  n l ,  IB nIN = b dando-nos 



Agora  o  pro 'b lema ( 1 6 9 )  - ( 1 . 6 . 1 1 )  p o d e  s e r  r e - e s  - 

c r i t o :  

- 

M i n i m i z a r  f = c 
T T 
B X~ + C~ X~ 

S u j e i t o  a BxB  + NxN = Po ( 1 . 6 . 7 3 )  

P a r a  n ã o  n o s  a l o n g a r m o s  m u i t o  n a  t e o r i u ,  vaKc; a d -  

mitir  que  B = I ,  o  q u e  n o s  l e v a  a o  s e g u i n t e  q u a d r o .  
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E n t ã o  Pe  d e i x a r á  a  b a s e ,  e n t r a n d o  o  v e t o r  P k  em 

seu l u g a r .  

S e  t o d o s  o s  x i k  - < 0 ,  e n c o n t r a m o - n o s c o m o  em ( I . G . 8 ) ,  

. o n d e - o  ~ ~ a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p o d e  t o r i l a r - s e  a r b i t r a r i a m e n t e  

n e g a t i v o . S e  t a l  n ã o  o c o r r e  f a z e m o s  o  p i v o t e a m e n t o  em t o r n o  d o  

p i v o  x e k i  e o b t e m o s  o Q u a d r o  1 . 3 .  que  s e g u e .  , 





Prosseguimos com e s t e  ' r a c i o c i n i o  a t e  

Podemos s i n t e t i z a r  o  p roced imen to  nas 3 r e g r a s  

que seguem: 

REGRA '1: Se lec iona r , como v a r i á v e l  não b á s i c a  p a r a  e n t r a r  na ba-  

s e ,  uma com maior  c o e f i c i e n t e  p o s i t i v o  na l i n h a  da f u n -  

ção o b j e t i v o .  Se e s t a  l i n h a  não contém nenhum c o e f i c i e n  - 

t e  p o s i t i v o ,  uma s o l u ç ã o  Ótima f o i  e n c o n t r a d a .  Se O 

j -és imo e l emen to  da (m+l) -és i rna  l i n h a  é i n d i c a d a  Por  

z - c  a nova v a r i á v e l  b á s i c a  é d e t e r m i n a d a  por  
j j ' 

REGRA 2 :  S e l e c i o n a r  c o ~ o  v a r i á v e l  pa ra  d e i x a r  a . b a s e ,  uma c o r r e s  - 

pondente menor r a z ã o  e n t r e  o  v a l o r  da v a r i á v e l  b á s i c a  

e  o  c o r r e s p o n d e n t e  c o e f i c i e n t e  da nova v a r i á v e l  b á s i c a  

nas 1  i n h a s  nos quais e s t e s  c o e f i c i e n t e s  s ã o  p o s i t i v o s .  

Se a  nova v a r i á v e l  b á s i c a  não tem c o e f i c i e n t e s  p o s i t i -  

v o s ,  o  problema tem uma s o l u ç ã o  i n f i n i t a .  

S e  x i O  r e p r e s e n t a r  o  v a l o r  da v a r i á v e l  b á s i c a  na i - é s i -  

ma l i n h a  e  x i k  r e p r e s e n t a r  c o e f i c i e n t e  c o r r e s p o n d e n t e  

da nova v a r i á v e l  b á s i c a  x a  v a r i á v e l  b á s i c a  a  d e i x a r  k ' 
- a  base  é a  a s s o c i a d a  coni 



R E G R A  3 :  Transforme a  t a b e l a  tomando o  c o e f i c i e n t e  da nova v a r i ã  - 

vel b ã s i c a  na l i n h a  da v a r i ã v e l  que d e i x a  a  b a s e ,  com 

Para  cornplemeiltar, c i t a r e m o s  d o i s  t e o r e m a s ,  o s  

q u a i s  d ã o  a  comprovação do que j á  f o i  d i t o .  

T E O R E M A  1 :  Se pa ra  q u a l q u e r  j f i x o ,  z - c  > 0 ,  e n t ã o  podemos 
j j 

c o n s t r u i r  u m  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  t a l  que 

z z pa ra  q u a l q u e r  e l emen to  do c o n j u n t o ,  onde o o  

. l i m i t e  i n f e r i o r  z pode sei- f i n i t o  ou i n f i n l t u .  

Se o  l i m i t e  i n f e r i o r  é f i n i t o ,  pudemos c o n s t r u i r  uma 

s e q u ê n c i a  de s o l u ç õ e s  v i ã v e i s  com m' v a r i á v e i s ,  , t e n d o  

a  função  o b j e t i v o  menor v a l o r  que o p r e c e d e n t e .  Como 

o número máximo de so luçÕes  b á s i c a s  de A x  = b é menor 

n ou icjual a (  ) = n ! f a t a l m e n t e  encon t ra remos  a  m m !  ( n - m )  ! 

s o l u ç ã o  ó t i m a .  

Se o  l i m i t e  i n f e r i o r  e i n f i n i t o ,  podemos c o n s t r u i r  uma 

'nova s o l u ç ã o  v i á v e l  com m + l  v a r i ã v e i s  p o s i t i v a s  c u j o  

v a l o r  da função  o b j e t i v o  pode f a z e r - s e  a r b i t r a r i a m e n -  

t e  n e g a t i v o .  



T E O R E M A  2: Se pa ra  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  x = ( x 1 0  a xmO ' 
a s  c o n d i ç õ e s  z - . c  < 8 s ã o  s a t i s f e i t a s  pa ra  

j 
j = 

j - 
1 ,  2 ,  ..., n ,  e n t ã o  o  problema admi te  u m  programa 

(Õt imo)  m7nimo. 

Agora v01 t a n d o  a s  equações  ( I  . 6 . 1 2 ) -  ( I  . 6 . 1 4 )  temos 

que:  

Como A  = [ B ,  NJ tem p o s t o  compIe to ,  11-I e x i s t e .  As - 

s im,  

Caso façsmos xN = O t e remos  u m  v a l o r  pa ra  o  v e t o r  

que nós j á  designamos s e r  uma s o l u ç ã o  b á s i c a  pa ra  

o s i s t e m a  ( I . G . 1 3 ) ,  e  s e  t i v e r m o s  xB L O e n t t ã  te remos  uma s o l u -  

ção b á s i c a  v i á v e l .  Podemos a i n d a  r e e s c r e v e r  ( 1 . 6 . 1 2 )  como s e g u e :  



' F a z e n d o -  - 

z = c; B - '  P .  t e m o s  q u e  
j J 

o  q u e  t i o ç  d á  

O s i s t e m a  ( I . 6 , 1 2 )  - ( 1 . 6 . 1 4 )  t o m a  o s e g u i n t e  a s -  

p e c t o  

x B  L O ,  e - x .  0 , j  E IN 
J - 

o n d e  



1 .7  - BASE ARTIFICIAL 

Como nem s e m p r e  d i s p o m o s  d e  uma b a s e  c a n Ô n i  c a  

( B  = I )  p a r a  i n i c i a r  o  m e t o d o  d o  S i m p l e x ,  c r i o u - s e  p a r a  s o l u c i o  

n a r  t a l  i m p a s s e  a  t é c n i c a  d a  b a s e  a r t i f i c i a l .  E n t ã o  o  p r o b l e m a  

p r o p o s t o  s e r á  a u m e n t a d o  p a r a  ' 

M i n i m i z a r  f  = [ c T  WT] I* I 

com w t ã o  g r a n d e  q u a n t o  s e  q u e i r a .  O á e s e n v o l v i -  

m e n t o  d o  S i m p l e x  com b ~ s e  a r t i f i c i a l  é s i m i l a r  a o  j á  a p r e s e n t a -  

d o ,  com uma i n o v a ç ã o .  Como 

e n t ã o  c r i a m o s  i n i c i a l m e n t e  uma 1 i n h a  rio . Q u a d r o  

1.2 ,  a  ( m + 2 ) - é s i r n a  l i n h a ,  na  q u a l  c o l o c a r e m o s  c o r r e s p o n d e n d o  a  
m 

c a d a  c o l u n a  j ,  ( j  = 1 ,  . . . ,  n )  o  c o e f i c i e n t e  d e  w ,  1 x i j  d a  
i  

e q u a ç ã o  ( 1 . 7 . 1 ) .  Na ( m + l ) - e s i m a  l i n h a  c o l o c a r e m o s  p a r a  c a d a  c o -  

l u n a  j (j = 1 ,  . n )  - c  O rn'6todo i n i c i a - s e  e l i m i n a n d o  u m  
j o  

v e t o r  a r t i f i c i a l  da  b a s e ,  o  q u a l  j a m a i s  d e v e r ã  s e r  e s c o l h i d o  pa - 

r a  r e t o r n a i  a  b a s e .  



C o n t i n u a m o s  s e l e c i o n a n d o  um v e t o r  p a r a  e n t r a r  n a  

b a s e ,  u s a n d o  o s  e l e m e n t o s  d a  ( m + 2 ) - ê s i m a  l i n h a  a t é  q u e :  

1 )  Todos  o s  v e t o r e s  a r t i f i c i a i s  t e n h a m  s i d o  e l i ~ ? i i n a d o s  da  b a s e .  

P r o s s e g u i m o s  com o  m é t o d o  r e g u l a r  d o  S i m p l e x .  

2 )  Que n ã o  e x i s t a ,  na  ( m - 2 ) - é s i m a  l i n h a  e l e m e n t o s  p o s i t i v o s .  Pa  - 

r a  m a i o r e s  d e t a l h e s  v e j a  1 1 5  I 

1 . 8  - V A R I A V E I S  ESCALARES 

Suponhamos  a g o r a  q u e  d e s e j a m o s  

T M a x i m i z a r  f  = c x  

S u j e i t o  a  A x  - b  

A q u i ,  como j á  chamamos o b t e n ç ã o  em ( I . 3 ) ,  a c r e s  - 

c e n t a n i o s  a s  v a r i á v e i s  e s c a l a r e s  e  ( 1 . 8 . 1 )  - ( 1 . 8 . 2 )  t r a n s f o r m a -  

i 

. M a x i m i z a r  f = c*T x* 

S u j e i t o  a  A* x* = ' b  ( 1 . 8 . 4 )  

o n d e  



Agora  u s a s o s  ( I  - 6 )  p a r a  s o l u c i o n a r  o  p r o b l e m a .  Quan 

do o  p r o b l e m a  o r i g i n a 1 , e n v o l v e r  a  f o r m a  A x  - > b ,  b  - > 0 ,  u s a m o s  

as  v a r i ã v e i s  e s c a l a r e s  e  p e l o  menos  uma v a r i á v e l  a r t i f i c i a l .  Ve - 

j a  I 1 5  I 

1 . 9  - DUALIDADE 

Dado u m  p r o b l e m a  d e  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r ,  o q u a l  

d e n o t a m o s  d e  P r i m a l ,  a  e l e  podemos f a z e r  c o r r e s p o n d e r  u m  o u t r o  

p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o ,  o  p r o b l e m a  D u a l .  

E l e s  s ã o  i n t e r l i g a d o s ,  d e  t a l  f o r m a  q u e  a  s o l u ç ã o  
- 

. o t i m a  d e  q u a l q u e r  u m  d e l e s ,  n o s  p r o p o r c i o n a  i n f o r m a ç õ e s  a r e s -  

p e i t o  d a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d o  o u t r o .  

1 . 9 . 1  - ~ e f i n i ç ã o  G e r a l  d o s  P r o b l e m a s  D u a i s  

O p r o b l e m a  P r i m a l :  d e t e r m i n a r  u m  v e t o r  c 0 1  una  

x = (x,. 9. . . . , xN J t a l  q u e  

M i n i m i z e  f = 1 c j  x j  
j EN 

S u j e i t o  a  



x q u a l q u e r  j i N1 
j 

# = M1'uÉI1, N = NIu N1 

O p r o b l e m a  D u a l :  d e t e r m i n a r  u m  v e t o r  1  i n h a  

W = ( w l ,  w 2 ,  . .., wm) t a l  q u e  

M a x i m i z e  g = 1 , ( b i  )wi  ( 1 . 9 . 3 )  
i E M  

S u j e i t o  a  

wi q u a l q u e r  . i E M  1  

~ n t ã o  o  . t . e o r e m a  d a  d u a l  i d a d e  a f  i rrna 

T E O R E M A :  O m i n i m o  d e  ( 1 - 9 . 1 )  s u j e i t o  a  ( 1 . 9 . 2 )  e  i g u a l  a o  m á x i -  

mo d e  ( 1 . 9 . 3 )  s u j e i t o  a  ( 1 . 3 . 4 ) .  



C A P T T U L O  1-1 

UMA N O V A  ALTERNATIVA SOBRE A S O L U Ç K O  

DOS PROBLEMAS.DE P R O G R A M A Ç ~ O  LINEAR 

1 1 . 1  - DEFINIÇÃO D O  P R O B L E M A  

T e n t a m o s  n e s t e  t r a b a l h o  e s t a b e l e c e r  a l g o r i t m o s  p a -  

r a  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  d e  uma m a n e i r a  n ã o  

c o n v e n c i o n a l  . 

1 1 . 1 . 1  - Dados 

S e j a  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r :  

M i n i m i z e  Z = cTx, s u j e i t o  a  

c T  E x x R,, A m a t r i z  mxn, 

I1 A =  ( a . . )  = ( a 1 ,  a 2 ,  . a ) ,  a j . R m ,  j = 1 ,  2 ,  ..., n 
1 J  

b E R m  

T  
*cT= ( c 1 ,  C * ,  . . .  > 

T  c , ) ,  x = ( x l ,  . . ; ,  x n )  e  b  = ( b l ,  . .. , bm) 

O a l g o r i t m o  a  s e r  d e s e n v o l v i d o  tem como o b j e t i v o  

p r i m o r d i a l  d e t e c t a r  em s e u  p r i m e i r o  p a s s o  u m  v e t o r  c o l u n a  d e  A ,  

o  q u a l  d e v e r a  t e r  s u a  p r e s e n ç a  a s s e g u r a d a  na b a s e  f i n a l .  P r o s s e -  

g u i n d o ,  o  a l g o r i t m o  no  20 p a s s o  n o s  d a r á  m a i s  um v e t o r  d a  b a s e  



f i n a l  e  a s s im o  f a r á  em s e u s  p a s s o s  . s u b s e q u e n t e s ,  a t é  te rmos  no 

m-ésimo passo uma base  c o m p l e t a ,  a  qua l  s e r á  a  base  ó t i m a .  

1 1 . 2  - P S E U B O I N V E R S A ,  O P E R A D O R E S  P R O J E Ç E O  E  S E U  C O M P L E M E N T O  O R -  

- T O G O N A L  - 

No d e c o r r e r  d e s t e  t r a b a l h o  denotaremos  por  A a  ma 
j - 

i  
t r i z  composta de j v e t o r e s  c o l u n a s  de A ,  e  com ,4j-l queremos 

i n d i c a r  a  m a t r i z  o b t i d a  a  p a r t i r  de A quando d e l a  omit imos 
j 

a  

i- ésirna c o l u n a .  A p s e u d o- i n v e r s a  de .A  s e r á  deno tada  por  
j 

A', 
J 

B j  = A .  A ?  e  P  = I - B .  i n d i c a r ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  os o p e r a d o r e s  
J J  j J .  

p r o j e ç ã o  e  seu complemento o r t o g o n a l .  

i  Sejam a g o r a ,  V I a , V I a', a i  A a j  t a :  quc 

Mostremos e n t ã o  que:  

+ T onde A 2  = I A 2  A, I 4 E a  p s e u d o i n v e r s a  de A 2  quando s u a s  

. c o l u n a s  são  1 i ~ i e ~ a r i n e n t e  i n d e p e n d e n t e s .  



F i g .  11.1 

M u l t i p l i c a n d o  ( 1 1 . 2 . 1 )  p e l o s  v e t o r e s  a i  e  a' o b t e  - 

mos r e s p e c t i v a m e n t e :  

Tomando a  i n v e r s a  



i s t o  é 

~ n t ã o  d e ( I I . 2 . 1 )  t i r a m o s  

F a z e n d o  2 = [ I  - A ~ A ; ~  t e m o s :  2  

V = P 2 b  e  n o v a m e n t e  p o r  ( 1 1 . 2 . 1 )  e ( 1 1 . 2 . 2 )  

P o r t a n t o  a  d e m o n s t r a ç a õ  d o  t e o r e m a  1 ,  q u e  s e g u e , t o r n a - s e  Õ b v i a .  

T e o r e m a  1 :  P a r a  a l g u m  v e t o r  b ,  B k b  é a  p r o j e ~ ã o  . d e  b s o b r e  o  

k  s u b e s p a c o  d e t e r m i n a d o  p o r  { a 1 ,  . a  1 e P k b  é a  p r o j e ç ã o  d e  
I 

b  s o b r e  o  ç o m p l e m e n t o  o r t o g o n a l  d o  s u b e s p a ç o  d e t e r m i n a d o  P o r  

k  { a 1 ,  . . . ,  a  1 .  

( P a r a  m a i o r e s  e s c l a r e c i m e n t o s ,  v e j a  c o r o l ã r i o  3 . 5 ,  p á g i n a  20 d e  
# 

11 1 L 



1 1 . 3  - CONFIGURAÇÃO D E  A: EM TERMOS D E  A' e P  k -  1-k- 1  

M o s t r a r e m o s  a g o r a  q u e  s e  a s  c o l u n a s  d e  A k  s ã o  L I ,  

e n t ã o  

1 n i c . i a l m e n t e  d e s e n v o l v e r e m o s  um r a c i o c y n i o  p a r a  

k = 3 ,  h a j a  v i s t o  q u e  s u a  g e n e r a l i z a ç ã o  c i m e d i a t a .  S e g u i n d o  a. 

mesma t r i : h a  q u e  e x e c u t a m o s  p a r a  d e c e a p o i .  O em s u a  p r u j s ç z ~  a r -  

t o g o n a l  e  s e u  c o m p l e m e n t o  o r t o g o n a l ,  o b t e m o s :  

P o r t a n t o :  



onde 

De (11.3.2) t i r a m o s  

I 

De(II.3.3) o b t e m o s :  



7 

I 
rt 

N  
4 

I-N 
5 
U 

I-M 
a 
I 
A 

Y 
r6 

fi 

u 
M 

M 
I'- 

I 
Y 

N  
5 

I - N  
Q 
u 



Mas 

P o d e m o s  a g o r a  e s c r e v e r  ( 1 1 . 3 . 7 )  como s e g u e :  ( p a r a  



O q u e  n o s  l e v a  a  g e n e r a l i z a r :  

.Podemos a i n d a  c o n c l l 1 i r  

O Y n d i c e  s u p e r i o r  e  e s q u e r d a  i n d i c a  o  p a s s o  o n -  

d e  o  n o s s o  f u t u r o  a l g o r i t m o  e s t a  t r a b a l h a n d o .  

I O b s e r v e  q u e  P 2 P 2  = P 2  e  P 2  = P 2 ,  e n t ã o  
I 

o que  n o s  l e v a  a a f i r m a r :  



Notamos a i n d a  q u e  

t Sabemos q u e  A k - l  A k - l  k t a k  é a  p r o j e ç ã o  d e  a  s o b r e  R(Ak- l  A k - l ) .  
k t Ass im s e  a  E R ( A k m l  A k - l )  e n t ã o  A k m l  A +  k - l  a  = a k  o  q u e  e q u i v a  - k 

k - 1 .  l e  a  d i z e r  q u e  a  e  c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d o s  a  . i = 1 ,  ..., k - 1 ,  o  

q u e  c o l t r a r i a  ( n o  n o s s o  c a s o )  a  h i p ó t e s e  d o s  a i  
= 1  ,. . . , k s e -  

rem L I .  C o n c l u i m o s  a s s i m  q u e  n o s s o  A = I / P k B l  k a k l  12 n u n c a  s e -  

rá n u l o  ( A ~  > O ) .  

A p a r t i r  d e  ( 1 1 . 3 . 8 )  - ( I I . 3 . 1 0 ) ,  p a r a  k = 2 t e -  

mos: 







C o m o  

e n t ã o  

G e n e r a l i z a n d o  t e m o s :  

,Onde c o m  j X 1  q u e r e m o s  i n d i c a r  o  v e t o r  ' x ,  n o  j - é s i m o  p a s s o , q u a n  - 

d o  d e l e  o m i t i m o s  a  ú l t i m a  c o m p o n e n t e ;  i s t o  é:  



F i x a r e m o s  a g o r a  a l g u n s  c o n c e i t o s  e  n o t a ç õ e s ,  p a r a  

que  p o s s a m o s  e n u n c i a r  o s  t e o r e m a s  q u e  s e  t o r n a m  n e c e s s ã r i o s .  

C [ a l ,  . . . , a"]  é o  c o n e  g e r a d o  p e l o  c o n j u n t o  d e  

n v e t o r e s  c o 1 u n . a ~  { a 1 ,  . . . a  1 

o  c o n e  g e r a d o  p e l o s  v e t o r e s  c o l u n a s  d a  

m a t r i z  A .  

I I . 5 . a  - R a i o  V e t o r  G e r a d o  p o r  v  

Dado v  o  r a i o  v e t a r  r e o  c o n j u n t o  

r = { X I X  = A V  V #  O , e  A > 01 - 

I I . 5 . b  - H i p e r p l a n o  em 

S e  Z = O o  h i p e r p l a n o  p a s s a  p e l a  o r i g e m .  

I I . 5 . c  - U m  t i i p e r p l a n o  H D i v i d e  em S e m i - E s p a ç o s  

i )  A b e r t o  S, = { x ~ c x  < Z l  SE  = { x l c x  > Z} 

ii) F e c h a d o  S3 = { x l c x  - Z} S 4  = { x l c x  - > Z} 



I I . 5 . d  - P o l i e d r o  

U m  s u b c o n j u n t o  P de u m  e s p a ç o  v e t o r i a l  r e a l  de 

dimensão f i n i t a  é chamado p o l i e d r o ,  s e  P é a  i n t e r s e ç ã o  de u m  

número f i n i  t o  de semi -espaços  f e c h a d o s .  

I I . 5 . e  - Face 

Uma f a c e  de  u m  p o l i e d r o  P e a  i n t e r s e ç ã o  de P com 

u m  h i p e r p l  ano s u p o r t e .  

I 1 . 5 . f  - Cone P o l i e d r ? c o  Convexo 

-4 

Um cone p o l i é d r i c o  convexo C ,  e  a  e n v o l t o r i a  con-  

vexa de u m  c o n j u n t o  f i n i t o  de r a i o s  v e t o r e s .  

P o r t a n t o  s e  o s  ( v e t o r e s ) p o n t o s  a '  - #  O i = l  ,. . , , h 

geram r a i o s  v e t o r e s ,  e n t ã o  C é a  c o l e ç ~ o  dos pon tos  



F i g .  1 1 . 2  

Assim s e  A é uma m a t r i z  m x k ,  e n t ã o  o  c o n j u n t o  d o s  

p o n t o s  

- 
e um c o n e  p o l  i é d r i c o  c o n v e x o  em R". . O b s e r v a - s e  

q u e  a s  c o l u n a s  d e  A g e r a m  o s  r a i o s  v e t o r e s  c u j a  c o m b i n a ç ã o  c o n  - 

k v e x a  p r o d u z  o  c o n e  p o l i e d r y c o .  Como C ( a l ,  ..., a ) um c o n e  p o  - 

l i é d r i c o  s e g u e - s e  q u e  e x i s t e  uma s o l u ç ã o  n ã o  n e g a t i v a  x  - > O p a -  

s e  e s o m e n t e  s e  b  é um e l e m e n t o  d o  c o n e  g e r a d o  p e l a s  c o l u n a s  d e  

A .  P o d e m o s  a g o r a  d i z e r  q u e  P k  b E c [ c ~ , ~ ,  . . .  , C,] s e  
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Assim(II.5.3) n ã o  é s a t i s f e i t a .  

< a 1  3 P b >  = + 1 
3 ~ 1  b =  1 s a t i s f a z  (11.5.4) 

< a Z  3 P l b >  = t 2 

~ o n C l u i m o s  a s s i m  que: 



Teorema 2 :  ( T e o r e m a  d a  p r o j e ç ã o  d e  P e r e z )  

k S e j a  { a 1 ,  . . . ,  a  ) u m  c o n j u n t o  d e  k v e t o r e s  L I  

em R~ ( 1  k - < m).  A p r o j e ç ã o  d e  a i  s o b r e  o  s u b e s p a ç o  o r t o g o n a l  

i - 1  i + l  k a o  g e r a d o  p o r  i a 1 , .  . , a  . , a  , . . . ,  a 1 



onde  C: 'é a  i - é s i n i a  l i n h a  d e  A'. 

A n t e s  d e  e n t r a r m o s  no  m é r i t o  d a  d e m o ' n s t r a ç ã o  

t e o r e m a ,  ve j a .- o  no  R 3  a t r a v e s  d a  F i g .  11 .3 .  

k P r o v a :  S e  a s  c o l u n a s  d e  A = [ a 1 ,  . . . , a  s ã o  L I  e n t ã o  

d - e  uma m a t r i z  ( k x k ) .  

= [ a 1 ,  a s ,  . . . ,  am]éuma  m a t r i z  kxm e  

J á  most ra i ; ios  q u e  P' b = yj Cj, c o n s e q u e n t e n i e n t e  k - l  



p j  a' = a C .  e d a i ,  ' p o r ( ~ ~ . 5 . 1 )  t e m o s  k-1  j~ 

o  que n o s  l e v a  a  a f i r m a r  

Assim 

d 

o n d e  e  e  um v e t o r  o n d e  t o d a s  c o m p o n e n t e s  s ã o  z e r o ,  e x c e t o  J' a  

j - g s i m a  q5s 'G 1 .  

~á que d i J  = C ?  C .  e n t ã o  
J  

T C i  C j  
F a z e n d o  4 .  = e  o b s e r v a n d o  

I I C i 1 1 2  



T C i  C i  
que = 1 ,  temos 

I lc, I l 2  

i  Apl icando a  p r o j e ç ã o  em a vem: 

i  a = p 1  L- ' 1 . .  . i - 1  , i + l . .  . k  ... i - 1  i t l  ... k ( j  ' , . . . i - ]  , i t l . . . k  l l C i 1 I 2  j:i 

onde a  2' p a r c e l a  do 20 membro é n u l a ,  t e n d o - s e  em v i s t a  que a 

p r o j e ç ã o  de a' s o b r e  u m  subespaço  o r t o g o n a l  de a j  5 e v i d e n t e n e n  - 

t e  n u l a .  

Como 

P 1 . . . i - l  i + l . . . k  = I - B ,  . . . i - 1 ,  i + l . .  . k '  s e g u e- s e  que 



o  que  nos  l e v a  a  c o n c l u i r  a  p rova  do  t e o r e m a ,  j á  que novamente  

a  2: p .a rce la  do 29 membro é n u l a ,  h a j a  v i s t o  s e r  C i o r t o g o  - 
I I C i  1 l 2  

1  i -1 k na1 ao  s u b e s p a ç o  g e r a d o  por- ( a  , , *.., a  , .. .. a  I .  

Teorema 3 :  O s i s t e m a  Ax = b on-de A é uma m a t r i z  d e  p o s t o  comple  - 
t o  m x j ,  com j > m ,  tem s o l u ç ã o  mynima q u a d r a d a  x  > O s e  e  somen - - - 

t e  s e  existem p e l o  menos m v e t o r e s  c o l u n a s  d e  A L I ,  t a l  que  a  

p r o j e ç ã o  d e  cada  um d e s s e s  v e t o r e s  c o l u n a s  s o b r e  o  s u b e s p a ç n  o r  - 
t o g o n a l  g e r a d o  p e l o s  m-1 v e t o r e s  r e s t a n t e s  tem u m  p r o d u t o  e s c a -  

l a r  não n e g a t i v o  com b .  

P rova  : Sejam A, = 

i  L 

P e l o  t e o r e m a  2  P; - a  = i 
I I C i l  l 2  

Assim 

= c C i , b >  > O c-+ < b , P  i  i 
i  - a > > O  m-1 - 

Vi = 1 ,  .,.,, m 

T T  Para  m o s t r a r  que x = [ ~ i b  ... C j b ]  = ~ ' b  é o  F n i c o  v e t o r  d e  n o r  - 
ma minima e n t r e  a q u e l e s  que  minimizarn I lb-Axl 1 2 ,  v e j a  11,  pp.  

99-201 .  



V o l t a n d o  F i g u r a  1,3 o b s e r v a - s e  q u e  

Se C 3  C 3  é p e r p e n d i - c u l a r  a o  p l a n o  d e t e r m i n a d o  a 1  e  a 2 .  

T a l é m  d o  m a i s  < b 2 1 P 2 a 3 >  =<b C 3  
> O .  I s t o  s i g  - 

I 1c31 l 2  
n i f i c a  d i z e r  q u e  b  p e r t e n c e  a o  s e m i - e s p a ç o  c u j o  

h i p e r p l a n o  f r o n t e i r a  p a s s a n d o  p e l a  o r i g e m  é o  p l a  - 
no d e t e r m i n a d o  p o r  a 1  e a 2 .  ( I I . 5 . 7 . a )  

S e  C 2  C 2 ( C 1 )  é p e r p e n d i c u l a r  a o  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  

a 1  e a 3  ( a 2  e  a 3 ) . A l é m  d o  m a i s  s e  .b,  I ~ P ,  a 2  > = - 

bT C 2  bT C 1  
> O ( < b , 2 3 p 2 a l > =  > 0 ) i s t o  s i g n i f i  - 

I 
l I c e /  l 2  l l C l i I 2  

i n t e r i o r  do c o n e  d e t e r m i n a d o  p o r  a l ,  a 2  e  a 3 .  P o r t a n t o  b p o d e  

s e r  e s c r i t a  como c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  p o s i t i v a  d e  a ' ,  a 2  e  a 3 ;  i s -  

t o  é 

iSe 5 I::+) 
c a  d i z e r  q u e  b  p e r t e n c e  a o  s e m i  e s p a c o  c u j o  h i p e r  - 

p l a n o  f r o n t e i r a  p a s s a . n d o  p e l a  o r i g e m  é o  p l a -  

no d e t e r m i n a d o  p o r  a 1  e  a 3  ( a 2  e  a 3 ) .  ( 1 1 . 5 . 7 - b )  

c o n c l u s ã o :  P o r  ( I I . 5 . 7 . a )  e  ( I I . 5 . 7 . b )  c o n c l u i n o s  q u e  b  e s t a  no  



Como nosso o b j e t i v o  é r e s o l v e r  o  P L P  d i r e t a m e n t e ,  

em termos  de  p r o j e ç õ e s ,  o  teorema que segue  v i s a  c a r a c t e r i z a r  

a s  f a c e s ,  a t r a v é s  do o p e r a d o r  p r o j e ç ã o .  

m-1 Teorema 4 :  Para  m - > 3 ,  a l ,  . . . ,  a  geram uma f a c e  do cone 

c [ a l ,  . . . , an]++  <a  j b >  > O P m - l  - 

vj = 1 ,  . . . ,  n ( s e  b . p e r t e n c e  ao c o n e ) .  

Prova:  Suponhamos p r ime i ramen te  que a l ,  . . . , a m- '  geram uma f a -  

ce d o  cone ~ [ a l ,  . . . , a n ] .  



Se com C denotamos o  cone ,  e  com F1 a  f a c e ,  e n t a o  e x i s t e  um h i -  

perpla-r,o s o b r e  o  qua l  a  f a c e  F 1  r e p o u s a ,  digamos 

H 1  = { X  t . q .  x = O } ,  de t a l  modo que F1 = HlnC, onde C 

e s t á  c o n t i d o  no semi- espaço  { x  t . q .  < x , p l >  2 O }  e  p 1  é u m  v e t o r  

uni t ã r i o  o r t o g o n a l  ao h i  p e r p l  a-no H 1 .  

Como b E C e  a j  E C Y j ,  temos r e s p e c t i V a m e n t e  < b , p l >  - > O e  

j <a  , r i t >  > O V j .  Observa- se  que 1 p E R ( P m - l ) ,  

PrnJ' = 1 Consequentemente 
1 b1 1 l 2  

p o r t a n t o  

I n v e r s a m e n t e ,  admi tanos  agora  que < a j , ~  b, > C m - 1  - 

v j  e  qLe a l ,  ..., a  '-' n ã o  geram uma f a c e  do cone .  Então e x i s t e  

no r n i n f s o  u m  i n d i c e  k t a l  que < a k  u l >  < O .  ,vias i s t o  s i g n i f i c a  

d i z e r  cue 

o  que uma c o n t r a d i ç ã o .  Observa- se  que e s t a  prova e s t a  f u n d a -  

- mentada a  a l ,  . . . , a m - ' ,  m > 3 gerarem uma f a c e  do cone em u m  

e spaço  a - d i m e n s i o n a l ,  mas o  teorema 5 que segue  l e v a n t a r ;  t a l  

; e s t r i g ã o .  Observe a i n d a  que s e  a i  g e r a  uma a r e s t a  do cone  

C [ a l ,  ..., a n I j  k n t ã o  não podemos g a r a n t i r  que < b p  > c a J p  > > O 
J 1  J 1  - 

b'j, pois  pa ra  cada i  e x i s t e  u m  f e i x e  de h i p e r p l a n o s  s u p o r t e s ,  

c ~ n s e ~ ~ e k t e m e n t e  d i v e r s o s  p l ,  u m  pa ra  cada h i p e r p l a n o  do f e i x e .  

P o r t a n t o  pode e x i s t i r  a i  t a l  que < a j , j p l b >  < O e  e n t r e t a n t o  e s -  



t e  a i  g e r a  uma a r e s t a  d o  c o n e .  V e j a  o  exempl 'o  n u m é r i c o ,  p á g i n a  

5  o n d e  a' e  a 3  g e r a m  a r e s t a s  do  c o n e  e  < a 1 , 2 P l b > < a 4  3 P l b >  < 0 .  
n t ã o  < a l Y 2 p l  b >  < O ,  a  'P  b >  < O. 1  

C o r o l á r i o :  Se  < a j , i ~ l b >  - > O V j ,  e n t ã o  a i  g e r a  uma a r e s t a  d o  

c o n e .  

P r o v a :  C o n s e q u e n c i a  i m e d i a t a  d o  t e o r e m a ' .  

Teo rema  5 :  Se  a l ,  ..., a  m-  k , k = 2 ,  ..., m-1 g e r a m  uma f a c e  d o  

s u b c o n e  g e r a d o  p o r  a l ,  . . . ,  a m- (k - I . )  j e n t ã o  < a  ,Pm-,b> - > G j = 

1 ,  ..., n. 

P r o v a :  Temos q u e  

n  - s e  a  e  uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d e  a l ,  . . . ,  a  n-1  
IPn-1  1 

( 1 1 . 5 . 8 )  pn=ipn- l  - L ' n -  a n 1  
a 9  c a s o  c o n t r á r i o  

I I P ~ - ~ ~ ~ ~  1 l ~ p ~ - ~ a ~ l l  

P r o s s e g u i n d o ,  p a r a  k = 2  t e m o s  p o r  ( 1 1 . 5 . 8 )  

s e  a m-1 - e uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d e  a l ,  . . . ,  a  ni - 2  
IPm-2 

j Agora  p e l o  t e o r e m a  4 t e s o s  < a  ,P,,,-l h >  - > O 

1 ,  ... , n ,  a s s i m  



j j < a  , P m - l  b> = < a  , b >  > O ,  s e  a  B- l  é uma'  combl i n e a r  d e  'm-2 - 
m-2 a i ,  . . , a  , c a s o  c o n t r á r i o  

De ( 1 1 . 5 . 9 )  t i r a m o s  

t - t  < a  j , ~ ~ - ~ a ~ - ' >  e  < a  m-  1  
ypm-2 b >  t i v e r e m  o  mesmo s i n a l .  

j Como < a  , P m - 2 a  m-1 m-1 > < a  m-1 , P m - 2 b >  = < a  j m- 7 
. Pm$  > < a  3 P m -  e  , 
j t e n d o - s e  em v i s t a  q u e  o s  v e t o r e s  P a  e  P m - 2  m-2 b  s ã o  c o l i n e a r e s ,  

m-1 j e  e s t ã o  n u m  niesmo s e m i - e s p a ç o  s e g u e - s e  q u e  < a  . , P n l - 2 a  > e  
m-1 <a s P m - 2  b >  tem o  mesmo s i n a l ,  o  q u e  n o s  l e v a  a  a f i r m a r  q u e  o  

s e u  p r o d u t o  

Ass im p a r a  k = 2  
I 

C o n t i n u a n d o ,  a d m i t a m o s  a g o r a  q u e  a  p r o p o s i ç ã o  s e -  

j a  v z l i d a  p a r a  k = L ,  e  m o s t r e m o s  q u e  e l a  c o n t i n u a  v e r d a d e i r a  pa - 



De manei  r a  c o m p l e t a m e n t e  a n ã 1  o g a ,  t e m o s  

H a j a  v i s t o  q u e  o  n u m e r a d o r  d o  20  membro 5 s e m p r e  

n ã o  n e g a t i v o ,  p e l o s  mesmos m o t i v o s  J á  e s c l a r e c i d o s  no  c a s o  a n t e  

r i o r .  

A L G O R  ITMO 

STEP 1  

a )  S e l e c i o n e  u m  c o n j u n c o  L,,  c o n s t i t u i d o  d e  t o d o s  a q u e l e s  v e t o -  

j r e s ,  t a l  q u e  < a , b >  - > O .  S e  L 1  = (, e n t ã o  n ã o  e x i s t e  s o l .  v i ;  - 

v e l .  

b )  S e j a  L 2  u m  s u b c o n j u n t o  d o s  i n d i c e s  d o s  v e t o r e s  d e  L ,  t a l  q u e  

I 

j c )  P a r a  c a d a  j E L 2  s u b s t i t u a  b p o r  b ( b j  = A x . )  e e s c o l h a  um, 
j J 

t a l  q u e  o  minimo d o  f u n c i o n a l  s e j a .  



n i n  Z = c  x onde 
j j 

S T E P  2 

Tendo s e l e c i o n a d o  t v e t o r e s ,  pa ra  t = 1 ,  ..., m - 2 ,  e s c o l h a  o  

próximo conforme:  

S e l e c i o n e  c o n j u n t o  v e t o r e s  t a i s  

-I- ; b > O pa ra  j = 1 ,  . . . ,  k l . . . t , j  - 

b )  r a r a  cada u m  dos k v e t o r e s .  acima compute 

a 
L 

' 1 , .  . t 3j b >  p a r a  L E { I . .  . N ) - I l . .  . t , j )  

c )   ara a q u e l e s  j t a i s  que < a L , p l ,  t , j  b > - > O s u b s t i t u a  b  po r  
t j b j ( b j  = x l A 1 + . .  .cxtA +xjA ) ,  e  s e  e x i s t e m  muitos -,  admi ta  u m  

f u n c i o n a l ,  s e j a  

min Z = x1c,  t ... x t c t  + X . X  onde 
J j 

( d ' a d o  por  



STEP 3 :  -- 

S e  j á  f o r a m  s e l e c i o n a d o s  m-1 v e t o r e s  o  m-esinio s e  - 

r ã  u m ,  o q u a l  m i n i m i z e  o  f u n c i o n a l ,  i s t o  é ,  s e  com Z1 r e  . . .m-1 , k  - 

p r e s e n t a m o s  o  v a l o r  d o  f u n c i o n a l  q u a n d o  usamos  o s  v e t o r e s  

AI . . .  A '-' A ~ ,  e n t ã o :  

Vejamos  a g o r a  como o  a l g o r i t m o  f u n c i o n a .  S u p o n h a-  

mos q u e  e s t a n i o s  com o  s e g u i n t e  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  

min Zx 
s u j e i t o  a  A x  = b 

No l ?  S t e p  o  a l g o r i t m o  s u b s t i t u e  o  p r o b l e m a  p r o -  

p o s t o  p 0 r . k  = 4 p r o b l e m a s  a p r o x i m a d o s .  

s u j .  [ A ' ,  A 2 ,  A 3 ,  A ~ ] X  = b 
. l j  

j ( b l  = A  x . )  
j J 

Admitamos  q u e  o  m i n i n o  d o  f u n c i o n a l  o c o r r e u  p a r a  

j = 1 .  No 20 S t e p  o  a l g o r i t m o  s u b s t i t u e  o  p rob le i i i a  o r i g i n a l  p o r  



k = 3  p r o b l e m a s  a p r o x i m a d o s  

min $x 

' j 
su j .  [ A 1 ,  A 2 ,  A 3 ,  A ~ ~ X  = b  ( 5 *  = A1xl + A j x . )  

j 
J 

x > o  

Admitdamos que  o minimo d o  f u n c i o n a l  o c r i r r e u  p a r a  j = 2 .  

Mo 30 S t e p  o a l g o r i t m o  c a l c u l a  

P 
3 j  

j = 3 , 4  

No te  q u e  o  p r o b l e m a  o r i g i n a l  e 

min Zx 

p3 = 
s u j .  A X  = b 

x > o  

Suponhamos q u e  a  s o l .  d e  P s e j a  x = ( x  
d 3 j  

1  X 2  X 3  O) 
r e s t a  m o s t r a r  q u e  a  s o l u ç ã o  d e  P e  a  mesma d e  P 3  ( p r o b l e m a  

p r o p o s t o ) .  
j 

P a r a  c h e g a r m o s  a  t a l  c o n c l u s ã o ,  devemos  p r o v a r  

q u e  c - z = O  p a r a  j = 1 ,  2 ,  3  e  c  - z O p a r a  j = 4 .  
j j j j 



V e j a m o s  e n t ã o  q u e  o  c r i t é r i o  d e  o t i m a l i d a d e  é vá-  

l i d o .  

No S t e p  3 t i n h a m o s :  

F a z e n d o  

Temos : 

P o d e m o s  a i n d a  e s c r e v e r  

-t X = A " -m-1 a-  1  A' A i s t o é  - 'rn oi-1 m 



. de modo analÕgo 

Co;isiderando os  v a l o r e s  de x ' e n c o n t r a d o s  -ni-i e Em-1 
em ( 1 1 . 5 . 1 2 )  e  ( I I . 5 . 1 3 ) ,  temos que ( 1 1 . 5 . 1 1 )  p'ode s e r  e s c r i t o  

como segue  

E s t e  é o v a l o r  de x s e  e l e  e s t i v e r  na b a s e ,  p o r t a n t o  p a r a  x . > O  
j J 

temos : 



' .  

o q u e  nos dá: 

Multiplicando ( 1 1 . 5 . 1 4 )  por ( - 1 )  e dividindo p o r  x obtemos: 
j 

Por ( T I . 5 . 1 5 ) :  

j < a m , ~ m - l a  > 

ni m c,, - c  < o  
<a  P-  a > j - 

m-1 



i s t o  é 

Mas p o r ( I I . 3 . 1 )  

L o g o ( I I . 5 . 1 6 )  n o s  d á :  

P a r a  t o d o s  a q u e l e s  j q u e  t e r i a m  c o n d i ç õ e s  d e  e n t r a d a  na b a s e  

d a r e m  s o l  u c õ e s  v i á v e i s .  

E x e m p l o  N u m é r i c o  
I 

M i n .  z - 4 x  c l x 2  + 8 x 3  + 5xq  1 

S u j . a  x. + 3 x 2  + 5 x 3  + 6 x 4  = 3 
I 



F i g .  11.4 



S o l u ç ã o :  

S e j a m :  

S t e p  1 :  

a )  Como o s  a' j = 1 ,  . . .  , 4 e  b t em s u a s  c o m p o n e n t e s  p o s i t i v a s ,  

c o n c i u ~ m o s  q u e  - 

ii) L 1  = { a l ,  a', a 3 ,  a 4 3  



A s s i m  o i n d i c e  1 p e r t e n c e  a  L p .  

Temos a s s i m  q u e  L 2  = { l ,  4 1  

. . 



c )  Como L 2  = { l ,  4 1 ,  t e m o s  e n t ã o  d u a s  a p r o x i m a ç õ e s  d o  p r o b l e m a  

p r o p o s t o  

= b l l  o n d e  b l l  = [ a 1 ]  x l  

o n d e  b 1 4  = [ a 4 ]  

P o r t a n t o ,  a t r a v e s  d e s s e s  p r o b l e m a s  s e l e c i o n a m o s  p a r a  f i c a r  na  

b a s e  f i n a l ,  a ' ,  j E { I ,  4 1  q u e  n o s  d e r  o  menor  v a l o r  p a r a  o  f u n  - 

c i o n a l  ( a  f u n ç ã o  o b j e t i v a ) .  D e s e j a m o s  a s s i m  e n c o n t r a r  





[ a 1 . a 2 ] [ a 1 , a 2 1 ' b  = - 0 , 0 8 1 3  a 1  + 0 , 9 5 3 4  a 2 ,  i s t o  é, 

d 

a  p r o j e ç ã o  d e  b  s o b r e  o  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  a 1  e  a 2 ,  n ã o  e  

uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  n ã o  n e g a t i v a  d e  a 1  e  a 2  Ta l  o c o r r ê n c i a  po - 

d i a  t e r  s i d o  c o n s t a t a d o  g e o m e t r i c a m e n t e  a . t r a v é s  d a  F i g u r a  1 1 . 4 .  

b )  ~ a l c u l e m o s  a g o r a  

< a J  , 1 3 P 2 b >  e <a' ,  1 4 P 2 b >  

j = 2 , 4  i j = 2 ,  3  , V e j a m o s :  



Como s ó  e x i s t e  u m  ú n i c o  L  = 4  t a l  q u e  

< a  j 1L P 2 b >  - > O v j  # 1  ,l 

~ n t ã o  o  v e t o r  a 4  v a i  p a r a  b a s e  f i n a l  

S t e p  3  

Devemos a g o r a  c a l c u l a r  o  

onde  x l q 3  = ( x l  , x 4 ,  x 3 )  = [ a 1 ,  a 2 ,  a3J'b 

Mas p o r  ( 1 1 . 4 . 3 )  

< a 3 , l 4 P 2 b >  0 , 0 2 2 8  
onde  x 3  

= 3"3 = 
- 
I --- - - 0 , 0 1 5 8  

< a 3 + l k P  a 3 >  1 , 4 3 7 0  2  



Assim 

, 

P r o s s e g u ~ i n d o ,  p o r ( I I . 4 . 3 )  t e m o s  

P o r t a n t o  



O b s e r v e  tambem q u e  

P o r t a n t o  

x 1 = m i n ( 3 , 6 4 0 ,  3 , 2 7 4 1 )  = 3 , 2 7 4 1  o  q u e  m i n { c 1 4 3  X14.3' ' 142 '  1 4 2  

n o s  l e v a  a  c o n c l u i r  q u e  a  b a s e  f i n a l  é c o n s t i t u i d a  d o s  v e t o r e s  

a i ,  a 4 ,  a 2  

Ve jamos  a g o r a  q u e  z 3  - C 3  < o :  
3 



-emos assim q u e  o  c r i t é r i o  d e  o t i m a l i d a d e  é s a t i s f e i t o ,  e  a s o -  

uçZo ó t i m a  é:  

No que diz r e s p e i t o  à '  t e o r i a  d e s e n v o l v i d a ,  v e j a -  

m o s  o s  comentários no C a p T t u l o  I V ,  " C o n c l u s õ e s " ,  página 117. 



ALGORITMO D E  KHACHIYAN 

Nossa meta p r i n c i p a l  n e s t e  c a p i t u l o  é a p r e s e n t a r  

de  uma m a n e i r a  d i d á t i c a ,  o  r e c e n . t e ' a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  Po r  

Khachiyan 1 2 6 1  p a r a  r e s o l v e r  em tempo p o l i n o m i a l ,  u m  p rob l ema  

de  p rogramação .  1  i n e a r ,  V i sando  t a l  p r o p Õ s i  t o ,  s e g u i r e m o s  o  r o -  

t e i r o  a p r e s e n t a d o  po r  Aspva l  l ,  B.  1 " 
Como s e  p e r c e b e r ;  no d e c o r r e r  d a s  s e c ç õ e s  s u b s e -  

q u e n t e s ,  a  i d é i a  i n i c i a l  s e r á  a  de  e s t a b e l e c e r  u m  c r i t é r i o  p a r a  

e n c o n t r a r  a  s o l u ç ã o  de  u m  s i s t e m a  d e  i n e q u a ç õ e s  l i n e a r e s  e s t r i -  

t a s  Ax < b ,  onde t o d o s  o s  e l e m e n t o s  de  A e  b s ã o  i n t e i  

s e g u i n d o ,  e s  t e n d ê - 1  

s i s t e m a  da fo rma  A x  

f i n a l m e n t e  e x t r a p o l  

a . s o l u ç ã o  d e  u m  p r o  

p rog ramação  1  i n e a r .  

R = { x l A x  < b }  

e  S c - R u m  s u b c a n j u  

Na F i g .  I I 1 , l  como 

t a d o ,  tomamos S = R 

r o s ,  p r o s  - 

o p a r a  u m  

blema d e  

S e j a  . 

n t o  de  R .  

R 5 l i r n i -  



O algoritmo inicia com um elipsoide (esfera) Eo, 

centrado na origem, com raio suficientemente grande de modo a 

conter S. 

A linha geral do algoritmo é que em qualquer mo- 

mento o elipsoide com o qual estivermos lidando, sempre conter; 

A idéia geométrica do algoritmo, em qualquer ite- 

raçao e a que descreveremos baseados na Fig. 111.1. Se o centro 

do elipsoide não é satisfeito, como é o caso de xO, então . um 

hipeaplano H. para7elo a restrição não satisfeita em xo, e pas- 
- 

sando pelo centro de Eo, e usado para cortar o elipsoide (esfe- 

,.-.* \ r 
i a /  L~ pela metade. C o ~ u  facilmente percebemos, uxa metad? de 

E0 que chamaremos de semi-elopsoide, e totalmente inviável, e o 

outro semi-elipsoide nós circunscrevemos com o elipsoide El p a z  

sando pelos pontos 1, 2 e 3 e de volume m ~ n i m o . . N o t e  que nos 

pontos 3 e 6, os hiperplanos tangentes, são respectivamente pa- 

ralelos aos hiperplanos H. e H1. Como xl, centro do elopsoide 

E 1 ,  r150 pertence ainda a S, então passamos novamente pelo cen- 

tro de E1 e paralelamente a uma restriçzo não satisfeita em x l ,  

. um hiperplano H 1 ,  dividindo-o em dois semi-elipsoides. Novamen - 

te envolvemos o semi-e1 ipsoide contendo S, por um novo. elipsoi- 

he de volume minimo (e Gnico) o pelos pontos 4, 5 e 6. 

Observamos na nossa Fig. IlI,l, que o centro x 2  do elipsoide E p  

j ã  pertence a S,  Caso contrário, repetiriamos o procedimento. 



No d e c o r r e r  d e s t a  s e ç ã o  te remos  como meta p r i n c i -  

pal a p r e s e n t a r  u m  a l g o r i t m o  o  qual v i s a  d e t e c t a r  s e  o  s i s t e m a  

de  inequações  l i ~ e a r e s  e s t r i t a s  6 s o l ú v e l .  Al6m do m a i s ,  o  a l g o  - 

r i tmo  é c o n s t r u t i v o  dando-nos o  v e t o r  v i á v e l  qwando e l e  e x i s t e .  

Com 

Queremos d e n o t a r  o  s i s t e m a  de inequações  l i n e a r e s  

e s t r i t a s  com c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s .  P e r c e b e- s e  que n o  p i o r  c a s o  

t a l  a l g o r i t m o  r e q u e r  O ( n 3 ( m + n ) L )  o p e r a ç õ e s  (i-, -, X ,  f, e  V) ,on  - 

r o  numero de s ~ m b o l o s  O e  1 que s ã o  n e c e s s ã r i o s  

para e s c r e v e r  ( 1 1 1 . 2 . 1 )  em cód igo  b i n á r i o ,  e  Tal s i g n i f i c a  o  me - 

nor i n t e i r o  maior  ou i g u a l  a  a .  O mesmo problema p r o p o s t o  na 
I 

' forma m a t r i c i a l  e :  
-- 

onde A E Z m X n  e  b E z m .  Quando qu i se rmos  l i d a r ,  com uma p a r t i c u  - 



lar inequação de (III.2.1), usaremos a representação 

onde -0 # ai E zn e bi E Z. (Percebe-se assim que todos nossos 

vetores são vetores coluna). 

Matematicamente, o algoritmo de Khachiyan soluci - o 
(k) na (III.2.1), construindo uma sequência de matrizes B , k = 

0, 1 ,  2, ... cada uma de dimensão nxn, as quais são usadas para 
criar a sequència de soluções xk, k = 0 ,  1 ,  . . .  a qual converge 
para a solução de (111.2.1) (se ela existe). 

Higoritmo (Khachiyan Algoritmo) 

Passo 2 (Terminou ? )  Se x ( k )  é solução para (111.2.1) o algorit - 

mo para dando-nos a solução viável x(~). Se a solução 

não foi ainda encontrada e k < k* = 4(t1+1)~L, vã para o 

passo 3 ,  Caso contrário o algoritmo para afirmando que 

tal solução não existe. 

$ 

'Passo - 3 (Proxima Iteração) Escolha uma inequação em (III,2,4)que 

não seja satisfeita em x (k) isto é ,  aT x ( ~ )  > bi e faça i - 



Faça k t k+l e v ã  para passo 2. 
- 

(k) Evidentemente, se o algoritmo 'encontra um x , 

então (111.2.1) 5 solúvel. Posteriormente determjnaremos que os 

valores 2 ,  6, y e k* sso os que seguem. 

Prosseguiremos com uma serie de lemas com o obje- 

tivo de demonstrar, que uma parada do algoritmo, significa que 

x (k) é uma solução de (III.E.l), .e que se o mesmo não para quan - 

,do k - > k*, então (111.2.1) não é solúvel. 

Sejam x l  um ponto do e B uma matriz simétrica 

definida positiva, e com 
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queremos d e f i n i r  o e l i p s ~ i d e  com c e n t r o  x ' .  Deno- 

taremos  com 112 E, o seini e l i p s o i d e  

Chamamos a t e n ç ã o  dos l e i t o r e s  que ,  embora n o s s a s  

demonst rações  sejam no a s  i l u s t r a ç õ e s  sempre s e r ã o  n o  R2.Na 

i l u s t r a ç ã o  F i g .  1 1 1 . 2  es tamos  a d m i t i n d o  B = I  e  x 1  = ( 0 ,  0 )  , 

y ' =  ( a ,  O ) .  



d 

Mostraremos que E '  e  u m  e l i p s o i d e  com c e n t r o  

y '  ( i s t o  é, B '  é uma m a t r i z  s i m é t r i c a  p o s i t i v a  d e f i n i d a ) ,  que 

1 d - E a  C E ' ,  e  q.ue h ( E 1 )  o  volume de E' e  menor que h ( E ) .  
2 

. - O lema 1 que segue  nos a s s e g u r a r á  que ,  s e  

( 1 1 1 . 2 . 1 )  tem s o l u ç Õ e s ,  p a r t e  d e s t a s  soluçÕes'  e s t a r á  c o n t i d a  

numa e s f e r a  E. de r a i o  z L ,  c e n t r a d a  na or igem.  

Lema 1 :  Todo v é r t i c e  V do p o l i e d r o  

L s a t i s f a z  I I V l  < 2 /m.n.Além do mais s u a s  c o o r d e  - 

nadas s ã o  números r a c i o n a i s  com denominadores  menor que z L / r n n  

em v a l o r  a b s o l u t o .  

Prova:  Consideremos o  v é r t i c e  g e n é r i c o  V = ( v l ,  . . . , v k , .  . o  , v n )  

do p o l i e d r o  ( 1 1 1 . 2 . 1 5 ) .  A e l e  e s t á  a s s o c i a d a  uma m a t r i z  b á s i c a  

c u j o  d e t e r m i n a n t e  denotaremos  por D .  A t r a v é s  da r e g r a  de 

Cramer,  sabemos que cada componente v k  ou é z e r o  ou pode s e r  ex - 

p r e s s o  como D k / D  onde D ,  D k  # O s ã o  d e t e r m i n a n t e s  de m a t r i z e s c u  - 

' j o s  e l emen tos  per tencem ao c o n j u n t o  { O ,  1 ,  a i  j ,  b i  1 . Como 
I 

a i  j e  b i  E Z ,  conclu imos  que D e D k  s ã o  i n t e i r o s  ( I D I  - > 1 ) .  No- 

t e  que quando ac rescen tamos  a s  v a r i á v e i s  de f o l g a  pa ra  t r a n s -  

fo rmar  o s i s t e m a  de inequações  ( 1 1 1 . 2 . 1 5 )  em um s i s t e m a  de equa - 

ç õ e s ,  au tomat icamente  c r i amos  a p o s s i b i l i d a d e  de te rmos  e n t r e  

a s  c o l u n a s  das  m a t r i z e s  a s s o c i a d a s  com D e  D k  v e t o r e s  uni  , tá- 



rios. 

Portanto, denotaremos com d para 1 - < j - < m o s 
j 

vetores colunas das matrizes associadas com D e D k ,  isto e, 
dj 

assume uma das três possibilidades. 

unitário para j ,L J. 

A demonstração estarã- baseada nas afirmacões que 

seguem: 

A afirmação (I) e uma consequencia direta da de- 

sigualdade de Hadamard 114, pp. 2521.Vejamos agora (11): 

Sabemos que se x = (xl, x2) então 

Suponhamos agora que se x = (xI, x2, .. . ,  x k )  e n-  

tão 



M o s t r a r e m o s  e n t ã o  q u e  a  p r o p r i e d a d e  a c i m a  é p r e -  

s e r v a d a  s e  x  = ( x  1 ,  . , Xk,  X k + l )  

k  
1 1 x /  l 2  = J x t t . .  . + x ~ + x ~ + ~  5 J x ~ c . .  . + x k  + r  n ( 1 x i  1 + 1 )  + 1 k t l  - i = l  

k  
p o i s  n ( I x i l +  1 )  - > 1 .  E n t ã o  

i = l  

P o r t a n t o  

t e n d o - s e  em v i s t a  q u e  p o r  ( 1 1 1 . 2 . 2 )  

/ 

' o  q u e  n o s  dá  



P r o s s e g u i n d o ,  c o n c l u ~ m o s  q u e  q u a l q u e r  q u e  s e j a  k ,  

C o r o l á r i o  1 :  Todo v é r t i c e  V d o  p o l i t o p o  

o n d e  e  = . ( I ,  . . . , 1 I T ,  tem c o o r d e n a d a s  q u e  s ã o  n ú m e r o s  r a c i o -  

L n a i s  com d e n o m i n a d o r e s  em v a l o r  a b s o l u t o  menor  q u e  2 / m n .  

d 

P r o v a :  Cono j á  chamamos a t e n ç á o ,  c a d a  c o o r d e n a d a  v k  e  z e r o  ou 

pode  s e r  e x p r e s s a  como D k / D ,  o n d e  I D /  - < n I 1 d j  1 1 2 .  Uma o b s e r -  
j EJ  

+ 
v a ç ã o  a d i c i o n a l  q u e  s e  f a z  n e c e s s ã r i o  e q u e  a g o r a  d  e uma c o l u  

j - 
T  T  na d a  m a t r i z  ( A  , I )  em l u g a r  d e  A .  D e n o t e m o s  p o r  d ;  p a r a  

1 - < i 2 m+n, a  l i n h a  d a  m a t r i z  c u j a s  c o l u n a s  s ã o  d  j E J .  Con 
j '  - 

s e q u e n t e m e n t e  

Lema 2 :  Se  ( I I I . 2 . ! )  t em s o l u ç ã o ,  e n t ã o  o  v o l u m e  do  e s p a ç o  d e  

L s o l u ç ã o  i n t e r i o r  a  e s f e r a  11x1  2 2 e  no  minimo 2 - ( n + l  ) L  



Prova:  Admitiremos para  maior  c l a r e z a ,  sem perda de g e n e r a l i d a  - 
d e ,  que (111 .2 .1 )  tem unia s o l u ç ã o  no o c t a n t e  p o s i t i v o  de modo 

que o p o l i e d r o  

tem um ponto i n t e r i o r .  

. Como o  p o l i e d r o  não contém r e t a  e s t e n d i d a  i n f i n i -  

tamente  em ambas d i r e ç õ e s  ( s i m u l t a n e a m e n t e ) ,  e l e  tem também u m  

v é r t i c e  V .  Sabemos pel o Lema 1 ,  que I I V I I _  < r z L / n ] .  Assim 

L 
( 1 1 1 . 2 . 1 6 )  tem u m  ponto i n t e r i o r  x *  com I  I x * ~  1, < r 2  / n 1 3  e  con - 

sequentemente  também o  tem o  p o l i t o p o  

onde e  = ( 1 ,  1 ,  ..., 1 )  
T 



E n t ã o  p o r  ( 1 1 1 . 2 . 2 )  

9 6  

F i g .  1 1 1 . 3  

O p o l i t o p o  ( 1 1 1 . 2 . 1 7 )  d e v e  p o r  e s s a  r a z ã o  t e r  p e -  

l o  menos n t i  v é r t i c e s  V o ,  . . . , V n  ( E x .  V o ,  VI, V2 )  o s  q u a i s  n ã o  

e s t ã o  s i m u l t a n e a m e n t e  s o b r e  um h i p e r p l a n o  e  s e u  v o l u m e  é n o  m i -  

n i m o  149 - pp .  1241  

o  q u a l  r e p r e s e n t a  o  v o l u m e  d o  s i m p l e x  com v é r t i c e s  V o ,  ..., V,. 

A d m i t a m o s  p o r  um momento  q u e  V i  E E 3 .  E n t ã o  V i  = (v l ,  v 2 ,  v 3 ) e  

a r e g r a  d e  C r a m e r  n o s  d á  



Voltando 
d 

ao corolãrio I temos que e um vetor 
. i 

d L d e  coordenadas inteiras, e D i  e um inteiro < 2 / n .  Portanto, 

fazendo 

"i . Temos 

J á  que IDil > O e ! d e t ( D o * * * D n )  

Assim o volume do politopo (111.2.17) é no mynimo 

Pois 



T e n d o - s e  em v i s t a  q u e  o  c o n t e ú d o  d o s  t r ê s  l e m a s  

s u b s e q u e n t e s  s e r e m  i n v a r i a n t e s  s o b  t r a n s f o r m a ç ã o  a f i m ,  p o r  e s t a  

T  r a z ã o  a d m i t i r e m o s  x '  = O ,  B = I e  a  = ( - 1 ,  0 ,  ..., O) na  p r o v a  

d o s  mesmos;  i s t o  é o  e l i p s o i d e  E é a  e s f e r a  u n i t á r i a  c e n t r a d a  

. na o r i g e m  e  i n t e r s e p t a n d o  o  s e m i e s p a ç o  x  > 0 .  i - 

E m  s e g u i d a  d a r e m o s  uma p r o p o s i ç ã o  a  q u a l  n o s  h a b i  - 

l i t a r ã  v i s l u m b r a r  a  r a z ã o  p o r q u e  o s  l e m a s  3 ,  4 e  5 s ã o  i n v a r i a n  - 

t e s  s o b r e  t r a n s f o r m a ç õ e s  a f i m .  

P r o p o s i ç ã c  1 :  S e j a m  B uma m a t r i z  s i m é t r i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  

a # O e  x '  v e t o r  n - d i m e n s i o n a l ,  e  s e j a m  a ,  f, e  y < 1  c o n s t a n t e s  

p o s i t i v a s .  

D e f i n a :  

- T  -1 E = { x ~ ( x - x ' )  B ( x - x ' )  - < 1 )  

F a ç a  : V = ( - 1 ,  O ,  ..., O l T  e d e f i n a  
' 

E n t ã o  a  t r a n s f o r m a ç ã o  a f i m  q u e  l e v a  E p a r a  Ê t a m  - 

bem r e m e t e  E ' p a r a  F' . 



P r o v a :  Como B é uma m a t r i z  s i m é t r i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  e x i s t e  

uma f a t o r a ç ã o  d e  C h o l e s k y  p a r a  6 = L L T ,  o n d e  L é uma m a t r i z  n ã o  

s i n g u l a r .  Deno temos  p o r  Q uma m a t r i z  o r t o g o n a l  ( r o t a ç ã o )  d e  t a l  

T T T T T T  modo q u e  V = Q L - a / l l Q  L a l 1 2  ( o b s e r v e  q u e  I I Q  L a l i ;  - - 

T - T  T  T T -r a  L Q Q  L a = a L L  a  = a  B a ) .  D e f i n a m o s  a g o r a  a  a p l i c a ç ã o  a f i m  

x - x '  = L ~ F - '  ( x )  -+ 

P o r t a n t o  F ( x )  d e f i n e  uma t r a n s f o i o a s Z o  a f i m  i n -  

T - 1 v e r s i v e l ,  com F - '  ( x )  = Q L ( x  - x ' ) .  S e g u e - s e  a s s i m  q u e ,  

T  - 1 
F ( E )  = { x l  ( F - '  ( x ) )  F  ( x )  - c 1 )  

= -{x l  [ ( L Q ) ~ '  ( X - X ' ) ] ~ [ ( L Q ) - '  ( x - x l ) ]  - < I }  

T  T - 1 T - 1 
= { x ~ ( x - x ' )  (L ) Q Q  L ( x - x ' )  - < 1 )  

T  T  - 1  - 1 
= 1x1 ( x - x ' )  (L ) L ( x - x ' )  - < 1  } 

T  - 1 
= { x J  ( x - x ' )  B ( x - x ' )  - < I )  A - E - 

M o s t r e m o s -  a g o r a  q u e  F ( x )  tambeni l e v a  E '  em i' i s -  

t o  6 F ( E 1 )  = E ' .  V e j a m o s :  





L o g o  F ( E ' )  = E' 

M o s t r e m o s  a g o r a  q u e  F 1 ( E )  = E '  c n d e :  

I s t o  é F . , ( E ) = E 1 ,  mas p o r  ( I I I . 2 , 1 9 )  F ( E 1 )  = E ' ,  p o r t a n t o  

F ( x )  = x l + L l x  > 1  

B 1 = L L  T 
1 1  

x 1  = ( a ,  0 ,  - e - ,  O) 

v = ( - 1 ,  0 ,  . . . ,  0  > 

1 - y  1  B '  = d i a g l - ,  -, ..., 1  -1 
6 .  B- 

I 

F;' ( x )  = L;' ( x - x ' )  

T - 1 - 1  T- - 1  [ B ' ] - '  = [ L ] ]  L 1  = B [ I - y ~ ~  ] 

X '  = a ( 1 ,  O ,  ..., O) = -aV 
) -% 

1  1  B ' = - d i a s [ ( ] - y ) , l  ... i ] = - [ d i a g ( l  ... 1 ) -  
B B 

- y d i a g ( l ,  O ,  . .. , O).] 

B '  = - [ I  - y v v T ]  
B 

V e j a m o s  : 



F[F1 (E)] = F[E'] = E ' ,  então 

F[F~ (E)]=E1={xl (x-x't - Ba ) ~ f i ( B - ~ w ) - '  Ba (Ba (x-x'+ a Ba 

v G %  a Ba 

E' = {x 1 [x-x* l T ~ * - l  [x-x*] c 1) - onde 

y(Ba) (Ba) 1 
B* = 1 [B - 

fi 
T a Ba 

1 

São justamente as fórmulas de recorrência do algo - 

ritmo de Khachiyan. NÕs observamos assim que as formulas ante- 

riormente citadas definem num sistema geral afim, a esfera E, e 

o elipsoide derivado E'. 

Isto é completamente geral quando um e1 ipsoide 

com volume positivo puder ser expresso como a transformação afim 

inversivel da esfera unitaria. Visto que a relaqão "B' 5 "defi- 

nida positiva" e "1 E C E E I '  são invariantes sobre transforma- 
2 a - 

ções afim, como o 6 a razão entre os volumes x(E1)/x(E), não 

perderemos nenhuma generalidade ao trabalhar com x' = O, B = I 
P 

T ~e a = (-1, O, .,., O) . 

Lema 3: Se a matriz B e simetrica definida positiva, então B' 

também o é ,  (Isto e o conjunto E' define um elipsoide). 



P r o v a :  P o r  (111.2.21) 

1  1-y 1 B '  = diag i - ,  -, ..., - ) q u e  é e v i d e n t e m e n t e  s i -  
8 B B 

T m e t r i c a .  R e s t a - n o s  m o s t r a r  q u e  x B ' x  > O p a r a  t o d o  x # O. P r o s -  
- - - 

s e g u i n d o  

D e s e j a m o s  a g o r a  q u e  o s  p o n t o s  y*=(l, O, ..., 0) T 
e  = (0, ..., 0, l l T  e s t e j a m  em E e  E ' .  P a r a  q u e  t a l  o c o r r a  

devemos  e x i g i r  

- 1  - ( Y - ~ ' ) ~ ( B ' )  (y-y') = 1  



S e j a  y u m  ponto g e n é r i c o  de E '  t a l  que 

Para  que ( 1 1 1 . 2 . 2 2 )  s e j a  s a t i s f e i t o  b a s t a  f a z e r  

em ( 1 1 1 . 2 . 2 4 )  y = y* = ( 1 ,  O, . . . , 0 I T .  Conzequentemente temos 

De maneira  a n á l o g a ,  pa ra  que ( 1 1 1 . 2 . 2 3 )  se . ja  s a -  

t i s f e i  t a  devemos t e r  

Por ( I I I 0 2 , 2 5 )  e ( 1 1 . 2 . 2 6 )  temos 



c
 

s
 

o
.
,
 
O

 
Q

 



Como em ( 1 1 1 . 2 . 2 8 )  - B Y  > 0 ,  ( y l  - 1 )  - < 0 ,  B > O e 
1  - Y  

T ( l l y 1  12 - 1 )  - < O c o n c l u i n i o s  q u e  ( y - y l )  ( B ' ) ~ ( ~ - ~ ~ )  1 ,  i s t o  
w 

e y '  E E ' .  

Mos t remos  a g o r a  q u e  o  p o n t o  o n d e  ,E t a n g e n c i a  O 

T h i p ~ r p l a n o  a  x = d  e d a d o  p o r  

S e j a  E d a d o  p o r  

T - 1  e  ckamemos g ( y )  = ( y - x l ) B  ( y - x l ) - 1  = O ( 1 1 1 . 2 . 3 0 )  

É f z c i l  v e r  q u e  o  g r a d i e n t e  d e  g ( y )  no p o n t o  x "  d a d o  p o r  

E s t e  v e t o r  d e v e  s e r  i g u a l  - x a ,  i s t o  e 

I 

Como B é s i m é t r i c a  e n t ã o  



V o l t a n d o  a  ( 1 1 1 . 2 . 3 0 )  t e m o s  

T - 1  ( x " - x ' )  B ( x " - x ' )  = - A ( B a l T  B - I  L ( B a )  = 1  
2  2 

Assim 

P r o s s e g u i n d o ,  v a m o s  m o s t r a r  q u e  s e  e x i s t i  r e m  

d o i s  e l i p s o i d e s  e  E "  d e  mesmo v o l u m e ,  i n t e r s e p t a n d o  o  h i p e r  - 
T  p l a n o  a  ( x - x ' )  = O n o s  m e s m o s  p o n t o s  como E o  f a z ,  e  t a n g e n c i a n  - 

T d o  o  h i p e r p l a n o  a x  = d  em x " ,  e n t ã o  E '  = E " .  

S u p o n h a m o s  q u e  E '  # E "  e q u e  a s  s u a s  e l i p s e s  s e -  

j a m  d a d a s  r e s p e c t i v a m e n t e  - p o r  

i 
T 1 -1  

g ( Y > = ( Y - x ' )  B ( y - x ' ) - 1  = O 
T - 1  ( y - x ' )  B '  ( y - x l ) = l  + 

v ~ ( Y )  = 2 ~ ' - ' ( y - x ' )  



N o  p o n t o ' y . =  x" t e m o s  p o r  a n a l o g i a  c o m  a  e q u a ç ã o  

(111.2.31) q u e  

C o m o  por (111.2.20) 

O x l = x  - a  
B'a 

JãTB;ã 

S e g u e - s e  q u e  

P o r t a n t o  

A g o r a  p o r  (III,2.37) e (111.2.33) c o n c l u i m o s  q u e  



- .- 
Observamos ainda que os semi-eixos b e b* são 

iguais, pois 

Consequentemente os semi-eixos a e a* são diferen' - 

tes visto E' # E". 

Verificaremos no caso de R2  que, como o volume do 
/ 

elizsõide e a área da e1 ipse ( s  = ~ r ã b ) ,  t emoa p o r  hipótese 

Como b = h*, então a* = a o que contraria a hipó- 

tese. 

Mostraremos logo mais, atraves do Lema 5, que em 

dois passos consecutivos do algoritmo os volumes dos elipsõides 

E '  e E estão relacionados por x(E') = ~ ( a )  x ( E ) ,  onde 



Dete rmina remos  a g o r a  o  v a l o r  de  a p a r a  que  h ( E 1 )  

s e j a  minimo. S e g u e- s e  a s s i m ,  que x ( E . ' )  s e r ã ' r n ~ n i m o  quando  c ( a ) o  

f o r .  Vejamos 

Temos a s s i m  que ~ ( a )  s e r á  dado  em f u n ç ã o  de  n p o r  



Lema 5 :  Os v o l u m e s  d o s  e l i p s o i d e s  E '  e E s a t i s f a z  h ( E i ) = c ( n ) h ( E )  -- 
n  n - 1  n 2  - o n d e -  c ( n )  = - (-) 2 < 2 - 1  / 2  ( n + l  ) 

n t l  n 2 - 1  

P r o v a :  N o v a m e n t e  v a m o s  a d m i t i r  q u e  B = I ,  d e  modo q u e  6 '  s e j a  

d a d o  p o r  

I s t o  é 

 través d o s  c o n c e i t o s  a p r e s e n t a d o s  n a  p r o p o s i ç ã o  

1 ,  p o d e m o s  c o n c l u i r  q u e  E '  = F l ( E )  o n d e  F , ( x )  = x' + L x  e 
T B '  = L L  . 

d 

S a b e m o s  q u e  o  v o l u m e  d e  E '  e  i g u a l  a o  J a c o b i a n o  

d a  t r a n s f o r m a ç ã o  v e z e s . 0  v o l u m e  d e  E ,  i s t o  

I 

x ( E ' )  = d e t  L x  x ( E ) .  

Como d e t  8 '  = d e t  L . d e t  = ( d e t  L ) 2 ,  e n t ã o  d e t  L = J d e t  D '  . 





P o r t a n t o  

Como n  > 2 e n t ã o  

- ' I 2  = c ( 2 )  c c ( n )  I ,  i s t o  é 0 , 7 6 9  - (- ) (-) - 
3 3 

m e n t e  s e  ( I I 1 , Z . l )  é s a t i s f e i t o  

P r o v a :  M o s t r a r e m o s  o  t e o r e n i a  s o m e n t e  num s e n t i d o ,  p o i s  o  o p o s -  

t o  é i m e d i a t o .  Admitamos e n t ã o  q u e  o  a l g o r i t m o  I  p a r a  s e m ' d e t e r  - 

m i n a r  a  s o l u ç ã o  m u i t ;  e m b o r a  s a i b a m o s  q u e  o  p r o b l e m a  t em s o l u -  

ç ã o .  O Lema 2  n o s  d i z  q u e  o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  S ,  i n t e r i o r  a  

E ( ' )  t em volume A ( S )  > = 2 - ( n + l  )L 
- 

- 
Obse rvamos  a i n d a  q u e  o  c o n j u n t o  S ,  e  um s u b c o n j u n  - 

T ) t o  d e  E ( ' ) ,  onde  1 = 4 ( n + 1  ) 2 L ,  v i s t o  q u e  a  i n a q u a ç ã o  a  . x  < b  
1 i  - 

e s c o l h i d a  na k-6sirna i t e r a ç ã o  do  a l g o r i t m o ,  e  v i o l a d a  no  p o n t o  

T x ( ~ ) ,  d e  modo que  a j x  < b .  a . x  ( k ) .  P o r t a n t o  S e s t á  c o n t i d o  
1 -  1 

T no c o n j u n t o  { x l a i  ( x - x  ( k ) )  - O), o  q u e  n o s  l e v a  a  a f i r m a r  



Aplicando 1-vezes o Lema 5 temos 

como A(EO) (2xzLln < 2 ("'IL pois zn < zL, segue-se agora que 

Levando-nos a conclusão que S é vazio, dando-nos 

uma contradiçao, e consequentemente a demonstração do t e ~ r e m a .  

Observe que o valor de k < R = 4(n+1)2L foi um 

imperativo para c h e g a r ~ o s  a contradição que prova o teorema. 

De fato, j á  vimos na demonstração do Teorema 1 que 

Então para calcular o valor de L que nos habilite 

a contradição desejada, basta exigirmos que 



De ( 1 1 1 . 2 . 3 6 ) '  c o n c l u i m o  s  que  o  v a l  e  1 q u e  n o s  

l e v a - a  uma c o n t r a d i ç ã o  na  d e m o n s t r a ç ã o  do  Teorema é 

Assim o  a l g o r i t m o  d e  K h a c h i y a n  é r e p e t i d o  a t é  q u e  

uma d a s  d u a s  c o n d i ç õ e s  o c o r r a :  ( i )  nenhuma v i o l a ç ã o  f o i  d e t e c -  

t a d a ;  n e s t e  c a s o  a  s o l u ç ã o  v i á v e l  f o i  e n c o n t r a d a ,  ou ( i i )  o  nú-  

mero d e  i t e r a ç õ e s  a t i n g i u  4 ( l + t 1 ) ~ L ;  n e s t e  c a s o  podemos c o n c l u i r  

que  o  s i s t e m a  de  i n e q u a ç õ e s  n ã o  tem s o l u ç ã o .  

1 1 1 . 3  - AFINIDADE ALGORITMO D E  KHACHIYAN E O P R O B L E M A  D E  -- P R O -  

G R A M Ã O  L I N ~ A R  ( L P )  

I g n o r a n d o  a  e x c l u s i v i d a d e  d e  " i n e q u a ç õ e s  e s t r i -  

t a s "  p a r a  t u d o  que  f o i  a p r e s e n t a d o  . a t é  a q u i ,  podemos e s t a b e l  e -  

c e r ,  a t r a v é s  do Teorema da  d u a l i d a d e ,  m e i o s  que  n o s  p e r m i t a m  r e  - 

s o l v e r  o  p rob lema  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r ,  u s a n d o  o  a l g o r i t m o  d e  

K h a c h i y a n .  O p r o b l e m a  ( L P )  pode  s e r  e s c r i t o  como: 

I Maxin i i za r  C L p  x L p  
X 

s u j e i t o  a A i b  L P  X~~ - L P  



+ - 
Onde A L p  e uma m a t r i z  m x n L P ,  x L P  e  uni v e t o r  L P 

c o l u n a  n - d i m e n s i o n a l ,  b L p  é um v e t o r  c o l u n a  m - d i m e n s i o n a l  e  L P L P 

C L p  é um v e i o r  c o l u n a  n - d i m e n s i o n a l .  Todos  o s  e l e m e n t o s  i P d e  

A L p ,  b L p  e C L p  s ã o  i n t e i r o s  e  c o n h e c i d o s .  Ch6semos e n t ã o  o  p r o -  

blema ( 1 1 1 . 3 .  l )  d e  p rob lema p r i m a l  ( c o n s e ~ q u e n t ~ m e n t e  s e u  d u a l  

T s u j e i t o  a  A L p  y L p  2 C L p  

P e l e  Teorema d a  d u a l i d a d e  temos que max r 
T - - 

X 
T 

" L-P "L P 
I m i n  b L p  y L p  s e  e  somen te  s e  ( 1 1 1 . 3 . 1 )  tem ó t i m o  f i n i t o .  

O p rob lema p r i m a l  e  o  p rob lema d u a l  podem s e r  e s -  

c r i t o s  como o: 



Segue-se que o sistema de inequações (III.3.3)tem 

solução se e somente se (111.3.1) tem Ótimo finito ver I 1 O 1  e 

Com: ' 

(111.3.3) toma o seguinte format.0 

que' é essencialmente. como .(III.2.1) quando 1; levantamos a ex- 

clusividõde das inequações serem "estritas". 

j Resta-nos agora mostrar que o algoritmo de 

Khachiyan pode ser usada para determinar se o sistema Ax < b - 

tem solução, e se o tem, como encontrar uma. 



V i s a n d o  t a l  o b j e t i v o  v e j a m o s  o s  l e m a s  6 e  7 ,  O S  

q u a i s  n o s  d a r ã o  d e  uma m a n e i r a  c o n s t r u t i v a ,  uma s o l u ç ã o .  

n T Lema 6 :  D e i x e  xo s e r  u m  p o n t o  d e  R , e  o . ( x )  = a . x  - 
1 1 

bi. E n t ã o  

e x i s t e  u m  p o n t o  x l  em ~ " a l  q!e 

b )  Os v e t o r e s  ! a i l o i ( x l )  > 0 )  g e r a m  t o d o s  o s  o u t r o s  v e t o r e s  a  - j 

A n t e s  d e  e n t r a r m o s  no m e r i t o  da  d e m o n s t r a ç ã o ,  v e -  

j amos  no R 2  u m  e s b o ç o  g e o m e t r i c o .  S e j a  



O c o n j u n t o  de  s o l u ç õ e s  do problema.  Deixe xo s e r  

u m  ponto no R 2  t a l  que { a i  l o i ( x o )  - > O }  = { a , }  não gere t o d o s  

os  o u t r o s  v e t o r e s  a  
j '  

Nosso o b j e t i v o  e movimentarmos p a r a l e l a m e n t e  a  

r e t a  (no h i p e r p l a n o )  L I  a t é  e n c o n t r a r m o s  o u t r a  r e t a  L i  

i  = 2 ,  3 ,  4 ,  .5 ( h i p e r p l a n o s )  de t a l  modo que ao f im de cada  mo - 

v imen to ,  des locaremos  de u m  ponto  a  o u t r o ,  dando-nos p r o g r e s s i  - 

vamente a o p o r t u n i d a d e  de chegarmos a  u m  ponto x l  onde o  con jun  - 

t o  { a i l o i ( x l )  L 0 )  g e r e  t o d o s  o s  o u t r o s  v e t o r e s  a  
j *  

Da F i g .  1 1 1 . 5 ,  observamos que p a r t i n d o  de x o  e 

p a r a l e l c - e n t e  a  L poderemos e n c o n t r a r  a s  r e t a s  L , ,  L 2 ,  L 3  1 '  " 
e  

O L 4 '  r e s p e c t i v a m e n t e  nos pon tos  x l ,  x '  e  x i .  No ta- se  também X 1 '  1 
o  que ao c o n t r á r i o  de x j  e  x l ,  os pontos  x l  e  x l  s ã o  i m p o r t a n t e s ,  

p o i s  e l e s  nos dão a s  in fo rmações  a d i c i o n a i s  que Z 1 i n t e r s e ç x o  

de L I  c02 L 2  e Z 2  i n t e r s e ç ã o  de L 1  com L 5  s ã o  v é r t i c e s  de S .  

Constatamos f a c i l m e n t e  a t r a v é s  da F i g .  111.5 que 

P o r t a n t o  pa ra  l i v r a r m o s  d a q u e l e s  pontos  i n d e s e j ã  

v e i s ,  x j  e  xi' b a s t a  e sco lhe rmos  conven ien temen te  t e  y 
/ i ' Veja-  
mos : 

- 
Sejam a i  v e t o r e s  não c01 i n e a r e s  com a  e  1 '  y i  

i  = 2 ,  3 ,  4 ,  5 v e t o r e s  que s a t i s f a z e m  r e s p e c t i v a m e n t e  os  s i s t e -  

mas 



I a: y = O ( cond .  ' p a r a  7, s e r  p a r a l e l o  a s  r e s t .  que não 
- 
Yi: s ã o  s a t i s f e i t a s  em x o ,  q u a l q u e r  que s e j a  i )  

Chamemos d e  

onde 

~ n t z c  

$ 

r f ã c i l  v e r  que 

P o r t a n t o  



S e g u e- s e  d e  ( 1 1 1 . 3 . 1 0 )  q u e  

De ( I I 0 . 3 . 1 1 ) ,  t e m o s  p o r  a n a l o g i a  q u e  



. Logo 

ConcluSmos, que qualquer que seja (i = 2,3,4) o 

sistema (111.3.8) que 'consideremos, após um deslocamento parale - 
10 a restrição não satisfeita, (111.3.8)- (II.3..9) nos assegura - 

rã Que sempre estaremos em x,. 

Note que Y i ,  i = 2, 3, 4 tem o mesmo sentido, e 
- 
Y 5  o oposto. Portanto quando fazemos em (111.3.8)-(III.3.9)i=5, 

caminharemos no sentido oposto a yi i = 2, 3, 4, determinando 

o o ponto xl. 

Voltando a demonstraç?~ do Lema 6 ,  seja x o  um pon - 

to qualquer do Trivialmente xo satosfaz (a). Se x o  não sa- 

tisfaz (b), é suficiente mostrar que podemos determinar satis - 

fazendo (a) e tal que 

Repetindo este procedimento m vezes, obtemos xl 

satisfazendo (a) e (b). Vejamos. 

P Suponha (depois de uma reenumeração) que , 

o (x ) > O . . . ok(x0) > O (as k-pr.imeiras restrições não sejam 1 0 -  - 
satisfeitas em xo) e O ~ + ~ ( X ~ )  < O ... on(xO) < O. Admitamos ago - 

ra que a k < k *  c m não seja combinação linear de al ... k* - a k 

Deixe 7 ser a solução do sistema 
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Lema 7: O sistema de inequações lineares 

tem solução se e somente s e  o sistema de inequações lineares es - 

tri tas 

o tem. 

Demonstraqão: (111.3.12) + (111.3.13)) trivialmente 

(III.3.12)tem solução, então (III.3.13)também o tem. 

(111.3.13) - (111.3.12)) deixe xl ser tal que (a) 

e (b) sejam simultaneamente satisfeitos, e ainda mais, seja so- 

lução do sistema de inequações lineares estrititas (111.3.13), 

L (assim ( x l )  < 2 e a i  x > b. para 1 c i < k ) .  Através 1 -  1 - - de 

uma rotulação deixe a l ,  . .. , a r serem linearmente independen - 

te e gerarem a,.+l, ..., a k .  Por (a) e (b) eles também geram 

a,<+, , . , a n1 
. Agora denotemos por Z a solução do sistema l i -  

T 

near a' Z = b .  para j = 1 ,  ..., r. Mostremos então que Z satis- 
j J 

f a z  (111.3.12). Sabemos por Cramer que a i  = (Õj/D)aj pa- 
f l < i < r  . " .  

ra 1 - < i m, onde > @ e são inteiros com valor absoluto 
j 

L menor que 2 /nin. 

Assim 
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- T Como I D a .  x, = D a: x e  por h i p õ t e s e  ( 1 1 1 . 3 . 1 3 )  
l < j < r  - - J 1  

o i (x l )  < z m L  i =  1 ,  . . . , m s e g u e- s e  

T Como D(a iZ  - b i )  é - i n t e i r o ,  e  D > O conclu imos  que 

Z s a t i s f a z  ( 1 1 1 . 3 . 1 2 ) .  



B a s e a d o s  em t eo r - emas  s i m p l e s ,  o  m é t o d o  d e s e n v o l -  

v i d o  no  C a p y t u l o  11, tem como p r i n c i p a l  v a n t a g e m ,  f i x a r  em c a -  

d a  p a s s o  do  a l g o r i t m o  u m  v e t o r  d a  b a s e - f i n a l .  No m'étodo d o  

s i m p l e x ,  t e m o s  que  r e m o v e r  u m  v e t o r  e a d i c i o n a r  um n o v o ,  em c a  - 

d a  i n t e r a ç ã o .  

F u n d a m e n t a l m e n t e  n o s s a  t e o r i a  é v ã l i d a  p a r a  p r o -  

b l e m a s  d e  P r o g r a m a c ã o  L i n e a r  na f o r m a  s t a n d a r d .  Uma o u t r a  s u p o  - 

s i ç ã o  q u e  s e  t o r ~ a  n e c e s s á r i a  é q u e  a m a t r i z  A t e n h a  p o s t o  com - 

p l e t o ,  o  q u e  n o s  l e v a  a  g a r a n t i r  q u e  o  v e t o r  b s e m p r e  e s t a r ã  

na imagem d e  A ( b  E R ( A ) ) .  Além do  m a i s  e x i g i m o s  q u e  nenhum v e  - 

t o r  c o l u n a  da  m a t r i z  A p o d e  e s t a r  n o  i n t e r i o r  d o  c o n e  p o l i é d r i  -. 

c o  c o n v e x o ,  f o r m a d o  p e l a  e n v o l t o r i a  c o n v e x a  d e  r a i o s  v e t o r e s ,  

c o n s t i t u 7 d o s  p e l o s  v e t o r e s  c o l u n a s  d e  A .  V e j a m o s  a g o r a  o  nÜme- 

r o  d e  o p e r a ç õ e s  n e c e s s ã r i a s .  

Tomemos como t e r m o m e t r o  o  número  d e  m u l t i p l i c a -  

- çÕes  q u e  o  a l g o r i i m o  r e q u e r .  V i s a n d o  e n c o n t r a r  uma c o t a  s u p e -  

r i o r  p a r a  o  ncniero d e  m u l t i p l i c a ç Õ e s ,  d e n o t e m o s  p o r :  
$ 

( k - 1 )  - O numero  d e  v e t o r e s  na b a s e  ( k  = 1 ,  ..., m) 

- O numero  d e  ' v e t o r e s  q u e  tem p o s s i b i l i d a d e  d e  e n t r a r  

na b a s e  e d a r  s o l u ç ã o  v i á v e l ,  q u a n d o  na  b a s e  j á  e x i s  



tem ( k - 1 )  v e t o r e s .  

( n - k t l )  - O número de  v e t o r e s  que não e s t ã o  na b a s e .  

n; - O nümero de p r o d u t o s  e s c a l a r e s ,  no passo  k ,  do t i -  

po <ak ' ' ,  P k b >  

- 0 número de m u l t i p l i c a ç õ e s  e f e t u a d a s  nos n i  p r o d u t o s  

e s c a l  a r e s .  

É f z c y l  c o n c l u i r  que s e  a  base  tem ( k - 1  ) v e t o -  

r e s ,  e n t ã o  e x i s t e  somente n k  p o s s i b i l i d a d e s  de i n c o r p o r a r  mais  

um v e t o r  n a  b a s e ,  o que nos l e v a  a  a f i r m a r  que pa ra  cada u m  

dos n k  v e t o r e s  temos que c a l c u l a r  o  p rodu to  e s c a l a r  do r e s t a n -  

t e  dos v e i o r e s  de A com a  p r o j e ç ã o  de b s o b r e  o  subespaco  o r t o  - 

g o n a l .  Assim P E k  5 m [ n k ( n - k ) ] ,  e uma c o t a  é dada por 

m ni 

Número de m u l t i p l i c a ç õ e s  - m[4( 1 ( n - k + l ) t n  ) - n  ] +  1 
k=l  . k m '  k=l  P E  k 

Es t e  método poderã  v i r  a  s e r  u t i l i z a d o  como pon- 

t o  de p a r t i d a  para  o u t r o s  a l g o r i t m o s  mais  e f i c i e n t e s  e  a b r a n -  

g e n t e s  f i c a n d o  e s t a  c o l a b o r a ç ã o ,  como uma i d é i a  pa ra  t r a b a i h o s  

$que poderão s e r  d e s e n v o l v i d o s  p o s t e r i o r m e n t e .  

Quanto ao a l g o r i t m o  de Khachiyan (CapTtulo  111)  

pudemos n o t a r  que o  en foque  dado p e l o  mesmo e s t a  baseado nos 

t r a b a l h o s  de N .  Z .  Shor 1 4 6  1 e 1 4 7  1 ,  O qual  nos dá uma nova 



i d e i a  de como l i d a r  com problemas de  programação l i n e a r .  N u m  

r á p i d a  c o n t a c t o  com o  método do e l i p s õ i d e  m u i t o s  f a t o r e s  nos 

parecem i m p r a t i c á v e i s ,  por  exemplo: 

. 
- 13 Q u e -g r a u  de d i f i c u l d a d e  e x i s t e  ao p a s s a r  dos a rgumentos  geo - 

m é t r i c o s  à sua  fo rmulação  em termos  c o m p u t a c i o n a i s  ? 

2 )  Como poderemos e x e c u t a r  o  p r o c e s s o  d~ a r redondamento  o  qual  

even tua lmen te  nos l e v a  a  s o l u ç ã o  Õtima ? 

3 )  E m  cada i t e r a ç ã o  temos que e s t o c a ' r  o e1 i p s õ i d e ,  o  que e q u i -  

v a l e  a p r e v e r  o  armazenamento de  n 2  números,  cada u m  t e n d o  

mui tos  d 7 g i t o s ;  s e r á  que i s t o  não é mui to  ? 

p.aupãvel que a  r e s p o s t a  par*?. m u i t a s  q u e s t õ e s  

que s e  possam c o l o c a r  e s t a r ã o  a i n d a  a  mercê d e  m u i t a s  e x p e r i e n  - 

tias e  p e s q u i s a ,  mas mesmo a s s i m ,  podemos d i z e r  a l g o  a  r e s p e i -  

t o  d e l a s :  

1 )  .Percebemos no dec .o r re r  do C a p i t u l o  111 ,  que o  e n l a c e  " f u n d a  - 
+ 

mentos matemát icos  - c o n s t r u ç ã o  g e o m é t r i c a "  e  b a s t a n t e  sim- 

p l e s .  Recordamos que ,  pa ra  d e s c r e v e r  o  e l i p z õ i d e  E k ,  nós 

usamos seu c e n t r o  x k  e  a  m a t r i z  s i m e t r i c a  n x n  B k ,  d e f i n i d a  

p o s i t i v a .  Veja a s  f õ r m u l a s  de r e c o r r e n c i a  ( 1 1 1 . 2 . 5  - 
I I I . 2 . 6 ) ,  onde v a l e  r e s s a l t a r  a  a u s ê n c i a  d e  i n v e r s ã o  de ma- 

t r i z e s .  P o r t a n t o  para  chegarmos a  x ~ + ~  e Bk+l a  p a r t i r  de  

x k  e  B k ,  n e c e s s i t a m o s  de O ( n 2 )  o p e r a ç õ e s  a r i t m é t i c a s .  



2 )  Como na p r á t i c a  s ã o  poucos  o s  c a s o s  onde  n e c e s s i t a m o s  e x a t a  - 

mente  do õ t i m o ,  i s t o  .não c o n s t i t u i r ã  o b s t á c u l o s  na m a i o r i a  

dos  problemas p r ã t i c o s .  

3 )  E m  v e z - d e  a r m a z e n a r  o  e l i p s õ i d e  c o r r e n t e  em cada  i n t e r a ç ã o , .  

podemos a rmazena r  o u t r o s  d a d o s  e q u i v a l e n t e s .  Mu i to s  me lho ra  - 

mentos  poderão  a i n d a  s e r  p e s q u i s a d o  n e s t a  d i r e ç ã o .  

P a r a  r e s p o n d e r  m u i t a s  o u t r a s  p e r g u n t a s  que s e  

possam c o l o c a r ,  temos a i n d a ,  como j á  f o i  c i t a d o ,  q u e  d e p e n d e r  

de m u i t a s  e x p e r i ê n c i a s .  U m  f a t o r  que  nos  p a r e c e  b a s t a n t e  nega-  

t i v o  no método do e l i p s ó i d e ,  é que  o  numero de o p e r a ç õ e s  a r i t -  

m é t i c a s  depende do nGmero d e  d i ~ i t o s  d o s  c o e f i c i e n t e s  ( c j ,  b i ,  

a i  j ) N O ;  p rob lemas  p r á t i c o s  L é norma lmen te  g r a n d e ,  d a i  o  s  

compu tado re s  nem.sri'mpre d i spõem de  u m  numera de  d ? g i t o s  s i g n i -  

f i c a t i v o s  n e c e s s á r i o s  p a r a  r e p r e s e n t a r  zL, p a r a  que possamos 

. g a r a n t i r  a  c o n v e r g ê n c i a  do método.  E bem p r o v ã v e l  que  e x i s t a m  

prob lemas  onde o  t a l  'm6todo p o s s a  s .er  a p l  i c a d o  com b a s t a n t e  su  - 

c e s s o .  Ce r t amen te  p rob l emas  v i n c u l a d o s  a s  a r e a s  de  p rog ramação  

ma te rnã t i ca ,  anã1 i s e  . numér i ca  e  compu tação ,  que a p r i m o r a d o s ,  

c o n s t i t u i r ã o  a  f e r r a m e n t a  i n d i s p e n s á v e l  p a r a  a p l i c a ç a o  do méto - 

do do e l i p s õ i d e  d e  uma m a n e i r a  a m p l a ,  h a j a  v i s t o  po r  exemplo ,  

o  a l g o r i t m o  do s i m p l e x  t e v e  que  e s p e r a r  p e l a s  t é c n i c a s  de  i n -  
$ . . 

i v e r s ã a  de  'g randes  e  mêd ia s  m a t r i z e s  p a r a  s e  t o r n -a r  r e a l m e n t e ,  

. d e  g r a n d e  u t i l  i d a d e  ~ r ã t i c a .  
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