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R E S U M O  

O presente t rabalho tem como ob j e t i v o  aprof undar 

alguns aspectos da t e o r i a  dos h ipergrafos  assim como apresen ta r  

novos aspectos de s t a  t e o r i a .  

A pesquisa como um todo abrange os segu in tes  t 6 p i  -- 

CQS : 

- Um metodo para d iç t r i tamento  otimamente e q u i l i b r a  - 

do com um enf oque 1-ieu.riçti.co (deseravo1vj.mento teÕrico e a l y o r i t  - 

mo) . 
- ~ e p r e s e n t a ~ ã o  de grafos  planares por =de hi- 

pergrafos.  

- Novas def in ições  para h ipergrafos  or ientados  e ge - 

neral ização das ex i s t en t e s .  

- Fluxos em hipergrafos com e sem or ientação.  



A B S T R A C T  

The p r e s e n t  work has  t h e  o b j e c t i v e  t o  deepen some 

a s p e c t s  of t h e  tl-ieory of hypergraphs a.s w e l l -  as t o  presen'c new 

a s p e c t s  of t b i s  t heo ry .  

The r e s e a r c h  as a  whole cornprises t h e  f o l l o w i n g  

t o p i c s  : 

- A rnethod f o r  op t ima l ly  e y u i l i b r a t e d  d i s t r i c t i n g  

wi th  a h e u r i ç t i c  approach ( t h . e o r e t i c a l  developinent anil algorthrn). 

- Represen ta t ion  of  p l a n a r  grapl-is tl-iroiqli liyper- 

graphs  . 
- New d e f i n i t i o n s  f o r  o r i e n t e d  hypergraphs  and gg  

n e r a l i z a t i o n  o£ t h e  e x i s t i n g  ones.  

- Flowç i n  hyperyraphs w i th  and wi thou t  o r i e n t a -  

t i o n .  
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I N T R O D U Ç Ã O  

Propomo-nos no p resen te  t r a b a l h o  aprofundar a l -  

guns pontos da t e o r i a  de h ipergrafos  assim como apresen ta r  no - 
vos aspectos  d e s t a  t .eoria.  Enfocamos em e s p e c i a l  o problema do 

d i s t r i t amento ,  o r i en tação  de h iperyrafos  e f luxos  em hipergra-  

fos .  

Apresentamos a segu i r  um resumo dos aspectos  desm - 

volvidos nos d iversos  capxtulos  , 

No c a p l t u l o  1 fazemos um apanhado das p r i n c i p a i s  

de f in ições  e concei tos  necessã r i a s  pa ra  um bom entendimento do 

t rabalho .  N ~ O  houve p r e o c t ~ p a ~ ã o  em provar a s  afirmayõcs uma vez 

que a s  mesmas s e  encontram na b ib l iograEia  referencincla,  

Apresentamos no c a p l t u l o  I1 um novo metodo para  de - 

terminação do d i s t r i t amento  6timo com u m  enfoque h e u r ~ ~ s t i c o 0  O 

corpo do c a p i t u l o  i n c l u i  uma rev i são  b i b l i o g r a f i c a  sobre  p r o b l e  - 

mas relacionados a d i s t r i t amento ,  sendo da abordagem do p r o b l e  - 

m a :  a de f in ição  do problema, a formalização do modelo, uma t e n  - 

t a t i v a  de soluqão, um algoritmo e a a n a l i s e  de desempenho d e s t e  

algoritmo. 

No c a p i t u l o  LEI enfocamos e-damos solução a d o i s  

problemas: a determinação do numero de c l i q u e s  de um g r a f o  p l g  

nar  de n v é r t i c e s  e a determinaqão de v a l o r e s  mTnimos p a r a n v g r  - 

t i c e s  e m l i n h a s  necessãr ios  para  compor p c l i q u e s  de tamanho2, 

q de tamanho 3 e r de tamanho 4 ,  sendo p, q ,  r i n t e i r o s  não ne- 

t i v o s .  

No capJ tu lo  I V  apresentamos novas d e f i n i ç õ e s  de  

h ipergrafos  or ien tados  e generalizamos de f in ições  e x i s t e n t e s .  



Na cap.?.tulo V apresentamos uma solução para o pro - 
hlema de fl-uxoç de hipergrafos. Tratamos em especial de a l g o r i t  - 
mos para f l ixos  in$xirnos com e sem orientação. 



CONCEITOS E DEFENIÇÕES 

Um l i ipergrafo 6 uma e s t r u t u r a  combinat6ria comvêr -- 

t i c e s  e  a r e s t a s ,  s i m i l a r  a  uin grafo  comum, (cf  anexo 1) exce to  

e m  que a s  a r e s t a s  correspondem a subcon j uiztoç a r b i  tr&:ios de  v é r  - 
t i c e s  ao inves de pa res  cle v&t ices .  Um l i ipergrafo com ri v e r t i  - 

ces  pode t e r  a t e  2"-1 a r e s t a s  d i s t i n t a s ,  sendo por tan to  uma gg 

nera l izayão do g ra fo  . 
.-- 

O p r i n c i p a l  prop6si-to da t e o r t a  dos hi .peryrafos e 

genera l i za r  resill.tados da t eo r i a .  dos g ra fos ,  p o i s  m u i t a s  da c; 

suas def in iqões  e concei tos  s e  aplicam a h ipergrafos  sem qual-  

quer d i f i cu ldade  p a r t i c u l a r ,  

A s e g u i r  veremos algu-mas def in iqões  e conce i tos  

que, de c e r t a  forma re t r a t am os p r i n c i p a i i  resul.tados n e s t a  área 

de pesquisa.  

Algumas vezes teremos que t r a t a r  de g ra fos  e  h i-  

pergrafos  ao mesmo tempo e ,  para  e v i t a r  confusão na nomenclatu -- 

r a ,  ad-otaremos o s  termos - v ê r t i c e s  e  a r e s t a s  para  h i p e r g r a f o s  

e  v ê r t i c e s  e  l i n h a s  pa ra  g ra fos .  

2 
Define-se (BERGE 1 um h ipe rg ra fo  1-1 = ' ( V , E ) ,  como 

sendo formado por  um p a r  de conjuntos f i i ~ i t o s  V = { v l ,  v 2 , .  . . ., 
v,} e  E = { E ~ ,  B 2 i e . , . ,  E ).denominados respectivamente conjunto 

m 



de vfrticea e conjunto de arestas, e satisfazendo as seguinteç 

condições : 

junto das partes de V 

Diz-se que [ V  I = n 6 a ordem do hipesgrafo. -- 

Uni hipergrafo com i1 v6rtices deve ter no niãximo 

2"-1 arestas distintas. 

A figura 1..1 mostra im hi-pe:rgrafo possuindo três 

vêrtices e duas arestas. 

Fig. 1.1: ~epresentação de um ~ipergsafo 

8 
BERGE define uni hipergrafo de uma maneira mais 

ampla, que pode ser expresso como segue: "Um hipergrafo H é for - 

inwdo por um conjunto V de elementos indexados por im conjunto 

N: V=(V ) 
j ~ E N  

e de uma famzl-ia de partes nzo vazias indexadas 



por um conjunto M : E - ( .EiIiEMI t a 1  que .U E .  = V. 
I. 

1~ M 
A s s i m  unl h ipe rg ra fo  H pode s e r  simbolizado p o r  

simples ainda,  H = ( E .  1 i E M) 
1 

O s  elementos de V são  cliamados v é r t i c e s  de H e  a s  

partes ( E i ) i E M I  a r e s t a s  de H .  . 

Um h ipe rg ra fo  B = ( ( V  ) 
j 

j aNr  ( E i ) i ~ M  ) é f i n i t o  se 

N e M são f i n i t o s " .  

4 8 
SEYMOUR , def ine  um h ipe rg ra fo  13 como sendo um 

conjunto finito A de conjuntos f i n i t o s  nso vaz ios ,  cliamados a r e s  - 
t a s  de 13, e UH o  conjunto de v g r t i c e s  de H de f in ido  Por  

UH = U.CA E 1-11. Se Z C U R ,  definimos 1-117, = { A ~ Z : A E E I ,  A(]z==@}. 

Se I H I  = I UHl d i z -s e  que H 6 quadrado. 

Logo o h ipe rg ra fo  de Seymour 6 o conjunto de a r e s  - 

t a s  do h ipergrafo  de Berge, ou s e j a ,  a  e s t r u t u r a  superpos ta  ao 

conjunto de v é r t i c e s ;  i s s o  não a c a r r e t a  maiores problemas de 

entendimento, 

1 .2  - Conceitos d iversos  - 

Dois v é r t i c e s  v. e  v são  adjacentes  s e  e x i s t e  
1. j 

uma a r e s t a  Ek que contém os dois  v é r t i c e s .  

Duas a r e s t a s  E .  e  E são  adjacentes  s e  E i n ~  =@. 
1 j j 

Grau de um v é r t i c e  v E V é O número máximo deares -- - 
t a s ,  d i f e r e n t e s  de { v ) ,  que contém v, i s t o  é, o núi~xero máximo 

de a r e s t a s  t a i s  que para  todo i , j  E N I  i # j E ~ ~ E  = '{V} .  
j 

Representamos e s t e  número por  dH(v) ,  que s e r á  



i g u a l  a zero se a  Unica a r e s t a  que corit6m v é { v}. 

Grau de uma a r e s t a  E i  E E é o número de vértices --.- 
da a r e s t a .  Designamos es te  niknero por  d H ( E i ) .  O m h i m o  d H ( ~ i )  

e denominado "rank"  do h ipe rg ra fo  . 

Um h ipe rg ra fo  d i t o  ser h-imiforme s e  todas  as --."--- 

a r e s t a s  possuem o mesma grau h,  ou a lnda ,  se todas as a r e s t a s  

tem o grau i g u a l  ao "rank" do h ipe rg ra fo .  Por tanto  podemos di--  

z e r  que um grafo simples 6 u m  h ipc rg ra fo  uniforme de I' rank '' 

i g u a l  a  2 .  

1 
M u L t i ~ c i , d a c l e ,  (ACHARYA ) ,  de imi conjunto S de .- ----- 

vertices de urri hi.pes:gz^af-o H ,  simbolizado por  m(S,I-I) , e o rigme 

r o  de vezes que Ç aparece como aresta de H. Claramente, pa ra  

qualquer  Ei  de 1% t e m - s e  in( l3 .  ,H) >, 1; Ei é d i t a  ser siinples ( inGi  
1. -- - 

Uin h-ipergrafo simp-les ê aquele  no qual  a s  a r e s t a s  -.-..----.-- -- 

s . 2 ~  simples. Um nul . t igrafo  Cgra.fo) é. um hjiperyrafo H. = CV,E) t a l  

Podemos tambem d e f i n i r  um - h ipe rg ra fo  . simples  como --- 
aquele na qual  as a r e s t a s  E sao todas d i s t i n t a s ,  Se I E .  1 = 2 pa i 1 - 
r a  todo i, e s e  Q h ipe rg ra fo  G. simples ,  en tzo  B G um g ra fo  s i m  - 

p l e s  sem v g r t i c e s  i so lados ,  

2 0. 
Hipergrafn -- - h-conpieto (.MEXER 1.: Sejam n e h. dois ___I---.- 

i n t e i r o s ,  h. < n .  O h ipergrafo .  siinples tendo por  cori.jur~i:o de v é r  -., 

t i c e s  um conjunto V t a l  que  ] V I  = n, e por conjunto de a r e s t a s  

o conjunto Ph ( V )  das partes de V,  6 chamado h ipe rg ra fo  h-com- 

h 
p l e t o  com n vGri;ices, Ç:iinbolizarno-lo por  lç . N o  caso ds h -: 2,  

Lt 



retornalnoç ao grafo  compl-eto k . 
n 

Para um melhor entendimento, consideremos a  f i g u  - 
jia L 2 ,  oi~do (a )  r ep resen ta  um h ipe rg ra fo  2-uniforme H = ( a , b ,  c,  

ab,  bc) e  (b)  representa  um hipergrafo  2-completo H = ( a , b , ~ , & , ~ ~ ,  

h). 

Note-se que todo h ipe rg ra fo  h-compl-eto 6 tambêm 

h-uniforme. 

Fig. 1 . 2  

4 1 
Hipergrafo h - p a r t i t e  (.MEYER 1 : Se ja  h um i n t e i -  
P 

- 

ro .  O hipergrafO simples tendo por  conjunto de v ê r t i c e s  a  união  

,dos conjuntos d i s j u n t o s  V I ,  V2 , . . . . . . . . , V h ,  com I V .  1 -  n .  p a r a  
1 1 

todo i, L < i < h ,  e  por a r e s t a s  todos o s  subconjuntos E de 
j 

V. t a i s  que  I E . ~ v ~ ~  = 1 para  1 ( i g h, é chamado h i p e r -  
1 J -- 

H i . < h  

g r a f o  h - ~ r t i t e  - _--- comj?leto sobre  V1,  V,, ,...... Vh. Simboliza - 
11 

mo-fo por kll n2 , . . . ,nlze Para  o caso h - 2 retomamos ao g r a  - 
£0 b i p a r t i t e  completo k 

n l  '"2 

Dizemos q u e  I1 = (VF,  I?) é um h ipe ry ra fo  p a r c i a l ,  
P - -- 



8 
(BERGE ) do h ipergrafo  W = (V,E)  s e  F C E  e  V = UIi. 

I? E . E P  i ' 
1 

8 
O sub-hipergrafo (BERGE ) ,de KA= (A, Es? gerado. por  - 

um conjunto ACV, é por de f in ição  o  Ii ipergrafo I3 = (A,EA) onde 
A 

Seja H = ( v , E )  um hipergrafo  onde V = ( V .  ) e  
J ~ E N  

E = (E i )  icM. A p a r t i r  de H obtemos o  h ipe rg ra fo  dual. -- H*= ( ~ , v )  , 

onde os  v é r t i c e s  são os  pontos e l ,  e 2 ,  ...*.. , e  ( r ep resen tan  - 
1n 

do as  a r e s t a s  de 13) e a s ' a r e s t a s  os  conjuntos VI  ,V2' . . e , V  
n 

(representando os  v6rti.ces de H )  , ou s e j a  V .  =' { e  ,i < in, v E E . ) .  
J i j 1 

A f i g u r a  1 . 3  ( h )  niostra o  h iperyrafo  dual. cle 13, f i g u r a  1 . 3  ( a ) .  

E3 

( a )  H . 

Fig.  1 . 3  

Matriz de ~ n c i d ê n c i a :  Um h ipe rg ra fo  I3 = ( V , E )  po-. 

de se r .  repressiitado por uma matr iz  de  inc idênc ia  (a ) , com m co  
i j - 

lunas representando a s  a r e s t a s  e n l i n h a s  os  v é r t i c e s .  O s  e l e-  



mentos a i j  são assim def in idos :  

1 0  caso c o n t r á r i o  

Por tanto  toda m a t r i z  cu jos  elementos são i g u a i s  a 

O ou a 1, e que não possua l i n h a  ou coluna zero,  é uma mat r i z  

de incidgncia  r e p r e s e n t a t i v a  de algum hipergrafo .  

Se A 6 a matr iz  de inc idênc ia  do I ~ i p e r g r a f o  1-1, en - 
71 * tão,  R = A 6 a inatriz de inc idênc ia  do h ipergrafo  duaX 1-1 . Em 

* -A 
p a r t i c u l a r  ternos ( H  ) --. H. 

D e f  j.riirnos L (H) como gra fo  k-linha (ou ]c--adj unto)  Ic ------- 

do hipergrafo H ,  o grafo  (sem laços  ou a r e s t a s  infil-tip1a.s) c u j o ~  

vé r t i ces  ( e i )  podem s e r  colocados em correspond&cia 1-1 com a s  

a r e s t a s  E;, de t a l  modo que d o i s  v é r t i c e s  e .  e e em LI< ( H )  s ão  
1 j 

adjacentes  Se e somente s e  E e E possuem pe lo  menos k elemen 
i j - 

t o s  em comum. 

Conexidade: Um h ipergrafo  13 = ( V , E )  e d i t o  s e r  co - - 
- 

nexo, se V não pode s e r  d iv id ido  e m  duas c l a s s e s  d i s j u n t a s  nao 

vaz ias  \r1 e V e r  t a l  que, pa ra  todas  a s  a r e s t a s  Ei  de H se tenha  
8 

E i C  v1 011 E ,c V I .  LOVASZ observou. que um h ipe rg ra fo  A é conexo 
1 --- 

s e  e soinente s e  o g r a f o  k.-linha de. H é conexo. 

Se ja  um hipergra£o H = ( V , E )  . Cadeia 6 uma seq;& - 
c i a  ( v l t E l  ,v2 ,E2,  . . . . . . . . . r V k + l  , E k f ~ k . k l )  t a l  que pa ra  todo i, 

V.EV e Ei@ sS" d i s t i n t o s  e vi e V ~ + ~ E E ~ .  
X. 

Com o concei to  de cadeia  podemos r e d e £ i n i r  um h i -  

pexgrafc> conexo, como segue: Um h i p e - g r a f o  d i t o  s e r  conexo se 



e x i s t e  pe lo  menos uma c a d e i a  l i gando  cada p a r  de  a r e s t a s  E E 
i' j 

qua lquer  que s e j a  i ,  j . Se e x i s t e  alguma a r e s t a  E que não este i - 
ia unida a s  dema.3-s por  uma cade ia  e n t ã o  d iz- se  que o h ipe rg ra -  

f o  e -. não conexo ou deçconexo. ---- 
Um h i p e r g r a f o  não conexo e formado po r  p e l o  menos 

d o i s  suba-hipercjra.fos conexos, que s ã o  suas  -- componentes ---- conexas .  

Se exj-s-te uma c a d e i a  do h i p e r g r a f o  coineçando p o r  

um v g r t i c e  x e terminand.0 po r  um y ,  diremos que r, =I y.  R rela- 

qão x = y 6 uma rel-aqão de equ iva l&ic i a  e a s  c l a s s e s  se chamam 

com onenteç conexas do h i p e r g r a f o .  Se e x i s t e  somente unia classe 2 . "  - - - -  

diremos que o h i p e r g r a f o  e conexo. 

Desde que a rei-ação x y (ou x $ y )  pode i n d i c a r  

a -ex is tê r ic ia  (ou não) de  uma c a d e i a  ( x , y ) ,  e n t ã o  

d e i a  de  comprimento um, comeqando e terminando e m  x. 

i f i )  x _I_ y ++ y E x (simétrica) 

iii) x r y ,  y = z ++ x E z ( t r a n s i t i v a ) ,  c a s o  e m  

que e x i s t e  uma c a d e i a  de  comprimento c l  e n t r e  x e y e uma ca- 

d e i a  de  comprimento c 2  e n t r e  y e z ,  e n t ã o  e x i s t e  uma c a d e i a  de  

compriinento menor ou. i g u a l  a c l  i- c2 e n t r e  x e z .  

Dado um h i p e r g r a f o  H = ( V , E )  dizemos que uma ca- - 

d e i a  hainiltoni-ana se e l a  passa  uma e somente uma vez e m  cada  .--- - 

v 6 r t i c e  do h ipe rg ra fo .  Dizemos também que a c a d e i a  6 e u l e r i a n a  

se e l a  passa uma e somente uma vez e m  cada a r e s t a  do h i p e r g r a-  

C i c l o  de  um h i p e r q r a f o  H = ( V , E )  é uma c a d e i a  

v E v E ........ v E v 
1 1 2 2  k Ir. l c + l  t a l -  que 



i) v1 ,v2 ,  . . e m .  I vk E V . sejam d i s t i n t o s  

ii) E l , E 2 r  , E k  E E : '  sejam dis-l;iiztos 

iii)' v ,  E Ei para  i = 1,2, .... ,]c 
1 

i v )  Ic > 1 e Vlc-l-l = V I  

Observe que k 6 o coinprimcnto do c i c l o  e que l a-  

ços não são considerados c i c l ~ ~ s  na t e o r i a  dos h ipe rg ra fos ,  

S e  k > 2 ,  o c i c l o  é d i t o  s e r  s ign i f i can . t e .  . -- 

s e j a  n = ( ( x j )  j E N ,  (Ej . )  i E M ) e H '  = ( ( y j I j  E ~r 

(Fi ) do i s  h ipergrafos  , entáo 

i) H e H '  são ----- isoniorfos s e  e x i s t e  uma b i j e ç ã o  X 

sobre y que re l ac iona  biunivocamente a faml l i a  das a r e s t a s  de  H 

Eamxlia das a r e s t a s  de H ' .  

ii) H e 1-1' são i d ê n t i c o s  - s e  e x i s t e  uma bi-jeção n 

de M sobre M t a l  que @ ( E . )  = F para  todo i E M, onde @ 6 a 
L ~ ( i )  

bi jeção  de X sobre y d e f i n i d a  por (x. ) = y . para  todo j E N ( i s  
J J - 

t a  é, preserva o Endice dos v ê k t i c e s ) .  

1 
iii) H e 14 são fortemente isomorfos - (denotamos 

H 2 H ' ) ,  s e  e x i s t e  uma b i j eçáo  P de X sobre  y t a l  que @ ( E . )  = F .  
1 1 

para todo  EM ( i s t o  é, preserva  o í n d i c e  das a r e s t a s ) .  

i v )  14 e 13' são i g u a i s  e representamos por  H=H'  , s e  

@ ( E i )  = Fi para todo i E M onde @ é a b i j e ç ã o  de X sobre  y d e f i  - 
n ida  por @(x. = y .  pa ra  todo j E N ( i s t o  é, preserva  os  h d i  

J J 

ces dos v&tiees e o s  das  a r e s t a s ) .  

Seja H = ( V , E )  um hipergrafo .  Dois v é r t i c e s  x e y -- 
dc 13 são ç in~Gtr icos ,  s e  exis te  um auton~orfismo F de H t a l  que  



~ ( x )  -I y .  Duas arestas E e E são si inetr icas se e x i s t e  um auto 
p- i j - 

morfismo F de H tal. que F ( E i )  = E. 
3 



A realocação de á reas  vem s e  cons t i tu indo  num as-  

sunto abordado com muita frequência  em v i s t a  da grande a p l i c a  - 

ção que tem no campo da d i s t r i b u i ç ã o  de se rv iços .  

Mui t a s  organizações que p r e s t a ~ n  s e r v i ç o s  5 eoinuni - 

dade dividem suas a r e a s  de atuação em zonas ou d i s t r i t o s .  de ------ - 

l imi tação  de dbs t r i t o s  chamainos c3.e d is t r i ta rnento  . ----. .--- 

Podem s e r  enumeradas como poss lve i s  a p l i c a @ c s  de  

d i s t r i t amento ,  a  loc:alização de s e r v i ç o s  públ icos t a i s  como es-  

co las ,  h o s p i t a i s ,  unidades do corpo de bombeiros, demarcação de  

á reas  de i n f l u ê n c i a  de c e n t r a i s  t e l e fÔnicas ,  e t c ,  

Nem sempre o uso do vocábulo " d i s t r i t o "  e s t á  l i g a  - 

do a  d iv i são  t e r r i t o r i a l .  A s s i m ,  por  exemplo a  d i v i s ã o  de uma 

população segundo determinadas c a r a c t e r l s t i c a s ,  é uma forma de 

d is t r i tamento .  

Com a d ivers idade  dos problemas ana l i sados  sob e s  - 

t e  prisma ( d i s t r i t a m e n t o ) ,  a  formulação d e s t e s  deverá s e r  f e i t a  

respei tando o campo de apl icação  e  o s  dados dispon%veis ,  a lémde 

c a r a c t e r i s t i c a s  pecu l i a res .  A s s i m ,  por exemplo, s e  o problema 

f o r  a s soc ia r  a reas  de atendimento para  unidades do Corpo de Bom - 

be i ros ,  é de s e  supor que a s  unidades e x i s t e n t e s  sejam aprovei  - 

t adas  e  que o problema dê uma respos ta  para  o melhor pos ic iona  - 

mento de novas unidades a  serem cons t ru idas .  Contudo, s e  f o r  a 

implantação de um s e r v i ç o  ainda não e x i s t e n t e ,  ou mesmo, se uma 



nova d iv isão  de a reas  de.atendimento impl icar  em inves t imentos  

que não queiram s e r  a c e i t o s  (muito onerosos) ,  a  abordagem do 

problema poder5 s e r  conduzida de forma bem d ive r sa .  

2 . 1  - -.-- Revisão b ib l - iogrzf ica  

O s  p r i n c i p a i s  tópicos  dessa ares d i s c u t i d o s  na  b i  - 

. b l i o g r a f i a  especi-alizada são  os segu in tes  : 

4 O 
McCORMICR et AL i l u s t r a r a m  a t r a v é s  de exemplos 

e experin1ent.o~ computacionais um novo metodo de a n á l i s e  a t r a v é s  

do que chamaram "cacheanento" . A base do método e s t ã  em formar 

grupos (cachos) de e1.ernento.c; ( v a r i s v e i s  do problema.) que tenham 

informações comuns e n t r e  ê l e s ,  Conseguem o o b j e t i v o  a t r a v g s  de 

permuta)ões de l i n h a s  e colunas de uma matr iz ,  a  q u a l  contém a s  

informações sobre os  elementos a  serem "cacheados". 

1 3  
BEKTOLAZZI e t  AL , consideram o problema de d i ç .  - 

t r i b u i ç ã o  em termos de otiinização r e s t r i t a .  Tomaram como função 

o b j e t i v a  o tempo medi0 de percurso da unidade de atendimento 

a t é  o  atendido, e  o  equil..lbrio da unidade de t r aba lho  é expres  - 

so  por meio de r e s t r i ç õ e s .  O es tudo f o i  f e i t o  a t r a v é s  de um mo- 

,de10 t raduzido por um algoritmo derivado do mGtodo de f  i l t r a g e m  

de BALAS, que parece s e r  muito e f i c i e n t e  para  e s t a  c l a s s e  de  

problemas. O tempo de percurso Ótimo ob t ido  pe lo  a l g o r i t m o , a p l i  - 

cada ao se rv iço  do Corpo de Bombeiros de  Roma, t o r n o u -s e  s i -gni  - 

f icat ivamente mais baixo que o em uso. 

CARTER e 1  AL, c i t ados  em Rer to lazz i ,  ana l i saram o 

caso de duas unidades de respos ta  de posição f i x a  ( o  a t end ido  

desloca- se ao lugar  de atendimento) e  obtiveram um d i s t r i t a m e n  - 



t o  Otimo, cosisiderando o comportamento e s t o c â t i c o  do s i s tema e 

tomando como base uma forma sirnpl-ificada de cooperação i n t e r d i s  - 
t r i t a l .  Consideraram como parãmetro de  desempenho o tempo &dio 

de percurso e a carga de t r aba lho  das unidades. 

LARSON, c i t a d o  em Ber to laZzi ,  e laborou um modelo 

s o f i s t i c a d o  (va l ido  para  s i s temas  t a n t o  com unidades f i x a s  como 

móveis) , baseado na t e o r i a  de f i l a s ,  inc lu indo fenômenos proba - 
b i l z s  t i cos  e re lações  i n t e r d i s t r i t a i s ,  Es te  modelo não chegou a 

s e r  otimizado. 

1 4 
BOAVENTUM , a n a l i s a  a r e d i ç t r i b u i ç a o  de á r e a s  

de atuaqão de organizações responsáveis  p e l a  pres tação  de  s e r v i  - 

ÇOS ao pfiblico, t a l  como agência de c o r r e i o ,  Corpo de Bombei- 

r o s ,  e t c ,  a t ravgç de uin modelo baseado na construçião de um hi - 

pergrafo ,  gerando a s  soluções v i â v e i s  sem buscar a otimalid-ade,  

Essas soluções correspondem aos subconjuntos internamente es ta  -- 

v e i s  (ou independentes) do g ra fo  l i n h a  do h ipergraf  o ,  cor respcn - 

dendo a uma ~ a r t i ç ã o  d-o conjunto de v é r t i c e s  do h ipe rg ra fo .  

No p resen te  c a p i t u l o ,  aperfeiçoaremos e s t a  Ültima 

abordagem a t ravés  da busca da ot imalidade,  por um c r i t é r i o  de  

minimização de va r i anc ias  por um modelo h e u r í s t i c o .  

2 . 2  - '  ~ e f i n i ç ã o  do problema - 

Consideremos um problema semelhante ao de BOAVEN- 

1 4  
TURZI . Dada uma á rea  (município ou cidade)  d i v i d i d a  em d i s t r i  - 

t o s ,  queremos reformular esta d iv i são ,  a l t e rando  ou não o nhne - 

r o  de d i s t r i t o s .  Para e s t a  f i n a l i d a d e ,  supomos que e s t e s  d i s t r i  - 

t o s  admitam Eraciomimento em p a r t e s  d e f i n i d a s  a p r i o r i ,  as qua i s  



chamaremos de subdis  t r l t o s  . 
A d i v i s ã o  a p r i o r i  é uma exigência  imposta p e l a  

ferramenta de t r aba lho  (o  computador) e não s e  c o n s t i t u i  em pe3: - 

da de general idade,  Em muitos casos e s t a  pré  d i v i s ã o  é uma f o r  - 

ma de a c e l e r a r  a determinação da soluçãp.  

Admitindo--se conhecidas a s  á reas  dos s u h d i s t r i t o s  

e suas rclacõeç de vizinhança, propomo-nos f a z e r  o r e d i s t r i t a -  

mento (construção de novos d i s t r i t o s  a p a r t i r  dos s u b d i s t r i t o s )  

usando u m  enfogue h e u r i s t i c o .  

2 . 3  - -- ~or rna l i zação  do modelo 

Considerenios uma ã r e a  subdividida em reg iões  se-- 

gundo uma c e r t a  p a r t i q ã o  E ;  a cada elemento Ei E E chamaremos 

d i s t r i t o .  A forma desses  d i s t r i t o s  depende dos c r i t e r i o s  u t i  -- 

l izados e tambem da configuração geogr5f ica  da á r e a .  

Como exemplo, suponhamos que a á rea  de a tuação  de  

una agência de c o r r e i o  tenha s i d o  de l imi tada  par t ic ionando a r e  - 

c~ião de atendimento en d i s t r i t o s ,  segundo um c r i t é r i o  qualquer .  

Com o crescimento da demanda o atendimento tornou-se p r e c á r i o  

em diversas  unidades, sendo necessa r i a  uma reforma para  melho- 

rá- lo.  Para a t i n g i r  t a l  melhoramento, pensou-se em c r i a r  mais 

unidades de atendimento com capacidades i g u a i s  ( h i p ó t e s e  do pro  - 

blema) fazendo um reeçcalonamento das a reas  abrangidas p e l a s  uni - 

dadcs . 
Para e f e t u a r  o r ed i s t r i t amento ,  particionamos ca  - 

da d i s t r i t o  Ei E E em s u h d i s t r i t o s  k i j  A cada s u b d i s t r i t o  k i j ,  

associamos uma funçao de dec isão  f ( k  ) = d i j  , onde d i j  i n d i c a  
i j 

populaqão, ares, quantidade de t r á f e g o ,  d i s t â n c i a ,  tempo de  pe r  - 



curso ou uma coinbinação matematica que exprima um numero. 

Podemos então d e f i n i r  um d i s t r i t o  como sendo um 

conjunto de ent idades,  e o  red i s t r i t amento  um reagrupamento des - 

t a s  entidades levando em conta c a r a c t e r ~ s t ! ~ c a s  ou necessidades,  

a  fim de c r i a r  um nilinero de d i s t r i t o s  igua l  ou d i f e r e n t e  ao dos 

já ex i s ten tes .  

A t í t u l o  de i l u s t r a ç ã o  mostramos na f i g u r a  2 . 1  (a) 

urna área  par t ic ionada em d i s t r i t o s  e  2 - 1  (b)  par t ic ionada e m  

subd i s t r i t o s .  

É f ã c i l  de ver  que a  á rea  d i s t r i t a d a  pode s e r  as- 

sociada a  um h ipergrafo ,  onde cada posçlvel  d i s t r i t o  6 conside 

rado uma a r e s t a  e  cada s u b d i s t r i t o  um v é r t i c e .  Como a  cada SI@ 

d i s t r i t o  k i  f o i  associada uma função de decisão f ,  face  a  h' 

pótese de capacidade i g u a l  e redução de va r iânc ia ,  a  sol-iição do 

problema pode s e r  obt ida  (como veremos em 2.3.1) reagrupando os 

subd i s t r i t o s  de t a l  forma que os novos d i s t r i t o s  tenham aproxi-  

madamente o  va lo r  



onde Ve é o va lo r  medi0 esperado e MN o l i b e r o  de d i s t r i t o s  que 

E t e r ã  depois do redis-tritanieizto. 

2.3.1 - - Tentat iva de solução 

ETAPA 3.. Se ja  MN o nfimero de' d i s t x i t o s  que s e  de- ---- 

s e j a  c r i a r .  1nicial.mente d is t r ihuimns  aleat61:iamente os  suhd i s  -- 

t r i t o s ,  formando MN novos d i s t r i t o s ,  todos conexos e não vaz ios  

Como a cada s u b d i s t r i t o  k e s t a  associada  uma £unqZo de dec i -  i j 

são f ,  que 6 um n h e r o  ( d  1 ,  então o v a l o r  do d i s t r i t o  Ei é da i j - 

do por 

A s s i m ,  podemos tomar como medida de decisão, o des  - 

vio padrão de Vi em re lação  a Ve.  Se o desvio f o r  a c e i t s v e l ,  

(2 6 e s t ipu lado)  o problema e s t á  r e so lv ido .  senão segui.mos p a r a  

a etapa  2 .  

ETAPA 2 .  Desde que a a r e a  a s e r  r e d i s t r i t a d a  é um 

hipergrafo H ,  consideremos o g r a f o  lí- linha L k ( H ) ,  k > 1. S e j a  

E o d i s t r i t o  Ei que possui  o maior va lo r  V . .  Vamos expandir  
I118 X I 

ma arborescência  em L ( H )  com r a i z  em E . A p a r t i r  das fo-  
k max 

Ilias subimos para a r a í z  e calculamos para cada nó E .  a s  c a r ê n  
1 

cias acumuladas da s e g u i n t e  forma: 



, s e  Ei é fo lha  ou r a i z  
e 

CAREN ( E .  ) .= 
Z 

(Vi  - V ) + CAREN(E .  ) , s e  E é f i l h o  de  Ei e J j 

A a rvore  permite conduzir a otimização como UM 

processo global-, i s t o  6 ,  e v i t a  que o "ganho" obt ido  num passo  
B 

possa s e r  anulado num p o s t e r i o r .  

ETAPA 3. Transfere  do d i s t r i t o  Emax ----- aos d i s t r i t o s  

vizinllos a. e l e  (que são  fj.llnos d e l e  na arvore)  t a n t o s  s u b d i s t r i  -. 

t o s  quantos forem necessár ios  para  que I v , ~ . ~  - V e l  s e j a  mínimo, 

Emax 
permaneça conexo e não vazio.  

Para a c e l e r a r  o processo e a t i n g i r  mais rspidamen 

t e  a soluqão, propomos um c a r ã t e r  s e l e t i v o  na escolha  dos d i s -  

t r i t o s  sucessores de E para os  q u a i s  f o r  passada á r e a .  Como m a x  

a á.rvore ind ica  caminhos de  f luxo e n t r e  d i s t r i t o s ,  para  a s  á r e a s  

.a serem deslocadaç, e a s  ca r snc ias  indicam necessidade d e á r e a s ,  

é n a t u r a l  que não s e  despreze o enfoque heurXstico,  atendendo 

priiiieiro aos vizinhos com menor ca rênc ia  (analogia  ao a lgor i tmo 

de Dijl tstra) . 

ETAPA 4 .  V e r i f i c a  se a nova d i v i s ã o  assim o b t i d a  , 

e s t á  ótima segundo um c r i t é r i o  e s t abe lec ido .  Para i s t o  a t u a l i z a  - 

mos os V i ' s  ( ã rea  dos d i s t r i t o s )  e calculamos o seu  desvio pa- 

drão em re lação  a V . Se o desvio padrão f o r  menor do que um e s  
e - 

t ipulado a p r i o r i ,  fim. Senão voltamos 5 e tapa  2 .  

2 .3 .2  - Algoritmo - 

Algoritmo A .: Montagem 



~p~ : L$ : NSUBD (número de  s u b d i s t r i t o s ) ;  

MN (número de d i s t r i t o s  a  serem c r i a d o s )  ; 

AREATL ( â r e a  t -o ta l  a  s e r  d i s t r i t a d a ) ;  

X I N F O  ( v e t o r  de á r e a s  dos s u b d i ç t r i t o s ) ;  

DELTA (desvio a s e r  a c e i t o )  ; 

~ e l a ç ã o  de vizinhos dos subd i - s t r i tos  e  monte o s  

ve to res  seguintes:  I V I Z  ( v e t o r  que contém os v iz inhos  de todos  

os  subdist . r i . tos) ,  I V I Z I N  ( I )  - ( v e t o r  que i n d i c a  o jmzcio dos 

vizj-nhos do s u b d i s t r i t o  I no v e t o r  I V I Z )  , IVPZFM ( I )  - ( v e t o r  

que ind ica  o fim dos vizinhos dos s u b d i s t r i t o  I no veto]: I V T Z )  

aP1 : Monte i n i ç i a l i ~ ~ e n t e ,  de modo a l e a t ó r i o ,  a  l i s t a  dos MN 

d i s t r i t o s  E I s (devem s e r  conexos e não vaz ios )  , i 

ISUBD ( v e t o r  que contem o numero de suJx3istri-  

t o s  per tencentes  ao d i s t r i t o  E;) 

A P ~  : Calcule: 

A D I S T ( 1 )  ( v e t o r  que contém a s  a r e a s  dos 1.1N d i s  - 

t r i t o s  montados em A P L )  

EADIST + AREATL/MN ( á r e a  média esperada Po r  

d i s t r i t o )  

MN I (E: - EADIST) 
2 

APg : Se DESVIO ,< DELTA, pare .  senão segue. 

AP, : Para cada s u b d i s t r i t o ,  subdivida a  l i s t a  de seus  v i z i  - 
nhss e m  i n t e r n o s  e -ex ternos  segundo o caso.  



Ap5 : Para cada d i s t r i t o ,  monte a l i s t a  de seus v iz inhos  e 

passe ao ALGORITMO B .  

Algoritmo B : Balanceamento 

CAREN(I) 4 ADIST(I) - EADIST, 1=1, MN 

MARCA (I) +- O I=1, MN 

Obs. : CAREN(S) s i g n i f i c a  ca.rência do d j - s t r i t o  I re  

(1 ) 

s e  o d i s t r i t o  I foi. v i s i t a d o  

O , caso contrZri.o 

B P 2  
: Procure o d i s t r i t o  E a inda não v i s i t a d o ,  com omaior i ' 

va lo r  V i .  Se todos foram v i s i t a d o s ,  entào vá a B P r  

senão, faça:  

MARCA ( E ~  ) '+  1 

E + E .  , e segue 
max 1 

BP3  : Expande arborescência  com r a i z  em E . Par t indo  das  
max 

fo lhas  para a r a z z ,  c a l c u l e  a s  carências  acumuladas, 

excluindo a r a l z ,  i s t o  é, 

[ V i  V  e 
, se E i  é f o l h a  ou r a i z  (Emax) 

CAREN(Ei) = 

( v i -  V ) + CAREN(E.), s e  E 6 f i l h o  de Ei 
e J j 

BP,, : Procure o d i s t r i t o  Ei de  menor ca rênc ia  acumulada t a l  

que  MARCSD(E~) = O e que s e j a  v iz inho de F, . Se Ei  max 



e x i s t e ,  então faça :  

MARCA ( E  ) 4 1 , e segue. senão v a i  B P r  
ni i. n 

BP5  : Procure o maior s u b d i s t r i t o  externo de Emax (MA11 e 

v e r i f i q u e  s e  pode s e r  passado para  Emin (MA1 deve s e r  

vizinho de E e  sua r e t i r a d a  de Emax não deve des  
r11 i 11 

conectg-.lo) . Se M A 1  não e x i s t e  en tão  fa.c;a: 

MARCSD ( E  ) -+ 1. e v a i  BP 
~n i n 4 '  

senão segue, 

1 , s e  o s u b d i s t r i t o  I f o i  v i s i t a d o  

Obs. : MARCSD(1)  = 

I O , caso c o n t r á r i o  

BP6 : R e t i r e  MA1 de Emax e  coloque-o em Emin e  f aça :  

ADIST ( E ~ ~ ~ )  + ADIST ( E  ) - XINFO (MAI) 
max 

A D I S T  (Emin) -+ A D I S T  ( E  ) + XINFO (MAI) 
m i n  

CAREN (Emax)  + CAREN ( E ~ ~ ~ )  - XINFO (MAI) 

CAREN ( E  ) -+ CAREN ( E  ) 4- XINFO (MAI) 
m i n  m i  n 

ISUBD (Emax)  f ISUBD ( E  ) - 1 
max 

ISUBD (Emill) +- ISUBD ( E  ) + 1 
m i n  

MARCSD(I) 4 O , I = 1, NSUBD 

BP7 : Atual ize  l i s t a s  de  i n t e r n o s e  externos  de Emax e E m i n r  

e a l i s t a  de vizinhos dos d i s t r i t o s .  



: Calcule DESVIO. Se DESVIO 4 DELTA, fim. senão segue ,  

B P ~  : S e  mrç- (E ) EADIST, então  vai. BP senão 
niax 2 ' 

Se Emax 
possui  menos que d o i s  s&- 

d i s t r i t o s ,  i s t o  é, s e  I Ç U B D  ( E  ) =1 
max 

então v a i  a '  BP, senão v a i  a  BP 
3 

2 , 3 . 3  - Teste  do algori tmo ------ 

Para v e r i f i c a r  o  desempenho do algori tmo submete - 

mo-l~  a. t e s t e s  p r ã t i c o s ,  unia vez que \una aná1:i.se t e k i c a  s e  a f i  -- 

gurava como di fEci1 .  

Foram efetuados t e s t e s  com d o i s  h ipergraf  os  d i f  e  - 

ren tes  sendo f e i t o s  29 experimentos com um e 1 2  c o m  o u t r o .  A l g n i  

d i s so ,  a  arborescGncia c i t a d a  na e tapa  2 da seçiio 2 .3 -1 ,  f o i c o n  -- 

s iderada  de duas formas d i f e r e n t e s  de  modo a t e r  r a i o  mínimo 

(ARM) e r a i o  não mlnimo (ARNM) . 
A descr ição  pormenorizada dos experimentos p r á t i  - 

tos, assim como seus  r e su l t ados ,  encontra- se no Apêndice. 

2 . 4  - Desempenho do algori tmo 
p- 

Devido à c a r a c t e r í s t i c a  h e u r i s t i c a  do a lgor i tmo,  

determinar- lhe o desempenho não 6 t a r e f a  simples e a d i f i c u l d a-  

de v incu la- se  e m  geral  a pecu l i a r idade  do problema. 

A s s i m ,  no p resen te  caso,  encontramos d i f i c u l d a d e s  

em e fe tua r  uma aval iação  comparativa, dada a f a l t a  de  informa- 

Sões sobre problemas s i m i l a r e s  já r e so lv idos .  

1 3  
BERTOLAZZI , apresenta  um exemplo que p o d e r i a s e r  - 



v i r  de base para comparaçÕes, porem, para  que seus  r e s u l t a d o s  

efetivamente servissem como r e f e r ê n c i a ,  s e r i a  p r e c i s o  que a s  

r e s t r i ç õ e s  impostas para  ambos os  problemas fossem a s  mesmas. 

Ressaltamos como d i fe renças  releva.nl:es, a r e s  t r i  - 

de conexidade e a função de dec isão .  Contudo, temos a lguns  

elementos que nos permitem conc lu i r  objetivarliente a r e s p e i t o  do 

desempenho do al-goritmo. 

a )  Desvia padrão da á r e a  dos d i s t r i t o s  em rel.ação 

2 á rea  esperada. 

Para t e r - s e  uma i d g i a  d e s t e  iteiii, podemos v e r i f i  -- 

ca r  o s  resul tados  dos t e s t e s  I e 2 no ~ p ê n d i c e .  

Como não é sempre p o s s ~ v e l  a t i n g i r  o desvio  pa- 

drão zero,  nem h2 uma forma exata  de r e 1 a c i o n ~ - i o  com o nfirnero 

e á rea  dos s u b d i s t r i t o s ,  um parâmetro não r l g i d o  de comparaqão 

.9 com out ros  métodos poderia  s e r :  comparar o tempo médio necessa  - 

r i o  para  a t i n g i r  c e r t o  ( o  menor poss lve l )  desvio padrão da Zrea 

dos d i s t r i t o s  ein r e l ação  ã á rea  esperada.  

b)  Tempo computacional dos experimentos. 

No t e s t e  1 foram efe tuados  29 experimentos comuma 

media de 93 i t e rações -  (por  i t e r a ç ã o  entendemos a s i s t e m á t i c a  

que envolve a t e n t a t i v a  de deslocamento ou o deslocamento de de - 

t eminado  s u b d i s t r i t o  de um d i s t r i t o  para  o u t r o ) .  O tempo médio 

de máquina por experimento f o i  aproximadamente i g u a l  a 3 ,91 s e  

gundos quando a árvore  de r a i o  não mfnimo f o i  usada, e 4 , 3  s e  - 

gundos usando a á rvore  de r a i o  mhimo. (os  t e s t e s  computacio- 

n n i s  foram efetuados num computador BURROUGHS B-6700, em regime 

de multip~ogramação, com programação em FORTRAN-V) . 
. No t e s t e  2 foram efe tuados  1 2  experimentos com uma 

n~Sd.ia de 200 i t e r a ç õ e s .  O tempo médio de máquina por experimen - 



t o  f o i  aproximadamente i g u a l  a 12.77 segundos quando a ãrvore 

de r a i o  não mhimo f o i  usada, e 1 5 . 4  segundos usando a arvore 
de r a i o  mhimo. ' 

A di.ferença observada e n t r e  o s  do i s  t i p o s  de expe - 
rimentos do t e s t e  1 deve ser c r e d i t a d a  ao s e r v i ç o  a d i c i o n a l  e x i  

gido na obtenção da árvore  de r a i o  minimo. Contudo, o tempo por  

i t e r a ç ã o  não pode s e r  considerado isoladamente como h d i c e  de  

desempenho e sim junto com o numero de i t e r a ç õ e s  n e c e s s & i a s . ~ s  

s i m ,  por exemplo, o desvio ~ a d r ã o  zero f o i  a t i n g i d o  no t e s t e  1 

para  ARNM após uma média de 2 1 . 7  i t e r a ç õ e ç  e prec isou  de 1 4 . 8  

i t e r a ç õ e s  para ARM, 

A soluçao 6tima f o i  a t i n g i d a  20 vezes pa ra  ARNM e 

18 vezes para ARM. 

Restringimos nossas observações apenas ao teste 1, 

uma vez que o t e s t e  2 ,  por s e r  muito grande, p r e c i s a r i a  de um 

n h e r o  bem maior de experimentos para  s e r  c o ~ ~ c l u s i v o .  

conclusão 

Levando em conta a seção 2 . 4  e os  resul. tados do 

~ p g n d i c e ,  podemos conc lu i r  que o método h e u r í s t i c o ,  o r a  propos - 

t o ,  produz bons re su l t ados .  Lastimavelmente, mesmo supondo a 
1 3  

mesma função de dec isão ,  o s  r e s u l t a d o s  de BERTOLAZZI ( 2 6  çe- 

gundos para 56 i t e r a ç õ e s )  não são d i re tamente  c o m p a r h e i s  com 

os  nossos, devido a concei tos  de i t e r a ç ã o ,  ao grau de o t imiza-  

ção poss ive l  para  a programação e t i p o  de computador usado,(BER - 

TOLAZZI  efekuou seu experimento num computador UNIVAC 1110 com 

programação em FORTRAN-V), sem ignorar  também que no nosso caso  

os  d i s t r i t o s  são conexos o que não ocor re  com o experimento de  



BERTOLAZZI. 

Para  o s  ca sos  em que não s e  a t i n g i u  a s o l u ç ã o  6 t i  - 

m a ,  o s  r e s u l t a d o s  podem ser f ac i lmen te  mel-horados e m e s m o  o 6 t i  - 

mo ser a t i n g i d a ,  implantando um s i s t ema  de t r o c a s  e n t r e  s u b d i s  - 

t r i t o s .  



REPRESENTAÇÃO DE GHAFOS PLANARES POR ME10 DE I-IIPERGRAFOS 

Um dos aspectos  que e s t á  começando a  s e r  exp lo ra  - .  

do pe los  pesquisadores 6 a re l ação  e n t r e  g ra fos  e  h i p e r g r a f o s ,  

aproveitando as  f a c i l i d a d e s  t r a z i d a s  pe lo  f a t o  de que os  U l t i -  

mos são general ização dos pr imeiros .  

Citamos aqui  o  s i g n i f i c a t i v o  t r a b a l h o  de STER - 
5 1 

UOUL que mostrou como c o n s t r u i r  um h ipe rg ra fo  a  p a r t i r  dos c i  - 

cios de u m  g ra fo ,  conseguindo seus r e s u l t a d o s  p e l a  a n á l i s e  das  

propriedades dos nkneros de e s t a b i l i d a d e  do g r a f o  e  do h i p e r g r a  - 

f o  e  estudando também os problemas extremais  l igados  a  e s t e s  va  - 

lares . 
No presen te  capTtulor propomos solução para  d o i s  

problen~as relacionados com a construção de h ipe rg ra fos  a  p a r t i r  

de c l iques  de um g r a f o  p lana r  conexo. Na pesquisa f e i t a  na l i t e  - 

r a t u r a  e spec ia l i zada  não f o i  encontrado nenhuma abordagem seme - 

l han te  para que pudessemos f a z e r  comparações. 

- ~ e f i n i ç ã o  do problema -- I 

Determinar o va lo r  de m (número de l i n h a s )  que n i i  - 

nimiza o número de c l i q u e s  necessá r io  ã c a r a c t e r i z a ç ã o  de  um 

g ra fo  p lanar  conexo com n v é r t i c e s .  Em o u t r a s  pa lavras ,  quere- 

mos determinar um h ipe rg ra fo  H - ( V , E ) ,  t a l  que E = { c l i q u e s  de  

G n e c e s s h i a s  a  sua ca rac te r i zação)  tenha  a  menor c a r d i n a l i d a d e  



3.1.1 - ~ e n t a t i v a .  de O- solução 

Sabemos que o  número de l i n h a s  de um g r a f o  p l a-  

nar  6 r e s t r i t o  a  ,< 3n-6. A s s i r i i  podemos af i rmar  que qualquer  

g ra fo  com [ V I  < 4 4 p lana r ,  v i s t o  que I A  1 s a t i s f a z  sempre a  

r e s t r i q ã o  acima. (Ver t a b e l a  1, anexo 2 )  . 
Observa-se que o  h ipe rg ra fo  cons t ru ido  a  p a r t i r  

de um grafo  p lanar  com I 4 [ V I  < 4 s e r á :  

a )  minimal s e  o  n h e r o  de 1.inhaç do g r a f o  f o r  ma-  

ximo (ver  t a b e l a  2 ,  anexo 2 ) .  Neste caso  o  h ipe rg ra fo  é conexo, 

e contém apenas uma a r e s t a .  

b)  maxirnal se o  numero de , inhas  f o r  zero.  N e s t e  

caso o  h ipergrafo  e desconexo, e  cada a r e s t a  contêm um v é r t i c e .  

A s  a r e s t a s  do h ipergrafo  cons t ru ido  a p a r t i r  de  

um g r a f o  planar  com [ V ]  >/ 5 t e r ã o  no máximo 4 v & t i c e s ,  do con 

t r á r i o  s e  f e r i r i a  a  planaridade de G .  

A s s i m ,  a s  a r e s t a s  do h ipe rg ra fo  H constru%do a  

p a r t i r  de um gra fo  p lanar  G ,  s e rão  de uma das segu in tes  formas 

(onde k C  i nd ica  a c l i q u e  de c  v é r t i c e s ) .  

a )  k l  : hipergrafo  não conexo, onde cada a r e s t a  

possui  um v é r t i c e .  

b) k 2 ,  k 3 ,  kb : hipergrafo  con.exo, onde cada a r e s  - 

t a  possui  2,3 ou 4 v é r t i c e s .  

c )  k l k 2 ,  k l k 3 ,  klk,+ : h ipe rg ra fo  não conexo, onde 

as a r e s t a s  são formadas por 1 e 2 ,  1 e 3  ou 1 e 4 v é r t i c e s .  



d) 1c2k3 , k 2 k 4 ,  k3k4 : h i p e r g r a f o  conexo, onde a s  

a r e s t a s  s ã o  formadas por  2 e  3, 2 e  4 ou 3 e 4 v é r t i c e s .  

e)  k2k3k4 . h i p e r g r a f o  conexo, onde a s  arestas 

s ã o  formadas por  2 ,  3  e 4 v é r t i c e s .  

f) klkik3klt  : h i p e r g r a f o  não conexo. 

Se I..evarnios e m  conta  que um g r a f o  conexo de n v é r  - 

t i c e s  deve p o s s u i r  (n-1) l i n h a s ,  podemos montar a  t a b e l a  3 ( a n e  - 

xo 2 )  para  n 3 5 v e r t i c e s .  E s t a  t a b e l a ,  qu-e f o i  montada com o  

a u x i l i o  de  experi.mentos c o n s t r u t i v o s  exaus t ivos  e com o  u s o  d e  

computador, nos permi te  enunc ia r  : 

a) Ireorema: Se um g r a f o  conexo de r1 v g r t i c e s  p o s  -- 
s u i  m = 11-1 l i .nlias, en t ão  o  número mínimo p  d e  c l i p e s  k2 é p=m. 

A prova é imedia ta .  O g r a f o  conexo com n - l  l i n h a s  

e uma á rvo re ,  logo não possu i  c i c l o .  ~ ã o  possuindo p o r t a n t o  c l i  - 

ques  com i n a i s  de  2 v ê r t i c e s .  

b )  Conjec tura :  Se um g r a f o  conexo, p l a n a r  d e n  vér - 

t i c e s  possu i  (n-1) < m 4 (3n-6) l i n h a s ,  en t ão  o  número mínimo. p  
* 

de c l i q u e s  qua isquer ,  é dado por  p  = L ( n  -i- 1) /31 

E s t e  minimo de p  c l i q u e s  o c o r r e  quando 

E s t a  r e l a q ã o  v é r t i c e s - n h e r o  de  l i n h a s  e número 

* [x) ê o  maior i n t e i r a  cont ido e m  X 



mlnimo de p cl iques  para um grafo  planar  conexo, sem laços  e 

sem l inhas  para le las ,  f o i  ex t ra lda  da t abe la  4 (montada a par- 

t i r  da t abe la  3) 

3 . 2  - ~ e f i n i ç ã o  do problema I1 

Determinar os menores valores  de m ( l i n h a s )  e  n 

(vé r t i c e s )  neceçsãrios para cons t ru i r  um g ra fo  planar  conexo 

contendo pk2, qk3 e  r]<,+ sendo p,  q ,  r i n t e i r o s  não negativos.  

3.2.1 - - Tentativa de soluqão do problema 11 

A t abe l a  5 ,  construida a  semelhança da t a b e l a  3, 

mostra a relaqão en t re - o  n b e r o  

necessárias  para cons t ru i r  pkc. 

(1) Para um grafo  

.cessi ta-se de 

in?nimo de v ê r t i c e s  e  de l i nhas  

planar  contendo apenas pk2 ,  ne-  

2 s e  p = l  

m = p e n = (p+5)/2  se  p > 1 é linpar 

(p+4)/2 s e  p é par 

Sabemos que toda l inha  (v  v .  ) de um g ra fo  G é i J 

considerada uma c l ique  k2. Portanto, o g ra fo  para s e r  formado 

apenas por p c l iques  k 2 ,  com m e n mlniinos deverá t e r  m = p li - 
nhas . 

Por construção, s e  p = 1 implica que m = 1. Neste. 

caso necessi ta- se de no mhimo n = 2 v é r t i c e s .  porém necessã - 
r i o  observar ( tabela  5)que com 3 vé r t i c e s ,  o máximo de c l i ques  



k é p = 2 ,  po i s  s e  f o r  colocado mais uma l i n h a  obteremos uni k 3  
2 

ou um grafo  de l i n h a s  p a r a l e l a s .  Por tanto  na construção de  plc2 

onde p > 1 devemos observar s e  p é par  ou ímpar, p o i s  s e  p for  
p a r ,  o número de l i n h a s  m = 2n - 4 = p logo n = (p+4)/2 v&-- 

t i c e s ;  Se p f o r  Xmpar necessitaremos de m = 211 - 5 = p logo 

n = (pl-5) /2  v&-kices. 

( 2 )  Para um g r a f b  p lana r  contendo apenas pk3,  ne  

cess i t a - se  de 

( 3 )  . , Na construção de r k 4 ,  necessitamos no mínimo 

d e n = r l - 3  e m = h - 6 .  

Observe na t a b e l a  5 que na formação das q c l i q u e s  

k 3  (q > 2 ) ,  s e  f o r  acrescentada uma l i n h a ,  obteremos uma c l i q u e  

k e perderemos 2k3. 
11 

Na formação das c l i q u e s  k s e  f o r  a c r e s c i d a  uma 
4 

l i n h a ,  obteremos ou um g r a f o  com l i n h a s  p a r a l e l a s  ( o  que nãonos 

i n t e r e s s a )  ou o g ra fo  de ixa ra  de s e r  p lana r  po i s  m s e r á  maior 

p c  3n - 6 .  

( 4 )  Construção de (pk 2 ) (q]c 3 ) . 
Vimos que pa ra  c o n s t r u i r  qk3 . 'necess i ta- se  de 

in s 3 s e  q = L e no máximo m = (3n-8) = (3q+5)/2 s e  q > 1 é 

h p a ~  e m = ( h - 7 )  = (3q+4)/2 s e  q é par ;  e na de pk,, m = p .  

Por tanto  pa ra  c o n s t r u i r  (pk2)  (qk3 ), precisamos das 

.,,I Linhas necessár ias  para  a s  qk3 ,  mais a s  p l i n h a s  de pk2,  de 



t a l  forma que nenhuma das  p l i n h a s  una 2k3 a d j a c e n t e s ,  p o i s  neç  - 
t e  caso  s u r g i r i a  uni ]c4.  Logo p a r a  p # O 

(q+7)/2 -+ lp/2J + 1 e m <  (3q+5)/2 + p se q é ímpar 

n <  
(q+6)/2  + Lp/2J + I e m <  (3q+4)/2 + p se q é par 

( 5 )  Na cons t rução  de (pk2)  ( rk , )  , neces s i t a - - se  d e  

n = r I- Lp/2j + 4 e m = 3 ( r + l )  + p .  

Vimos que na  cons t rução  de  r k 4  neces s i t ou- se  d e  

n = r 4- 3 e m = 3n - G - 3 ( r + l . ) .  Observe que n e s t a s  condições  

o g r a f o  possu i  o máxim0 de  1-inhas poss2ve is  r e s p e i t a n d o  a plana - 

r i d a ã e .  Desde que uma 1-inha é uma ]c2, en tão  acrescentare lnos  . a o s  

rk, p l i n h a s  e lp/2J + I v é r t i c e s .  

A s s i m  n - r -i- 3 -I- lp/2j  t 1 = r 4- lp/21 -t- 4 e 

m = 3 (r~-1) -t- p. 

(6 )  Repetindo o r a c i o c í n i o  das  construçÕes an t e-  

r i o r e s ,  chegamos aos  r e s u l t a d o s :  

(6a . I  na cons t rução  de (yk,)  ( rk , )  

(q-t-2r-1-8) /2 e m ,< 3 6  - 8 se q é p a r  

(2r+q+7)/2  e m 3n - 7 se q é ímpar 

(6b.)  ria cons t rução  de (pk2)  (qk3)  ( rk , )  



H I P E K G W O S  ORIENTADOS 

A s s i m  corno o grafo  não o r i en tado  £ o i  general-izado 

pe lo  h.i.pergrafo (não o r i e n t a d o ) ,  podemos f a z e r  o  mesmo p a r a  o 

grafo  orientado, ,evando ao concei to  de h ipergrafo  o r i en tado .  

Apresentaremos pr imeiro algumas def iixições j 5 exis .- 

t e n t e s  na % i t e r a t u r a ,  pa ra  em seguida formular a  nossa.  

4 . 1  - »efini@es -- da l i -t e r a t u r a  .--. 

5 5 
VENCKE duas formas, que são a s  seguin-  

t e s  : 

~ e f i n i ç ã o  1: Um lzipergrafo or ientado 6 um par(V,E) -- 
onde V é uni conjunto f j -n i to  e  E um conjunto de sequências c 

{E~} 

não vaz ias  de  elementos de V,  t a l  que UEi = V e E i  sao a s  a r e s  - 

t a s .  

A s  a r e s t a s  podem conter  o  mesmo v é r t i c e  v á r i a s  ve - 

zeç,  portanto podem s e r  i n f i n i t a s ,  Se  [ E . ]  = 2 pa ra  todo i, en- 
1 

tão ( v , ~ )  ê i m  gra fo  or ientado.  

Se fizermos abs t ração  dq seqknciamento ,  en tão  r e  - 

tornamos ao concei to  de h ipergrafo  não or ientado.  

Um hipergrafo  o r i en tado ,  conforme a d e f i n i ç ã o  1, 

pode ser usado para  descrever  a  evolução de um s is tema no q u a l  

o es tado tuturo depende do es tado p r e s e n t e ,  assim como também 



do es tado passado. 

0 s  v c r t i c e s  representam os es tados  do s i s tema e 

cada a r e s t a  uma seqüência de evoluqões de es t ados .  Por exemplo, 

a a r e s t a  Ei  = ( v ~ , v ~ , v ~ )  s i g n i f i c a  que o s is tema pode e v o l u i r  
J 

do es tado v l  para  v e de v2 para  v3 .  
2 

Se associarmos uma probabi l idade  a cada v é r t i c e  

do hiperyrafo or ientado,  então poderemos descrever  processos m a r  - 

kovianos de ordem super io r  a I. 

Podemos ainda,  a s s o c i a r  a um dado g r a f o ,  um hi-per - 

grafo  ori.entado onde a s  a r e s t a s  são,  por  exemplo, um caminho ou  

um c i r c u i t o  do grafo .  

4 

~ e f i n i q ã o  2 :  Um h ipe ry ra fo  o r i en tado  e um p a r  - 
( V , E )  onde V é o conjunto f i n i t o  de vér t . ices  e E um conjunto de 

p a r t e s  não vaz ias  de V, cobrindo V ,  e  em cada a r e s t a  E ,  um v e r  
1 

-" 

t i c e  é dis t inguido  e chamado origem, 

O s  elementos de E são chamados a r e s t a s .  Uma a res-  

t a  possuindo x como origem é simbolizada por ( X , Y ~ , V ~ ~ . . . . . ) .  A 

ordem dos v ê r t i c e s  que seguem x 6 i n d i f e r e n t e .  

Se  ! E .  I = 2 para  todo i, então ( V , E )  e um g r a f o  
1 

or ientado.  

Se  fazemos abs t ração  da noção de origem, r e to rna -  

mos ao concei to  de h ipergrafo  não or ientado.  

4 . 2  - Novas de£ in ições  - 

A def in ição  2 pode s e r  genera l izada .  Suponhamos 

que e x i s t a  mais de um v é r t i c e  origem. Neste caso podemos r e p r g  

s e n t a r  a a r e s t a  Ei  = ( X , Y )  onde X = bk} é o conjunto dos vér- 



t i c e s  origem e  Y = {yL} é O conjun to  dos v é r t i c e s  que seguem 

ap0s a  origem. 

A ordem dos x k l s  em X ,  ass im como dos y ' s  e m  y é  L 

i n d i f e r e n t e .  

Suponhamos que além da  origem x  da a r e s t a  E es i r  - 
tejamos também i n t e r e s s a d o s  em s a b e r  o  seu  t e r m i n a l  y .  Nes te  

ca so ,  u t i l i z a n d o  a  noção de cade i a  em h i p e r y r a f o  podemos a f i r -  

mar que todo v é r t i c e  y E Y e y E E . ~ E  é um v e r t i c e  t e r m i  
1 j  - 

na1 pa ra  E .  e  uma origem p a r a  E . ,  se a  o r i e n t a ç ã o  é de E i  p a r a  
1 J 

Se considerarmos,  na f i g u r a  4 . 1 ,  o v é r t i c e  vlpe- 

t e n c e n t e  a  E l ,  coma seu  ponto origem, e n t ã o  o v é r t i c e  v  per-  
3 

tei1cent.e a  E r) E ê seu  t e r m i n a l .  porém o v é r t i c e  v3 é o ponto  
1 2 

de origem pa ra  E 2 .  

I 

-.. .*'=-
C

- ,'. - 

Propomos agora  a s  s e g u i n t e s  d e f i n i @ e s  p a r a  hi --  

pe rg ra fo  o r i en t ado :  

~ e f i n i ç ã o  3: Um h i p e r g r a f o  o r i e n t a d o  é um p a r  

( V , E )  onde V i5 um conjun to  f i n i t o  de  v é r t i c e s  e E um c o n j u n t o  



de p a r t e s  de V, cobrindo V.  A cada p a r t e  Ei F. E ,  chamada ares- 

t a ,  e s t a  associado o par  (X,Y) onde X e o conjunto de v é r t i c e s  

per tencentes  a  E i n E .  para  i f j e  Y = {pares  ordenados de 
J 

v é r t i c e s  pertence11 t e s  a  E .  1 .  
1 

A f i g u r a  4 . 1 ,  mostra um h ipe rg ra fo  com o i t o  v e r t i  - 

c e s  e  t rês  a r e s t a s ,  i s t o  é, V = {vl  , v 2 , .  . . . . . ,v, 1 e E == {IS~ , E ~ ; E  I. 
3 

A s  a r e s t a s  Ei podem s e r  e s c r i t a s ,  segundo a  de f in ição  3, como 

~ e f i m i ç ã o  4 :  Um h ipe rg ra fo  or ientado pode p o s s u i r  --- 

orientaqão i n t e r n a  .- ou o r i en tação  ex te rna .  

O h ipe rg ra fo  possui  o r i en tação  i n t e r n a  s e  d o i s  ver - 

t i c e s  quaisquer per tencentes  a uma mesma a r e s t a  E .  E E são  l i g a  
1 - 

dos por um caminho. 

O h ipe rg ra fo  possui  o r i en tação  externa  s e  s a t i s -  

f a z  a s  seguin tes  condições: 

i) possui  o r i en tação  i n t e r n a ,  e  

ii) e x i s t e  algum v é r t i c e  v E E t a l  que v& E. n E j ,  
k j 1 

i f j que pode s e r  a t i n g i d o  part indo- se de algum v é r t i c e  v peL 

tencente  apenas a  a r e s t a  E . .  
1 

O h ipe rg ra fo  que possui  o r i en tação  ex te rna  pode 

s e r  representado por um g r a f o  l i n h a  or ientado,  como mostra a  £ i  - 



gura 4 . 1  (b)  . Se o h ipergrafo  possui  apenas a  o r i en tação  i n t e r -  

na, então seu grafo  l i n h a  é o t r i v i a l .  

No h ipergrafo  da f i g u r a  4 . 2  ( a )  &o s e  pode pag 

ç a r  de uma a r e s t a  para  o u t r a ,  po r t an to  o h ipergrafo  não possu i  

or ien tação  externa .  Logo seu  grafo  l i n h a  o t r i v i a l ,  como mos - 

tr9 a f i g u r a  4 . 2  (b) . 

Fig .  4 . 2 :  Hipergrafo o r i en tado  e  s e u  g r a f o  l i n h a  



FLUXO EM HIPERGRAFOS 

Um problema i n t e r e s s a n t e  na t e o r i a  dos h ipergra-  

Eos 6 a  determinaqão do v a l o r  do f luxo inZiximo que pode s e r  e a n s  - 

mitida de uma a r e s t a  f o n t e  A para  uma a r e s t a  sumidouro A 
F S ' 

Consideremos o  h ipergrafo  H = ( V ,  A )  possuindo 

or ientação  externa .  

Associemos uma capacidade de f luxo a  cada a r e s t a  

Ai 
. Es ta  capacidade rep resen ta  o  máximo de f luxo que pode ser 

t ransmi t ido  ao longo da a r e s t a  A .  i s t o  e ,  o mãximo d e  f l u x o  
L 

que pode s e r  emit ido do v g r t i c e  considerado origem n e s t a  ares- 

t a  a todos o s  v é r t i c e s  per tencentes  a  A .  # @ i # j,j=1,2, . . . . . 
3 

A t z t u l o  de i l u s t r a ç ã o  vamos tomar o  h ipe rg ra fo  

da f i g u r a  5.1 e  supor que, na a r e s t a  A o  v é r t i c e  ( a )  s e j a  o r i  
1 - 

gem e  os  v é r t i c e s  (c) e  (8) os  des t inos .  Como a  a r e s t a  Al pos- 

s u i  uma capacidade de f luxo i g u a l  a  3 0 ,  i s t o  implica que a  soma 

do f luxo a  s e r  t r ansmi t ido  do v é r t i c e  ( a )  a t é  (c)  e  de (a)  a t é  

( d )  t e r 5  que s e r  menor ou i g u a l  a  30.  Ou ainda a  quan.t:idade de  

fluxo que a  a r e s t a  A l  emite  para  a  a r e s t a  A2 mais a  quant idade 

de f luxo emitido para a  a r e s t a  A4 t e r á  que s e r  menor ou i g u a l  a  

30 .  

No decorrer  d e s t e  capxtul-o, vamos abordar a  s o l u  -- 

qão de problemas semelhantes ao acima enunciado, com algumas res  -. 

.triqÕes adic ionais .  Trataremos em e s p e c i a l  de algori tmos para 



f l u x o  máximo e m  h i p e r g r a f o  com e sem o r i e n t a ç ã o .  

In ic ia remos  nossa  abordagem, adapt.ando p a r a  h i p e r  - 

g r a f o s  uma concei'tuaçao e t e o r i a  e x i s t e n t e s  p a r a  g r a f o s .  

F ig .  5.1 

5.1  - Adaptação de d e f i n i ç õ e s I  -- teoremas e  l e m a s  

de  g r a f o s  p a r a  h i p e r g r a f o s  

Suponhamos um h i p e r g r a f o  H = ( V , E )  conexo. S e j a  

S G V  um çubconjunto de  v é r t i c e s  e A (S )  o  conjun to  de t o d a s  as 

a r e s t a s  i n c i d e n t e s  a  algum v é r t i c e  de  S.  

- Sejam s ,  t v ê r t i c e s  d i s t i n t o s  de  V. Então C C E  e 

d e f i n i d o  s e r  um c o r t e  ( s , t ) ,  se e x i s t e  um subconjunto SCV,  on- 

de s E S e t E V-S, tal que C = A ( S ) ~ A ( V - S ) .  

Denotaremos o  c o r t e  C como (SI  V-S) . P a r a  maior 

c l a r e z a ,  vejamos o  exemplo aba ixo .  

Suponhamos que no h i p e r g r a f o  H da f i g u r a  5 . 2  te-  

mos s = (l), t = (5 )  e S = ((1)). Então V-S = { 2 , 3 , 4 , 5 }  " 



A s s i m  (S. V-S) =' {El} 6 O c o r t e  separando s e t .  

A s s i m  qualquer cadeia de s para  t conterá  alguma 

a r e s t a  do cor te .  Seja  x1E1x2E2x3 ...... x n-1 E 11 x n urna cadeia on- 

de xi = s e x = t. Como x E S. xn E V-S então deve e x i s t i r  xi 
11 1 

( I  d i < n)  t a l  que xi E S e  x ~ + ~  E V-S. Logo a a r e s t a  13. con- 
I 

tendo xi , x ~ ~ . ~  um elemento do c o r t e ,  

Conclui-se que s e  todas a s  a r e s t a s  per tencentes  

ao c o r t e  forem apagadas do h ipergrafo ,  não e x i s t i r a  mais nenhu - 

ma cadeia ligando s a t e assim o f luxo maxilno de s para  t s e r 2  

zero. 

A s s i m  o  lema e teoreina de Ford e  Fulkerson, a se- 

gu i r  são vãl idos também para hipergrafos.  

LEMA 5.1: Seja  f  um fluxo de s para t e m  um h ipe r  - 

grafo  e  s e j a  v o valor  de f .  Se (S,V-S)  é o c o r t e  separando s e 

t ,  então v = F (S ,V-S)  - f  ( V - S , S )  6 c (S ,V-S)  onde c(S,V-S) 6 de - 

f i n ido  s e r  a  capacidade do cor te .  

Es te  lema prova que o f luxo de s para t 6 no máxi - 

mo igua l  à capacidade de qualquer c o r t e  separando s de t .  

TEOREMA 5.1: Para qualquer h ipergrafo  no qua l  se 

considere a introdução de um fluxo,  o va lo r  do f luxo máximo de 

s para  t 6 igua l  2 capacidade do c o r t e  de capacidade mínima den - 

tre todos os  co r t e s  separando s e t .  

Prova 

Seja £ o f luxo niáximo (se e x i s t i r ) ;  definamos e m  



termos de f ,  um c o r t e  (S ,V-S) , t a l  que,  

Es tas  igualdades sa t i s fazem ao LEMA 5.1. 

Usando &, definiremos o conjunto S recursivamente 

como segue: 

b) Consideremos a cadeia  x E y E j  Z .  S e  x E S e 
i 

f (Ei )  < c(Ei)  , en tão  y E S.  

Siiponhamos não s e r  verdade que t E V-S. ~n-tão pe- 

l a  de f in ição  de S I  exj-ste um caminho de s para  t ,  digamos 

s = x  E X E  x ........ x E x = t ,  com a propried.ade que,  
1 1 2 2 3:' n-1 n n 

em toda a r e s t a  do caminho f ( E .  ) < c (E i )  . 
I. 

Seja  5 > O O mhimo de c-f considerando todas  a s  

a r e s t a s  do caminho. Vamos a l t e r a r  o f luxo  f  ac rescen tandoumf lu  - 

xo 5 a todas a s  a r e s t a s  per tencentes  ao caminho. 

É f á c i l  v e r i f i c a r  que o novo f luxo de s p a r a  t a s  - 

s i m  def in ido ,  tem va lo r  v + 5 .  ~ n t ã o  f  não é máximo, c o n t r a r i a n  - 

do nossa h ipótese  e assim t E V-S. 

Consequentemente, (S,V-S) é o c o r t e  separando s e 

t. Logo da de f in ição  de V-SI tem-se que 

- 
f ( s , S )  = c ( s , S )  para ( s l s )  E (s,v-S) 

C O ~ I O L ~ R I O  5.1:  Se ja  (S,V-S)  e ( Z , V - Z )  c o r t e s  r n h &  
- - 

mos. ~ n t ã o  (S U Z , S kl Z )  e ( ~ n  z , S f7 Z )  são  também c o r t e s  m h i  



mos. 

5 . 2  - Fluxo máximo 

Dado um hipergrafo H = (V,E.) suponhamos que a  a r e s  - 

t a  Ei  E E tenha associada a  s i  um número r e a l  não negat ivoc(E.) .  1 

Chamamos c  ( E .  ) a  capacidade da a r e s t a  E i ,  que em problemas prá- 
1 

t i c o s  pode representar  a quantidade máxima de alguma mercadoria 

que pode s e r  t ranspor tada  a t ravés  da a r e s t a  E i .  

Sejam s .  e  ti dois  v é r t i c e s  d i s t i n t o s  de E . Um 
1. i 

fluxo e s t á t i c o  de va lo r  vi de si para t .  e m  E .  é uma função 
1 1 

sat isfazendo a s  equações e inequaçÕes l i n e a r e s  abaixo, de f in i-  

das para grafos ,  uma vez que a  cada a r e s t a  E i  s e  pode a s soc i a r  

um grafo.  

Ã semelhança dos grafos ,  diremos tambem para  h i-  

pergrafos que s é a  fonte ,  t o sumidouro, e  o s  ou t ros  v é r t i c e s  

são intermediãrios.  Observemos que cada a r e s t a  E i possuiumafon - 

t e  e  um sumidouro. A fon te  da a r e s t a  E l ,  assim como o  sumidouro 

da a r e s t a  Em são considerados fonte  e sumidouro para a rede-hi-  



pergrafo.  

Como a cada a r e s t a  E e s t a  associada uma. r ede ,  de  
k - 

notaremos por y o f luxo que passa a t r a v é s  da l i n h a  (x .  , x .  ) e E i j 1 , J  lc 

e por O i j  a capacidade máxima de f luxo  a t r a v é s  da mesma l i n h a .  

Para determinação do f luxo  m~ximo em h i p e r g r a f o s ,  
3 4 

somos 3.evados e m  pr imeiro lugar  a a n a l i s a r  o modelo de LAWLER , 
para e m  seguida ap resen ta r  nossa cont r ibuição .  

5.2.1 - Modelo de Lawler ---- 

Lawler mostrou que um c o r t e  peso mlnimo ( V I S )  e m  

H corresponde a um c o r t e  capacidade mínima em mil rede H '  co  - 

mo segue: 

A rede  H '  de f luxo possui  um v g r t i c e  i cada 

. . v é r t i c e  i de H e d o i s  v é r t i c e s  j '  e jl1 para  cada a r e s t a  A deH. 
j 

E x i s t e  um arco de j ' para jw em H '  e sua capacidade é f e i t a  

i g u a l  2 capacidade da a r e s t a  A de H.  Se  a a r e s t a  A i n c i d e  no 
j j 

v é r t i c e  i em H ,  H '  possui  a rcos  com capacidade i n f i n i t a  de  i pa - 

r a  j '  e de j" para  i em H ' .  Es tes  relacionamentos e s t ã o  i l u s t r a  - 
I 

dos na f igura  5.2, onde o s  números nos a rcos  em H indicam capa - 

cidades.  

Fig.  5 . 2 :  Modelo de Lawler 
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Dado um hipergrafo  E=(V,A) onde I V  I = n e I A se - 
I 

gundo Lawler, a  rede H '  possui rá  2 m  + n v é r t i c e s .  Em H , d e f i n i  - 
dos os  v g r t i c e s  fon tese  sumidouro, pode-se determinar  o fzuxo 

msximo o  qual  corresponderá ao f luxo m~ximo em H. 

Observamos que surge uma d i f i cu ldade  a d i c i o n a l  se 

não houver r e s t r i ç ã o  de capacidade comum para a s  a r e s t a s  e nes  - 

t e  caso, é prec i so  r e s o l v e r  um subproblema de f luxo mãximo pa ra  

cada a r e s t a .  Pode-se n o t a r  que o  modelo de LawLer cons idera  o  
.. 

hipergrafo  como não ori .entado, e  cada a r e s t a  como uma c l i q u e ,  a  

qua l  se impõe uma r e s t r i ç ã o  de capacidade comum (ve r  f i g u r a  5.3) 

Grafo c o r r e s-  
2 

 unção de 1 I e  1" ponde a  A ( c 2  
minho de com- 

Fig .  5 .3  
primento 2 )  

Propomo-nos aqui  e s tudar  f luxos  em h ipe rg ra fos  

or ien tados  e  não o r i en tados ,  Nestes Últimos levamos em cons ide  - 

ração que a  cada a r e s t a  e s t s  associado um gra fo  completo, logo 

sempre s e r á  posç ive l  passa r  de uma a r e s t a  Ai a  o u t r a  A desde 
j 

que A i n  A .  f 4 .  
J 

5 . 2 . 2  - Hipergrafo com r e s t r i ç ã o  de capacidade comum 

Para um h ipergrafo  não or ientado,  podemos conside - 



r a r  que a cada a r e s t a  está associado um grafo  completo e si&- 

t r i c o .  

Dizer que a s  a r e s t a s + E i ,  i = i, 2 . . . - f m  de um h i  - 

pergrafo  possuem r e s t r i ç ã o  de capacidade comum s i g n i f i c a  que t o  - 

do E .  possui um l i m i t e  máximo de f luxo não importando quantodes - 
1 

t e  f luxo passou na l i n h a  ( x  ,xk) E Eil i s t o  6 ,  
j 

I: f ( E .  ,Ek)  . \< C (E i )  e 

k 
I. 

Como n e s t e  caso o s  v k t i c e s  passaram a s e r  secun- 

dários,vamos i d e n t i f i c a r  o f luxo de um dado h ipe rg ra fo  H não 

or ientado,  com r e s t r i ç á o  de capacidade comum. com um c o r t e  d.e 

capacidade mínima em uma rede G cons t ru ida  segiindo o c r i t é r i o  I 

a segu i r :  

c r i t e r i o  I - 

Para cada a r e s t a  E .  1 de H ,  G possu i rá  d o i s  v é r t i -  

.. 
ces  i ' e i , unidos por um arco  (i ' , i ' )  de capacidade i g u a l  a 

capacidade da a r e s t a  Ei de H.  

Se E i l l  E .  + Q então G possui  uma l igação  i" p a r a  
J 

I 
j ' . e de j 'I para i com capacidade i n f i n i t a .  

Fixemos em G um v é r t i c e  f o n t e  s e um sumidouro t. 

Como s E E1 e t E Em,  então em G e x i s t i r á  um arco  de s pa ra  1' 

e de ml' para  t. Determinamos o f luxo máximo e m  G o q u a l  co r res-  

ponderã ao f luxo mgximo em H.  

A f i g u r a  5 .4 ,most ra  o h ipe rg ra fo  H e sua r i - spec t i  - 

va rede G cons t ru ida  segundo o c r i t é r i o  I. 

Teorema 5.2: Ex i s t e  uma correspondência 1-1 e n t r e  



conjunto c o r t e  de capacidade mh%ma (S ,V-S)  do h ipe rg ra fo  H e 

o conjunto c o r t e  ( s , t ) . d e  capacidade mínima da rede G.  A a r e s t a  

E .  de um conjunto c o r t e  
1 

nha (i ' , i " )  do conjunto 

Prova 

h prova G 

(S,V-S) de H 6 i d e n t i f i c a d a  como a li- 

c o r t e  correspondente a  ( s , t )  de G.  

imediata p e l a  p r ó p r i a  construção de  G. 

A rede  o grafo  adjunto de H desdobrado e  or ien tado.  

H G 

Fig.  5 . 4  - Hipergrafo H e sua rede ad jun ta  G 

Seja  H um hipergrafo .  Para determinar os  v é r t i c e s  

per tencentes  a  E . 0  E .  pe los  qua i s  f o i  emi.tido f luxo de E .  p a r a  
1 3  1 

E construimos a  rede G pe lo  c r i t é r i o  11 e determinamos e m  G 
j '  

u m  c o r t e  de capacidade mínima que s e r 5  i d e n t i f i c a d o  com o f l u x o  

do hipergraf  o  H.  

Na representação de H por  G ,  cada a r e s t a  E i  de  H 

I s e r á  representada por d o i s  v ê r t i c e s  . i  e in e todo v é r t i c e  



v E . E i n E j  f Q , i f j t e r 8  um v é r t i c e  correspondente em G. 

G possui rá  um v e r t i c e  f o n t e  s e um sumidouro t. 

I 11 

E x i s t i r ã  ern G um arco  (i ,i ) cu ja  capacidade s e r á  i g u a l  a da 

a r e s t a  Ei correspondente de H. Se o v é r t i c e  k E E i ,  en tão  G pos - 
I 

s u i  arcos com capacidade i n f i n i t a  de k para  i e de in para  k. 

A rede  da f i g u r a  5.4, segundo o c r i t é r i o  I1 terã  a 

forma da f i g u r a  5 .5  abaixo. 

F ig .  5 .5  

Note-se que, s e  o h ipergrafo  possui  r e s t r i ç õ e s  de  

capacidade comum, u t i l i z a - s e  o c r i t e r i o  I ou o I1 para  f a c i l i -  

t a r  o t raba lho .  porém nada nos impede de u t i l i z a r  a adaptação 

de algoritmo de Ford e Fulkerson, apresentado a d i a n t e ,  e d e t e r-  

minar o c o r t e  de capacidade mhima sobre  o prÓprio h ipe rg ra fo .  

Chamaremos de a r e s t a  f o n t e  ( E l ) ,  aquela  por  onde 

será in je t ado  o f luxo no h ipergrafo  e a r e s t a  sumidouro (E Iaque m - 

l a  por onde s a i r 5  o f luxo que conseguir passa r  a t r a v é s  do h i p e r  - 



grafo .  A s s i m  o v é r t i c e  f o n t e  vs E E1  e o sumidouro v E E . t 1ll 

Como o caminho num hipergrafo  necessariamente p a s  - 
s a  p e l a s  i i ~ t e r s e ~ Õ e s ,  então os  v é r t i c e s  'per tencentes  a E n ~ ,  s e  

1 J .- 

r50 considerados sumiãouros para  a a r e s t a  E l  e  o s  per te i icentes  

a E . O E  serão  considerados o r igens  p a r a  Em e d e s t i n o s  p a r a  E 
I 111 i ' 

Vamos cons iderar  {vs} E E 1  e' {v t}  E Em como per-  

tencentes  a uma i n t e r s e ç ã o  f i c t í c i a  E s n  E1  C E1 e E t n  EmC Em. 

A s s i m ,  por exemplo, s e  no h ipergrafo  da f i g u r a  5.6 

( a )  , (1) e ( 1 2 )  forem considerados origem o sumidouro, en tão  as 

a r e s t a s  f i c t í c i a s  Es  e Ef  se rão  como mostra i f i g u r a  5.6 (b )  . 

O h ipergrafo  nes ta  forma e s t a  preparando para  re- 

ceber a atuação do a lgor i tms  que segue. 

ALGORITMO: ~ d a p a t ç ã o  do algori tmo de Pord e FUI- 

kerson para h ipergrafo  não or ientado.  

ROTINA 1: ~ o t u l a ç ã o  

In ic ia lmente  reescrevemos o h ipe rg ra fo  apagando 



todos os  v&tices  não pertencentes  a  E i n  E , i f j. Observe que 
j 

os  vgr t i ces  vs e  vt pertencem *a in te r seção  f  i c t i c i a  E ~ E ,  e  
S 

Etn E portanto não serão  apagados. 
m' 

P1:  Faça i-1. Rotule o  v é r t i c e  v  E Es 
S 

com 

( - , - , - , F = w ) .  A fon te  e s t á  ro tu lada .  

P2: Para todo -j 

f ( E t )  = f ( E . )  = i ( E s )  = O .  , 

J 

P3: Como apenas 

namos todo e qualquer v 6 r t i c e  

a  fon te  vs f o i  ro tu lada ,  s e l e c i o  - 

v  E E1(] E , j f 1 ainda náo r o t u  
j - 

lado e  o  rotulamos (vs , E  , E  j ,  c  (E l )  - f  (E ,,) ) Maxa v . (0 v g r t i  
S - 

ce v é marcado s e  todos os  seus sucessores e s t ão  ro tu lados )  

P4:  Fac;a i 4 i+-1. Para todo v 6 r t i c e  y & E  (I E , j f  i 
1 j  

que não f o i  rotulado e  t a l  que f ( E . )  < c(E.1-, a s s i n a l e  o  r ó t u l o  
J J 

(x,Ej ,E , f )  onde x  é o  v é r t i c e  origem da a r e s t a  E com um f luxo  
P P 

f = min (f  ( E . , ) ,  c (E  ) - f (E ) ) . y e s t a  rotulado e não marcado e  
J P P 

x rotulado e  marcado. 

Repita P4 a t é  que o  sumidouro v E E t  e s t e j a  r o t u  
tr - 

lado,  ou a t é  que nenhum ró tu lo  possa s e r  ass inalados  e o  sumidou - 

ro  não passa s e r  a t ing ido  ( ro tu l ado ) .  

Quando f o r  o  caso, i r  para  r o t i n a  2 .  (observe que 

v a i  sendo expandida uma árvore o r i e n t a d a ) .  

ROTINA 2 :  

Suponha que o  sumidouro v  f o i  ro tu lado (x.Ei,E , F)  
t t 

então faça f ( E i )  = f  ( E . )  -I- F e va i  para o  v é r t i c e  x. A t r o c a  de 
1 

f luxos para,quando a  a r e s t a  E l  f o r  a t i ng ida .  Apaga a ro tu lação  

a n t e r i o r .  Faça f  ( E t )  = O e  vo l t a  a  ROTINA 1. 

Exemplo: Seja o  h ipergrafo  da f i gu ra  5 . 6 .  



ROTINA 1 

3 e 4 possuem r ó t u l o  

( L E I  2 0 )  

1 estã rotulado e  marcado 

8 possui  r ó t u l o  

(41E11E3113) 

5 possui  r 6 tu io  

( 4  , E 2  ,E, I 13) 

6 possui r ó t u l o  

( 4 , E 2 r E 6  1 13) 

4 estã rotulado e marcado 

1 0 ~ 1 1 ~ 1 2  possuem r ó t u l o s  

ROTINA 2 

Como 1 2  E Et f o i  a t ing ido  . 

então fazemos 

f ( ~  ) = f ( ~  ) = f ( E l )  = 13 
5 2 

3 

ROTINA 1 

3 e  4 possuem r ó t u l o  

1 e s t á  ro tu lado e  marca - 

do. porém não é poss ive l  

a t i n g i r  o v é r t i c e  1 2 ,  então para.  O f luxo máximo 13. 



b . 2 . 3  - ~ s ç o c i a ~ ã o  de a r e s t a s  de um h ipe rg ra fo  a r eg iões  de  uma' 

rede 

Uma das formas de r e s o l v e r  problemas complexos é 

analisa-10s em p a r t e s  s e  a na tureza  do problema assim o permi- 

t i r .  É evidente  que a a n á l i s e  de redes  e s t a  i n c l u l d a  na c l a s s e  

dos problemas p a r t i c i o n á v e i s  uma vez que a rede  admite d i v i s õ e s  

n a t u r a i s  que são a s  subredes.  Nada o b s t a ,  po r t an to ,  que se a s s o  - 

c i e  a cada subrede uma a r e s t a  de h ipe rg ra fo ,  podendo-se s i s t ema  - 

t i z a r  melhor seu t ratamento.  

A s s i m ,  por exemplo., suponhamos que 5 rede da f i g u r a  

5.7 ad ian te ,  e s t e j a  associado um h ipe rg ra fo ,  onde cada çubrede 

6 uma a r e s t a .  Suponhamos que o v é r t i c e  (1.) s e j a  origem e o ( 2 5 )  

sumidouro, onde os  numeros ao lado  dos a rcos  são capacidades. Fa - 

zendo abstração das a r e s t a s  E .  ' s  ( r e su l t ando  uma rede comum) e 
1 

u t i l i z a n d o  o algoritmo de Ford e Fulkerson., obtemos o f luxo  má - 

ximo da rede,  que é i g u a l  a 1 7 .  

Es ta  6 uma das formas de determinar  o f luxo  máxi- 

mo de uma rede-hipergrafo.  porém, problemas de grande p o r t e  pg 

dem e x i g i r  particionamento em subredes,  s e j a  devido a r e s t r i ç ã o  

de capacidade do equipamento usado na a n á l i s e  ou s e j a  devido 5 
- 

conveniência quando a subdivisão nos proporciona informaçoes 

que de o u t r a  forma não seriam fac i lmente  ob ten íve i s .  A s s i m ,  po r  

exemplo, poder-se- ia determinar:  

i) qua l  a capacidad-e de f luxo de cada a r e s t a .  

ii) quanto de f luxo a a r e s t a  E i  tem capacidade de 

e m i t i r  para  a a r e s t a  E , considerando E i n  E f P , i f j .  
j J 

iii) qual  a capacidade máxima de f luxo de E.(\ E ,  f a, 
1 J 



Observemos que, com e s t a s  informações, podemos 

determinar não SÔ o f luxo máximo da rede- hipergrafo,  mas tam- 

bem t e n t a r ,  s e  p o s s i v e l ,  melhorar o p o t e n c i a l  das a r e s t a s  i n  - 

crementando assim o f luxo máximo. 

~ t e n ç ã o  e s p e c i a l  devera s e r  dada ao f a t o  de que 

as  a r e s t a s  aqui consideradas não possuem r e s t r i ç ã o  de capacida - 

de comum, sendo e s t a  determinada a p a r t e  levando-se em conta  

s e  e a r e s t a  origem, sumidouro ou in te rmediá r i a .  

Se Ei = E l  ( a r e s t a  origem) 

S e j a  E  C E l  o conjunto de v g r t i c e s  considerados s 

origem (E  a r e s t a  f i c t í c i a )  . O f luxo  máximo é determinada na 
s 

rede da a r e s t a  E  considerando como origem' { v /  v E E  e E  C E 1 1  S s 

e sumidouro' { U ~ U  E E ~ ~ E .  I .  
J 

Esse f luxo máximo é i d e n t i f i c a d o  pa ra  a rede-hi-  

pergrafo  como sendo a capacidade máxima da a r e s t a  E l .  

Se Ei = E ( a r e s t a  sumidouro) 
m 

s e j a  E~ a a r e s t a  f i c t í c i a ,  t a l  que E ~ C E  é o con 
n: 

junto de v é r t i c e s  considerados sumidouros. O f luxo máximo é de - 

terminado na rede da a r e s t a  Em,  considerando como v é r t i c e s  o r i  - 

geml{vlv E E m n ~ i }  e sumidouro '{~lw E E t } .  

Esse f luxo máximo i d e n t i f i c a d o  pa ra  a rede - h i  - 

pergrafo  como sendo a capacidade máxima de f luxo da a r e s t a  E  . 
m 

Se Ei é i n t e rmediá r i a  

Para qualquer a r e s t a  Ei i n t e rmediá r i a  o f luxo  má - 
ximo é determinado na rede da a r e s t a  E i ,  considerando como v é r  - 



t i c e s  o r i g e m ' ~ v l v  E Ekl\Ei} e s u m i d o u r o ' ~ ~ I ~  D E . n E  , i # j  fk}. 
1 j 

Esse fl-11x0 inâximo 6 i d e n t i f i c a d o  para  a rede  - h i -  

pergrafo como sendo a capacidade máxirna de f luxo da a r e s t a  E . 
i 

N a s  a r e s t a s  E l  e E m o s  v é r t i c e s  o r i g e m e  sumidou - 

r o  ficam bem determinados, não acontecendo o mesmo nas demais. 

Para reçol-ver e s t e  problema construimos o g ra fo  l i n h a  G de H e 

damos a e s t e  uma or ientação  segundo a das a r e s t a s  do h ipergra-  

fo.  Determinando o caminho de E l  a Em,  determinamos o r igens  e 

sumidouros para a s  a r e s t a s  in te rmediá r i a s .  

A s  capacidades de f luxo  nas i n t e r s e ç ó e s  Ein E 
- j 

(considerando a d i reção  Ei  para  E . )  ficam determinadas calcular i  
J - 

do o f luxo m2ximo da rede  formada pe los  v é r t i c e s  da i n t e r s e ç ã o  

e toniando-se como origem o s  antecessores  d i r e t o s  dos v é r t i c e s  

v E Ein E em E; e como sumidouro OS sucessores  d i r e t o s  de to-  
k j 

do vk D E i n E  em E . 
j j 

A capacidade máxima de f luxo da a r e s t a  Ei  assim 

'como de E . n  Ei  )' @ , i # j é determinada achando-lhe o f luxo  má 
J - 

ximo quando e introduzido um f luxo i n f i n i t o  nos v é r t i c e s  o r i -  

gem. O f luxo máximo da a r e s t a  E .  v a i  depender da quant idade de 
1 

f luxo que chega a cada um de seus v é r t i c e s  origem separadamen - 

te. 

Por tanto ,  uma a r e s t a  i n s e r i d a  num h ipe rg ra fo  t e r á  

sempre um f luxo máximo menor ou i g u a l  ao que t e r i a  s e  a n a l i s a d a  

como uma rede ã p a r t e .  Es te  f luxo dependerá da quant idade d e f l u  - 
xo que f o r  emitido de toda a r e s t a  E t a l  que E i n  E f @ e i f j .  

j j 

O f luxo máximo de uma rede- hipergrafo é i g u a l  ao 

f luxo máximo da a r e s t a  E introduzindo nos v é r t i c e s ' { v }  E E . ~  Em,  
m J 

o f luxo máximo que a a r e s t a  E .  emite  pa ra  v.  A s s i m  como, o f l u  
J - 



xo que realmente passará  por '  lu}€ E i n  E # , i f j ,  dependerá 
j 

dos f luxos  niaximos d a s ' a r e s t a s  que atingem u. 

mos emitindo 

t e s  a  E i f i  E 
j 

O f luxo máximo de E i n  E (considerando que e s t a-  
j 

f luxo de E .  para  E . )  é determinado p o i s  pe lo  f l u x o  
1 3 

para  os  sucessores  d i r e t o s .  dos v g r t i c e s  pertencen- 

emE . Aqui o s  v é r t i c e s  origem são os da a r e s t a E . .  
j I 

5.2.3.1 - Exemplo i . l u s t r a t i v o  - 

Consideremos o  h ipergrafo  da f i g u r a  5.7, ~á suh ja - 

tente ao mesmo uma rede  com v é r t i c e  (1) como origem e  ( 2 5 )  como 

sumidouro. 

Vamos determinar a  capacidade das a r e s t a s ,  o  £lu- 

xo msximo das a r e s t a s ,  a  capacidade de f luxo das i n t e r s e ç õ e s ,  

o f luxo mãxiino das in te r seções  e  o f luxo máximo da rede .  



AO l-iiperyrafo da. f i gu ra  :5.;7 corresponde o g ra fo- l i-  

nha orientado da f i gu ra  5 .8 ,  

F ig .  5.8 - Grafa- linha or ientado 

a )   terminação da capacidade das a r e s t a s  

O f luxo mãxirno do v g r t i c e  ( I)  para os sumidouros 

( 4 ) ,  ( O ) ,  (11) e (1-2) é 28. Logo a capacidade máxima de f luxo  

da a r e s t a  E l  (d i reção E l  para E2 e E l  para  E g )  28. 

Aresta E,  



ARESTA E 4  

Capacidade máxima de £ lu  - 

xo (direção E,, para Et) 

é 23. ~ G r t i c e s  origem: 

5 ( 1 )  , (23) e ( 2 4 )  

v é r t i c e  çumidouro: (25) 

ARESTA E 2  

O f luxo máximo do v&- 

t i c e  origem ( 1 2 )  aos 

sumidouros (1.5) e (18) 

6 15.  Logo a capacida- 

de máxima de f luxo 

(direção E 2  para  E 4 )  é 

1 5 .  

ARESTA E 3  

Capacidade mZixima de 

fl-uxo da a r e s t a  E 3  ( d i  - 

reção E para  E,) 613. 
3 

v é r t i c e s  origem: ( 4  ), 

v é r t i c e s  sumi.douro: 



h )  ~e te rminaqão  do f luxo maximo das a r e s t a s  

O f luxo máximo que a 

a r e s t a  E l  6 capaz de 

emitir para  a a r e s t a  

E, é 2 4 .  

Vgrt ice origem: 

(1) 

v é r t i c e  sumidouro: 

. . 

AR.ESTA E1  

O f l u x o  msximo -que a. 

a r e s t a  E é capaz de 
1 

e m i t i r  para  a a r e s t a '  

E ,  é 2 6 .  

Vêr t ice  origem: 

(1) 

Vér t ice  sumidouro: 

( 4 1 ,  ( 8 )  e (11) 

O f luxo máximo que a a r e s t a  E p  é capaz de e m i t i r  

para a a r e s t a  E k  é i g u a l  a sua capacidade, i s t o  é, 15.  E de E, 

para E 6 nulo. 
1 

O f luxo máximo que a a r e s t a  E 3  é capaz de e m i t i r  
- 

para E4  6 igua l  a sua capacidade, i s t o  6 ,  13. E de E 3  para E l  e 

1 0 .  



O fluxo máximo que a a res ta  E q  capaz de emi t i r  

para a aresta  E 3  é 7.  6 para a a res ta  E 11. 
2 '  

c) ~ e ~ e r m i n a q ã o  da capacidade de fluxos -das i n t e r  - 

seções 

A capacidade máxima 

" 
de fluxo de E l n E 2  e 

18. 

vér t ices  origem: 

(91,  ( 1 0 1 ,  ( 8 )  (11) 

vér t i ce  sumidouro: 

3 , .  4 (15) . 

A capacidade máxima 

de fluxo de. E ,n E-3 e 

32 .  

vér t ice  origem: 

(1) I ( 7 )  . (6) I ( 1 0 )  

vé r t i ce  sumidouro: 

( 2 1 )  e ( 2 4 ) .  



A capacidade mãxima 

f luxo  de E / ) E  é 1 
4 

~ ê r t i c e  origem: 

(121, ( 1 4 )  , (171, (20) 

vértice sumidouro: 

( 2 4 ) ,  (25) 

A capacidade mjxima de f luxo  de E p E4 

vértice origem: 

v é r t i c e  sumidouro: 



A a r e s t a  E g  recelx? de E um f luxo  máximo de 2 8  e 
1 

consegue f a z e r  p a s s a r  pa ra  a a r e s t a  E 4  um f luxd  máximo de 7. A 

capacidade máxima de f luxo  de ~ , n  E C  é 7. 

A a r e s t a  E recebe da a r e s t a  E l  um f l u x o  de no má 
2 - 

ximo 2 4 ,  porém consegue f a z e r  p a s s a r  pa ra  a a r e s t a  E 4  um f l u x o  

mjximo de 15 .  A capacidade máxima de f luxo  de E 2 n  E 4  6 17. 



C)- ~e te rminação  do f luxo máximo da rede 

O máximo de f luxo que a a r e s t a  E l  consegue f aze r  

passar  para a a r e s t a  E 2  é 18. A capacidade de f luxo d.e Elfl E 2  e 

18.  

A rede considerada tem como v é r t i c e  origem (1) e 

sumidouro ( l 3 ) ,  ( 1 4 )  e ( 15 ) .  

O máximo de f luxo que  

a a r e s t a  E l  consegue 

f aze r  passar  para  a 

a r e s t a  E 3  6 28 .  A capa - 
cidade máxima de Eln E, 

é 3 2 .  A rede considera  - 
da tem como v é r t i c e  o r i  - 

gem (1) e sumidouro 

( 2 1 )  e ( 2 4 ) .  



A a r e s t a  E %  possui  uma capacidade mjxima de f l u x o  

i g u a l  a 23,  porém o f luxo máxiino 6 1 ' 7 .  Esse é o f luxo máximo da 

rede-hipergrafo.  

.5.2.4 - ~ s s o c i a c ã o  de a r a f o s  não or ientados  as a r e s t a s  de  h i ~ e r  

Suponhamos que a rede- hipergrafo s e j a  

do ,e  que acada l i n h a  que l i g a  um v é r t i c e  v.  a o u t r o  
1 

não o r i e n t a  - 

v possua 
j  

'capacidade de f luxo não negat ivo.  Vamos es tudar  o caso ondedois  

movimentos pa ra le los  de sen t idos  c o n t r á r i o s  podem s e r  produzi-  

dos sobre uma l i n h a  (vi , v j )  . 
Es ta  t e o r i a  tem muitas ap l icações  p r á t i c a s ,  e m  e 2  

p e c i a l  citamos o estudo do c o n t r o l e  de t r á f e g o  urbano. N e s t e p -  

t i c u l a r ,  b a i r r o s  seriam a r e s t a s  da rede- hipergrafo cidade.  Po- 

der- se- ia ,  por exemplo, e s tudar  con t ro les  sobre  a s i n a l i z a ç ã o ,  

de modo que, o t r a f e g o  f l u i s s e  da melhor forma de determinado 



b a i r r o  para ou t ro .  

para  r e s o l v e r  e s t e  problema poder- se- ia pensar  

que tudo s e  passa  como s e  tivessemos duas l igações  d i s t i n t a s  

(vi , v j )  e (v j  ,v i )  , e n t r e  o s  pontos v .  e v e ado ta r  c r i t é r i o s  
1 j f  

como : 

19) a l i n h a  não o r i e n t a d a  (v i ,  v .  ) possui  capacida 
J - 

de c (vi ,  v ) , então  
j 

onde f (v .  , v  ) e f ( v  , v .  ) são f luxos  e n t r e  vi e v . 
l j  j  1 j 

20) a l i n h a  não o r i e n t a d a  possui  capacidade 

c (vi , V então 
j  

f ( v i t v . )  J < c (v i lV  ) 
j  

(21 f ( V .  ,v i ) .  < c (v .  , v .  
J 1 J 

ond-e f  ( v i , v . )  e f  (v  ,v i )  possui  o mesmo s i g n i f i c a d o  de (1) e a 
J j 

t e r c e i r a  igualdade s i g n i f i c a  que o f luxo  s e r á  permit ido semen- 

t e  numa direção.  

Nota-se que qualquer que s e j a  o c r i t é r i o  e s c o l h i  - 
do para  r e so lve r  o problema cu jas  l igações  e n t r e  v é r t i c e s  não 



são orientadas a p r i o r i ,  é necess&zLo a uti1ização.de duas l i -  

nhas opostas entre  cada vértice com restr ições  apropriadas. 



1 - LTSTAGEM DA PROGRAMAGAO PARA COMPUTADOR 

Linguagem usada:  FORTRAN 

Computador usado . p a r a  t e s t e s  : 

BUKROUGHS - 6 9 0 0 ,  mantido p e l o  ~ Ú c l e o  de computação E l e -  

t r ô n i c a  da Univers idade F e d e r a l  do R i o  de  J a n e i r o .  

2 -. PORMENORIZAÇRO DE UMA ITEKACÃO DO ALGORITMO DE DISTRITAMEN - 

TO 

3 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS 



P(3E NA L I S T A  d 0 V E R T I C E  N - A L I S T A  31 E ORDENADA S E G U N D Q  
[ORiIEM C R E S C E N T E $  A FUNCAG O B d E T  I Y A  P A R T J C U F A R  DE SEUS 
SUi3DISTRITOS 
CARA 1-ESTA X R E P R E S E h l f A  UIYiA A R E S T A  1 D I S f R d T O J  DO H I P E R G K A -  
FO 1 A R E A  lOTkL3s  



VER1 F I C A  A CONEX I D A D E  D O S  O K S T R I  TOS 



FUNCAO QUE CQMSULTA L.ISTA Ls PARA VER SE CONTEIVI PONTO X V  





PROGRAMA P R I N C  IPAb 

INEC f h  L I S T A S  D O S  S U B D E S T R L T O S  I N T E R N O S  E E X T E R N O S  

M E 13 N U MERO DE D I S T R I T O S  EXXSTENTES 

A R E A Y  - AREA T O T A L  CA R E G I A 0  W SER K E D T  S T R I T A D A  áPODE 
SER LIDA OU CALCULACA 3 '  

OS V I Z I N H O S  APARECERAU MCS CkRTOES DE D A D O S  EM FORHAV 1 3 ,  

NSUBI) i) NUMERO T O T A L  DE SUi3uiSTRIT'OS 

NSDA O  NUMERO D Q  SUDCESTRITQ A N T E R I O R  

AREA(á1 e AREA UQ S V E D I S S ' e  1 PERTENCENTE Ar3 DISTRITO NDISá 

DIMENSSON 1 VAUX425  1 oND%SIZOQJp ISUBD (5US d A J i J D A I  i00Ud 
DIMENSION I [ F % L I N á 2 0 O ) p I F E L E X d Z O O ) p  I N I C L T á S O Q )  
D1ME NS I ON MdRCkD [ 50 g M A R C S D I  200 1 
DIMEluSION MARCfI 42003 
COMMUN ISUC( 5 0 0 )  y X I N F 0 i 2 0 U 3 ~  fLUNTA9f VfCOP42DOd ,NUM 
COMMOM 1 Q I L Z t \ l f 2 O Q l r  IVfLFMi20O~vXVX1' .L3000)  
CCJMMON NUSADO(50 19NPROf" I. 50) rCARENi 5 0 )  9 ITERMá315r3) q INVDISi50 
COMHON %F\/C)I Si50  ) ~ N E P R U 1 : á i O O O J ~ A D I S T i 5 ~ i  PEALI%ST 
COHMGN IPAI(5Ol rMN 





LE AKEA DOS S U B D I S T .  E CALCilhA AREAS i30S MN DãSTR1TOS 
FE %TOS ANTER IORM ENT E 

MONTAGEM DAS 1 ESTAS DE S U B D I S T R I T O S  VIdIlrlHOS ,EM E S P I R A L .  
áàNTERNOS E EXTERNOSI  A P A R T I R  D A  L E Z T U A A  DUS SUi3D15To 

DE CADA D I  STR I TO e 

POE SUBDXSTRITO NA LISTA O E  INTERNO Q b  EXTERNO, 



CGNCCLIT-S E Q U E  O SLIBDZSTRIYO E EXTERNO, 

*+*$ *********)%%* W<%* ********$********&** * *&?%4~***&&***<*d<*$~*  

MONTA LZSZ-A D O S  VILXNhOS DOS D I S T R I T O S  
* * * $ & & * 4 $ < % * 4 * * * & * * % & % f ~ * * & 9 6 4 & * * & 4 4 < * * & * * * 4 ~ * ~ + * * * 4 * * * * % * $ & + * %  

%MPR%IYE L I S T A  D O S  V I Z I N H O S  DOS DISTRITOS 







UETEKMINA 0 D E S V I O  P A D R A O e  S E  FOR IGUAL A Z E R O  ENYASi PARE, 
SE O D I S T P X T C  NOMW F I C O U  MENOR QU li;UAb A M E D I A  ESPERADA 
ENTAO V O L T A  PARA P R O C U R A R  U d T R O  NOMA, 
SENAO V E R I F I C A  SE NCMA POSSUI M A I S  QUE UM S U B D I S T K I T Q  E 
VOLTA A ARVORE P A R A  F R O C U R A R  UI4 OU7RO NOME 





P O R ~ N O X P Z A @ O  DE UMA STERAÇÃO DO ALGORITMO DE DISTRITAMENTÒ 

TESTE 1 

A f i g u r a  acima mostra uma &ea d i v i d i d a  e m  4 d i s-  
b 

t r i t o s .  Segundo um c r i t e r i o  "qualquer" e s t a  á r e a  s e r á  f r a c i o n a  - 

serem c r i ados  mais - 2 da para  que possa 

d i s t r i t o s .  

seg1 

s e r  r e d i s t r i t a d a  pa ra  

Je a  descr içao  pormenoi cizada de uma i t e r a ç ã o  

(experimento 1) u t i l i z a n d o  o  algori tmo de d is t r i ta rnento .  

A f i g u r a  abaixo mostra a  á r e a  acima d i v i d i d a  e m  

s u b d i s t r i t o s .  



$REA TOTRZ ANALISADA (AREATL ). 

168  

'DISTRITOS A SEREM F O ~ ~ D O S  (.MN) 

6 

SUBDISTKITOÇ FORMADOS (NSUBD) 

1 4  

1 2 S . ~ ~ ~  DOS SUBDISTRITOS (XINFQ) 

DELTA 

o .  

gHOS DOS SUBDISTRITOS 

CONFIGURA~ÃO I N I C I A L  ALE:AT~RIA DADA AOS 6 D I S T R I T O S  



DISTRITO 

E 1 

E4 

E, 

Os distritos com seus suhdistritoç foram coloca- 

dos sob a forma de lista. 

O vetor ISUBD(1) que contará o nimero de çubdis - 

tritos pertencentes ao distrito I,,será da forma: 

ISUBD 

DISTRITO 

mente. 

PASSO AP, 

ADIST (I) - área dos distritos montados anterior- 

EADIST = 168/6 = 28 (área média esperada) 



PASSO AP3: DESVIO < DELTA 
-. 

PASSO A P 4  : Suponha que no d i s t r i t o  E .  exis tam p  
.- - 1 

s u b d i s t r i t o s .  A s  l i s t a s  são montadas em ordem segundo o s  "pe- 

sos" dos p  s u b d i s t r i t o s .  I s t o  f a c i l i t a  a  procura dos elementos 

uma vez que o  "peso" é f a t o r  do processo de balanceamento. 

A s  l i s t a s  se rão  i n t e r n a s  e  ex te rnas .  A i n t e r n a  é 

formada pelos  s u b d i s t r i t o s  per tencentes  a  E que não possuem 
i 

vizinhos f o r a  de E . .  O s  s u b d i s t r i t o s  que possuem v iz inhos  per-  
1 '  

t e m e n t e s  a  ou t ro  d i s t r i t o  E per tencerão  a l i s t a  dos e x t e r  
j 

nos. 

~ n í c i o  i n t e r n o  ~ I T ~ T - F [ T ]  

LISTA DOS SUBDISTRITOS 

PASSO A P 5 :  Montagem da l i s t a  de v iz inhos  dos d i s  - 

t r i t o s  o 

Distrito i 2 3 4 5 6 

-t.ritos 

vizinhos 

4 
. . 

6 5 
de dis- 

1 1 1 6 3 6  3 2 5 



PASSO BP : CArlEN ( I )  = A D I S T  ( I )  - EADIST 

MARCA (I) 

PASSO BP,: O d i s t r i t o  E4 6 o de maior va lo r  V .  
- J 

(=49)  , então: 

E 
m a x  + E 4  

MARCA (Eq  ) O 

PASSO B P 3  : Expande arborescência com r a i z  em E 4  e 
- 

determina as carências .  

PASSO BP,+ : O d i s t r i t o  de menor carência  acumulada 

O 
- 

e vizinho de E,, é O E 6 ,  então Emin 4 E 6 .  

O 1 



PASSO UP,: 

> O  maior s u b d i s t r i t o  ex terno  de E e  v iz inho de 
4 

E6 6 o ind ice  1 0 ,  então  MA1 4 SUBD1 

-D I S T R I T O  SUBDISTRITO 

.Vetar A D I S T  2 1  3 2  30 3 0  3 8  1 7  



Vetor ISUBD 

Vetor CAREN 

MARCASD (I)  

PASSO BP : 

-7. 

= O para  todo I = 1, NSUBD 

4 ,  

I n i c i o  dos externos  3 

Remontagem da l i s t a  de vizinhos dos d i s t r i t o s  
L 

2 

I n i c i o  dos i n t e r n o s  

6 

o 0 0  

10 

L i s t a  dos s u b d i s t r i t o s  

-11 

7 

2 

a 11 
- 

13 



PASSO BP,  : 

6 2 
E (E,  - 2 8 )  

1 

DESVIO = 
i =l 

6 = 7.  f O 

PASSO B P 9 :  
- 

(ADIST(E,) = 38).  I f  2 8  e I S U B D  (E,) > 1 então va i  

ao PASSO BP2 

A f i gu ra  abaixo mostra como ficaram formados o s  

d i s t r i t o s  depois des ta  primeira i t e r ação .  
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R E S U L T A D O S  D O S  E X P E R I M E N T O S  - T E S T E  1 

DADOS . I N I C I A I S  ARNM 

D I S T  SUBDISTRITOS 











T E S T E  2 

A R E A  TOTAL A N A L I S A D A  

594. 

D I S T R I T O S  A SEREM F O R M A D O S  

7 

S U B D I S I R I T O S  E X I S T E N T E S  

43 

MEDIA DE ÁREA E S P E R A D A  POR D I S T R I T O  

82 

ÁREA DOS S U B D I Ç T R I V O S  (XINFO)  
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RESULTADOS DOS EXPERTMEN'TOS - T E S T E  2 

DADOS I N I C I A I S  

SUEDI STIII TOS 

ARM 
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AHEXO I 

TEORIA DOS GT@i.F;'OS 



O anexo 1 cont&x definiqões,  conceitos e t6picoç 

sobre a t e o r i a  dos Grafos,  que d i r e k a  ou iiadiretcblnente estarao 

presentes no d-esenvolver deste trabalho, 



Um gxafo -- (náo direcioriado) G ( V , A )  6 a ass.ociaçZo 

de u m  conjunto f l n i t o  não v-azio V e um Conjunto A de pa res  (nã6  

ordenados) de elementos clist in-tos de V ,  0s elementos de V s ã o  

os  v & r t i c e ç ,  --- 116s ou pontos,  -- e  os  de A sao  a s  -- l i n h a s  de  G. 

e = ( v i , v )  
j 

E A 

Se e - (vi .v ) então  e 6 inci-dente  a v .  e  v . ,  e es 
.i - 

1 & 

- J 

t e ã  são adjacentes .  
_s__---_ 

Se  e l  = ( v , , ~ , )  e e = ( v , , ~ v ~ ) ~  então  e, e e 2  são 
2 

adjacentes ,  
P 

Se o  vêr-tice não possui  l i n h a  a ele  inc iden- te ,  e n ,  - 

t ã o  diz- se que o  vértice-. é i s o l a d o ,  --- 

Um g ra fo  que c o n s i s t e  somente de v g r t i c e s  i s o l a-  

dos (não possui l i n h a s )  , e chamado g r a f o  nulo ,  

Se n  = 1 então  m = O e  o  cpa fo  6 d i t a  t r i v i a l .  

Laqo é uma l i n h a  do t i p o  e = (v i ,v i )  

Se dois  v g r t i c e s  de um gra fo  são  l igados  por  m a i s  

de uma l i n h a ,  então o  g ra fo  possui  -.- l i n h a s  múl t ip las ,  ou paral-e  

l a s  . - 
Mult igrafo e o gra.fo que possui  l i n h a s  p a r a l e l a s .  -- -- 

Grafo ro tu lado 6 aquele  em que a  seus v é r t i c e s  ou 

Linhas são associados r õ t u l o s .  

D o i s  g rafos  sã-o v isomorfoç e quando e x i s t e  uma cor-  



respondf nc ia  h i u n ~ v o c a  e n t r e  seus  vért: ices,  respect i~amen. [ :~ ,  
- 

que preserve a  adj  acência ,  Simbologia G = G '  . 
Um gra fo  G '  ( V '  ,A '  ) e sí.&qrafoJarcLal. ---- --.--- de (; (v,A) 

qua.nclo V '  S V  e A ' S  A,  

Um g ra fo  G' ( V '  , A ' )  sulsgrafo de G ( V , A )  quando G' - 

f o r  subgrafo p a r c i a l  de G e para  todo seu  v i ,v j  E V ' >  s e  (v. ,v . )  
L J  

E A -+ ( V .  , V . )  E A'. 
" 3  

d 

Um subgrafo p a r c i a l  G' ( V '  > A '  ) de G (VIA) e d i t a  
6 

s e r  subgrafo -.----.-----V- gerador de G quando V = v s ,  

Um d ig ra fo  (g ra fo  direcionado,  d-irigid-o ou o r i e n  ---- 
tado)  D, c o n s i s t e  de iani corijunto não vazio  V de v&3Aces e uma 

coleqao p r e s c r i t a  X de pares  ordenados de v g r t i c e s  d i s t i n t o s ,  

O s  elementos de X são l i n h a s  d i rec ionadas ,  l i n h a s  o r i e n t a d a s  ou 

simnplesmen t e  a rcos .  --"--- 

Dado um d i y r a f o  D ,  s e j a  u m  a r c o  x = ( ~ , v )  onde o 

v g r t i c e  u 6 sua extremidade i n i c i a l  e  o  v é r t i c e  v sua  extremida - 

de f i n a l ;  diz- se que v sucessor  de u s e  o arco  x tem sua  ex- 

tremidade in ic i a -1  em u e  sua extremidade f i n a l  em v. Ao conjun - 
C 

t o  de sucessores  de u representamos por:  I " ( u ) .  Diz-se que u e 

um antecessor  (ou predecessor)  de v s e  o a rco  x tem sua extremi - 

dade i n i c i . a l  em u e  sua extremidade f i n a l  em v. Ao conjunto de  

~antecessores  de v representamos por:  i " (v)  . 
Cadeia é uma s e q k n c i a  de l i n h a s  de um gra fo  G ,  

t a l  que cada 1-inha apresenta :  a )  uma extremi-dade e m  comum com a 

l i n h a  antecedente,  5 excer;$o da pr imeira ;  h )  uma extremidade em 

comum com a Pinha sub--sequente, 5 exceqão da Ultima. 

Uma vez que não s e  e s p e c i f i c a  q u a l  das extremida - 

des s e  t r a t a ,  o  concei to  de cadeia  não - or ien tado ,  ou não - 
direcionado. 



IJm -.v- caminho em um digx-afo D 6 uma seqüência  altesi- 

nada. de v ~ r ' ~ l i c e s  e arcos ,  comepnclo e terminando com v 6 r t i c e s  e 

t a l  que cada arco  6 i n c i d e n t e  com o v & t L c c  que o segue. O nUmu 
4 

r o  de arcos de um caminho e denominado de c:o_~lrimento do cami- - ---- 

nl2.o. Caminho 6 d i t o  s i m ~ l e ç  s e  não passa  dua.s vezes pe lo  inesno 
7 -..- -- --e-- 

arco ,  e d i  t o  elementar se não passa  duas vezes pelo niesmo v e r t i  -------- e 

ce . 
O comprimento do menor caminho ou cade ia  e n t r e  

dois  v&t ices  u e V 6 denornii~ado de d i s t â n c i a ,  d ( u , v )  , e n t r e  es 
--e- -- 

s e s  v 6 r t i c e s ,  Por conveiqão s e  não houver c:aminho e n t r e  u e v, 

então d (u ,v)  = w ,  

Um c i c l o  ( cade ia  fechada) 6 uma cadeia  em que o 
--,-- 

primeiro e s Ultimo v k t i c e  coincidem, e todos os  demais v 6 r t i  - 

ces são  disiA.nt.o~ . 
Uiii c i r c u i t o  é um camir-ibo çimp1.e~ e fechado, O con ------ H 

c e i t o  de c i r c u i t o  é or ien tado .  

Uin g r a f o  ê conexo quando e x i s t i r  uma cade ia  e n t r e  -- 

quaisquer  dois  de seus  v é r t i c e s .  

O s  corn~cmentes conexos de urii g ra fo  são  seus  sub- -- 
gra£os p a r c i a i s  conexos maximais . 

Dado um g r a f o  G ,  def ine- se  g r a f o  l i n h a  L ( G )  de  

G,  ao grafo t a l  que os  v ê r t i c e s  de L(G) correspondem as l i n h a s  

de G e dois  v é r t i c e s  de L ( G )  são  l igados  por uma l i n h a  adjacen  - 

t e  s e  a s  l inhas  correspondentes em G ,  o forem. 

Grau de um v é r t i c e  v ,  g ( v ) ,  é o numero de  li- - 
4 

nhas ou arcos inc iden tes  a v.  A soma dos graus dos v&t iceç  e 

Igua l  ao dobre do nfimero de l i n h a s .  

Um g ra fo  é - -  r e ~ u l a r  quando todos seus  v é r t i c e s  

possuem o mesmo grau.  



mo de linhas, para o dado conjunto de v s r t i c e s ,  

N O - t a ~ ã o :  Ir s i g n i f i c a  o y ra fo  completo de p v & - - i  
P - 

ces e 

Uni cprafo completo possui  ) = h O s  

g rafos  conipl.etos não orienkado.; são chamados c ' l iques,  A s  c l i -  .- 
queç tem grande i~nportânc:ia teGrica, no es tudo de pmblenms de 

11- 9 
EVEN , es tudou  o problema do rnai,or n h e r o  de c l i  - 

queç de um cjrafo com iz v g r t i c e s  e chegou ao seg-iiinte reçi.d.tado: 

O s  g rafoç  que alcanqain e s t e  máximo são  o s  seguin- 

t e s  : 

1. Se n O (niod 3) en tão  G c o n s i s t e  de n/3 tri- 

p l a s  de v ê r t i c e s .  N% hz l igação  e n t r e  os  v é r t i c e s  da mesma tri. - 

p l a  e  todos os  v é r t i c e s  de t r i p l a s  d i f e r e n t e s  são l i gados  en t re  

s i .  

2 ,  Se n r I (mod 31 temos duas e s t r u t u r a s  possí-  

veis  para G. Consis te  de ima quádrupla de ( n - 4 ) / 3  t r i p l a s  ou 

c o n s i s t e  de 2 pares  e (n-4)/3 t r i p l a s .  A s  l i gações  e n t r e  v é r t i  - 

ces  respeitam as r e s t r i ç õ e s  de L .  



3. Se n =. 2 (niocl 3) en tão  G c o n s i s t e  de uni p a r  e 

(n-2) / 3  t r i p l a s ,  coin l igaqõeç e n t r e  vCrt ieeç corno em 1. 

Moon e Moser mostraram que e s t e s  são os  Ünicos gra .- 

fos  que alcanqam E (11) . 
k M com n = 3k e  3 c l i q u e s  são  yrafos  t i p o  1, que 

k 

devido aos estudos de Moon e Moser, passaram a l e v a r  seus  na- 

mes . A f i g u r a  A,  1. L mostra três exeniplos de g ra fos  Noon Moser. 

fi poss lve l  provar por i n d - u ~ ã o ,  que e s t e  t i p o  de  

g r a f o  possui  3]' c l i q u e s ,  cada uma cons i s t indo  de k v é r t i c e s .  

Paul1 e Unger apresentaram o s e g u i n t e  a lgor i tmo 

que determina as e l iques  de um gra fo  com n v é r t i c e s ,  publ icado 
4 9 

e m  EVEN : 

Considere que G (V ,A)  6 um gra fo  não o r i en tado  com 

v "'{V ,,V2 e . . . . .  o. 

r vn 
sendo r o operador sucessor .  

Para  n 3 2 ,  f aça  

P l .  S, v e  i = 1 

P2 .  Para todo t E Si  coloca'  v i+l}  U ( T ( V ~ , ~ )  n t) - C ,  , en 

t ã o  C i + l  = ' { S I  S = ' { v  1 ( r ( v i c l ) n t )  para  todo t c s . 1  
i+l  I 

~ 3 .  Faça stiil = c + ~ W  S.  1 



P4 .  Si,l 5 CI conjunto de todos 9s elementos de Ç '  
%i-1 ( C I U ~  

são subconjuntos de  V)  que não S ~ O  subconjuntos de  ou- 

I I 
t r o s  elementos de S i . ~ i ~ t â o  Si, = % I  S E § 

i -1- 1 e 

I 
(t3 s -,- t = s p  V t E S 

P5.  S e  14-1 = n, pare ;  S 6 o conjunto de todas a s  c l i q u e s  i+l 

de G.  senão, f aça  i +- i+l e v o l t a  a  P 2 ,  

Uin y rafo  G (V,A) e - b i p a r t i t e  --- quando V puder ser par 
v 

t ic ionado em dois  subconjuntos Vl e  V, t a i s  que cada l i n h a  de  G , 

une um v é r t i c e  de V1 a o u t r o  de V,. Par t ic ionado s i g n i f i c a  que 

mo de linhas, para  o dado. coia-junto de  v&3xices, 

~ o t a q ã o  : 

O grafo  b i p a r t i t e  completo possui  P * I?, l i n h a s .  
1 

Teorema: Um g ra fo  6 b i p a r t i t e  se somente s e  todos -- 

seus c i c l o s  forem de co~nprimento pa r .  

Uin v é r t i c e  ( l i n h a )  & d i t o  ponto - de Cor te  - ( p n t e )  

quando sua remo~ão  aumentar o  número de componentes conexos do 

grafo  . 
Um g ra fo  é - a c i c l i c o  quando não possui  c i c l o s .  

U m a  f l o r e s t a  - é um gra fo  a c i c l i c o .  O s  componentes 

de uma f l o r e s t a  são  denominados de - &vores.  

Uma arvore  geradora de um gra fo  6 um subgrafo ge- 

rador  d e s t e  grafo ,  o  q u a l  s a t i s f a z  a  de f in ição  de arvore .  

Em um d i g r a f o ,  o número de arcos  para  um v é r t i c e  

v 6 denominada g rau  de en t rada  -- de v. O 11Ümero de Arcos de um v6r - 
tice v é denominado ~ a u  -- de s a l d a  - de v. O grau de um v g r t i c e  v, 



em um digrafo ,  6 a soma de seus graiq de en t rada  e s a l d a ,  

Arvore e n r a i  zada d i rec ionada  Carborescencia.) uin --------- 

gra fo  d i r i g i d o  a c i c l i c o  no q u a l  exatamente um v z r t i c e  ( r a i z )  I= - 
s u i  grau 'e en t rada  zero,  enguanto todos os demais possuem grau  

de ent rada  um. 

Um v 6 r t i c e  6 d i t o  t e rmina l  ( f o l h a )  se s e u  grau de 

salda f o r  nulo. 

Se e x i s t i r  um caminho de  um v g r t i c e  v pa ra  um v e r  
. - 

t i c e  w, então v 6 d i t o  -. ances t ra l - de w, e w e descendente de v .  

Se  e s t e  cara:inho possu i r  comprimento um, v é p a i  de w e w f i l h o  

de v. 

Um g r a f o  .-- e d i t o  p l a n a r  -'-_ r s e  e x i s t i ? :  1x11 modo de se-  

presen-ta-20 num plano,  de t a . 1  forma que ngrs ha . j a  clzuzainen.'co de  

l i n h a s ,  

Um g ra fo  p lana r  6 tambêm chamado - qra fo  planmr - .--- t o  

pológico e pode s e r  associado a um mapa onde cada reg ião  c o r r e s  - 

ponde a u.m v&rt ice  e cada f r o n t e i r a  a uma l i n h a .  

Face de u m  g r a f o  p lana r  topolÓgico uma r e g i ã o  -- 

do plano l imitado por  l i n h a s  do g ra fo  e que não contém l i n h a s  

nem v é r t i c e s  no seu i n t e r i o r .  A f a c e  ex te rna  do g ra fo ,  l i m i t a d a  

pe las  l i n h a s  ex te rnas ,  6 a face  i n f i n i t a .  

Lema: O s  c i c l o s  que cons-tituein a s  f r o n t e i r a s  das  

d i f e r e n t e s  faces  f i n i t a s  de uin g ra fo  p lana r  G formam uma base. 

de c i c l o s  para G.  

Teorema (Euler )  : Em um gra£o p l a n a r  topológico co -- - 
nexo com n v e r t i c e s ,  m l i n h a s  e f f aces  v e r i f i c a- s e  



Teorema: Todo g r a f o  p lana r  não o r i en tado  possu i  
-"-- 

um v z r t i c e  x com grau d(x)  c 5 

Um r e s u l t a d o  i n t e r e s s a n t e  t i r a d o  da fórmula de  EU ...... 

l e r  6 que: s e  1.evaxmos em conta que um g r a f o  p l a n a r ,  3f 2m 

( v i s t o  que cada f a c e  é l imi tada  por  ao menos 3  l i n h a s  e  cada li - 
nha separa duas f aces )  , concluimos que, para todo g r a f o  p lanar ,  

m 4 3n - G ;  logo um gr-afo ê não p lana r  s e  ni > 3n - 6 .  

Uma. rede --- 

(V,A, f )  cons is t indo de 

t i c e s ,  um conjunto i4 = 

culação de f luxo,  

G pode ser def in ida  como uma t r i p l a  

um conjunto V = ( v ~ , v ~ ~  ... , V  ) de v&- n 

{ ã l r a 2 r  . . . m e  a 1 de a r c o s ,  e f a c i r -  m 

f  6 em muitos casos um v e t o r  de dimensão n; tA4 que: 

a )  para todo arco a .  E A ,  5 6 o  f luxo elementar em a b )  pa- 
lc k. k ' 

r a  todo v é r t i c e  v  E V,  a  soma a l g g b r i c a  dos f luxos  elementares  
lc 

nos a rcos  que chegam a  a  6 i g u a l  a  soma a ly6hr ica  dos f l u x o s  k 

dos arcos  que saem de ak, i s t o  é, C 
'i 

= C f . 
a E f ( v )  a c ? ( v )  7 i j 

Corte em uma rede  na forma canônica é o  conjunto  -- 
de arcos  de mesmo s e n t i d o  que une do i s  conjuntos complementares 

A e X - A de v é r t i c e s ,  t a i s  que a  f o n t e  x E A e o  sumidouro 
O 

x E X-A (excluindo-.se o  a r c o  de r e t o r n o ) .  n 

Teorema: (Ford e  Ful_lcerson) : o v a l o r  mãx.irno -- do 

f luxo em uma rede E? i g u a l  5 capacidade ( l i q u i d a )  do c o r t e  de c a  .- 

pacidade ( Izquida) m2nima. 



ANEXO 2 

TABELAS DAS CLJQUES DOS GRAFQS 
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TABELA 9 (coaitinuactio ) 













TABELA 4 

niimero de l iphas  que f o r  
~ G r t i c e  , 

nece o mínimo de c l i q u e s  c l i y u e s  
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