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RESUMO 

A Programação Linear  e  a  Programação I n t e i r a ,  são  

t é c n i c a s  de ot imização largamente u t i l i z a d a s  na  r e so lução  de pro  - 

blemas que tenham seus  modelos r ep re sen t ados  por expressões  li- 

n e a r e s ,  e  em e s p e c i a l ,  na reso lução  de problemas l i n e a r e s  que 

apresentam e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s .  

E s t e  t r a b a l h o  tem por f i n a l i d a d e ,  e x p l i c a r  em n í v e l  

i n t r o d u t ó r i o  , a lguns  dos conce i to s  envolvidos  na  Programação 

Linear  e  na  Programação I n t e i r a ,  e  e s t á  bas icamente ,  d i v i d i d o  

em t r ê s  p a r t e s .  Na p r i m e i r a ,  é f e i t a  uma r ev i são  dos , conce i to s  

mais impor tan tes  do Método Revisado do Simplex e  do ~ é t o d o  de De - 

composição , pr inc ipa lmen te  aque les  i nd i spensáve i s  ao p e r f e i t o  en - 

tendimento dessas  t é c n i c a s  de o t  imização.  

Na segunda p a r t e ,  apresentaremos métodos de so lução  

pa ra  qua t ro  problemas com e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s .  Esses  problemas,  

podem t e r  o  s e g u i n t e  a s p e c t o :  

min z = c  x  

s . a .  : Ax = b 

X & X  

onde rT ,  x E R"; b  E Rm; A é uma ma t r i z  com m l i n h a s  e  n  colu-  

n a s ,  e  X r e p r e s e n t a  o  conjunto  de e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s .  

Finalmente ,  n a  t e r c e i r a  p a r t e  apresentamos uma a p l i -  

cação da programação Linear  no p l ane j  amento dinâmico de p l a n t i o s  

de d i f e r e n t e s  c u l t u r a s .  



Linear  and I n t e g e r  Programming a r e  l a r g e l y  used o p t i  - 

miza t ion  techniques  t o  s o l v e  problems modelled by l i n e a r  expres-  

s i o n s ,  f o r  problems wi th  s p e c i a l  c h a r a c t e r i s t i c s ,  we can genera- 

t e  s p e c i f i c  a lgor i thms  which a r e  more e f f i c i e n t .  

Here we t r y  t o  in t roduce  some o f  t h e  most important  

a spec t s  involved i n  Linear  and In t ege r  Programrning. A t  f i r s t  we 

review t h e  Revised Simplex and Decomposition Methods. 

Af t e r  t h a t  t h e  gene ra l  problem 

min z = c  x 

s u j  e c t  t o  A x  = b  

x E X 

where cT and x  E R"; b  E Rm; A i s  a  (mxn) mat r ix  and X i s  a  spe- 

c i a l  s e t  i s  t r e a t e d  cons ide r ing  fou r  d i f f e r e n t  s p e c i a l  cho ices  

f o r  t h e  s t r u c t u r e  of X.  

A t  l a s t  an a p p l i c a t i o n  of L inear  Programming t o  t h e  

plenning o f  t h e  p l a n t a t  ion of d i f f e r e n t  a g r i c u l t u r a 1  produc ts  i s  

p r e sen ted ,  cons ide r ing  dynamic a spec t s .  
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INTRODUÇÃO 

Pretendemos n e s t e  t r a b a l h o  o f e r e c e r  uma c o n t r i b u i ç ã o  

às t é c n i c a s  matemáticas p a r a  a  reso lução  de problemas de Pro- 

gramação L inea r  e  Programação I n t e i r a ,  problemas e s t e s  cons t i  - 

t u idos  de e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s .  Representamos e s s e  t i p o  de 

problema da s e g u i n t e  maneira:  

máx z  = c.x 

s . a .  A x  - < b 

X E X  , 

T 
onde c  , x E $  ; b € 8  ; A é uma m a t r i z  com m l i n h a s  e  n 

co lunas ,  e  onde X r e p r e s e n t a  o  con jun to  de e s t r u t u r a s  espe-  

c i a i s .  

O e s t u d o  s e r á  apresen tado  em s e i s  c a p í t u l o s  , cons i s -  

t i n d o  o  p r ime i ro  de l e s  de um resunio do Método Revisado do Sim - 

p l e x  e  do ~ é t o d o  de Decompos içáo  de Dantzig e  Wolfe. Conside- 

ramos i s t o  n e c e s s á r i o ,  uma vez que e s s e s  métodos s e r ã o  u t i l i -  

zados em todos os demais c a p í t u l o s .  

No Cap í tu lo  I1 estudaremos o. problema em que a s  va- 

r i á v e i s  obedecem a  uma ordem pré-determinada.  E s t e  problema, 

pode rá ,  por  exemplo, t e r  a  s e g u i n t e  r ep re sen t ação :  

max xo - 

onde a  E P  , j = O ,..., n ; b E B  ; d E R  e d  > O .  
j 



No problema acima, as  va r i áve i s  foram ordenadas de 

forma c rescen te ,  s  endo que denominamos ( 6 )  , " r e s t r i ç ã o  de 

precedência" . 
Apresentaremos primeiramente, uma solução para  e s -  

t e  t i p o  de problema u t i l i z a n d o  o  Método do Simplex, conside- 

rando d  = + a . 
O método estudado n e s t e  c a p í t u l o ,  d i f e r e  da método 

usual  do simplex em alguns pontos:  

( i )  trabalharemos sempre com a  base B , e não sua inver -  

s a ,  B - I ,  i s t o  é,  resolveremos diretamente os s is temas l i n e a -  

r e s  ; 

( i i )  a  solução bás ica  i n i c i a l  s e r á  formada pe las  p  Ú l t i  - 

mas va r i áve i s  da r e s t r i ç ã o  de precedência ,  p e l a  va r i áve l  xo 

e  pe las  r e s t a n t e s  va r i áve i s  de fo lga ,  a t é  completar ( m + n) 

elementos ; 

.a 

( i i i ) n a  escolha  da va r i áve l  a  e n t r a r  na base ,  i s t o  e ,  

uma vez s a t i s f e i t a s  as condiqões de não-negatividade dos mul- 

t i p l i c a d o r e s  do simplex, devemos c a l c u l a r  o  z - c  r e l a t i  
j j - 

vo à pr imeira  va r i áve l  da r e s t r i ç ã o  de precedência ,  que não 

e s t á  na base.  Se e s t e  va lo r  f o r  negat ivo ,  a  va r i áve l  a s soc ia  - 

da a  e l e , e n t r a r á  na base ,  caso c o n t r á r i o ,  a  solução ob t ida  

s e r á  ótima. 

Muitas vezes as  v a r i á v e i s ,  além de obedecerem a  

uma ordem pré-determinada, podem assumir somente um dos valo- 

res  O o u  1 . Neste caso a  r e s t r i ç ã o  de precedência f i c a -  

rá:  



Es te  problema s e r á  reso lv ido  a p a r t i r  do desenvol- 

vimento da Dualidade em Programação I n t e i r a ,  sendo que n e s t e  

caso o problema a u x i l i a r  s e r á :  

máx qx - 

X E X  , 

onde : 

x = {x/xE$~,o c x1 2 x2 < ... < x < l ; x .~{O, l} , j= l ,  ... ,nl , 
n -  J 

e  q = (q1,..,9,) é um v e t o r  l i n h a  dado. 

A solução Ótima des t e  problema, s e r á  determinada 

da segu in te  maneira:  devemos c a l c u l a r  os va lores  s , p = 1 ,  
P 

. . . ,n  , t a l  que: 

Tomemos sk , t a l  que : 

sk = máx {spl  
p = l  , . ,n  

c O , a solução ótima do problema a u x i l i a r  s e r á :  (i) s e  s k -  



( i i )  

e  

O U  

s e  sk > O , a so lução  Ótima do problema a u x i l i a r  s e r á :  

A #. - A 

X = x  - = x  = l  li. k + l  " '  n 

(n-k+l) elementos u n i t á r i o s .  

Neste c a p í t u l o ,  apresentaremos também, so lução  u t i  - 

l i z a n d o  o Método de Decomposição, p a r a  os  problemas nos  

q u a i s  a s  v a r i á v e i s ,  além de serem ordenadas ,  s ã o  l i m i t a d a s  e 

ordenadas p o r  grupos .  

Finalmente ,  apresentaremos como so lução  do p rob le -  

ma ( 4 )  - ( 6 )  , um método que c o n s i s t e  em uma mudança de v a r i á -  

v e l ,  r eca indo  ass im,  num problema de Programação Linear .  

No Capí tu lo  111 ,  apresentaremos um a lgor i tmo p r g  

p o s t o  p a r a  r e s o l v e r  problemas i n t e i r o s ,  a j a s  v a r i á v e i s  podem 

assumir  somente um dos v a l o r e s  O ou 1 ,  denominado "Enumera- 

ção Impli 'ci ta".  Es t e  a lgor i tmo r e so lve  problemas com o s e -  

g u i n t e  a spec to :  

onde c .  > O  , J j  E N .  
J - 



O a lgor i tmo i n i c i a  considerando todas  as  n  v a r i á -  

v e i s  i g u a i s  a  z e r o ,  e  c o n s i s t e  de um procedimento s i s t e m á t i c o  

de s u c e s s i v a s  i nd i cações  do v a l o r  1 p a r a  a s  v a r i á v e i s ,  de mo- 

do a  a p r e s e n t a r  como r e s u l t a d o ,  depois de s e  t e n t a r  uma peque - 

n a  p a r t e  das 2" soLuçÕes, ou uma so lução  Ótima ou um i n d í -  

c i o  de que não e x i s t e  so lução  v i á v e l .  

Apresentaremos também, u t i l i z a n d o  o  ~ é t o d o  de De- 

composição, o u t r a  so lução  p a r a  o  problema (12)-(14) , onde o  

conjunto  X é d e f i n i d o  da s e g u i n t e  maneira:  

a 

A e s t r u t u r a  do problema a u x i l i a r  n e s t e  c a s o ,  e  a  

mesma do problema (7) - ( 8 ) .  Sua so lução  Ótima s e r á  o b t i d a  da 

s e g u i n t e  maneira :  x  = 1 s e  o  c o e f i c i e n t e  de x  n a  função 
j  j 

o b j e t i v o  (7) , f o r  p o s i t i v o ,  e  x = 0 ,  caso  s e u  c o e f i c i e n t e  
j 

n a  funçao o b j e t i v o  s e j a  n e g a t i v o .  Quando o  c o e f i c i e n t e  de 

x  f o r  n u l o ,  a  v a r i á v e l  x  poderá  assumir um dos v a l o r e s  
j j 

o ou 1. 

O Cap í tu lo  I V  c o n s i s t e  de um es tudo  r e l a t i v o  2 pro  - 

blemas de Programação. L i n e a r ,  nos q u a i s  a s  v a r i á v e i s  s ão  l i m i  - 

t a d a s  , s u p e r i o r  e  i n f e r i o r m e n t e .  Podemos r e p r e s e n t a r  e s t e  

problema da s e g u i n t e  maneira:  

min z = cx - 

Ax = b 

R < x < u  - > 

T onde c ,  x ,  R, u E $ ;  b  E P ;  u > R  e  
b 

A é uma m a t r i z  com 



m l i n h a s  e  n  co lunas .  

Apresentaremos so lução  p a r a  o  problema (15) - ( l 7 )  , 

u t i l i z a n d o  do i s  métodos, o  p r i m e i r o ,  o  Método do Simplex,  com 

algumas adaptações  p a r a  e s t e  t i p o  de problema. É impor tan te  

f r i za rmos  , que n e s t e  método a s  (n-m) v a r i á v e i s  não-bás i c a s  , 

assumirão sempre,  um dos s eus  l i m i t e s ,  i n f e r i o r  ou s u p e r i o r ,  

e  s ó  e n t ã o ,  poderemos c a l c u l a r  o  v e t o r  b á s i c o  xi , Ji E IB , 
- 

de modo que ,  x  e s t e j a  den t ro  de s eus  l i m i t e s ,  i s t o  é: i 

O segundo método de so lução  p a r a  o  problema (15)-  

( 1 7 ) ,  é o  ~ é t o d o  de Decomposição de Dantzig e  Wolfe. Neste 

. caço;  o problema a u x i l i a r  s e r á  também, i d e n t i c o  ao problema 

( 7 ) - ( 8 ) ,  onde: 

A so lução  Ótima d e s t e  problema a u x i l i a r ,  s e r á  o b t i  - 

da d a  s e g u i n t e  maneira:  s e  q j  - > O a  v a r i ã v e l  x 
j  

assumi r á  

o v a l o r  do s e u  l i m i t e  s u p e r i o r ,  i s t o  6 ,  x  = u  . E n t r e t a n -  
j j  

t o ,  s e  
'j 

< O a  v a r i á v e l  a s s i m i r á  o  v a l o r  do s e u  l i m i t e  

i n f e r i o r ,  i s t o  é, x = R . 
j  j 

A p r e s e n t a r e m s  também n e s t e  c a p í t u l o ,  uma compara- 

ção e n t r e  os  do i s  métodos: o  Método c l á s s i c o  e  o  ~ é t o d o  de De - 

composição. 

No Capí tu lo  V ,  apresentaremos so lução  p a r a  o  pro-  

blema denominado "GUB" (Genera l i  zed Upper Bounding) , tendo o  

s e g u i n t e  a spec to  : 



min xo - 

Apresentaremos um procedimento que nada mais é que 

uma e s p e c i a l i z a ç ã o  do ~ é t o d o  do Simplex. E s t e  procedimento 

r e s o l v e  os problemas com e s t r u t u r a s  semelhantes a  (19 ) - (22 ) ,  

mantendo uma "base  de t raba lho"  de dimensão reduz ida  m x  n . 
E s t a  "base de t r aba lho"  é de v i t a l  impor t ânc i a ,  p o i s , d e l a  são 

der ivados  todos  o s  elementos n e c e s s á r i o s  p a r a  a  r e a l i z a ç ã o  de 

uma i t e r a ç ã o  do método do s implex ,  como po r  exemplo, os valo-  

r e s  das v a r i á v e i s  b á s i c a s ,  os  m u l t i p l i c a d o r e s  do s imp lex ,  e t c .  

~ l é m  d i s s o ,  apresentaremos também, uma so lução  pe- 

l o  Método de Decomposição, cu jo  problema a u x i l i a r  s e r á :  

max - qx 

onde q  = ( q l ,  . . . , q n )  é um v e t o r  l i n h a  dado, e  



A solução Ótima des te  problema a u x i l i a r ,  s e r á  o b t i -  

da,considerando pa ra  cada subconjunto J , o segu in te  í n d i c e  
P  

ass im,  a t r ibuiremos o  va lo r  um pa ra  a  v a r i á v e l  x  (x =1) , e  
jo  jo 

zero  pa ra  as demais. 

No Capítulo V I ,  descreveremos uma apl icação  da Pro- 

gramação Linear  no planejamento pa ra  N anos de p l a n t i o s  de 

d i f e r e n t e s  c u l t u r a s ,  sendo que ,  as  á reas  em que e s t a s  c u l t u r a s  

s e r ã o  p l a n t a d a s ,  e s t ã o  in i c i a lmen te  ocupadas por  o u t r a s  c u l t u -  

r a s  com d i f e r e n t e s  idades .  P o r t a n t o ,  s e r á  n e c e s s á r i o ,  e r r a d i -  

c a r  e s t a s  c u l t u r a s ,  p a r a  f ina lmente ,  podermos p l a n t a r  a s  c u l t u  - 

r a s  s u b s t i t u t a s .  

A 

O o b j e t i v o  da programação do c u l t i v o ,  e  determinar 

a s  quantidades que s e  devem p l a n t a r  e  d e s a t i v a r ,  de cada c u l t u  - 

r a ,  em cada ano, durante  N anos,  de t a l  maneira que o  v a l o r  

a t u a l  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l ,  ao longo do hor i zon te  de plane - 

j ament o ,  s e j  a  máximo. 

É importante sa l ien ta rmos  ,que p a r a  a  implementação 

des t e  modelo de Programação L inea r ,  devemos f a z e r  as s eguintes  

considerações : 



( i )  o  i n í c i o  e  o f i n a l  de cada ano,  s e r ã o  respect ivamente ,  

a s  épocas de p l a n t i o  e  cômputo da r e c e i t a  l í q u i d a  to-  

t a l ;  

( i i )  as  c u l t u r a s  em es tudo ,  são consideradas pe renes ;  

( i i i )  e  f ina lmente ,  p a r a  a  mão-de-obra, são f ixadas  var iações  

mens a i s  

A l é m  d i s s o ,  são r e spe i t adas  as r e s t r i ç õ e s  r e l a t i -  

vas aos recursos  p rodu t ivos ,  que basicamente são t r ê s :  mão - 

de-obra,  c r é d i t o  e  á rea  d i s p o n í v e l ,  cujos t o t a i s  anuais  se rão  

e spec i f i cados  p a r a  cada ano do hor i zon te  de planejamento.  

Finalmente,  pa ra  que a  compreensão e  a  ass imilação 

dos métodos possam s e r  f e i t a s ,  apresentaremos exemplos comple - 

t o s  em cada c a p í t u l o .  



CAPÍ TULO I 

TÓPI COS EM PROGRAMACÃO LINEAR 

I .  1. In t rodução  

Quando usamos a t e o r i a  l i n e a r  de o t imização ,  p a r a  

resolvermos c e r t o s  problemas p r á t i c o s  nas  á r e a s  econômica ou 

i n d u s t r i a l  , aparece  n a  formulação de t a i s  problemas , s is temas 

com muitas  r e s t r i ç õ e s  e v a r i á v e i s ,  além desses  problemas ,apre  - 

sen ta rem e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s .  

Pa ra  e s s e s  c a s o s ,  o a l g o r i  tmo convencional  do 

s implex  pode f a l h a r  em a p r e s e n t a r  um método e f e t i v o .  ~á o a1 - 

gori tmo desenvolvido po r  Dantzig e Wolfe, pe rmi te  que o pro-  

blema o r i g i n a l  s e decomponha em d i f e r e n t e s  sub-problemas meno - 

r e s  , sendo possi 'vel  r e so lvê - lo s  p e l o s  métodos conhec idos ,  de 

t a l  forma, que a so lução  do problema o r i g i n a l  s e j a  o b t i d a  

a t r a v é s  das so luções  desses  sub -prob lemas. 

Como o ~ é t o d o  de Decomposição, s e r á  um dos métodos 

apresen tados  p a r a  r e s o l v e r  os problemas com e s t r u t u r a s  espe-  

c i a i s  ,es tudados  n e s t e  t r a b a l h o ,  achamos n e c e s s á r i o  f a z e r  um 

resumo d e s t e  método, ass im como também,do Método Revisado do 

Simplex,  p o i s  , s e r á  fundamental p a r a  o nosso e s tudo .  

I .  2. Algoritmo - Prima1 do Simplex (Forma Revisada) 

Vejamos pr imei ramente ,  as p r i n c i p a i s  noções e d e f i  - 

n i ç õ e s  do Método Revisado do Simplex. 



Um problema de programação l i n e a r  pode s e r  d e f i n i -  

do como sendo:  

máx z = c x  - 

m 
onde cT ,  X E ~ ;  b  E I R ;  e  A u m a m a t r i z  com m l i n h a s  e n 

co lunas  de pos to  m , i s t o  6 ,  p ( A )  = m . 
Desejamos e n c o n t r a r  um v e t o r  x E I#, que maximize 

a função o b j e t i v o  z , mas que ,  além d i s s o ,  s a t i s f a ç a  ( I  . 2 . 2 )  

e  (I  . 2 . 3 )  , sendo considerados  dados do problema os v e t o r e s  c ,  

b e  a m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  A .  

S e j a  B , a m a t r i z  formada po r  m colunas  l i n e a r -  

mente independentes  de A ,  e N as demais colunas r e s t a n t e s  

de A , i s t o  é: 

A =  [ B , N ]  . ( I .  2 . 4 )  

Sejam xB e cB p a r t i ç õ e s  de x e c a s soc i adas  a B , e 

x e c a s soc i adas  a N . Desta  forma, podemos r e e s c r e v e r  
N N 

( 1 . 2 . 2 ) :  

[B, N] [XB] = b , 
X~ 

p o r t a n t o :  



logo : 

onde xB é o v e t o r  das v a r i á v e i s  bás i cas ,  e  xN , das não-bá- 

s i c a s  . 

Assim, dados va lo res  a  xN em ( I .  2.5) , obtemos os 

r e spec t ivos  va lo res  de xB . Se fizermos x = x = O , obte  N N - 
- - 1 - A 

mos x = x = B b , des ta  forma, diremos que x  e  B B B uma 
- 

solução b á s i c a  de ( I .  2.2).  Se a inda t ivermos,  xg = ~-'b > O , - - 
- 

diremos que xB é uma - solução b á s i c a  v i áve l  ou prima1 v i á v e l .  

Teorema 1 .2 .1 :  

"Caso o  problema de Programação Linear  ( I .  2.1) , 

( I  .2 .2)  e  ( I  .2 .3)  admita uma solução Ótima, e n t ã o ,  ao menos 

uma so lução  ótima s e r á  básica" .  

Ver demonstração em 141 ,181 ,171 ,111  e  1 5 1 .  

A i d é i a  do Método do Simplex,é justamente p a r t i r  

de uma solução b á s i c a  v i á v e l ,  p a s s a r  pa ra  o u t r a  solução b á s i -  

c a  v i á v e l ,  de modo que não p i o r e  o  v a l o r  de z ob t ido  no 

passo a n t e r i o r .  Como o  número de soluções  b á s i c a s  de (1.2.2) 

é f i n i t o ,  p o i s  e s t e  número 6 l imi tado  superiormente po r  (m), 
e  p e l o  teorema I  . 2 . 1 ,  podemos em p r á t i c a  a  i d é i a  do ~ é t o -  

A 

do do Simplex. O método converg i rá ,  caso não c i c l e ,  i s t o  e ,  

caso não r e p i t a  as soluções  b á s i c a s  j á  t e s t a d a s .  Existem mo- 

d i f i cações  in t roduz idas  n e s t e  método, que evitam c i  c1 agem, 

ve r  1 4 1  e  \ * I .  

Podemos v e r i f i c a r  f ac i lmen te ,  que o  conjunto:  



caso  não s e j a  vaz io ,  é fechado e  convexo, ver  1 1 e I ' 1 . 
Para  passarmos de uma solução b á s i c a  p a r a  o u t r a ,  f a  - 

remos uma t r o c a  (permutação) de duas v a r i á v e i s  , i s t o  é,  uma 

componente xk do v e t o r  xB ocupará o  l u g a r  de xe em X~ ' 

e xe ocupará o  l u g a r  de xk em xB . Esta  operação é deno - 

minada "pivoteamento" . 
Sejam os conjuntos :  

I  = { 1 , 2 , .  . . , n l  , 

1, = { i /x i  s e j a  uma solução bás i ca}  , 

I N = { j / x j  s e j a  uma solução não-básica1 . 

Sabemos en tão  que: 

Para  explicarmos o a lgori tmo pr imal  do s implex, sob 

forma rev i sada ,  consideraremos novamente ( I .  2 . 5 )  : 

- - A 

supondo que pa ra  xN = x = O , x, = x = B-'b > O , i s t o  e ,  
N B - 

- 

X~ 
é uma - s olução bás  i c a  prima1 v i á v e l .  

Sabemos também que: 



Levando (1.2.5) em ( I . 2 . 6 ) ,  temos: 

( I .  2.6) 

Sejam: 

( i )  a  E @ , j E I  , as colunas da matriz A 
j  

( i i )  cBB-' = u , os mult ipl icadores do simplex 

- 1 ( i i i )  z = cBB a = ua 
j  j  j  

Assim sendo, (Ik.2.7) poderá s e r  colocada sob a se-  

g.uin t e  forma : 

No caso de maximização de z , s e  tivermos 
- 

z - c .  > O , J j  E IN  , então x s e r á  uma solução ótima do 
j J - B 

problema de Programação Linear ( I . 2 . 1 ) ,  (1.2.2) e  ( L . 2 . 3 )  , 

p o i s ,  x para  j  E I N  , ao e n t r a r  na base tomaria um valor  
j 

- 
x. > O , que mult ipl icado por z - c .  > O , dar ia  (z.-c.)x. > 0 ,  

J - j  J - J J J -  
logo teríamos z = Y - ( z j  - c . ) F  , e  por tanto ,  z Z . Sabe 

J j  - - 



mos en tão ,  que z não poderá c resce r  em uma vizinhança de 
T T - 

d 

[ % , x ~ ] ,  assim sendo, [ x ~ , x ~ ]  que dá a  z o  va lo r  z , e  um 

Ótimo l o c a l  do problema de Programação L inea r ,  no en tan to ,  co - 

mo a função que queremos maximizar é l i n e a r ,  i s t o  é, é cônca- 

va-convexa, logo um Ótimo l o c a l ,  é também, m Ótimo g l o b a l .  

Diremos mais uma vez,  que a  i d é i a  do algoritmo do 

simplex é a de p a r t i r  de m a  solução bás ica  v iável  i n i c i a l ,  

passa r  por operações de pivoteamento, a  out ra  solução b á s i c a  

v iáve l  , p a r a  a  qual  o  va lo r  da função ob je t ivo  z a  e l a  asso- 

c i ado ,  s e j a  maior ou igua l  ao va lo r  associado à base  a n t e r i o r ,  
d 

a t é  que o c r i t é r i o  de otimalidade s e j a  v e r i f i c a d o ,  i s t o  e ,  

a t é  que: 

z - c .  > O , J j  E IN  (maximi zação de z) . 
j J - 

Quando houver ao menos um z - c < O , as va r i á -  
j  j  

v e i s  não-básicas associadas a  e s ses  z - c são candidatas 
j  j '  

a  entrarem na base.  Devemos en tão ,  s e l e c i o n a r  uma que e n t r a -  

rá  n a  base  por  operação de pivoteamento. 

Devemos lembrar que quando (1.2.2) e  ( 2 3  não 

forem l imi tados ,  poderemos t e r ,  às vezes,  z não l imi tado su-  

per iormente,  n e s t e  caso diremos que a  solução do problema de 

programação Linear é i l i m i t a d a .  Quando ( I  .2.2) e  (S. 2.3) f o r  - 

marem um conjunto vaz io ,  diremos que o problema de Programa- 

ção Linear é vazio ou não tem solução.  

Tentaremos de uma maneira mais formal,  desenvolver 

as  i d é i a s  aqui d e s c r i t a s ,  para  i s s o  colocaremos ( I  . 2 . 1 ) ,  ( I  .2.2) 

e  (1.2.3) sob ou t ra  forma: 



máx z 

s . a .  z - c x  B B - ' N ~ N  
= O 

BxB +- NxN b  

x  > O  ; X N -  B - > o  , 

onde B é uma m a t r i z  mxm , t a l  que d e t  (B) f O .  

O s i s t e m a  (1 .2 .8 )  e  ( I . 2 . 9 ) ,  poderá s e r  r e s o l v i d o  

s e  expressarmos z e  x  , em função de xN . B 
Esse  s i s t e m a  

sob a  forma m a t r i c i a l  f i c a r á :  

Como B admite i n v e r s a ,  a  ma t r i z  dada p o r :  

também a d m i t i r á ,  e  c u j a  i n v e r s a  s e r á :  

cons eguida  p o r  p roces so  imediato  de par t i c ionamento  em evidên-  

c i a  na e s t r u t u r a  de l? , ve r  1 1 . 
g l   ré-multiplicando ( I .  2.11) po r  , teremos:  



ou a i n d a :  

que a i n d a  poderá s e r  e x p l í c i t o :  

-1 - Denominemos - B  N - Y = ( y . )  = (y -  .) , onde 
J 11 

-1 y j  = B  a  E @  e y i j  E IR , onde Y i  j  
são  os e lementos  de 

j  
- 

Y. Podemos a i n d a ,  r e p r e s e n t a r  por  x  as componentes i 
de 

- 
x = ~ - l b  , ass im sendo ,  teremos:  B 

( I .  2 -13) 

Lembremos que p a r a  x = O , J j  E IN , teremos 
j 



- - 
x.  > O , Ji E I B  , pois  x  é uma solução bás ica  v i á v e l .  
1 - B 

Suponhamos agora,  que e x i s t a  um (zk  - ck) < O , 

para  k  E IN , então levaremos xk para  b a s e ,  que deverá 

e n t r a r  no lugar  de uma va r i áve l  b á s i c a ,  de modo que a  nova 

solução bás ica  continue v iáve l .  Lembremos a inda ,  que as va- 

r i á v e i s  não-básicas x  para  j E IN\Ik1 continuarão com 
j 

valores  i g u a i s  a  zero., 

O s  va lores  de xi deverão cont inuar  não-neg a t i v o s ,  

assim, de (1.2.13) podemos esc rever :  

por t an to :  

- 
X i  1 Yikxk Ji E 

Podemos cons iderar  ( I .  2 . 1 4 )  de t r ê s  maneiras : 

A 

> ( i i )  yik < 0 , Xk - i - < O , p o r t a n t o ,  Xk não s e r á  li- 

Yik 

mitada superiormente,  

- 
X X 

< i 
( i i i )  yik > 0 , Xk 

i - > O  , p o r t a n t o ,  O - < x k  - < - .  

Yik Y i k  

Das observações acima podemos t i r a r  as segu in tes  

conclusões : 



a)  s e  todos os  Y i k  , p a r a  i E IB , forem menores ou 

i g u a i s  a z e r o ,  xk poderá  t ende r  p a r a  +a , levando z  p a r a  

+a ( so lução  i l i m i t a d a ) .  

- b )  suponhamos que Lk - {i /yik  > O , i E IB} , e n t ã o  o í n  - 

dite e  assoc iado  a  

d i r á  que x  6 a  v a r i á v e l  que de ixa rá  a  b a s e  p a r a  que e  Xk 
tome s e u  l u g a r .  Nesse c a s 0 . a  coluna a  e n t r a r á n o  l u g a r  de e  

ak ' n a  m a t r i z  B . Calcularemos a  nova i n v e r s a  (pivoteamento) 

e  recomeçaremos o  p rocesso  no q u a l :  

O quadro do s implex  s e r á  do s e g u i n t e  t i p o :  

onde : 



zk - ck = min I z . - c . / z  -c  < O} 
~ ~ j j  

, 
j &IN 

s endo X~ o v e t o r  gerado associado à v a r i á v e l  Xk que entrará 

n a  b a s e  ,e d e f i n i d o  da s e g u i n t e  maneira:  

O Método Revisado do Simplex converge,  no e n t a n t o ,  

a l g m a s  modificações devem s e r  f e i t a s ,  v e r  1 4 1 ,  1 8 1  e 1 7 1 .  

I .3. - Dualidade em Programação Linear  

Se j a o problema de programação l i n e a r  (p r imal )  : 

máx z = cx - 

s . a .  Ax = b 1 Prima1 ( I .  5-11 

Defineremos como sendo o problema dual  de ( I .  3.1) , 

o s e g u i n t e  problema de programação l i n e a r :  

min w = ub - 
Dual 

s . a .  u A > c .  
( I .  3 . 2 )  

Podemos v e r i f i c a r  fac i lmente  que o dual  do p rob le -  

máx z = cx min w = ub - 

uA > c - 

u > o .  - 



Lema 1 .3 .1 :  

"O dual  do dual  é o  pr imal" .  

Ver demonstragão em 1 4 1  , I 1 /  e  1 8 1 .  

Vejamos ago ra ,  algumas propr iedades  que l igam os 

problemas dua is  (1.3.1)  e  (1 .3 .2 ) .  

Propr iedade I .  3.1 : - 

"Se f o r  m a  so lução  v i á v e l  de ( I .  3.1) , i s t o  é, 
- - 

A x =  b e  x - > O ,  e  s e  u  f o r  v i á v e l  de ( 1 . 3 . 2 ) ,  i s t o  
- 
uA > C , e n t ã o ,  cx - Üb.ll 

Propr iedade I .  3.2 : - 

- - 
"Se x f o r  so lução  v i á v e l  de (1.3.1) e  u  

- 
( I .  3.2) , t a l  que cy = Üb , e n t ã o ,  x é uma so lução  

- 
de (1 .3 .1)  e  u  6 uma so lução  Ótima de ( I . 3 . 2 ) . "  

a 

e ,  

de 

Ótima 

Propr iedade 1 .3 .3 :  

- "Se x = [ 5 , x N l T  onde x  = B  -1 b e  FN:= 0 ,  f o r  
B 

- - 1 a uma so lução  ( v i á v e l )  Ótima de ( I .  3.1) , en tão  u  = c B B e  

uma so lução  ( v i á v e l )  Ótima de ( I .  3.2) ". 
Ver as demonç tra@es das propriedades (I. 3.1) , (I. 3.2) e  [I. 3.3) em 1 1 . 

E' i n t e r e s s a n t e  ve r i f i ca rmos  que quando resolvemos 

( I .  3.1) p e l o  método do s implex  sob a  forma r e v i s a d a ,  podemos 

t i r a r  do quadro ótimo a  so lução  Ótima do dua l  ( 1 . 3 . 2 ) .  

Podemos ago ra ,  enunc i a r  o  teorema da dua l idade  (e- 

x i s  t ê n c i a )  . 



Teorema 1 .3 .1 :  - 

"Dados d o i s  problemas dua is  (1 .3 .1)  e  (1 .3 .2 )  , 

apenas uma das af i rmações  abaixo é v e r d a d e i r a :  

( i )  (1.3.1)  e  (1.3.2)  s ão  vaz ios  , 

( i i )  (1.3.1)  é i l i m i t a d o e  (1.3.2)  é v a z i o s  

( i i i )  (1 .3 .1)  e  ( I  .3 .2)  têm soluçÕes Ótimas e  os v a l o r e s  das 

funções o b j e t i v o  no ótimo de ambos , são i g u a i s . "  

Ver demonstração em 1 1 .  

Observação: dados dois  problemas dua is  (1.3.1)  e  (1 .3 .2)  pode- 

mos a f i r m a r :  

a )  s e  (1 .3 .1 )  t i v e r  so lução  ótima f i n i t a ,  (1.3.2)  também O 

t e r á  (z* = w * ) ,  

b )  s e  (1 .3 .1)  f o r  i l i m i t a d o ,  (1.3.2)  s e r á  v a z i o ,  

c)  caso  ( I .  3.1)  f o r  v a z i o ,  ( I  .3.2)  s e r  ou vaz io  :ou ili - 

mitado. 

Vejamos ago ra ,  o  teorema das f o l g a s  complementares 

( f r a c o ) .  

Teorema 1 .3 .2 :  

- - 
"Sejam x so lução  ót ima de ( I .  3.1) e  u so lução  

Ótima de ( 1 . 3 . 2 ) ,  e n t ã o :  

(ÜA - c ) x  = O . "  

Ver demonstração em 1 1 . 



Podemos escrever  (ÜA - c)? = O da seguin te  manei- 

r a :  

1.4. - Algoritmo Dual do Simplex (forma revisada)  

Tomemos novamente : 

máx z = cx - 

s . a .  Ax = b 

X > O  , - 

cujo dual s e r á :  

min w = ub - 

s . a .  u A > c  - . 

- - - - 1 A quando xN = x = O , e n t ã o ,  xB - xB = B b e  e  N uma 

solução bás ica  de Ax = b , s e  Z > O diremos que é uma B - 

s  olução b á s i c a  pr imal-viável  . 
- - 1 - 

Consideremos u = c B  , s e  u s a t i s f i z e r  B a  
- 
uA - > c , ou cBB-'a - c > O , j= 1 , .  . . ,n , ou a i n d a ,  

j j  - 



- 
X z - c .  > O , j  = 1 , .  n  , d i r e m o s n e s t e  caso ,  que 

j J - 

uma - solução b á s i c a  dua l -v iáve l  . 

Se TB f o r  prima1 e dua l -v i áve l ,  s e r á  também uma 

s olução Ótima do problema ( I .  4.1) . 
O a lgori tmo dual do simplex p a r t e  de uma solução 

b á s i c a  dual-viável  de Ax = b e  passa  a  o u t r a  solução b á s i c a  

dua l -v iáve l  , parando quando a  solução dual-viâvel  o b t i d a  

f o r  também pr imal -v iáve l .  

Se ja  o  quadro do simplex sob forma rev isada :  

- -1 -1 
Consideremos xB = B b  , t a l  que cBB a - - c -  > O , 

J I -  
- 

j  E I , i s t o  é ,  x é dual -v iáve l .  Suponhamos que ao menos N B 
- - 1 uma componente de xB = B b  s e j a  n e g a t i v a ,  po r  exemplo 

- 
x . Nesse caso ,  x  s e r á  uma candidata  a  de ixa r  a base.  e  e  

Tomemos a  l i n h a  assoc iada  à v a r i á v e l  xe na ma- 

t r i z  B - ~ N  e  a  l i n h a  assoc iada  à fungão o b j e t i v o  na  

do quadro: 

forma 



- 
Para que x < O possa  s e r  modificada ,após p i v o t e a  e  - 

mento em um elemento y e j  , de t a l  maneira que o v a l o r  que a- 
- 

parece rá  em s e u  lugar  ( l u g a r  de xe) s e j a  p o s i t i v o ,  temos que 

t e r  pelo menos um Ye j , j = 1 , 2 , .  .. ,n , negat ivo .  Caso não 

e x i s t a  nenhum Ye j  nega t ivo  nessa  l i n h a ,  o  problema de progra  

mação l i n e a r  em questão s e r á  vaz io .  

Se ja  K = { j / y e j  < O, 1 , .  . . n .   ost ta ríamos de e  

e sco lhe r  e n t r e  a s  va r i áve i s  não-bás icas ,  t a i s  que seus  í n d i c e s  

pertençam ao conjunto Ke , aquela  que e n t r a r á  na base,manten- 

do ,após o  pivoteamento , a  v i a b i l i d a d e  dual da solução b á s i c a .  

S e j a  yek < O , o elemento p ivô ,  en tão :  

a  operação pivoteamento. 

~ p Ó s  o pivoteamento,  temos que t e r :  

Vejamos os segu in te s  casos : 

> O , a r e l ação  acima s e r á  sempre v e r i f i c a -  ( i )  pa ra  Ye - 

da ,  p o i s ,  zk - Ck 2 O e Yek < O , des ta  forma: 

po r t an to :  



( i i )  p a r a  y e j  < O , temos: 

A v a r i á v e l  xk que e n t r a r á  na  b a s e , e s t a r á  a s s o c i a -  

da ao í n d i c e  k de:  

ou a inda:  

E s t a  fórmula  é v á l i d a  p a r a  o  problema de maximiza- 

ção  e  minimização de z . 

1 . 5 :  -- ~ é t o d o  de Decomposiç~o 

Passemos ago ra ,  ao resumo do ~ é t o d o  de Decomposição 

de Dantzig  e  Wolfe,  apresentando seus  p r i n c i p a i s  conce i tos  e  



d e f i n i ç õ e s .  

I n i c i a l m e n t e ,  consideremos o  s e g u i n t e  problema:  

min c x  - 

S .  a .  Ax = b  

X E X ,  

onde A é uma m a t r i z  mxn , o  v e t o r  b E If e  os ve t o r e s  

T 
C , x  E I?? . A l é m  d i s s o ,  o  c o n j u n t o  X 6 um con jun to  p o l i é -  

d r i c o ,  r e p r e s e n t a n d o  as  r e s t r i ç õ e s  que possuem e s t r u t u r a s  e s p e  - 

c i a i s  . 

Dividi remos  n o s s o  e s t u d o  em d o i s  c a s o s :  

( i )  o  c o n j u n t o  X 6 um c o n j u n t o  p o l i é d r i c o  l i m i t a d o .  

( i i )  o  c o n j u n t o  X é um c o n j u n t o  p o l i é d r i c o  i l i m i t a d o .  

Faremos p r i m e i r a m e n t e ,  um e s t u d o  d e t a l h a d o  do c a s o  

1 . 6 .  - X + c o n j u n t o  p o l i é d r i c o  l i m i t a d o  

P a r a  f a c i l i d a d e  n o s s a ,  vamos r e e s c r e v e r  o  problema 

d e f i n i d o  a n t e r i o r m e n t e ,  i s t o  é: 

min c x  - 

Ax = b 

X E X  , 

onde A m a t r i z  mxn , b  E e  c T ,  x  E I ? ? .  



Como o  c o n j u n t o  X é um c o n j u n t o  p o l i é d r i c o  l i m i t a  - 

d o ,  e n t ã o ,  q u a l q u e r  pon to  de X pode s e r  e s c r i t o  como uma com - 

b i n a ç ã o  convexa do número f i n i t o  de s e u s  p o n t o s  e x t r e m o s ,  i s t o  

on de : 

x j  + p o n t o s  ext remos  de X , 

p + número de v é r t i c e s  ou p o n t o s  ext remos  do conjun-  

t o  X , 

n  -+ número de v a r i á v e i s .  

S u b s t i t u i n d o  a e x p r e s s ã o  de x  d e f i n i d a  acima em 

( 1 . 6 . 1 )  e  ( 1 . 6 . 2 ) ,  temos:  

Podemos r e p r e s e n t a r  a  m a t r i z  A ,  e  a  b a s e  B do 

p rob lema  (1 .6 .4)  - ( 1 . 6 . 6 ) ,  da s e g u i n t e  forma: 



Como o  número de pontos  extremos de X é geralmen- 

t e  muito grande,  não e x i s t e  nenhum i n t e r e s s e  nosso  em r e s o l v e r  

e s t e  problema, enumerando todos os pontos extremos.  A s s i m  ve- 

remos um método a l t e r n a t i v o  p a r a  e n c o n t r a r  a  so lução  Ótima do 

problema (1 .6 .4)  - (1 .6 .6 ) .  

I .  7 .  - Solução do Problema 

Vamos e s t u d a r  o  problema apl icando o  Método Revisa- 

do do Simplex,  de forma que teremos uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  

T - 1 i n i c i a l  X = (XB,XN) , a m a t r i z b á s i c a  B e  s u a i n v e r s a  B . 
Sejam u ,  uo , as v a r i á v e i s  duais  correspondentes  a  

( I  . 6 . 4 )  e  ( I  .6 .5)  , de modo que tenhamos: 



A 

c  -t é o  c u s t o  a s s o c i a d o  às v a r i á v e i s  b á s i c a s  B 

A 

c  = c x j  , p a r a  cada  v a r i á v e l  h 
j j  

A l é m  d i s s o ,  s e j a  

d e s t a  forma,  temos todos  os e l ementos  p a r a  c o n s t r u i r m o s  o  s e -  

g u i n t e  quadro :  

Quadro (Q . I .7 .1 )  

Do ~ é t o d o  Revisado do S implex ,  temos': 

A A 

Zk - ck = máx {z - c . )  
l< j  <p - - 

j~  

Sabemos que : 

onde ,  a  s ã o  os v e t o r e s  c o l u n a  d a  m a t r i z  A , i s t o  é :  
j  
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e n t ã o ,  z - C < O para  todas as va r i ave i s  não-básicas.  As- 
j  j  - 

s i m  sendo, o  - c r i t é r i o  de parada do algoritmo de decomposição 
A 

s e r á :  zk - ck = O . As - condições de otimalidade pa ra  o pro- 

blema de minimização são as: s e g u i n t e s :  

A 

z - c = O , para  as va r i áve i s  b á s i c a s ,  
j j 

A 

z - c .  < O , para  as var igveis  não-básicas .  
j  J - 

A 

P o r t a n t o ,  s e  e x i s t i r  ao menos u m  Zk - Ck 
> O , a variáve 1 X 

deverá assumir um va lo r  maior, i s t o  é, a v a r i á v e l  xk deverá 

e n t r a r  n a  base.  

Do ponto de v i s t a  computacional, é impossi'vel de- 

t e  rminarmos o í n d i  ce k a t ravés  da equação ( I .  7.1) , pois  , o 

número dos pontos extremos x j  é muito grande. Vejamos por- 

t a n t o ,  um esquema a l t e r n a t i v o .  

Como o conjunto X é um conjunto po l igdr i co  1 i m i . -  
a 

t ado ,  sabemos que o máximo de qualquer obje t ivo  l i n e a r  s  e r a  

encontrado em um dos seus pontos extremos, assim sendo, obte- 

mos o seguin te  problema a u x i l i a r  (P.A.) : 

A 

Vamos supor que x s e j a  a  solução ótima do proble  - 
A 

ma a u x i l i a r  e  zk - ck 
O correspondente va lo r  da função ob je- 

t i v o :  



A 

( i )  s e  zk - ck = O , então a  solução b á s i c a  v i á v e l  hk = 

( i i )  caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é,  s e  e x i s t i r  ao menos um 
A 

Zk - ck > O , en tão  a  v a r i á v e l  hk assoc iada  ao v e t o r  

coluna hk , deverá e n t r a r  n a  base.  

T A coluna correspondente da mat r iz  A, [AX,~]  , de- 

ve s e r  a t u a l i z a d a ,  i s t o  é,  devemos p ré -mul t ip l i cá - l a  p e l a  i n -  

ve r sa  B-I , ou s e j a ,  devemos o b t e r  o  segu in te  v e t o r  - 
Yk 

- 

A T 
= B - ' [ A x , ~ ] ~  . O v e t o r  coluna gerado hk = (zk - ck , yk) , 

é adicionado ao quadro a n t e r i o r .  A v a r i á v e l  hgr  de ixa rá  a  

base  e  o  í n d i c e  r é determinado da segu in te  maneira: 

( I .  7 . 2 )  

A p ó s  o  pivoteamento ao redor  do elemento pivÔ 

k 
rk , a  coluna de h .s é el iminada.  ~evemos e n t ã o ,  r e p e t i r  o  

procedimento,  s e  n e c e s s á r i o .  

Faremos agora,  algumas observações s ob re  o  a l g o r i  t 

mo de decomposição, que achamos de r e a l  importância:  

( i )  O algoritmo dt? decomposição é uma implementação d i r e t a  

do método rev isado  do simplex. A Única d i f e rença  s e  resume no 
A 

cá lcu lo  de zk - ck , que s e  r e s t r i n g e  a  um sub-problema. A l é m  

d i s s o ,  o  algoritmo converge em um número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s  ,da  

mesma forma que o  rev isado .  



( i i )  A cada i t e r a ç ã o ,  o  pas so  p r i n c i p a l  fo rnece  uma 

so lução  b á s i c a  v i á v e l  melhor p a r a  o  s i s t e m a  d e f i n i d o  p e l a s  

equações ( 1 . 6 . 4 )  - ( 1 . 6 6 )  I s t o  é o b t i d o  i n t roduz indo  a  va- 

r i á v e l  não-bãs i c a  Xk , gerada p e l o  sub-problema. A cada i t e  - 

k r ação  osub-problema fornece  um ponto extremo x  , v e r i f i c a n -  
A 

d o s e p a r a  todos os X temos z - c .  < O  , oude te rminando  
j  j J - 

A 

o  maior dos z - c  p o s i t i v o .  
j j  

( i i i )  A cada i t e r a ç ã o ,  o  sub-problema não  p r e c i s a  s  e r  

completamente ot imizado.  É somente n e c e s s á r i o  que o  ponto  

extremo x j  s a t i s f a ç a  a  s e g u i n t e  condição:  

Neste ca so ,  a  v a r i á v e l  Xk as soc i ada  ao v e t o r  Xk , é candi-  

d a t a  a  e n t r a r  n a  b a s e .  

I .  8.  - Limite i n f e r i o r  

O c r i t é r i o  de pa rada  do a lgor i tmo de decomposição 

é quando obtemos : 

P a r a  grandes problemas p r á t i c o s ,  podemos l e v a r  

mui to  tempo p a r a  s a t i s f aze rmos  e s t a  condição. Uma vez que o  

a l g o r i  tmo de de compos i ç ã o  gera  pontos v i á v e i s  com v a l o r e s  

o b j e t i v o s  melhores ,  podemos e n t ã o ,  p a r a r  o  a lgor i tmo quando 

a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o  o b j e t i v o  de um ponto v i á v e l  e  o  l i m i t e  i n  - 

f e r i o r  , e s t i v e r  d e n t r o  de uma t o l e r â n c i a  a c e i t á v e l .  I s t o  pode 



não d a r  um ponto Ótimo ve rdade i ro ,  mas g a r a n t i r á  boas so luções  

v i á v e i s .  

Consideremos o  s egu in t e  problema a u x i l i a r :  

máx (uA - c) x + u 
O 

s . a .  X E X ,  

onde u  e  u  são  os ve to re s  dua i s .  
O 

A 

S e j a  zk - ck , o o b j e t i v o  Ótimo do problema auxi- 

l i a r  d e f i n i d o  acima. Consideremos x  como sendo qua lquer  s o  - 

lução  v i á v e l  do problema ( 1 . 6 . 2 )  e  ( I . 6 . 3 ) ,  i s t o  é: 

A 

P e l a  d e f i n i ç ã o  de zk - ck , temos : 

p o r t a n t o :  

Uma v e z q u e  x  E X e  Ax = b , p o i s ,  x  & q u a l q u e r  so lução  

v i á v e l  do problema, temos: 



E s t a  d e s i g u a l d a d e  é v á l i d a  p a r a  q u a l q u e r  x E X e  

Ax = b , em p a r t i c u l a r ,  temos:  

A 

min c x >  - c  5 -  (zk - ck) * 

XEX B 

a 

P o r t a n t o ,  o  l i m i t e  i n f e r i o r  ( L . I . )  , s e r a  dado 

p o r :  

A - .. 
onde o  v a l o r  cB b é t i r a d o  dos quadros  e  z  - ck k  

, c a l c u l a  - 

do. 

1 . 9 .  - X -+ c o n j u n t o  i l i m i t a d o  

O problema e s t u d a d o  a g o r a ,  é o  mesmo de f i n  i do 

p o r  (1 .6 .1 )  - ( I . 6 . 3 ) ,  i s t o  é': 

min cx - 

S .  a .  A x  = b  

X E X ,  



T onde, A é umamat r i z  (inxn) ; b E d? e c , X E * .  

Como o conjunto X é agora  um conjuntó i l i m i t a d o ,  

qua lquer  ponto de X não  pode s e r  e s c r i t o  como uma combina- 

ção convexa dos seus  pontos  extremos,  mas s im,  como uma combi - 

nação convexa dos seus  pontos extremos mais uma combinação 

não-nega t iva  das suas  d i r eções  extremas.  Assim, 

L x j  -+ pontos extremos de X (x , . . . ,xP) , 
1 

d j  -+ d i r eções  extremas de X ( d  ,. . . , dr) . 

Subs t i t u i n d o  a expressão de x dada acima em 

( I .  9.1) - ( I .  9.3) , temos: 



P a r a  o con jun to  X i l i m i t a d o ,  podemos t e r  o  s e -  

gu in t e  r ep re sen t ação  g r á f i c a :  

envoltória convexa 
dos vértices 

cone assintótico 
de X 

Como normalmente os número p  e  r s ã o  muito 

grandes , resolveremos e s t e  problema p e l o  método r e v i s  ado do 

s implex. 

Sejam dados uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  do problema, 

B a  b a s e  e  u  e  u  as v a r i á v e i s  dua i s  correspondentes  a  
O 

( I .  9 . 4 )  e  ( I .  9 . 5 )  , respec t ivamente .  Assim sendo ,  podemos cons - 

t r u i r  o  s e g u i n t e  quadro:  

onde : 

- 
A 

z = cB b +- v a l o r  da função o b j e t i v o  , 

A 

cB +- cus to s  assoc iados  às v a r i á v e i s  b á s i c a s  , 



A 

c  = cx j  , p a r a  todo j  . 
j 

A ma t r i z  das r e s t r i ç õ e s  ser;: 

Podemos observar  que a  ma t r i z  A ap resen ta  dois  

t i p o s  de colunas:  

Sabemos que a  solução Ótima s e r á  encontrada quan- 
A 

do z - c .  < O , p a r a  cada v a r i á v e l .  E m p a r t i c u l a r ,  temos: 
j J - 

A 

a) zj - c .  < O , p a r a  h não-básic- 
J - - j 

A 

b )  z .  - c .  < O  , p a r a  w não-básicas 
-J - J - j 



Nosso o b j e t i v o ,  é e n t ã o ,  e n c o n t r a r  um v é r t i c e  x j 

j t a l  que uAx + uo - c x j  - i O , ou um r a i o  v e t o r  d j  , t a l  que 

u ~ d j  - c d j  - < O . Des ta  f o r m a ,  a s  - cond ições  de o t i m a l i d a d e  p a  - 

r a  o p rob lema  de min imização ,  s e r ã o :  

uAxj + uo - C X ~  - < O , p a r a  os  h n ã o - b á s i c o s ,  
j 

u ~ d j  - c d j  - < O , p a r a  os w n ã o - b á s i c o s .  
j  

P a r a  i s t o ,  devemos r e s o l v e r  o  s e g u i n t e  problema 

aux i  1 i a r  : 

máx (uA - c) x  + uo - 

s . a .  X E X .  

Temos d o i s  casos  a  c o n s i d e r a r :  

1) A s o l u ç ã o  ó t i m a  do problema a u x i l i a r  6 i l i m i t a d a  

I s t o  é p o s s í v e l  s e  o  r a i o  v e t o r  dk é t a l  que :  

Nes te  c a s o ,  O v e t o r  [Adk,0IT deve s e r  a t u a l i z a d o ,  i s t o  é: 



e  assim geramos o  v e t o r  coluna associado à v a r i á v e l  Xk , 

e  def in ido  da segu in te  maneira:  

que s e r á  in t roduz ido  no Último quadro Ótimo, i s t o  é: 

Quando não pudermos r e a l i z a r  o  pivoteamento,  e s t a  - 

remos d ian te  de B - ' [ A x ~ , ~ ] ~  - < O , ou ~ - l [ A d ~  ,OIT - < O , e  o  

problema l i n e a r  s e r á  i l i m i t a d o .  

2) - A solução ótima do problema a u x i l i a r  é l imi t ada  

Uma condição n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  e s t a  li - 

mitação é que: 

(uA-c) dj  < O , para  todos os r a i o s  ve to res .  - 

A 

S e j a  x a  so lução  Ótima do problema a u x i l i a r  e  
A 

zk - ck O respec t ivo  v a l o r  da função o b j e t i v o ,  t a l  que: 



A 

( i )  Se tivermos 
Zk 

- c < O , encontramos a so lução  6- 
k  - 

t ima do problema, p o i s :  

A 

( i i )  Se e x i s t i r  ao menos um zk - ck > O , devemos ge- 

r a r  o  v e t o r  coluna X~ correspondente ã v a r i á v e l  
hk que 

provavelmente e n t r a r á  na  base :  

O quadro do simplex,  s e r á :  

Finalmente,  s e  op rob lema  a u x i l i a r  f o r  v a z i o ,  o  

problema o r i g i n a l  também o  s e r á .  A l é m  d i s s o ,  s e  as r e s t r i ç õ e s  
A 

forem do t i p o  des igua ldades ,  devemos v e r i f i c a r  os z - c  
j j 

r e l a t i v o s  às v a r i á v e i s  de f o l g a .  



C A P ~ T U L O  11 

 VARIA^ IS ORDENADAS 

11.1. In t rodução  

Neste c a p í t u l o ,  apresentaremos soluçÕes p a r a  o 

"Problema Linear  de Ordenação" ( P . L . O . ) ,  que c o n s i s t e  em um 

problema de programação l i n e a r ,  no q u a l  as v a r i á v e i s  s ã o  orde - 

n a d a s ,  de modo que qua lque r  componente do v e t o r  so lução  obede - 

ce a uma ordem pré-determinada.  

A r e s t r i ç ã o  que e x p l i c i t a  a  ordenação dessas  va- 

r i á v e  i s  s e r á  denominada " r e s t r i ç ã o  de p recedênc ia" .  Assim, 

p a r a  um v e t o r  so lução  x em I$, temos d o i s  t i p o s  de r e s t r i -  

ção de p recedênc i a :  no p r i m e i r o ,  as v a r i á v e i s  e s t a r ã o  ordena- 

das de forma c r e scen t e  e ,  no segundo,  de forma dec re scen t e :  

( i )  0 5 Xj 5 Xj+l , j = ,  - 1  -+ crescente ) restrições 
de - 

( i i )  x > x > O , 1 , .  . - 1  -+ decrescente j  - j+1-  precedência 

Dedicaremos nos sa  a tenção 2s r e s t r i ç õ e s  do t i p o  

( i )  , fazendo um es tudo  sob re  as v a r i á v e i s  ordenadas de forma 

c r e scen t e .  Quando houver necess idade  , faremos uma comparação 

e n t r e  a s  d i f e r e n ç a s  b á s i c a s  apresen tadas  p e l a s  duas r e s t r i -  

ções de p recedênc ia .  

Podemos ass im,  r e p r e s e n t a r  um problema l i n e a r  de 

ordenação da s e g u i n t e  maneira :  



maximi z a r  x - O 

s u j e i t o  5: n 
1 a - x  = b. 

j =O J j  

onde os a E X? , j = O , . . . ,  n , são  ve toreç  c o l u n a e  x um 
j 

v e t o r  coluna n-dimensional ,  x E $. O v e t o r  b 6 um v e t o r  

coluna m-dimens i o n a l  , sendo sempre não-negat ivo e formado pe- 

l o s  elementos bi , i s t o  é: 

e ,  f i na lmen te ,  d , um número r e a l  p o s i t i v o .  

Apresentaremos so lução  p a r a  o problema de ordena- 

ção (11.1.1) - (11.1. 3 ) ,  a t r a v é s  de t r ê s  métodos: o Simplex;  

a Dualidade em Programação I n t e i r a  e Mudança de v a r i á v e l .  No 

Método do Simplex,  consideraremos d = +O= , j á n a  Dualidade 

em Programação I n t e i r a ,  tomaremos d = +1 e , f i n a l m e n t e ,  a t r a  - 

vés de uma mudança de v a r i á v e l  estudaremos os dois  c a s o s ,  i s -  

t o  é ,  quando d = +a e O < d < + w .  

1 1 . 2 .  - Def in ição  do problema 

Inic iaremos nosso e s tudo  apresentando o Método 

do Simplex como so lução  p a r a  o problema de ordenação,  conside - 

rando n e s t e  ca so  d = +O= . Assim, a r e s t r i ç ã o  de p recedênc ia  

t e r á  o s e g u i n t e  aspec to :  



Desta  forma, diremos que o  problema l i n e a r  de o r -  

denação e s t a r á  s u j e i t o  ã do i s  t i p o s  de r e s t r i ç ã o ,  uma i g u a l d a  - 

de e  o u t r a  de p r e c e d ê n c i a ,  i s t o  é: 

maximi z a r  x  - O 

s u j e i t o  à: 

onde a  j = O , l ,  . . . ,  n ; b ~ $ ; b > O  e  x B * .  
j  - 

P a r a  f a c i l i t a r  nosso  e s t u d o ,  devemos r e a l i z a r  a l -  

gumas modif icações  n a  r e s t r i ç ã o  (11.2. 4) , de forma a  o b t e r :  

Podemos a inda ,  e s c r e v ê - l a s  de maneira mais conve- 

n i e n t e  : 



In t roduz indo  as v a r i á v e i s  de f o l g a  s > O , j = 
j - 

- - 1, .  . . ,n , no s i s t e m a  de des igualdades  (11.2.5)  , obteremos o  

s e g u i n t e  s i s  tema de equações : 

O problema i n i c i a l  (11.2.1)  - ( I I . 2 . 3 ) ,  pode a.go- 

r a  s e r  r e e s c r i t o , u t i l i z a n d o - s e  o  s i s t e m a  de equações (11.2 - 6 )  , 

como segue : 



maximizar x - O 

s u j e i t o  à: 

onde a  E $ ,  j = O ,  . ; b ~ $  e  s ~ l l ? .  
j  

O problema ( 1 1 . 2 . 7 )  pode s e r  representado de ma- 

n e i r a  mais conveniente,  usando-se notação m a t r i c i a l :  

maximizar x : o 

s u j e i t o  2 :  

o o ... o O e . .  -1 o o ... o 

A s e g u i r ,  definiremos os seguin tes  vetores  colu- 

n a :  



e  a  ma t r i z  P com (m+n) l i n h a s  e  (2n+l )  co lunas ,  d e f i n i d a  

p o r :  

a  a  m o  m l " " '  a  m o 

A m a t r i z  P , pode a inda ,  s e r  r ep re sen tada  p e l o s  

ve to re s  colunas  
'j 

, j = 0 ,... ,2n , i s t o  é: 

Observamos que a  m a t r i z  P é formada p o r  t r ê s  

t i p o s  de v e t o r e s  coluna:  
p j  

, j = 1 ,  ..., n ps , j = 1, ... , n ;  
j 

e Po . Esses  ve to re s  s ão  de f in idos  da s e g u i n t e  maneira:  

1) os n  pr imei ros  ve to re s  coluna 
'j 

, j = I , . . .  ,n , 

s ã o  const i tu i 'dos  de duas p a r t e s  : a p r i m e i r a  6 composta do ve- 

t o r  coluna m-dimensional a  E B? , j = 1,. .. ,n , e  a  segunda ,  
j 



c o n s t i t u í d a  de n elementos nu los  com excessão de d o i s ,  - 1 

e 1 , que s ã o  respec t ivamente ,  os (m+j) e (m+j+l)-ésimos 

elementos de P j  

(m+j)-ésimoe1emen.t~ I ( m + j + i ) - é s i m  elemento 

2 )  os n ve to re s  coluna consecut ivos  ps , j  = 1, ... , n ,  
j  

s ã o  também const i tu i 'dos  de duas p a r t e s :  a p r i m e i r a ,  6 compos- 

t a  de m elementos nu los  e a segunda,  do v e t o r  u n i t á r i o  n -  

d imensional  e : 
j  

P = ( O ,  ... , O ,  e j l T  E dFn , j  = I ,  . . .  ,n , 
S 

j  '---v-- 
m elemen- 
tos nulos 

e = ,OIT I$ , j  = l , . . . , n .  
j  

j-ésimo elemento 

3) e ,  f i n a l m e n t e ,  um Último v e t o r  coluna p o  , composto 

p e l o  v e t o r  coluna u n i t á r i o  m-dimensional a o , e por n e lemen- 

t o s  n u l o s :  

p o  = (a '  O . . . . . O)' 
I 
n e l e ~ n t o s  nulos 



A l é m  d i s s o ,  podemos r e p r e s e n t a r  a mat r i z  P de 

uma maneira, que futuramente s e r á  muito Ú t i l  p a r a  o  nosso e s  t u  - 

onde A é uma ma t r i z  mxn ; S uma matr iz  quadrada nxn ; I 

ma t r i z  ident idade  nxn , e  ao um v e t o r  coluna do I#? . A l é m  

d i s s o ,  a  mat r iz  S t e r á  sempre o  seguin te  aspecto:  

Desta forma, o  problema ( 1 1 . 2 .  8) f i c a r á :  

maximizar x  - O 

s u j e i t o  2 :  

Part i remos da h i p ó t e s e ,  de que a  c a r a c t e r í s t i c a  da 

ma t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  P , s e r á  i g u a l  a  c a r a c t e r í s t i c a  da 

mat r iz  aumentada, e i g u a l  ao número de r e s t r i ç õ e s  de ( 1 1 . 2 . 7 )  , 



de forma que teremos : 

Na r e a l i d a d e ,  o que fizemos f o i  p a r t i r  da h i p ó t e -  
L 

s e  de que a c a r a c t e r í s t i c a  da ma t r i z  A é m , i s t o  e ,  

p(A) = m ,  umavez que p(S) = n  e p(1) = n  , p o r t a n t o ,  

p ( P )  = m+n . 
A ~ Ó S  r e  agruparmos as colunas ,Pn ,Ps i - , 

1 

ps  ,po] de P , podemos p a r t i c i o n á - l a :  
n 

onde B 6 uma m a t r i z  invers i 'vel  de ordem (m+n) e , N uma 

m a t r i z  com (m+n) l i n h a s  e (n-m+l) colunas .  

Se j am os s e g u i n t e s  conjuntos : 

IB  -+ conjunto dos í n d i c e s  das colunas de B , 

I N  
-+ conjunto dos í n d i c e s  das colunas de N , 

sendo que: 

IB  " I N  = {O ,... ,2n)  

T 
Pa ra  umponto  qua lquer  x = (xB,xN) , podemos 

d e f i n i r :  



- T 
" O v e t o r  x =  (FB,XN) s e r á u m a s o l u ç ã o  b á s i c a  

v i á v e l  p a r a  o  problema (11.2.9) s e :  

A mat r iz  B 6 denominada mat r iz  b á s i c a  e  N , ma 
t r i z  não-básica .  A s  componentes de x são  as v a r i a v e i s  ba- 

B 
- 

s i c a s ,  e  as de x~ ' as v a r i á v e i s  não-básicas .  

Para  determinarmos uma solução Ótima p a r a  o  pro-  

blema ( I I . 2 . 9 ) ,  u t i l i zaremos  o  método do s implex,  que cons is -  

t e  em um procedimento s i s t e m á t i c o  a  p a r t i r  de uma solução bá- 

s i c a  v i áve l  i n i c i a l ,  obtendo-se o u t r a s  soluções bás i cas  viáve - 

i s  e  alcançando, em um número f i n i t o  de passos ,  uma so lu-  

ção Ótima, de t a l  forma, que o  v a l o r  da função o b j e t i v o  a  ca- 

da i t e r a ç ã o ,  s e j a ,  no caso de maximizaçáo, sempre maior O U  

i g u a l  ao da i t e r a ç ã o  a n t e r i o r .  

Antes de estudarmos uma maneira de determinar  uma 

so lução  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  p a r a  o  problema (11.2.9) , r e c o r  - 

demos que part imos da h i p ó t e s e  de que pa ra  o  conjunto de r e s -  

t r i ç õ e s  PT = b , tínhamos: 

Tendo em v i s t a  o  que f o i  expos to ,  podemos d e f i n i r  

as r e s t r i ç õ e s  de um problema de ordenação, como um conjtmto 

de (m+n) equações l i n e a r e s  a  (2n+l)  i ncógn i t a s :  



A j-ésirna coluna da ma t r i z  .P s e r á  denominada p j ,  j = o ,  

. .. , 2n . Podemos formar uma ma t r i z  b á s i c a  B , cu jas  colu- 

n as pi , i E I B  , serão  qua isquer  (m+n) colunas l inearmente 

independente de P . A segu in te  notação s e r á  usada p a r a  re-  

p re s  e n t a r  t a l  combinação. 

B = po,pl  ,..... ,prn+n- I] , 

por t an to  : 

- 
p j  - B y j  j  & I N  , 

O U  

Assim, conhecendo o v e t o r  
Y j  

, j  E IN , podemos 

expressa r  o  v e t o r  
P j  

, j E I N  , como uma combinação l i n e a r  
a 

das (m+n) colunas de B ,  ou s e j a  o  v e t o r  
'j 

, j & I N , e  o  

v e t o r  
P j  

, j  E I , a tua l i zado  pa ra  a  base  B . A ' 

N 
i -éslima 

componente de 
Y j  

s e r á  y i j  . 
Como j á  demonstramos, qualquer m a t r i z  b á s i c a  B , 

determina uma so lução  b á s i c a  p a r a  ( I I . 2 . 1 2 ) ,  i s t o  é ,  p a r a  



P: = b . Assim, dada uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l ,  dese  - 

j amos e n c o n t r a r  uma o u t r a  solução b z s i c a  v i á v e l ,  de modo que 

tenhamos sempre ,um v a l o r  da função o b j e t i v o  p e l o  menos t ã o  

bom quanto o  a n t e r i o r .  

Vamos supor  agora ,que as p ,  1 L p  5 n , ú l t imas  

v a r i á v e i s  da r e s t r i ç ã o  de p recedênc ia ,  e s t e j am n a  b a s e  B , 

ass im,  a  so lução  b á s i c a  assoc iada  a  B , s e r á  d e f i n i d a  p o r  um 
- 

v e t o r  x com (m+n) componentes, dado po r :  B 

A l é m  d i s s o ,  f i c a  impl ic i tamente  en tendido  da d e f i n i ç ã o  1 1 . 2 . 1 ,  

que todas  as  (n-m+l) v a r i á v e i s  assoc iadas  com as co lun  as 

de N , s ã o  n u l a s .  Desta forma, temos: 

- 
Associado a  qua lquer  v a r i á v e l  b á s i c a  xB , pode- 

mos d e f i n i r  um v e t o r  l i n h a  cB com (m+n) componentes, re -  

p r e s  entando os preços  des t a s  v a r i á v e i s  : 

p o r t a n t o  : 

c  = (O ,o ,. . . ,o , I )  . 
B 



Para qualquer  so lução  b á s i c a  v i á v e l ,  o  v a l o r  da 

função ob je t ivo  s e r á  dada por :  

uma vez que todas as va r i áve i s  não-básicas são n u l a s .  Consi- 

derando uma equação semelhante a  (11.2.13) , podemos d e f i n i r  

uma nova v a r i á v e l  r e a l  z : 
j  

Pa ra  cada v e t o r  em P , e x i s t e  uma v a r i á v e l  r e a l  z ; os 
j  

z correspondentes 2s colunas 
j  P j  

mudam de v a l o r  com as colu - 

nas  de P , o mesmo acontecendo quando a  base B s o f r e  alguma 

a l t e r a ç ã o ,  i s t o  é ,  quando trocamos uma coluna b á s i c a  po r  uma 

coluna não-básica.  De ( I I . 2 . 1 8 ) ,  temos: 



= ' g y j  j 
, j € I N  Y 

além d i s s o ,  de (11.2.14) , temos : 

- 1 

Yj = P j  , j ~ 1  N , 

p o r t a n t o :  

Assim sendo,  teremos:  

11 .3 .  - Solução b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  

Pa ra  obtermos uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  

p a r a  o  problema (11.2.7) , devemos cons ide ra r  a b a s e  B cons- 

t r u í d a  da s e g u i n t e  forma: 

- 
( i )  pe los  ve to re s  coluna da ma t r i z  P , assoc iados  as 

p  Últimas v a r i á v e i s  da r e s t r i ç ã o  de precedênc ia :  

onde 

(mm-p+i) -és imo L (m+n-p+2) -ésimo 
e  lement o eleniento 



( i i )  pelo v e t o r  coluna p o  de P , associado 5 v a r i a -  

v e l  xo : 

n  elementos nulos 

onde : 

( i i i )  pe los  [(m+n)-(p+l)] ve to res  coluna de P , a s s o c i a  - 

da com as v a r i á v e i s  de f o l g a :  

m e  lemntos 
nulos 

A mat r iz  b á s i c a  B t e r á  a  segu in te  r ep resen ta -  

ção: 



I I o . .  . . .1; 

ou a inda ,  

onde : 

linhas 

I (n-pl 
linhas 

P 
linhas 

\ 

A -t mat r i z  com m l i nhas  e  p colunas ,  c o n s t i t u i d a  
P 

pe los  ve to res  a  E d! associados 2s p  61- 
j 

timas v a r i á v e i s  da r e s t r i ç ã o  de precedência:  



I + m a t r i z  i d e n t i d a d e  de ordem (n-p) .  , 
n-p 

S + m a t r i z  quadrada de ordem p  , 
P 

K + m a t r i z  com p  l i n h a s  e  (m-1) colunas  . 
P 

A m a t r i z  K é formada p o r  (m-1) v e t o r e s  u n i t á  
P  - 

r i o s ,  i s t o  6:  

O v e t o r  coluna Po e s f a r á  sempre n a  b a s e ,  sendo 

em g e r a l ,  um v e t o r  u n i t á r i o  (m+n) - dimensional :  

Obt ida  a b a s e  i n i c i a l  B , e  dado o  v e t o r  b ,. pe- 
- 

l a  equação ( I I . 2 . 1 5 ) ,  podemos o b t e r  o  v e t o r  so lução  x , r e -  
B 

s olvendo o  s egu in te  s  i s  tema de equações l i n e a r e s  : 

Da mesma forma que decompomos a  m a t r i z  quadrada 

B , em o u t r a s  ma t r i ze s  , faremos o  mesmo com o  v e t o r  b á s i c o  

sendo que o  v e t o r  x contem as  p  Últimas v a r i á v e i s  da  r e s -  B 

t r i ç ã o  de p recedênc i a :  



S u b s t i t u i n d o  (11 .3 .1)  e  (11 .3 .5 )  em ( I I . 3 . 4 ) ,  ob- 

temos : 

p o i s  : 

Resolvendo o  s i s t e m a  m a t r i c i a l  ( I I . 3 . 6 ) ,  obtemos: 

Ap X~ + aoXo = b  

I 
n-p '1 

= o 

S  x + Kp Y 2  P  B 
= o  . 

0 s  v a l o r e s  de xB , yl  , y 2  e  x s e r ã o  o b t i d o s  o  

r e s o l v e n d o a s  equações  ( 1 1 3 . 7 ,  (11 .3 .8)  e  ( 1 1 . 3 . 9 ) .  A s s i m  

s e n d o ,  d a  equação (11 .3 .8)  obtemos: 



p o r t a n t o :  

(n-p) e  lemen tos nulos 

Da equação ( I I . 3 . 9 ) ,  obtemos:  

S u b s t i t u i n d o  (11 .3 .11)  em (11 .3 .7)  , obtemos:  

p o r t a n t o :  



Da r e l a ç ã o  (11.3.12) , obtemos os va lo re s  de 

y 2  e  xo . Com o  v a l o r  ob t ido  de y2  , calculamos X~ ' 

a t r a v é s  da r e l ação  (11.3.11) . Com e s t e  procedimento,  obtemos 
- 

uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  xB , que também poderá s e r  o b t i d a  

resolvendo o  s i s t e m a  de equações l i n e a r e s  (11.3.4) , ou s e j a ,  

k 

Dedicaremos n o s s a  a t enção ,  aquelas  so luções  bás  - i 

tas v i á v e i s ,  em que somente uma coluna de B s e j a  mudada em 

cada i t e r a ç ã o ,  i s t o  é ,  removeremos um v e t o r  coluna de B e  o  

subs t i t u i r emos  p o r  algum o u t r o  v e t o r  de N , de modo que o  

novo conjunto de ve to re s  de B ,  formem a inda  uma base .  

- 
Uma vez ca l cu l ada  a  so lução  xB , temos d o i s  ca- 

s o s  a  c o n s i d e r a r :  

- 
( i )  s e  x  f o r  uma so lução  i n v i á v e l ,  abandonamos o  pro-  B 

b  1 ema; 

( i i )  s e  x~ f o r  uma so lução  v i á v e l ,  devemos v e r i f i c a r  s e  

e s t a  so lução  otima. 

1 1 . 4 .  -- Observações 

Teceremos ago ra ,  algumas considerações  que ju lga-  

mos Ú t e i s ,  sobre  o  que f o i  demonstrado a t é  o  momento. 



Observacão 11.4.1:  

E i.mportante sa l ien ta rmos  que s e  x  , p  # O , f o r  
P  

uma v a r i á v e l  b á s i c a ,  automaticamente, a  va r igve l  x p + l '  P  f O, 

também o  s e r á .  Para  maior c l a r e z a ,  podemos supor  que x s e  
P  - 

j a  b á s i c a  ( d i f e r e n t e  de z e r o ,  x f O , p  # 0 )  e  i g u a l  a  um 
P  

v a l o r  d  f O , logo: 

P e l a  r e s t r i ç ã o  de precedência ,  temos : 

e  da de f in i ção  1 1 . 2 . 1 .  segue o  r e su l t ado .  

Sempre que uma v a r i á v e l  x , p  f O , e s t e j a  n a  
P  

b a s e ,  f i c a  implic i tamente  en tendido ,  que todas  as v a r i á v e i s  

de x 
p+1  

a t é  xn , e s t a r ã o  n a  mesma base.  

observação 1 1 . 4 . 2 :  - 

A mat r iz  S  s e r á  quadrada,  de ordem pxp. Se a  
P  

r e s t r i ç ã o  de precedência  f o r  c rescente  , a  mat r iz  S  s e r á  
P  

c o n s t i t u í d a  da segu in te  forma: 

a) todos os elementos da diagonal p r i n c i p a l  s e rão  i g u a i s  

a  -1 , 

b) todos os elementos acima da diagonal  p r i n c i p a l  s e r ã o  

n u l o s ,  

c) os pr imeiros  elementos abaixo da diagonal p r i n c i p a l  s e  - 



r ã o  i g u a i s  a 1 ,  e  os r e s t a n t e s  n u l o s ,  

Se a  r e s t r i ç ã o  de p recedênc ia  f o r  d e c r e s c e n t e ,  a  

m a t r i z  S  s e r á  formada da s e g u i n t e  maneira:  
P  

a) todos  os elementos da d iagona l  p r i n c i p a l  s e r ã o  i g u a i s  

a  -1 , 

b) todos  os elementos abaixo da d iagona l  p r i n c i p a l  s e r ã o  

n u l o s ,  

c) os p r ime i ros  elementos acima da d iagona l  p r i n c i p a l  s e -  

rão  i g u a i s  a  1 ,  e  os r e s t a n t e s  nu los ,  

Em v i s t a  d i s t o ,  o  determinante  de S  s e r á  sem- 
P  

p r e  i g u a l  a  + 1 , ou s e j a :  

( 1 , s e  p f o r  p a r  , 

-1 , s e  p  f o r  impar . 



Como S é quadrada e o s e u  determinante  sempre 
P 

d i f e r e n t e  de z e r o ,  concluimos que e s t a  m a t r i z  ,sempre a d m i t i r á  

i n v e r s  a. 

Observação 1 1 . 4 . 3 :  - 

Dada a m a t r i z  quadrada 

- 1 calculemos a s u a  i n v e r s a ,  S2 . 

Como SE é uma ma t r i  z quadrada '2x2 , e como 

de t (S2)  = 1 ,  concluímos que S admite i n v e r s a ,  p o r t a n t o :  2 

p o r t a n t o :  



Cons iderando 

onde L2  é uma mat r iz  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  de ordem 2x2, t en  

do todos os seus  elementos i g u a i s  a  1 , p o r t a n t o ,  

Tomemos agora ,  uma mat r iz  quadrada S 3  e  ca l cu le  - 

mos a  sua  i n v e r s a .  



on de 

mos : 

Cons ide rando : 

L 3  6 uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  de ordem 3x3, t e -  

Observamos. também que : 



Observação 11 .4 .4 :  - 

Podemos t r a d u z i r  nos sa s  observações a n t e r i o r e s  , na  

forma de uma p rop r i edade ,  f r i s a n d o  que trabalhamos sempre com 

- 1 a b a s e  B e n ã o c o m s u a i n v e r s a  B . 

"A i n v e r s a  da m a t r i z  S  s e r g  sempre uma m a t r i z  
P  

t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ,  tendo todos os seus  elementos i g u a i s  a  

-1." 

P a r a  demonstrarmos e s t a  p rop r i edade ,  b a s t a  v e r i f i  - 

c a r  que a  ma t r i z  i den t idade  s e r á  sempre o  p roduto  , m a t r i c i a l  

-1 - de S e  S" , e  o  de t (S  ) = de t (S  ) - - + 1 , conforme o  
P P  P  P  

v a l o r  p  s e j a  p a r  ou impar. P o r t a n t o ,  

1 1 . 5 .  - c á l c u l o  dos m u l t i p l i c a d o r e s  do s implex  - 

Vamos p a r t i r  da h i p ó t e s e  que temos uma s o l u ç ã o  

b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l ,  determinada de acordo com a  seção  11.4 .  

Da r e l a ç ã o  (11.2.19) , temos : 



Consideremos o  v e t o r  l i n h a  u  , (m+n)-dimensional 

d e f i n i d o  po r :  

p o r t a n t o :  

S u b s t i t u i n d o  e s t a  r e l ação  em ( I 1  . S .  1) , obtemos : 

Tomemos ago ra ,  os s e g u i n t e s  v e t o r e s  l i n h a s  u  1 ' 

u2 e  u , sendo u  E D? , c u j  as componentes e s t ã o  a s soc i adas  3 

às m p r i m e i r a s  r e s t r i ç õ e s  de (11 .2 .7 ) ;  u3 E If , c u j a s  com- 

ponentes e s  t ã o  assoc iadas  às p  Últimas r e s t r i ç õ e s  de 

( I I . 2 . 7 ) ,  e  f i n a l m e n t e ,  u2 E , cu ja s  componentes e s t ã o  

a s soc i adas  às (n-p) '  r e s t r i ç õ e s  r e s t a n t e s  de (11.2.  7) .  Ã v i s -  

t a  d i s t o  temos: 

onde c  E d?+" , i s t o  é ,  c  6 um v e t o r  l i n h a  com (m+n) com- B B 



ponentes ,  ou a inda :  

p o r t a n t o :  

c  = (O, o ,  o ,  1) . 
B 

Reescrevendo (11.5.3) , teremos : 

ou a inda ,  

onde : 

u A p - t  l x p  
+l 4, 

lxm mxp 

lx (n -p )  (n-p) x(n-p) 

l x p  px(m-1) 



lxm m x l  

Resolvendo o  problema m a t r i c i a l  (11.5 .4)  , temos : 

u A + u  S = (0. ... 0) 
I P  3 P  --v-J 

p  componentes n u l a s  

u  I - - 0 1 2 n-p (L 
(n-p) componentes n u l a s  

u K  z P  = (-1 

(m-1) componentes n u l a s  

u a  = l  . 1 o  

De ( I I . 5 . 6 ) ,  temos: 

u I = (O, .  . . ,O) , 2 n-p 

p o r t a n t o :  

De ( I I . 5 . 8 ) ,  temos: 



De ( I I . 5 . 5 ) ,  temos:  

u A + u  S  = ( O ,  . . . ,  0 )  
1 P 3 P 

u S  = - u A  
3 P 1 P 

u S s-I  = -u A S-I 
3 P P  1 P P  

- 1 
U 3 = - u A S  

1 P P  

Como : 

temos : 

Comparando ( 1 1 . 5 . 7 )  com a e x p r e s s ã o  ac ima ,  temos:  

u  K = u  A L K = (O ,  . . .  ,O) , 
3 P ~ P P P  

= ( O ,  ... ,O) I *  
De ( 1 1 . 5 . 8 )  e ( I I . 5 . 9 ) ,  obtemos:  



p o r t a n t o ,  

Da re lação  ( I I . 5 . 1 0 ) ,  observamos que o s e t o r  u l  

corresponde 2 Última l i n h a  da matr iz  [A L K :ao]-' . Assim, 
P P Pl 

podemos c a l c u l a r  o ve to r  u3 a t r avés  do va lo r  de u l ,  ob t ido  

em (11.5.10) , po i s  : 

Passemos agora,  a  uma a n á l i s e  dos valores  das com - 

ponentes do ve to r  l i n h a  u E E?, pois  e s sas  componentes e s -  3  

t ã o  associadas 5s p últ imas r e s t r i ç õ e s  de ( I  I .  2.7) . 

Do teorema de f o l g a  complementar ( fraco)  , sabemos 

que,  a  cada r e s t r i ç ã o  do prima1 e s t á  associada uma v a r i á v e l  

dual não-negativa.  Assim sendo, as componentes de u3 asso- 

ciadas 5s p Últimas r e s t r i ç õ e s  de ( I I . 2 . 7 ) ,  têm que s e r  to -  

das não-negat ivas ,  no ótimo, ou s e j a ,  u  > O . A v i s t a  d i s -  3  - 
s o ,  temos dois  casos a  considerar .  

1) Pelo menos uma componente de u3 é negat iva .  Neste 

caso,  uma va r i áve l  não-básica deverá e n t r a r  na  b a s e ,  no lu-  

gar  de uma va r i áve l  bás ica .  



S e j a  xk a  v a r i á v e l  não-bás ica ,  que e n t r a r á  n a  b a  - 

s e ,  assoc iada  ao minimo dos z - c  negat ivos  , r e l a t i v o s  as 
j j 

v a r i á v e i s  de f o l g a  que e s t ã o  f o r a  da base  e ,  r e l a t i v o  2 primei  - 

r a  v a r i á v e l  da r e s t r i ç ã o  de precedência  que não e s t á  n a  b a s e ,  

i s t o  é:  

Atualizando o  v e t o r  coluna pk associado 5 v a r i á -  

ve 1 xk , teremos: 

Se não e x i s t e  nenhum elemento de yk p o s i t i v o ,  a  

solução do prob%lema (11.2.9) s e r á  i l i m i t a d a .  Caso c o n t r á r i o ,  

i s t o  é, s e  e x i s t e  ao menos um Yik  , i E IB , p o s i t i v o ,  deve- 

mos c a l c u l a r  a  v a r i á v e l  b á s i c a  que de ixará  a  base .  

S e j a  xr a  v a r i á v e l  b á s i c a  que s a i r á  da b a s e ,  t a l  

que : 

Trocando a  r-ésima coluna p e l a  k-ésima coluna de 

B, iremos o b t e r  uma nova base.  Calcularemos novamente a  so lu -  
- 

ção xB , e  os ve to res  l i n h a  u1,u2 e  u3 . O procedimento s e  



r e p e t i r á  a t é  que todas  as componentes de u3 sejam náo-negat i  - 

vas . 

2) Todas as componentes de ug são não-negat ivas ,  i s t o  é, 

> O .  Neste caso ,  devemos c a l c u l a r 0  z - c  r e l a t i v o  a  u3 - j j  

p r i m e i r a  va r i áve l  da r e l ação  de precedência ,  que não e s t á  n a  

b a s e ,  i s t o  é ,  c a l c u l a r  z - C . De ( I I . 5 . 2 ) ,  temos: 
n  -P n-P 

z - C - - 
Pn-p - C 

n-P n-P n-P 

Podemos assim, r e p r e s e n t a r  a  coluna 

gu in te  manei.ra: 

P P n-p-1 n-p 

a  an-p-l n-p 

(11.5.12) 

'n -p da s e -  



Verificamos que o  v e t o r  coluna . 
pn-p poderá  s e r  

e s c r i t o  da s egu in t e  maneira:  

(m+n-p) -és imo 2 L.+ (m+n-p + i )  -és imo 
e  lemn to  elemento 

A l é m  d i s s o ,  podemos observar  que as  m componentes do 'vetor  

l i n h a  ul , e s t ã o  assoc iadas  às m p r ime i r a s  l i n h a s  do v e t o r  

'n-p , p o r t a n t o ,  e s t ã o  assoc iadas  às ConPonenteS de E R m - A ~  

(n-p) componentes do v e t o r  u2 e s t ã o  assoc iadas  às componen- 

t e s  do v e t o r  ( 0 ,  . . . . ,  0, - l ) . "  , e f ina lmente  as p componentes 

de u3 e s t ã o  a s soc i adas  às p  componentes do v e t o r  

1 0 ,  . . 0 . Observamos também ,que os ve to re s  . a 
n-P 

T T 
O O , .  . O 1 e ( l , O , . .  . 0 consti tuem o v e t o r  coluna 

Pn-p , d e f i n i d o  anter iormente  em (11.5 .13) .  A s s i m  s endo ,  pode - 

mos r e e s c r e v e r  z ~ , - ~  - C , i s t o  é :  
n -P 

Como c  = O e  uZ = O , temos: 
n-P 



por t an to :  

z - C = u a  + u 
n-P n-P 1 n-p 3 , 

p o i s  , e l  = (1 ,0  ,... , O )  E s e  

Agora também, temos dois  casos a  cons ide ra r :  

( i )  Se z - C < O , en tão  a  var iáve 1 x  e n t r a -  
n-P n-P n-P 

r á  n a  b a s e ,  no l u g a r  de uma v a r i á v e l  de fo lga .  

d 

( i i )  Se z - C > O , então  a  solução encontrada e  
n-P n-p - 

ótima. 

1 . 6 .  Descricão do método 

Cons i de remos 

n e a r :  

maximi z a r  x - o  

s u j e i t o  5: 

PX = b 

s > O  , - 

onde, a ma t r i z  P é uma 

o  segu in te  problema de programação li - 

matr iz  de ordem (m+n) p o r  (2n+l )  ; 
- 

o v e t o r  X E :  dn+' um v e t o r  dado po r :  



o v e t o r  b E #'" um ~ e t o r  coluna dado por :  

A c a r a c t e r í s t i c a  da ma t r i z  P é (m+n), ou s e j a ,  p(P) = m+n , 

e  o  v e t o r  s E ll? , um v e t o r  não-negativo.  

Devemos in i c i a lmen te  , c o n s t r u i r  uma b  as e  B , cu j  a 

c a r a c t e r í s t i c a  é (m+n) , i s t o  é,  p(B) =(m+nj. E s t a  b a s e  s e r á  

formada.pelos  ve to res  coluna associados às p ú l t imas  var iáve  - 

i s  da r e s t r i ç ã o  de precedência;  pe lo  v e t o r  coluna po de P  

associado à v a r i á v e l  xo e  por  alguns ve tores  associados às 

v a r i á v e i s  de f o l g a  de ( 1 . 2 7 )  Como qualquer  ma t r i z  b á s i c a  B, 

determina uma solução b á s i c a  p a r a  PX = b , obtemos da equação 

(11.2.15) : 

- 
X = ( x ~ - ~ + ~ ,  . . . 'Xn ,SI,. . . ,s ,S . . ,Si T 

B n-p il ,x0) , m-1 

é uma solução b á s i c a  v i áve l  i n i c i a l  de PX = b . Uma vez o b t i  - 

da uma solução b á s i c a  v i á v e l ,  devemos v e r i f i c a r  s e  t a l  so lu-  

ção é otima. Para  i s t o ,  devemos c a l c u l a r  os ve to res  l i n h a  

u l ,  u2 e  u3 , t a l  que: 

onde cB é um v e t o r  l i n h a  com (m+n) componentes dado por :  



e  a  b a s e  B , uma m a t r i z  com a  segu in te  configuração : 

(m+n) x (m+n) 

Obtidos os va lo res  dos ve tores  u l ,  u2 e  u 3  ' t e -  

mos novamente que cons iderar  dois  casos:  

1) Ao menos uma componente de u3 é nega t iva .  Neste ca- 

s o ,  uma v a r i á v e l  não-básica  e n t r a r á  n a  b a s e ,  no l u g a r  de uma 

v a r i á v e l  b á s i c a .  Para  de terminarmos qual  v a r i á v e l  não-bás i c a  

e n t r a r á  n a  b a s e ,  devemos c a l c u l a r  os z - c  r e l a t i v o  va- 
j j 

r i á v e l  x e  r e l a t i v o  ãs v a r i á v e i s  de f o l g a  f o r a  da base .  A 
n-P 

v a r i á v e l  que o b t i v e r  o  v a l o r  zi - c; mais n e g a t i v o ,  s e r á  a  
J J 

v a r i á v e l  e sco lh ida  a  e n t r a r  na b a s e ,  i s t o  é:  

p o r t a n t o ,  xk e n t r a r á  n a  base.  

Pa ra  determinarmos qua l  v a r i á v e l  de ixa rá  a  

Y 

b a s e ,  

devemos primeiramente,  a t u a l i z a r  o  v e t o r  coluna associado a  

v a r i á v e l  não-básica  xk , i s t o  é: 



e  yib , i E IB  , OS elementos de yk . Se não e x i s t i r  ne - 

nhum elemento de yk p o s i t i v o ,  a  solução do problema (11.6 . l )  

- (11.6.3) s e r á  i l i m i t a d a .  Caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é,  s e  e x i s -  

t i r  ao menos um Y i k  p o s i t i v o ,  calculamos a  var iáve 1 bás i c a  

x , que s a i r á  da b a s e ,  da mesma forma que o  método usua l  do r 

s implex,  assim, 

Após ,simplesmente trocarmos a  r-és ima coluna p e l a  

k-ésima coluna da base  B , obteremos uma nova base.  Para  e s -  

t a  b a s e ,  calcularemos novamente os ve tores  l i n h a  ul , u2 e  u3. 

O procedimento s e  repe te  a t é  que todas  as componentes do ve- 

t o r  u3 sejam não-negat ivas .  

2) Todas as componentes de u j  s ão  não-negat ivas  , u > 0 .  3  - 

Neste caso ,  devemos c a l c u l a r  o  z - C 
n-P n-P 

Temos novamente, do i s  cas os a  oons i d e r a r :  

( i )  Se z - C < O , a  v a r i á v e l  x deverá en- 
n-P n-P n-P 

t r a r  na  b a s e  no luga r  de uma v a r i á v e l  de f o l g a .  



( i i )  Se z - C > O , devemos p a r a r  o  procedimento, 
n-P n-P 

p o i s ,  j 2 obtivemos a  solução ótima. 

Es tas  são p o i s ,  as condições de ot imal idade , is to  6 ; ~ a r a  
--e e - - -- 

o  problema de maximizagão devemos t e r  u 3 > 0  e  z - c  >O.  n-p n-p 

~ á ,  para o  problema de minimiza~áo devemos t e r  u3 2 O e  

1 1 . 7 .  - -  P a s s ~ s  do Algoritmo 

Faremos agora,  um resumo dos passos do algori tmo.  

PASSO 1 

- 
Dada uma so lução  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  x , f o r -  B 

mada p e l a s  p  Últimas v a r i á v e i s  das r e s t r i ç õ e s  de precedência ;  

p o r  algumas v a r i á v e i s  de f o l g a  e  p e l a  v a r i á v e l  x , i s t o  6 :  
O 

Calcule os ve to res  l i n h a  u l ,  u2 e  u  3  ' 

Se houver pe lo  menos uma componente n e g a t i v a  de 

u3 , s i g a  p a r a  o  passo  2 . 

Se todas as componentes de u3 forem p o s i t i v a s , ,  

s i g a  p a r a  o  passo  6 . 

PASSO 2 -- 

Determine a  v a r i á v e l  não-bás i c a  xk , que e n t r a r á  

na base :  



zk - ck = min {z - C < Q ; z  - c  < O ) .  
n-P n-P s j 

S 
j &IN j 

PASSO 3  

Atua l ize  o  v e t o r  coluna correspondente 2 var iáve  1 

xk , i s t o  é: 

Se todos os elementos de yk forem negat ivos  ou 

n u l o s ,  p a r e ,  po i s  a  so lução  do problema (11.6.1) - (11.6.3) 6 

i l imi t ada .  

Se e x i s t i r  ao menos um elemento p o s i t i v o  de Yk , 
s i g a  p a r a  o  passo 4 . 

PASSO 4 

Calcule a  v a r i á v e l  b á s i c a  xr , que de ixará  a  ba- 

s e ,  i s t o  é: 

PASSO 5 

Determine a  nova base  B , s u b s t i t u i n d o  a  coluna 

Y r  p e l a  coluna yk . 
Calcule os novos va lores  das v a r i á v e i s  b á s i c a s ,  

a t r avés  do s i s t ema  sXg = 6 , e  v o l t e  pa ra  o  passo i. . 



PASSO 6 

Calcule z - C 
n-P n-P 

Se z - C < O , a  v a r i á v e l  não-básica x 
n-P *-P n-P 

e n t r a r á  n a  base.  Após as modificações n e c e s s á r i a s ,  v o l t e  pa- 

r a  o  passo 1 . 
A 4 

Se z - C > O , pare a  solução e  otima. 
n-P n-P 
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11.8 .  - E x e r c í c i o s  Resolvidos  

Vejamos ago ra ,  a lguns  e x e r c í c i o s  r e s o l v i d o s  p a r a  

melhor compreensão do que f o i  demonstrado até  o  momento. 

E x e r c í c i o  1 1 . 8 . 1  

maximizar x  - O 

s u j e i t o  2: 

Escrevendo e s t e  problema de uma maneira mais con- 

v e n i e n t e ,  t e  remos : 

maximi z a r  xo 

s u j e i t o  à: 

x - x < o .  1 2 - 

In t roduz indo  as v a r i á v e i s  de f o l g a  S .  > O , 
J - 

j = 1 , 2 ,  , obtemos: 



s u j e i t o  5: 

A base  i n i c i a l  B , s e r á  formada p e l a s  colunas as - 

saciadas às v a r i á v e i s  x2 , s l ,  s2  e  x  , i s t o  é:  o  

E s t a  base  é uma mat r iz  de ordem 4x4, e  pode s e r  

representada  da segu in te  maneira: 

onde : 



A l é m  d i s s o ,  sabemos que : 

p o r t a n t o :  

7 

Resolvendo e s t e  problema m a t r i c i a l ,  temos : 



Exp l i c i t ando  o s i s t e m a  acima,  temos : 

De ( 1 1 . 8 . 1 . 2 )  , temos: 

De (11 .  8 . 1 . 3 1 ,  temos: 



De (11. 8 . 1 . 1 ) ,  temos: 

p o i s ,  de t  

C omo a  ma t r i z  quadrada 

= -2 f O , temos: 

p o r t a n t o ,  

1 2  0 1  
adrni t e  i n v e r s  a ,  



- 
A so lução  o b t i d a  xB , é uma so lução  b á s i c a  v i á -  

v e l  p a r a  o  problema i n i c i a l ,  e n t r e t a n t o ,  não sabemos a i n d a , s e  

é uma so lução  ótima. 

Pa ra  e s s a  v e r i f i c a ç ã o ,  devemos e f e t u a r  o c á l c u l o  

dos m u l t i p l i c a d o r e s  do s implex :  

Res olvendo o produto  m a t r i  c i  a1 : 



Exp li c i t a n d o  uações acima,  temos : 

De (11.8.1.  8 ) ,  temos: 

De ( I I . 8 . 1 . 9 ) ,  temos: 

De (11.8.1.10) , temos : 

2 u1 1 + 0 . U l  = 1 

e  uL não e s t á  de f in ido  a inda .  
1 

De (11-.8.1.7) ,  temos: 



Assim, o  v e t o r  u  s e r á :  

Como u  > O , devemos c a l c u l a r  o v a l o r  3 - de 

z - C  = z  
1 - c1 . Se e s t e  v a l o r  f o r  p o s i t i v o ,  a  so lução  

X 1 X1 

xg , dada p o r  ( 1 1 . 8 . 1 . 6 )  , s e r á  a  solução Ótima. Caso cont rá -  

r i o ,  i s t o  6 ,  s e  z - c , f o r  nega t ivo ,  devemos i n t r o d u z i r  a  
1 1 

v a r i á v e l  x na base.  Vejamos pois  : 
1 

Como zl - c  6 nega t ivo ,  a  v a r i á v e l  x l ,  e n t r a -  1 

r ã  na  base.  Para  determinarmos qua l  v a r i á v e l  de ixa rá  a  baste,  

devemos primeiramente,  a t u a l i z a r  o  v e t o r  coluna p l  , i s t o  
4 

e ,  devemos c a l c u l a r  o v e t o r  y1 , t a l  que: 



R e s o l v e n d o  o s i s t e m a  m a t r i c i a l  , t e m o s  : 

D e  (b) , t e m o s  : 

D e  ( c ) ,  t e m o s :  

D e  (d) , t e m o s  : 

Y 3 1  = 1 + Yll 



De ( a ) ,  temos: 

p o r t a n t o ,  

Calculemos en tão :  

X 
2 s 

min C--- , - 1 = minC 3 / 2  . 3 / 2  1 = 
Y 

Assim, a  v a r i á v e l  a s a i r  da base  é a v a r i á v e l  de 

fo lga  s2  , ent rando em s e u  l u g a r  a  v a r i á v e l  xl . A nova b a  - 

s e  s e r á :  



E s t a  b a s e  pode s e r  r ep re sen t ada  da s e g u i n t e  manei - 
r a :  

onde : 

Além dis-so , sabemos que : 



p o r t a n t o :  

E x p l i  c i  t ando  o  s i s t e m a  ac ima,  temos : 

De ( 1 1 . 8 . 1 . 1 2 )  , temos:  



S u b s t i t u i n d o  ( 1 1 . 8 . 1 . 1 3 )  em ( 1 1 . 8 . 1 . 1 1 )  , temos: 



p o r t a n t o ,  

S u b s t i t u i n d o  ( 1 1 . 8 . 1 . 1 4 )  em ( 1 1 . 8 . 1 . 1 3 )  , temos:  

p o r t a n t o ,  

A s s i m  s e n d o ,  a  nova  s o l u ç ã o  s e r á :  



Como e s t a  nova solução é v i á v e l ,  devemos v e r i f i c a r  

s e  e l a  s e r á  ou não, uma solução 6tima. Para i s t o ,  calculemos 

os m u l t i p l i  cadores do simplex : 

( i i i )  u a  = 1  
2 + O  

Expli  c i tando as re lações  acima, temos : 

De ( I I . 8 . 1 . 1 6 ) ,  temos: 



e uZ n ã o  e s t â  a i n d a  d e f i n i d o .  
3 

De (11 .  8 .1 .17)  , temos:  

e u2 n ã o  e s t á  a i n d a  d e f i n i d o .  1 

De ( I I . 8 . 1 . 1 5 ) ,  t emos:  

S u b s t i t u i n d o  (11 .8 .1 .18 )  e  (11 .8 .1 .19 )  n o  s i s t e m a  

ac ima ,  temos : 



Somando as equações. , obtemos : 

p o r t a n t o :  

Assim sendo ,  o  v e t o r  l i n h a  u  s e r a :  

Como u > O , passemos ao c á l c u l o  de z 
3 - - C i s t o  é: 

s 2  S2  ' 

- 
A solugão encont rada  xg , dada po r :  

é a so lução  Ótima do problema i n i c i a l ,  p o i s ,  u  > O 3 - 

Podemos também, r e s o l v e r  g ra f icamente  e s t e  p rob l e  - 

ma.  Devemos pr imei ramente ,  r e a l i z a r  algumas modif icações  no 

mesmo, de forma que o  problema d e f i n i d o  abaixo s e j a  equiva-  



l e n t e  ao prob-lema o r i g i n a l :  

maximi z a r  x  - o  
= 4 +  2 5 - x  

2 

s u j e i t o  2 :  x1 + 2xZ = 3 

onde X é d e f i n i d o  p o r :  

X =  {x E d / O  - < X 1 ( X 2 }  . 

A r ep re sen t ação  g r á f i c a  d e s t e  problema s e r á :  

F i g .  (-11.8.1.1)  

Ponto A :  



Ponto B :  

Ponto C :  

a 

p o r t a n t o ,  a  solução Ótima, s e r a :  

dando 

Exerc í c io  11 .8 .2 :  - 

maximizar x  
v-- O 

S u j e i t o  2 :  



maximizar x o 

S u j e i t o  à: 

X - X  1 2 

Introduzindo as variáveis de f o l g a  s  > O , 
j - 

j = 1 , 2 , 3 , 4  , no s i s tema acima, obtemos: 

maximizar x  o 

s u j e i t o  5: 

X + 2xl - 3x2 + X 3  - 
O X4 = 4 

X1 2x2 - x + 2x4: 3 = 2 

- X1 + 
= o 

X - X  1 2 + s 2  
= o 

X2 - X 3 + S 3  = o 

Consideremos, por  exemplo, as va r i áve i s  x  e  x  3 4 

n a  base.  Assim sendo, a  mat r iz  b á s i c a  i n i c i a l  s e r á :  



A base  B é uma ma t r i z  6x6 , e pode t e r  a  segu in  

t e  r ep re sen t ação  : 

onde : 

'T' 



A l é m  d isso  , sabemos que : 

por tan to :  

Exp l i c i  tando o s i s tema acima, temos : 



temos : L 

p o r t a n t o :  

- 

De ( I I . 8 . 2 . 3 ) ,  temos:  



[i] 
S u b s t i t u i n d o  ( 1 1 . 8 . 2 . 5 )  e m  ( 1 1 . 8 . 2 . 1 )  , o b t e m o s :  

p o r t a n t o :  



l o g o  

S u b s t i t u i n d o  (11 .8 .2 .6 )  em ( I I . 8 . 2 . 5 ) ,  obtemos:  

p o r t a n t o :  

Podemos a i n d a ,  o b t e r  e s t a  s o lução  r e s o l v e n d o  O 

s eguin  t e  s i s  tema : 

E x p l i c i t a n d o :  



x - x  3 4 + x  = 4  
O 

-X3  -I- 2 x 4  = 2 

s 1 = o 

S 
= o 

2 

-X 
3 + S 3  = o 

X - X  3 4 = o 

D e  ( c )  , t e m o s :  

D e  (d) , t e m o s  : 

D e  ( e )  , t e m o s :  

D e  ( f )  , t e m o s  : 



a s s i m ,  s u b s t i t u i n d o  e s t a  e x p r e s s ã o  em (b)  , temos: 

p o r t a n t o ,  

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  v a l o r e s  em (a )  , temos: 

Assim, a  s o l u ç ã o  b á s i c a  s e r á :  

Ver i f iquemos a  s e g u i r ,  s e  e s t a  s o l u ç ã o  é Ótima 

o u  n ã o ,  p a s s a n d o  ao c ~ l c u l o  dos m u l t i p l i c a d o r e s  do s i m p l e x .  

c  = (O, o ,  o ,  o ,  o ,  1 )  
B , 



p o r t a n t o ,  

Resolvendo o s i s tema mat r i c i  a1 dado acima, ob t e -  

mos : 

Explici tando as expressões ( i ) ,  ( i i )  , ( i i i )  e ( i v ) ,  

obtemos : 



De ( I I . 8 . 2 . 9 ) ,  temos: 

p o r t a n t o ,  

ou a i n d a ,  

De ( I I . 8 . 2 . 1 0 ) ,  temos: 

e  u2 a inda  não  e s t á  d e f i n i d o .  
3 

De (11.8.2.11) , temos: 



e  U; tambémnão e s t á  a inda  de f in ido .  

De ( I I . 8 . 2 . 8 ) ,  temos: 

p o r t a n t o ,  

S u b s t i t u i n d o  (11. 8.2.13) e  (11.8.2.14) no s i s t e -  

ma acima, obtemos : 

Somando as equações acima, temos: 



Sub.st i tuindo (11.8.2.15) e m u m a d a s  equações do 

s i s  tema acima, temos : 

O v e t o r  l i n h a  

p o r t a n t o ,  

(11. 8.2.16) 

u s e r á  representado por :  

a 

Como uma componente de u3 é n e g a t i v a ,  i s t o  e ,  
- T a 

u2 = -1 < O , a  s o l u ~ ã o  b á s i c a  xB = ( 2 , 2 , 0 , 0 , 2 , 4 )  não e  3 

a solução Ótima do problema i n i c i a l ,  p o r t a n t o ,  uma v a r i á v e l  

deverá e n t r a r  n a  base.  A s  p o s s í v e i s  candidatas  se rão  as v a r i  

ãve is  x 2 e  s4  . Vejamos qual  devemos e sco lhe r .  Para  

i s t o ,  calculemos os z - c  r e l a t i v o s  a  ambas, i s t o  é :  
j j 

como, 



temos : 

ou mais  expl ic i tamente  : 

Zk = min 

N 

Zk - Ck = min{ 

por t an to :  



Assim, a v a r i á v e l  x2 e n t r a r á  n a  base no lugar  de uma o u t r a  

que devera de ixa r  a base.  Para calcularmos a  v a r i á v e l  que 

s a i r á  da base ,  devemos em primeiro l u g a r ,  a t u a l i z a r  a  coluna 

associada à var iáve l  x , i s t o  é: 2 

ou expl ic i tamente :  

Resolvendo o  s i s tema m a t r i c i a l  dado acima, obte- 



De ( c ) ,  temos: 

De (d) , temos : 

De ( f )  , temos: 

e s u b s t i t h i n d o  e s t a  

Ass i m ,  

, 

expressão 

De (e)  , temos : 

(E)  , temos : 

De (a) , temos : 



p o r t a n t o :  

Para  determinarmos a  v a r i á v e l  que de ixa rá  a  b a s e ,  

devemos c a l c u l a r :  

I O = min {- ' Yir > o )  
i & I B  Y i  IC 

Verificamos que a  v a r i á v e l  de f o l g a  s 3  de ixará  a  b a s e ,  em- 

t rando em s e u  l u g a r  a v a r i á v e l  x2 . A nova b a s e  s e r á  c o n s t i  - 

t u i d a  da segu in te  forma: 



Repetindo todo o procedimento a n t e r i o r ,  ca lcu la re  

mos os va lores  das novas v a r i a v e i s  bás icas :  

- Como B xB - - b , temos: 

Resolvendo o s i s tema m a t r i c i a l ,  temos: 

De ( c ) ,  temos: 



De (.d) , temos.: 

De ( e )  , temos : 

De ( f )  , temos : 

P o r t a n t o :  

S u b s t i t u i n d o  e s t a  condição  em ( b ) ,  temos:  

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  v a l o r e s  em ( a ) ,  t emos:  



A v i s t a  d i s s o ,  o  novo v e t o r  h â s i c o  s e r á :  

V e r i f i c a r e m o s  a  s e g u i r ,  s e  e s t a  s o l u ç ã o  s e r á  ou 

não  a  s o l u ç ã o  ó t i m a ,  de forma q u e ,  p a s s a r e m o s ,  ao c á l c u l o  dos 

m u l t i p  l i c a d o r e s  do s implex:  

o u  de o u t r a  forma: 

( u l ,  U 2 '  u3) = (O , .  . , I )  , 



Resolvendo o s is tema m a t r i c i a l  dado acima, temos : 

( i )  U1 A + u3 S = (O, O, O) 
4, 4, 4, 4, 

P P 

( i i )  u2 I = O 
n -P  

4, 4, 
1x1 1x1 

( i i i )  u3 K = O  
P 

C 4, 
1x3 3x1 

( iv)  u, a = 1  . o 
C C 

1x2 2x1 



E x p l i c i  t a n d o  as equações  ac ima,  temos : 

De ( 1 1 . 8 . 2 . 1 9 ) ,  t emos :  

e  u2 e  ui n ã o e s t ã o  a i n d a  d e f i n i d o s .  
3 

De ( I I . 8 . 2 . 1 8 ) ,  t emos:  

De ( I I . 8 . 2 . 2 0 ) ,  t emos :  



e  u i  também não e s t á  a inda  de f in ido .  

De ( I I . 8 . 2 . 1 7 ) ,  temos: 

ou a inda :  

1 
U - U  

2  
1 1 

S u b s t i t u i n d o  ( 1 1 . 8 . 2 . 2 1 )  e  ( 1 1 . 8 . 2 . 2 3 )  no s i s t e -  

ma acima, obtemos : 

Somando ( I )  e  (11) , temos : 



Somando (IY) e  ( 1 1 1 ) ,  temos:  

S u b s t i t u i n d o  ( I .  8.2.2 4) em (IV) , obtemos: 

S u b s t i t u i n d o  (11. 8 .2.2 4) em ( I )  , temos : 

Podemos e n t ã o ,  e s c r e v e r  os v e t o r e s  l i n h a s  u  
1' 

u2 e  u3  , ass im:  

p o r t a n t o :  

Como t o d o s  os e l ementos  de u3 s ã o  n ã o - n e g a t i -  

v o s ,  devemos e f e t u a r  os  s eguin  t e s  c á l c u l o s  : 

2 

a) z1 - c1 = u p l -  =1 = ( 1 , , 0 , 0 , 1 , 1 )  [-:I - o = 2 + 1 = 3 > o 



Como u  > O e  todos z - c  > O , j E IN , 
3 - j j 

a  

solução ob t ida  é a  - solução Ótima: 

1 1 . 9 .  - Dualidade em Programação I n t e i r a  (0-1) 

As r e s t r i ç õ e s  de precedência  podem aparecer  em 

problemas de programação i n t e i r a  b iva len te  , onde as va r i áve i s  

assumem somente um dos va lores  O ou 1 . Podemos t r a d u z i r  

e s t e  f a t o ,  da seguin te  maneira: a  cada va r i áve l  e s t a r á  associ  - 

ada a  r ea l i zação  de um evento ,  e  essas  rea l izações  devem s e r  



implementadas segundo uma ordempré-determinada.  Assim, s e  

o  evento o c o r r e r ,  a  v a r i z v e l  assumir5 o  v a l o r  1 , e  s e  não 

o c o r r e r ,  a  v a r i á v e l  assumirii o  v a l o r  O . Em o u t r a s  pa la -  

v r a s ,  teremos : 

( 1 , s e  o  evento j o c o r r e r  , 

X j  =i O , caso c o n t r á r i o  . 

Tal problema poderá ,  po r  

con f  i guração : 

minimizar xo = c$  

s u j e i t o  >: 

x , j = 1 , .  n  , i n t e i r o s  , 
j 

exemplo, t e r  a  s egu in te  

n  m 
onde cT , x E IR ; b E IR e  a matriz A com m l i n h a s  e n  colu- 

nas 

Apresentaremos e n t ã o ,  um procedimento p a r  a re-  

s o l v e r  um problema de programação l i n e a r  zero-um, mediante a  

solução de um programa mestre ,obtido a  p a r t i r  do desenvolvi-  

mento da dualidade em programação i n t e i r a .  

As i d é i a s  u t i l i z a d a s  p a r a  a  construção da  dua l i -  

dade em programação i n t e i r a ,  foram der ivadas  da t e o r i a  da dua - 

l idade  em programação matemática. Ver r e f e r ê n c i a s  1 ' 1  e  1 2 4  1 .  

Baseados n e s s a  t e o r i a ,  podemos i n f e r i r  algumas 

i d é i a s  p a r a  o  problema de programasão i n t e i r a ,  e ,  em p a r t i c u -  

l a r ,  p a r a  programação zero-um. 



S e j a  o  s e g u i n t e  conjunto  represen tando  as  r e s  t r i -  

ções de e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s :  

X = Ix E $10 x1 < ... < xn - - < 1 ; x. inteiros,  j  = 1,. . .n) . - J 

Desta forma o  problema i n i c i a l  f i c a r á  com o  s e -  

guin t e  asp e  c t  o  : 

minimi z a r  xo = cx 
- ,  

s u j e i t o  à: Ax < b - 
X E X  . 

O problema ( 1 1 . 9 . 5 )  - ( 1 1 . 9 . 7 )  s e r á  denominado 

Pa ra  uma melhor v i s u a l i z a ç ã o  do conjunto  X , con - 

sideremos pr imei ramente ,  um v e t o r  x  em , ass im,  X s e -  

r á  d e f i n i d o  por .  

X =  I X E ~ / O ( X ~ - ~ -  ix < 1 ;  x1 e  xZ i n t e i r o s }  e 

A f i g u r a  ( 1 1 . 9 . 1 )  s e r á  a  r ep re sen t ação  g r á f i c a  



Obs~ervamos n a  f i g .  CI I . c ) . l ) ,  que o conjunto  X 

T s e r á  formado p e l o s  s e g u i n t e s  pontos :  ( O , Q ]  , (0 , l l T  e ( 1 , 1 ) ~ .  

Consideremos ago ra ,  um v e t o r  x em R? , ass im,  

X s e r á :  

Graf icamente ,  teremos : 



Da mesma forma, da f i g .  (-11.9.2) obçervamos que o  

T 
conjunto X 6 formado p e l o s  s egu in t e s  pontos :  (Q , O  ,O) , 

A v i s  t a  dos exemplos dados , podemos c o n c l u i r  que 

o  número de pontos do conjunto X , s e r á  sempre i g u a l  a  

( n + l )  , sendo n  o  número de v a r i á v e i s  do problema p r ima l .  

Consideremos o  s e g u i n t e  conjunto:  

O conjunto Y é a  e n v o l t ó r i a  convexa do conjun to  

X , além de s e r  um conjunto compacto, denso e  p o s s u i r  p  v e r  - 

t i c e s ,  sendo p  = n + l  , e  n  o  número de v a r i á v e i s .  

Pa ra  o  exemplo da f i g .  (11.9.2) , o  conjunto Y e  
- 

a  e n v o l t ó r i a  convexa dos t r ê s  pontos que const i tuem o  conjun- 

t o  X , i s t o  é ,  é a  e n v o l t ó r i a  convexa dos pontos (0 , 0 I T  , 

T (O 1 )  e  ( 1  1) . D e  ou t ro  modo, Y s e r á  d e f i n i d o  p o r :  

Graficamente , podemos r e p r e s e n t á - l o :  

Fig. (11.9.3) 



Para  o  exemplo da f i g . [ I I . S . 2 ) ,  o  conjunto Y s e  - 

T r5 a envo l tGr i a  convexa dos s e g u i n t e s  pontos : (O ,O , Q )  , 
T (0 , Q  , 1 j T ,  O 1 1 e  1 1 . Podemos a i n d a ,  r e p r e s  entá-10 

da s e g u i n t e  maneira:  

Graficamente,  temos : 

T Na f i g .  (11.9.3) ver i f icamos que os pontos (0 , O )  , 

( 0 , 1 ) ~  e  ( 1 . 1 ) ~  são os v é r t i c e s  do conjunto Y , ao mesmo 

tempo que s ã o  os pontos de X . J á ,  n a  f i g . ( 1 1 . 9 . 4 ) ,  os pon- 

T T T 
tos  (0,O ,O) , (0 ,O ,1) , ( O  1 1  e  ( 1 , 1 , 1 ) ~  são os v é r t i -  



ces de Y e  os pontos de X . A v i s t a  d i s t o ,  podemos f a c i l -  

mente c o n c l u i r  que todo v é r t i c e  de Y 6 um ponto de X . 
Consideremos ago ra ,  o problema pr ima1 (P) com 

uma Única r e s t r i ç ã o .  Para  i s t o ,  devemos a s s o c i a r  a  cada r e s -  

t r i ç ã o  i ( i  = 1 , .  . . ,m) , de (11.9.2) , uma v a r i á v e l  dual  não- 

n e g a t i v a  u  , t a l  que ,  u  E nfl , onde o  conjunto * é d e f i -  i 

n ido  da  s e g u i n t e  maneira:  

A s s i m  sendo,  o  problema pr imal  (P)  f i c a r á :  

min i m i  z a r  { cx + u  (Ax - b) I - 

s u j e i t o  à: x  E X . 

Reescrevendo o  problema (11.9.8) de uma maneira 

mais conveniente , teremos : 

f ( u )  = min {cx + u(Ax - b ) / x  E X) , (11.9.9) 

onde u  é um v e t o r  l i n h a ,  cu jas  componentes s ão  não-nega t i -  

vas.  Assim, p a r a  um dado u  - > O , f (u) s e r á  uma função em 

termos de x  , i s t o  é:  

f ( u )  = min {cx + uAx - ub/x E X} , 

Como vimos an te r io rmente ,  os pontos  de X s ã o  os 

v é r t i c e s  de Y , e  ass im,  a  função f ( u )  dada acima, f i c a -  



4 

ra: 

O problema (11.9 .10)  é um problema de programação 

l i n e a r ,  p o r t a n t o ,  o  método do s implex f o r n e c e r á  suas  s o l u -  

ç õ e s ,  que obviamente s e r ã o  os v é r t i c e s  de Y e  os pontos  

de X . 
a 

O problema dual  (D)  , do problema pr imal  (P) , s e r a  

d e f i n i d o  da  s e g u i n t e  maneira:  

maximi z a r  C f (u) 1 - 

s u j e i t o  à: u  - > O , 

ou mais e x p l i c i t a m e n t e :  

maximizar [-ub + min{cx + u ~ x l ]  - 
s u j e i t o  à: x  EY 

u > o  . - 
P a r a  Ju F , temos: 

f ( u )  - < x; , 

onde x* é o  v a l o r  8timo do o b j e t i v o  p r ima l .  o  

Se o  problema p r ima l  (P) , não comportasse a s  r e s -  

t r i ç õ e s  de i n t e g r a l i d a d e ,  o  problema (D)  s e r i a ,  o  dual  de um 

problema con t ínuo ,  e  p o r t a n t o  ter íamos : 

onde u* s e r i a  a  so lução  Ótima do dual .  E n t r e t a n t o ,  levando 

e m  cons ideração  as  r e s t r i ç õ e s  de i n t e g r a l i d a d e ,  temos : 



A d i f e r e n ç a  x: - f(u3)  6 o s a l t o  p r i m a l - d u a l  ou  

" d u a l i t y  gap" . 

11 .10 .  - P r o p r i e d a d e s  do problema d u a l  (D)  : 

k 
S e j a  Y = { x  }k=l , onde xk s ã o  os p o n t o s  

, ,P 

ext remos  o u  os v é r t i c e s  do p o l i e d r o  convexo d e f i n i d o  P o r  

(11 .9 .3)  e  ( 1 1 . 9 . 4 ) .  

P a r a  k  = 1 , .  . . , p  , def in imos :  

Logo, a  função  f ( u )  f i c a r á :  

f  (u) = min f ( u  ,xk) 
k = l . .  . p  

k  
f ( u )  = min {-ub + cxk + u ~ x  I . 

k = l . .  . p  

Ve j amos algumas p r o p r i e d a d e s  do problema d u a l  . 

P r o p r i e d a d e  (11 .10 .1)  

"A função f : nfl + IR é uma fungão  côncava ,  

on de 

f ( u )  = min {cxk + u ( ~ x ~ - b ) / ~  E x>" . 
k = l . .  . p  



~ e m o n s  t r a ç ã o :  

Sejam u 0 , u 1 ~ $ ; O i X < 1  - - ; X E X  e 

1 I 
f ( u )  = minlcx + u (Ax - b ) )  . 

S e j a  O < h < 1 e  - - 

3. u = hU0 + ( 1  - h)u 

f ( u )  = min {cx + u(Ax - b ) }  

9 
f  (u) = min{ cx +rhuo+ (1-h) u  ] (Ax-b) 1 

1 
f ( u )  = min{cx + hcx-hcx + huO(Ax-b)+(l-h)u (Ax-b)l 

1 
f  (u) - > min{hcx + huO(Ax-b) ]+min'{(l- h) cx + (1-h) u  (Ax-b) 1 

1 
f  (u) - > h min cx + u0 (AX-b) } + (i-h ) minI cx + u (Ax-b) , 

p o r t a n t o :  

f ( u )  - > hf(uO) + ( 1  - h) f (u l )  , 

ou a inda ,  

l ogo ,  a função f ( u )  é uma função contava. 



Propr iedade (11.10.. 2 )  : 

"Se x f o r  uma so luçáo  v i á v e l  do problema pr imal  

e s e  u  > Q , en tão :  

Demonstração - 

Se x f o r  v i á v e l  p a r a  o  problema p r i m a l ,  teremos:  

Como u  - > O , obtemos a  s e g u i n t e  des igua ldade :  

ou a inda :  

i s t o  p a r a  todos  os pontos v i á v e i s  do problema pr imal  e  p a r a  

todos os u  - > O . Em p a r t i c u l a r  p a r a :  

mix (cx + u(Ax - b ) )  - < cx > 

p o r t a n t o :  

A p ropr iedade  (11.10.2) é v á l i d a  p a r a  qua lque r  

u  E $ e p a r a  qua lquer  x v i á v e l  p a r a  o  problema p r i m a l ,  e  

em p a r t i c u l a r ,  podemos t e r :  



m & { f ( u ) / u ~  0 )  < min {cxfAx < b e  x E X) . --- - -  - 

Suponhamos que x* s e j a  a  so lução  Ótima do p rob le  

ma pr imal  (P) e ,  u* a  so lução  ótima do dual  (D) , assim: 

i s t o  é,  o ótimo do dua l  é um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  Ótimo do 

pr imal  . 

11.11. Resolução do dual  po r  programação l i n e a r  - 

A f a c i l i d a d e  com que resolvemos o  programa d u a l ,  

j u s t i f i c a  o  i n t e r e s s e  p o r  e l e  d e s p e r t a d o ,  assim sendo ,  apre-  

sentaremos um método de r e so lução  do problema dua l  (D) , p o r  

programação l i n e a r .  

Veremos que e s t e  método, não é o u t r o  senão a  

a p l i c a ç ã o  do p r i n c í p i o  de decomposição de Dantzig e  Wolfe , ao 

problema prima1 (P) , onde a  r e s t r i ç ã o  de i n t e g r a l i d a d e  6 r e l a  - 

xada. 

Assim, p a r a  um dado u  H > O , resolveremos o  s e -  

gu in t e  problema: 

f (u )  = min {cx  + u(Ax - b ) )  

s u j e i t o  5:  > 

O conjunto  X 6 um conjunto  formado p o r  todo  os 

v é r t i c e s  de Y , p o r t a n t o ,  podemos s u b s t i t u i r  o  problema an t e  - 



r i o r  p e l o  s e g u i n t e :  

f ( u )  = min icx + u(Ax - b ) }  
s u j e i t o  à: 

X E Y ,  

p o i s ,  e s t e  é um problema de programação l i n e a r ,  admi t indo  ao 

menos uma s o l u ç ã o  6 t i m a  em um v é r t i c e  de Y , v e r  D a n t z i g  

1 4 1 .  Como e s s e  v é r t i c e  de Y é um p o n t o  de X , e n t ã o  a  s o -  

l u ç ã o  do problema (11.11.  l )  é a  mesma do d u a l  (D)  , dado em 

(11 .9 .9 ) .  Assim, p a r a  um dado v e t o r  l i n h a  u  - > O , temos:  

s u j e i t o  à: 
X E Y  . 

Um p o n t o  ext remo de Y f o r n e c e r á  o  mínimo de 

f ( u )  , a s s i m ,  r e p r e s e n t a r e m o s  a  s e q u ê n c i a  k 
{x ' k = l . .  . p  como 

sendo  o  c o n j u n t o  de todos  os v é r t i c e s  de Y, d e s t a  fo rma ,  t e -  

mos: 

f ( u )  = -ub + min k  
{ ( c + u A ) x 1  . 

k = l . .  . p  

Nosso o b j e t i v o  é r e s o l v e r  o  problema d u a l  (D) , i s  - 

maximizar  {f (u)  1 - 

s u j e i t o  5: u  - > O 

P a r a  resolvermos  e s t e  p rob lema ,  vamos s u p o r  que o  

máximo de f ( u )  s e j a  i g u a l  a  w , a s s i m ,  o  problema f i c a r á  

r e d u z i d o  a :  



maximizar w - 

s u j e i t o  5: 
k  w = -ub + m i n I ( c  + uA)x 1 , k = 1 , -  . ,P 9 

u > o ,  - 

ou a inda :  

maximizar w 

s u j e i t o  à: 

k I? impor tan te  f r i s a r  que os v e t o r e s  x , k = l . .  . p ,  

s ã o  considerados  como dados p a r a  o  problema (11.11.3) . A l é m  

d i s s o ,  supondo-se que o  p a r  (w* ,u*) s e j a  o  6timo des t e  p rob l e  - 

ma, teremos f ( u * )  = w* , reso lvendo  d e s t a  maneira  o  ' dua l  

(D)  , de f in ido  em (11 .9 .9 ) .  E n t r e t a n t o ,  o  problema (11.11.3) 

é um problema com m v a r i á v e i s  e  um número muito grande de 

r e s t r i ç õ e s ,  i s t o  é, um número muito grande de l i n h a s  , e  p a r a  

resolvê-10,poder íamos o p t a r  p o r  um método de geração de li- 

n h a s ,  v e r  Lasdon 1 1 . No e n t a n t o ,  escolhemos uma o u t r a  ma- 

n e i r a  p a r a  o  c á l c u l o  de w* . Colocaremos o  problema d e f i n i  - 

do em (11.11.3) , sob o u t r a  forma,  i s t o  é: 

maximizar t = w - 

s u j e i t o  a: 
k w - u(Ax -b) < cx k 

- , k = 1 , .  . .  ,p  , 

u > o .  - 

O dua l  de (11.11.4) s e r á :  



t! k  maximizar - v = I ,  (.cx ) Xk 
k-1 

onde os hk s ão  as  v a r i á v e i s  p r i m a i s .  

Faremos a  s e g u i r ,  algumas modif icações  n e c e s s  &i- 

as  no  problema (11.11.5)  - ( 11 .11 .8 ) :  

k  min imizar  v  = f (cx  ) h  
k = l  k  

s u j e i t o  à: 

h, 2 O , k  = l , . .  . ,p  

P  k  
minimizar  v =  ( c x )  Xk 

k = l  

s u j e i t o  5: 
- (A$) Xk + b  - > O 
k = l  



k  m i n i m i z a r  - v = f (.cx ) Xk 
k= 1 

k  m i n i m i z a r  V = ( c x  ) 
k = l  

s u j e i t o  à: 

O problema (11 .11 .9)  , tem inúmeras co lunas  , e  p a  - 

r a  encon t ra rmos  s u a  s o l u ç ã o  usaremos o  método de decomposição 

do t i p o  Dan tz ig  - Wolfe 1 1 , 1 l 2  1 : u t i l i z a n d o  o  método r e v i s a -  

do do s i m p l e x  , com ama s o l u ç ã o  b á s i c a  i n i c i a l ,  que p o d e r á ,  

s e r  a r t i f i c i a l ,  e  ge ra remos ,  a  s e g u 5 r  co lunas  que  e n t r a r ã o  n a  

b a s e  em- s u b s t i t u i ~ 5 0  de o u t r a s .  
L 

Assim, i n t r o d u z i n d o  s E $ , c u j a s  componentes 

r e p r e s e n t a r ã o  as  v a r i á v e i s  de f o l g a ,  t ransformaremos o  p r o b l e  - 

n a  (11 .11 .9)  n a  forma p a d r ã o  de problemas  de programação li- 

n e a r :  



minimiz a r  v = (.cxkl. hk 
k = l  

s u j e i t o  5: 

O problema acima na  forma m a t r i c i a l ,  f i c a r á :  

minimizar v  

s u j e i t o  à: 

A p a r t i r  de uma solução b á s i c a  v i á v e l  c o n s t r u i r e -  

mos o  quadro i n i c i a l  do simplex r ev í sado ,  e n t r e t a n t o ,  cas o  

não s e j a  possi"ve1 sua  determinação imedia ta ,  começaremos com 

uma solução b á s i c a  a r t i f i c i a l . ,  Assim, s e j a  B a  ma t r i z  

(m+l) po r  (m+l )  assoc iada  5 base  i n i c i a l ;  cg o v e t o r  l i n h a  

k  dos c o e f i c i e n t e s  (cx ) das v a r i á v e i s  pr imais  Xk e  ( 0 )  das 

v a r i á v e i s  de f o l g a  si  , na  função o b j e t i v o ,  associados à ba- 

s e  B . S e j a  a um v e t o r  coluna,  t a l  que: 
j  



Além d i s s o ,  sejam 

de forma que,  o  quadro i n i c i a l  f i c a r á :  

Quadro i n i  c i  a1 

será coloca- 
- -  - da o vetor qw: entrará 

I na base, apos ser  atuali - 
- - - -  J zado . 

Para sabermos s e  e s t e  quadro é ó t i m o  ou não ,  deve 

mos v e r i f i c a r  s e  duas condições são s a t i s f e i t a s ,  i s t o  é,  s e :  

( i >  U2 $ O . . . .  U m + l  - > o  , 

( i i )  todos os uak - cxk - < O , para  todos os k  associ  - 

ados aos Xk não-b 5s icos , ver  1 / . 

Procederemos da seguin te  maneira: primeiramente,  

ver i f icaremos s e  todos os ui são não-negat ivos,  i s t o  e  , 

u. > O , i = 2 . .  , 1 . Caso e x i s t a  um ui < O , a  va r i â -  
1 - 

v e l  é candidata  a  e n t r a r  n a  base e  o  ve to r  



- -1 a - [ei-l , O ] *  a tua l i zado ,  i s t o  6 ,  B a i-1 , que no es  - i-1 

t á g i o  a t u a l  e" a p r õ p r i a  i-êsima coluna de B - I ,  j  a e x p l í c i t a  

no quadro do simplex. ~ p Ó s  o pivoteamento com a coluna i , a  

v a r i á v e l  s  e n t r a r á  na  base.  Quando todos os u forem i-1 i ?. 

K não-negativo , e n t ã o ,  procuraremos o máximo dos u ak - cx , 

k = 1 , .  . . ,p . Para i s t o ,  resolveremos o seguinte  problema au 

x i l i a r :  

k maximizar Iuak - cx 1 

s u j e i t o  à: xk E x , 

maximizar {u[Ax,I]' - cx) 

s u j e i t o  5: x E X . 

Agora, fazendo u = [u u ] temos : 
1' o 

maximizar I [ul ,uo] - 

s u j e i t o  à: X E X ,  

maximizar --- {ulAx + u - cx} 
O 

s u j e i t o  à: x E X . 

s u j e i t o  à: X E X .  

Nosso problema agora,  s e r á  r e so lve r  (11.11.11) e 

para  i s t o ,  vamos colocá-lo sob uma forma mais conveniente,  



ass im:  

maximizar  i q J }  - 

s u j e i t o  à: x j  E X . 

j  onde q = ( q l ,  q 2 ,  . q )  é um v e t o r  l i n h a  dado e  os  x , 

j  = 1 , .  .. , p ,  os p o n t o s  de X . Assim, p a r a  obtermos a s o l u -  

ção  Ótima d e s t e  problema a u x i l i a r ,  devemos c a l c u l a r  os  s 
P '  

p  = 1.. . , n  , d e f i n i d o s  da  s e g u i n t e  mane i ra :  

Tomemos a g o r a ,  sk , t a l  que :  

sk = máx ( S  1 
P  p = l , .  . . ,n 

A v i s t a  d i s t o ,  devemos c o n s i d e r a r  d o i s  c a s o s :  

Se sk < O , a  s o l u ç ã o  Ótima do problema (11.10.  

12) s e r á :  

Se sk > O , a  s o l u ç ã o  Ótima do problema (11 .11 .  

12) s e r á :  



X = (O, ... , o ,  i ,  . . . . . , 1 1 ~ 1  - 
(n-k+l)  elementos u n i t á r i o s  

Observamos que,  no caso de e x i s t i r  somente um k 

s a t i s f a z e n d o  (11.11.14) , a solução Ótima do problema a u x i l i a r  

s e r á  única.  

- 
Supondo que x s e j a  a  solução ótima do problema 

(11.11.12) , passamos ao cá l cu lo  de luo  + (ulA - c)?}. Aqui 

também, há  dois casos a  cons iderar :  

( i )  s e  Iuo + (ulA-c)?} > O , e n t ã o ,  devemos g e r a r  o  

v e t o r  coluna h 0  correspondente à v a r i á v e l  A o  

que e n t r a r á  n a  base :  

A o  = (uO + ( U ~ A  - C) x ; B - ~ [ A X  ,I] T 1 T . 

( i i )  caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é ,  s e  (uo+(u,A-c)?} - < O , 

o quadro é ótimo. 



~ x e r c í c i o  resolv ido  

Usaremos novamente, um exerc fc io  pa ra  iam entendi-  

mento mellhor do que f o i  estudado ate" o  momento. 

Exerc íc io  1 1 . 1 2 . 1 :  

minimizar x  = -4x1 - O 
- 2x2 + 3x3 + 2x4 - 3x5 + 2x6 

S e j a  o  conjunto X : 

assim, o problema i n i c i a l  f i c a r á :  

minimizar x  = -4x1 - 2x2 + 3x3 - o + 2x4 - 3x5 + 2x6 

s u j e i t o  2: 
x1 + 2x2 - x3 + 2x4 + X5 - X6 - < 2 

X E X .  

S e j a  agora,  o  seguin te  conjunto: 



O conjunto Y é a e n v o l t ó r i a  convexa dos pontos 

de X , e sendo um p o l i e d r o  l imi t ado ,  qualquer  ponto de Y pg 

de s e r  e s c r i t o  como uma combinação convexa de seus  pontos ex- 

tremos,  assim: 

onde p = n + l  , sendo n o número de v a r i z v e i s .  Assim, O 

número de v é r t i c e s  do problema o r i g i n a l  s e r á ,  p = n + l  = 6 + 1 =  

Subs t i tu indo  a expressão de x dada acima, no 

problema i n i c i  a1 , temos : 

P 
minimizar V = 1 [ ( - 4  -2  3 2 - 3  2 ) x j ~  h j  

j =i 
s u j e i t o  à 

y [(1 2 -1 2 1 - l )x j ]h  < 2 
j  =i j - 
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Passemos ago ra ,  a  cons t rução  do s e g u i n t e  quadro:  

onde : 

Do problema ( 1 1  12.1) , t i ramos os s e g u i n t e s  r e s u l  - 

t ados : 



p o r t a n t o :  

B = (0 ,o ,o 

Efetuando os devidos c ~ l c u l o s ,  obtemos: 

r1 O O 0 1  



Quadro 

(Q. I I .12 .1)  

Do quadro ( Q .  I  I .  12.1) , i n f e r imos  : 

(ul ,uo)  = (0 0 0 1) 

B - ~  = I 4  . 

Consideremos ago ra ,  o  s e g u i n t e  problema a u x i l i a r  

(P.A.)  : 

s u j e i t o  à: x j  E x . 

2 1 2 l - l ) i  

maximizar (O O O 1) - -1 1 - 4  -5 4 5 x  - o 
.2  - 3  1 3 -3  5  

1 
s u j e i t o  à: 

J E X .  



Como o  máximo do problema a u x i l i a r  é i g u a l  a  1 ,  

? 4 , e  p o r t a n t o  p o s i t i v o ,  podemos, tomar como s o l u ç ã o  
j 

q u a l q u e r  v a l o r  de x , i s t o  6 ,  podemos i n i c i a r  c o n s i d e r a n d o  a  

s e g u i n t e  s o l u ç ã o :  

Nosso o b j e t i v o  é o b t e r  h a  = 0 ,  a s s im s e n d o ,  deve 

mos g e r a r  um v e t o r  co luna  hl a s s o c i a d o  ao e s c a l a r  hl , que 

d e v e r á  e n t r a r  n a  b a s e  no  l u g a r  de X a  . Des ta  fo rma ,  r e a l i z e  - 

mos os s e g u i n t e s  c á l c u l o s :  

a s s i m ,  o  v e t o r  gerado h' , a s s o c i a d o  ao e s c a l a r  h l ,  s e r á :  

po r t an to : ,  

1 I = ( i ,  o ,  a ,  a ,  i l T  I + (Q.I I .12 .1)  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  c o l u n a  h' n o  quadro  (Q.11. 



12.1)  , obtemos ou t ro  quadro (0.11.12.2) : 

Após o  pivoteamento,  obtemos : 

-t auadro i n i c i a l  

Eliminando a  coluna a s soc i ada  5 v a r i á v e l  X1 do 

quadro (Q. 11.12.3) , obteremos f ina lmente ,  o  quadro i n i c i  a1  , e  

poderemos a p l i c a r  o  método de Dantzig e  Wolfe. 

Passemos ago ra ,  a  reso lução  do s e g u i n t e  problema 

a u x i l i a r :  

maximi z a r  I (ul , uo) - ["i] - CX, 

s u j e i t o  5: x E X . 

Do quadro (Q . I I . 12 .3 ) ,  t i r amos :  



mos : 

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  v a l o r e s  no problema acima,  t e -  

j sujei to 5: x E X . 

maximizar 14x1 + 2x2 - 3x3 - 2x4 - + 3x5 - 2x6} 

< 1 s u j e i t o  5: O < xl < X2 5 X 3  < x4  < x5 xg 

x  E C0,1} , j  = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  - 
j 

P a r a  obtermos a  so lução  ót ima do problema a u x i l i -  

a r ,  procederemos da s e g u i n t e  mane i ra ,  s e j a :  

Assim sendo ,  temos : 



S e j a :  



P o r t a n t o ,  a  s o l u ç ã o  ótima do p rob lema  a u x i l i a r  s e r á :  

A 

Calculemos a g o r a ,  o  v a l o r  z2 - c2 , i s t o  é: 

.. 
Como z2 - c2 é p o s i t i v o  devemos g e r a r  o  v e t o r  

co luna  h2 , a s s o c i a d o  ao e s c a l a r  h2  e  d e f i n i d o  p o r :  

onde : 

p o r t a n t o :  



(Q. 11 .12 .3 )  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  c o l u n a  h2 n o  quadro  (Q.11. 

12 .3)  , obtemos o  s e g u i n t e  q u a d r o  : 

p ivo teamen to  , t e r emos  : 



I t e raçao  2 

Do quadro (-Q. I I . 1 2 , 5 )  , t i ramos os segu in te  r e s u l -  

tados : 

Passemos agora,  a  reso lução  do segu in te  problema 

a u x i l i a r :  

maximi z a r  - 

s u j e i t o  à: 

maximi z a r  - 
s u j e i t o  à: 

X E X .  

m aximi z a r  I-1/2 (x1+2%-x3+2x4+x5-%) - C4xr2x2+3x3+2x4-3x5+2%) 1 - 

s u j e i t o  à: x j  E x . 



A s o l u ç ã o  Ótima do problema a u x i l i a r  s e r á  d e t e r -  

minada do s e g u i n t e  modo: 

onde : 

p o r t a n t o :  



l o g o ,  a  s o l u ç ã o  ó t i m a  do problema a u x i l i a r  s e r á :  

* 
Calculemos a g o r a ,  z - c3 

3 
, i s t o  é: 



A 

Como z 3  - c é p o s i t i v o ,  devemos g e r a r  o  v e t o r  3 

c o l u n a  h3 a s s o c i a d o  ao e s c a l a r  h3 , dado p o r :  

, 
onde : 

+ (Q. 11 .12 .5)  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  h5 n o  quadro  (Q. 11 .12 .5)  

obtemos o  s e g u i n t e  quadro :  

o  p i v o t e  amen t o ,  temos : 



D o  quadro ( Q .  11.12.7) , t i ramos os s e g u i n t e s  r e -  

s u l t  ados : 

(u,,u,) = (-1/2 -1/9 O O) 

Passemos p o r t a n t o ,  a  r e so lução  do problema auxi-  

l i a r :  

maximizar - (-1/2 -1/9 O 0) 

sujei to a: 



maximi  z a r  i-11 2 (x l+23 -x3+2x4+3 -x6) -119 (-x +x -4x3-5x +4x +5x ) - (-4x t --- 1 2  4 5 6  1 
s u j e i t o  à: 

m a x i m i z a r  {65/18 xl + 65/18 x2 - 37/18 x3 - 44/18 x4 + 37/18 x5 - 37/18 x6} 

< X  < X  < X  < X  s u j e i t o  à: O ( x l . -  - 3 < ~ 4  - 5 - 6 - 

x E O ,  , j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  . 
- j 

A s o l u ç ã o  Ót ima  d o  p r o b l e m a  aci .ma,  s e r g :  



P o r t a n t o ,  a  solução ótima do problema a u x i l i a r  s e  
4 

r a :  

A - 
Passemos agora ,  ao cá l cu lo  de z4 - c  4 , i s t o  e :  



prob lema 

A 

Como z4  - c4 é i g u a l  a  ze ro ,  a  so lução  Ótima do 

- 4 a u x i l i a r  é x , ou 

- 1 que é i g u a l  a  solução x . 

A s  soluções  encontradas p e l o  método, são  as seguin - 

t e s  : 

T ?1 = (O O O O O O )  -+ x* = O -+ so lução  v i á v e l  o  

- 3 T x  = (O O O O 1 1 )  -+ x; =-1 -+ solução i n v i ã v e l .  

A s  ou t r a s  soluções que não foram ob t idas  p e l o  m é -  

todo são :  

- 4 T x  = (O O O 1 1  1) + x *  = 1 -+ solução v i á v e l  
o  

k5 = (O O 1 1  1 l l T  + x *  = 4 + solução v i á v e l  o  

-6 T x = ( O  1 1 1 1 1 )  - + x i = 2  -+ s o l u ç á o i n v i á v e l  

- 7 T x = (O O O O O 1) + x: = 2 + solução i n v i á v e l  . 

Das soluções  obt idas  p e l o  método, a ún ica  v i á v e l  

- 1 -1 -4 é realmente x , e de todas as soluções  v i á v e i s  (x , x  e  f 5 ) ,  

aquela  que nos fornece o v a l o r  mínimo da função o b j e t i v o  tam- 

- 1 bém é a so lução  x , logo ,  e s t a  s e r 5  a solução Ótima do pro- 

blema a u x i l i a r .  

A 

Como z4 - c4 = O , o quadro (Q.II .12.7) é Ótimo. 

Deste quadro,  temos que: 



T h; = 1/18 assoc iado  2 = (0 O O O O 0 )  , 

h; = 1 1 2  assoc iado  5 f 2  = (i 1 1 1 1 l l T  , 

T h ;  = 419 assoc iado  5 x 3  = ( O  O O O 1 1 )  . 

Assim, a  so lução  ót ima p a r a  o  problema o r i g i n a l  s e  - 

uma vez que:  

h ;  + h; + A;  = 1 :, 

11.13.  Va r i áve i s  ordenadas l i m i t a d a s  

Supondo ago ra ,  que as  v a r i á v e i s  além de ordenadas 

s ã o  também, l i m i t a d a s  super iormente  p o r  um número p o s i t i v o  d i  - 

f e r e n t e  de um, poderemos c o n s i d e r a r  o  s e g u i n t e  problema de 

programação l i n e a r  com v a r i á v e i s  ordenadas e  l i m i t a d a s  sup e r i  - 

o  rmen t e  : 

minimizar  z  = cx 

s u j e i t o  2: Ax - < b  



onde c  é um v e t o r  l i n h a  com n  componentes ; x um v e t o r  co - 

l una  com n  componentes; b um v e t o r  coluna com m componen - 

t e s ;  A uma m a t r i z  com m l i n h a s  e  n  colunas e  d  um nú- 

mero p o s i t i v o  e  d i f e r e n t e  de 1 ,  i s t o  6 ,  d  > O e  d  # l , l o g o ,  

d > l .  

Consideremos o  s egu in t e  conjunto:  

E s t e  conjunto r e p r e s e n t a  as r e s t r i ç õ e s  que pos- 

suem e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s  , sendo também um conjunto p o l i é d r i -  

co , e  pode s e r  represen tado  de uma maneira mais conveniente ,- 

i s t o  é: 

O s i s t e m a  (11.13.4) possue n  d e s i g ~ a l d a d e s ~ s e n -  

do que,  o  n h e r o  de v é r t i c e s  de X , represen tado  p o r  (11.13. 

4) , é i g u a l  a  ( n + l )  . Tais  v é r t i c e s  podem t e r  a  s e g u i n t e  con - 

f i gu r ação : 

x0 = (O, o ,  . . .  , 0 m T  
x1 = ( 0 ,  O,. . . , O ,d) T 

T X = ( d ,  d ,  . d,d)  . 



Como p o r  h i p ó t e s e  d  > 1 , e n t ã o  X # Jl . Sendo 

tamb.ém, um con jun to  p o l i é d r i c o  l i m i t a d o ,  e n t ã o  q u a l q u e r  p o n t o  

de X pode s e r  e s c r i t o  como m a  combinação convexa do núme - 

r o  f i n i t o  de s e u s  p o n t o s  ex t remos .  Ass im,  

onde os xJ s ã o  os  p o n t o s  ext remos  de X . A l é m  d i s s o ,  s a b e  - 

mos que q u a l q u e r  problema de programação l i n e a r  do t i p o :  

maximiz a r  Cqx) 

s u j e i t o  à: x E X . 

onde q  é um v e t o r  l i n h a  dado,  t e r á  p e l o  menos uma s o l u ç ã o  

em que o  Ótimo x* s e j a  um v é r t i c e  de X . Assim, s u b s t i t u -  

i n d o  a  e x p r e s s ã o  de x , dada  em (11.13.5)  - (11.  13 .7)  em 

(11.13.1)  - ( I I . l 3 . 3 ) ,  temos: 

P  j  min imiza r  v = 1 ( c x  ) X - 
j = i  j  

s u j e i t o  2 :  



Podemos o b s e r v a r  que encontramos um p rob lema  i g u a l  

ao prob-lema (11.11.9)  , c u j a  s o l u ç ã o  s e r ã  f e i t a  a t r a v e s  do m e -  

t odo  de decomposição de D a n t z i g  e  Wolfe. O problema a u x i l i a r  

s e r á  r e s o l v i d o  d a  mesma m a n e i r a ,  i s t o  é, cons ide rando  o  s e g u i n  - 

t e  problema:  

maximi z a r  Cqxl --- 
s u j e i t o  à: x  E X , 

onde q  = ( q l , .  . . ,q,J é um v e t o r  l i n h a  dado. A s o l u ç ã o  Ó t i -  

ma do problema (11.13.12)  s e r á  o b t i d a  d a  mesma forma:  

Tomemos : 

sk = máx Cs I , 
p = l , .  . . , n  P  

p o r t á n t o ,  temos que c o n s i d e r a r  d o i s  c a s o s :  

( i )  s e  sk < O , e n t ã o  a  s o l u ç ã o  Ótima de (11 .13 .14)  s e  - 

A A 

, X j  
= O  , j  = 1 , .  n  , ou 

( i i )  s e  Sk 
> O , e n t ã o  a  s o l u ç ã o  Ótima do problema aux i -  

l i a r  s e r á ' :  



O procedimento  s e  r e p e t e  a t é  obtermos t o d o s  OS 

A 

z - c .  < O , j = 1 , .  . . n  , quando o  método e n t ã o ,  p a r a .  
j  J - 

1 1 . 1 4 .  - E x e r c í c i o  r e s o l v i d o :  

Consideremos a g o r a ,  um e x e r c í c i o  p a r a  me lhor  v i -  

s u a l i z a r m o s  o  método a p r e s e n t a d o .  

min imiza r  x  = 3x1 - 4x2 + 2x3 - 5 x  - O 4  

s u j e i t o  2: 2x1 - x  + 3 x 3 -  X < 5  2 4 - 

O c o n j u n t o  X s e r á  d e f i n i d o  p o r :  

a s s i m ,  o  problema o r i g i n a l  f i c a r á :  

m i n i m i z a r  x = 3x1 - 4x2 + 2x3 - 5x 
O 4 

s u j e i t o  2 :  

Como o  c o n j u n t o  X é um p o l i e d r o  l i m i t a d o ,  pode- 





A .  > Q , j = l , . . .  > p  
J - 

> o ,  'a - 

s > o *  s l '  2 - 

Apl icando  o método duas f a s e s ,  temos: 

a  1. Fase :  -- 

m i n i m i z a r  6 = A,  

Passemos a  cons t r u ç ã o  do s e g u i n t e  quadro  : 



Do problema (11.34.1) , t i r amos  os s e g u i n t e s  r e -  

s u l t  ados : 

p o r t a n t o :  



5, a  = (0. o 1)  f )  = 1 

logo :  

Do quadro  (Q. 11 .14 .1 )  , t i r amos  os s e g u i n t e s  r e -  

s u l t a d o s  : 

maximi z a r  

s u j e i t o  à: 

maximi z a r  

s u j e i t o  à: 

Consideremos a g o r a ,  o  s e g u i n t e  problema aux i  li a r :  



maximizar I. , Jj - 

s u j e i t o  à: O - < x < x < x < x < 2 . 1 -  2 -  3 -  4 -  

Como o  máximo do problema a u x i l i a r  é i g u a l  a  1 , 

J j  , podemos c o n s i d e r a r  qua lque r  s o l u ç ã o ,  p o r  exemplo: 

Assim, geraremos o  v e t o r  coluna h' a s soc iado  a  v a r i á v e l  h l  , 

sendo dado p o r :  

onde : 

logo:  

In t roduz indo  o  v e t o r  

obtemos o  s e g u i n t e  quadro:  

h' no quadro (Q.II .14.1)  



Após o  pivoteamento,  temos : 

Do. quadro ( Q . I I . 1 4 . 3 ) ,  t i ramos os s e g u i n t e s  r e s u l  - 

t ados : 

Passemos agora ,  a  reso lução  do s eguin te  problema 

a u x i l i a r :  r 

s u j e i t o  à: L 1 

maximirrr  ---- ' / ( o , o , o )  (-1 2 -2 3 



m a x i m i z a r  i-3x1 + 4 x 2  - 2x3 + 5 x 4 1  

- < x  < x  < x  < 2 .  s u j e i t o  5: O < xl - - - - 

Assim, 



A s o l u ç ã o  Ótima do problema a u x i l i a r  s e r á :  

A 

Calculemos a g o r a ,  o  v a l o r  de z2 - c  , i s t o  é: 2 

A 

Como z2 - c  é p o s i t i v o ,  pas.samos a  g e r a r  o  ve- 2 

t o r  co luna  hZ a s s o c i a d o  a  v a r i á v e l  h2  que e n t r a r á  n a  b a s e  

onde 

p o r t a n t o ,  

I n t r o d u z i n d o  no  quadro  (Q. 11 .14 .3 )  , obtemos : 



Após o  p i v o t e a m e n t o ,  temos: 

I t e r a ç ã o  2 

(Q. 11 .14 .5)  

Do quadro  (Q. 11 .14 .5)  , obtemos os s e g u i n t e s  r e s u l  - 

t ados : 

Consideremos o  s e g u i n t e  problema a u x i l i a r :  



- 
I s u j e i t o  à: 

X j  E X .  

s u j e i t o  2 :  O < x i x i x < x < 2 
- 1 -  2 -  3 -  4 -  



A s o l u ç ã o  Ótima do problema a u x i l i a r  s e r á :  

A 

Calculemos o  v a l o r  de z3  - c , i s t o  6 :  3 

A 

Como z 3  - c3 = O , devemos p a r a r  o  p r o c e d i m e n t o ,  
A 

e  a  s o l u ç ã o  Ótima do problema o r i g i n a l ,  s e r a :  

p o i s ,  do quadro  Ótimo ( Q .  11 .14 .5 )  , temos que A; = 1 . 
Todas a s  s o l u ç õ e s  p o s s ~ v e i s  p a r a  o  problema i n i c i  - 

a l ,  s ã o :  



- 1 T  x = (O O O O) -+x* = O + s o l u ç ã o  v i á v e l  
O 

- 2  T  x = ( O  O. O 2 )  -+ x* = - 1 0  -+ solução v i ã v e l  
O 

- 4 x  = ( O  2  2  2 l T  -+ x* = - 1 4  -+ solução v i á v e l  -+ s.oluçáo 
O ótima - 5 T x = ( 2 2 2 2 )  + x * = -  8 -+ solução inv iáve  1 o  

Da re lação  das p o s s í v e i s  so luções ,  obse rvamos que 

realmente o  método forneceu a  solução Ótima, ou melhor: 

1 1 . 1 5 .  - Variáveis  ordenadas Por grupos 

Vamos cons iderar  agora ,  o  problema no qua l  as va- 

r iáve  i s  , além de obedecerem uma ordem pré-es tabe  l e c i d a ,  e s t a  

ordenação s e  d a r á  por grupos. Além d i s s o ,  vamos supor  também, 

que as v a r i á v e i s  assumem somente um dos va lo res  O ou l .Assim, 

a  cada v a r i á v e l  podemos a s s o c i a r  a  r ea l i zação  de um evento ,  

p o r t a n t o ,  s e  um evento ocor re r  a  v a r i á v e l  correspondente aççu - 

m i r á  o  va lo r  1, e  em caso c o n t r á r i o ,  assumirá o  v a l o r  zero.Em 

ou t ra s  pa lav ras  , tememos : 

(1 , s e  o  evento j o c o r r e r  , 

( O  , caso c o n t r á r i o .  

Tal  problema, poderá por  exemplo, t e r  a  s egu in te  

rep r e s  en t ação : 



minimizar  z = cx -- (11.15.1) 

s u j e i t o  5: Ax < b  (11.15.2) 

onde o  v e t o r  c  é um v e t o r  l i n h a  do ; b  um v e t o r  colu-  

n a  do ; x um v e t o r  coluna de $ ; A uma ma t r i z  com 

m l i n h a s  e  n  co lunas ,  cu,jos elementos são  represen tados  por  

a . A s  r e s t r i ç õ e s  (11.15.3) - (11.15.5) são as r e s t r i ç õ e s  i j  

de p recedênc i a  dadas em grupos.  

Representaremos os í n d i c e s  das v a r i á v e i s  a t r a v é s  

do s e g u i n t e  conjunto:  

E s t e  conjunto  pode s e r  p a r t i c i o n a d o  em P s ub - 

conjuntos  d i s j u n t o s  , i s t o  é: 

J n J , = e  , r , s ~ J  e  r f s ,  
r 

sendo que cada sub-conjunto  J é c o n s t i t u í d o  p e l o s  h d i c e s  
P  

das v a r i á v e i s  de cada grupo de ordenação.  No problema (11.  

15.1) - (11.15.6) , temos p o r t a n t o ,  os s e g u i n t e s  con jun tos :  



11.16. - Problema re laxado 

A d i f i c u l d a d e  do problema (11.15.1) - ( I I . 1 5 . 6 ) ,  

s e  resume somente n a  r e s t r i ç ã o  ( I I . 1 5 . 2 ) ,  ass im,  omitindo t a l  

r e s t r i ç ã o ,  podemos decompor e s t e  problema em P sub-problemas 

independentes ,  t endo  o  s e g u i n t e  a spec to :  

minimizar z = cx - (11.16.1) 

s u j e i t o  à: 

A so lução  Ótima do problema a u x i l i a r  (11.16;  1) - 

(11.16.5) é p a r t i c u l a r m e n t e  f á c i l  de s e r  o b t i d a ,  p a r a  i s t o ,  

devemos c o n s i d e r a r  p a r a  cada sub-conjunto  J , p  = 1 , .  . . , P ,  
P  

os s e g u i n t e s  v a l o r e s  : 

sk = máx i s t l  . 
t = l , .  . ,p  



Temos do i s  casos a  cons iderar :  

< O , a  solução Ôtima do problema a u x i l i a r ,  s e  ( i )  s e  Sk - 
+ 

r a :  

1 %  = (O, ..., O I T I  , 

i s t o  é, atribuimos a  cada v a r i á v e l  de cada sub-conjun 

t o  J , o  va lo r  zero:  
P  

( i i )  s e  Sk > O , a  solução ótima do problema a u x i l i a r ,  

s e r á :  

i s t o  é ,  atribuímos o  v a l o r  1 pa ra  as v a r i á v e i s  de 

"k a  x  , e  o  v a l o r  zero pa ra  as v a r i á v e i s  r e s t a n t e s ,  n 

p a r a  cada sub-conjunto J . 
P 

1 . 1 7 .  - Nova formulação do problema 

A s  r e s t r i ç õ e s  de precedência  de cada sub-problema 

e as r e s t r i ç õ e s  de não-negatividade , definem um p o l i e d r o  con- 

vexo. S e j a  X o  cojunto de seus  pontos extremos , l ogo ,  X 

s e r á  o  conjunto dos pontos no $ cujas  coordenadas são O ou 

1 ,  p o r t a n t o  X C {O ,I}" . 

Expl ic i tando o  conjunto X : 



Podemos ass im,  r e e s c r e v e r  o problema (11.15.1) - 

( I I . 1 5 . 6 ) ,  i s t o  é: 

minimi z a r  z = cx - 

s u j e i t o  à: Ax - < b 

X E X  * 

Para  resolvermos o problema acima,  u t i l i z a r e m o s  

dua l idade  em programação i n t e i r a  (0-1) , como v i s  t o  an te r io rmen - 

t e .  E s t e  problema s e r á  denominado problema p r i m a l ,  onde A 

é u m a m a t r i z c o m  m l i n h a s e  n co lunas ;  c  u m v e t o r  l i n h a  

do I# ; b um v e t o r  coluna do $ ; e x  um v e t o r  coluna 

do Il? , c u j a s  coordenadas assumirão somente um dos v a l o r e s  O 

ou 1 ,  obedecendo uma ordem p r é - e s t a b e l e c i d a  de acordo com a 

r e s t r i ç ã o  de p recedênc i a .  

11.18.  - Exemplo numérico: 

Vejamos ago ra ,  um exemplo numérico p a r a  melhor v i  - 

s u a l i z a r  as i d é i a s  aqui  apresen tadas  : 

S e j a  o s e g u i n t e  problema de programação l i n e a r :  



minimizar  z = -3x1 + 2x2 - 4x3 + xq + 5x5 - x6 

s u j e i t o  2 :  x + 2x2 - x +3x + x 5 - c 2 
1 3 4 X6 - 

-x + x - 4x3 1 2 4 < 4 - 5x + 2x5 + 2x6 - 

2xl - 3x2 + x 3 + x 4 -3x5 + x  6 - < 3  

S e j a  o  s e g u i n t e  conjunto:  

que s e r á  p a r t i c i o n a d o  em 2 ou t ros  sub-conjuntos  d i s  j u n t o s ,  i s -  

p o r t a n t o :  

Podemos ago ra ,  d e f i n i r  o  s e g u i n t e  con jun to :  



Assim, o  problema prima1 f i c a r á :  

minimizar z = -3x1 + 2x - 4x3 + x + 5x5 - - 2 4  X6 

s u j e i t o  2 :  
x  + Zx2 - x 3  + 3x4 + 1 5 

- x  < 2  
6 - 

-x + X2 - 4x3 - 1 5x4 + 2x5 + 2x6 5 4 

X E X .  

S e j a  o  s egu in t e  conjun to :  

O conjunto Y é a  e n v o l t ó r i a  convexa dos pontos 

de X , além de s e r  um conjunto l imi t ado  tendo p  = 2n v é r t i  - 

c e s ,  sendo n  o número de v a r i á v e i s .  Assim, qua lquer  ponto 

de Y pode s  e r  e s c r i t o  como uma combinação convexa de seus  

pontos extremos ou v é r t i c e s ,  i s t o  6:  

onde os x j  s ã o  os v é r t i c e s  de Y . 

Subs t i t u indo  a  expressão de x  , dada acima, no 

problema a n t e r i o r ,  temos : 



Introduzindo as v a r i á v e i s  de f o l g a  s1 , s2  , s 3  , e  

a  v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  h, , obtemos: 

minimizar v = f C(-3 2 -4 1 5 - i ) x j ] h j  - 
i =l 

s u j e i t o  à: 
4 

Iniciaremos o  método, com uma solução b á s i c a  a r t i  - 



f i c i a l ,  u t i l i z a n d o  o  método duas fases . ,  i s t o  é: 

l? Fase 

minimizar 5 = ha  - 

s u j e i t o  5: 

Do problema acima, t iramos : 

por t an to :  



Podemos a s s i m ,  c o n s t r u i r  o  s e g u i n t e  quadro  : 

E x p l i c i t  ando : 



Passemos a g o r a ,  a  r e s o l u ç ã o  do s e g u i n t e  p rob lema  

a u x i l i a r :  

maximi z a r  I ( u l ,  uo) 1": 1 - c x j l  

s u j e i t o  ã: x j  E X . 

Do quadro  ( Q . I I . 1 8 . 1 ) ,  t i r a m o s :  

p o r t a n t o :  

+ 2 x 2 -  X + 3 x  + x - 3  4  5  
+ X2 - 4x3 - 5x4 + 2x5 + 2x6 - 

2x1 - 3x2 + x  + X 4  - 3x5 
s u j e i t o  5: 3  

1 

X E X  . 

A função  o b j e t i v o  do problema a u x i l i a r  independe  

de x  , a s s i m ,  podemos c o n s i d e r a r  q u a l q u e r  s o l u ç ã o .  Tomemos 



en tão :  

Como z - c = 1 > O , passemos ao c á l c u l o  
1 1 do 

v e t o r  assoc iado  a  v a r i á v e l  que deverá  e n t r a r  na  b a s e  X1, i s -  

onde : 

p o r t a n t o :  

Adicionando o v e t o r  gerado X1 ao quadro ( Q . 1 1 .  

1 8 . 1 )  , temos : 



APÕS o  pivoteamento,  el iminando a,  l i n h a  que con- 

tem 5 , a  coluna gerada A' , e  in t roduz indo  a  l i n h a  que con- 

tem v , obtemos o  s e g u i n t e  quadro i n i c i a l :  

( Q .  11.18.3) 

Do quadro (Q . I I . 18 .3 ) ,  t i r amos :  

Passemos ago ra ,  a  resolução do s e g u i n t e  problema 

auxi li a r  : 

m a x i m i  zar 

sujeito a: 



maximizar 1 3x1 - 2x2  + 4x3 - x4 - 5x5 + x6 1 

De acordo com as expressões  (11.16.6) e  (11.16.7) , 

temos p a r a  cada sub-conjunto:  

sk 
= máx {s1,s2 , s  1 = máx{5 , 2 ,41  = 5 

3 



p o r t a n t o :  I = 1 1  

Assim, a  so lução  Ótima do problema a u x i l a r :  

A 

Por tan to ,  z 2  - c2 , s e r á :  

- 
Como z2 - c2 é p o s i t i v o ,  devemos g e r a r  o  v e t o r  

coluna h2 associado 5 v a r i á v e l  h2 , que deverá e n t r a r  na 

base :  



p o r t a n t o :  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  c o l u n a  1' n o  q u a d r o  ( Q . 1 1 .  

1.8.3) , obtemos: 

Após o  p i v o t e  amento : 

Do q u a d r o  ( Q . I I . 1 8 . 5 ) ,  t i r a m o s :  



Resolvendo o s e g u i n t e  problema a u x i l i a r :  

x1+23- x3+3x4+ x5- X 

maximizar (O O O -6) -x + x -4x '-5x +2x +2x6 -(-3 2 -4 1 5 -1) 3  
sujeito;:{ [ 2 ~ ~ - 3 ~ + ~ ~ ; ~ ~ - 3 x ~ + ~ ]  

X E X .  

maximizar {-6 + 3x1 - 2 3 + 4x3 - - X4 - 5x5 + X 6 1  

< x  < l  s u j e i t o  5: 0 5 x1 5 x2 - 



por t an to :  I d6 = I I  

Assim, a  so lução  Ótima do problema a u x i l i a r ,  s e r á :  

A 

Calculando z 3  - c  
3 - 



A - 5 
Como z3 - c3 = O , a  so lução  x é a  so lução  ó t i  

m a  do problema o r i g i n a l ,  p o i s  o  quadro (Q.II .18.5)  é ót imo,  e  

6' 
E s t e  problema p o s s u i  2" = 2 = 64 so luçóes  p o s s í  - 

ve i s  , ve j amos algumas de l a s  : 

- 2  T x = (O O O O O 1) 3 z = - I +  so lução  v i á v e l  

- 3 T x = ( 0 0 0 0 1 1 )  + z =  4 + so lução  v i á v e l  

T X~ = ( O  O O 1 1  1) + z = 5  + s o i u ç ã o  v i á v e l  

- 5 T x = ( 0 0 1 1 1 1 )  + z =  1 + so lução  v i á v e l  

T X 6 = ( 0 1 1 1 1 1 )  + z =  3 + so lução  i n v i á v e l  

T '5c7 = ( 1  1 1  1 1 1) + z = O -+ so lução  i n v i á v e l  

- 8 T x = (O O 1 0 0  1) + z = - 5  + so lução  v i á v e l  

- 9 T x = (0 1 1 O 1 1) + z = 2 + so lução  v i á v e l  

:I0= ( 1  1 1  O i i l T  + z =-I + s olução v i á v e l  

T 2 '  ( 1  1 1 O O 1) + z*=-6 + so lução  v i á v e l  e  ó t ima 

?I2= ( 1  1 1  O O + z = -5  + s o l u ç ã o  v i á v e l .  



I I .  1 U. - Mudança de v a r i á v e l  

P a r a  f i na l i za rmos  e s t e  c a p í t u l o ,  cons ideremos o 

s e g u i n t e  problema de programação l i n e a r  com v a r i á v e i s  ordena- 

das : 

minimizar z = cx - 

s u j e i t o  à: Ax - < b 

O < X1 5 .... X < d ,  - - n - 

T 
onde c , x E I$ ; b E D? ; d > O e  A uma ma t r i z  com m li 

nhas  e n co lunas .  A l é m  d i s s o ,  c  , A ,  b e d são  dados do 

problema e x o v e t o r  dec i são .  

Nas s  eções a n t e r i o r e s  , vimos como r e s o l v e r  e s t e  

problema p e l o  método do s imp lex ,  quando tinhamos d = + a  . V i -  

mos também, s o l u ç ã o  p a r a  e s t e  problema a t r a v é s  da dual idade em 

programação i n t e i r a ,  quando d = 1 . Apresentamos a i n d a ,  so-  

lução a t r a v é s  do método de decomposição de Dantzig-Wolfe. 

Nes t a  s e ç ã o ,  apresentaremos uma o u t r a  maneira de 

resolvermos o problema (11.19.1) - ( 1 1  1 .  3) , a t r a v é s  de uma 

mudança de v a r i á v e l .  

Cons i de  rarem0.s também dois  cas os : 

( i )  d = +m 

( i i )  O < d <  +a 

Em p r i m e i r o  l u g a r ,  estudaremos o caso ( i )  , i s t o  
A 

e ,  quando d = +m , ass im,  a r e s t r i ç ã o  (11. 1 9 .  3) t e r á  a s egu in  - 

t e  represen tação :  



Faremos ago ra ,  algumas modif icações  necess  & i a s  n a  

r e s t r i ç ã o  de p recedênc i a ,  dada acima, i s t o  é: 

Cons i de remos : 

Das igua ldades  acima,  observamos que todos o  s 

> O , j  = 1 , .  . n . Pode , s ã o  não-negat ivos  , i s t o  é,  y j  - - 

mos e x p r e s s a r ,  também, x  em função dos 
j 

da  s e g u i n t e  ma- 

n e i r a ,  a  p a r t i r  do s i s t ema  acima: 

A s  expressões  ( 1 1 . 1 9 . 4 )  podem s e r  e s c r i t a s  de uma 

maneira mais convenien te ,  i s t o  é: 



O conjunto de igua ldades( I I .1 '3 .4 )  pode a i n d a ,  s e r  

colocado n a  forma m a t r i c i a l :  

Consideremos agora ,  os s egu in t e s  ve to re s  : 

e  a  ma t r i z  

D = 

S u b s t i t u i n d o  (11.19.7) , (11.19.8) e (11.19.9) em 

(11.19.6) , obtemos : 

A m a t r i z  D é uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ,  t e n  - 

do todos seus  elementos i g u a i s  a  1 . 
S u b s t i t u i n d o  (11.19.10) em (11.19.1) e  (11.19.2) , 

obtemos : 



minimiza.r z = c D y - 

s u j e i t o  à: A D y - < b 

r 1 0  a 

O problema (11.19.11) - ( I I . l g . 1 3 )  é um problema 

de programação l i n e a r  n a  forma canÔni c a ,  denominado "problema 

transformado".  A l é m  d i s s o ,  a  r e s t r i ç ã o  (11.19.12) tem o mes- 

mo ncmero de r e s t r i ç õ e s  e de v a r i á v e i s  que (11.19.2) , n o  en- 

t a n t o ,  a m a t r i z  AD t emmui to  mais chance de s e r  menos e s -  

p a r s a  do que A . 

A grande vantagem d e s t a  formulação,  é o f a t o  de 

que em determinados problemas de grande p o r t e ,  iremos o b t e r  

um problema l i n e a r  equ iva l en t e  ,que t e r â  um número de r e s t r i -  

ções express ivamente  menor. 

Se o problema de grande p o r t e  t i v e r  a m a t r i z  A 

e s p a r s a  e n >>  m , o ganho é s i g n i f i c a t i v o ,  uma vez que r e -  

solvendo o problema de ordenação de maneira t r a d i c i o n a l ,  i s -  

t o  é ,  com as r e s t r i ç õ e s  de p recedênc ia  e x p l i c i t a m e n t e ,  t e r i a -  

mos um programa l i n e a r  com (m+n) >> m r e s t r i ç õ e s  e n >> m 

v a r i á v e i s .  Neste caso ,  a  ordem da b a s e  s e r i a  muito grande e 

o problema, com c e r t e z a ,  s e  t o r n a r i a  numéricamente i n s t á v e l .  

Aplicando o método de mudança de v a r i á v e l ,  t e r e -  

mos um programa l i n e a r  com n > >  m v a r i á v e i s  e m r e s t r i ç õ e s .  

No e n t a n t o ,  a  i n v e r s a  da base  , n e s t e  ca so ,  é s i g n i f i c a t i v a m e n t e  

menor, e  t e r á ,  em t e s e ,  comportamento numérico e s t á v e l ,  levan- 

do a so luções  6timas com menor e s f o r ç o  computacional.  

Ve j amos agora ,  um exemplo p a r a  melhor compreender- 

mos e ass imi la rmos  as i d é i a s  aqui  apresen tadas :  



maximizar z = -2x1 + 3x - 2 

s u j e i t o  à: -2x + x < 4 1 2 - 

1 
< 3 x + 2x2 - 

o - < X 1 ~ X 2  0 

O problema acima, na forma m a t r i c i a l  f i c a r á :  

maximizar z = (-2 3) ( ) - 
X2 

s u j e i t o  à: 

~ea l i za r ' emos  agora,  as modificações necessá r i a s  : 

Y1 + Y2 , 

portanto:  

Subs t i tu indo (11.19.14) no problema i n i c i a l  , sob 

forma m a t r i c i a l ,  obtemos o  seguin te  problema transformado: 



maximizar z =  ( 1  3 )  rY1l 
s u j e i t o  2: 

Finalmente , o problema transformado f i c a r á :  

maximizar z = yl  + 3y2 - 

s u j e i t o  2 - Y 1  + Y 2 -  < 4 

In t roduz indo  as v a r i á v e i s  de f o l g a  y 3  - > O e 

> O , temos: 
Y4 - 



maximizar - z = yl + 3y2 

Podemos ago ra ,  c o n s t r u i r  o quadro i n i c i a l  do s i m -  

p  l ex :  

Quadro (Q.II .19.1)  

Após o  pivoteamento,  obtemos : 

Quadro IO.II .19.21 

Do quadro (Q. 11.19.2) , t i ramos os . s e g u i n t e s  valo-  

res:  



dando z = 9/2 . 

Observamos que o  q u a d r o  ( Q .  11 .19 .2)  é um quadro  

Ótimo, p o i s  todos  os z - c .  > O e  todos  y j  - 
j 

> O , j = 1 , 2 , 3 ,  
J - 

4  . Assim, a  s o l u ç ã o  dada acima 6 a  s o l u ç ã o  ó t i m a  do p r o b l e -  

ma t r a n s f o r m a d o ,  i s t o  é: 

S u b s t i t u i n d o  os v a l o r e s  Ótimos y; = O e  y; = 3/2 

n a  e x p r e s s ã o  (11.19.14)  , i remos  o b t e r  a  s o l u ç ã o  Ótima do p r o -  

blema o r i g i n a l ,  i s t o  é: 

p o r t a n t o :  



dando, 

3 =L z *  = 3x; = 3.- 
2 2 

Graf icamente ,  temos : 

Vejamos a g o r a ,  o c a s o e m q u e  O < d < + m .  P e l a  

e x p r e s s ã o  ( 1 1 . 1 9 . 5 )  , temos que:  



e  da r e s t r i ç ã o  de p recedênc i a ,  temos: 

a s s  i m ,  
n  

ou a i n d a ,  

é um v e t o r  l i n h a  com n  componentes i g u a i s  a  1 . 
Desta  forma,  o  problema transformado f i c a r á :  

minimizar z = c  D y - 

s u j e i t o  2 :  A D y  - < b  

Tomemos : 

S u b s t i t u i n d o  (11.19.20) no problema t ransformado 

(11.19.16) - ( I I . 1 9 . 1 9 ) ,  obtemos o  s e g u i n t e  problema de pro-  



gramação l i n e a r :  

minimizar z = c D d  X 

s u j e i t o  à: 
ADdh < b  - 

ldh < d  - - 

Da expressão (11.10.2 3) , temos que : 

ldh < d  , - - 

Uma vez que d  > O , t i ramos da expressão (11.19. 

24) que:  

S u b s t i t u i n d o  (11.19.25) e  (11.19.26) em (11.19.23) 

e  (11.19.24) , respec t ivamente ,  obtemos o  s e g u i n t e  problema 

t ransformado : 

minimizar z = c D d  X - (11.19.27) 

s u j e i t o  à 
ADdX < b  - 



O problema ac ima ,  é i d e n t i c o  ao problema ( 1 . 6 . 4 )  - 

(I  .6 - 6 )  , c u j  a  s o l u ç ã o  s e  e n c o n t r a  no  capi ' tu lo  I . 

A vantagem de resolvermos  ( 1 . 6 . 4 )  - ( 1 . 6 . 6 )  P  o r  

t é c n i c a s  de g e r a ç ã o  de c o l u n a  , u t i l i  zando (11.11.13)  e  (11 .11 .  

1 4 ) ,  é que em c a d a  i t e r a ç ã o  podemos c a l c u l a r  uma c o t a  i n f e r i o r  

p a r a  o  Ótimo de z  . Na p r a t i c a ,  quando o  v a l o r  o b t i d o  P o r  

z , n a q u e l a  i t e r a ç ã o ,  n ã o  d i f e r i r  mui to  d a  melhor  c o t a  o b t i d a ,  

podemos p a r a r .  

Deveremos também, armazenar  a  m a t r i z  A p o r  li - 

n h a s ,  p o i s  p rec i samos  em cada  i t e r a ç ã o  c a l c u l a r  a  c o l u n a  g e r a -  

d a  Axj , c u j o  k-ésimo componente é c a l c u l a d a  p e l o  p r o d u t o  e s -  

j  c a l a r  d a  k-ésirna l i n h a  de A com x . 



VARIAYEIS BIVALENTES 0 - 1 

111.1. Introducão 

Apresentaremos agora ,  um algor i tmo propos to  p a r a  

r e s o l v e r  problemas i n t e i r o s ,  cu jas  v a r i á v e i s  podem assumir so- 

mente um dos va lo re s  O. ou l . E s t e  a lgor i tmo i n i c i a  conside- 

rando todas  as  n  v a r i á v e i s  i g u a i s  a  ze ro ,  e  c o n s i s t e  de um 

procedimento s i s t e m á t i c o  de suces s ivas  ind icações  do v a l o r  um 

p a r a  as  v a r i á v e i s ,  de modo a  a p r e s e n t a r  como r e s u l t a d o ,  depois 

de s e  t e n t a r  uma pequena p a r t e  das 2" s o l u ç õ e s ,  ou uma so lu -  

ção Ótima ou um i n d í c i o  de que não e x i s t e  so lução  v i á v e l .  

Denominaremos o  a lgor i tmo que des envolveremos nes -  

t e  c a p í t u l o  de "Enumeração 1mplíc i  t a" .  

Daremos a  s e g u i r ,  algumas noções e  d e f i n i ç õ e s  ne- 

c e s s á r i a s  p a r a  o  s e u  desenvolvimento. 

S e j a  o  problema de programação l i n e a r  i n t e i r a  b i -  

va l en t e  0 - 1  : 

n  
minimizar x = 1 c  x  

o  j = l  j  j  

s u j e i t o  5: 

P a r a  e s t e  t i p o  de problema, os c o e f i c i e n t e s  c  
j '  



J j  E N , deverão sempre s e r  não-negativos , i s t o  é ,  c .  > O 
J - 

a 

j E N . E n t r e t a n t o ,  caso tenhamos em uma ap l i cação  um c o e f i -  

c i e n t e  ck n e g a t i v o ,  i s t o  6 ,  ck < 0 , k E N , devemos r e a l i  - 

z a r  uma mudança de v a r i á v e l  da s egu in t e  maneira:  

x + { 0 , 1 1  . 
Em v i s t a  d i s t o ,  teremos:  

' - Se considerarmos ck - ck , óbviamente teremos c; > O , as- 

s im ,  a  função o b j e t i v o  xo f i  ca rã :  

ou a inda ,  

A 

Agora, considerando Yo 
= x - \ , onde Ck 

e  
O 

uma c o n s t a n t e ,  podemos d i z e r  que minimizar Yo , imp l i ca  em 

minimizar x  . Esse  r a c i o c í n i o ,  s e r  f e i t o  p a r a  todos o  

os c o e f i c i e n t e s  nega t ivos .  

Daqui p a r a  f r e n t e ,  todo problema i n t e i r o  (0-1) de- 

v e r á  s e r  colocado em uma forma semelhante ao problema (111.1. 

1) - ( I I I . 1 . 3 ) ,  i s t o  6 ,  todo problema s e r á  de minimização; to-  



das as  r e s t r i ç õ e s  s e rão  desigualdade do t i p o  - < ; e  todos  os 

4 c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o  s e r ã o  não-negat ivos  , i s t o  e ,  

c .  > O ,  J j  E N .  
I - 

 través das q u a t r o  operações d e s c r i  t a s  aba ixo ,  po- 

deremos sempre , co loca r  qua lquer  problema i n t e i r o  na  forma de- 

s e j  ada: 

problemas de maximização podem s e r  conver t idos  em pro- 

blemas de minimização , mul t ip l icando  a  função o b j e t i v o  

p e l o  s i n a l  nega t ivo .  

as  equações s e r ã o  s u b s t i t u í d a s  por  duas inequações .  

t odas  as  inequações da forma > , s e r ã o  m u l t i p l i c a d a s  

p o r  ( - I ) ,  assumindo a  forma < . 
s e  n e c e s s á r i o ,  devemos r e a l i z a r  as s e g u i n t e s  s u b s t i t u i -  

ções : 

In t roduz indo  as v a r i á v e i s  de f o l g a  S .  1 - > O , i&M, 

ao problema (111.1.1) - (111.1.3) , iremos o b t e r  o  s e g u i n t e  p r o  - 

blema l i n e a r  i n t e i r o  b i v a l e n t e  : 

n  
minimizar x  = c j  x j  - 

0 j = 1  
s u j e i t o  5: 

n  



Para  f a c i l i t a r  nosso e s t u d o ,  denominaremos e s t e  

problema de "P" . A s  v a r i á v e i s  do problema "P" ,  podem assu-  

m i r  somente os v a l o r e s  0. ou 1 ,  ass im o  conjunto  de t odas  a s  

so luções  de (111.1.5) - (111-1.7) , represen tado  Por 

U = ( x ,  s )  s e r á  f i n i t o ,  sendo que o  número de elementos de U 

s e r á  i g u a l  a  2" , com n  sendo o  número de v a r i á v e i s  x  , 
j 

j E N .  

Como dissemos an t e r io rmen te ,  o  a lgor i tmo de Enume- 

ração  ~ m p l í c i t a ,  c o n s i s t e  no desenvolvimento de uma a rbo re scên  - 

tia, ga ran t indo  a  enumeração de todas as 2n  so luçóes .  

Antes de i n i c i a rmos  a  expos ição  do método de Enume - 

ração ~ m p l í c i t a ,  passemos a  algumas d e f i n i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  pa- 

r a  o  s e u  desenvolvimento. 

Def inicão I I I I . 1 . 1 . )  : 

"Denomina-se -- so lução  de P  , todo  conjunto de va lo-  

r e s  das v a r i á v e i s  x  , j E N , s a t i s f a z e n d o  (111.1.6)".  
j 

Definição (111.1.2) : - 

"Denomina-se - so lução  v i á v e l  de P  , toda  so lução  s a  

t i s f a z e n d o  (111.1.5)  e  (111.1 .7)" .  

Def in ição  (111.1.3) : - 

"Denomina-se so lução  ót ima de P  , t o d a  so lução  s a- 

t i s f a z e n d o  (111.1.4) , (-111.1.5) e  (111.1. 7) ". 



Definição (111.1. 4) : - 

"Jt é o  conjunto formado pe los  í n d i c e s  das v a r i á  - 

v e i s  xt i g u a i s  a 1". 
j  

Da d e f i n i ç ã o  ( I I I . 1 . 4 ) ,  temos que: 

ou a inda:  

Podemos d e s t a  forma, c a l c u l a r  os va lo re s  das v a r i á  - 

v e i s  de f o l g a  S .  > O , i E M , a t r a v é s  da equação (111.1.5) , 
1 - 

i s t o  é: 

Definição (111.1 .5) :  - 

"Dizemos que a  ( k + l )  -6sima so lução  é uma so luçáo  

descendente da k-és ima so lução  s e :  

Veremos agora ,  detalhadamente o  método de Enumera- 

ção implícita. 



1 1 1 . 2 .  Enumeracão 1 r n ~ l í . c i t a  

Em g e r a l ,  o  espaço solução de um problema i n t e i r o  

possu i  i n t e i r o  um número f i n i t o  de poss?veis pontos v i á v e i s .  

Um método d i r e t o  de resolvermos o  problema i n t e i r o ,  s e r i a  enu 

merar exaustivamente t a i s  pon tos ,  e  assim, a  solução Ótima 

s e r i a  determinada pe los  pontos (ou ponto) , que fornecessem o  

melhor v a l o r  da função o b j e t i v o .  

O inconveniente  d e s t a  t é c n i c a ,  6 que o  número de 

pontos solução pode, n a  p r á t i c a ,  t o r n a r - s e  muito grande,  e  a  

solução não s e r i a  encontrada num per íodo de tempo razoável .  O 

p rocesso  de Enumeração I m p l í c i t a  ou p a r c i a l ,  considera  somen- 

t e  umapequena p a r t e  dos p o s s í v e i s  pontos so lução ,  enquanto 

d e s c a r t a  os r e s t a n t e s ,  como pontos não candidatos .  Para  i l u s  - 

t r a r  melhor o  que f o i  e s c r i t o ,  vamos cons iderar  o  s eguin te  

problema: de terminar  todas as soluções  da inequação : 

Numa a n á l i s e  r á p i d a ,  observamos que pa ra  qua lquer  

solução v i á v e l ,  o va lo r  da v a r i á v e l  x3 deve s e r  f ixado  em 

um (x3 = 1 ) .  I s t o  s i g n i f i c a  que qualquer  combinação b i n á r i a  

das v a r i á v e i s  x l ,  x2 e  x3 , tendo x3 = O , não pode forne-  

c e r  uma solução v i á v e l ,  assim sendo, descartaremos as qua t ro  

combinações b i n á r i a s  enumeradas implic i tamente  : 



A condição n e c e s s á r i a  p a r a  mantermos a  v i a b i l i d a d e  

da des igualdade ( 1 1 1 2 . 1 )  , considerando x3 = 1 ,  6 que p a r a  

qua lquer  v a l o r  das v a r i á v e i s  x  e  x2 , o  lado  esquerdo 
1 de 

(111.2.1) não exceda 2 , p o i s :  

Assim, dependendo de seus  c o e f i c i e n t e s  em (111.2.1) , as v a r i á -  

ve i s  x1 e  x2 assumirão os v a l o r e s  O ou 1. Uma vez que o  coe - 

f i c i e n t e  de x2 é 3  , s e u  v a l o r  s e r á  f i x a d o  em zero  (x2 = O), 

p o r t a n t o ,  a s  so luções  ( 0 1 1 ) ~  e  ( l , l , l ) T  são  enumeradas 

impl ic i t amente  como não cand ida t a s  , e  obviamente d e s c a r t a d a s .  

Agora, dado que x  = 1 e  x  = O , a  des igualdade acima f i c a  
3  2 - 

A 

r a :  

T d e s t a  forma, a  combinação ( 1  ,O , I )  s e r á  também des Car tada ,  
A 

p o i s  o  c o e f i c i e n t e  de xl  e  6 ,  maior do que 2 .  Logo, a  com- 

T b inação r e s t a n t e  (0 ,O ,1)  s e r g  a  ún i ca  so lução  v i á v e l  p a r a  a  

des igualdade (111.2 .1) .  O p roces so  t e rmina ,  uma vez que c o n s i  - 

3 deramos todas  as  2 combinações poss i 've is .  

Na f i g .  (111.2.1) , temos uma r ep re sen t ação  g r á f i c a  



do r a c i o c í n i o  f e i t o  no exemplo acima. 

x,=O ,/ x , = l  F ig .  (111.2.9)  

0 

/ 

x = o  /,/ 3 , Fig .  (111.2.9)  
/ 

, 
/ 

/ 

x = O  , 
2 ,  '\ x =1 

\ \  2 
/ 

, 
/ 

, , 
h\ 

0*, x =aK \, x =i x =O;' ',, X =1 1// \ \ J  y l = l  
l , ,~  \,1 , , 

/ 
, . . * \ 

\ v  \ 

(O,O,U1 
solucão ótima 

Da exposição f e i t a  a t é  o momento, podemos t i r a r  

duas conclusões impor tan tes  p a r a  o sucesso  da implementação do 

metodo de Enumeração ~ m p l í c i t a :  

( i )  e x i s t e  uma condição p a r a  o p roces so  de enumeração, 

que g a r a n t e  que todos  os pontos  s ão  enumerados imp l l  - 

c i t a  ou e x p l i c i t a m e n t e ,  numa r eg i ão  não.  redundante .  

( i i )  e x i s t e  um número de t e s t e s  de p a r a d a ,  que e x c l u i ,  

t a n t o  quanto p o s s í v e l ,  as so luções  não cand ida t a s .  

No exemplo dado, f o i  f á c i l  determinarmos o cami- 

nho das s oluções enumeradas imp l i  c i  t amente ,  porque ex i s t em s - o 

mente 8 so luções .  Mas, de um modo g e r a l ,  é n e c e s s á r i o  um 

método e f i c i e n t e  p a r a  determinarmos o caminho de todas  a s  so -  

luções  enumeradas e x p l l c i t a  ou impl ic i t amente .  o que vere -  

mos a s e g u i r .  



I  I I .  3. Esauema de Enumeracão 

Para  f a c i l i t a r  a  apresentação do método, i n t rodu-  

ziremos primeiramente,  algumas de f in i ções .  

Definicão (111.3.1'1 : 

"Solução - p a r c i a l :  é uma a t r i b u i ç ã o  de va lo res  b i -  

n á r i o s  a  um subconjunto das n  v a r i á v e i s .  s e r ã  designada por  

B e  c a r a c t e r i z a d a  por  J , conjunto dos í n d i c e s  das v a r i á v e i s  

que compõem a  solução p a r c i a l ,  de forma que,  s e  j  E J ,  x  = 1 
j  

e s e  - j  E J , x j  = O . "  

a 

No exemplo v i s t o  an ter iormente ,  J = { + 3 ,  -2)  e  

uma solução p a r c i a l ,  p o i s ,  x  = 1 e  3  x z = 0 .  

O conjunto J é um conjunto ordenado, no s e n t i d o  

de que a  ordem de seus  elementos r e f l e t e  a  ordem em que as  va - 

r i á v e i s  foram geradas . 

Definição (111. 3.2) : - 

"Variável  -- l i v r e :  é uma v a r i á v e l  à qual  não s e  

a t r i b u i u v a l o r  algum, p o r t a n t o ,  6 uma v a r i á v e l  que pode assu- 

m i r  um dos va lo res  O ou 1." 

No exemplo acima, a  v a r i á v e l  l i v r e  é x  
1 ' 

sendo 

que cada v a l o r  po r  e l a  assumido gera  um v e t o r  l i v r e .  Assim, 

temos (0) e  (1) como sendo os ve tores  l i v r e s ,  ou a inda ,  ( -1)  

e  { + I ) .  



4 ~ e f i n i ç ã o  ( 1 1 1 3 . 3 )  : "Complemento de uma so lução  p a r c i a l :  - - e  

uma so lução  p a r c i a l  d e f i n i d a  p e l o s  h d i c e s  das v a r i s v e i s  que 

e s t ã o  em J , juntamente com os Zndices e s p e c i f i c a d o s  num dos 

v e t o r e s  l i v r e s . "  

Assim, p a r a  n  = 3  e  J = {+3;  - 2 )  os s eus  com- 

plementos s e r ã o :  { + 3 ,  - 2 ,  -11 e  { + 3 ,  - 2 ,  + I } .  

4 

O complemento n u l o  de uma so lução  p a r c i a l ,  e  uma 

so lução  p a r c i a l  formada p e l o  v e t o r  l i v r e ,  que tem todos O S  

s e u s  elementos i g u a i s  a ze ro .  O número de complementos de 

uma so lução  p a r c i a l ,  é n a t u r a l m e n t e ,  i g u a l  ao número de veto-  

r e s  l i v r e s .  

Podemos even tua lmente ,  nos r e f e r i r  ao v a l o r  "um", 

como complemento l óg i co  do "ze ro" ,  e v i c e - v e r s a ,  o  que n a t u r a l  - 

mente,  não s e r á  confundido com o  complemento de uma so lução  

p a r c i a l .  

~ l é m  d i s s o ,  dizemos que uma so lução  p a r c i a l  s e r á  

uma ind i cação  b i n á r i a  completa ,  s e  e s t a  so lução  f o r  c o n s t i t u í -  

d a  exatamente p o r  todas  as v a r i á v e i s  do problema. Assim, 

J = C+3, - 2 ,  -11 é uma ind i cação  b i n á r i a  completa ,  p o i s ,  pos- 

s u i  3 elementos num problema com 3  v a r i á v e i s .  

D e f i n i ç ã o ( I I I . 3 . 9 :  - 

"Solução - p a r c i a l  de sca r t ada :  uma s olução p a r c i a l  

s e r á  d e s c a r t a d a  s e :  

(i) todos os seus  complementos forem i n v i á v e i s ;  

( i i )  f o r  uma ind i cação  b i n á r i a  completa. " 



Definição 111.3.5 : - 

"Solução - p a r c i  a1  abandonada: uma so lução  p a r c i a l  

s e r á  abandonada s e : 

( i )  todos os seus  complementos forem i n v i á v e i s  ; 

( i i )  não f o r  uma ind icação  b i n á r i a  completa. " 

Definição 111.3 .6:  - 

"Solução - p a r c i a l  armazenada: uma s olução p a r c i a l  

s e r á  armazenada s e :  

( i )  f o r  uma so lução  v i á v e l  ; 

( i i )  f o r  uma ind icação  b i n á r i a  completa. " 

Assim, p a r a  o exemplo dado, as so~luções  p a r c i a i s  

J = ( - 3 )  e J = { + 3 ,  + 2 l  s ão  abandonadas; J = {+3, -2  , + I )  

desca r t ada  e J = { + 3 ,  -2 ,  -1)  armazenada. 

Na f i g .  (111.3.1) , apresentamos o fluxograma do 

esquema do método de enumeração. 

Consideremos o mesmo exemplo v i s t o  n a  seção  111 .2 ,  

e suponhamos que a so lução  p a r c i a l  i n i c i a l  s e j a  v a z i a ,  ass im,  

Jo = e as v a r i á v e i s  x l ,  x2 e x3 são  v a r i á v e i s  l i v r e s .  O 

próximo p a s s o  p a r a  obtermoz a v i a b i l i d a d e ,  s e r á  considerarmos 

x = 1 ou J1 = {+3} . Desta forma, dizemos que o p roces so  3 

r e a l i z o u  um avanço de Jo 2 J1, e c r i o u  um descendente de 

Jo , p o i s  Jo C J1 . Agora, p a r a  mantermos a v i a b i l i d a d e ,  as 

v a r i á v e i s  x l  e x2 assumirão o v a l o r  ze ro ,  ou J2 = {+3 , -2 , -11 ,  

e novamente, o p rocesso  avançou de J1 5 J2 , cr iando  u m  des- 

cendente de J1 , p o i s ,  J1 C J2 . Como J2 é uma ind icação  



Solução pa rc ia l  

I I I , Forme u m  outyo conjunto J., I 
i acrescentando a direita do 16 I 
I existente, uma ou mais variá - I 
I 
I veis livres que assumiram u m  I J pode  s e r  não i, dos valores O ou I . I 

abandonado? I I 
I I 
I - - - - - - - - - - I 

- a - - - -  -- -- 

subst i tua o ele- 
mento mais di - 
reita de J, por ' 
seu complemento 
sublinhado 

+ I I 

O elemento mais i d i re i -  I - 
t a  de J está sublinhado ? 

I 

I 

não  
I 

I 
I - I 

s i m  

Todos os elementos de 

J es tam sqblinhados ? 

I 

Subst i tua o elemento não 
sublinhado mais a d i re i t a  
de J, por seu complemento 
sublinhado e remova todos os 
elementos i sua di re i ta 

i enumeração 



b i n á r i a  contendo todas  as  v a r i á v e i s ,  e l a  é uma ind i cação  b i n á  - 

r i a  completa,  e  sendo tambem m a  so lução  v i á v e l ,  s e r á ,  p o r t a n  - 

t o ,  armazenada. De acordo com a  f i g .  (111.3.1) , um retcarno à enu 
- 

meração f o r n e c e r á  uma s o l u ç ã o  r ep re sen t ada  p e l o  con jun to  

J 3  = { + 3 ,  - 2 ,  + I ) ,  que s e r á  d e s c a r t a d a ,  p o i s  é uma s olução 

i n v i á v e l .  P e l a  f i g .  (111.3.2) J3  6 o b t i d o  t rançando o  ramo 

ascendente  x = O e  o  ramo descendente x = 1. O elemen- 
1 1 

t o  1 de J3 e s t á  sub l inhado  p a r a  i n d i c a r  que. o  ramo x = O já 
1 

f o i  considerado em J2 . Novamente, re to rnando  à enumeração 

teremos : J 4  = { + 3 ,  + 2 1 .  - Como Jq não tem complemento v i á v e l ,  

e  6 uma ind i cação  b i n á r i a  incomple ta ,  s e r á  p o r t a n t o ,  abandona - 

da. Finalmente ,  fazendo um Último r e t o r n o  à enumeração, t e r e  

mos J5 = (-31 - que s e r á  abandonada, uma vez que a  condição ne  - 

c e s s á r i a  p a r a  a  v i a b i l i d a d e  do problema e r a  cons ide  rarmos 

x3  = 1. Desta forma, o  p rocesso  de enumeração te rmina ,  p o i s  

todos os elementos de J5 e s t ã o  sub l inhados .  

(ab andonada) 

(abandonada) 

(armazenada) (dês c a ~ t f a d a )  

Fig.  (111.3.2)  



Vejamos agora ,  a desc r i ção  do método de enumera- 

ção, de uma maneira  mais gengr ica .  

1 1 1 . 4 .  Descricão do método: 

A so lução  Ótima do problema P , s e  e x i s t i r ,  pode- 

r á  s e r  encont rada  p o r  um processo exaus t ivo  de enumeração, uma 

vez que o  número de todos os ve to re s  b i n á r i o s  é i g u a l  a 2" . 
E n t r e t a n t o ,  qua lquer  busca n e s t e  s e n t i d o  s e r i a  p o r  demais d i s -  

pendiosa ,  p r inc ipa lmente  em termos de tempo. Assim, a  i d g i a  

da enumeração i m p l í c i t a ,  s u r g i u  no s e n t i d o  de e s t a b e l e c e r  um 

a lgor i tmo munido de c r i t é r i o s  que permit issem abandonar d e t e r -  

minadas so luçóes  p a r c i a i s ,  sem p e r c o r r e r  a  á rvore  gerada po r  

e l a s .  Esses c r i t é r i o s  dão origem a  um mecanismo dinâmico de 

avanço e  r e to rno  sobre  os ramos da á r v o r e ,  em cujos  nós e s t ã o  

r ep re sen tadas  as  so luções  p a r c i a i s .  

A ordem em que as so luções  p a r c i a i s  s ão  geradas , r e  

f l e t e  a  sequênc ia  n a t u r a l  d e f i n i d a  pe los  mecanismos de avanço 

e  r e to rno  ao p roces so  enumerativo.  

Quando uma so lução  p a r c i a l  f o r  o b t i d a ,  o  a l g o r i t -  

mo v e r i f i c a  s e  e l a  é v i a v e l .  Se f o r ,  v e r i f i c a  a i n d a ,  s e  s e u  

melhor complemento v i á v e l  fo rnece  um v a l o r  p a r a  a  função ob j e  - 

t i v o ,  melhor do que aquele conhecido a t é  o  momento. Se i s t o  

o c o r r e r ,  a  so lução  p a r c i a l  é armazenada, seus  complementos são  

exc lu ídos  de f u t u r a s  cons iderações ,  excessão f e i t a  p a r a  o  s e u  

melhor complemento v i á v e l  ,que é armazenado p a r a  f u t u r a s  comp a- 

r a ç õ e s ,  bem como o  correspondente  v a l o r  da função o b j e t i v o .  Se 

o  v a l o r  da função o b j e t i v o  não f o r  melhor do que o  e x i s t e n t e ,  



o  a lgor i tmo simplesmente d e s c a r t a  a  solução p a r c i a l  em 'ques  - 

t ã o .  Se a so lução  p a r c i a l  não f o r  v i á v e l ,  o  a lgor i tmo t e n t a  

vencer  a  i n v i a b i l i d a d e ,  buscando uma so lução  p a r c i a l  descen- 

dente d e s t a ,  da s e g u i n t e  maneira:  co lec iona  as v a r i á v e i s  li- 

vres  que ao assumirem um dos v a l o r e s  O ou 1 ,  a judar iam na  ob- 

tenção de um v a l o r  da função o b j e t i v o  melhor que o  e x i s t e n t e ,  

e  além d i s s o ,  cooperariam p a r a  vencer a  i n v i a b i l i d a d e .  . Se 

não e x i s  t i r  v a r i á v e i s  l i v r e s  com t a i s  c a r a c t e r í s t i c a s ,  o  a l -  

goritmo abandona a  so lução  p a r c i a l .  Caso c o n t r á r i o ,  e l e  e l e -  

ge den t r e  as  v a r i á v e i s  com as c a r a c t e r í s t i c a s  acima, aque la  

que minimiza a  quant idade t o t a l  de i n v i a b i l i d a d e  e x i s t e n t e .  O 

í n d i c e  d e s t a  v a r i á v e l  é acrescen tado  àqueles da so lução  p a r c i  - 

a 1  cons iderada ,  formando com e l e s  uma nova solução p a r c i a l ,  

descendente daquela .  

Representaremos p o r  ( J  ) a  sequênc ia  das so luções  k 
p a r c i a i s .  O a lgor i tmo i n i c i a  o  p roces so  de enumeração com 

Jo = v  . O p r o c e s s o  t e r m i n a r i a n e s s e p o n t o ,  s e  o  a lgor i tmo 

abandonasse Jo , p o i s  c a r d . ( J o )  = O , e  os complementos de 

Jo , em número de 2" , ser iam implfc i tamente  enumerados. ' ~ a -  

s o  c o n t r á r i o ,  o  a lgor i tmo obtem J1 , como descendente de 

J , p e l o  aumento des t e  com o  í n d i c e  de uma v a r i á v e l  l i v r e  ,que 
O 

p a s s a r á  a  assumir  um dos va lo re s  b i n á r i o s .  Prosseguiremos as-  

s im ,  a t é  que n a  p-és irna so lução  p a r c i a l ,  J é armazenada. O 
P  

melhor complemento de J , s e  e s t e  p roduz i r  um v a l o r  da fun- 
P 

4 

ção o b j e t i v o  melhor do que o  v a l o r  conhecido a t é  e n t ã o ,  e  

guardado como uma so lução  cand ida t a .  

Dois membros s u c e s s i v o s ,  J e  J 
p + l  

, da s e- 
P  

quênc ia  ( J  ) s ã o  d i s t i n t o s  ou porque J c J k P+I  
, que ocorre  

P  



quando J 
p f l  

é descendente de J , ou porque possuem elemen- 
P 

t o s  logicamente complementares. E s t e  f a t o ,  f a z  da sequênc ia  

( Jk)  , uma sequênc ia  não redundante ,  no s e n t i d o  de que e l a  não 

d u p l i c a  nenhuma so lução  p a r c i a l  previamente desca r t ada  ou arma - 

zenada. 

Assim, n a  f i g .  (111.3.2) , e s t ã o  represen tados  6 

elementos da sequênc ia  ( J  ) .  Através des t e s  e lementos ,  pode- k 

mos obse rva r  a l e i  que rege a formação da sequênc ia  das s o l u -  

ções p a r c i a i s .  Passamos de um elemento p a r a  ou t ro  na  sequên- 

c i a ,  s e j a  p e l a  complementaçáo l ó g i c a  do Último elemento a inda  

não complementado, s e j a  p e l o  acréscimo de mais um elemento.  

No prime i r o  c a s o ,  ab andonamos todos os elementos imediatamente 

à d i r e i t a  do Último elemento complementado. Es t e  f a t o  co r r e s -  

ponde a um re to rno  nos ramos da á rvo re .  Quando a passagem pa- 

r a  o próximo membro da sequênc ia ,  s e  f a z  a t r avés  do 

de mais um elemento,  o a lgor i tmo e s t á  provocando um 

ramos da árvore  , c r i ando  um descendente .  Observamos 

rença  e n t r e  J1 e J2 , e s t á  no elemento a mais que 

s u i ,  p o i s  J2 é descendente de J1 , e a d i f e r e n ç a  

acrés  cimo 

avanço nos 

que a d i f e  - 

J 2  pos- 

e n t r e  J2 

e J3 , e s t á  no elemento logicamente complementado que J3 poz 

s u i  . 

1 1 1 . 5 .  -- O Algori tmo 

A s  r e s t r i ç õ e s  do nosso problema, t ê m  a s e g u i n t e  

forma: 



Introduzindo as  v a r i á v e i s  de f o l g a  S .  > O , i E M ,  as r e s t r i -  
I - 

ções assumem o  segu in te  aspecto:  

ou ainda:  

Uma so lução  p a r c i a l  J , s e r á  v i á v e l  s e :  

Quando J não f o r  v i á v e l ,  o  a lgori tmo c r i a  os segu in te s  conjun - 

t o s  dos índ ices  das v a r i á v e i s  x , j  E N , para  os t e s t e s  de 
j  

parada.  Aqui os í n d i c e s  t indicam a  t-ésima i t e r a ç ã o .  

Teste  1 

At + conjunto dos í n d i c e s  das v a r i á v e i s  l i v r e s  que 

ao assumirem o  v a l o r  um, aumentam a  i n v i a b i l i d a d e  do proble-  

ma. Assim, e s t a s  v a r i á v e i s  s ão  exc lu ídas  como não cand ida ta s ,  

em ou t ra s  pa lav ras :  

< O }  . At = {j E N - Jt / a . .  > O  para todo i t a l  que si 
11 - 

Teste  2 
-.- 
v- 

' +- conjunto dos í n d i c e s  das v a r i ã v e i s  
Nt 

lZ.vres 



que poderão assumir  o  v a l o r  um e  d iminui r  a  i n v i a b i l i d a d e .  

Se N: = B. , nenhuma v a r i á v e l  l i v r e  pode assumir  o  

v a l o r  um, s i g n i f i c a n d o  que Jt é d e s c a r t a d a ,  e  o  a lgor i tmo 

s o l i c i t a  um re to rno  5 enumeração. 

Se N: i @ , devemos d e f i n i r  um o u t r o  conjunto 

Bt  , que i d e n t i f i c a  aquelas  v a r i á v e i s  l i v r e s ,  que ,  embora pos- 

sam d iminui r  a  i n v i a b i l i d a d e ,  não podem f o r n e c e r  um v a l o r  me- 

-t l h o r  da função o b j e t i v o  quando comparado com xo . Assim, as 

v a r i á v e i s  x  , j  E B t  , devem s e r  exc lu ídas  como não candida- 
j  

t a s :  

Tes te  3 

2 
N t  + conjunto dos í n d i c e s  das v a r i á v e i s  l i v r e s  que 

ao assumirem o  v a l o r  um, diminuirão a  i n v i a b i l i d a d e  e  o  v a l o r  

da função o b j e t i v o .  Assim, 

2 
Se N t  = Ç l  , retomamos ?L enumeração. 

Se NS # O. , definimos o  conjunto Ct : 



Se Ct # , s i g n i f i c a  que u t i l i z a n d o  todas as va- 

2 r i á v e i s  x , j  E N t  , ao menos uma f o l g a  i n v i ã v e l  ( s i  < 0) 
j  

cont inuará  a  s e r  i n v i á v e l .  Assim, Jt 6 abandonada, po i s  não 

tem complemento v i á v e l ,  e  p o r t a n t o ,  devemos r e t o m a r  enumera - 

çao. 

Se Ct = Ç l  , Jt não pode s e r  abandonada nem des- 

car tada .  Então,  seguimos p a r a  o  t e s t e  4 ,  p a r a  determinar  qua l  

v a r i á v e l  l i v r e  deverá assumir o  v a l o r  um 

Tes te  4 

2 S e j a  x  , j *  E N t  , a  v a r i á v e l  l i v r e  e sco lh ida  
j  * 

p a r a  assumir o  v a l o r  um, de forma que: 

v  = máx { v . )  
j  * 2 J  

j  &Nt 

com v  sendo uma medida empi'rica da v i a b i l i d a d e .  No caso 
j  

de empate, devemos e sco lhe r  j *  , de forma que ,  c j ,  s e j a  o  

menor dos c  . Concluindo, temos que: 
j  

i s t o  é ,  Jt+l é uma solução descendente de Jt . Se v  = 0 , 
j  * 

temos que 
Jt+l 

é v i á v e l .  Pelo t e s t e  2 ,  a  solução em ques tão ,  

-t deve p roduz i r  um v a l o r  de xo . A s s i m  sendo, temos que: 



Como todos os c o e f i c i e n t e s  são não-negat ivos ,  i s t o  é ,  c  > O , 
j - 

J j  , é evidente  que nenhum ou t ro  complemento de J t+l  , pode 

-t p roduz i r  um v a l o r  melhor que xo . I s t o  s i g n i f i c a  de Jt+l 

é armazenada, e  retornamos à enumeração. Agora, po r  o u t r o  l a -  

do, s e  v < O , J t+l  
j * 

deve s e r  abandonada e  retornamos ao 

t e s t e  1. 

Vejamos e n t ã o ,  os passos  do algori tmo:  

Passo 1 :  

Faça t = O e  Jt = @ . 

Passo 2 :  

Se J t  não puder s e r  abandonada, vá p a r a  o  passo  

3 . Caso c o n t r á r i o ,  vá p a r a  o  passo  4 . - 

Passo 3: 

Se e x i s t e  um índ ice  j das v a r i á v e i s  l i v r e s ,  que 

-1 produz um v a l o r  melhor que x O 
e  diminui a  inv iab  i l i d a d e  , au- 

L 

mente Jt  acrescentando j a  s u a  d i r e i t a .  Faça t = t + 1 

e  v o l t e  p a r a  o  passo 2 . Caso c o n t r á r i o ,  vá p a r a  o  passo  5 . 

Passo 4 :  

Se o  melhor complemento v i á v e l  de Jt f o i  encon- 

t r a d o ,  e  s e  e l e  produz um v a l o r  de xt o  melhor do que aquele 

produzido p e l a  Última solução cand ida ta ,  armazene e s t e  comple - 

mento v i á v e l ,  como também a  a t u a l  solução candidata .  



Passo 5 :  

Encontre o  elemento de Jt , mais sua  d i r e i t a ,  

a inda  não logicamente complementado. Senão e x i s t i r  nenhum, p a  

r e .  Caso c o n t r á r i o ,  t roque-o p e l o  s e u  complemento l ó g i c o  sub- 

l i nhado  e  abandone todos  os elementos imediatamente 2 s u a  d i -  

r e i t a .  Faça t = t+l  e  v o l t e  ao pas so  2 . 

Ve j amos age-ra, o  enunciado do teorema de Glove r e 

Geof f r ion :  

Teorema (111.5.1) : - 

"A s equênc i a  de so luções  p a r c i a i s  gerada p e l o  a lgo  - 

r i tmo ,  é não redundante e  termina somente quando todas  as 2" 

so luções  p a r c i a i s  foram e x p l í c i t a  e / o u  impl ic i t amente  enumera- 

das.  " 

Ver demonstração em 1 1 . 
A s  2" so luções  p a r c i a i s  s ão  imp l i c i t amen te  enume - 

r a d a s ,  somente depois  que a  so lução  p a r c i a l ,  onde todos os e l e  - 

mentos foram logicamente complementados , f o r  i m p l í c i t a  ou ex- 

p l i c i t a m e n t e  enumerada. A s u a  enumeração é g a r a n t i d a  p e l a s  r e  - 

gras  de f i x a r  e  l i b e r a r  a s  v a r i á v e i s .  

A f i g .  (111.5.1) nos fo rnece  o  fluxograma p a r a  o  

a lgor i tmo de Enumeração I m p l í c i t a  das soluçÓes p a r c i a i s  de um 

problema de programação l i n e a r  i n t e i r a .  



si m não 

1 não 

s i m  6 N;=@ ? 

I náo 

x; , x; 

x cand c ( x j  1 

lo seu complemento IÓ. 
gic0 sublinhado e aban 
jone todos os elemen - 
tos logicamente com - 
~lementados e sublinha 
ios a direita d e l e .  

Fluxograma 
~ i g u r a  íilI.5.l) 



1 1 1 . 6 .  Exerc íc io  resolv ido:  

Vejamos agora ,  um exerc ic io  r e so lv ido ,  p a r a  me- 

lhor  i l u s t r a r  o  proce,dimento. 

Se j  a o  seguin te  problema de programação l i n e a r  i n -  

t e i r a :  

minimizar x  = 5x1 + 7x2 + 10x3 + 3x4 + x5 - O 

s u j e i t o  à: -xl + 3 x 2  - 5 x 3 -  x 4 +  4x 5 - < - 2  

2x - 6x2 
1 

+ 3x3 + 2x4 - 2x5 < O - 

X2 - 2x3 + X 4  < -1 
+ X5 - 

x -  E I 0 , l I  , j  = 1,2, 3 ,4 ,5  . 
J 

Observamos que o  problema j á  s e  encontra  na  forma 

desejada,  assim sendo, podemos i n i c i a r  imediatamente o  método 

de Enumeração I m p l í c i t a :  

I t e ração  O L 

Teste 1 

Ao = I j  E N - J o / a i j 1 0  para  todo i t a l  que s p  < O i  . 



temos : 

assim, as va r i áve i s  x2 e  x são exclu ídas  como não candida- 5 

t a s .  

Teste 2 

Agora, calcularemos o conjunto Bo que i d e n t i f i c a  

as v a r i  áve i s  l i v r e s  que podem diminui r a  i n v i  ab i1 i dade , mas 

não podem fornecer  um va lo r  melhor da função ob je t ivo ,  quando 

comparada com x0 = +a. 
O 



Tes te  3 

Para  sy = - 2  O , devemos t e r :  1 min(0,  a  .) > -2  
2 i J 

j & N o  

Pa ra  s 0  = -1 < O , devemos t e r :  1 min(0 , a  ) > -1 3  
2 37 

; & N o  

1 min (0 , a  . = min (0 , a  ) +min (O , a  ) +min (O , a34) = 
j ~ { 1 , 3 , 4 }  33 3  1 33 

= min (0 ,O) +min (0 , -2) +min (O , I )  = 

logo C. = Ç l  , ass im,  passamos c r i a ç ã o  do descendente de 

Jo 

Tes te  4 



p o r t a n t o ,  

I t e r a ç a o  1 r 



Teste 1 

I 

A1 
= { j  E N - Jl / ai j  - > O para  todo i t a l  que si .( 0 1  

. Teste  2 

1 Para  s 2  = - 3  < O , devemos t e r :  1 min(0,a ) > - 3  
- j ~ C 2 , 5 )  2 j  

1 min (0 , a2 j )  = min (0 , aZ2)  +min (O , aZ5) = 

j ~ C 2  , 5 )  
= min(0 ,-6) +min(O ,-2) = 

- 
p o r t a n t o ,  C1 = , assim passamos a cr iação do descendente de 



Tes te  4 

v2 = min (O ,3-  3) +min (O , - 3+6) +min (O ,1- 1) = 

= O + O + O = O  + 

1 1 1 v  = min(0 , s  - a  )+min(O , s 2 - a  )+min(O , s  - a  ) = 5  1 15 25 3  35 

v5 = min (O ,3-4) +min(O ,-3+2) +min(O ,1-1) = 

v  =máx{O,-2)  = O  , 
j  * 

p o r t a n t o ,  

+ j *  = 2 + J 2  
= J, U { j * }  = {+3} U {*2} 

2 = O  



Logo, J2 6 v i á v e l ,  p o r t a n t o  teremos:  

Como 1 7  < F0 = +a , adotamos -' x = 1 7  e  o  v e t o r  
O O 

s e r a  uma so lução  cand ida t a .  

x = ( O ,  1 ,  1 ,  o ,  O )  
T 

O a lgor i tmo acaba de e s t u d a r  a  so lução  p a r c i  a1 

7 

J2 . O s e u  melhor complemento v i á v e l  s e r á  enumerado e x p l i c i -  

tamente e  os o u t r o s  imp l i c i t amen te .  A so lução  p a r c i a l  J2  s e -  

rá  armazenada e r e  tornamos à enunieração , l o g o ,  

I t e r a ç ã o  3 



T e s t e  1 

A3 = { j  E { 1 , 4 , 5 1  / a i j  - > O p a r a  todo i t a l  que sl < O }  

Tes te  2 

T e s t e  3  

Pa ra  5 3  = - 3  < 0 

p o r t a n t o ,  

c2 = I21 

, devemos t e r :  1 min(0 ,a  ) > - 3  
j ~ ( 5 1  2 j  



ass im,  re tomamos a enumeração, i s t o  ê ,  consideremos o  seguin-  

t e  conjunto:  

Tes te  1 

A4 = { j  E N  - J4 / a i j  - > O p a r a  todo i t a l  que s  < O} 
i 

A 4  = {2 ,5}  . 

Tes te  2 



4  P a r a  s l  = - 2  < O , devemos t e r :  1 min(0 , a  ) > -2  
j ~ { 1 , 4 1  i j  

4 P a r a  s 3  = -1 < 0 , devemos t e r :  1 min(0 , a  ) > -1 
j ~ { 1 , 4 1  3  j 

p o r t a n t o ,  

c, = 111 # O 3 

ass im,  a  so lução  J 4  é abandonada e  re tomamos à enumeração. 

Acontece que todos  os elementos de J4 j á  foram logicamente 

complementados , ass im,  o  a lgor i tmo te rmina  o  p roces s  o  enumera - 

t i v o .  A so lução  ot ima é a  Últ ima so lução  que f o i  guardada co - 

mo so lução  c a n d i d a t a ,  i s t o  6: 

r*'-T--Zq. o t .  



A á rvo re  gerada  p e l a s  so luções  p a r c i a i s  enumera- 

d a s ,  e s t á  r ep re sen t ada  na  f i g .  ( I I I . 6 . 1 ) ,  tendo 5 n ó s ,  ou 5 ç o  - 
5 luções  enumeradas e x p l i c i t a m e n t e ,  sendo que as o u t r a s  2 -5 = 

32 -5 = 27,  são  enumeradas impl ic i t amente .  

(abandonada) 

V 

(abandonada) (armazena( 

Fig.  (111.6.1)  : Arvore das  so luções  p a r c i a i s  

1 1 1 . 7 .  Método de Decomposição 

Apresentaremos ago ra ,  a so lução  de problemas de 

programação i n t e i r a  b i v a l e n t e  (0-1) , a t r a v é s  do método de de- 

composição de Dantzig  e Wolfe e da  dual idade em programação 

i n t e i r a .  

Cons ide  remos o s eguin t e  problema de programação i n  - 

t e i r a  b i v a l e n t e  (0-1) : 



minimizar x = cx - o 

s u j e i t o  5: & < t i  - 

x E i 0  , l l n  , 

onde c  é um v e t o r  l i n h a  com n  componentes; x um v e t o r  

coluna com n  componentes; b um ve to r  coluna com m componen - 

t e s  e  A uma mat r iz  com m l i nhas  e  n  colunas.  ~ l é m  d i s -  

s o ,  as componentes do v e t o r  x  poderão assumir somente um dos 

va lo res  O ou 1. 

Se j  a  o  s:eguin t e  conjunto : 

Desta forma, o  problema (111.7.1) - (111. 7.3) f i -  

c a r á  com o segu in te  aspecto:  

minimizar x  = cx - o 
s u j e i t o  5: 

X E X .  

, O problema (111.7.4) - (111.7.6) é denominado pro- 

blema prima1 P . - 

Consideremos agora ,  um outro conjunto Y :  

O conjunto Y 6 a  e n v o l t 6 r i a  convexa do conjunto X, 

n  alem de s e r  u m  conjunto compacto, denso e  p o s s u i s  p  = 2 v é r  - 

t i c e s  , sendo n  o  numero de v a r i á v e i s  do problema P . 
Para visual izarmos melhor os conjuntos Y e  X, t o -  



memos um exemplo com duas v a r i á v e i s  , i s t o  é ,  no IF? . Assim, 
2 

o  conjunto  Y t e r ;  p  = 2 = 4 v g r t i c e s  e  ser: de f in ido  da  

s eguin t e  maneira :  

O conjunto  X s e r á :  

Observamos que o  conjunto  X é formado p o r  q u a t r o  

T T T T pon tos ,  i s t o  6 :  (0,O) , (1,O) , ( 0 , l )  e  ( 1 , l )  . Graficamente 

podemos r ep re s  en tá -  10s : 

Da f i g .  (111.7.1) , observamos que os pontos de X 

s ã o  os  v é r t i c e s  de Y , em o u t r a s  p a l a v r a s ,  todo  v é r t i c e  de 

Y é um ponto  de X . Assim, sem pe rda  de g e n e r a l i d a d e ,  pode- 

mos r e p r e s e n t a r  o  con jun to  X da s e g u i n t e  maneira :  



onde { O  , l l n  6 o  conjunto  dos v é r t i c e s  de Y . 

O problema prima1 P ,  (111.7.4) - ( 1  7 . 6 ,  s e r á  

r e s  o lv ido  a t r a v é s  da d u a l i  dade em Programação i n t e i r a .  E s t e  

método f o i  apresen tado  no c a p í t u l o  I1 seção 9 ,  ass im,  com as 

devidas  s u b s t i t u i ç ó e s ,  ver i f icamos que iremos o b t e r  o  s e g u i n t e  

p  rob lema: 

minimizar v  = - 

s u j e i t o  à :  k = l  

onde hk são as v a r i á v e i s  p r i m a i s ;  s o  v e t o r  cu j a s  componen - 

k t e s  são  as v a r i á v e i s  de f o l g a ;  e  x  , k = 1 , .  . . . p  , os v é r t i  - 

ces  ou pontos  extremos de Y . 
a 

A so lução  do problema (111.7.7) - (111.7.11) e  

quase  i d e n t i c a  àque l a  apresen tada  no  c a p í t u l o  1 1 ,  sendo que a  

b i c a  d i f e r e n ç a  e s t á  n a  r e so lução  do problema a u x i l i a r .  Assim, 

cons ide  remos o  s  egu in t e  problema de programação l i n e a r :  

maximizar {u  + (u l  A - c ) ~ }  - O 

s u j e i t o  2 :  
X E  X .  

Podemos e s c r e v e r  e s t e  problema, de uma . maneira 



m a i s  conveniente , i s t o  e:  

maximizar iqx)  ---- 

s u j e i t o  a: X E X ,  

onde q  = (ql . . . . ,qn) é um v e t o r  l i n h a  dado. 

A so lução  Ótima des te  problema a u x i l i a r  é imedia- 

t a .  Suponhamos que x  = ( x  T ,  . . . x )  e  x = 1 s e  o  c o e f i -  
j  

c i e n t e  de x  n a  função o b j e t i v o  de (111.7.13) f o r  p o s i t i v o ,  
j  

e  x  = O , caso  s e u  c o e f i c i e n t e  n a  função o b j e t i v o  s e j a  nega- 
j  

t i v o .  Quando o  c o e f i c i e n t e  de x f o r  n u l o ,  a  v a r i á v e l  x  
j  j  

poderá  assumir um dos va lo re s  O ou 1. E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  t e -  

mos : 

A 

Assim, supondo que x s e j a  a  so lução  Ótima do 

problema a u x i l i a r ,  consideremos d o i s  casos : 

( i )  s e  Iu  + ( U ~ A - C ) ~  > O , en tão  devemos g e r a r  o  v e t o r  
O 

A o  a ssoc iado  a  v a r i á v e l  Ao que e n t r a r á  n a  b a s e ,  i s -  

t o  é: 

( i i )  caso c o n t r a r i o ,  i s t o  é,  s e  l u  + (u  A-c)?) < O , 1 - O o  

quadro é Ótimo. 



111.8.  Exerc íc io  Resolvido: 

Vejamos agora,  um exemplo: s e j a  o  problema p r i -  

mal : 

maximi z a r  3x1 + 2x2 - 3x3 

s u j e i t o  à: 
X1 + X 2 + X  < 2  3  - 

S e j a  o  seguin te  conjunto: 

des ta  forma, o  problema i n i c i a l  f i c a r á :  

maxi m i  z a r  - 3x1 + 2x2 - 3x3 

s u j e i t o  à: 
x + x + x  < 2  
1 2 3  - 

2 x 1 + x - X  < 2  2 3  - 

X E X .  

Consideremos agora,  o  seguinte  conjunto: 

O c o n j m t o  Y a  e n v o l t 6 r i a  convexa de X ,  al6m 

de s e r  compacto e  denso, e  como os vgr t i ces  de Y são os 

pontos de X , podemos reescrever  o  problema acima: 



maximi z a r  3x1 + 2x2 - 3x3 

X E Y .  

Como o conjunto Y 6 u m p o l i e d r o  l i m i t a d o ,  pode- 

mos e s c r e v e r  qua lquer  ponto de Y como uma combinação conve- 

xa de seus  pontos extremos,  i s t o  é: 

n 
onde p  = 2 , sendo n  onúmero de v a r i á v e i s .  

S u b s t i t u i n d o  a  expressão de x dada acima, no 

problema (111.8.1) - (111.8.4) , obtemos o  s e g u i n t e  problema: 

maximizar v  = f [(3 2 -3 )x j ]h j  

s u j e i t o  à: j  =i 

In t roduz indo  as v a r i á v e i s  de f o l g a  não-negat ivas  



s1 e  s2 e  a  v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  X a  ao problema acima, ob 
- 

temos o segu in te  problema: 

maximi z a r  - 

s u j e i t o  à: 

Uti l izaremos o  método duas f a ses  p a r a  obtermos 

uma solução b á s i c a  v i áve l  i n i c i a l :  

l? Fase: 

minimizar 5 = X a  - 

s u j e i t o  à: 
[(1 1 l )x j ]  X j  + s1 

j  =i 



246 

Passemos p o r t a n t o ,  a c o n s t r u ç ã o  do s e g u i n t e  qua- 

d ro  : 

Do problema (111.8 .6)  

s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s  : 

- ( I I I . 8 . 1 1 ) ,  t i r a m o s  OS 

E f e t u a n d o  os devidos  c i h c u l o s  , obtemos : 



Do quadro (Q. I I I .  8.1) , ti ramos : 

Consideremos agora,  o  segu in te  problema a u x i l i a r :  



maximi z a r  (.ul, no) - i*;) - 

s u j e i t o  2 :  
x E Y .  

+ X 
2 + X3 

maximizar (O O 1.1 ( 2 2  +lx2 - x3) - 

s u j e i t o  5: 

maximi z a r  1 

s u j e i t o  à: 
O - < X l 5 l  ; o  - < x 2 5 l ;  o z x 3 < 1  . 

Como o  máximo do problema a u x i l i a r  é i g u a l  a  1 ,  

J j  , podemos e n t ã o ,  c o n s i d e r a r  como so lução  qua lque r  v a l o r  de 

x , ass im sendo ,  i n i c i a r emos  com a  s e g u i n t e  so lução :  

Nosso o b j e t i v o  é o b t e r  h, = O , p a r a  i s t o ,  deve- 

mos g e r a r  um v e t o r  coluna h' , assoc iado  à v a r i á v e l  h 
1 que 

e n t r a r á  n a  b a s e  no l u g a r  de ha  . Desta  forma, temos: 

O v e t o r  coluna h1 , é d e f i n i d o  po r :  



p o r t a n t o  , 

I n t r o d u z i n d o  A1 no  quadro  (Q. 111.8 .1)  obtemos o 

q u a d r o  ( Q . I I I . 8 . 2 )  : 

Após o p i v o t e a m e n t o ,  temos:  

El iminando a co luna  A1 do 

(Q. 111.8 .3)  

quadro  ( Q . I I I . 8 . 3 )  , 

obtemos f i n a l m e n t e ,  o  quadro  i n i c i a l  , podendo e n t ã o ,  a p l i c a r  

o método dua l  de decomposição. 



Passemos a g o r a ,  a r e s  o lução do s egu in te  problema 

a u x i l i a r :  

minimi z a r  
-- (u1,u0) 

s u j e i t o  à: 
X E Y .  

Do quadro (Q . I I I . 8 .3 )  , t i r amos :  

S u b s t i t u i n d o  e s s e s  va lo re s  no problema a u x i l i a r ,  

obtemos : 

+ X  + X  
2 

minimizar (O  O , O )  (2:: + :I - - (3  2 -3) - 
s u j e i t o  à: x 3.  

minimizar:  -3x - 2x2 + 3x3 - 1 

s u j e i t o  2: 
0 ( X 1 5 1  



A s o l u ç ã o  Ótima do problema ac ima,  s e r z :  

A 

Calculemos a g o r a ,  z 2  - c2 , i s t o  é: 

A 

Como z 2  - c  é n e g a t i v o ,  devemos g e r a r  um v e t o r  
2 

co luna  h 2  , a s s o c i a d o  i. v a r i á v e l  h2 : 

p o r t a n t o ,  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  h 2  n o  quadro  (Q. 111. 8 .3)  , 

obtemos : 



Após o  p i v o t e a m e n t o ,  teremos : 

Como o  mesmo proced imen to  a n t e r i o r ,  temos : 

m?n i m i  z a r  

s u j e i t o  5: 

1 1 x - -  minimiza r  - - 3 1 
X + -  

3 2 
x 

3 3 

s u j e i t o  à: 
o - < X l < l ,  o - < x 2 5 1 ;  o - < X 3 < 1  . 

A s o l u ç ã o  ó t i m a  do problema a u x i l i a r  s e r á :  



A 

Calcularemos agora ,  z - c  , i s t o  é: 3  3  

Como z 3  - c3 6 n e g a t i v o ,  devemos g e r a r  o  v e t o r  

coluna h 3  , associado à v a r i á v e l  h 3  : 

p o r t a n t o ,  

In t roduz indo  X~ no quadro (Q. 111.8.5) , obtemos 

o s e g u i n t e :  



Após ' o  p ivo teamento  , temos : 

I I t e r a ç ã o  3 

Do quadro  (Q.  111 .8 .7 )  , t i r a m o s  os s e g u i n t e s  r e s u l  - 

t ados : 

Como o  mesmo proced imen to  a n t e r i o r ,  temos:  



minimizar  O x1 - 1 1 2  x2 + 312 x3  + 1 1 2  

s u j e i t o  à: 
o - < X 1 < l  ; o < x 2 < 1  - O - < X 3 ( l .  

E s t e  problema , a u x i l i a r  a p r e s e n t a  duas so luções  : 

A A 

Calcularemos ago ra ,  z - c e  z - c  , i s t o  é:  4 4 5 5 

Em v i s t a  d i s t o ,  o  a lgor i tmo p a r a ,  e  as  so luçóes  - 6 

t imas  p a r a  o  problema a u x i l i a r  s e r ã o :  



A l &  d i s s o ,  ob.seruamos que: 

A s  soluções obt idas  pe lo  método são :  

- 1 T x  = (O O 0) -+ xg = O -+ solução v iáve l  

- 2 T 
x  = ( l , l , O )  -t x* = 5 -+ so lução  i n v i á v e l  o  

3 T x = (0 ,1 ,0 )  + x* = 2 
o  -+ solução v iáve l  

- 4  A3 T -5  -2  
x  = x = ( 0 , 1 , 0 )  e  T x = x = ( l , l , O )  , 

Das soluções o b t i d a s ,  observamos que a  solução 

- 5 - 2 x  é i g u a l  ã s o l u ç ã o  x  , e  ambas s ã o  i n v i á v e i s .  J; a  so lu -  

- 4 - 3 ção x , que por  sua  vez é i g u a l  à x , é uma solução v iá -  

~ l é m  dessas so luções ,  o  problema ap resen ta  o u t r a s ,  

como ' po r  exemplo : 

~6 T 
x = ( 1 , l l )  -+ x* = 

O 2 -+ s o l u ç ã o i n v i á v e l  
.. 7 T x = ( O , l , l )  -+ x * = - 1  -+ s o l u ç ã o v i á v e l  

O 

- 8 T x = (0 ,0 ,1 )  -+ x * =  - 3  + s o l u ç ã o v i á v e l  
O 

- 9 T 
x  = ( 0 1 )  -+ x* = O -+ solução v i á v e l  

O 

T -I0= (1 ,0 ,0 )  + x* = 3 x + solução v i â v e l  . 
O 

Da r e l ação  das soluções  r e s t a n t e s ,  ver i f icamos 

- 1 0  que a  solução x  é a  so lução  Ótima p a r a  o  problema a u x i l i -  



a r ,  dando x* _= 3. 
O 

A - A 

Como z4 - c4 - z5 - c5 = (1 , o algoritmo p á r a ,  e  

o  quadro ( 9 . 1 1 1 . 8 . 7 )  e" o quadro 6timo. Deste quadro,  t iramos 

os va lores  ótimos das va r i áve i s  pr imais  : X; , Xs , A 3  , i s  - 

t o  é ,  a  solução ótima em termos das v a r i á v e i s  pr imais  X , s e  
j 

a 

r a :  

A v a r i á v e l  prima1 h; e s t á  assoc iada  à solução 

-2 T A 3 x = ( 1 1 0 )  , e  a  v a r i á v e l  T 
h 3  2 so lução  x  = (0 ,1 ,0)  . 

Assim, a  solução ótima do problema o r i g i n a l  s e -  

r á  o b t i d a  a t r a v é s  da combinação convexa dos pontos extremos 

- 2 - 3 x  e  x  , i s t o  é:  

por t an to :  



CAPITULO IY 

VARIAEIS - LIMITADAS 

I V .  1. - In t rodução  

Em muitos problemas p r á t i  cos , as v a r i á v e i s  de c i -  

s ão  são  l i m i t a d a s  p e l a  p r ó p r i a  imposição das condições r e a i s  

dos problemas,  ass im,  um v e t o r  v a r i á v e l  dec i são  x  , poderá  - a  

p r e s e n t a r  d o i s  l i m i t e s ,  um i n f e r i o r  R e  o u t r o  s u p e r i o r  u  . 
A s  r e s t r i ç õ e s  do t i p o  

e x p l i c i t a m  t a i s  l i m i t e s .  

Apresentaremos n e s t e  c a p í t u l o ,  a  r e s  oluçáo de p r o  

blemas de programação l i n e a r  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  , a t r a v é s  

de do i s  métodos. O p r ime i ro  é o  método do s implex  com algu-  
4 

mas adaptações p a r a  e s t e  t i p o  de problema, e  o  segundo )e o  

método de decomposição de Dantzig  e  Wolfe. 

Um problema de programação l i n e a r  com v a r i á v e i s  

l i m i t a d a s ,  poderá  s e r  r ep re sen t ado  da s e g u i n t e  maneira:  

minimizar z = cx - 

s u j e i t o  ã: Ax = b  

R < x < u  - - , 

T 
onde c  , x , R , u ~ $ ; b ~ $ ; u > R .  

(IV. 1 .1)  

(IV. 1 .2)  

(IV. 1.3)  

A m a t r i z  A é uma m a t r i z  com m l i n h a s  e  n  co- 

lunas  , cu ja s  colunas são r ep re sen t adas  p i o s  v e t o r e s  



a -  E d! , j = 1 , .  . . ,n , e  além d i s s o ,  a  ca rac te r l ' s t i ca  de A 
J 

.- 
e  m , i s t o  é,  p(A) = m . 

Uma observação importante ,  é que o problema (IV. 

1.1) - ( 1  1.3) apresenta  m r e s t r i ç õ e s  de igualdade e  n  

va r i áve i s  . 
Muitas vezes as va r i áve i s  são l imi tadas  super io r -  

mente de maneira e x p l í c i t a  i s t o  é: 

(IV. 1.4) 

onde d  > O . Desta forma, podemos t e r  o seguin te  problema 

de programação l i n e a r :  

minimizar z = cx 

s u j e i t o  2 :  

(IV. 1 .5)  

(IV. 1 .6)  

(IV. 1 .7)  

T 
onde c ,  X E  d!? ; b  E # ;  d ~  ; d > O  e  A umamatr iz  

com m l inhas  e  n  colunas,  e  além d i s s o ,  tendo c a r a c t e r í s -  

t i c a  m , p(A) = m . 
Para r e so lve r  o problema (IV. 1.5) - (IV. 1.7) , de- 

vemos i n t r o d u z i r  as va r i áve i s  de f o l g a  s  , j = , ,  ,nas 
j 

T 
r e s t r i ç õ e s  ( IV.1 .7) .  onde s  = ( s ~ , . .  . ,sn) , e  de forma que 

t e  remos : 

(IV. 1. 8)  

( I V .  1.9) 



Subs t i t u indo  (IY. 1. 8) - (IV. 1 .9)  no 

(IY. 1 . 5 )  - (-IV. 1 .7 )  , obtemos : 

minimi z a r  z = cx - 

s u j e i t o  à: Ax = b 

x ~ s  = d  

s - > o ,  

problema 

(IV. 1.10) 

(IV. 1.11) 

(IV. 1.12) 

(IV. i. 13)  

T 
onde c , x , ~ , s E I R ~ ; ~ E # ; s > o  ; d > O  e  A um a  

m a t r i z  com m l i n h a s  e  n  colunas .  A s  colunas da ma t r i z  A 

podem s e r  represen tadas  p o r  a  E 8 , j = 1 , .  . n , ass im,  o 
j 

problema (IV. 1.10) - (IV. 1.13) f i c a r á :  

minimizar z = clxl + c2xZ - +. . .  + C X 
n  n  

(IV. 1.14) 

Observamos que o  s i s t e m a  (IV. 1.14) possu i  (m+n) 

l i n h a s  e  2n colunas .  Para  resolvermos o  problema acima, de- 

vemos c o n s i d e r a r  o  s egu in t e  teorema, cu j  a  demonstração s e  

encon t r a  em 1 1 .  



Teorema I Y .  1.1: 

.A 

"Um ponto 2 E X = ix E I??/AX=~ e  O - < x - < d} e  
- 

u m  v é r t i c e  de X , s e  e somente s e  (n-m) componentes de x 

s ã o  i g u a i s  a  zero ou i g u a i s  a  d  , enquanto que as  m compo 
j  - 

nen te s  r e s t a n t e s  e s t ã o  e n t r e  zero e  dj  (xj E [O ,dj])  e  e s t a n -  

do assoc iadas  a  uma so lução  b á s i c a  de Ax = b . "  

Exis  t e  uma equ iva l ênc i a  e n t r e  os  do is  problemas , 

i s t o  é ,  e n t r e  os problemas ( I V . l . l )  - ( IV. l .3 )  e  ( IV. l .5 )  - 

( I V .  1. 7). 

O problema (IV. 1.1) - (IV. 1 .3)  pode s e r  e s c r i t o  

da s e g u i n t e  maneira:  

minimizar z = cx  - 

s u j e i t o  à: 
Ax = b 

Cons ide  remos : 

sendo d > O , p o i s  u  > R . 

(IV. 1 . '15) 

(IV. 1.16) 

(IV. 1.17) 

S u b s t i t u i n d o  (IV. 1.16) e  (IV. 1.17) no problema a- 

cima, obtemos : 



minimi z a r  

s u j e i t o  à: 

O U  

min i m i  z a r  

s u j e i t o  à: 

T 

A'y = b '  

O < y < d ,  - - 

onde c ' ,  y ,  d ~ $ ; b ' ~ d ? ' ; d z O  - 

m l i n h a s  e  n  colunas .  

(IV. 1.18) 

(IV. 1.19) 

(IV. 1.20) 

e  A' uma m a t r i z  com 

O mgtodo que nos pa rece  mais c o r r e t o  e  e f i c i e n t e  
A 

de r e s o l v e r  as r e s t r i ç õ e s  que l imitam as v a r i á v e i s  , i s t o  e ,  

r e s t r i ç õ e s  do t i p o  (IV. 1 .3 )  , c o n s i s t e  em decompor cada uma 

d e l a s ,  em o u t r a s  duas ,  e  en t ão  i n t r o d u z i r  v a r i á v e i s  de f o l g a ,  

p a r a  cada uma das r e s t r i ç õ e s .  Ou s e j a ,  a  r e s t r i ç ã o  e x p l i c i -  

t ando  os l i m i t e s  das v a r i á v e i s  , 

s e r á  decomposta em o u t r a s  duas ,  i s t o  é: 

Finalmente ,  i n t roduz indo  os v e t a r e s  de f o l g a  x 1 e  x2  , 05 

temos : 

x - x  = R  1 

x + x 2 = u  , 



. Desta forma, o  problema i n i c i a l  f i c a r a :  

minimizar z = cx - 

s u j e i t o  2 :  Ax = b 

x - x  = R  1 

x + x 2 = u ,  

(IV. 1.21) 

(IV. 1.22) 

(IV. 1 . 2  3) 

(IV.1.24) 

T onde c ,  x ,  R, u ,  x l ,  x2 E II? ; b E 8 ;  u > R  e  A uma 

ma t r i z  com m l i nhas  e  n  colunas.  

Es t e  procedimento, requer  um e s f o r ç o  computacio- 

n a 1  muito grande,  po i s  ,aumenta o  número de r e s t r i ç õ e s  de 

igualdade de m pa ra  m+2n , e  o  número de v a r i á v e i s  de n  

p a r a  3n . Es te  método, não é portansto, o  mais ind icado ,  as - 

s i m  devemos p rocura r  um método que nos f a c i l i t e  a  resolução 

de t a l  problema, sem a c a r r e t a r  um es fo rço  computacional t ã o  

grande. 

O método do s implex ccim v a r i á v e i s  l i m i t a d a s ,  r e -  

so lve  e s s a s  r e s t r i ç õ e s  impl ic i tamente ,  de uma maneira seme- 

l h a n t e  àquela  usada pe lo  método usual  do simplex p a r a  r e s o l -  

v e r  as r e s t r i ç õ e s  do t i p o  x  - > O . O a lgori tmo d e s c r i t o  nes - 

t e  c a p í t u l o ,  p a r t e  de uma so lução  "básica" v i á v e l  do s i s t ema  

Ax = b e  R - < x - < u , para  uma o u t r a  solução "básica"  v i á -  

v e l ,  porém, o u t r a  solução que forneça  um v a l o r  da função ob- 

j e t i v o  melhor que a  a n t e r i o r .  Es t e  procedimento s e  r epe te  

a t é  o  metodo encon t ra r  uma so lução  6tima ou v e r i f i c a r  que o  

problema é i l i m i t a d o .  



I V .  2 .  - Solução hás i c a  v iáve l  : 

Considesemos o problema i n i c i a l ,  i s t o  6 :  

minimizar z = cx - 

s u j e i t o  2: Ax = b 

R < x < u ,  - - 

(IV. 2.1) 

(IV. 2.2) 

(IV. 2.3) 

T 
onde c  , x ,  C,  u  E I# ; b E Id? ; u > C e  A umamat r i z  com 

m l i n h a s  e  n  colunas ,de pos to  m , p(A) = m , e cu jas  co lu  

nas  são representadas  pe los  ve to res  a  E Jd? , j  = 1 , .  . . , n a  
j  

Tomemos uma p a r t i ç ã o  da mat r iz  A da segu in te  ma 

n e i r a :  

(IV. 2.4) 

onde B é uma mat r iz  quadrada,  não - s ingu la r ,  formada por  m 

colunas l inearmente independentes de A, admitindo Lnvers a ,  

p o i s ,  det(B) f O . Essa mat r iz  s e r á  denominada mat ri z b  á- 

s i c a .  A s  mat r izes  N1 e  N2 s e rão  as matr izes  não-bás icas ,  

além d i s s o ,  N1, s e r á  a  mat r iz  formada p e l a s  colunas não-basi-  

cas , cu j  as v a r i á v e i s  correspondentes , assumirão os va lo res  

dos seus l i m i t e s  i n f e r i o r e s ,  i s t o  é,  - - 
XN 1 

. J á  a  ma- 

t r i z  N2 , é a ma t r i z  formada p e l a s  colunas não-básicas  , cu- 

j a s  v a r i á v e i s  correspondentes assumirão os va lo res  dos seus  

l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  i s t o  é :  x = u 
N2 N2 

Sejam xB e c  as p a r t i ç õ e s  de x e  c asso 
B - 

ci ada.s ' %I , %a e %I1 , C as  par t iç -6es  assoc ia-  
N 2  

das 2s mat r izes  N1 e  N2  , respectivamente.  Logo, 



( I V .  2 . 6 )  

Subs t i tu indo  ( I V . 2 . 4 )  e  ( I V . 2 .  5) em ( I V .  2 . 2 )  , t e -  

mos : 

Gomo a ma t r i z  B admite i n v e r s a ,  temos : 

( I V .  2 . 7 )  

Solução b á s i v a  v i á v e l :  - 

- 
"x = x  6 u m a s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  doproblema B B 

( I V . 2 )  - ( I V . 2 . 3 ) ,  s e :  



e além d i s s o ,  

Para  un i formizar  nosso es tudo  com a  notação dos 

c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s ,  passemos a  d e f i n i r  alguns conjuntos :  

I B  = { i / x i  é uma solução b á s i c a  v i áve l  de Ax = b p a r a  

I N  + complemento de I B  , 

Se j  am as p a r t i ç õ e s  de I N  , t a l  

que : 

assim, 

O s  conjuntos I e 'N2 
ca rac te r izam p e r f e i t a  

N1 
- 

mente as mat r izes  N1 e  N2, d e s t a  forma, podemos r ep resen tá -  

1% de uma maneira mais conveniente ,  i s t o  é: 



Da re lação (.IY. 2 . 7 3  , temos : 

-1 
B N~ = Y = ( y j )  = (y.  .) , J j  E IN  (IV.2.8) 

1 7  1 

B - ~  N~ = Y = (y . )  = (y.  .) , J j  E I (IV.2.9) 
J 11 N 2  

j; = B - l  b  . (IV. 2.10) 

Podemos assim, reescrever  a  equação (IV. 2.7) : 

(IV. 2.11) 

- - Em v i s t a  d i s t o ,  podemos dizer  que xi - xa , Ji E , s e r á  

uma solução bás ica  viável  do problema (IV.2.1) - (IV.2.3) , s e :  

e  s e ,  além d i s so ,  tivermos: 

A solução bás ica  v iável  s e r á  não-degenerada, s e  tivermos : 



e  em caso c o n t r á r i o ,  s e r á  degenerada. 

É importante  f r i za rmos ,  que n e s t e  metodo as (n-m) 

v a r i á v e i s  n ã o - b k i c a s ,  assumirão sempre, um dos seus  l i m i t e s ,  

i n f e r i o r  ou s u p e r i o r ,  e  s ó  e n t ã o ,  poderemos c a l c u l a r  o  v e t o r  
- 

bás ico  x  , Ji E IB , de modo que ,  x  e s t e j a  dent ro  i i de 

seus  l i m i t e s ,  i s t o  é: 

I V .  3. Solução b á s i c a  v i áve l  melhorada: 

E m  um problema de programação l i n e a r ,  o  número de 

soluções  bgs i cas  v i á v e i s ,  geralmente é muito grande,  sendo li - 

mitado superiormente por  (E) 2 n-m . Neste método, p a r a  cada 

2n-m base  exis tem maneiras de s e  f i x a r  os va lores  dos l i m i -  

t e s  de cada v a r i á v e l  não-bás ica ,  p o r t a n t o ,  e x i s t e  uma i n f i n i -  

dade de maneiras de passarmos de uma solução pa ra  o u t r a .  Pre- 

cisamos p o r t a n t o ,  de um procedimento s i s t e m á t i c o ,  p a r a  passa r -  

mos de uma solução b á s i c a  v i áve l  p a r a  uma ou t ra  solução v i á v e l ,  

e  que além d i s s o ,  nos forneça um v a l o r  da função o b j e t i v o  me- 

l h o r  que o  a n t e r i o r .  

Repetiremos agora,  como c a r a c t e r i z a r  uma s olução 

b á s i c a  v i á v e l ,  e  veremos tamb6mYquando e x i s t e  uma s'olução bá- 

s i c a  v i áve l  Ótima, desde que a  reg ião  v iáve l  não s e j a  v a z i a  e  

o  Ótimo f i n i t o .  

Iíamos cons ide ra r  o  segu in te  problema: 



minimi z a r  z  = cx - 

s u j e i t o  â: 
A x  = Ti 

R < x < u ,  - - 

(IY. 3.1) 

(IV.3.2) 

(IV. 3.3) 

T n  m onde c  , x ,  R, u  E IR ; b  E IR ; e i > R .  Amatriz Aéuma matr iz  

com m l i nhas  e  n  colunas , p (A) = m , e  os ve t o r e s  

a  E , j  = 1 . .  n  , representado suas  colunas.  
j 

Vamos supor ,  que B s e j a  a  mat r iz  b á s i c a ,  quadra - 

da,  n ã o - s i n u l a r ,  c a r a c t e r í s t i c a  m , i s t o  é p(B) = m , e  

além d i s s o ,  que a  ma t r i z  não-básica  N , s e j a  decomposta em 

o u t r a s  duas mat r izes  N1, N2  , por t an to  temos: 

Sejam os segu in te s  conjuntos:  

I B = { i / xi é uma solução b á s i c a  v i áve l  de Ax = b  p a r a  

IN -t complemento de 
IB ' 

t a l  que: 

I B  U IN = { l ,  . . .  ,n} e  I B  
n I ~ = Ç J .  

e  I  as p a r t i ç õ e s  de I N  , t a i s  
N2  

que : 



onde : 

Da mesma forma, os v e t o r e s  x e  c s e r ã o  decom- 

p o s t o s  n a  p a r t e  b á s i c a  (xB e  cg) e  em duas o u t r a s  p a r t e s  

não-bás i c a s  (rN1 e  c ) e  (xN2 e  cN2) , logo:  
N1 

(IV. 3.5) 

(IV. 3.6) 

S u b s t i t u i n d o  (IV. 3 . 4 )  e  (IV. 3.5) em (IV. 3.2) , ob- 

temos : 

- 1 
Como a m a t r i z b á s i c a  B admite i n v e r s a , B  , temos: 

Denominemos : 



a s s i m ,  r eesc reve remos  ( I V . 3 . 7 ) :  

, Ji E IB  . 

( I V .  3.  8) 

Consideremos a g o r a ,  a função  o b j e t i v o  z : 

S u b s t i t u i n d o  o v a l o r  de x o b t i d o  em ( I V .  3 . 7 )  , B 

n a  equação  ac ima ,  temos : 

( I V .  3 . 9 )  

Cons iderando:  



sendo a  E d! , j  = 1 , .  n  , as colunas de A , ass im,  a  
j 

equação (IV. 3.9) f i c a r á :  

Vamos supor  agora ,  que tenhamos uma so lução  b á s i -  

A 

z = z - 1 ( z j - c j ) x  - 1 ( Z ~ - C . ) ~  J j  
j  € I N  j  j c I N  

1 2 

ca  v i á v e l ,  i s t o  é: 

. (IV. 3.10) 

e  

onde : 

A s  equações (IY. 3. 8) e  (IV. 3.10) podem s e r  colo- 

cadas em u m  quadro,  representando e s t a  solução b á s i c a  v i á v e l :  



(.Quadro Q .  I Y .  3 .1)  - 

A coluna do termo independente fornece os va lo re s  
- 

das v a r i á v e i s  b á s i c a s  x = x , Ji E IB , e  o  v a l o r  d a  fun- i i 
- 

ção o b j e t i v o  z = z . Esses  va lores  s ã o  ob t idos  s u b s t i t u i n d o  

x = R  
j '  

J j  E 
j  

e  x = u  , J j  E 1 , nas  equações (IV. 
1 j j N2 

3. 8) e  (IV. 3.10) , i s t o  é: 

(IV. 3.11) 

Podemos também, c o n s t r u i r  um quadro r e p r e s  entan- 

do e s t a  so lução  b á s i c a  v i á v e l ,  a t r a v é s  das equações ( I V .  3 . 7 )  

e  (IV. 3 . 9 )  , i s t o  é: 



Quadro ( Q .  IY.3.2) - 

Analogamente , a coluna do termo independente  do 

- quadro acima, fornece os va lo re s  das v a r i á v e i s  b á s i c a s  xB - 
- - 
x e  o  v a l o r  da função o b j e t i v o  z = z . Esses v a l o r e s  são B 

ob t idos  s u b s t i t u i n d o  x  = e X ~ 2  = U ~ 2  
n as equaçõqs 

N1 

(IV. 3. 7) e  (IV. 3 . 9 )  , i s t o  é: 

(IV. 3.14) 

O s  quadros (Q . I V .  3.1) e  (Q . I V .  3.2) são  equiva len-  

t e s ,  p o i s ,  C ~ B - ~ N ~  - C e  C ~ B - ~ N ~  - c são os v a l o r e s  dos 

z - c das v a r i á v e i s  não-bás icas  , quando e l a s  
j j  

l o r e s  dos s eus  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  e  s u p e r i o r e s ,  

t e .  

Uma impor tan te  observação,  é que a  

mo independente ,  em ambos quadros ,  não fornecem 

assumem os va- 

respectivamen- 

coluna do t e r -  

os v a l o r e s  ha- 

b i t u a i s  das v a r i á v e i s  b á s i c a s  e  da função o b j e t i v o ,  i s t o  6 ,  os 
- -1 - 

v a l o r e s  xB = B b  e  z = c B - ~  b  , mas s im ,  os v a l o r e s  da- B 



dos p e l a s  equações (IY.3.13) e  (IV. 3.14) , ou pe la s  equações 

(IY. 3.11) e  (.IY. 3.12).  

I V .  4 .  Condicões de o t i m a l i  dade 

Passemos agora,  a  e s t u d a r  a  p o s s i b i l i d a d e  de modi - 

f i c a r  as v a r i á v e i s  não-bás i cas ,  visando melhorar ,  t a n t o  quanto 

p o s s í v e l ,  o  v a l o r  da função ob je t ivo  z . 

Analisando a  equaçã.0 (IV. 3.10) , i s t o  é: 

(IV. 4.1) 

observamos que ,  s e  tivermos z - c  > O ,  Jj  E I N  
j 

, o  segun- 
j 1 

do termo da equação (IV. 4.1) s e r á  nega t ivo :  

Como j E I , O v a l o r  de uma v a r i á v e l  n ã o - b á s i c a q u a l q u e r ,  
N1 

x , s e r á  i g u a l  ao seu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  i s t o  é,  x = R , poy 
j j j 

t a n t o ,  podemos aumentar o  v a l o r  de t a l  v a r i á v e l  de ' j para  

um ou t ro  v a l o r ,  que deverá s e r  menor ou i g u a l  ao seu  l i m i t e  

s u p e r i o r .  

Agora, s e  tivermos z .- c .  < O , J j  E I , o  
j  J - N2 

t e r c e i r o  termo da equação (IV.4.1) s e r á  p o s i t i v o ,  i s t o  é: 



ogamente, como j  E I , O ~ a 1 0 r  de uma v a r i á v e l  não-báçi  
N2 

- 
4 

ua lque r ,  x , s e r á  i g u a l  ao s.eu l i m i t e  s u p e r i o r ,  i s t o  e ,  
j 

x  = u  , as-sim, podemos. d imina i r  o  seu  v a l o r  de u  p a r a  um 
j j j  

ou t ro  v a l o r  ,que deverá s e r  maior ou i g u a l  ao seu  l i m i t e  i n f e -  

r i o r .  Faremos como no método do s implex,  modificaremos somen- 

t e  uma v a r i á v e l  não-básica  de cada vez ,  enquanto que todas  as 

ou t r a s  permanecerão f i x a s  em um dos seus  l i m i t e s .  

Pelo que f o i  v i s t o  a t é  o  momento ,podemos c o n c l u i r  

f ac i lmen te ,  que as -- condições de ot imal idade pa ra  o  problema de 

minimi ~ a ç ã o ,  s  erão : 

( i i )  z  - c .  > O  , J j  E I ~ .  
j J - 2 

J á  p a r a  o  problema de maximização, teremos : 

Resumindo, dada uma solução b á s i c a  v i á v e l  p a r a  o  

conjunto de r e s t r i ç õ e s  Ax = b  e  R - < x - < u  , s e ,  p a r a  todas  

as v a r i á v e i s  não-bás i c a s  que assumiram os s  eus l i m i t e s  i n f e r i 0  - 

r e s ,  tivermos 
j  

- c .  < O , e  s e ,  p a r a  todas as v a r i  áve is 
J - 

não-básicas  que assumiram seus l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  t ivermos 

z - c -  > O , devemos p a r a r  o  procedimento, p-ois ,  obtemos a  
j  J - 

solução ótima. Caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é,  s e  uma das condições - a  

cima f o r  v i o l a d a ,  devemos e sco lhe r  uma v a r i á v e l  não-b ás i c a  ,por  



exemplo xk , de acordo com a  r eg ra  que veremos mais a d i a n t e .  

Se o  v a l o r  de xk f o r  i g u a l  ao s e u  l i m i t e  i n f e r i o r ,  en tão  a 

v a r  i &e 1 xk aumentarã de v a l o r ,  e n t r e t a n t o ,  s e  o  v a l o r  de 

x f o r  i g u a l  ao s e u  l i m i t e  s u p e r i o r ,  e s t a  v a r i a v e l  d iminui rs  k  

de va lor .  Assim, as v a r i á v e i s  não-bás i c a s  assumirão,  sempre 

um dos seus  l i m i t e s  e  as v a r i á v e i s  bás i cas  , um v a l o r  e n t r e  os 

s eus. 

IV. 5 .  Determinação da v a r i á v e l  que e n t r a r á  n a  base  

Vamos supor agora,  que p a r a  uma v a r i á v e l  não-bás i  - 

ca xk , tenhamos uma das duas p o s s i b i l i d a d e s .  

Z k T C k < O  , k E I  
N 
2 

A s s i m ,  devemos ) ana l i sa r  e s ses  dois  casos : 

1) Para  k  E I N  , o  v a l o r  da v a r i á v e l  não-bás ica  
1 Xk se -  

r á  i g u a l  ao s e u  l i m i t e  i n f e r i o r ,  i s t o  é: 

- - 
Xk - l k  

Como Zk - Ck > O , a  v a r i á v e l  xk aumentará s e u  v a l o r ,  l ogo ,  

- 

xk > l k  



2) Para k E I , O v a l o r  da v a r i á v e l  não-hásica xk s e  
N2 

- 

r ã  i g u a l  ao seu  l i m i t e  s u p e r i o r ,  i s t o  e :  

Como z - T( < O , a  va r i áve l  k xk 
diminuirá seu  v a l o r ,  logo,  

Antes de estudarmos detalhadamente esses  dois  ca- 

s o s ,  passemos a  determinação do índ ice  k da va r i áve l  não-bá- 

s i c a  xk , que t e r á  seu va lo r  modcficado, i s t o  6 ,  que e n t r a r á  
b 

na  base.  

E m  primeiro l u g a r ,  definamos os seguin tes  conjun- 

t o s :  

Temos que considerar  dois casos : 

(a) Se P = 0  , i s t o é , n á o e x i s t e n e n h u m  z - c  > O  , 
j  j 

j  E I , por tan to  teremos: 
N l  

Se Q = @ '  , i s t o  é ,  não e x i s t e  nenhum 
j 

- c . < o ,  
J 



j E IN , p o r t a n t o  teremos: 
2 

A s s i m ,  n e s t e  caso,  obtemos a  solução 6tima . 

(b) Caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é ,  s e  ao menos um dos conjuntos  

P ou Q, ou ambos, forem d i f e r e n t e s  do conjunto vaz io .  Tere- 

mos t r ê s  casos p o s s í v e i s ,  vejamos cada um separadamente. 

( i >  P f V  e  Q = @  

- S e  Q = V ,  n ã o e x i s t e n e n h u m  z - c  < O ,  j € 1  , 
j  j N2 

assim, a  segunda c o n d i ç ã ~  de ot imal idade é s a t i s f e i t a ,  i s t o  é :  

- Se P f  @ , então  e x i s t e  ao menos um z - c > O , 
j J 

j E I , d e s t e  forma, devemos c a l c u l a r  o  í n d i c e  k  c o r r e s -  
N1 

pondente a :  

( I V .  5 . 2 )  

Assim, a  v a r i á v e l  não-básica  xk assoc iada  ao í n d i c e  k  , cu 

jo v a l o r  é o  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r ,  xk = Lk , p o i s ,  k E I 
N1 

? 

deverá aumentar de v a l o r ,  i s t o  é :  



sendo A k  > O , o  aumento s o f r i d o  p e l a  v a r i á v e l  xk , que 

por  sua  vez ,  e n t r a r á  na base.  

( i i )  P = @  e  Q # @ '  

- Se P  = @ , não ex i s t enenhum z  - c  > O  , j E I , 
j J N1 

assim, a  p r ime i ra  condição de ot imal idade é s a t i s f e i t a ,  i s t o  

4 

e :  

- Se Q f @ , então  e x i s t e  ao menos um z - c  < O , 
j j 

j E I . Desta forma, calcularemos o  í n d i c e  k  correspon- 
N, 

dente a :  

zk - ck = min {z - c . / z  - C  < O) . 
j ~ j j  

( I V .  5 . 3 )  
j EI 

N, 

Assim, a  v a r i á v e l  não-básica xk assoc iada  ao i n d i c e  k , c 2  

- jo va lo r  6 o  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r ,  - uk , p o i s ,  k  E IN , 
2 

deverá diminuir  de v a l o r ,  i s t o  é :  

sendo A k  > O , o  dec?escimo s o f r i d o  p e l a  v a r i á v e l  não-básica  

Xk , que por  sua  vez ,  e n t r a r á  na base .  



- Se P # , e x i s t e  ao menos um z - c  > O , j E I . 
j j N1 

- Se Q f , e x i s t e  ao menos um z - c i O , j E I . 
j j N, 

Assim, p a r a  determinarmos o  í n d i c e  k  associado 

a  v a r i á v e l  xk que e n t r a r á  na b a s e ,  devemos c a l c u l a r :  

- - máx q z j  - c . / }  (IV. 5 . 4 )  
Zk ' Ck j EI u I J 

N1 N2 

Se k  E I , caímos no caso ( i ) ,  e  s e  k  E I no caso ( i i )  . 
N1 N2 

Faremos agora,  um estudo mais detal-hado dos r e f e -  

r idos  casos ( i )  e  (ii) . 

I V . 6 .  Aumento do v a l o r  da v a r i á v e l  xk 

Vamos supor agora ,  que tenhamos z - c .  > O , 
J - 

Jj E I e q u e  aomenos um z - c  > O  , j E I . Assim, 
N 2  j j N1 

a  v a r i á v e l  não-básica  Xk ' cujo zndice k  é determinado p o r  
- 

(IV.5.2) , aumentará seu  v a l o r  de xk = lk p a r a  o u t r o ,  i s t o  

d 

e ,  devemos t e r :  

sendo A k  > O , o  aumento s o f r i d o  por  x k  



Todas as ou t ras  v a r i á v e i s  não-bás icaç  permanece - 

rão f i x a s  em um dos seus l i m i t e s ,  mas devido ao aumento s o -  

f r i d o  por  xk , os novos va lores  das va r i áve i s  bás icas  e da 

função o b j e t i v o ,  serão  obt idos subs t i tu indo  o novo v a l o r  de 
- 

xk , i s t o  é ,  xk = lk + Ak , nas equações (IV.3.11) e (IV.3. 

12) , respectivamente : 

Como 

temos : 

, Ji E IB , (IV. 6.1) 

como 

temos : 



Sabemos que zk - ck > O , k a I N  , e  que além 
1 

d i s s o ,  o  v a l o r  da v a r i á v e l  xk  assará de Xk para  X k + A k ,  

assim,  anal isando a  equação (IV. 6.2) , conclu~mos que podemos 

aumentar indefinidamente o  v a l o r  de Qk , p o i s ,  nosso o b j e t i -  

vo 6 minimizar a  função z . No e n t a n t o ,  ao aumentarmos o  va 

lar de Ak , verif icamos p e l a  equação (IV.6.1) , que as v a r i á -  

v e i s  bás i cas  também s o f r e r ã o  uma a l t e r a ç ã o .  Em v i s t a  d i s t o ,  

a  v a r i á v e l  xk aumentará seu  v a l o r ,  mas, de t a l  forma que 

não to rne  i n v i á v e l  nenhuma v a r i á v e l  bás i ca .  Po r t an to ,  Ak não 

poderá c r e s c e r  indef in idamente ,  sendo necessá r io  l imitarmos 

s e u  v a l o r .  Existem t r ê s  maneiras poss íve i s  de s e  l i m i t a r  a  

va r i ação  da v a r i á v e l  xk : 

6a. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  diminui de v a l o r  a t é  a t i n g i r  seu 

l i m i t e  i n f e r i o r .  

6b. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  aumenta de v a l o r  a t é  a t i n g i r  s e u  

l i m i t e  s u p e r i o r .  

6c. A p r ó p r i a  v a r i á v e l  não-básica  xk a t i n g e  seu  l i m i t e  

s u p e r i o r .  

Vejamos en tão ,  cada um desses casos separadamen- 

t e .  



6a.  Uma v a r i á v e l  b á s i c a  diminui de va lo r  a t é  a t i n g i r  seu  

l i m i t e  i n f e r i o r :  

D a  equação (IV. 6 ,1)  , temos : 

Vamos supor agora ,  que uma v a r i á v e l  b á s i c a  q u a l -  

quer  a t i n j a  seu  l i m i t e  i n f e r i o r .  Sabemos que: 

po r t an to  teremos: 

Analisando a  desigualdade [ I V .  6,3) , verif icamos 

que existem dois  casos a cons ide ra r :  



1) Se yik > O , Ji E IB , a  desigualdade (IV.6.3) f i c a  - 

r á :  

(IV. 6.4) 

( I V .  6.5) 

Como a  v a r i á v e l  não-básica x  aumenta de v a l o r ,  k 
- 
Xk > lk , e  p e l a  desigualdade (IV. 6.5) , observamos que e l a  

não pode u l t r a p a s s a r  um c e r t o  v a l o r ,  sem que,  alguma v a r i á v e l  

b á s i c a  s e  torne  i n v i á v e l .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o v a l o r  da va- 

r i á v e l  xk deverá pe r t ence r  ao segu in te  i n t e r v a l o  : 

Em v i s t a  d i s t o ,  podemos d e f i n i r :  



A v a r i á v e l  xr  s e r á  a pr imei ra  v a r i á v e l  bás i ca  

a  a t i n g i r  s eu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  devendo p o r t a n t o ,  s a i r  da ba- 

s e ,  entrando em seu  luga r  a  v a r i á v e l  náo-básica xk . 

2)  Se yik < O , Ji E IB , a  desigualdade (IV.6.3) f i c a -  

r á :  

, Ji E IB  e (ZV. 6.8) 

Assim, a  v a r i á v e l  náo-básica  xk pode c r e s c e r  i n  

definidamente,  sem que nenhuma v a r i á v e l  b á s i c a  diminua seu  va 

lar a t é  s e u  l i m i t e  i n f e r i o r .  Neste caso ,  consideramos. 

(IV. 6.9) 

Resumindo as duas condições,  temos : 



6b, Uma v a r i á v e l  bas ica  aumenta de va lo r  a té  a t i n g i r  seu 

l i m i t e  super io r :  

Da equação ( I V .  6.1) , temos : 

Suponhamos que aumentando o  va lo r  da v a r i á v e l  não - 

bás ica  xk , uma v a r i á v e l  bás ica  aumente de va lo r  a t é  seu  li- 

mite super io r .  Sabemos que: 

, Ji E IB . (IV. 6.11) 

Analisando a  desigualdade (IV. 6.11) , verificamos 

novamente, que temos que cons iderar  dois casos:  

1) Se yik < O , Ji  E IB , a  desigualdade (IV.6.11) f i  - 



Assim, o  v a l o r  da v a r i á v e l  não-básica xk deve- 

r á  p e r t e n c e r  ao segu in te  i n t e r v a l o :  

Em v i s t a  d i s t o ,  podemos d e f i n i r :  

( I V .  6.15) 

A v a r i á v e l  xk não pode u l t r a p a s s a r  o v a l o r  y2 , sem que 

alguma v a r i á v e l  b á s i c a  s e  to rne  i n v i á v e l .  Assim sendo,  a 

v a r i á v e l  x s e r á  a  p r ime i ra  v a r i á v e l  bás i ca  a a t i n g i r  s eu  
P  

l i m i t e  s u p e r i o r ,  devendo p o r t a n t o ,  s a i r  da b a s e ,  entrando em 

seu  luga r  a  v a r i á v e l  não-básica  xk . 



2 )  Se yik > O , a  desigualdade (IV.6.11) f i c a r á :  

(IV. 6.16) 

Verif icamos que a v a r i á v e l  não-bás ica  xk pode 

c r e s c e r  indef in idamente ,  sem que ,  nenhuma v a r i á v e l  bás  i c â  a- 

t i n j a  s e u  l i m i t e  supe r io r .Nes t e  ca so ,  consideramos : 

Resumindo as duas condições ,  temos: 
- 

- 
Y2 

- ( I V .  6 .19) 

a> . . . . . . . .  . . .  
9 " Yik > o .  



6 .  c .  A p r ó p r i a  v a r i ã v e l  - .  não-básica xk a t inge  seu  l i m i t e  - 

Finalmente,  vamos supor que a  p r ó p r i a  v a r i g v e l  

não-básica xk , a t i n j a  seu  l i m i t e  s u p e r i o r ,  i s t o  é :  

- - Xk - Uk , 

p o r t a n t o ,  

- tk * A k  - Uk 

(IV. 6.20) 

Os casos v i s t o s  a t é  o  momento, fornecem o  maior 

aumento que A k  poderá t e r ,  sendo, no e n t a n t o ,  l imi t ado  ou 

por  uma v a r i á v e l  b á s i c a  ou p e l a  p r ó p r i a  v a r i á v e l  não-bzsica 

Xk ' Desta forma, é Óbvio que A k  s e r á  obt ido  por :  

(IV. 6.21) 

Dos i t e n s  6a.  e  6b . ,  ver i f icamos que,  t a n t o  

1 como Y 2  podem assumir do is  v a l o r e s ,  p o r t a n t o ,  podemos 

também, cons iderar  do is  va lo res  p a r a  A k  , i s t o  6:  

- (i) s e  A k  - , então o  aumento A k  náo é l i m i t a d o , e  

p e l a  equação (IV. 6.2) : 



podemos conc lu i r  que a  solução ótima é i l i m i t a d a ,  p o i s ,  

( i i )  s e ,  por  ou t ro  l ado ,  Ak < , obtemos uma nova so -  

lução b á s i c a  v i á v e l ,  onde 

e  as v a r i á v e i s  bás i cas  se rão  modificadas de acordo com a  equa - 

ção : 

- 
I V .  7 .  Atual ização do quadro do simplex quando xk > Lk - 

Ao obtermos uma nova solução b á s i c a  v i á v e l ,  de- 

vemos sempre, a t u a l i z a r  o  quadro do simplex que r e p r e s e n t a r á  

e s t a  so lução .  

Faremos p o r t a n t o ,  uma a n á l i s e  dos v a l o r e s  que 

ak pode assumir.  

(i) Se , não real izaremos nenhuma mu - 

dança de b a s e ,  e  a  v a r i á v e l  Xk cont inuará  sendo não-bâs ica ,  

só  que agora ,  s eu  v a l o r  s e r á  i g u a l  ao seu  l i m i t e  s u p e r i o r .  Em 



o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  v a r i á v e l  xk p a s s a r á  de um l i m i t e  a  ou t ro .  

Modificaremos somente a  coluna correspondente ao termo índe-  

pendente ,  p a r a ,  d e s t a  forma., obtermos os novos va lo res  da fun 

ção o b j e t i v o  e  das v a r i á v e i s  bás i cas .  Pe las  equações (IV.6.2) 

e  ( IV.6.1) ,  t iramos e s s e s  novos v a l o r e s ,  que se rão  ob t idos  
- - - 

s u b s t i t u i n d o  z por  z - (zk - ck) (Zk - l k )  e  x i Por 
- 
X i  - Yik(xk - lk) , Ji E I B  , respect ivamente .  O novo quadro 

do simplex,  f i c a r á  en tão :  

Quadro CQ. I V .  7.1) 

( i i )  Se , a  v a r i á v e l  náo-básica  xk en- 

t r a r á  na b a s e ,  e  a  v a r i á v e l  .bás ica  xr de ixará  a  b a s e ,  'onde 

o  í n d i c e  r s e r á  determinado de acordo com a  equação ( I V .  6 .  

1 0 ) ,  i s t o  é:  



( i i i )  Se I 'k = '2 1 , a v a r i á v e l  não-básica  xk 
" 

e n t r a r a  na base ,  e  a  v a r i a v e l  b á s i c a  x deixara  a base ,  
P  

onde o  í n d i c e  p  é determinado de acordo com a equação (IV. 

6 .19 ) ,  i s t o  é :  

Em ambos casos ,  ( i i )  e  ( i i i )  , o  quadro do s i m -  

p l e x  é a tua l i zado  givoteando ao redor  dos r e spec t ivos  elemen- 

t o s  p ivô ,  yrk e  
Y ~ k  

. Observamos que t a i s  e lementos ,  po- 

dem s e r  p o s i t i v o s  ou nega t ivos .  A coluna correspondente ao 

termo independente é a t u a l i z a d a  separadamente do r e s t a n t e  do 

quadro,  de acordo com as equações (IV.6.2) e  (IV.6.1) , i s t o  6 :  

O novo v e t o r  bás ico  s e r á  determinado p e l a  equa- 

ção acima, exceto sua  r-ésima ou p-ésima componente, que t e -  

rão seus  va lo res  a l t e r a d o s  pa ra  lk + Ak , p o i s ,  a  v a r i á v e l  

não -b ás  i ca xk , tornou-se pa ra  e s t a  so lução ,  v a r i á v e l  b ã s i -  

ca. 



IV. 8. D.iminuição do v a l o r  de xk 

Es te  caço é semelhante ao v i s t o  an ter iormente ,  

i s t o  é ,  ao aumento do v a l o r  da v a r i á v e l  não-básica xk . Va - 

mos supor ,  que tenhamos z - c  < O , J j  E I , e  
j - N1 que 

além d i s s o ,  ao menos um z - c  < O , p a r a  j E I , as-  
j j N2 

sim, a  v a r i á v e l  não-básica Xk ' cujo í n d i c e  k  é determina- 
- - do por  (IV. 5.3) , diminuirá  seu  v a l o r  de xk - uk p a r a  um 

ou t ro  v a l o r ,  sendo que xk E [ l k ,  uk] . Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  

devemos t e r :  

sendo A k  > O , o  decréscimo s o f r i d o  por  xk . Quando a  v a r i  - 

áve l  não-bás i c a  xk diminui de v a l o r ,  todas  as  o u t r a s  v â r i á -  

v e i s  não-básicas permanecerão f i x a s  em seus r e spec t ivos  l i m i -  

t e s ,  mas devido a  modificação s o f r i d a  p e l a  v a r i á v e l  xk , os 

novos va lo res  das v a r i á v e i s  bás i cas  e  da função o b j e t i v o ,  se- 
- 

r50 obt idos  s u b s t i t u i n d o  o  novo v a l o r  de xk , xk = u - A k  , k  

nas equações ( I V .  3.11) e  (IV. 3.12) , respect ivamente:  



Sabemos que: 

po r t an to  temos : 

Como 

temos : 

(IV. 8 . 2 )  

Por h i p ó t e s e ,  tínhamos que zk - ck ( 0 ,  

k E I  , e que a  v a r i á v e l  não-básica  xk diminui de 
N2  

Uk 

pa ra  uk - A k  . Analisando a  equação (IV. 8 . 2 ) ,  concluimos 

que podemos aumentar indef inidamente  o  v a l o r  de Ak  , pois7 

nosso o b j e t i v o  6 minimizar a  função z . E n t r e t a n t o ,  ao 

aumentarmos Ak , verif icamos p e l a  equação (IV. 8.1) , que 

as v a r i á v e i s  bás i cas  também s o f r e r ã o  uma a l t e r a ç ã o .  Assim, 



a  v a r i á v e l  não-básica xk , poderá diminuir  a t é  um c e r t o  va- 

l o r ,  de maneira que nenhuma v a r i á v e l  b á s i c a  s e  torne  i n v i á v e l .  

- - 
Desta forma, A k  - uk - xk , não ~ o d e r á  aumentar i n d e f i n i d a -  

mente, sendo p o r t a n t o ,  necessá r io  l imitarmos seu  v a l o r .  

Apresentaremos t r ê s  maneiras de l imitarmos e s s e  

decréscimo, 

8a. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  diminui de v a l o r  a t é  a t i n g i r  s eu  

l i m i t e  i n f e r i o r ;  

8b. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  aumenta de v a l o r  a t é  a t i n g i r  s eu  

l i m i t e  s u p e r i o r ;  

8c. A p r ó p r i a  v a r i á v e l  não-básica  xk a t inge  seu  l i m i t e  

i n f e r i o r .  

Veremos cada um desses casos detalhadamente: 

8a. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  diminui seu  v a l o r  a t é  a t i n g i r  s eu  

l i m i t e  i n f e r i o r :  

Da equação (IV. 8.1) , temos : 

Vamos supor ,  que uma v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n j a  seu  

l i m i t e  i n f e r i o r ,  e  além d i s s o ,  sabemos que: 

R .  x.  < u  
1 - i -  i y J ~ E I *  , 

por t an to  : 
- 

1-  < x  
= xi + yik A k  1 -  i , J ~ E I  B ' 



, Ji E I B  . (IV. 8.3) 

Analisando a  desigualdade (IV. 8.3) , ver i f icamos  

que temos que cons ide ra r  do i s  casos :  

I )  Se yik < O , Ji E IB  , a  desigualdade (IV.8.3) f i c a -  

rá: 

Concluimos e n t ã o ,  que a  v a r i á v e l  não-bás ica  xk 

deverá p e r t e n c e r  ao s e g u i n t e  i n t e r v a l o :  



Em v i s t a  d i s t o ,  podemos d e f i n i r :  

Assim, a  v a r i á v e l  não-básica  xk diminui de va- 

l o r ,  mas de maneira que nenhuma v a r i á v e l  b á s i c a  s e  to rne  i n v i  - 

á v e l ,  em o u t r a s  p a l a v r a s ,  xk não pode u l t r a p a s s a r  yl . Des - 

- Gr - Lr) 
4- Uk 

-Yrk 

t a  forma, a v a r i á v e l  x  s e r á  a  p r ime i ra  v a r i á v e l - b á s i c a  a  r 

. 

a t i n g i r  s eu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  devendo p o r t a n t o ,  s a i r  da base ,  

(IV. 8.5) 

entrando em seu  l u g a r ,  a  v a r i á v e l  não-básica  xk . 

2 )  Se yik > O , Ji E IB , a  desigualdade (IV.8.3) f i c a  

r ã :  

(IV. 8.6) 



Assim, a  v a r i á v e l  não-básica xk diminui de v a l o r ,  s e n  que 

nenhuma v a r i á v e l  bás i ca  a t i n j a  seu  l i m i t e  i n f e r i o r .  Neste ca 

S O ,  teremos: 

(IV. 8.7) 

Resumindo as  duas condições,  temos : 

Y 1  

= I .  (IV. 8.8) 

c = . - - - - - - - - -  . ., se yik > 0 . 

8b. Uma v a r i á v e l  b á s i c a  aumenta seu  v a l o r  a t é  a t i n g i r  s eu  

l i m i t e  s u ~ e r i o r :  

Da equação (IV. 8.1) , temos : 

Vamos supor ,  que diminuindo o  v a l o r  da v a r i á v e l  

não-básica xk , uma v a r i á v e l  b á s i c a  aumenta seu  v a l o r  a t é  



a t i n g i r  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r ,  Sabemos que: 

p o r t a n t o  : 

- 
i A < u  = x i  + Y i k  k -  i ' 

(IV. 8.9) 

Analisando a  desigualdade ( I V .  8.9) , 

que temos do i s  casos  a  c o n s i d e r a r :  

ver i f icamos  

1) Se  yik > O , Ji E IB , a  desigualdade (IV. 8 . 9 )  f i c a -  

rá: 

(IV. 8.10) 



Conclulmos e n t ã o ,  que a v a r i á v e l  não-básica Xk 

deverá p e r t e n c e r  ao i n t e r v a l o :  

Considerando : 

(IV. 8.11) 

ver i f icamos que a  v a r i á v e l  náo-básica  Xk pode diminuir  de 

v a l o r ,  sem no e n t a n t o ,  u l t r a p a s s a s  y2 , p o i s ,  a  p a r t i r  des t e  

v a l o r ,  alguma v a r i á v e l  b á s i c a  s e  t o r n a r á  i n v i á v e l .  Assim 

sendo, a  v a r i á v e l  x  s e r á  a  p r ime i ra  v a r i á v e l  b á s i c a  a  a t i n  
P  - 

g i r  seu  l i m i t e  s u p e r i o r ,  devendo s a i r  da b a s e ,  entrando em 

seu  lugar  a  v a r i á v e l  náo-básica xk . 

2) Se yik < O , Ji E I , a  desigualdade ( I V .  8 . 9 )  f i c a  B - 

rá: 

(IV. 8.12) 



Assim, a  v a r i á v e l  não-básica  xk diminui de v a l o r ,  sem que 

nenhuma v a r i á v e l  b á s i c a  a t i n j a  seu  l i m i t e  s u p e r i o r .  Neste ca  - 

s o  , consideramos : 

(IV. 8.13) 

Resumindo as duas condições,  temos : 

8c. A p r ó p r i a  v a r i á v e l  xk a t inge  seu  l i m i t e  i n f e r i o r  

Finalmente,  vamos supor que a  p r ó p r i a  v a r i á v e l  

não-básica  x a t i n g e  seu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  i s t o  é :  k 

p o r t a n t o  : 



O s  c a s o s  v i s t o s  a t é  o  momento, fornecem o  maior  

aumento que A k  pode t e r ,  s e n d o ,  no e n t a n t o ,  l i m i t a d o  O U  

p o r  uma v a r i á v e l  b á s i c a  ou p e l a  p r ó p r i a  v a r i á v e l  xk . Des ta  

fo rma ,  é Óbvio que A k  s e r á  o b t i d o  p o r :  

A, = e h l ,  Y2, Uk - e k )  ( I V .  8 .16)  

Dos i t e n s  8a. e  8 b . ,  v e r i f i c a m o s  que t a n t o  yl  

como y2 podem assumi r  d o i s  v a l o r e s ,  p o r t a n t o ,  podemos c o n s i  - 

d e r a r  também, d o i s  v a l o r e s  p a r a  A k  , i s t o  é :  

( i )  s e  A k  
- - c€I , o  dec résc imo  de xk não  é l i m i t a d o  

e  p e l a  equação (IV. 8.2)  : 

concluímos que a  s o l u ç ã o  ó t ima  é i l i m i t a d a ,  p o i s ,  Zk - Ck < o .  

( i i )  s e ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  A k  < , obtemos uma nova 

s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l ,  onde : 

e  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  s e r ã o  m o d i f i c a d a s  de acordo com a  e -  

quação : 



- 
I V .  9 .  Atual ização do quadro do simplex quando xk < u k 

Ao obtermos uma nova s o l u ~ ã o  b á s i c a  v i á v e l ,  deve- 

mos sempre, a t u a l i z a r  o  quadro do simplex que r e p r e s e n t a r á  e s  

s a  so lução .  

( i )  Se lOk_-uk-YX] , não real izaremos nenhuma 

mundança de b a s e ,  e  a  v a r i á v e l  xk cont inuará  sendo não-bási  

c a ,  s ó  que agora ,  s eu  v a l o r  s e r á  i g u a l  ao seu  l i m i t e  i n f e -  

r i o r .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  v a r i á v e l  xk p a s s a r á  de um l i m i  - - 

t e  a  o u t r o ,  i s t o  6 ,  do s u p e r i o r  ao i n f e r i o r .  Somente a  colu- 

na  correspondente ao termo independente s e r á  a t u a l i z a d a ,  pa ra  

d e s t a  forma, obtermos os novos va lo res  da função o b j e t i v o  e  

das v a r i á v e i s  b á s i c a s .  O novo v a l o r  da função o b j e t i v o  s e r á  
- - - 

ob t ido  s u b s t i t u i n d o  z por  z + (zk - ck) (uk - x k ) ,  e  os 

novos va lo res  das v a r i á v e i s  b á s i c a s  se rão  obt idos  s u b s t i t u i n -  
- 
x  + yik (uk - O quadro do simplex repre-  do Ti por  i 

sentando e s s a  solução s e r á :  

Quadro (Q.  I V .  9 . 1 )  

termo 
independente 

+ (zk-ck) (uk-Fk) 

- 
X- 1 + Yik (t-yk) 

x . 
1 

- .  

o 

I 

Z 

xi 

x  j ~ 1  
j ' N1 - 

z - c  
j  j  

Y i j  

z 

1 

o 

x j & I N  
j ' 2 
- .  

z - C  
j  j  

Yi j  



( i i )  s e  -1 , a v a r i á v e l  não-básica  xk en- 

t r a r á  na base  no l u g a r  da v a r i á v e l  b á s i c a  xr  , onde o í n d i c e  

r é determinado de acordo com a e q u a ~ ã o  [ I V ,  8.8) , i s t o  é:  

( i i i )  s e  -1 , a v a r i á v e l  b á s i c a  xk e n t r a -  

-. * r á  na  base  no l u g a r  da v a r ~ a v e l  b á s i c a  x  , onde o  í n d i c e  p  
P 

é determinado de acordo com a equação (IV. 8.14) , i s t o  é :  

O quadro do s implex,  é a t u a l i z a d o  pivoteando ao 

r edo r  dos r e s p e c t i v o s  elementos p ivô  yrk O u  Ypk s endo 

que ,  t a i s  elementos podem s e r  p o s i t i v o s  ou nega t ivos .  A co lu  - 

n a  correspondente  ao termo independente é a t u a l i z a d a  separada  

mente do r e s t a n t e  do quadro,  de acordo com a s  equações (IV.8. 

2 )  e  ( IV.8.1) ,  i s t o  é :  



O novo v e t o r  bás i co  s e r á  determinado g e l a  equação 

acima, com exceção da r-ésima ou P-êsima componente, que t e -  

rão seus  va lo res  a l t e r a d o s  pa ra  uk - A k  , p o i s ,  a  v a r i á v e l  

não-básica xk to rna - se  b á s i c a  pa ra  e s t a  so lução .  

I V .  10,  Solução i n i c i a l :  

S e ,  i n i c i a l m e n t e ,  não tivermos nenhuma solução bá - 
s i c a  v i á v e l ,  devemos começar o  método do simplex com var iáve-  

i s  l i m i t a d a s ,  u t i l i z a n d o  as  v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s .  A l é m  d i s -  

s o ,  devemos r e a l i z a r  as segu in te s  operações : 

1. f i x a r  todas as  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  em um dos 

s eus l i m i t e s  ; 

2 .  a j u s t a r ,  de acordo com o  i tem 1. , os va lo res  

do termo independente;  

3. m u l t i p l i c a r  as  l i n h a s ,  quando n e c e s s á r i o ,  por  

-1 , para  o b t e r  Ti 2 O , e  

4 .  ad i c iona r  colunas a r t i f i c i a i s .  

Devemos u t i l i z a r  o método duas f a s e s  ou o  b i g  M ,  

p a r a  t i r a r  as  v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s  da base.  Desta forma, 

temos todos os ing red ien te s  do método do simplex adaptado pa- 

r a  as  v a r i á v e i s  l imi t adas .  Na ausência  de degenerescência ,  o 

procedimento d e s c r i t o  an ter iormente ,  passa  de uma solução 



b á s i c a  v i á v e l  p a r a  o u t r a  s ~ l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  melhorada, ãen - 

do que t a l  procedimento deve p a r a r  em um número f i n i t o  de 

i t e r a ç õ e s  . 

I V .  11. Passos de Algoritmo : 

Passo i n i c i a l  

Encontre uma so luçãs  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l ,  poden - 

do u t i l i z a r  v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s ,  s e  necessá r io .  S e j a  x i. ' 
Ji E IB , as  v a r i á v e i s  bás i cas  e  x , j E I 

j  N1 
e  j & I N  , 

2 

a s  v a r i á v e i s  náo-básicas  que assumirão os va lo res  dos seus  

l i m i t e s  i n f e r i o r e s  e  s u p e r i o r e s ,  respectivamente.  Forme o  

segu in te  quadro: 

onde, 



Passo p r i n c i p a l  : 

Passo 1 
- 

Se,  pa ra  a  solução o b t i d a  no quadro acima, t i v e r -  

mos z - c .  < O ,  J j  E I  e  z - c  > O  , J j  E I  ,en tão ,  
j J - N1 j j - N2 

e s t a  solução é a  solução ótima. Caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é ,  s e  

uma dessas  condições não f o r  s a t i s f e i t a  pa ra  uma v a r i á v e l  

não-básica  xk , então  vá pa ra  o  passo 2 s e  k E I , e  pa- 
N1 

r a  o  passo 3 s e  k E I  . 
N2 

Passo 2 

O v a l o r  da v a r i á v e l  xk aumenta de lk para  

lk + Ak . O v a l o r  de A k  é dado p e l a  equação (IV. 6.21) , on- 

de y1 e  y2 são obt idos  das equações (IV.6.10) e  (IV.6.19),  

respect ivamente .  Se A k  = , pare  a  solução é i l i m i t a d a .  Ca - 

s o  c o n t r á r i o ,  o  quadro é a t u a l i z a d o ,  como d e s c r i t o  a n t e r i o r -  

mente. Repi ta  o  passo 1 . 

Passo 3 

O v a l o r  da v a r i á v e l  xk diminui de uk pa ra  

uk - A k  . O v a l o r  de A k  é dado p e l a  equação (IV. 8 .16 ) ,  on- 

de y1 e  y2 são obt idos  das equações (IV.8.8) e  (IV.8.14) .Se 

- 
A k  - 

, p a r e ,  a solução é i l i m i t a d a .  Caso c o n t r á r i o ,  a t u a l i  - 

ze o  quadro como d e s c r i t o  an ter iormente .  Repi ta  o  passo 1 . 

Na reso lução  de um problema com v a r i á v e i s  l i m i t a -  

das ,  é importante  durante  as  i t e r a ç õ e s  do s imples ,  d i s t i n g u i r  

e n t r e  as v a r i á v e i s  não-básicas que assumem seus l i m i t e s  i n f e -  



r i o r e s  e  as  que assumem seus l i m i t e s  s u p e r i o r e s .  P o r t a n t o ,  

no quadro do simplex devemos marcar as correspondentes colu- 

nas por  R e  u  , respect ivamente .  

I V .  1 2 .  Exerc íc io  r e so lv ido :  

Para que a compreensão e  a ass imilação do método 

possam s e r  f e i t a s ,  daremos um exemplo completo: 

minimizar z = -2x1 - 4x2 - x3 

s u j e i t o  à: 

Introduzindo as v a r i á v e i s  de f o l g a  x  4 - > O e  

> O , obtemos: X5  - 

minimizar z  = -2x1 - 4x2 - x 3  

s u j e i t o  a :  
2x1 + X 2 + X  + X  3  4 = 1 0  

X1 
+ X2 - X 3  + x  = 4 5 

Os l i m i t e s  das v a r i á v e i s  de f o l g a ,  s e r ã o :  



In i c i a lmen te ,  as  v a r i á v e i s  de f o l g a  são  as  v a r i á  - 

v e i s  b á s i c a s ,  ass im,  passemos ao cá l cu lo  de seus  l i m i t e s  s u -  

p e r i o r e s .  Em pr imeiro l u g a r ,  devemos colocar  t a i s  v a r i á v e i s  

em função das v a r i á v e i s  não-básicas x l ,  x2 e  x3 , i s t o  é :  

Vamos agora,  des ignar  p a r a  as v a r i á v e i s  não-bási-  

cas ,  os va lo res  dos seus  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  ou  supe r io res , con  

forme as  ex igênc ia s ,  p o i s ,  d e s t a  forma, obtemos os l i m i t e s  

supe r io res  das v a r i á v e i s  b á s i c a s .  

Assim, os i n t e r v a l o s  das v a r i á v e i s  bás i cas  x4 e  x , se rão :  5 



A solução b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l ,  s e r á  o b t i d a  con - 

s iderando que a s  v a r i á v e i s  não-basicas  assumirão os va lo res  

dos seus  l i m i t e s  i n f e r i o r e s ,  i s t o  é :  

E m  função d i s t o ,  podemos t i r a r  os va lo res  das v a r i á v e i s  b k i -  

cas : 

- - T 
Assim, o  v e t o r  bás ico  x = (x T 

4 ,  x5) = (9 , v  
c o n s t i t u i  uma solução b z s i c a  v i á v e l ,  p o i s ,  seus  va lo res  p e r -  

tencem aos seus  r e spec t ivos  i n t e r v a l o s .  

O v a l o r  da  função o b j e t i v o ,  n e s t e  caso ,  s e r á :  



D e s t a  fo rma ,  podemos c o n s t r u i r  o  quadro  do s i m -  

p l e x  a s s o c i a d o  à s o l u ~ ã o  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l :  

Do quadro  (Q, I V .  12 .1)  , t i r a m o s  : 

além d i s s o ,  temos:  



Como z  - c  > O ,  J j  E I  , devemos e sco lhe r  a  v a r i á v e l  
j j - N1 

não-básica  xk , cujo í n d i c e  k  e s t á  associado a :  

=k - ck = máx i z l  - C z - C ; z 3  - c31 - 1' 2 2 

= máx {2 ,4 ,11  = 4 , Zk - Ck - 

p o r t a n t o :  

logo ,  a  v a r i á v e l  não-básica x  e n t r a r á  na base .  Como 2 ~ 1  2 N1 

e z 2  - c  = 4 > O , o v a l o r  da v a r i á v e l  x2 é i g u a l  2 
ao 

s e u  l i m i t e  i n f e r i o r ,  i s t o  é :  

p o r t a n t o ,  pa ra  x2 s e  t o r n a r  uma v a r i á v e l  b á s i c a ,  deverá au- 

mentar de v a l o r ,  i s t o  6 :  

- 
x2 = l2 ' A 

2 , 

onde A 2  s e r á  determinado por :  



A, = Y Y,, U2 - e 2 )  

A, = min (v l ,  - Y 2  ' 6 - O) 

A, = min (y l ,  y 2 , 6 )  . 

Os va lo re s  de yl e  y2 s e r ã o  ob t idos  de acordo 

com as  equações (IV. 6.10) e  ( I V .  6.19) , respec t ivamente .  Em 

o u t r a s  p a l a v r a s ,  do quadro ( Q .  I V .  12.1) , temos : 

Como y42  = 1 > O e Y 5 2  
= 1 > O , calculamos 

Y1 e Y2  da 

s e g u i n t e  maneira:  

p o r t a n t o  : 

Assim, yl = 5 , i s t o  s i g n i f i c a  que a v a r i á v e l  

não-bás ica  x2 , e n t r a r á  n a  b a s e ,  aumentando seu  v a l o r  de 
- A 

x2 = l2 = O p a r a  x2 = l2 + A ,  = O + 5 = 5 , sem que nenhu- 



ma v a r i á v e l  bás i ca  s e  to rne  i n v i á v e l ,  i s t o  é ,  sem que nenhuma 

v a r i á v e l  b á s i c a  assuma um v a l o r  menor que seu  l i m i t e  i n f e r i o r .  

Como 

temos que,  a  v a r i á v e l  x5 s e r á  a  pr imei ra  v a r i á v e l  b á s i c a  a  

a t i n g i r  s eu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  devendo p o r t a n t o ,  s a i r  da base .  

Da equação (IV.6.19) , temos que: 

p o i s ,  y52 = 1 . O . Assim, - Y2 - 
a , s i g n i f i c a  que o v a l o r  

de A 2  pode aumentar indef inidamente ,  sem que nenhuma v a r i á -  

v e l  b á s i c a  u l t r a p a s s e  seu  l i m i t e  s u p e r i o r .  

Desta forma, temos: 

A, =a (Y1, Y2' 6 )  

A 2  = min ( 5 ,  , 6 )  = 5  - 

Resumindo, temos que a  v a r i á v e l  b á s i c a  x5 s a i r á  
7 

da b a s e ,  i s t o  é, assumirá o  v a l o r  do seu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  x5= 

= l5 = O , e  a  v a r i á v e l  não-básica  x2 , e n t r a r á  na base em 
- - 

seu  l u g a r ,  cujo v a l o r  p a s s a r á  de x = l2 = O pa ra  2 
XZ = t2+ 

+ n 2 = O + 5 = 5 .  

Podemos agora ,  c a l c u l a r  os novos va lo res  bás i cos  

a t r avés  da segu in te  equação: 



por t an to  : 

Pelo r e s u l t a d o  acima, ver i f icamos realmente que a  

v a r i á v e l  x5 s a i  da b a s e ,  p o i s ,  a t i n g i u  seu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  
- 

i s t o  é,  x = l5 = O . A v a r i á v e l  x2 e n t r a r á  em seu  l u g a r ,  5 
- 

sendo que,  s eu  v a l o r  p a s s a r á  de seu  l i m i t e  i n f e r i o r ,  x2 = l = 2 
- 

= O , para  um Òutro v a l o r ,  x2 = l2 + A 2  = O + 5 = 5 , Assim, 

o  novo v e t o r  b á s i c o ,  s e r á :  

O v a l o r  da função o b j e t i v o  a t u a l i z a d o ,  s e r á :  



P o r t a n t o ,  a  coluna correspondente  ao termo indepen - 
4 

dente  é a t u a l i z a d a  separadamente do r e s t a n t e  do quadro,  e  e  

dada p o r :  

Para  a tua l iza rmos  o quadro (Q. I V .  12 .1)  , devemos 

r e a l i z a r  o pivoteamento ao r edo r  do elemento yS2  = 1 , e ob- 

t e r  o s e g u i n t e  quadro:  

Acrescentando ao quadro ( Q .  I V .  12 '2)  , 

respondente  ao termo independente ,  obtemos : 

(Q. IV.12.3) 

a coluna cor  - 

termo 
independente 



Do quadro ( Q .  I V .  12.3) , temos : 

p o i s ,  todas  v a r i á v e i s  não-básicas  xl , x3 e  x  5 ' assumem 

seus l i m i t e s  i n f e r i o r e s .  ~ l é m  d i s s o ,  do quadro acima, temos: 

Por t an to ,  

zk  - ck = máx - { Z  - C . / Z  - C > 0) 
j &I j J j j 

N, 

Zk 
- ck = máx I z 3  - c3} = máx (51 = 5 - - 

assim, a  v a r i á v e l  não-básica  x3 e n t r a r á  na  base ,  sendo que,  
- 

seu  va lo r  p a s s a r á  de x3 = .e3 = 1 para  um out ro  v a l o r ,  i s t o  

J 

e : 



sendo que A 3  s e r á  dado p o r :  

A 3  = - min (y l ,  Y 2 '  u3 - L31 

a 3  = - min (y l ,  v, ,  31 . 

Do quadro (Q, IV.12 ,3) ,  temos: 

- T T Y 3  - ( ~ 4 3 ,  yZ3) = (2 -1) 

Como y43  = 2 > O , o  v a l o r  de 
Yl , s e r á :  
- 

Para  Y43 > O  e  Y1 = 2 , temos que o v a l o r  da 
- - 

v a r i á v e l  b á s i c a  x4 p a s s a r á  de x  = 4 p a r a  x4 = L4 = O , 4 
- 

quando x3 aumentar de x  3  = L3 = 1 p a r a  x  3  = 1 + A 3  . 

Como y Z 3  = -1 < O , temos: 



Assim, p a r a  y 2 3  = - 1 < O  e  Y 2  = 1 , temos que 
- 

o va lo r  da v a r i á v e l  b á s i c a  x2 , p a s s a r á  de x = 5 2 p a r a  
- - x2 - u2 = 6 , quando a  v a r i á v e l  x3  aumentar de v a l o r .  

Podemos agora ,  c a l c u l a r  A 3  , i s t o  é :  

A 3  = min (2 ,1 ,3 )  = 1 , 

p o r t a n t o ,  

Assim, a  v a r i á v e l  não-básica  x3 aumentará de 
7 - 
X3 = X 3 = 1  pa ra  x 3 = L 3 + A 3 = 1 + 1 = 2 .  

O v e t o r  bás i co  f i c a r á :  

Como a  v a r i á v e l  x2 assumiu seu  l i m i t e  s u p e r i o r ,  

X2 
= u2 = 6 , tornou-se p o r t a n t o ,  não-básica  e  deverá s a i r  

da base ,  entrando em seu  l u g a r ,  a  v a r i á v e l  x3 , cujo v a l o r  
7 - 

passou de x  = l3 = 1 para  x = X3 + A 3  = 1 + 1 = 2 . As-  3  3  

s im,  o  novo v e t o r  bás ico  s e r á :  



O novo v a l o r  da fungão o b j e t i v o ,  s e r á :  

assim, a  coluna correspondente ao termo independente s e r á :  

É importante  f r izarmos que t a l  coluna f o i  a t u a l i -  

zada separadamente do quadro (Q. I V .  12 .3) .  O r e s t a n t e  do qua- 

dro s e r á  a tua l i zado  pivoteando ao redor  do elemento y Z 3  = -1 ,  

obtendo o segu in te  quadro: 

Acrescentando ao quadro (Q.  I V .  12.4) , a coluna a- 

t u a l i z a d a  do termo independente ,  temos : 



termo 
independente 

I t e r a ç ã o  3 

Do quadro ( Q .  I V .  12.5)  , obtemos : 

I g =  {4 ,31  

i = C1,SI 
N1 

I = 12) , 
N2 

além d i s s o ,  

Como z - c > O , j E I , obtemos a segunda 
j j - N2 

condição de o t ima l idade .  No e n t a n t o ,  como z - c > O , 
j j - 

J j  E IN , temos que :  
1 



= máx {zl - c  . z - c51 = máx{3,11 = 3 - Ck - 1' 5 

Assim, a  v a r i á v e l  não-básica  x  cujo va lo r  é i g u a l  ao s e u  
1' 

- 
l i m i t e  i n f e r i o r ,  xl = Ll = O , e n t r a r á  na b a s e ,  sofrendo 

p o r t a n t o ,  um aumento, i s t o  é:  

onde A l  s e r á  determinado p o r :  

Do quadro (Q.IV.12.5), temos: 

Yl = ( ~ ~ ~ 7  

Como y41 = 3 > O , 

= min 
Y 1  - 

Y 1  = min 

y, s e r á :  



Assim, pa ra  Y 4  1 
= 3  > O e  yl = 2/3 , a  v a r i á v e l  b á s i c a  x4 

assumirá seu  l i m i t e  i n f e r i o r  e  s a i r á  da b a s e ,  quando A au- 

mentar a t é  2/3. 

Agora, como Y 3 1 =  -1 O , y2 s e r á :  

Para  y31 = -1 < O e  y2 = 2 , temos que,  quando Al, aumen - 

t a r  a t é  2 ,  a  v a r i á v e l  b á s i c a  x3 assumirá seu  l i m i t e  s u p e r i -  

o r ,  e  s a i r á  da base.  

A,  = min (2/3,  2 ,  4) = 2/3 - 

assim, a  v a r i á v e l  x, e n t r a r á  na base no l u g a r  de x4.  
L 

v e t o r  termo independente s e r á :  

Como a  v a r i á v e l  x4 deixa a  b a s e ,  entrando em seu  luga r  a 



v a r i á v e l  x , obtemos o  v e t o r  bás i co  a t u a l i z a d o ,  i s t o  é: 
1 

O novo va lo r  da função o b j e t i v o ,  s e r á :  

Desta forma, o  v e t o r  termo independente a t u a l i z a d o ,  s e r á :  

Para  a tual izarmos o  r e s t a n t e  do quadro (Q.IV.12. 

5 )  , devemos e f e t u a r  um pivoteamento ao redor  do elemento 

Y~~ = 3 , obtendo assim, o  segu in te  quadro: 

Acrescentando o v e t o r  termo independente a t u a l i -  

zado, no quadro (Q.  IV. 12.6) , temos : 



CQ.  rv. 12 .7 )  

1-1 
Do quadro  (Q.  I V .  1 2 . 7 )  , temos : 

a lém d i s s o ,  

Como a s  cond ições  de o t i m a l i d a d e  s ã o  s a t i s f e i t a s ,  

i s t o  é :  



temos que a so lução :  

é a so lução  Ótima, sendo que o v a l o r  o b j e t i v o  Ótimo é z* 

Do quadro (Q.  IV. 12.7)  , ver i f i camos  também, que e s  - 

t a  so lução  Ótima não é Única, p o i s ,  z 5  - c  = O .  
5 

I V .  13 .  Algori tmo de Decomposiçáo: 

Vamos a p r e s e n t a r  ago ra ,  a r e so lução  do problema 

cem v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  a t r a v é s  do método de decomposiç50 de 

Dantzig  e Wolfe. 

Consideremos e n t ã o ,  o s e g u i n t e  problema de pro-  

gramação l i n e a r  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  : 

minimizar z = cx 

s u j e i t o  à: Ax = b 

CIV. 13.1) 

(IV. 13.2) 

(IV. 13.3) 

onde c é um v e t o r  l i n h a  com n componentes; x um v e t o r  c o l u  - 

n a  com n componentes; R um v e t o r  coluna com n componentes; u 

um v e t o r  coluna com n componentes; b um v e t o r  coluna com m 

componentes, e além d i s s o ,  u > R i 

A m a t r i z  A é uma m a t r i z  com m l i n h a s  e n co 

l u n a s ,  cu j a s  colunas  são r ep re sen t adas  pe lo s  v e t o r e s  a . ~ #  , 
J 

a 

1 , .  . n , sendo que a c a r a c t e r i s t i c a  de A é m , i s t o  e ,  



p (A) = m . 
S e j a  o  s e g u i n t e  con jun to :  

Desta forma, o  problema (IV.13.1) - (IV. 13.3) f i c a r á :  

minimizar z = cx 

s u j e i t o  2 :  Ax = b  

X E X  * 

(IV.13.4) 

(IV.13.S) 

(IV. 13.6)  

O con jun to  X 6 um conjun to  p o l i é d r i c o ,  r ep re -  

sentando a s  r e s t r i ç õ e s  de e s t r u t u r a s  e s p e c i a i s ,  além d i s s o ,  e  

um conjunto  l i m i t a d o ,  l ogo ,  s e r á  um conjun to  p o l i é d r i c o  l i m i -  

t a d o ,  p o r t a n t o ,  qua lquer  ponto de X pode s e r  represen tado  

po r  uma combinação convexa do número f i n i t o  dos seus  pontos  

extremos,  i s t o  é :  

E h j = l  (IV. 13.8)  
j  =i 

> O , j = l , .  . . , p  , X j  (IV.13.9) 

n  
onde os xj são os pontos  extremos de X , e  p  = 2 , sendo 

n  o  número das v a r i á v e i s .  

S u b s t i t u i n d o  as expressões  (IV. 13.7)  - (IV. 13.9) 

no problema (IV. 13.4)  - (IV. 13.6) , temos : 



(IV. 13.10) 
J L s u j e i t o  à: 

(IV. 13.11) 

(IV. 13.12) 

(IV. 13.13) 

Como o  número de pontos  extremos de X é g e r a l -  

mente, muito grande ,  não nos i n t e r e s s a  r e s o l v e r  o  problema 

acima, enumerando cada um desses  pontos .  Assim, vamos r e s o l -  

ve r  t a l  problema po r  um método a l t e r n a t i v o .  Do problema 

(IV. 13.10) - (IV. 13.13) , observamos que caímos num problema 

i g u a l  ao d e s c r i t o  no c a p í t u l o  1 1 ,  ass im,  a  sua  so lução  s e r á  

f e i t a  a t r a v é s  do método de decomposição de Dantzig e  Wolfe. 

O problema a u x i l i a r  p a r a  e s t a  ca so ,  s e r á :  

maximi z a r  {qxl 

s u j e i t o  à: x E X , 

(IV. 13.14) 

(IV. 13.15) 

onde q  = (ql ,  . . . ,qn) é um v e t o r  l i n h a  dado. 

Como o  conjunto X é um conjunto p o l i é d r i c o  li- 

mitado,  a so lução  ót ima do problema (IV.13.14) - (IV.13.15) , 

s e r á  um dos pontos  extremos de X . Assim, s e  q j  - > o ,  a  

v a r i á v e l  x  assumirá  o  s e u  l i m i t e  s u p e r i o r ,  i s t o  é ,  x = u  
j j  j 

E n t r e t a n t o ,  s e  
j  

< O , a v a r i á v e l  x  assumirá o  s e u  l i m i -  
j  

t e  i n f e r i o r ,  i s t o  é , x  = R . Em o u t r a s  p a l a v r a s :  
j  j  



Observamos que n e s t e  caso ,  a s  v a r i á v e i s  poderão assumir somen - 

t e  um dos seus l i m i t e s ,  s u p e r i o r  ou i n f e r i o r .  

A 

Vamos supor que x s e j a  a solução Ótima do gro-  
A 

blema a u x i l i a r ,  sendo que Zk - Ck o v a l o r  correspondente da 

funçãc ob je t ivo .  Assim: 

A 

( i )  s e  Zk - Ck 
= O , então a  solução b á s i c a  v i g v e l  h k  

é a solução Ótima do problema (IV. 13.10) - ( I V .  13.13) .  

A 

( i i )  caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é, s e  Zk - Ck > O ,  então a  

v a r i á v e l  X k  deverá e n t r a r  na base .  

T 
A coluna correspondente a  mat r iz  A, [AX,~]  , 

deve s e r  a t u a l i z a d a ,  i s t o  é ,  devemos p r e m u l t i p l i c á - l a  p e l a  

-1 i n v e r s a  B , ou s e j a :  

O v e t o r  coluna gerado h k  , dado p o r :  

deverá s e r  adicionado ao Último quadro Ótimo. A v a r i á v e l  

de ixará  a  b a s e ,  e  após real izarmos o pivoteamento ao r e -  
r 

dor do elemento pivÔ yrk , repetiremos o procedimento. 



I V .  1 4 .  ~ x e r c z c i o  r e so lv ido :  

Para  que a compreensão e a ass imilação do método 

possam s e r  f e i t a s ,  daremos um exemplo completo. 

Consideremos o segu in te  problema de programação 

l i n e a r  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s :  

maximizar z = 3x1 + 5x2 

s u j e i t o  2 :  3x1 f 2x2 - 18 

GrafLcamente , temos : 

S e j a  o conjunto:  

( I V .  1 4 . 1 )  

18 

X = { x / x ~ d  ; O < x , < 4 ;  - - O < x 2 < 6 1  - , 

A representação g r á f i c a  des t e  conjunto ,  s e r á :  



Como o  c o n j u n t o  X é um c o n j u n t o  p o l i é d r i c o  l i m i  - 

t a d o ,  l o g o  , q u a l q u e r  p o n t o  de X pode s e r  e s c r i t o  como uma com 

b i n a ç á o  convexa de s e u s  pon tos  ex t remos ,  i s t o  é :  

onde x j  s ã o  os  p o n t o s  ext remos  de X e  p = z n  = 4 , sendo 

n o  número de v a r i á v e i s  do problema i n i c i a l .  

S u b s t i t u i n d o  a  e x p r e s s ã o  de x , dada ac ima ,  no  

problema i n i c i a l ,  obtemos : 

maximizar  v  = E [ c 3  5)xj-J 
i =1 

s u j e i t o  à: 



Introduzindo a v a r i á v e l  de f o l g a  s - > O , e a va - 

r i á v e l  a r t i f i c i a l  h, , ao problema acima, teremos: 

maximizar v = [ ( 3  5)xj ]h j  
j  =i 

s u j e i t o  à: 

Resolveremos e s t e  problema, aplicando o método 

duas f a s e s  : 

1: Fase : 

minimizar 5 = A, 

Do problema acima, t i ramos:  



Podemos ass im,  c o n s t r u i r  o  s e g u i n t e  problema: 

Passemos ago ra ,  a  reso lução  do s e g u i n t e  problema 

a u x i l i a r .  

A 

maximi z a r  - c  = tB B-I a  - cx j 
'j i j 

s u j e i t o  2 :  
X E X .  



A 

maximi zar  t j  - C = (O , i )  
j 

l3 yx'] - (0 Q ) x j  

s u j e i t o  5: 
X E X ,  

OU a inda ,  

maximi za r  

s u j e i t o  à: 

maximi z a r  - 

s u j e i t o  à: 

Observamos que qualquer x é solução do problema 

acima, p o r t a n t o ,  tomemos a  segu in te :  

A 

Como t j  - c = 1 > O , geraremos o v e t o r  coluna 
j 

associado à v a r i á v e l  que e n t r a r á  na base h l  : 

onde 



I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  h' no  quadro  (Q. I V .  14. I ) ,  

teremos : 

temos 

Após o  p ivo teamento  e  omi t indo  a  

o  s e g u i n t e  q u a d r o :  

ú l t i m a  c o l u n a  ,ob 

(Q. I V .  14.3)  



I t e r a ç ã o  1 I 
Do quadro (Q.IV.14.3),  t i ramos:  

(ul,uO) = (0,O) 

Uma vez que a var iáve 1 X a  s  a i u  da base ,  o qua- 

dro (Q.IV.14.3) nos fornece o quadro i n i c i a l ,  assim çendo,pas - 

saremos a r e s o l v e r  o segu in te  problema a u x i l i a r :  

s u j e i t o  à: 
x E X .  

A 

minimizar z - C = (0,O) [SX1 2X21 - (3x1 + 5x2) 
j j 

s u j e i t o  à:  

A 

minimizar z - c =-3x1 - 5x2 
j  j 

s u j e i t o  à: 
< 4 0 - 5 ~ ~ -  

A solução ótima do problema a u x i l i a r ,  s e r á :  



p o r t a n t o ,  

Como z2 - < O , devemos g e r a r  o  v e t o r  c o l u n a  2 
2 

h , a s s o c i a d o  à v a r i á v e l  h 2  , que e n t r a r á  n a  b a s e :  

onde 

A t u a l i z a n d o  [A?', llT , obtemos:  

O v e t o r  c o l u n a  h 2  s e r á  i n t r o d u z i d o  n a  ú l t i m a  co - 

l u n a  do quadro  (Q.IV.14.3) ,  i s t o  é :  



( Q .  I V .  14 .4)  

Após o p ivo teamento  e  r e t i r a n d o  a c o l u n a  de 

obtemos o s e g u i n t e  q u a d r o :  

Do quadro  ( Q .  I V .  14 .5)  , t i r a m o s  : 

Passemos e n t ã o ,  a  r e s o l u ç ã o  do s e g u i n t e  problema 

a u x i l i a r :  

A 

minimizar  z  - c = (ul ,uo)  
j j  

s u j e i t o  2 :  
X E X  



A 

minimizar z - c = (42/24,  0) 
j j [ 3x1 2 x 2 ]  - ( i x l  -+ 5x2) 

s u j e i t o  à:  

A 

minimizar z - c = 4 2 / 2 4  (3x1 + 2x2) - 3x1 - 5x2 
j j 

s u j e i t o  à:  
O < x  < 4  - 1 -  

.. 3  6 5 4  x  - -  minimizar z  - c = - 
j j 2 4  1 2 4  X 2  

s u j e i t o  à': 
< 4 O C X l -  

A so lução  Ótima do problema a u x i l i a r ,  s e r á :  

1 ?3 = ( O ,  6 ) i ]  . 

Desta forma, teremos:  

A 

Como z3 - c < O , geraremos o  v e t o r  h' dado 3  

p o r :  



onde 

p o r t a n t o  : 

I n t r o d u z i n d o  o v e t o r  n a  Úl t ima  c o l u n a  do 

quadro  (Q . IV.14 ,5 ) ,  obtemos o  s e g u i n t e  q u a d r o :  

i s t o  é :  

~ p õ ç  o p i v o t e a m e n t o ,  obtemos o  quadro  (Q. I V .  1 4 . 7 )  , 

(Q. I V .  1 4 . 7 )  



I t e r a ç ã o  3  I 
Do quadro (Q.  I V .  14.7) , t i ramos:  

Passemos agora,  a  r e s o l v e r  o  segu in te  problema au 

A 

rninimizar z - c = (1 ,  18)  - (3x1 5x2) 
j j 

s u j e i t o  à: 
0 < x 1 < 4  - - 

A 

minimizar z - c  = 1 8 - 3 x 2 + O x l  
j j 

s u j e i t o  a :  
0 < x 2 < 4  - - 

A solução ótima do problema a u x i l i a r ,  s e r á :  

I X~ = (O, 6 I T I  . 

Assim, 



A 

Como z 4  - c  = O , o  quadro  (Q.IV.14.7) é Ótimo, 4  

a s s i m ,  a  so lução  Ótima em termos  d a s  v a r i á v e i s  p r i m a i s  x j  , 
s ã o  o b t i d a s  d e s t e  q u a d r o ,  i s t o  é:  

- 2 T onde a  v a r i á v e l  h ;  = 1/2 é a s s o c i a d a  à s o l u ç ã o  x  = ( 4 , 6 )  , 
- 3 T e a  v a r i á v e l  A*. = 1/2 é a s s o c i a d a  à s o l u ç ã o  x  = ( 0 , 6 )  , 3 

dando z *  = 36. 

A solução Ótima do problema o r i g i n a l ,  s e r á  o b t i d a  

-2 -3 a t r a v é s  da  combinação convexa dos pon tos  ext remos  x  e  x , 

i s t o  é:  

Assim, a  s o l u ç ã o  Ótima do problema o r i g i n a l  s e r á  

x; = 2 , x* = 6 , dando z *  = 36. 2 



I V .  15. Propr iedade importante  do a lgor i tmo de decomposição 

Consideremos o  s e g u i n t e  problema de programação 

l i n e a r  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s .  

minimi za r  

s u j e i t o  à: Ax = b  

( IV. lS .1)  

(IV. 15.2) 

(IV. 15.3)  

T 11 onde c  , x ,  L ,  u  E IR ; b  E If ; u  > L  e A u m a m a t r i z  com 

m l i n h a s  e n  co lunas .  

S e j a  o  conjunto:  

Quando X # f o r  compacto, en t ão  o  problema (IV. 

15.1) - (IV. 15.3)  t e r á  s'empre uma so lução  f i n i t a .  

Consideremos o  problema a u x i l i a r :  

minimi z a r  u  + (ulA - c) x } 
I 0  

s u j e i t o  à: 
X E X .  

(IV. 15.4) 

Vamos supor  que o  v a l o r  da função o b j e t i v o  no ó t i -  

mo de (IV. 15.4) , seja zk - ck , ass im teremos:  

como 

A x = b  , 



temos : 

( I V .  15 .5 )  

- A 

Da e x p r e s s ã o  ( I V .  15 .5)  temos que o  v a l o r  z e  
.-. 

t i r a d o  do quadro  ót imo e  zk - ck é c a l c u l a d o ,  Assim sendo 

( I V  .15.5) nos  f o r n e c e r á  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o  problema li- 

n e a r  que queremos r e s o l v e r .  E s s e  l i m i t e  pode s e r  c a l c u l a d o  a  

cada  i t e r a ç á o  ( r e s o l u ç á o  do problema a u x i l i a r )  quando u t i l i z a  

mos o  a l g o r i t m o  de decomposição.  

Graf icamente  podemos e s q u e m a t i z a r  o  c á l c u l o  des-  

s a  c o t a  s u p e r i o r  em cada  i t e r a ç ã o :  

1 2  3 4 5  6 i t e  

r e  s 

em cada 

r a ç õ e s  



Caço quiséssemoç i n t e r r o m p e s  o  a l g o r i t m o  n a  5: i- 

t e r a ç á o ,  poder í amos ,  g r a ç a s  ao conhecimento de  A Z  , t e r  uma 

i d é i a  d a  d i s t â n c i a  em que nos  e n c o n t r a r í a m o s  do ó t imo.  

Do exemplo d a  s e ç ã o  I V .  1 4 ,  temos: 

a s s i m ,  o  l i m i t e  s u p e r i o r ,  s e r á :  

p o r t a n t o ,  

G r a f i c a m e n t e ,  temos : 



i t e r a ç o e s  

IV.16. Comparação e n t r e  os do i s  métodos 

Teceremos a  s e g u i r ,  a lguns  comentários sobre  os 

d o i s  métodos apresentados  n e s t e  c a p í t u l o :  

( i )  O método do s implex adaptado p a r a  as  v a r i á v e i s  l i m i -  

t a d a s ,  pa s sa  de v é r t i c e  em v é r t i c e  do conjunto  de çoluções  

v i á v e i s ,  ao passo  q u e  o  de decomposição ,pode t r a b a l h a r  p e l o  

i n t e r i o r  desse  con jun to  de so luções  v i á v e i s ,  

Do exemplo da seção  a n t e r i o r ,  t5nhamos: 

- 2 
h ;  = 1 / 2  associado a  x  = ( 4 , 6 )  T 

- 3 X j  = 1 / 2  a ssoc iado  a  x  = (0 ,6 )  T 

A so lução  ót ima do problema o r i g i n a l  s e r á  en t ão :  



dando : 

~ r á f i c a m e n t e  teremos : 

[i] + [ i  

4,311 
Fig.  ( I V .  15.1) 

( i i )  O método de decomposição n e c e s s i t a  p a r a  cada i t e r a  - 

ção todos os elementos da ma t r i z  A , p o i s  ,temos que. g e r a r  a  

T 
coluna que e n t r a r á  n a  base  , que s e r á  ou da  forma [.AxJ , l ]  

ou p d j  ,OIT . E impor tan te  que a  ma t r i z  A s e j a  e s t o c a d a  

em l i n h a s  e  não em co lunas ,  como no caso do s implex adaptado 

a v a r i á v e i s  l i m i t a d a s ,  em memória a u x i l i a r  quando s e  q u i s e r  

p o s s u i r  um código computacional e f i c i e n t e .  



C i i i )  No método adap tado ,  quando s e  n e c e s s i t a  r e i n v e r -  

t e r  a  ma t r i z  b á s i c a ,  temos necess idade  de r e a l i z a r  a opera -  

ção B-' N , que também é muito t r a b a l h o s a  nos problemas de 

médio e grande p o r t e ,  p o i s  sabemos que:  

onde,  

O caso mais de s f avo ráve l  é quando t ivermos todos 

o s  u # O , j E IN , p o i s  teremos que buscar  todas  as  colunas 
j 

de N em memória a u x i l i a r .  

( i v )  Como já  f o i  sub l inhado  em ( i i )  , logo acima,  o arma - 

zenamento em memória a u x i l i a r  de A deve s e r  f e i t o  p a r a  O 

a lgo r i tmo  do s implex  adaptado em co lunas , e  p a r a  o a lgor i tmo de 

decomposição em l i n h a s .  

(V) A so lução  dos problemas a u x i l i a r e s  quando u e j 
, j E I N  , forem i n t e i r o s ,  s e r á  i n t e i r a  não aca r r e t ando  e r  - 

ro s  de arredondamento. 

( v i  1 O siniplex sob forma r e v i s a d a ,  no a lgor i tmo adap ta  - 

do, tem uma ma t r i z  i n v e r s a  de ordem m ,  e  no a lgor i tmo de de- 

composição, m + l  . 

[ v í i )  No caso de X s e r  compacto podemos t e r  uma c o t a  

s u p e r i o r  do máximo de z , c a l c u l a d a  a cada i t e r a ç ã o  do sim- 

p l e x , n o  método de .decomposição. Algo impor tan te  quando o 



problema f o r  de grande  p o r t e ,  p o í s  poderíamos p a r a r  o  preces- 
- 

samento quando z e  a  menor c o t a  de z  , o b t i d a  a t é  aque 1 a  

i t e r a ç ã o  , diferirem a b a i x o  de uma c e r t a  t o l e r â n c i a .  Em a l g u n s  

c a s o s  executamos inúmeras i t e r a ç õ e s  p a r a  aumentar  mui to  pouco 
7 

o v a l o r  de -z- , e  em termos p r á t i c o s  , j á  poderíamos p a r a r  o  

processaniento  s e  conhecêssemos uma c o t a  s u p e r i o r  (boa)  p a r a  

z , a l g o  s ó  p o s s í v e l  com o  a l g o r i t m o  de decomposiqão, quando 

X f o r  um compacto em B?. 

I V .  1 7 .  E x p e r i ê n c i a  Computacional  

Consideremos a  e x p e r i ê n c i a  computac ional  d e s c r i  t a  

em 1 1 . Foi  desenvo lv ido  n e s t e  t r a b a l h o ,  um programa l i n e a r  

p a r a  o  a l g o r i t m o  de decompssição em l inguagem FORTRAN. O de- 

sempenho d e s t e  a l g o r i t m o  s e r á  comparado com o  a l g o r i t m o  c l ã s -  

s i c o  , u t i l i z a n d o  o  MPS-TEMPO d a  Burroughs , Foram comparados 

tempos e  número de i t e r a ç õ e s  de cada  a l g o r i t m o ,  p a r a  r e s o l v e -  

rem a mesma l i s t a  de problemas  ge rados  a l e a t o r i a m e n t e .  E s s e s  

t e s t e s  foram r e a l i z a d o  no  Burroughs 6700 do NCE d a  UFRJ,  

A T a b e l a  ( I V .  17 .1)  nos f o r n e c e  a l g u n s  dados ,  Nos 

nove exemplos r o d a d o s ,  cons tando d e s t a  t a b e l a ,  devemos e s c l a -  

r e c e r  a lguns  p o n t o s :  

[ i )  O tempo de CPU (unidade  a r i t m é t i c a  de proceçsamento)  

é maior  p a r a  o  a l g o r i t m o  de decomposição do que p a r a  o  a l g o -  

r i t m o  c l á s s i c o ,  quando s e  aumenta o  tamanho do exemplo, Deve - 

mos a c r e s c e n t a r  que o  MPS-TEMPO é um programa o t i m i z a d o ,  com 

mais  de c i n c o  anos de implan tação  e  i n o v a ç õ e s ,  a lém de s u a  

programação t e r  s i d o  f e i t a  p a r a  r o d a r  somente n o  Burroughs ,u-  
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t i l i z a n d o  todas  suas  vantagens e s p e c i f i c a s .  Acreditamos que 

s e  o  a lgor i tmo de decomposiçáo f o s s e  ass im programado, s e u  

desempenho no que s e  r e f e r e  ao tenpo de CPU s e r i a  bem melhor. 

[ i i )  Caso comparássemos o  número de i t e r a ç õ e s  dos do i s  

métodos sem nenhuma a n á l i s e  r i g o r o s a ,  p o d e r i a  nos p a r e c e r  

que o  a lgor i tmo c l á s s i c o ,  a p r e s e n t a  vantagem quando aumenta- 

mos o  p o r t e  do exemplo, porém é impor tan te  n o t a r  que o  numero 

de v é r t i c e s  gerados em cada exemplo p e l o  a lgor i tmo de decompo - 

s i ç ã o  f o i  sen-ipre menor que o  número de i t e r a ç ã o  do MPS-TEMPO. 

No MPS-TEMPO há também i t e r a ç õ e s  e s p e c i a i s ,  nas  q u a i s  s e  r ea -  

l i zam algumas t é c n i c a s  de ot imização l o c a l ,  não sendo apenas 

um s imples  pivoteamento,  Os v é r t i c e s  do a lgor i tmo de decompo - 

s i ç ã o  são  gerados p e l o s  sub-problemas do t i p o  ( 1 . 7 . 1 ) .  Tome- 

mos o  exemplo 5 da t a b e l a  [ I V .  1 7 .  1)  , onde o  número de í t e r a  - 

qões  é 144,  o  número de v é r t i c e s  gerados ,  8 6 ,  e  as  i t e r a ç õ e s  

não l i g a d a s  aos problemas de geração de v é r t i c e s  são  r e a l i z a -  

das automáticamente no quadro do s implex sob forma r e v i s a d a ,  

p o i s ,  e s t ã o  r e l ac ionadas  com a  e n t r a d a  de v a r i á v e i s  de f o l g a  

n a  base .  

Devemos n o t a r  que o  programa p o r  nós desenvolv i -  

do,  não f o i  o t imizado e  nenhuma t é c n i c a  e s p e c í f i c a  de eçpar -  

s i d a d e  e  pivoteamento f o i  a p l i c a d a .  



TÉCNI CA GUB - VARIAVEIS GENERAL1 ZADAS 

V . 1 .  In t rodução:  

Veremos n e s t e  c a p í t u l o ,  a t r a v é s  de uma va r i ação  do 

método rev isado  do s i n p l e x ,  como r e s o l v e r  problemas l i n e a r e s  

com (m+p) equações ,  sendo que ,  p  d e s t a s  têm a  propr iedade  de 

que cada v a r i á v e l  pos su i  ao menos um c o e f i c i e n t e  d i f e r e n t e  de 

zero.  

Consideremos o  s e g u i n t e  problema de programação 

l i n e a r :  
minimi z a r  xo 
sujeito à: 

n  no+l n  n  +l n  
m a x +  .... + a O x n + a  x  +l+.. .+alx +...+a p-l x +.. .+a Px =b 1 O 0  no nl np-l+l n linhas o  P 

(V. 1.1) 

=1 

=1 

CV.1.2) 

\ 

P 

linhas 

onde as colunas a' e  o  v e t o r  termo independente b , têm arn - 

bos m componentes. 

'i 

Qualquer problema l i n e a r  pode s e r  colocado n e s t a  

forma, d iv id indo  cada equação pe lo  v a l o r  de b e escalonando 

as v a r i á v e i s .  A l é m  d i s s o ,  t a n t o  os c o e f i c i e n t e s  d i f e r e n t e s  



de z e r o ,  como também o v a l o r  de b  , são ambos p o s i t i v o s .  

Apresentaremos o  procedimento d e s c r i t o  po r  Dantzig  

e  S lyke  em 1 1 , que nada mais é que uma e s p e c i a l i z a s ã o  do méto - 

do do s implex.  E s t e  procedimento,  r e s o l v e  os problemas com 

e s t r u t u r a s  semelhantes  a (V, 1 .1)  - (V. 1.2)  , mantendo uma "base 

de t r a b a l h o "  de dimensão reduz ida  mxm . E s t a  "base de t r a b a -  

lho"  é de v i t a l  impor t ânc i a ,  espec ia lmente  p a r a  problemas em 

que o  número p é muito maior do que o  número m . Para  e s t e  

c a s o ,  teremos uma redução cons ide ráve l  nos c á l c u l o s ,  e além 

d i s s o ,  derivamos d e s t a  "base de t r a b a l h o " ,  todos os elementos 

n e c e s s á r i o s  p a r a  a  r e a l i z a ç ã o  de uma i t e r a ç ã o  do método do s i m  - 

p l e x ,  como po r  exemplo, os v a l o r e s  das v a r i á v e i s  b á s i c a s ;  os  

m u l t i p l i c a d o r e s  do s implex ;  a  . r ep re sen t ação  da coluna a  e n t r a r  

n a  base  em termos das colunas  b á s i c a s ,  e t c .  

In ic ia remos  a desc r i ção  do método de f in indo  o  s e -  

g u i n t e  con jun to ;  s e j a  S o  i -és imo conjunto  formado i pe los  

v e t o r e s  co luna ,  em que o  elemento u n i t á r i o  e s t á  n a  (m+i) - 6 s i -  

ma pos i ção .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  conjunto S1 é o  conjunto  

formado pe los  v e t o r e s  co luna ,  nos q u a i s  o  elemento u n i t á r i o  s e  

encon t r a  na (mtl)  -ésima pos i ção .  O conjunto  So é o  conjun- 

t o  c o n s t i t u i d o  p e l o s  v e t o r e s  coluna que possuem elementos nu- 

l o s  nas  (m+l) à (m+p) -ésirnas pos i ções .  

Os conjuntos  Si , i = 1 , ' .  . , p  , representam tam- 

bém as  v a r i á v e i s  a s soc i adas  à s  colunas  con t idas  n e l e s .  Além 

d i s s o ,  s e r á  n e c e s s á r i o  p a r a  o  nosso e s t u d o ,  r e p r e s e n t a r  a  j -  

ésima coluna do problema ( V . l . l )  - (V.1.2) p o r  ã j  , enquanto 

que a  j-ésima coluna omitindo as  p  ú l t imas  componentes por  

j  a . Assim, a  j-ésima coluna c a r a c t e r i z a d a  p o r  ã j  ou a  j  



p o s s u i ,  respect ivamente ,  (m+p) ou m componentes. Podemos r e  - 

l ac ioná - l a s  da segu in te  forma: 

Vamos supor agora,  que tenhamos pa ra  o s i ç  tema 

(V.1.1.) - (V.1.2),  uma base i n i c i a l  de dimensão (m+p)x(n;+p), 

dada por :  

-0 -J1 Além d i s s o ,  vamos supor também, que tenhamos sempre a = a . 
Assim, p a r a  o desenvolvimento da t é c n i c a  GUB, precisamos de 

dois  teoremas : 

Teorema (V. 1.1) : 

"Qualquer base v i á v e l  p a r a  o problema (V. 1.1) - 

(V.1.23, deve i n c l u i r  ao menos unia coluna de cada conjunto S i ,  

i = O + . , p  . t t  

Teorema (V. 1.2) : 

"O número de conjuntos contendo duas ou mais va- 

* i áve i s  b á s i c a s  é no máximo m - 1 . "  

Ver as demonstrações desses  teoremas em 1 1 e 1 1 .  



V. 2 .  Descrição do método : 

Vamos supor ,  que tenhamos i n i c i a l m e n t e ,  uma base 
- 

v i á v e l  B , p a r a  o  problema (V. 1 .1)  - [V. 1.2) , representada  

por :  

(V. 2.1) 

E s t a  base pode s e r  encontrada aplicando a  t é c n i c a  

do algori tmo do simplex,  e  além d i s s o  6 uma mat r iz  de ordem 

(m+p) x (m+p). Uma vez que cada conjunto Si , i = l , . . , p  , dg 
- 

ve t e r  ao menos uma coluna em B , podemos e sco lhe r  em cada 

conjunto Si , uma coluna b á s i c a  e  denominá-la "coluna pivÔ". 

A v a r i á v e l  assoc iada  a  e s t a  coluna s e r á  a  "va r i áve l  pivô". Pe - 

10 que f o i  d i t o ,  é óbvio que o conjunto So não possu i  ne- 

numa coluna pivÔ. Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  uma coluna ~ i v Ô  s e r á  

aquela  coluna que t i v e r  um elemento u n i t á r i o  em uma das P Ú 1  - 
k i  

timas p o s i ~ õ e s .  Se considerarmos a  coluna a  como sendo 

a coluna pivô do conjunto Si , i = i , .  . p , poderemos p a r t i  

c ionar  a  base B , dada em (V.2.11, da segu in te  maneira: 



A mat r iz  A é uma ma t r i z  c o n s t i t u í d a  p e l a s  p  
mxl? - 

colunas pivÔ de B ; a  mat r iz  I é uma ma t r i z  iden t idade  
PXP 

de ordem g . O s  m ve to res  da mat r iz  C são ou veto-  
Pxm 

res  nu los ,  representando as colunas pe r t encen tes  ao conjunto 
- 

So , ou ve to res  u n i t á r i o s ,  A (p+ t )  -ésima coluna de B per -  

tence ao conjunto Sr , i s t o  s i g n i f i c a  que o elemento u n i t á -  
t 

r i o  d e s t a  coluna é o seu  r -ésimo elemento. t 
k 
- i Agora, s e  cada uma das colunas piv6 a  , f o r  

s u b t r a í d a  de cada uma das ou t r a s  colunas bás i cas  em seu  con- 

junto Si , a  mat r iz  C f i c a r á  reduzida a  uma mat r iz  nu la .  
l?xm 

Desta forma, a  mat r iz  b á s i c a  torna-se  uma mat r iz  bloco 

t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  e  t e r á  a  segu in te  representação:  

Vamos supor agora ,  que a  ma t r i z  T , s e j a  a  ma- 
- 

t r i z  que mult ipl icando B à d i r e i t a ,  executa  e s t a  sub t ração ,  

de forma que teremos: 

É f á c i l  v e r i f i c a r ,  que a  mat r iz  T deverá  t e r  a  

s egu in te  configuração: 



Podemos d e s t a  forma, c a l c u l a r  o  determinante da mat r iz  T, i s  

detCT) = d e t ( 1  I ) = i ,  pxp mxm 

logo ,  a  mat r iz  T é uma ma t r i z  não-s ingular  , po i s  , seu  determi- 

nante  é d i f e r e n t e  de ze ro ,  e  além d i s s o ,  é uma mat r iz  quadra- 

da de ordem (m+p) x  (m+p) . 
Sabemos que: 

e n t ã o ,  s e  

XB = yB 

a  r e l ação  ( V . 2 . 5 )  f i c a r á :  

(V. 2.5) 

onde 

sendo b  um v e t o r  m-dimensional e  b , [m+p) -dimensional.  

Denominaremos o  s i s tema [V. 2.7) "s is tema t r a n s f o r  - 

mado", assim, poderemos reescrevê-lo de o u t r a  maneira,  i s t o  é:  



I 

B 
'mxp I mxm 

I 

[V.  2.8) 

Resolvendo o problema m a t r i c i a l  (V. 2.8)  , obtemos : 

Podemos a inda ,  co locá- lo  de uma forma mais conveni - 

e n t e :  

A i i + j  = i = l y . . . , p  , (V. 2.9) mxp YB + Bmxm YB 

j = l , . . . , m ,  

e 

I i 
pxp Y~ = a  i = 

$ l Y * * .  YP , (V. 2.10) 

onde a É um ve'tor coluna com p componentes i g u a i s  a um 

T 
( I ) ,  i s t o  6 ,  a = ( 1 .  1 . A s s i m ,  de (V.2.10) t i r amos :  



Como a mat r iz  A é formada p e l a s  colunas pivÔ 
m w  

ki i a , o produto m a t r i c i a l  Amxp yB da equação (V.2.9) f i c a r á :  

Assim, a r e l ação  (V.2.9) f i c a r á :  

Agora, s e  no s i s tema acima, transportamos todas 

as  colunas pivÔ pa ra  o lado do termo independente,  teremos: 

Definindo : 

e s u b s t i t u i n d o  (V. 2.13) em (V. 12.12) , obtemos: 

B p f j  = d , j = ~ , . . * , m  . mxm YB (V. 2.14) 

Podemos agora ,  i n t r o d u z i r  a segu in te  notação: s e  

ãj E Si , i s t o  é,  s e  O elemento u n i t á r i o  da coluna ãj é o 



seu  i-ésimo elemento, temos então:  

(V. 2.153 

sendo a  ki uma coluna pivô e  a j  uma ;aluna b á s i c a  mas não 

pivô.  Uma vez que a  mat r iz  Bmxm f o i  o b t i d a  da ma t r i z  

I3 sub t ra indo  a s  colunas p ivô ,  podemos d e f i n i r  a  mat r iz  mxm 

B p e l a s  suas  colunas ,  i s t o  é :  

B = { ~ j / a j  é uma coluna b á s i c a  mas náo é uma coluna ~ i v Ô }  

(V. 2.16) 

A mat r iz  B é uma matr iz  quadrada de ordem (mxm) 

e  s e r á  denominada "base de t rabalho".  

Das p Últimas equações de [V.1,2) ,  podemos ti- 

r a r  o  v a l o r  das v a r i á v e i s  pivô em função das v a r i á v e i s  não- 

p ivô ,  i s t o  é:  

(V, 2.17) 

Se subs t i tu i rmos  os va lo res  das v a r i s v e i s  pivÔ 

Xki , dadas em (V, 2.17) , nas m pr imei ras  equações de (V, 1.1) , 

produziremos um novo s i s t ema  denominado " s i ç  tema reduzido",  

que s e r á  representado por :  

A base de t r aba lho  B , é uma mat r iz  composta pe 



I a s  colunas  do s i s t ema  r eduz ido ,  d e s t a  forma, poderemos de- 

monstrar  o  s e g u i n t e  teorema: 

Teorema V. 2 . 1 :  

"A base  de t r a b a l h o  B , 6 uma base  do s i s t e m a  r e  - 
duzido,  d e f i n i d o  p o r :  

Ver demonstração em 1 6 ) .  

~ t é  o  momento, o  que fizemos f o i  a s s o c i a r  a  cada 
- 

base  v i á v e l  B do s i s t e m a  o r i g i n a l ,  um c o n ~ u n t s  de colunas  

giiv6 {a"'}, e  uma base  de t r a b a l h o  B de dimensão reduz ida .  

Agora, passaremos,  a  demonstração de que cada i t e r a ç ã o  do 

método do s implex ,  p a r a  o  problema o r i g i n a l  (V. 1 .1 )  - [V. 1 . 2 )  , 

s e r á  execu tada  usando quant idades  a s soc i adas  com a  b a s e  de 

t r a b a l h o  B . 

V. 3.  - Cálculo  dos m u l t i p l i c a d o r e s  do s implex 

Dada uma b a s e  v i á v e l  p a r a  o  problema [V.1.1) - 
( 1 . 2 )  , B . O m u l t i p l i c a d o r  p a r a  e s t a  b a s e ,  s e r á  formado 

po r  um v e t o r  l i n h a  c o n s t i t u i d o  de duas p a r t e s ,  i s t o  é ,  de 

um v e t o r  l i n h a  n  = 
111) 

, c u j a s  componentes e s t ã o  

assoc iadas  às m p r i m e i r a s  equações ,  e de um o u t r o  v e t o r  li 

nha u  = (u  1 7 * * "  up) , c u j a s  componentes e s t ã o  a s soc i adas  às  

p  ú l t imas  equações.  Assim, o  m u l t i p l i c a d o r  associado à ba- 

s e  B , s e r á  um v e t o r  l i n h a  ( r i u )  com (m+p) componentes, 



e  além d i s s o ,  s a t i s f a r á  a  s e g u i n t e  c o n d i ç ã o :  

(n : U) B = cB , (V. 3 .1)  

onde cB é um v e t o r  l i n h a  com (m+p) componentes ,  d e f i n i d o  

p o r :  

-j, -o 
p o i s ,  a  = a  , l o g o ,  

(V. 3 .2)  c  = ( O ,  o ,  e . . ,  o ,  1 )  B 

A s s i m ,  a  equação (V. 3 '1)  , f i c a r á :  

. 

(n',u) 3 = cB = (O, O , . ,  1 ) .  (V. 3.3) 

M u l t i p l i c a n d o  ambos os l a d o s  da  equação ( V . 3 . 3 ) ,  à d i r e i t a  

p o r  T , obtemos:  

( n : u )  B T = cg T = ( O , . . ,  1 )  T I 

l o g o  

( n : ~ )  3 T = ( 0 , .  . . , 1 )  , 

p o i s  , 

c  T = o , . .  , 1 ) T  = (O ,I) . 

(V. 3.4)  

Vimos n a  r e l a ç ã o  (V. 2.3) , que  o  p r o d u t o  m a t r i c i -  



- 
a1 B T pode s e r  e s c r i t o  numa forma pa r t i c ionada ,  i s t o  é :  

assim, a  re lação  (V. 3 . 4 )  f i c a r á :  

Resolvendo o produto m a t r i c i a l  dado acima, obtemos 

o  seguinte  s i s t ema ,  cu ja  s o l u ~ ã o  é faci lmente o b t i d a ,  uma vez 
- 

que B T é uma matr iz  bloco t r i a n g u l a r :  

i p componentes nulas  

(V.  3 . 6 )  

(V.  3 . 7 )  

m componentes 

A re lação  ('V. 3 . 6 )  , pode s e r  e s c r i t a  da seguin te  ma 

n e i r a :  

O U  a inda,  

O I i = I , * . .  ,p , (V. 3 . 8 )  

(V. 3 . 9 )  



Uma vez que a  base de t r aba lho  B , é não-s ingu la r ,  

podemos da r e l ação  (V.3.7) o b t e r  o  v a l o r  do v e t o r  l i n h a  .rr , 

i s t o  é :  

Tr B = ( 0 , , * * , 1 )  , 

por t an to :  

(V. 3.10) 

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  o v e t o r  é a  m-ésima l i n h a  

- 1 da i n v e r s a  da base de t r aba lho  B . Assim, obt ido  o  v e t s r  

.rr , calculamos o  v e t o r  u  a t r avés  da r e l ação  (V.3.9). 

V . 4 .  c á l cu lo  da coluna a  e n t r a r  na base 

Para  determinarmos a  coluna a  e n t r a r  na b a s e ,  deve - 

mos c a l c u l a r  os va lo res  z - c  pa ra  as colunas não-básicas  J j 
j 

a , i s t o  é: 

-- I Como (s :u) = cB B e  c = O , temos: 
j 

além d i s s o ,  sabemos que: 

IL i-és imo componente 



por t an to  : 

(V.  4 . 2 )  máx { z  - c . ) =  z - c  < O 
j J s S - 

en tão ,  a  solução encontrada é a  solução ótima. Caso cont rá -  

9 

r i o ,  i s t o  é,  s e  

(V.  4 . 3 )  

-S - 
então ,  a coluna a  e n t r a r á  na base B . Vamos supor e n t ã o ,  

que tenhamos: 

- 
i s t o  é, o elemento u n i t á r i o  da s-ésima coluna da ma t r i z  B , é  

-s o seu  o-ésimo elemento, assim, a  coluna a t e r á  o  segu in te  

aspecto : 

L --ésimo elemento 



-s Passemos agora,  ao cá l cu lo  da coluna a  em t e r -  
- -s 

mos da base B , i s t o  é ,  atualizemos a  coluna a , ou s e j a :  

âs = (3) -1 -s a  (V'4.4) 

Mult ipl icando ambos os lados da r e l ação  acima pos , obte-  

mos : 

p o r t a n t o ,  

(V. 4.5) 

Novamente, devemos f a z e r  uma mudança de v a r i á v e l  
- 

p a r a  r eduz i r  a  base B a  uma mat r iz  bloco t r i a n g u l a r  s u p e r i -  

o r .  Desta forma, s e  considerarmos: 

e  subs t i tu i rmos  e s t e  v a l o r  na r e l ação  (V. 4'5) , teremos : 

Uti l izando a  r e l ação  (V. 2 . 3 )  , podemos e sc reve r  a 

r e l ação  (V. 4.7) da segu in te  maneira:  



- - zs 
( V , 4 . 8 )  

o - é s i m o  e l e m e n t o  

z -S d a  c o l u n a  a  - p + m -  

R e s o l v e n d o  o  s i s t e m a  m a t r i c i a l  [V. 4 . 8 )  , o b t e m o s  : 

o - é s  imo 
e l e m e n t o  

d e  ãS 

D a  r e l a ç ã o  (V. 4 . 1 0 )  , t e m o s  : 

p o r t a n t o  o b t e m o s  : 

zS = O , 1 < i < p  - e i f a  , (V .4 .11)  
i 

Z: = 1  . [V. 4 . 1 2 )  

S u b s t i t u i n d o  (V. 4 . 1 1 )  e (V. 4 . 1 2 )  e m  (V. 4 . 9 )  , t e -  



remos : 

A 
mxp 

ou 

DS = 

a relação 

(V. 4.13) 

(V. 4.14) 

Definindo o  seguin te  ve to r :  

(V.4.14) f i c a r á :  

k 
B TJS = (as - a O) 

<1 

(V. 4.15) 

(V. 4.16) 



c u j a  solução s e r á :  

(V. 4.17) 

Da r e l açáo  (V. 4.16) , podemos ainda e sc reve r :  

onde ni i n d i c a  o  número da coluna correspondente à i -és ima 

coluna da base de t r a b a l h o ,  e  denominamos yi onúmero da 

coluna assoc iada  a v a r i á v e l  pivô.  

Da r e l ação  (V.4.171, observamos .que o  v e t o r  nS 
é simplesmente a  representação ,  em' termos da base  de t r a b a l h o  

k 
B , do v e t o r  (aS - a  *) , que e n t r a r á  na base  do s i s t ema  re -  

-1 
duzido. A s s i m ,  tendo a  i n v e r s a  d a b a s e  de t r aba lho  B , p g  

demos fac i lmente  c a l c u l a r  o  v e t o r  ns . 
Da re l ação  [V. 4.6) , temos: 

o 

G -ésima 
l i n h a  

(V. 4.19) 

- S  
Observamos de (IV. 4.19) , que o  elemento ai na- 

da mais 6 do que o produto e s c a l a r  da l i n h a  i da ma t r i z  T 

com o  v e t o r  zS . Além d i s s o ,  a  t-éçima coluna da mat r iz  



- C s e r á  c o n s t i t u í d a  do elemento -1 na  r -ésirna p o s i -  
Pxm t 

ção e  O nas o u t r a s ,  ou s e r á  t oda  n u l a  s e  r t  = O .  Pode- 

mos d i z e r  que o  r t-ésimo elemento é -1, p o i s ,  a coluna 

-4f t 
a  de 3 pe r t ence  ao conjunto Sr Assim, quando t o -  

t 
mamos o  produto e s c a l a r  da l i n h a  i da  mat r iz  - C  com 

Pxm 
nS , obtemos um produto d i f e r e n t e  de zero quando r t  = i . A 

p a r t i r  d a í ,  podemos d e f i n i r  os s e g u i n t e s  conjuntos  : 

-s Desta forma, os elementos ai s e r ã o  ob t idos  das s e g u i n t e s  r e  - 

l ações  : 

I - C D: , l < i < p  - - , i + a ,  
t ~ R ( i )  

- s  = a  (V. 4.20) i 
1 -  1 D: , i = o  . 

t ~ R ( i )  

Assim, s e  calcularmoç D' a t r a v é s  da r e l a ç ã o  
- S 

(V. 4.17) , f ac i lmen te  iremos o b t e r  os va lo re s  ai p e l a s  ex- 

p re s sões  (V.4.20) e  (V.4.21). 

Podemos a inda ,  r e p r e s e n t a r  a  coluna a t u a l i z a d a  

AS - - S  
a  , em termos da base  B , p e l o s  elementos ai da s e g u i n t e  

forma: 



V.5, Escolha da coluna a s a i r  da base 

Para calcularmoç a coluna que deverá s a i r  da 

base ,  devemos primeiramente, o b t e r  os va lores  p a r a  as v a r i á -  

ve i s  na base , Fi . Esses va lores  são obt idos ou a tua l i zan-  

do os va lores  da i t e r a ç ã o  a n t e r i o r ,  ou calculando-os de uma 

-S  maneira semelhante ao cá lculo  dos elementos a . i 

S e j a :  

onde : 

(V. 5.1) 

(V. 5.2) 

Como : 

temos, 

Em v i s t a  d i s t o ,  a coluna que de ixará  a base s e r á  

o b t i d a  da mesma maneira que no método simplex, i s t o  é ,  

onde Ei é o va lo r  a t u a l  da i-ésima v a r i á v e l  bás ica .  



Temos d o i s  casos a  cons iderar :  

-S ( i )  s e  todos os elementos a.  < O , o  problema (V. 1 . 1 . )  - 
1 - 

(V. 1 .2)  tem solução i l i m i t a d a ;  

( i i )  caso c o n t r á r i o ,  i s t o  6 ,  s e  e x i s t e  ao menos um elemento 
-j r 

A S  > O , e n t ã o ,  a  coluna r de , i s t o  é ,  a  , d e i  a i - 
- 

-J r xa rá  a  base.  Além d i s s o ,  vamos supor que a  E S p  , 
1 -Jr  a 

i s t o  é,  o  elemento u n i t á r i o  da coluna a  e  seu  

p-6símo elemento. 

Podemos a inda ,  r e p r e s e n t a r  os va lo res  das v a r i á  

-5 v e i s  bás i cas  em termos dos elementos ai , i s t o  é :  

- -S b.. = b - 9 ai , i = 
r i 1 ,  ... ,m+p ; i # r , (V. 5.5) 

(V. 5.6) 

V. 6 .  Atual ização da i n v e r s a  da base de t r aba lho  

Lembremos que ,  i n i c i a lmen te  tznhamos uma base 
- 
B de ordem (mxp) x  (ni+p) , da segu in te  forma: 

I mxm 



Nosso o b j e t i v o ,  é t r a b a l h a r  com uma mat r iz  de 

dimensão menor, assim, p a r a  r e d u z i r  a  dimensão da base , 

devemos p ~ ç m u l t i p l i c á - l a  por  uma mat r iz  T , c o n s t r u í d a ,  de 

t a l  forma que,  tenhamos sempre uma mat r iz  bloco t r i a n g u l a r  

s u p e r i o r ,  i s t o  é :  

A B 
mxp mxm 

Após determinarmos a  base  de t r aba lho  B de 

ordem mxm , passemos ao cá lcu lo  da coluna que e n t r a r á  na ba - 
- -S s e  B , a e SG , e f ina lmente ,  ao cá lcu lo  da coluna que s a i  - 

-j r 
r á  da base ,  i s t o  é ,  a E S . 

P 

Em v i s t a  d i s t o ,  temos que l e v a r  em consideração 

dois  casos:  

Caso 1 :  

- J  r "A - - coluna a  não é uma coluna pivõ"  
1 

-J r Neste caso ,  a  coluna que s a i r á  da base  a  , 

não é uma coluna p ivô ,  po r t an to  s e r á ,  uma das m Últimas co - 
- 

lunas  da base B . Vamos supor que e s t a  coluna s e j a  a  
-j r 

(p+i2)-ésima coluna de E . Se a  coluna a  f o r  s u b s t i t u i  - 
-S da p e l a  coluna a  , e s e  a  mat r iz  baç ica  f o r  transformada em 

uma mat r iz  bloco t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  da forma T , então 

haverá uma Única mudança na base de t r aba lho  B .  Em o u t r a s  
-j r 

p a l a v r a s ,  a  coluna de B correspondente à coluna a  , is- 
j r  k 

S k, t o  é;  a - a , 6 s u b s t i t u i d a  po r  a  - a . Assim, pa ra  



atual izarmos B m l  , devemos ad ic iona r  à i nve r sa  B - l  , a  colu - 

na p . 

e  executarmos um pivoteamento ao redor  do elemento pBvÔ i 2  

de Ds , ~ l é m  d i s s o ,  todas  as  o u t r a s  quantidades u t i l i z a d a s  

na  i t e r a ç ã o ,  também devem s e r  a tua l i zadaç .  Por exem- 
k i p l o ,  as  colunas a  , que aparecem n a  equação (V, 3 .9)  pa ra  

os mul t ip l i cadores  do simplex ui , e  os í n d i c e s  r t  que são 

usados pa ra  d e f i n i r  os conjuntos R ( i )  . A única mudança que 

haverá ,  é justamente,  em re l ação  ao í n d i c e  r que s e  torna-  
i 2  

r ã  o  , assim como, o  ve to r  coluna i2 de C , que s e  torna-  

r; o  o-ésimo v e t o r  u n i t á r i o .  

Caso 2 -- 
i 

-J  r "A coluna a  é uma coluna pivô" 
- - 

2 r 
Se a  coluna a  s a i r  da base ,  a  , f o r  uma coluna 

pivÔ, temos que l e v a r  em consideração dois  subcasos:  

Subcaso (a) : - -- 
-j r -S 

Vamos supor  agora,  que a s  colunas a  e  a pe- 

tençam a  conjuntos d i r e n t e s ,  i s t o  é .S # S ou p # o . Nes 
P 

t e  subcaso,  estamos subs t i tu indo  uma coluna pivÔ do conjunto 

-S 

S~ 
por  uma o u t r a  coluna a  , que não per tence  a  e l e .  Deve- 

mos encont ra r  uma nova coluna pivô p a r a  o  conjunto S , após 
P 

-j r 
a  coluna a  s a i r  da base ,  p o i s ,  p e l o  teorema (V.1.1) , o 

conjunto 
S P  

deve conter  ao menos uma v a r i á v e l  b á s i c a .  Assim, 
- 

ao menos uma das colunas da base B que não f o r  p i v ô ,  deverá 



p e r t e n c e r  ao conjunto S . Devemos e sco lhe r  qualquer  
P 

uma 

dessas  colunas por  exemplo, a coluna p + i2 . Denominemos 

-k e s t a  coluna por  a , onde k = p + i 2 E s t a  coluna s e  t o r -  
k - j r  - - p n a r á  pivÔ p e l a  t r o c a  de a = a . Ao real izarmos e s t a  mu- 

dança, iremos o b t e r  como re su l t ado  uma mat r iz  B na forma de 

bloco t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  desde que as  colunas da base de 
j i k 

t r aba lho  B , que têm a forma a - a c ji em S , s e  
P - 

jam mudadas da segu in te  maneira: 

Essas s u b s t i t u i ~ õ e s  podem s e r  r e a l i z a d a s ,  m u l t i p l i  
k 

- 
k cando a - a por  -1 e adicionando os r e su l t ados  a cada 

j i k P coluna a - a , j i  E S  i N a f o r m a m a t r i c i a l ,  temos: 
P 

onde,  

- 
T1 - 

(V.  6.4) 

(V. 6 . 5 )  

+ l i n h a  i2 

O s  elementos -1 aparecem nas colunas corresponden- 
e j i 

t e s  a a E S . Uma que os elementos 1 ,  na  p-ésima l i n h a  
P 

de C , também aparecem nessas  pos i ções ,  a l i n h a  i2 de T1 



é o  negat ivo  da l i n h a  p de C . A i n v e r s a  B - ~  6 então ,subs  - 

t i t u i d a  po r :  

13-I + ~ i l  B - 1 (V. 6.6) 

Uma vez executada as transformações coluna,  repre-  

sen tadas  por duas vezes T1 , retornamos a  mat r iz  original B . 

de forma que: 

A mudança de a  J r e  ak também induz o  v e t o r  

a  j r  k a  s e r  s u b s t i t u i d o  por  a  . Uma vez que e s t a  mudança f o r  

r e a l i z a d a ,  a  s i t u a ç ã o  transgorma-se numa s i t u a ç ã o  semelhante 

aquela  do caso 1 ,  p o r t a n t o ,  é s ó  a p l i c a r  o  procedimento usado 

no caso 1. 

Subcas o (b) : 

-j r 
Vamos supor  agora,  que as colunas a  -5 e  a  pey 

- tencem a  um mesmo conjunto ,  i s t o  é,  Sp - S o ,  ou p = o .  Agora, 
-j r 

a  coluna pivÔ a  pe r t encen te  ao conjunto S , s e r á  s u b s t i -  
P 

t u i d a  por  uma o u t r a  coluna também per tencente  a  e s s e  conjunto.  

Se exis tem colunas pe r t encen tes  ao conjunto Sp que não sejam 
-j , 

p i v ô ,  devemos t r a c a r  uma de la s  com a  coluna a , como desc r i -  

t o  no subcaso (a) e  e n t ã o ,  u t i l i z a r  as operações do caso 1.Se 

não e x i s t e  nenhuma coluna que s e j a  pivô pe r t encen te  ao conjun- 

-s -j * - 
t o  S p  , então a  coluna a s u b s t i t u i  a na base  B . A 



7 

nova base B , deve s e r  colocada na forma bloco t r i a n g u l a r  s u  - 
- 

p e r i o r ,  B T . Uma vez que a s  m ú l t imas  colunas de B não 

contêm nenhuma coluna em S , a  submatriz B, d e f i n i d a  eM 
P 

(V.2.3) ,  f i c a  i n a l t e r a d a ,  i s t o  é ,  a  base de t r aba lho  B , p e r  

s 
manece a  mesma, A ún ica  mudança é que a  coluna a  s u b s t i -  

J t u i  a  r na p a r t i ç ã o  s u p e r i o r  esquerda da mat r iz  . 
Realizando as  mudanças d e s c r i t a s  acima, quando 

p o s ç í v e l ,  çimplificamos consideravelmente e s t e  caso.  Quando 

a  mudança f o r  p o s s ~ v e l ,  vamos pa ra  o  caso a n t e r i o r ,  e  quando 

não f o r ,  a  base de t r aba lho  permanece i n a l t e r a d a .  

 pós a  a t u a l i z a ç ã o  da i n v e r s a  da base de t r aba -  

- 1 l h o ,  B , começamos uma nova i t e r a ç ã o .  O fluxograma do 

procedimento é d e s c r i t o  na  f i g .  (V.7.1). 



Entre com um conjunto de colunas pivõ, 

os valores das variáveis básicas para (P.1.1)- 

-(V. 1.21, e a inversa da base de trabalho 0-I 

Calcule os mult  iplicadores do simplex 
( f l j u ) ,  sendo TT a m-és ima linha de 

8-L e u dado por (Y .3 .1  

Calcule Zj -C j  e Zs - C, Termine: 

por ( r . 4 . i  1 e í H . 4 . 2  1 solução 

Ót ima 

as C S, ,en t ra  na base 
r i 

Termine : I ca icu ie  õ S . p o r í ~ . 4 . 5 )  e 
solucão I I por 4 9  (T.4.20) 1 

1 a j r  niio é pivõ 
. . 

üJr  é pivõ - 
caso 1 : pivoteie em 

DS a linha correspon- I =  I , I p r r  , 
t e  a D J ~  em B, e re-  I I Caso 2 - ( a )  : subs t i tua  
torne ao bloco@ 8-I por B - ~ ,  e v 6  pa- 

,r ('=r 

Caso 2 - ( b )  : subst i tua B-I 

por T, B-' quando possivel 

e vá  para o bloco@ . 
I I 1 caso cont rár io .  B" perma- 

I nece  ina l te rada  

F igura  ( Y . 7 . 1 )  



V. 8. ~ x e r c í c i o  Reso lv ido  

E s t e  problema f o i  t i r a d o  de 1 1 , 

Consideremos o s e g u i n t e  problema de programação 

l i n e a r :  

maximizar x 
7- o 

s u j e i t o  5 :  

x > O , j=1,2,3,4,5,6,7,8,9 . J - 

Do quadro  ac ima,  temos q u e :  



A l é m  d i s s o ,  o  problema tem Cm+p) = (3+5) = 8 e -  

quações ,  p o r t a n t o ,  a  ba se  i n i c i a l  s e r 5  formada po r  8 l i n h a s  

e  8 co lunas ,  e  poder5  s e r ,  po r  exemplo, c o n s t i t u í d a  p e l a s  s e  - 

-0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -8 g u i n t e s  co lunas :  a  , a  , a  , a  , a  , a  , a  e  a , l o g o ,  

-1 -4 -5 -6 Dentre e s s a s  co lunas ,  tomemos a  , a , a , a e  

-8 a  , como sendo as colunas p i v ô ,  ass im a b a s e  i n i c i a l  n a  f o r  

ma p a r t i c i o n a d a  s e r á :  

-1 -4 -5 -6 a a a a  

Da b a s e  B , observamos que:  



p o r t a n t o  temos : 

- 
Para  colocarmos a  ma t r i z  B na forma b loco  t r i a n  - 

-1 g u l a r  s u p e r i o r ,  devemos s u b t r a i r  a  coluna a  das colunas  

-2 -3 a e  a  . Para  rea l iza rmos  t a l  operação,  devemos m u l t i p l i c a r  

B à d i r e i t a ,  por  uma m a t r i z  T , dada p o r :  

- 
Assim, a  ma t r i z  B T f i c a r á :  

A base  de t r a b a l h o  B , é a  ma t r i z  que f i c a  n a  

p a r t i ç ã o  s u p e r i o r  d i r e i t a  de B T , i s t o  é :  



A i n v e r s a  da base de t r aba lho  B , s e r á :  

I t e r a ç ã o  1 I 
Cálculo dos mul t ip l i cadores  - dc s i n p l e x :  

Como vimos na expressão [V. 3 . lO) ,  o  v e t o r  T e a  
L 

m-ésima l i n h a  da i n v e r s a  da base de t r a b a l h o ,  Neste caso ,  e  

a t e r c e i r a  l i n h a  da i n v e r s a ,  i s t o  é :  

Pe la  expressão (V. 3.9) , podemos c a l c u l a r  os  mul t i  - 

p l i cadores  ui , i = l , - . * , P  , i s t o  é :  

-1 -4 -5 
Assim, teremos p a r a  as colunas pivÔ a , a , a , ã6 e  ã8: 



p o r t a n t o  : 

Calculemoç a g o r a ,  os  z - c a s s o c i a d o s  às c o l u  
j 1 - 

-7 -9 n a s  n ã o - b á s i c a s  a  e  a  . Assim, d a  r e l a ç ã o  (V .4 .1 ) ,  t e -  

mos: 

7 7 
7 z 7 - C  + U4 

, p o i s ,  a  E S 4  , 



z - C  = m a  9 9 
9 9 + U5 , p o i s  a E S ~  , 

Assim, 

z - c  = min{z - c . )  = min{-3 , -1)  = - 3  , s s j J 

p o r t a n t o  : 

-7 Como z 7  - c  < O , a  c o l u n a  a e n t r a r á  na  ba-  7 
- -7 

s e  B , e  além d i s s o ,  temos que a  E S 4 .  

Cá lcu lo  da  c o l u n a  â7 :  

Da r e l a ç ã o  (V.  4 .17)  , temos:  

-6 
p o i s ,  a E S 4  , l o g o :  

1 / 4  -1/4 -1/4 

o o 1 

1 / 2  1 / 2  112. 



Temos a i n d a :  O = 4 ; p = 5 ; r1 = r2 = 1 , l o g o :  

R ( l )  = { t / t  = l , . .  ,m , rt  = l l  , 

R ( l )  = { 1 , 2 1  . 

Aplicando a s  r e l a ç õ e s  (V. 4 .19)  e  (V. 4.20) , temos:  

p o r t a n t o  : 



- 7 A repreçentaç50 da coluna a  em termos da base  
- 
B , poderá também s e r  ca l cu lada  da segu in te  maneira: 

cá lcu lo  da v a r i á v e l  a s a i r  da base :  --- - .  

Em pr imei ro  l u g a r ,  vamos c a l c u l a r  os va lo res  das 

v a r i á v e i s ,  i s t o  é: 



I s t o  s i g n i f i c a  que: 

- 7 - 7 como a = 1 / 2  , a4 1 
= 1 e E1= 1 / 2  , L4 = 1 , temos: 

Por tanto ,  a pr imaira  ou q u a r t a  coluna pivÔ de 73 , deverá 

s a i r  da base. A pr imeira  ou a q u a r t a  coluna de B são,  r e s -  



-1 -6 -6 pectivamente,  a  ou a  , assim escolheremos a  E S4 p a r a  

s a i r  da b a s e ,  i s t o  porque a  base  de t raba lho  B , permanece- 

r á  i n a l t e r a d a  na próxima i t e r a ç ã o .  

A nova b a s e ,  s e r á  en tão ,  formada s u b s t i t u i n d o  a  

-6 -7 coluna a  p e l a  coluna a  , sendo que a  base de t r aba lho  

B , permanece a  mesma, Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  teremos: 

Atualização da i n v e r s a  da base  de t r aba lho :  - 
-6 Como a  coluna que s a i u  da base a é pivÔ, e  a  

- 'I coluna que en t rou  na base a  pertencem ao mesmo conjunto,  

i s t o  é:  

en tão ,  a  base de t r aba lho  B , permanece i n a l t e r a d a .  

Mul t ip l icador  do simplex: 

-1 Como B permanece a  mesma, a  sua  i n v e r s a  B , 

também, i s t o  é :  



assim, o v e t o r  n continua sendo a t e r c e i r a  l i n h a  de B-I : 

Aplicando a expressão (V. 3 .9 )  

temos : 

Calculemos agora,  os z - c .  associados às c s l u  
j J - 

-6 -9 
nas n ã ~ - b á s i c a s  a e a , i s t o  é: 



p o r t a n t o :  

= n a  6  6 
'6 - '6 + u4 , p o i s ,  a  E S4 , 

'6 - '6 = 1 1 / 2  1 / 2  1 / 2 )  [ a ]  + ( - 3 2  = 2 2 ) - 3 1 2  = 612 = 3 ,  

9  9  
9  Z 9 - C  + 

, p o i s ,  a E S5 , 

-9 
Uma vez  q u e ,  zg - cg < O , e n t ã o ,  a  E S 5  , en- 

t r a r á  n a  b a s e .  

- 9  
~ á l c u l o  de a :  

 través da equação (V. 4.17) , temos : 

-8 p o i s ,  a  E S5  , p o r t a n t o :  



Calculemos agora, os valores das va r iáve í s  b á s i  



8 = min - 

Calculemos agora,  a  coluna que de ixará  a base: 

o 
= min (- - 

5 

-1 assim,  a E S1 , deixará  a  base.  



Atual izacão de B - l :  

-1 - Uma vez que a  coluna saindo da base a  e  uma 

-1 -9 coluna pivÔ, e  como as colunas a  E S1 e  a  E S5 , per t en -  

cem a  conjuntos d i f e r e n t e s ,  i s t o  é, S1 # S5 , e n t ã o ,  p r e c i s a  - 
- 

mos t r o c a r  uma das 3 Últimas colunas de B que pe r t ence  a 

-1 -1 
S1 ' juntamente com a  . Neste caso ,  a  coluna a pode s e r  

-2 -3 -2 -3 s u b s t i t u í d a  p e l a s  colunas a  ou a  , p o i s ,  a , a  E S1 . 
-L Vamos escolher  a r b i t r a r i a m e n t e ,  a  coluna a  . Assim, t í n h a -  

mos a  base de t r aba lho :  

que s e  t ransformará em: 

Para  real izarmos e s t a  transformação , devemos mul - 
2 1 

t i p l i c a r  a  - a  por  -1 ., e  adicionarmos o  r e s u l t a d o  em 

3 
a  - a' , em o u t r a s  p a l a v r a s ,  devemos m u l t i p l i c a r  a  base  de 

t r aba lho  B , à d i r e i t a  por  T, , onde T, é dada por :  

- 
T1 - 

Então,  

po r t an to  : 



Após real izarmos a  t r o c a  das r e s p e c t i v a s  colu- 

n a s ,  obtemos a  segu in te  mat r iz  b á s i c a :  

Agora, devemos r e a l i z a r  a  s u b s t i t u i ç ã o  da colu- 

-1 -9 na  a  que s a i u  da base ,  p e l a  coluna a  que deverá e n t r a r  

9 8  
na  base.  Assim, devemos a t u a l i z a r  a  coluna a  - a  , p o i s ,  

8  9 9 1 a  , a E S5 . A coluna a  - a8 s u b s t i t u i  a coluna a  na  
@ 

base de t r aba lho  É . O novo v e t o r  a t u a l i z a d o ,  s e r á  dado 

9 8 
po r :  ( ~ 1 - l  ( a  - a  ) ,  i s t o  é:  

-1 9 8 (B) (a -a ) = 



Pivoteamento e s t e  ve to r  na pr imeira  l i n h a ,  i s -  

t o  é, ao redor do elemento 5 ,  obtemos uma nova inver sa  da b ã  - 

s e .  

A nova matr iz  bás ica  s e r á :  

Passemos agora,  ao cá lculo  dos novos va lo res  

das va r i áve i s  b á s i c a s ,  i s t o  é :  



C á l c u l o  dos mul t i . p l i cadores  - do s i m p l e x :  

O novo v e t o r  n é a  t e r c e i r a  l i n h a  d a  nova i n  
7 

v e r s a  da  b a s e  de t r a b a l h o ,  ( % ) - I  : 

Calculemos a g o r a ,  o s  m u l t i p l i c a d o r e s  u , da- i 

dos p o r :  

p o r t a n t o :  



Cálcu lo  dos z .  - c -- j 

Passemos a g o r a ,  ao c á l c u l o  dos z - c a s s o -  
j j 

-1 -6 c i a d o s  às c o l u n a s  n ã o - b á s i c a s ,  a  e  a  : 

Uma vez  t o d o s  o s  z - c > O 
j j - 

da  6 Ótima,  i s t o  é: 

, a s o l u ç ã o  o b t i  - 



V. 9 .  - ~ é t o d o  de Decomposição : 

Veremos ago ra ,  uma ex tensão  do a lgor i tmo de decom - 

pos i ção  p a r a  problemas do t i p o  GUB (General ized U P P ~ ~  

Bounding) . 

V. 1 0 ,  Formulação - matemática do problema: 

Escreveremos o problema do t i p o  GUB de uma manei- 

r a  mais convenien te ,  i s t o  é,  consideremos o s e g u i n t e  problema 

l i n e a r :  

n 
minimizar z = cx = 1 

j =i X j  
s u j e i t o  à: 

[V. 10.2)  

[V. 10.3)  

(V. 10.4) 

onde a m a t r i z  A é uma ma t r i z  com m l i n h a s  e n co lunas ,  cu- 
A 

jos  elementos s e r ã o  r ep re sen t ados  p o r  a .  . . O v e t o r  c e 
1 7  

um v e t o r  l i n h a  n-dimensional ;  x um v e t o r  coluna n-dimençio- 

n a l ;  b um v e t o r  coluna m-dimensional,  

Representaremos os T.ndices das v a r i á v e i s  a t r a v é s  

do s e g u i n t e  conjunto:  



E s t e  con jun to ,  pode s e r  p a r t i c i o n a d o  em P sub- 

conjuntos  d i s j u n t o s  , i s t o  é :  

Em o u t r a s  p a l a v r a s :  

Vejamos ago ra ,  algumas d e f i n i ç õ e s  : 

Def in icão  V. 1 0 . 1  : 

"Qualquer v e t o r  x E I$? que s a t i s f a ~ a  (V. 10.3) 

e  (V.10.4),  s e r á  uma - so lução  - do problema ( V . 0 . 1 )  - (V.10.4)". 

Def in ição  V . 1 0 . 2 :  

"Qualquer so lução  do problema que s a t i s f a c a  (V. 10. 

Z), s e r á  cons iderada  uma v soluqão -. -- v i á v e l  - - do problema o r i g i n a l " .  



V. 11. Problema re laxado : 

A d i f i c u l d a d e  do problema (V. 10.1) - (V. 10.4) , s e  

resume somente na r e s t r i ç ã o  (V. 10 ,2)  , ass im,  omitindo t a l  r e s  - 

t r i ç ã o ,  podemos decompor t a l  prob'lema em P subproblemas i n -  

dependentes ,  tendo o  s e g u i n t e  aspec to  : 

n 
minimizar z = c j  x j  

j =i 
s u j e i t o  à: 

(V. 11.1) 

> o Xj - , j = l ,  . . . ,  n .  (V. 11.3) 

A so lução  Ótima do problema a u x i l i a r  (V. 11.1) - 

(V. 11.3) , s e r á  o b t i d a ,  tomando p a r a  cada sub-conjunto J , 
P 

g = 1,.  . . , P  , um í n d i c e  jo t a1  que : 

Atribuimos à v a r i á v e l  x o  v a l o r  l ( x j  =1) , e  
jo  o 

o  v a l o r  O(zero) p a r a  todas  as  o u t r a s  v a r i á v e i s  de cada sub- 

conjunto J . 
P 

A so lução  o b t i d a  s e r á  sempre i n t e i r a  e  s a t i s f a r á  

as  r e s t r i ç õ e s  (V. 10.3) - (V.  10.4) do problema o r i g i n a l .  



V. 1 2 .  Nova formulação do problema: 

As r e s t r i ç õ e s  (V.10.3) e  [V. 1 0  '4) do problema i- 

n i c i a l  d e f i n e m u m p o l i e d r o  convexo. S e j a  X o  conjunto de 

seus  pontos  extremos,  de forma que podemos d e f i n i - l o  da s e -  

gu in t e  maneira:  

Podemos, em v i s t a  d i s t o ,  r e e s c r e v e r  o  problema 

(V.  10.1) - (V. 10.4) : 

minimizar z = cx 

L 

s u j e i t o  a :  

X E X  . 
(V. 12.2)  

(V. 12.3)  

Resolveremos o  problema (V. 12.1) - [V. 12.3) , u t i  - 

l i z ando  dual idade em programação i n t e i r , a  (0-1) . Es te  p r o b l e  - 

ma s e r á  denominado problema prima1 , onde c  é um v e t o r  li- 

nha n-dimensional ;  x  um v e t o r  coluna n-dimensional;  b um 

v e t o r  coluna m-dimensional; A uma ma t r i z  com m l i n h a s  e  n  

colunas e  X o  conjunto representando a s  e s t r u t u r a s  e s p e c i -  

a i s .  

Podemos f ac i lmen te  v e r i f i c a r  que o  conjunto p o l i  - 

é d r i c o  X é fechado e  l imi t ado  em & , l ogo ,  é um conjunto 

compacto. Assim, qua lquer  ponto de X pode s e r  e s c r i t o  co- 

mo uma combinação convexa de seus  pontos  extremos,  i s t o  é :  



(V.  12.4) 

(V.  12.5) 

onde os x j  são os v é r t i c e s  de X e  h as  v a r i á v e i s  pr imais .  
j  

Subs t i tu indo  (V.12.4), (V.12.5) e  (V.12 '6) no pro - 
blema (V.12.1) - (V.12.3),  obtemos umproblema cuja  s o l u ~ ã o  

já f o i  apresentada nos c a p í t u l o s  I1 e  111. Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  

obtemos um problema def in ido  da segu in te  maneira: 

minimizar v  = (cx j )  x 
j  =i j s u j e i t o  à: 

(V. 12.7) 

(V. 12.8) 

(V.  12.9) 

(V. 12.10) 

onde X são as v a r i á v e i s  pr imais  e  x j  , j = 1, .  . . , p  , 
j 

0s 

pontos extremos do conjunto X , sendo p = 2" . 
Es te  problema s e r á  r e so lv ido  aplicando o  método de 

Dantzig e  Wolfe, sendo que,  a  ún ica  d i f e rença  e s t á  na escolha  

das v a r i a v e i s  da solução ótima do problema a u x i l i a r ,  que neç- 

t e  caso,  assumirão os va lo res  O ou 1, sendo ob t idas  a t r a v é s  da 

expressão (V. 11 .4 ) .  



O método exposto  nas seções a n t e r i o r e s ,  poder; 

ser f ac i lmen te  en tendido ,  no caso em que tenhamos um problema 

de programação l i n e a r  da s e g u i n t e  forma: 

minimizar z = -3x1 + 2x2 - 4x3 + x4 + 5x5 - x6 

s u j e i t o  5: 
X1 

+ 2x2 - X 3  + 3x4 + X - 5 
< 2 X6 - 

-X1 + x2 - 4x3 - 5x4 + 2x5 + 2x6 - < 4 

2x1 - 3x2 
+ X3 + X4 - 3X5 + X6 < 

X1 + X2 = 1 

X3 + X4 
= 1 

X5 + X6 = 1  

> O , j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  . xi  - 

Sejam: 

Podemos ass im,  r ee sc reve r  o problema a n t e r i o r , d e  

uma maneira mais convenien te ,  i s t o  6 :  



minimizar - z = c . x  
j  =S. J j 

onde : 

J = J1 U J2 UJ3 

S e j a  o  segu in te  conjunto:  

Desta forma, o  problema prima1 f i c a r á :  

6 
minimizar z = 1 

j  =i 
s u j e i t o  5: 

A x c b  
C 

X E X  . 

Expl i c i  tando : 



minimizar z = -3x 
P 1 + 2x2 - 4x3 + X + 5x - 4 5 X6 

s u j e i t o  à: 

-X1 + X2 - 4x3 - 5x4 + 2x5 + 2x6 - < 4 

2x1 - 3x2 + x +  x - 3 x 5  3  4 + x  < 3  6  - 

X E X .  

Como o  conjunto  X é um conjunto  compacto, pode- 

mos e s c r e v e r  qua lquer  ponto  p e r t e n c e n t e  a  e l e ,  como uma combi- 

nação convexa de seus  pontos  extremos,  i s t o  é :  

onde x j  , j  = 1 . . , , são os  v é r t i c e s  de X . 
Subs t i t u indo  e s t a  expressão  de x  , no problema an 

t e r i o r ,  obtemos : 

minimizar v  = 1 [ ( - 3  2 -4 1 5  - 1 ) ~ j I . i ~  
j =i 

s u j e i t o  5: 



Acrescentando as v a r i á v e i s  de f o l g a  sl > o  , 

> O , onde s = ( s1 , s2 , , s3IT , O problema 9 2 . O  9 s 3 -  acima 

f i c a r á :  

minimizar -- v  = f [(-3 2 - 4  1 5 - l )x j ]h  
j =i j 

s u j e i t o  à :  

Como não conhecemos "a p r i o r i "  uma solução bás i ca  

v i á v e l ,  u t i l i za remos  o  método do simplex sob forma r e v i s a d a , i -  

n ic iando com uma solução b á s i c a  a r t i f i c i a l  e  u t i l i z a n d o  o  méto 

do duas f a s e s .  

Acrescentaremos à r e s t r i ç á o  de convexidade X .= l ,  
j =i J 

a  v a r i á v e l  a r t i f i c i a l  A a  , ou s e j a :  



A p r i m e i r a  f a s e  do método, c o n s i s t e  em min imlza r  

a  função o b j e t i v o  a r t i f i c i a l ,  i s t o  6 :  

1: Fase 

Do problema ac ima ,  t i r a m o s  : 

p o r t a n t o  : 



Podemos d e s t a  forma,  c o n s t r u i r  o  s e g u i n t e  quadro :  

E x p l i c i t a n d o  : 



Passemos agora,  a  resolução do problema a u x i l i a r :  

Problema A u x i l i a r :  

minimizar (u u  ) L A f J  - cx j  1' o  - 
s u j e i t o  a :  

X E X .  

Do quadro (Q.V.  13.1) , tiramos os segu in te s  r e s u l -  

tados : 

por t an to  : 

maximizar ( O  O O 1) - 
s u j e i t o  à: 



maximi z a-r 1 

s u j e i t o  à: 
X + X  1 2 

Qualquer v é r t i c e  de X s a t i s f a z  a  e s s e  problema 

a u x i l i a r ,  p o i s  a  funçzo o b j e t i v o  independe de x  , i s t o  é,  a  

f u n ~ ã o  o b j e t i v o  é uma c o n s t a n t e ,  Tomemos e n t ã o ,  como so lução  

os s e g u i n t e s  v a l o r e s  das v a r i á v e i s :  

Assim, é uma so lução  do problema a u x i l i a r ,  e  

além d i s s o ,  a  v a r i g v e l  prima1 X1 e s t a r á  a s soc i ada  a  e s t a  s o  - 

lução  

1 
Passemos agora ,  ao c á l c u l o  do v e t o r  X a s s o c i a -  

do à v a r i á v e l  X1, que deverá  provavelmente e n t r a r  na  base :  

onde : 



p o r t a n t o ,  

Adicionando o v e t o r  gerado h' , ao quadro (Q.V. 

1 3 . 1 ) ,  temos: 

 pós o pivoteamento 

(Q.V. 13.2) 

, eliminamos a l i n h a  que con- 

1 tem 5 , a coluna gerada X e  introduzimos a l i n h a  que con- 

tem v , obtendo ass im,  o quadro i n i c i a l  (Q.V.13.3): 

Do quadro (Q. V. l 3 , 3 )  , temos : 

(Q.V. 13.3) 



Problema a u x i l i a r :  

m a x i ~ i  z a r  (ul ,u0) [Ar] - cx 
- 

s u j e i t o  a :  
X E X  . 

maximizar (O O O 0 )  x 1 +2x2- x  3  +3x 4 + x  5- x6 
s u j e i t o  à: 

X E X ,  

maximizar - 3x1 - 2x2 + 4x3 - x4 - 5x5 + x6 

s u j e i t o  5 :  
X1 + X = 1 2 .  

X3 + X4 = 1 

x5 + X6 = 1 

> O , j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  . Xj - 

De acordo com a  r e g r a  de e sco lha  do í n d i c e  j o  , 
v i s t a  an t e r io rmen te ,  temos p a r a  cada subconjunto  J : 

P 

c  = máx ' { c . )  . 
j  0 
- J 

j  EJ 
P 

Assim, p a r a  o  problema a u x i l i a r ,  temos: 



por t an to  : 
I 

c = máx 
jo - 

c } = máx ( 4 ,  
Ic37 4 

po r t an to  : 

por t an to  : 

Desta forma, a  solução ótima do problema a u x l l l -  

a r ,  s e r á :  

A 

Cklcularemos agora ,  z 2  - c2 , i s t o  6 :  



A 

Como z 2  - c 2  é p o s i t i v o ,  devemos g e r a r  o  v e t o r  

, associado à v a r i á v e l  que e n t r a r á  na  base  h 2  : 

onde : 

p o r t a n t o  : 

Int roduzindo o  v e t o r  coluna no quadro (Q.V. 

13.3) , obtemos: 

~ p Ó s  o  pivoteamento,  temos : 



Do quadro  (Q.V.13.5) , t i r a m o s :  

Problema a u x i l i a r :  

x1+2x2- x3+3x4+ x5- x;] x2 
maximizar (O O -2 0) -x 1 2 3 4 5  + x -4x -5x +2x +2x6 -(-3 2 -4 1 5 1 )  x 

3 

suje i to  2: 2x 3x + x +x4-3x + x 1- 2 3 5 X4 
1 X5 

x6 

X E X  

maximizar -2 (2x1-3x +x +x 3x +x ) - (- 3x +2x2-4x +x +5x5-x6) 
2 3 4 - 5 6  1 3 4 

su je i to  à: x E X . 



maximizar - -x + 4x2 + 2x3 - 3x4 + x - x6 1 5 

s u j e i t o  2 :  
X1 + X2 

= 1 

X3 + X4 = 1 

X5 + X6 = 1 

> O , j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  . Xj - 

Passemos agora,  a  resolução do problema acima; 

c  = máx {c1,c21 = máx I -1 ,41  = 4 , 
jo - -- 

p o r t a n t o ,  

por t an to  : 

J3  = {5,61 

c  = m&{c5,c6}= máx 11,-11 = 1 , 
jo -- v 

por tan to  : 



Assim, a  solução ótima do problema a u x i l i a r ,  s e -  

rá: 

A 

Calculemos z 3  - c 3 .  

A 

Como z 3  - c3  é p o s i t i v o ,  devemos g e r a r  o ve- 

t o r  coluna X~ associado à v a r i á v e l  h 3  , que deverá e n t r a r  

na base:  

onde : 



p o r t a n t o :  

I n t r o d u z i n d o  o  v e t o r  ge rado  h 3  no quadro  (Q.V. 

13 .5)  , obtemos: 

Após o  p i v o t e a m e n t o ,  obtemos o  s e g u i n t e  

(Q.V.13.6) 

quadro .  



Do quadro (Q  .V. 13.7) , tiramos : 

Problema auxiliar: 
- - 

maximizar (O O -1119 -2819) 

sujeito à: 

- maximi.zar - -11/9(2x1-3~2+~3+~4-3~5+x~-28/9-(-3x1+2x2-4x 3 +x 4 +5x5-x6) 

sujeito à: E , 

maximizar 519 xl + 1519 x2 + 2519 x3 - 2019 x4 - 1219 x5 - 219 x6 - 2819 --- 

sujeito à: 
X1 + X2 

= 1 

X3 
+ 

X4 
= 1 

X5 + 

x > O , j = 1,2,3,4,5,6 . 
j - 

Passemos agora, ao cálculo da solu~ão ótima do pro - 

blema auxiliar: 

J1 = {1,21 -+ cjo = máx - {c1,c21 = - máx {5/9,15/91 = 15j9 , 



p o r t a n t o :  

J2 = { 3 , 4 }  -+ c j o  = & 1 c 3 , c 4 }  = -- máx 12519, -20191 = 2519 , 

p o r t a n t o :  

p o r t a n t o :  

A s s i m ,  a  s o l u ç ã o  ó t ima  d e s t e  problema a u x i l i a r ,  se  

r á :  

T I x4 = (O, 1 ,  1 ,  o ,  o ,  1 )  , 

A 

Calculemos a g o r a ,  z4  - c4  : 



A 

Como z 4  - c 4  é p o s i t i v o ,  devemos g e r a r  c o l u n a  

i4 , a s s o c i a d o  à v a r i á v e l  h 4  que e n t r a r á  na  b a s e :  

onde : 

p o r t a n t o  : 

I n t r o d u z i n d o  o v e t o r  c o l u n a  h 4  no quadro  (4. I V .  

13.  7 ) ,  temos:  

(Q.V. 13 .8)  

Após o  p i v o t e a m e n t o ,  temos : 



[Q.V.  13 .9)  

Do quadro  [Q.V.13.9) ,  temos: 

Problema - a u x i l i a r :  

s u j e i t o  à: 
X E X  

su je i to  à: 



suje i to  à: 
X E X .  

s u j e i t o  à: 
X1 + X 2 

Passemos a g o r a ,  ao c á l c u l o  d a  s o l u ç ã o  ó t i m a  do 

problema a u x i l i a r :  

p o r t a n t o  : 

Nes te  c a s o  temos duas p o s s i b i l i d a d e s :  

p o r t a n t o  : 



J5 = 15,6} + c = máx I c s 3 c 6 1  = máx 1-2,0} = O , j0 - - 

por t an to  : 

Assim, teremos 

a u x i l i a r ,  i s t o  é: 

duas soluções  ótimas proble-  

Observamos que: 

* A 

Calculemos agora,  z5  - c 5 e  z6 - c6 : 



A A 

Como z5 - c  = O e  5 '6 h '6 = O , temos duas  s o -  

-5 - 6  l u ç õ e s  Ótimas:  x  e  x  , i s t o  é :  

A s o l u ç ã o  Ótima do problema o r i g i n a l  s e r á  uma com- 
-2 -4 

b i n a ç á o  convexa dos p o n t o s  ext remos  x  e  x  , i s t o  6 :  

* -2 * -4 
X* = A2 x + A4 x > 

e  

h; + Aq* = 1 , 

onde 

hZ* = 4/5 , 

e 

h; = 1/5 7 

p o r t a n t o  : 



dando I z *  = - 7 .  



UM MODELO DE PROGRAMAÇAO LINEAR PARA O 

PLANEJAMENTO DINÂMICO DE PLANTIOS 

V I .  1. Introdução 

A i nc lusão  d e s t e  c a p í t u l o  n e s t e  t r a b a l h o ,  s e  f e z  

n e c e s s á r i o  p a r a  a p r e s e n t a r  o  problema p r á t i c o  que deu origem 

a  t e o r i a  desenvolvida no c a p í t u l o  11. 

O problema l i n e a r  de ordenação (P.L.O.) , s u r g i u  ao 
A 

s e  f a z e r  um es tudo  sobre  s u b s t i t u i ç ã o  de c u l t u r a s ,  i s t o  e ,  

dada uma á r e a  ocupada com d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  de d i f e r e n t e s  

i d a d e s ,  de se j  amos p l a n t a r  n e s t a  á r e a  o u t r a s  c u l t u r a s ,  A s s i m ,  

nosso o b j e t i v o  s e r á  e r r a d i c a r  as  c u l t u r a s  e x i s t e n t e s  p a r a  

podermos p l a n t a r  em seus  l u g a r e s ,  as  novas c u l t u r a s .  Em v i s -  

t a  d i s t o ,  descreveremos n e s t e  c a p í t u l o ,  uma ap l i cação  da g r o -  

gramação l i n e a r  no planejamento p a r a  N anos de p l a n t i o s  de . 

d i f e r e n t e s  c u l t u r a s .  

O s  p r i n c i p a i s  f a t o r e s  que provocam s u b s t i t u i ç ã o  de 

c u l t u r a s ,  básicamente s ão :  

a) c a r a c t e r í s t i c a s  b i o l ó g i c a s  das c u l t u r a s  ; 

b) condições f í s i c a s  de p l a n t i o  da r e g i ã o ,  que devem s e r  ade- 

quadas as  c u l t u r a s  ; 

c) condições de demanda, e  p o r t a n t o ,  do preço  d e s t e s  b e n s ,  t a n -  

t o  no mercado n a c i o n a l ,  quanto no i n t e r n a c i o n a l ;  

d) e  p r inc ipa lmente  ,das condições de c r é d i t o  amarradas a  d e t e r  - 
minados p rodu tos ,  que geralmente s ão  os e x p o r t á v e i s ,  p o i s ,  



aumentam a d i v i s a  do governo, 

Pa ra  a  implementação des t e  modelo de programação 

l i n e a r ,  consideramos importantes  as segu in te s  h ipó teses  : 

( i )  e s t a b e l e c e r  o  i n í c i o  e  o  f i n a l  de cada ano, r e s p e c t i v a -  

mente, como as épocas de p l a n t i o  e  de cômputo da r e c e i -  

t a  l í q u i d a  t o t a l ;  

( i i )  cons iderar  perenes as  d i f e r e n t e s  c u l t u r a s ;  

( i i i )  f i x a r  var iações  mensais p a r a  a  mão-de-obra. 

Es t a s  considerações são v á l i d a s ,  v i s t o  e s t e  mode- 

l o ,  s e r  a inda ,  to ta lmente  t e ó r i c o  e  só poderemos a l t e r á - l a s  s e  

encontrarmos dados numéricos, que representem quant i ta t ivamen - 

t e  o  problema em questão.  

Algumas dessas  cons iderações  fogem totalmente  a  

r e a l i d a d e ,  como por  exemplo, na  h i p ó t e s e  (i) estabelecemos o 

i n í c i o  de cada ano como a época do p l a n t i o .  I s t o  não ocor re  

na p r á t i c a ,  p o i s ,  o  p l a n t i o  é c a r a c t e r í s t i c a  de cada c u l t u r a ,  

podendo o c o r r e r  em qualquer época do ano. 

É importante também fr izarmos que c u l t u r a s  pere-  

nes são aquelas  que exigem invest imentos  nos pr imeiros  anos,  

mas têm a l t o s  re tornos  por  h e c t a r e ,  a p a r t i r  do segundo O U  

t e r c e i r o  ano de p l a n t i o .  

a 

Outra observação que devemos r e s s a l t a r ,  e  quanto 

as  var iações  mensais pa ra  a  mão-de-obra, po i s  i s t o  nos permi- 

t e  uma representação  melhor das d i f e r e n t e s  in t ens idades  do 

uso d e s t e  r ecu r so ,  ao longo dos meses do ano, pa ra  as  d ive r -  

s a s  c u l t u r a s .  I s t o  é muito impor tan te ,  po i s  o  modelo computa 

c e r t a s  épocas em que a  mão-de-obra s e  t o r n a  mais onerosa,  e s -  



pecia lmente  quando a demanda é muito grande.  

A l é m  d i s s o ,  ex i s tem dados que modelo u t i l i z a ,  ti- 

po r e f e r e n t e  às r e s t r i ç õ e s  anuais  de mão-de-obra, de c r é d i t o ,  

e t c ,  as  qua i s  s ão  e s t i m a t i v a s  de p ro j eções .  Em o u t r a s  p a l a -  

v r a s ,  n e s t e  ponto o modelo s o f r e  uma margem de e r r o  maior,uma 

vez que e s t e s  dados s ão  b a s t a n t e  c o n j u n t u r a i s ,  podendo v a r i a r  

fac i lmente  f o r a  das t endênc ias  e spe radas ,  devido às o u t r a s  va  - 

r i á v e i s  , dos q u a i s ,  po r  s u a  v e z ,  e l e s  dependem. 

O o b j e t i v o  da programação do c u l t i v o ,  é determi-  

n a r  as  quant idades  que s e  devem p l a n t a r  e d e s a t i v a r ,  de cada 

c u l t u r a  em cada ano,  duran te  N anos,  de t a l  maneira que o 

v a l o r  a t u a l  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l ,  ao longo do .hor izonte  

de planejamento,  s e j a  máximo. 

Respeitaremos n e s t e  modelo, a s  r e s t r i ç õ e s  r e l a t i -  

vas  aos recursos  p r o d u t i v o s ,  que básicamente são t r ê s  : mão-de- 

ob ra ,  c r é d i t o  e á r e a  d i s p o n í v e l ,  cujos  t o t a i s  anuais s e r ã o  eç 

p e c i f i c a d o s  p a r a  cada ano do ho r i zon te  de planejamento.  

V I . 2 .  O modelo 

Vamos supor ,  que an t e s  do i n í c i o  do planejamento,  

tenhamos uma á r e a  S ocupada por  P c u l t u r a s  com k anos 

de i d a d e ,  k = l ,  . . . , n  , sendo n a idade  máxinia da c u l t u r a  p .  
P P 

Assim, uma c u l t u r a  p ocupará uma á r e a  a n t e s  do planejamento 

k , de modo que ,  a  á r e a  t o t a l  S s e j a  a soma das á r e a s  S 
k 

s~ P '  
i s t o  é :  



Por algum motivo, queremos e r r a d i c a r  e s s a s  c u l t u -  

r a s  e  p l a n t a r  o u t r a s  em seus luga res .  

A s  P  c u l t u r a s  ao serem e r rad icadas  s o l i c i t a m  pa 

r a  i s t o ,  uma determinada mão-de-obra, t em homens/mês/hec- 
p m '  

t a r e ,  e  fornecem no f i n a l  de cada ano uma r e c e i t a  l í q u i d a  por  

k h e c t a r e ,  r e 

P 

A cada ano que p a s s a ,  a s  á reas  r e s t a n t e s  das cu l -  

k t u r a s  que s e r ã o  des a t ivadas  , ypR , R = 1 , .  . . , N  , diminuirão de 

tamanho, sendo que em determinado momento, poderá s e r  mais r en  - 

doso e r r a d i c a r  de vez as c u l t u r a s  p lan tadas  nessas  á reas .  

Vamos supor agora ,  que I c u l t u r a s  ocuparão e s s a s  

á reas  desa t ivadas  . Assim, consideremos uma c u l t u r a  i qual -  

quer  p lan tada  no i n í c i o  do ano R , sendo que e s t e  c u l t u r a  tem 

n  anos de u t i l i z a ç ã o ,  contados a  p a r t i r  do ano de p l a n t i o ,  e  

que,alGm d i s s o ,  s e j a  r e n t á v e l  a t é  o  ano R + n  - 1 ,  Em ou t r a s  

p a l a v r a s ,  a  c u l t u r a  i que e s t á  s u b s t i t u i n d o  uma o u t r a  c u l t u -  

r a ,  deverá s e r  revigorada no ano R + n  - 1 , uma vez que e s t a  

c u l t u r a  não poderá s e r  abandonada ou e r r ad icada .  

ANO DE ANO DE HORIZONTE DE 

PLANTIO REVIGORNENTO PLANEJAMENTO 

O R R+n-l N anos 

O ano de revigoramento é também denominado "hor i -  

zonte de produção". 



Vamos supor  também, que o  h o r i z o n t e  de planejamen 

t o  s e j a  de N anos ,  Desta forma, e s t a  c u l t u r a  ocupará uma 

determinada á r e a  em h e c t a r e ,  x  , s o l i c i t a n d o  uma c e r t a  i L  
S mão-de-obra p a r a  o  s e u  p l a n t i o ,  tim , em homens por  mês po r  

S h e c t a r e  , e  fornecendo uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  h e c t a r e ,  r 
i ' 

no f i n a l  de cada ano. 

É impor tan te  observarmos que a  á r e a  em h e c t a r e ,  

ocupada p e l a  c u l t u r a  i , xiR , s e r á  a d i f e r e n ç a  da á r e a  

k e x i s t e n t e  a n t e s  do p lane jamento ,  S , e  a  á r e a  r e s t a n t e ,  k 
P  YpR ' 

ocupada p e l a  c u l t u r a  p  . 
Vamos p a r t i r  da h i p ó t e s e ,  que o  h o r i z o n t e  de p ro -  

dução de cada á r e a  p l a n t a d a ,  pos sa  s e  e s t e n d e r  a t é  N anos 

após o  p l a n t i o ,  ou s e j a ,  uma c u l t u r a  i p l a n t a d a  no ano R , 

s e r á  t o t a lmen te  i r r a d i c a d a  no N-ésimo ano após o  p l a n t i o .  Con - 

sideremos uma á r e a  com p l a n t a ç ã o  de guaraná ,  sendo e s t e  guara  

n á  p l an t ado  no q u a r t o  ano (R=4) e  tomemos o  h o r i z o n t e  de p l a -  

nejamento de 1 0  anos (N=10). Desta forma, a  á r e a  poderá  ren-  

d e r  a t é  o  f im do décimo t e r c e i r o  ano,  p o i s ,  R+N+1=4+10-1=13. 

porém, s e  a  á r e a  de p l a n t i o  f o r  abandonada c inco  anos depois  

( n = 5 ) ,  a inda  haverá  produção n e l a  a t é  o  o i t a v o  ano,  p o i s ,  

R+n-1 = 4+5-1=8. 

O que fizemos nada mais f o i  do que c o n t a b i l i z a r  

a s  conseqüências de todas  a s  dec i sões  tomadas ao longo dos N 

p r ime i ros  anos ,  r e spe i t ando  na tu ra lmen te ,  a s  r e s t r i ç õ e s  dos 

r ecu r sos  de produção desses  anos ,  sem nos p reocupar  com a s  

r e s t r i ç õ e s  do ano N + l  a t é  o  ano 2 N - 1 ,  

A p rodu t iv idade  de uma á r e a  p l a n t a d a  pode dec re s -  

c e r  depois  de a lguns  anos. Assim, levando em cons ideração  os 



r ecu r sos  d i s p o n í v e i s ,  mui tas  vezes  é mais convenien te ,  do pon - 

t o  de v i s t a  econômico, abandonar p a r t e s  de algumas c u l t u r a s .  

Mesmo quando a  p rodut iv idade  não s e j a  d e c r e s c e n t e ,  o  abandono 

de c u l t u r a s  poderá  s e r  a  opção mais v i á v e l .  Como exemplo, va - 

mos supor  que uma c u l t u r a  C t e n h a ,  depois de 6 anos de p l a n  - 

t i o ,  a l t o  r e t o r n o  po r  h e c t a r e  e  e x i j a  pouca mão-de-obra ao 

longo desses  anos .  Para le lamente  podemos p l a n t a r  e  c o l h e r ,  com 

os  r ecu r sos  d i s p o n í v e i s ,  o u t r a s  c u l t u r a s  que tenham v á r i a s  e  

boas produções duran te  e s s e s  anos ,  mas que deverão s e r  abando - 

nadas quando a  c u l t u r a  C e x i g i r  e s s e s  r e c u r s o s ,  mesmo que 

os  rendimentos po r  h e c t a r e  dessas  c u l t u r a s  i n i c i a i s  não de- 

cresçam. A c u l t u r a  C , que não e x i g i u  nenhum r e c u r s o  nes se s  

6 anos,  além de s e u  p l a n t i o ,  t e r á  a l t a  r e n t a b i l i d a d e  a  p a r t i r  

do sé t imo ano,  j u s t i f i c a n d o  amplamente o  abandono daque 1 as  

c u l t u r a s .  

Desta maneira ,  p a r a  podermos equac ionar  nosso pro  

blema, def in i remos  pr imei ramente ,  a s  v a r i á v e i s  do modelo: 

N + h o r i z o n t e  de p lane jamento ,  em anos.  

I -t número das d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  que s e r ã o  p l a n t a d a s .  

P + número das d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  com k anos de idade  

no i n í c i o  do planejamento,  e  que s e r ã o  e r r a d i c a d a s .  

A + á r e a  t o t a l  em h e c t a r e  , d i s p o n í v e l  no ano j  . 
j 

'j 
+ c r é d i t o  t o t a l  em c r u z e i r o s ,  d ispon$vel  no ano j . 

T~ -t mão-de-obra t o t a l  em homens/mês, d i s p o n í v e l  no mês m 
j  

do ano j  . 
sk -+ á r e a  em h e c t a r e  , ocupada p e l a  c u l t u r a  p  com k 

P  
anos de i d a d e ,  a n t e s  do i n í c i o  do planejamento.  



t 
k 

-+ mão-de-obra em homens/mês/hectare , s o l i c i t a d a  p e l a  
Pm 

c u l t u r a  p  no mês m , quando a  c u l t u r a  t i v e r  k 

anos de i dade ,  

S 

t i m  + mão-de-obra em homens/mês/hectare , s o l i c i t a d a  p e l a  

c u l t u r a  i no mês m , quando a  c u l t u r a  t i v e r  s 

anos de idade .  

r k 
+ r e c e i t a  l í q u i d a  p o r  h e c t a r e ,  da c u l t u r a  p com k 

P  
anos de idade .  

S r + r e c e i t a  l í q u i d a  p o r  h e c t a r e ,  da c u l t u r a  i com s i 

anos de idade .  

n  -+ idade máxima em anos ,  da c u l t u r a  p  . 
P 

n + idade máxima em anos ,  da c u l t u r a  i . i. 

a -+ t a x a  anual  de desconto.  

n  + tempo de u t i l i z a ç ã o  de uma c u l t u r a ,  em anos. 

C -+ v a l o r  a t u a l  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  po r  h e c t a r e ,  da i L  

c u l t u r a  i p l a n t a d a n o  ano R ,  tendo n  anoç de 

u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  sendo r ev igo rada  no ano 

R+n-1. 

k 
d~ j 

+ v a l o r  a t u a l  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  por  h e c t a r e  , d a  

c u l t u r a  p  que no i n í c i o  do planejamento t i n h a  k 

anos de i d a d e ,  e  que s e r á  e r r a d i c a d a  no ano j  . 

x + á r e a  em h e c t a r e  , da c u l t u r a  i p l a n t a d a  no ano L,  

tendo n  anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  e  renda 

f r u t o s  a t é  o  ano R+n-1, 

- - k + á r e a  r e s t a n t e  em h e c t a r e ,  da c u l t u r a  p  no ano R, 

que no i n í c i o  do planejamento t i n h a  k anos de i d a -  



Nosso o b j e t i v o  é maximizar o  v a l o r  a t u a l  da r e c e i  - 

t a  l zqu ida  t o t a l ,  advinda de todas  as  á r e a s  p l a n t a d a s  as lon -  

go do ho r i zon te  de produção das c u l t u r a s .  

A expansão ou o  abandono de uma c u l t u r a ,  b a s e i a -  

s e ,  n e s t e  modelo, na  r e n t a b i l i d a d e .  porém, a  r e n t a b i l i d a d e  

tem como p r i m e i r a  r e f e r ê n c i a ,  o preço do produto no mercado. 

Assim, s e  basearmos o  preço das c u l t u r a s  tendo como ano base  

o  ano R = l  , corremos s é r i o s  r i s c o s  de não r e t r a t a rmos  o  qua- 

dro r e a l  da r e c e i t a  dos anos s e g u i n t e s .  Neste s e n t i d o  deve- 

mos l e v a r  em consideração que o  modelo s ó  pode d a r  uma idéLa 

g e r a l  da r e n t a b i l i d a d e ,  e  que não podemos a t e r  à d i f e r e n ç a s  pe 

quenas ,  ou mesmo t e n t a r  r e c a l c u l a r  a r e n t a b i l i d a d e  das v á r i a s  

c u l t u r a s ,  toda vez que a p r e s e n t a r  uma va r i ação  no preço  de 

cada uma d e l a s .  I s t o  é to ta lmente  i n v i á v e l ,  p o i s  a  dec i são  

de abandonar ou expandir  uma c u l t u r a ,  não pode jamais s e r  no- 

d i f i c a d a  f a c i l m e n t e ,  sob pena de termos que i n c o r r e r  em cus- 

t o s  muito mais e levados.  

Os c á l c u l o s  d e s t a  r e c e i t a  l í q u i d a  não podem s e  

e s t e n d e r  além do h o r i z o n t e  de planejamento N , duran te  o  

q u a l ,  estaremos preocupados em não consumir mais r ecu r sos  p ro  - 
du t ivos  do que o  d i s p o n í v e l ,  

As  r e s t r i ç õ e s  de produção são apenas p a r a  N 

anos do h o r i z o n t e  de planejamento,  No e n t a n t o ,  uma c u l t u r a  

p l a n t a d a  no ano N , tendo n  anos de u t i l i z a ç ã o ,  poderá  s e r  

r e n t á v e l  a t é  o  ano N+n-1 , É importante  f r i sa rmos  que ne- 

nhum p l a n t i o  poderá  s e r  f e i t o  depois do ano N . 
Consideremos o  ano ni , como sendo o  h o r i z o n t e  de 



economicidade da c u l t u r a  i , 

A p a r t i r  do ano ni o  p l a n t i o  da c u l t u r a  i não 

s e r á  mais conveniente  do ponto de v i s t a  econômico. Assim, ni 

é considerado a  idade  máxima, em anos ,  da  c u l t u r a  i e  s e r á  

d e f i n i d o  da s e g u i n t e  maneira :  

n = rnáx { s / rS  > O e  rq d O p a r a  i i - 

A e sco lha  do h o r i z o n t e  

q > S I  

N depende dos v a l o r e s  I 

n -  , i s t o  é ,  depende das i dades  máximas das c u l t u r a s .  No ca- 
1 

s s  de todas  as  c u l t u r a s  serem a n u a i s ,  não há  s e n t i d o  em t e r  

N > 1. De modo g e r a l ,  devemos p e r m i t i r  um h o r i z o n t e  N que 

p r o p i c i e  dec i sões  mais p r e c i s a s  no pr imei ro  ano,  tendo em vás - 

t a  a s  i t e r a ç õ e s  d e s t a s  dec i sões  com todas  as  dec i sões  f u t u -  

r a s ;  s e  N f o r  g rande ,  teremos v a l o r e s  menos d i s t o r c i d o s  pe-  

l a s  p o s s í v e i s  d i s t o r ~ õ e s  dev idas  a  não consideração das  l i m i -  

t a ç õ e s  dos r ecu r sos  p rodu t ivos  além do ano N . Desta forma 

o  h o r i z o n t e  de planejamento N deverá  p e r t e n c e r  sempre ao 

s e g u i n t e  i n t e r v a l o  : 

V I , 3 .  Função Obje t ivo  

Dividiremos nosso  e s tudo  em duas p a r t e s  a  p r i m e i r a  

s e  r e f e r e  às c u l t u r a s  p l a n t a d a s  no ano R , e  a  segunda,  2s 

c u l t u r a s  com k anos de i dade  no i n í c i o  do planejamento.  

Vamos cons ide ra r  pr imeiramente ,  uma c u l t u r a  i 

p l a n t a d a  no ano R , tendo n  anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l an -  



t i o  e  com boa r e n t a b i l i d a d e  a t é  o  ano R+n-1 , quando s e r á  r e  

vigorada.  

Tomemos, por exemplo, o  ano j , p a r a  o  qua l  deve - 
mos cons iderar  as c u l t u r a s  p l an tadas  an tes  e  no decor re r  d e l e ,  

e  que ainda não foram abandonadas. 

Fig.  (VI.3.1) 

Ve j amos os exemplos apresentados na f i g u r a  acima, 

A c u l t u r a  1 não s e r á  levada em consideração,  p o i s ,  f o i  p l a n t a  - 

da e  abandonada an te s  do ano j . O mesmo acontece com a  c u l  - 

t u r a  2 ,  i s t o  é ,  não s e r á  levada em consideração n e s t e  e s tudo ,  

p o i s ,  f o i  p l an tada  e  abandonada após o  ano j . J á  o es tudo 

da c u l t u r a  3  nos i n t e r e s s a ,  p o i s ,  f o i  p lan tada  an tes  do ano 

j e  cont inua produzindo após o  ano j , de forma que teremos 

sempre, p a r a  c u l t u r a s  n e s t a  s i t u a ç ã o ,  as  segu in te s  condições : 

Assim, o  tempo de u t i l i z a ç ã o  da c u l t u r a  3 deverá s e r  no m h i -  



mo i g u a l  a  j - R + 1  anos. Sendo n  o  tempo de u t i l i z a ç ã o  de 

uma c u l t u r a ,  e n t ã o ,  deverá s e r  l imi t ado  p e l a  idade  máxima deç - 

t a  c u l t u r a ,  i s t o  6 ,  n  < n  , uma vez que n  é uma ca rac te -  - i i 

r í s t i c a  da c u l t u r a .  Resumindo: o  tempo n  deverá pe r t ence r  

ao segu in te  i n t e r v a l o :  

onde R é o  ano de p l a n t i o ,  ni a  idade máxima da c u l t u r a  i ,  

e  j  o  ano em estudo.  

Estabelecemos i n i c i a l m e n t e ,  que podemos p l a n t a r  

uma c u l t u r a  qualquer  a t é  o  ano N , i s t o  é ,  a t é  o  hor izonte  de 

planejamento e  d e s t a  forma, o  v a l o r  do ano de p l a n t i o  e ,  deve- 

r á  p e r t e n c e r  ao segu in te  i n t e r v a l o :  

Uma c u l t u r a  i p lan tada  num ano próximo do h o r i -  

zonte de planejamento N , tendo no máximo ni anos de v i d a ,  

poderá s e r  r e n t á v e l  além d e s t e  ano: E n t r e t a n t o ,  como não de- 

vemos nos preocupar com as  r e s t r i ç õ e s  dos anos N + 1  a t é  2N-1, 

precisamos d e f i n i r  pa ra  cada c u l t u r a ,  o  seguin te  v a l o r :  

Para  e s t a  c u l t u r a ,  o  tempo de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  deve - 
- 

r á  s e r  no máximo i g u a l  a  n  , de forma que teremos pa ra  i 
j = R = l  , 



A c u l t u r a  i ocupará uma á r e a  x  R+n-1 i R  , onde os  

í n d i c e s  i ,  R e  R+n-1 representam respec t ivamente ,  a c u l t u  - 
r a ,  o  ano do p l a n t i o  e  o  ano de s e u  revigoramento,  A l é m  d i s -  

s o ,  e s t a  c u l t u r a  f o r n e c e r á  no f i n a l  do ano R , uma r e c e i t a  

s l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  r , onde o  expoente s r e p r e s e n t a  a  i 

idade  da c u l t u r a ,  i s t o  é, há quantos  anos f o i  p l a n t a d a ,  e  que 

no p r e s e n t e  momento é r e p r e s e n t a d ~  po r  s = l .  

E s t a  r e c e i t a  l í q u i d a  l e v a  em c o n s i d e r a ~ ã o  os  cus-  

t o s  de mão-de-obra e  o u t r a s  despesas .  Para  e f e í t o  do c á l c u l o  

do v a l o r  a t u a l  da r e c e i t a  ou despesa ,  par t imos sempre da h ipó  - 

t e s e  de que e l a s  oco r r e r ão  sempre no f i n a l  de cada ano. 

Nosso o b j e t i v o  é o b t e r  o  máximo do v a l o r  a t u a l  da 

r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l ,  ao longo do h o r i z o n t e  de p lane jamento ,  

Desta forma, no f i n a l  do ano de p l a n t i o  R , a  

1 .  c u l t u r a  i f o r n e c e r á  uma r e c e i t a  l i q u i d a  por  h e c t a r e ,  ri . 

O v a l o r  a t u a l  d e s t a  r e c e i t a  s e r á :  

onde a é a  t a x a  de desconto .  



Se considerarmos o  ano (R+l) , teremos no f i n a l  

d e s t e  ano, as segu in te s  r e c e i t a s  l í q u i d a s  por  h e c t a r e ,  e  

r: , r e l a t i v a s  aos anos R e  (R+l) .  

1: I r! 1 

I I w 
o R R +  1 N anos 

Para e f e i t o  de c á l c u l o ,  devemos sempre a t u a l i z a r  

a s  r e c e i t a s ,  mult ipl icando-as  po r  um f a t o r  anual de desconto,  

de maneira que a  r e c e i t a  1Équida t o t a l ,  por h e c t a r e ,  s e j a :  

Para  um ano n  qua lque r ,  teremos as segu in te s  r e  v 

1 2  n  
c e i t a s  l í q u i d a s  por h e c t a r e ;  r i ,  r i ,  * ,  . , r .  x , r e l a t i v a s  aos 

anos R ,  R + l ,  , . . ,n.  

Atua l i  

e 

N anos 

zando-as , obtemos : 

Podemos a inda ,  co locá- las  sob a  forma de somató- 

r i o ,  i s t o  é: 



Assim, a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  produzida g e l a s  I 

l + n - 1  c u l t u r a s ,  ocupando uma á r e a  xil , num horLzonte de p lane-  

jamento de N anos s e r á :  

- 

Suponhamos que no ano R tenhamos uma c u l t u r a  p ,  

que no i n í c i o  do planejamento t i n h a  k anos de i d a d e ,  e  que 

além d i s s o  , s e j a  e r r a d i c a d a  no ano j , ocupando n e s t e  ano,  

uma á r e a  r e s t a n t e  em h e c t a r e ,  yk 
p l -  . A l é m  d i s s o ,  t e r á  de 1 a  

n  anos de v i d a ,  sendo n  a  sua  idade  máxima. A v i s t a  d i s  
P  P 

t o ,  teremos:  

A c u l t u r a  p com k anos de idade no i n í c i o  do 

planejamento,  t e r á  no máximo Jk anos de u t i l i z a ç á o  após o  
P  

p l a n t i o ,  onde Jk é d e f i n i d o  po r :  
P  

(VI. 3.3) 

A r e c e i t a  l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  da c u l t u r a  p que 

t i n h a  k anos de i dade  no i n í c i o  do planejamento,  s e r á  no 



O R . N ano s  

O v a l o r  a t u a l  d e s t a  r e c e i t a  l l q u i d a ,  s e r s :  

r R+k-1 1 p  = 1, ... , P  , 
P 

, 
R k  

(i+.) 
R = 1 , . 6 . , J  , 

P 
k  = l , . ' .  

,nJ? 

h + k - 1  1 R+ k-1 
l I 'P (ita)' 
t r 

N anos 

Consideremos agora,  o  ano [R+1). No f i n a l  des t e  

ano, teremos as  segu in te s  r e c e i t a s  l í q u i d a s  por h e c t a r e ,  

r 
t + k - 1  e r lck , r e l a t i v a s  aos anos R e  (R+l ) :  
P P  

I 

I 

I 

I 

P 

N anos 

O v a l o r  a t u a l  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  por  h e c t a  - 



Até o  ano J~ após o  ano R , temos a s  s e g u i n t e s  
P  

R+k-1 sk+k-1  
r e c e i t a s  l í q u i d a s  po r  h e c t a r e :  r , r lçk P 

P  P P 
" Atua- 

l i z a n d o - a s ,  obtemos : 

R+k-1 R+k 1 J +k-1 
r + r  +. . .+  r P  1 
P P R + 1  P 

( i +  a)' ( i +  aj 
( i +  4 JP 

A expressão acima, na  forma de çomatór io ,  f i c a r á :  

Assim, a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  f o r n e c i d a  p e l a s  P 

c u l t u r a s ,  ocupando uma á r e a  r e s t a n t e  k  k  
'P j 

, j 1 , J , s e r á :  
P  

Somando a s  expressões  (VI. 3 ,2)  e  (VI. 3.4)  , obte -  

mos a  função que queremos maxímizar, i s t o  é:  

(VI. 3.5) 



Tinhamos d e f i n i d o  i n i c i a l m e n t e ,  os s e g u i n t e s  va lo  - 

R +  n- 1 
r e s :  

C i 
e  dk , i s t o  é ,  c  R+nd1 é o  v a l o r  a t u a l  

~ j  i R  

r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  da  c u l t u r a  i p l a n t a d a  no ano R , t e n  

do n  anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o  e  r ev igo rada  no ano 

R+n-1, Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  ciR pode s e r  e s c r i t o  da  s e -  

g u i n t e  maneira :  

(VI. 3.6) 

Da mesma forma, dk que é o  v a l o r  a t u a l  d a  r e c e i  
p j  - 

t a  l í q u i d a  t o t a l  da c u l t u r a  p  , que no i n í c i o  do planejamento 

t i n h a  k  anos de i d a d e ,  sendo e r r a d i c a d a  no ano j , e  poderá  

s e r  r ep re sen t ado  da s e g u i n t e  forma: 

S u b s t i t u i n d o  (VI.3.6) e  (VI.3.7) em ( V I . 3 , 5 ) ,  ob- 

temos f i na lmen te  a  função o b j e t i v o  do problema de planejamen- 

t o  de p l a n t i o s  de d i f e r e n t e s  c u l t u r a s :  



V I .  4 .  - Rest r ições  

Nosso o b j e t i v o  é maximizar uma função l i n e a r ,  que 

e s t a r á  s u j e i t a  às r e s t r i ç õ e s  r e l a t i v a s  aos recursos  p rodu t i -  

vos:  r e s t r i ç õ e s  de mão-de-obra, r e s t r i ç õ e s  de c r é d i t o  e  r e s -  

t r i ç õ e s  de á reas .  Analisaremos en tão ,  cada uma dessas  r e s t r i  - 

s õ e s ,  em p a r t i c u l a r .  

V I . 5 .  Mão-de-o,bra 

É sempre importante £r isarmos,  que p a r a  qualquer  

ano em es tudo ,  devemos l e v a r  em consideração as c u l t u r a s  p lan  - 

t adas  no decorrer  des t e  ano, e as c u l t u r a s  p lan tadas  an tes  

d e l e ,  e  que no en tan to  a inda não foram abandonadas. 

Consideremos duas c u l t u r a s  A e  B, tendo r e s p e c t i -  

vamente, 2 e  3 anos de idade no i n z c i o  do planejamento,  que 

s e r á  de 2 anos,  i s t o  é ,  N = 2  . A s  á r e a s  ocupadas p e l a s  cu l tu -  

2 3 
r a s  A e  B ,  an tes  do planejamento são SA e  SB , sendo: 

a  á r e a  t o t a l  an tes  do planejamento. 

Nosso o b j e t i v o ,  agora ,  é e r r a d i c a r  e s s a s  c u l t u r a s  

e  p l a n t a r  em seus lugares  ou t r a s  duas c u l t u r a s  1 e  2 ,  que 

s u b s t i t u i r ã o ,  respect ivamente ,  a  c u l t u r a  A e  a  c u l t u r a  B.  A s -  

s i m  ,no pr imei ro  ano do planejamento,  a  c u l t u r a  A ,  que no i n í -  

c io  t i n h a  2 anos de idade ,  ocupará uma á rea  r e s t a n t e ,  em hec- 

2 
t a r e  , YAl A mão-de-obra em homens/mês , s o l i c i t a d a  Por 

e s t a  c u l t u r a ,  no mês m d e s t e  ano, s e r á :  



, m=1,. . , ,12 . ( V I .  5 ' 1) 

Já a c u l t u r a  B, que no i n í c i o  do planejamento t i  - 

nha 3 anos de idade ,  ocupará no pr imei ro  ano de planejamento,  

uma á rea  r e s t a n t e  em h e c t a r e  , e s o l i c i t a r á  uma mão- Y B ~  
3 de-obra tBm , em homens/mês/hectare. Assim, a mão-de-obra, 

em homens/mês , s o l i c i t a d a  por  e s t a  c u l t u r a  no mês m des t e  

ano, s e r á :  

Consideremos agora,  duas ou t r a s  c u l t u r a s  1 e 2 

que se rão  p lan tadas  nas á reas  desa t ivadas  pe la s  c u l t u r a s  A 

e B. O tempo de u t i l i z a ç ã o  dessas  novas c u l t u r a s  são respec v 

t ivamente ,  2 e 3 anos. Assim, a c u l t u r a  1 s e r á  rev igorada  

no ano R + 2 - 1  = R + 1  após o p l a n t i o ,  e a c u l t u r a  2 ,  no ano 

R + 2  . 
Desta forma, a c u l t u r a  1 p lan tada  no pr imei ro  

ano e rev igorada  no ano 2,  ocupará uma á r e a  em h e c t a r e  , 

x2 , e s o l i c i t a r á  uma mão-de-obra no mês m des t e  ano,  t 1 
11 lm 

em homens/mês/hectare. Assim, a mão-de-obra s o l i c i t a d a  em 

homens/mês, s e r á :  

De maneira análoga,  a c u l t u r a  2 p l an tada  no i n í -  

c io  do pr imei ro  ano e revigorada no ano 3 ,  ocupará uma á r e a  

3 
em h e c t a r e  , xZ1 , e s o l i c i t a r á  no mês m des t e  ano uma 

em homens/mês/hectare. Po r t an to ,  a mão- mão-de-obra tZm , 



de-obra s o l i c i t a d a  por  e s s a  c u l t u r a ,  em homens/mês , s e r á :  

É óbvio,  que a  mão-de-obra t o t a l ,  em homens/mês, 

s o l i c i t a d a  pe la s  qua t ro  c u l t u r a s  no mês m des t e  ano,  não 

exceder à mão-de-obra d isponíve l  pa ra  o  mês m des te  

m 
ano, i s t o  é ,  T1 . Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  somando as expressões 

(VI. 5.1) , ( V I .  5.2) , (VI. 5.3) e  [VI. 5.4) , obtemos a  mão-de- 

obra  t o t a l ,  em homens/mês, que não poderá u l t r a p a s s a r  T: , 
i s t o  é :  

mão-de-obra -t áreas restantes -t - &o-de-obra -t áreas plantadas 

2 2 3  3  1 2  < T ~  
'h k ' t ~ m  Y ~ l  ' t l m  X1l + t2m X 2 1  - 1 

Consideremos agora ,  o  segundo ano do p lane  j amento, 

A c u l t u r a  A, que in i c i a lmen te  t i n h a  2 anos de idade ,  t e r á  en- 

2 
t ã o  3  anos e  ocupará n e s t e  ano uma o u t r a  á r e a  r e s t a n t e  yA2 . 
A mão-de-obra s o l i c i t a d a  por  e s t a  c u l t u r a  no mês m des t e  

ano, em homens/mês s e r á :  

, m=1, ... ,12 e 

Da mesma forma, a  c u l t u r a  B que in i c i a lmen te  ti 

nha 3 anos de idade ,  ocupará no segundo ano de planejamento 

[VI. 5.5) 



3 
uma á r e a  r e s t a n t e  yB2 . Es ta  c u l t u r a  t e r á  n e s t e  ano, 4 anos 

de idade e s o l i c i t a r á  no mês m d e s t e  ano, uma mão-de-obra 

em homens/mês/hectare. Assim, a mão-de-obra em homens/ t ~ m  ' 

mês s o l i c i t a d a  no mês m des t e  ano, s e r á :  

, m = l , .  . . , 1 2  ( V I .  5 . 7 )  

É importante  f r i s a r  que as á reas  ocupadas p e l a s  

c u l t u r a s  A e B vão diminuindo a cada ano que p a s s a ,  p o i s  es-  

t ão  sendo e r rad icadas .  Teremos pa ra  essas  c u l t u r a s ,  a s  s e -  

gu in te s  r e l ações  de á r e a s :  

A c u l t u r a  1 ,  p l an tada  no pr imeiro ano e rev igora-  

da no ano 2 ,  ocupará no segundo ano, a mesma á rea  x 
2 
11 ' ES- 

t a  c u l t u r a  t e r á  agora 2 anos de idade e deverá s e r  rev igorada  

n e s t e  ano, s o l i c i t a n d o  no mês m d e s t e  ano, uma mão-de-obra 

em homens/mês/hectare. Desta forma, a mão-de-obra em t l m  

homens/mês, s o l i c i t a d a  no mês m d e s t e  ano, s e r á :  

A c u l t u r a  1 ocupará ,  a inda ,  uma o u t r a  á r e a  p l a n t a  - 

da n e s t e  ano, i s t o  é,  no segundo ano de p l a n t i o ,  sendo revigo - 

3 
rada no ano 3,  x12 . Para o p l a n t i o  d e s t a  c u l t u r a ,  n e c e s s i t a  - 

mos no mês m des t e  ano, de uma mão-de-obra em homens/mês/hec - 

1 t a r e ,  tlm . Assim, a mão-de-obra em homens/mês , u t i l i z a d a  

p e l a  c u l t u r a  1 no mês m d e s t e  ano, s e r á :  



Da mesma forma, a  c u l t u r a  2 p l an tada  no prlme?ro 

ano é r e n t á v e l  a t é  o  ano 3 ,eocupará a  mesma á r e a  a n t e r i o r  

3 
X 2 1  ' E s t a  c u l t u r a ,  n e s t e  ano,  t e r á  2 anos de idade e  s o l i -  

2 c i t a r á  no mês m des t e  ano, uma mão-de-obra tZm , em ho- 

mens/mês/hectare. Assim, a  mão-de-obra em homens/mês , s o l i -  

c i t a d a  p e l a  c u l t u r a  2 no mês m do segundo ano de p l a n t i o ,  

s e r á :  

(VI. 5.10) 

Finalmente, a c u l t u r a  2,  p l an tada  no segundo ano 

e produzindo a t é  o  ano 4 ,  ocupará uma á r e a  e s o l i c i t a -  X2 2 

em homens/ rã no mês m des t e  ano, uma mão-de-obra tzm , 

mês/hectare . Assim, a  mão-de-obra em homenç/mês, s o l i c i t a -  

da p e l a  c u l t u r a  2 ,  no mês m des te  ano, s e r á :  

mão-de-obra -t áreas restantes -t não-de-obra -t áreas plantadas 



Somando as expressões  (VI. 5.6) , (VI. 5.7) , (VI. 5.8) , 

(VI. 5.9) , [VI. 5.10) e  (VI. 5.11) , obtemos a  mão-de-obra t o t a l  

em homens/mês, no mês m do segundo ano s o l i c i t a d a  p a r a  o  

p l a n t i o  e  c u l t i v o  das c u l t u r a s  A,  B ,  1 e  2 , sendo que ,  e s t a  

soma não pode u l t r a p a s s a r  o  v a l o r  da mão-de-obra d i spon íve l  no 

mês m d e s t e  ano, T . Desta forma, teremos: 

Vamos cons iderar  agora ,  uma c u l t u r a  p  com k  

anos de idade no i n í c i o  do planejamento ,e sendo e r rad icada  no 

j  . Esta  c u l t u r a  ocupará uma á r e a  r e s t a n t e  e  s o l i c i t a -  
Y ~ j  

r á  no mês m do ano j  , uma mão-de-obra tk'j-' , em homens/ 
Pm 

mês/hectare.  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  mão-de-obra em homens/mês, 

s o l i c i t a d a  p e l a  c u l t u r a  p  no mês m do ano j , s e r á :  

Sabemos que k v a r i a  de 1 ano a t é  a  idade máxima 

da c u l t u r a  p,np , e  que temos P c u l t u r a s ,  assim, a  expres-  

são acima f i c a r á :  



Consideremos agora ,  uma c u l t u r a  i p lan tada  no 

ano R , tendo n anos de u t i l i z a ç ã o  após o p l a n t i o ,  e senda 

revigorada no ano R+n-1 .. Assim, no ano j , e s t a  c u l t u r a  

j - R + 1  
s o l i c i t a r á  uma mão-de-obra no mês m des t e  ano, tim , em 

R+n-1 
homens/mês/hectare, e ocupará uma área  em h e c t a r e  , xiR 

~ o g o ,  a mão-de-obra em homens/mês , s o l i c i t a d a  por e s t a  c u l t u r a  

no mês m do ano j , s e r á :  

- 
Como temos I c u l t u r a s  e n v a r i a  de 1 a ni anos,  

a expressão acima f i c a r á :  

Somando as expressões  ( V I .  5.14) e ( V I .  5,15) , obte - 

mos a expressão da mão-de-obra t o t a l  no mês m do ano j , s g  

l i c i t a d a  p e l a s  c u l t u r a s  P e I . Es ta  soma não poderá exce- 

der  a mão-de-obra d isponíve l  no mês m do ano j , i s t o  6,não 

u l t r a p a s s a r  ao v a l o r  T~ . Desta forma, teremos: 
j 



A expressão  (VI.5.16) nos fo rnece  a  r e s t r i ç ã o  

quanto  à mão-de-obra, em homens/mês . 

V I . 6 .  Créd i to  

Calculemos a  s e g u i r ,  a r e s t r i ç ã o  r e l a t i v a  ao c r é -  

d i t o  máximo n e c e s s á r i o  p a r a  o  p l a n t i o  e  c u l t i v o  das c u l t u r a s  

1 e  2 ,  que e s t ã o  s u b s t i t u i n d o  as  c u l t u r a s  A e .  B ,  que p o r  sua  

v e z ,  e s t ã o  sendo e r r a d i c a d a s .  

Antes de determinarmos t a l  r e s t r i ç ã o ,  devemos s a  - 

l i e n t a r  que ao nos r e f e r i rmos  ao c r é d i t o ,  estaremos nos r e f e -  

r i ndo  ao c r é d i t o  r u r a l ,  mais os r ecu r sos  p r ó p r i o s  dos p r o p r i e  - 

t á r i o ç .  Neste c r é d i t o  j á  e s t á  i n c l u í d o  uma p rev i são  p a r a  as  

c u l t u r a s ,  no caso em que hajam s e c a s ,  geadas ,  e t c .  A l é m  da 

i n f l a ç ã o  e s t a r  i n c l u i d a  na t a x a  de desconto .  

Assim, a  c u l t u r a  A com 2 anos no i n í c i o  do g l a n e -  . 

2 
jamento, ocupará  uma á r e a  r e s t a n t e  yA1 , e  f o r n e c e r á  no f i -  

n a l  do p r ime i ro  ano do planejamento,  uma r e c e i t a  l í q u i d a  p o r  

P o r t a n t o ,  a  r e c e i t a  l í q u i d a ,  no f i n a l  do p r i -  h e c t a r e ,  rA . 
meiro ano do p lane jamento ,  f o r n e c i d a  p o r  e s t a  c u l t u r a ,  s e r á :  

(VI. 6 .1)  



No primeiro ano do planejamento,  a  c u l t u r a  B que 

no i n í c i o  t i n h a  3 anos de i d a d e ,  ocupará uma á rea  r e s t a n t e  

e  fo rnece rá  no f i n a l  d e s t e  ano, uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  YB 1 

Assim, a  r e c e i t a  no f i n a l  d e s t e  ano, s e r á :  h e c t a r e ,  rB . 

Somando as  expressões  (VI.6.1) e  (VI.6.2),  obte-  

remos a r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  no f i n a l  do pr imeiro ano de 

planejamento,  fornec ida  p e l a s  c u l t u r a s  A e  B que e s t ã o  sen-  

do e r r ad icadas  : 

A c u l t u r a  1 com duração de 2 anoç, p l an tada  no 

pr imeiro ano e  revigorada no ano 2 ,  ocupará uma á r e a  X1l L 
e  

1 
fo rnece rá  uma r e c e i t a  l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  rl . Assim, a  

r e c e i t a  l í q u i d a ,  

t u r a ,  s e r á :  

fornec ida  no f i n a l  des t e  ano, por  e s t a  cu l -  

(VI.6.4) 

A c u l t u r a  2 ,  p l an tada  no pr imeiro ano de p l a n t i o ,  

e f o r n e c e -  tendo uma duração de 3 anos ocupará uma área  xZ1 

Assim, a  r e c e i t a  r5  uma r e c e i t a  l í q u i d a ,  por  h e c t a r e  , r2 . 
liquida t o t a l  fornec ida  por e s t a  c u l t u r a , n o  f i n a l  do pr imei ro  

ano, s e r á :  



Somando a s  expressões  (VI. 6.4) e  (VI. 6.5) , ob te -  

mos a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  f o r n e c i d a  p e l a s  c u l t u r a s  1 e  2 ,  

no f i n a l  do p r ime i ro  ano de p l a n t i o :  

A expressão  da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  f o r n e c i d a  pe  - 

I a s  c u l t u r a s  A, B ,  1 e  2 ,  no f i n a l  do p r ime i ro  ano de p l a n t i o ,  

s e r á  o b t i d a  somando as  expressões  (VI.6.3) e  (VI.6.6). E s t a  

r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  não poderá  exceder  o  v a l o r  do c r é d í t o  má - 

ximo d i spon íve l  no p r ime i ro  ano de p l a n t i o ,  Q1 . Desta  f o r -  

ma, teremos:  

Um f azende i ro  ao f a z e r  um c r é d i t o  r u r a l ,  t e r á  

nos p r ime i ros  anos ,  apenas despesas .  Assim, a  r e c e i t a  l í q u i  - 

da po r  h e c t a r e  da c u l t u r a  i s e r á  cons iderada  menor ou i g u a l  

a  ze ro ,  i s t o  6 ,  rS < O . Quando a  c u l t u r a  i n i c i a r  a  produ- i - 
s a o ,  o  l u c r o  do p r o p r i e t á r i o  amor t i za r á  a s  de spesas ,  a s  dl'vi 

das do c r é d i t o  o b t i d o  e  ai.nda haverá  s a l d o  em d inhe i ro .  A 

p a r t i r  d e s t e  momento, a  r e c e i t a  l i q u i d a  po r  h e c t a r e  é cons i -  

derada p o s i t i v a ,  i s t o  é, r" O a 
1 

Assim, p a r a  c o m p a t i b i l i z a r  as  d e f i n i ç õ e s  de r e -  

c e i t a  l i q u i d a  e  de c r é d i t o  t o t a l ,  devemos m u l t i p l i c a r  p o r  

-1 ,  a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  o b t i d a ,  somando a s  expressões  



(VI.6.3) e  (VI.6.6).  Desta forma, a  r e s t r i ç ã o  r e l a t i v a  ao 

c r é d i t o  s e r á :  

No segundo ano de planejamento,  a  c u l t u r a  A 

- 2 2 y 3  + r: xS1 + r i  xZ1} 
{ r ~  Y ~ l  C IB B 1  

que no i n í c i o  t i n h a  2 anos de idade t e r á  n e s t e  ano 3  anos.Es - 

e f o r n e c e r á  t a  c u l t u r a  ocupará uma á r e a  r e s t a n t e  yA2 no 

. (VI. 6 .  8) 

5 f i n a l  des t e  ano, uma r e c e i t a  l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  rA . A s  - 

sim, a  r e c e i t a  t o t a l  no f i n a l  d e s t e  ano, s e r á :  

Da mesma forma, a  c u l t u r a  B com 3 anos de ida -  

de no i n í c i o  do planejamento,  ocupará no segundo ano uma á re  - 

3  a  r e s t a n t e ,  yB2 , e  fo rnece rá  uma r e c e i t a  l í q u i d a  por  h e c t a  

Assim, a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  fo rnec ida  por  e s t a  r e ,  rB . 
c u l t u r a  no f i n a l  des t e  ano, s e r á :  

A expressão da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  fo rnec ida  

p e l a s  c u l t u r a s  A e  B, no f i n a l  do segundo ano do p l a n e j  amen- 

t o ,  s e r á  obviamente, a  soma das expressões (VI.6.9) e  

(VI.6.10): 



A c u l t u r a  1 p l a n t a d a  no p r ime i ro  ano,  tendo 2 

anos de u t i l i z a ç ã o ,  s e r á  r ev igo rada  n e s t e  ano. Assim, e s t a  

c u l t u r a  ocupará a  á r e a  x2 e  fo rnece rá  no f i n a l  do segundo 11 

ano de p l a n t i o ,  uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  h e c t a r e ,  Desta  
' 

forma, a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  no f i n a l  d e s t e  ano,  f o r n e c i d a  

p e l a  c u l t u r a  1 s e r á :  

A c u l t u r a  1 ,  tendo 2 anos de u t i l i z a ç ã o  e  planta - 

da no segundo ano,  ocupará uma o u t r a  á r e a  x  
3  
1 2  ' E s t a  c u l t u  - 

r a  s e r á  r ev igo rada  no ano 3 ,  e  f o r n e c e r á  no f i n a l  do segundo 

1 ano,  uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  h e c t a r e ,  rl . Assim, a  r e c e i -  

t a  l í q u i d a  t o t a l ,  f o r n e c i d a  p e l a  c u l t u r a  1 no f i n a l  deç t e  

ano,  s e r á :  

Analogamente, a c u l t u r a  2 p l a n t a d a  no p r ime i ro  

ano e  rev igorada  no ano 3  após o  p l a n t i o ,  ocupará  uma á r e a  

e  f o r n e c e r á  uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  h e c t a r e ,  X2 1 r 2  As- 

s im,  a  r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  f s r n e c i d a  p o r  e s t a  c u l t u r a  no 

f i n a l  do segundo ano de p l a n t i o ,  s e r á :  

Finalmente ,  a  c u l t u r a  2 ,  tendo 3  anos de u t i l i z a  - 

ção ,  ocupará  também uma o u t r a  á r e a  p l a n t a d a  no segundo ano,  



, sendo que,  e s t a  c u l t u r a  s e r á  revigorada no ano 4  após X2 2 
1 
I o  p l a n t i o  e  fo rnece rá  uma r e c e i t a  l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  r2 . 

Assim, a  r e c e i t a  l i q u i d a  t o t a l ,  fo rnec ida  por  e s t a  c u l t u r a  

no f i n a l  do segundo ano de p l a n t i o ,  s e r á :  

A expressão da r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  fo rnec ida  

pe la s  c u l t u r a s  1 e  2 ,  no f i n a l  do segundo ano de p l a n t i o ,  

s e r á  o b t i d a  somento-se as expressões  (VI,6.12) , (VI . 6 , l 3 ) ,  

(VI.6.14) e  (VI.6.15),  i s t o  é :  

( V I .  6 ,16) 

A r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  fornec ida  p e l a s  qua t ro  

c u l t u r a s ,  no f i n a l  do segundo ano de p l a n t i o ,  s e r á  o b t i d a  

somando-se a s  expressões  [ V I .  6.11) e [ V I .  6.16) , sendo &IUe 

e s t a  soma não poderá exceder o  c r é d i t o  máximo d i spon íve l  no 

segundo ano, Q2 , i s t o  é :  

Suponhamos que uma c u l t u r a  i qualquer ,  s e  j  a 

p lan tada  no ano R , tenha n  anos de u t i l i z a ç ã o  após o  

p l a n t i o ,  e  p o r t a n t o ,  s e j a  rev igorada  no ano R+n-1 . E s t a  
R+n-1 

c u l t u r a  ocupará uma á r e a  xiR e  fornecerá  no f i n a l  do 
1 

ano R , uma r e c e i t a  l í q u i d a  po r  h e c t a r e ,  si L . 



Assim, no ano j e s t a  c u l t u r a  deverá t e r  no 

j +n-1 mínimo j  - R + 1  anos de idade ,  ocupando uma á r e a  x.  . e  
1 3  

j - R + 1  fornecendo no f i n a l  do ano j , uma r e c e i t a  por  h e c t a r e  , r .  
L 

A r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  fo rnec ida  por  e s t a  c u l t u r a ,  no f i -  

n a l  des t e  ano, s e r á :  

Para  as  I c u l t u r a s ,  teremos: 

Consideremos que  uma c u l t u r a  p  tenha no inFcio  

do planejamento k  anos de idade ,  e  que s e j a  e r r ad icada  no 

ano j . Assim, no ano R , e s t a  c u l t u r a  ocupará uma á r e a  

r e s t a n t e  e  fo rnece rá  no f i n a l  d e s t e  ano, uma r e c e i t a  
Y~~ 

l í q u i d a  por  h e c t a r e ,  r ktR-l  A r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  f o r  
P 

nec ida  por  e s t a  c u l t u r a  no f i n a l  do ano R , s e r á :  

E s t a  c u l t u r a  s e r á  e r r ad icada  no ano j , e  como 

temos P c u l t u r a s ,  podemos r eesc reve r  a  expressão acima: 



A r e c e i t a  l í q u i d a  t o t a l  no f i n a l  do ano j , não 

pode exceder o  c r é d i t o  máximo d isponíve l  no ano j Q , e  

pa ra  o b t ê - l a  devemos somar as expressões (Vã .6.18) e  (VI;6. 

19) , i s t o  é :  

onde o  s i n a l  menos (-1) compa t ib i l i za  as de f in i ções  de r e c e i  - 

t a  l í q u i d a  e  de c r é d i t o  t o t a l .  Além d i s s o ,  o  c r é d i t o  dispo- 

n í v e l  no ano j  , Q j  , r ep resen ta  apenas o  maior v a l o r  poss? 

v e l  da d i f e rença  dos çomatórioç das despesas e  das r e c e i t a s  

do ano j a 

A desigualdade (VI. 6 . 2 0 )  nos fornece  a  r e s t r i ç ã o  

quanto ao c r é d i t o  d i spon íve l  num determinado ano. 

VI. 7. Area: 

In i c i a lmen te ,  tlnhamos duas c u l t u r a s  A e  B que 

ser iam e r r a d i c a d a s ,  e  duas c u l t u r a s  1 e  2 que ocupariam seus 

lugares .  Vamos supor ,  que a  c u l t u r a  1 ocupe a  á r e a  d e s a t i v a  

da da c u l t u r a  A, e  a  c u l t u r a  2 ocupe a  r e s p e c t i v a  á r e a  da 

c u l t u r a  B ,  e  que as á reas  ocupadas pe la s  c u l t u r a s  A e  B an- 
2 

t e s  do planejamento,  sejam respect ivamente ,  SA e  S 
3 
B F i -  

nalmente, e s s a s  duas á reas  nos fornecerão a  á r e a  t o t a l  que 

s e r á  e r r a d i c a d a ,  i s t o  é :  



Para calcularmos a r e s t r i ç ã o  r e l a t i v a  a  á rea , con  

síderemos i n i c i a l m e n t e ,  as á reas  com d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  no 

pr imei ro  ano do p l a n t i o :  

-+ á rea  r e s t a n t e  da c u l t u r a  A, que no i n í c i o  do p l a n e j a  

mento t i n h a  2 anos de idade ,  

+ á r e a  r e s t a n t e  da c u l t u r a  B ,  que no i n í c i o  do p l a n e j a  - 

mento t i n h a  3 anos de idade.  

-+ á rea  da c u l t u r a  1 p lan tada  no pr imei ro  ano, tendo 2 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o  e  sendo rev igorada  

no ano 2 após o  p l a n t i o ,  

+ á rea  da c u l t u r a  2 p l an tada  no pr imeiro ano, tendo 3 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o  e  sendo revigorada 

no ano 3 após o  p l a n t i o .  

Como dissemos an ter iormente ,  a  c u l t u r a  1 ocupará 

a  á r e a  desa t ivada  p e l a  c u l t u r a  A, i s t o  é :  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  á r e a  da c u l t u r a  1 no pr imei ro  ano, ten-  

do 2 anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  s e r á  a  d i f e rença  da 

á r e a  ocupada p e l a  c u l t u r a  A an te s  do i n z c i o  do planejamento 

p e l a  á rea  r e s t a n t e  da c u l t u r a  A. 

Da mesma forma, teremos p a r a  a  c u l t u r a  2:  



A c u l t u r a  2 no pr imei ro  ano do p l a n t i o ,  tendo 3 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  ocupará uma á r e a  represen-  

t ada  p e l a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a  á r e a  da c u l t u r a  B an tes  do i n i c i o  

do planejamento e  a  á rea  r e s t a n t e  da c u l t u r a  B .  

A á r e a  t o t a l  ocupada p e l a s  c u l t u r a s  A, B ,  1 e  2 ,  

não pode exceder a  á rea  d i spon íve l  no pr imeiro ano de p l a n t i o ,  

A1 . Desta forma, teremos: 

( V I .  7.1) 

Para  o  segundo ano do p l a n t i o ,  tinhamos as s e -  

guin tes  á reas  com d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  : 

-+ á r e a  r e s t a n t e  da c u l t u r a  A no segundo ano, que Y ~ 2  no 

i n í c i o  do planejamento t i n h a  2 anos de idade ,  

+ á rea  r e s t a n t e  da c u l t u r a  B no segundo ano, que no i n í  Y ~ 2  

c io  do planejamento t i n h a  3 anos de idade.  

X 
2 
11 +- á rea  da c u l t u r a  1 p lan tada  no pr imeiro ano, tendo 2 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o  e  sendo revigorada 

no ano 2 .  

3 
X 1 2  + á r e a  da c u l t u r a  1 p lan tada  no segundo ano, tendo 2 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o ,  sendo rev igorada  no 

ano 3 ,  

3 
X2 1 + á rea  da c u l t u r a  2 p l an tada  no pr imeiro ano, tendo 3 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o  p l a n t i o  e  sendo revigorada 

no ano 3. 



-+ á rea  da c u l t u r a  2 p l an tada  no segundo ano, tendo 3 X2 2 

anos de u t i l i z a ç ã o  após o p l a n t i o  e sendo revigorada 

no ano 4 .  

e x  As á reas  x12 serão  determinadas por :  2 2 

A á r ea  t o t a l  ocupada p e l a s  c u l t u r a s  no segundo 

ano, não poderá exceder a á r e a  d i spon íve l  pa ra  e s t e  ano, A2 , 

i s t o  é :  

Consideremos agora,  uma c u l t u r a  i p lan tada  no 

ano R , tendo n anos de u t i l i z a ç ã o  após o p l a n t i o  e sendo 

rev igorada  no ano R+n-1. Es t a  c u l t u r a  ocupará no ano R,uma 

, em h e c t a r e  . á r e a  xiR 

Para um ano j qua lquer ,  a á rea  t o t a l  ocupada 

por  e s t a  c u l t u r a ,  s e r á :  

Como temos I c u l t u r a s ,  a expressão acima f i c a r á :  



j = l ,  . . . ,E , 
, n = l ,  a # .  ,ni [ V I .  7.3) 

Consideremos uma c u l t u r a  p com k  anos de idade 

no i n í c i o  do planejamento,  e  que s e j a  erradicada no ano j ,  E s -  

t a  c u l t u r a  ocupará no ano R , uma á r e a  r e s t a n t e  
k  

Yp& 3 que 

s e r á  desa t ivada  progressivamente ,  e  a  cada ano que p a s s a ,  da- 

minuirá  de tamanho. Um dos motivos que nos l e v a r á  a  e r r a d i -  

c a r  t a l  c u l t u r a ,  s e r á  o  f a t o  de sua  r e c e i t a  l í q u i d a  por  hec- 

t a r e ,  s e r  menor ou i g u a l  a  ze ro ,  i s t o  é,  rk < O . 
P  - 

No ano j , a  á r e a  ocupada p e l a  c u l t u r a  p  , se -  

k 
r ã  Ypj  , sendo que j não poderá exceder o  v a l o r  Jk , po i s  P 
Jk é o  tempo de u t i l i z a ç ã o  que a  c u l t u r a  p  pode t e r ,  após 
P  

o  p l a n t i o .  Desta forma, podemos d e f i n i r  o  segu in te  conjunto:  

P o r t a n t o ,  a  á r e a  r e s t a n t e  t o t a l ,  ocupada g e l a s  P 

c u l t u r a s  , s e r á  dada por :  

(VI . 7 . 4 )  

Somando as  expressões  (VI, 7.3) e  (VI. 7.4) , obte-  

mos a  á rea  t o t a l  ocupada p e l a s  d i f e r e n t e s  c u l t u r a s  no ano 

j .  E s t a  soma não poderá exceder a á r e a  d i spon íve l  p a r a  e s t e  

ano , A  , i s t o  é :  
j 



A desigualdade ( V I .  7 . 5 )  r e p r e s e n t a  a  r e s t r i ç ã o  

r e l a t i v a  a  á r e a .  

V I .  8 .  Res t r i ção  de Precedênc ia  

Consideremos uma c u l t u r a  p  que no i n í c i o  do 

planejamento t i n h a  k anos de i d a d e ,  e  que s e r i a  e r r a d i c a d a  

no ano j  Assim, no i n í c i o  do planejamento e s t a  c u l t u r a  o- 

cupará  uma á r e a  r e s t a n t e ,  
k 

Y~ 1 
. E s t a  á r e a  s e r á  desa t ivada  

progress ivamente ,  e  ao mesmo tempo, haverá  p l a n t i o  de o u t r a s  

c u l t u r a s .  S e j a  e n t ã o ,  , a á r e a  da c u l t u r a  p  no ano L, 
Y ~ L  

que no i n í c i o  do planejamento t i n h a  k anos de idade .  

k 
O planejamento p a r a  e s t a  c u l t u r a  v a i  de 1 a 5 , 

P 
sendo q u e ,  quando 1 = J~ , e s t a  c u l t u r a  e s t a r á  to ta lmente  e r  

P  - 

r a d i c a d a ,  p o i s  ,Jk é o tempo máximo de u t i l i z a ~ ã o  d e s t a  cu l -  
P  

t u r a  após o  p l a n t i o .  

Tomemos agora ,  o  p r ime i ro  ano do planejamento,  

quando a  5 rea  r e s t a n t e  ocupada p e l a  c u l t u r a  p , a s e r  deça- 

t i v a d a ,  s e r á  k 
Y ~ l  

No segundo ano do planejamento,  a  c u l t u r a  P 

com k anos .de idade no i n í c i o  do planejamento,  ocupará a  á r ea  

r e s t a n t e  yk , de forma que teremos sempre: 
??2 



General izando,  obtemos a  s e g u i n t e  r e s t r i ç ã o  de 

onde sk é a  á r e a  ocupada p e l a  c u l t u r a  p 
P 

do planejamento.  

an t e s  do inTcio 

Podemos a i n d a ,  r e p r e s e n t a r  a  r e l ação  de precedên - 
tia da s e g u i n t e  maneira:  

Podemos f ina lmen te ,  resumir  nosso problema e s c r e  - 

vendo o  o b j e t i v o  juntamente com as  r e s t r i ç õ e s  dos r ecu r sos  

p r o d u t i v o s ,  i s t o  é :  

, m=l,a..,12 , 
j=l , . . , ,N . (VI.  8.4) 



, j = l , .  . ,N (VI. 8.5) 

, j= l ,  ..., N , 
- 

n=l , .  . . ,n i '  (VI. 8.6) 

k=l ,  ..., n  , 
P  

p=1, ..., P . 

A r e s t r i ç ã o  ( V I I .  8 . 7 )  poderá  a inda  s e r  represen-  

t a d a  da s e g u i n t e  forma: 

A r ep re sen t ação  m a t r i c i a l  do problema ( V I . 8 . 3 ) -  

( V I . 8 . 8 )  s e r á :  

maxi-mizar z = cx + dy 

s u j e i t o  à Ax + By - < 6 



A geração dos c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o  

( c , d )  , da ma t r i z  t ecno lóg ica  (A,B) e  do v e t o r  de r ecu r sos  6, 

é dada p e l a s  s e g u i n t e s  funções:  

1, Coef i c i en t e s  da função o b j e t i v o  : 

R+n- 1 s 1 i = i, ..., I , 
C i R  = E ri 2 

R = l , . . , ,N  , ( V I ,  8.9) 
s =l (i+ e)R+s -l 

- 
n  = 1 , .  . . ,n . i 

9 p = 1 ,  ..., P , (VI. 8.10) 

k = 1 ,  ..., n  , 
P  

2 .  Coe f i c i en t e s  das ma t r i ze s  A e  B :  

Mão-de-obra: 

t4 -R+l  i=1,  ..., I , 
~m , se  n  - > j -R+1 n=l ,  . . ,I2 , 

e  j > R ,  R=1, ..., N , 
- 

a(1, j ,m ; i ,R,n) = n=l ,  . . . ,n i ' 
--r-'- 

f i n h u  cuRunu j=l , , . . ,N * 

0 , caso contrário . 
( V I .  8.11) 

(VI. 8.12) 



3. Coef ic ientes  das matr izes  A e  B :  

c r é d i t o  : 

j-R+1 , se n  > j-R+l - j= l , . .  . ,N , -r i e  j > R ,  
i = l ,  ..., I , 

a(2,j ; i,R,n) = - R = i ,  ... ,N - 3 

o n=l ,  . . . ,ni . , caso contrário . 

4 .  Coef ic ientes  das matr izes  A e  B :  

Area: -- 

i=1, ..., I . , caso contrário , 
(VI. 8.15) 

(VI. 8.16) 
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