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"RESUMO

A Programacao Linear e a Programacao Inteira, sao

técnicas de otimizacao largamente utilizadas na resolugao de pro
blemas que tenham seus modelos representados por expressoes 1i-
neares, e em especial, na resolugao de problemas lineares que

apresentam estruturas especials.

Este trabalho tem por finalidade,explicar em nivel

introdutorio, alguns dos conceitos envolvidos na Programacgao
Linear e na Programacio Inteira, e esta basicamente, dividido
em trés partes. Na primeira, € feita uma revisao dos conceitos

mais importantes do Método Revisado do Simplex e do Método de De
composicao, principalmente aqueles indispensaveis ao perfeito en

tendimento dessas técnicas de otimizacao.

Na segunda parte, apresentaremos métodos de solugao
para quatro problemas com estruturas especiais. Esses problemas,

podem ter o seguinte aspecto:

min z

il
(@]

X

1l
o

s.a.:: Ax

x £ X

T n m - . .
onde ¢, x € R"'; b e R'; A ¢ uma matriz com m linhas e n colu-

nas, e X representa o conjunto de estruturas especiais.

Finalmente, na terceira parte apresentamos uma apli-
cacdo da Programacao Linear no planejamento dinamico de plantios

de diferentes culturas.



iv

" ABSTRACT

Linear and Integer Programming are largely used opti
mization techniques to solve problems modelled by linear expres-
sions, for problems with special characteristics, we can genera-

te specific algorithms which are more efficient.

Here we try to introduce some of the most important
aspects involved in Linear and Integer Programming. At first we

review the Revised Simplex and Decomposition Methods.

After that the general problem

min z C X
suject to Ax =D

x & X

where T and x € Rn; b e Rm; A is a (mxn) matrix and X is a spe-
cial set is treated considering four different special choices

for the structure of X.

At last an application of Linear Programming to the
plenning of the plantation of different agricultural products is

presented, considering dynamic aspects.
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INTRODUGAO

Pretendemos neste trabalho oferecer uma contribuigao
as técnicas matematicas para a resolucao de problemas de Pro-
gramacao Linear e Programacao Inteira, problemas estes consti
tuidos de estruturas especiais. Representamos esse tipo de

problema da seguinte maneira:

max z = ¢X (D
s.a. Ax < b (2)

xe X (3)

onde CT, X € E‘; b ¢ ﬂl; A € uma matriz com m linhas e n
colunas, e onde X Trepresenta o conjunto de estruturas espe-
ciais.

0 estudo sera apresentado em seis capitulos, consis-
tindo o primeiro deles de um resumo do Método Revisado do Sim
plex e do Método de Decomposigao de Dantzig e Wolfe. Conside-
ramos isto necessario, uma vez que esses métodos serdao utili-

zados em todos os demais capitulos.

No Capitulo II estudaremos o problema em que as va-
riaveis obedecem a uma ordem pré-determinada. Este problema,

podera, por exemplo, ter a seguinte representagao:

max X 7 (4)
s.a. a X, *oarxg T ta xS b (5)

onde aj e B , J =0,...,n ;b e B ; deR e d> 0.



No problema acima, as variaveis foram ordenadas de
forma crescente, sendo que denominamos (6), "restricao de

precedencia'.

Apresentaremos primeiramente, uma solugao para es-
te tipo de problema utilizando o Método do Simplex, conside-

rando d = + o ,

0 método estudado neste capitulo, difere do método

usual do simplex em alguns pontos:

(i) trabalharemos sempre com a base B, e nao sua inver-

-1

sa, B ©, isto &, resolveremos diretamente os sistemas linea-

res;

(ii) a soluc8o basica inicial serda formada pelas p ulti
mas variaveis da restricdao de precedéncia, pela variavel X
e pelas restantes variaveis de folga, até completar ( m + n)

elementos;

(iii)na escolha da variavel a entrar na base, isto e,
uma vez satisfeitas as condicGes de nao-negatividade dos mul-
tiplicadores do simplex, devemos calcular o 25 7 G relati
vo a primeira variavel da restricdo de precedéncia, que nao
estd na base. Se este valor for negativo, a varidvel associa
da a ele,entrara na base, caso contrario, a solugzo obtida
sera otima.

Muitas vezes as variaveis, além de obedecerem a
uma ordem pré-determinada, podem assumir somente um dos valo-

res 0 ou 1 . Neste caso a restricao de precedencia fica-



0 <x) <%x < ..hven < x <1

Este problema sera resolvido a partir do desenvol-
vimento da Dualidade em Programacao Inteira, sendo que neste

caso o problema auxiliar sera:

max qgx (7)

s.a. xe X |, (8)
onde :

X = {x/xeR,0 <% <%, < ooe <X < Lxef0,13,5<1,... 0} (9)

e q = (qi,..,qn) € um vetor linha dado.

A solucao otima deste problema, sera determinada

da seguinte maneira: devemos calcular os valores sp, p =1,
...,n , tal que:
n
s = ., p=l,...,n . 10
p =L 9 P (10)
J=Pp
Tomemos S o tal que:
S, = max {s_} . (11)
k p=1l,..,n p
(1) se s, <0 , a solugdo otima do problema auxiliar sera:
X. =0, 3 =1, ,n
i J )
ou

53
Il
~
o
]
—



(ii) se Sy > 0 , a solugao otima do problema auxiliar sera:
X T Xk+1 = ... = X, = 1
e
Xp =X = X1 70
ou
5(= (07' aO,la""l)T
~——

(n-k+1) elementos unitarios.

Neste capitulo, apresentaremos também, solugio uti
lizando o Metodo de Decomposicdo, para os problemas nos
quais as variaveis, além de serem ordenadas, sao limitadas e

ordenadas por grupos.

Finalmente, apresentaremos como solugao do proble-
ma (4) - (6), um método que consiste em uma mudanca de varia-

vel, recaindo assim, num problema de Programacao Linear.

No Capitulo iII, apreéentaremos um algoritmo pro
posto para resolver problemas inteiros, cujas variaveis podem
assumir somente um dos valores 0 ou 1, denominado "Enumera-
cao Implicita". Este algoritmo resolve problemas com o se-

guinte aspecto:

n
min x_. = ) c.X (12)
o j=1 J ]
n -
5.8 jzl 314%;5 <b;, YieM={l,....m} , (13)
X5 € {0,1}, ¥/j e N = {1,...,n}, (14)



0 algoritmo inicia considerando todas as n- varia-
veis iguais a zero, e consiste de um procedimento sistematico
de sucessivas indicacoes do valor 1 para as variaveis, de mo-
do a apresentar como resultado, depois de se tentar uma peque
na parte das 2" solugdes, ou uma solucdo Gtima ou um indi-

cio de que nao existe solugao viavel.

Apresentaremdés também, utilizando o Método de  De-
composicao, outra solugao para o problema (12)-(14), onde 0

conjunto X € definido da seguinte maneira:
X = {0,1}" .

A estrutura do problema auxiliar neste caso, € a

mesma do problema (7)-(8). Sua solucao otima sera obtida da
seguinte maneira: Xj = 1 se o coeficiente de Xj na funcao
objetivo (7) ,for positivo, e Xj = 0, caso seu coeficiente
na fungao objetivo seja negativo. Quando o coeficiente de
X for nulo, a variavel X; podera assumir um dos  valores
0 oul.

0 Capitulo IV consiste de um estudo relativo a pro
blemas de Programa¢ao Linear, nos quais as variaveis sao limi
tadas, superior e inferiormente. Podemos representar este

problema da seguinte maneira:

min z = cX (15)
Ax = b (16)
L <x<u , (17)

T : - -
onde ¢, x, £, u eﬁ@j b e]@'; u>4£ e A e uma matriz com



m linhas e n colunas.

Apresentaremos solugao para o problema (15)-(17),
utilizando dois métodos, o primeiro, o Método do Simplex, com
algumas adaptacdes para este tipo de problema. E importante
frizarmos, que neste método as (n-m) variaveis ndoc-basicas,
assumirao sempre, um dos seus limites, inferior ou superior,
e sO entao, poderemos calcular o vetor basico Xy o /i e Iy

de modo que, ii esteja dentro de seus limites, isto é&:

L. <X. < u Vie T (18)

1 1 1 B

0 segundo método de solucao para o problema (15)-
(17), é o Método de Decomposigao de Dantzig e Wolfe. Neste

caso, o problema auxiliar sera também, identico ao problema

(7)-(8), onde :
X = {x/xe® e & <x<u, u>{}

A solucdo otima deste problema auxiliar, sera obti

da da seguinte maneira: se qj > 0 a variavel Xj assumira
o valor do seu limite superior, isto €, Xj = uj . Entretan-
to, se qj < 0 a variavel assimirda o valor do seu limite
inferior, isto €, X5 = ﬂj

Apresentaremos também neste capitulo, uma compara-
cdo entre os dois métodos: o Método Cldssico e o Método de De

composicao.

No Capitulo V, apresentaremos solugao para o pro-
blema denominado "GUB" (Generalized Upper Bounding), tendo o

seguinte aspecto:



min X, (19)
n
s.a. a.Xx.=> 20
ng JJ (20)
Yy x. =1 , p=1,...,pP (21)
jeJ  J
P
X320, Vi (22)
onde
J = {13 9n} 1]
J UJ =7 >
T s

J.nJ. =¢ ;, r,seJ ; v # s.

Apresentaremos um procedimento que nada mais € que
uma especializagao do Método do Simplex. Este procedimento
resolve os problemas com estruturas semelhantes a (19)-(22),
mantendo uma "base de trabalho' de dimensao reduzida m x n
Esta "base de trabalho'" & de vital importancia, pois,dela sao
derivados todos os elementos necessarios para a realizagao de
uma iteracdo do método .do simplex, como por exemplo, os valo-

res das variaveis basicas, os multiplicadores do simplex, etc.

Além disso, apresentaremos também, uma solugao pe-

lo Método de Decomposic@o, cujo problema awxiliar sera:

max gx (23)
s.a. Y ox. =1 , p=1,...,P (24)
jer J

x. >0, #4jed

Ui
-~
H
jas}
—

(25)

onde q = (ql,...,qn) € um vetor linha dado, e



J nJ =0 ; rv,seJ ; v # s.

A solugdo otima deste problema auxiliar, sera obti-

da ,considerando para cada subconjunto Jp , 0 seguinte indice

Jot
Cj = max {cp} , p=1,...,Pp (26)
o jed
I%p
assim, atribuiremos o valor um para a variavel x. (Xj =1) , e
0 0

zero para as demais.

No Capitulo VI, descreveremos uma aplicacao da Pro-
gramacao Linear no planejamento para N anos de plantios de
diferentes culturas, sendo que, as areas em que estas culturas
serao plantadas, estao inicialmente ocupadas por outras cultu-
ras com diferentes idades. Portanto, sera necessario, erradi-
car estas culturas, para finalmente, podermos plantar as cultu

ras substitutas.

0 objetivo da programacao do cultivo, € determinar
as quantidades que se devem plantar e desativar, de cada cultu
ra, em cada ano, durante N anos, de tal maneira que o valor
atual da receita liquida total, ao longo do horizonte de plaﬁg

jamento, seja maximo.

E importante salientarmos ,que para a implementagao
deste modelo de Programacao Linear, devemos fazer as seguintes

consideracoes:



(1) o inicio e o final de cada ano, serdao respectivamente,
as épocas de plantio e computo da receita liquida to-

tal;
(ii) as culturas em estudo, sao consideradas perenes;

(i1i) e finalmente, para a mao-de-obra, sao fixadas variacoes

mensais

Além disso, sao respeitadas as restricoes relati-
vas aos recursos produtivos, que basicamente sdo trés: mao-
de-obra, crédito e area disponivel, cujos totais anuais serdo

especificados para cada ano do horizonte de planejamento.

Finalmente, para que a compreensao e a assimilacao
dos métodos possam ser feitas, apresentaremos exemplos comple

tos em cada capitulo.



CAPITULO I

TOPICOS EM PROGRAMACAO LINEAR

I.1. Introducao

Quando usamos a teoria linear de otimizacao, para
resolvermos certos problemas praticos nas éreés economica ou
industrial, aparece na formulacao de tais problemas, sistemas
com muitas restrigoes e variaveis, além desses problemas ,apre

sentarem estruturas especiais.

Para esses casos, o algoritmo convencional do
simplex pode falhar em apresentar um método efetivo. Ja o al
goritmo desenvolvido por Dantzig e Wolfe, permite que o pro-
blema original se decomponha em diferentes sub-problemas meno
res, sendo possivel resolvé-los pelos métodos conhecidos, de
tal forma, que a solucao do problema original seja obtida

através das solucdes desses sub-problemas.

Como o Método de Decomposicao, serda um dos métodos
apresentados para resolver os problemas com estruturas espe-
ciais ,estudados neste trabalho, achamos necessario fazer um
resumo deste método, assim como também,do Método Revisado do

Simplex, pois,sera fundamental para o nosso estudo.

1.2. Algoritmo Primal do Simplex (Forma Revisada)

Vejamos primeiramente, as principais nogoes e defi

nicoes do Método Revisado do Simplex.



Um problema de programacao linear pode ser defini-

do como sendo:

max z = cX (I1.2.1)

s.a. Ax = b (1.2.2)

x>0 |, (I.2.3)

onde CT, Xeﬁp; b ¢ H?; e A uma matriz com m linhas e n
colunas de posto m , isto &, p(A) =m .

Desejamos encontrar um vetor X € R, que maximize
a funcdo objetivo 2z , mas que, além disso, satisfaca (I.2.2)
e (I.2.3), sendo considerados dados do problema os vetores c,

b e a matriz dos coeficientes A.

Seja B, a matriz formada por m colunas linear-
mente independentes de A, e N as demais colunas restantes

de A , isto é:

A = [B, N:I . (1.2.4)
Sejam x; e &g particoes de x e ¢ associadas a B , e
Xy © Cy associadas a N . Desta forma, podemos reescrever
(I.2.2):

(5, nJ [XBJ - b ,

portanto:

Bx, + Nx b >



logo:

x. =B Y - B INx

B N , (I.2.5)

onde x; € o vetor das variaveis basicas,e x; ,das nao-ba-

N >
sicas.

Assim, dados valores a Xy em (1.2.5), obtemos os
respectivos valores de Xg - Se fizermos Xy = EN =0 , obte
mos Xy = EB = B_lb , desta forma, diremos que EB ) uma
solucdo basica de (I.2.2). Se ainda tivermos, EB = B_%>3_O ,

diremos que X, € uma solugdo bdsica viavel ou primal viavel.

Teorema I1.2.1:

"Caso o problema de Programacao Linear (1.2.1) ,
(I.2.2) e (I.2.3) admita uma solucao Otima, entao, ao menos

uma solugao O0tima sera basica'.
Ver demonstracao em |*|,|%|,]7]|,|*| e |®]|.

A idéia do Método do Simplex,€ justamente  partir
de uma solucao basica viavel, passar para outra solucao basi-
ca viavel, de modo que nao piore o valor de =z obtido no
passo anterior. Como o nimero de solugdes basicas de (I.2.2)
¢ finito, pois este numero € limitado superiormente por (g),
e pelo teorema I1.2.1, podemos por em pratica a idéia do Méto-
do do Simplex. O método convergira, caso ndo cicle, isto €,
caso nao repita as solucgdes basicas ja testadas. Existem mo-

dificacGes introduzidas neste método, que evitam ciclagemn,

ver |*] e |8

Podemos verificar facilmente, que o conjunto:



X = {x/keﬂ?, Ax = b, x > 0}

caso nao seja vazio, € fechado e convexo, ver || e |7].

Para passarmos de uma solucdo basica para outra,fa
remos uma troca (permutacao) de duas variaveis, isto €, uma

componente Xy do vetor Xp ocupara o lugar de Xo ©m Xy,

Esta operacao € deno

e X, ocupara o lugar de X, em X

B

minada "pivoteamento'.

Sejam os conjuntos:

I = {1,2,...,n} ,

Ip {i/xi seja uma solugao basical ,

1l

In {j/xj seja uma solucao nao-basica}

Sabemos entao que:

Para explicarmos o algoritmo primal do simplex,sob

forma revisada, consideraremos novamente (I.2.5):

_a-l -1
X, B b B NXN ,
supondo que para Xy = EN =0, x5 = iﬁ - 371 >0 , isto ¢,
xp € uma solucdo basica primal viavel.

Sabemos também que:



ou
z = cCcp Xg * CNXN (I.2.6)
Levando (I.2.5) em (I.2.6), temos:
_ -1 1
z = cB(B b - B NXN) * Xy
_ ~1, -1
7 = CBB b CBB NXN + NN
z = ¢,B71b - (c B IN - ¢ )x (1.2.7)
B B NN ' e
Sejam:
(1) aj € H? , j eI , as colunas da matriz A
(ii) CBB_l = u , os multiplicadores do simplex
-1
1ii) z. = ¢, B Ta. = ua.
(1ii) J B J j
(iv) Z =3 ' = wb

Assim sendo, (I.2.7) podera ser colocada sob a se-

guinte forma:

z =2 - ) (z, - ci)x.
jery 0 T

No caso de maximizacao de 2z , se tivermos

Z5 " € >0, /j e Iy > entao EB sera uma solucao 6tima do

problema de Programagao Linear (I.2.1), (I.2.2) e (1.2.3) ,

ois, x. para j e I, , ao entrar na base tomaria um valor
J N

Ej > 0, que multiplicado por zj - cj >0 , daria (z.ﬂ%)ijjiﬂ,

J
logo teriamos =z =% - (z. - c.)X. ,e portanto, z < z Sabe



mos entdo, que =z nao podera crescer em uma vizinhanga de
S S A - - .

[XB,XN], assim sendo, [XB,XNJ que da a z o valor =z ,é um
otimo local do problema de Programacgado Linear, no entanto, co

mo a fungdo que queremos maximizar € linear, isto €, € conca-

va-convexa, logo um otimo local,é também,um otimo global.

Diremos mais uma vez, que a idéia do algoritmo do
simplex € a de partir de uma solucdo basica viavel  inicial,
passar por operagdes de pivoteamento, a outra solugao basica
viavel,para a qual o valor da funcdo objetivo z a ela asso-

ciado, seja maior ou igual ao valor associado a base anterior,

até que o critério de otimalidade seja verificado, isto e,
até que:
25 = Cy >0, Vje Iy (maximizacao de z).
Quando houver ao menos um Z5 7 € <0 , as varia-
veis nao-basicas associadas a esses zj - Cj’ sao candidatas

a entrarem na base. Devemos entao, selecionar uma que entra-

ra na base por operacao de pivoteamento.

Devemos lembrar que quando (I.2.2) e (I.2.3) nao
forem limitados, poderemos ter, as vezes, z nao limitado su-
periormente, neste caso diremos que a solucao do problema de
Programacao Linear € ilimitada. Quando (I.2.2) e (I.2.3) for
marem um conjunto vazio, diremos que o problema de Programa-

¢ao Linear € vazio ou nao tem solugao.

Tentaremos de uma maneira mais formal, desenvolver
as idéias aqui descritas, para isso colocaremos (I.2.1),(I.2.2)

e (I.2.3) sob outra forma:



max z
s.a. Z - CpXp = COyXy T 0 (1.2.8)
Bxy + Nxg = b (1.2.9)
Xp > 0 ; Xy > 0 R (1.2.10)

onde B € uma matriz mxm , tal que det(B) # 0.

O sistema (I.2.8) e (I.2.9), podera ser resolvido
Se expressarmos z € Xp , €l funcao de Xy Esse sistema

sob a forma matricial ficara:

Z
1 -C -C X 0
B N 2= . (I1.2.11)
0 B N N b

Como B admite inversa, a matriz B dada por:

g7t -

conseguida por processo imediato de particionamento em eviden-

cia na estrutura de B , ver |'?].

Pré-multiplicando (I.2.11) por g1 , teremos:



vA
-1 -1
1 CBB 1 -Cg  ~Cy X 1 cBB 0
0 7 o B W] | xg 0 p~1 b
vA
-1y -1
1 0 cBB N N Xp _ CBB b
o 1 BN X B~ 1p
N
ou ainda:
1 0 vA c B—lb - (c B_lN—c )x
B B NN
) -1 -1 ’
0 I Xp B b - B NXN
que ainda podera ser explicito:
- -1, _ -1y _
vA CBB b (CBB N CN)XN
N P | - = _ n-1
Xp = B b B NXN Xp B NXN
Denominemos -B™IN = Y = (yj) = (yij) , onde
_ o1 -
Y5 = B a5 € K e Yij € IR , onde Yij sao os clementos de
Y. Podemos ainda, representar por Ei as componentes de
_B - 3 1 , assim sendo, teremos:
z =7z - ) (z,-c.)x, , (I.2.12)
jel Jo ]
N
e
x; =X - ] Yij X5 Vie Ip . (1.2.13)
JEIN

Lembremos que para X5 = 0, Vje Iy, teremos



x. >0 , Vi e I, , pois X € uma solucdo basica viavel.

1 B
Suponhamos agora, que exista um (zk - ck) <0
para k € IN , entao levaremos X, Dpara base, que devera

entrar no lugar de uma variavel basica, de modo que a nova
solucdo basica continue viavel. Lembremos ainda, que as va-
riaveis nao-basicas Xj para j € Iﬁ\{k} continuarao com

valores iguais a zero.

Os valores de X deverao continuar nao-negativos,

assim, de (1.2.13) podemos escrever:

X; = X3 - YiX 20, para /i e Iy,

portanto:

X.
i

| v

Y315 , /i e Iy . (1.2.14)

Podemos considerar (I.2.14) de trés maneiras:

(1) Yik = 0, X; independera de Xy o
X. B
(i1) Yig < 0 , X, > 1 < 0 , portanto, Xy nao sera li-
Yik
mitada superiormente,
ii Ei
(iii) Yik > 0, % < > 0 , portanto, 0 <xy <
Yik Tik

Das observagOes acima podemos tirar as seguintes

conclusoes:
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a) se todos os Yix  bara ie Iz » forem menores ou
iguais a zero, Xy podera tender para +~ , levando z para

+o  (solucao ilimitada).

b) suponhamos que Iy = {i/y;, > 0 , i e Iz} , entdo o in

dice e associado a

x X.
© = min{—%} )
Vi e Yix

dira que X, € a varidvel que deixara a base para que X
tome seu lugar. Nesse caso & coluna a, entrara no lugar de
a , na matriz B . Calcularemos a nova inversa (pivoteamento)

€ recomecaremos o processo no qual:

(Ip\{e})U {k} > I}

(Iy\{K}U {e} + I}

0 quadro do simplex sera do seguinte tipo:

A ¥

] -1 : _ TTTTTTTTA 1

i = - t

1 | cBB =1 ! 7 zk ck :
______ S N
| _ 1 _ _ |

o | 3L gl BTig

! ! k|

onde:

. - . = . — C. N ‘/. I >

S5 T s I EN
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z. - ¢, =min {z.-c./z.-c. < 0}
ko ko J 7] ’
JEIN
sendo Ak o vetor gerado associado a variavel Ak que entrara

na base,e definido da seguinte maneira:

k -1

_ _ T
AT = (zk C > B

ak)

O Método Revisado do Simplex converge, no entanto,

algumas modificagoes devem ser feitas, ver |*|,|%| e |7].

I.3. Dualidade em Programacao Linear

Seja o problema de programagao linear (primal):

max z

= CcX
s.a. Ax = b Primal (1.3.1)
x >0

Defineremos como sendo o problema dual de (I.3.1),

o seguinte problema de programacao linear:
min w = ub
Dual (1.3.2)
s.a. uA > c
Podemos verificar facilmente que o dual do proble-
ma
max z = CX ' min w = ub
s.a Ax < b => sera => s.a uA > c
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Lema I.3.1:

"0 dual do dual & o primal'.
Ver demonstracao em |*|,]|1] e |8].

Vejamos agora, algumas propriedades que ligam 0S

problemas duais (I.3.1) e (I.3.2).

Propriedade I.3.1:

"Se x for uma solucao viavel de (I.3.1), isto €&,

k

Ax =b e x>0,e se u for viavel de (I.3.2), isto e,

VA > c , entao, cX < ub."

Propriedade I1.3.2:

"Se x for solucdo viavel de (I.3.1) e u de

(I.3.2), tal que c¢X = ub , entdo, X €& uma solucio otima

de (I.3.1) e u €& uma solugdo otima de (I.3.2)."

Propriedade 1.3.3:

" ] vy x T v —1 —1 . =
Se X = [XB,XN] onde X =B be xg =0, for

uma solucdo (Viével) 0tima de (I.3.1), entiao u cpB &

uma solucgao (viavel) otima de (I.3.2)'".

Ver as demonstragGes das propriedades(I.3.1),(1.3.2) e (1.3.3) em |10
E interessante verificarmos que quando resolvemos

(I.3.1) pelo método do simplex sob a forma revisada, podemos

tirar do quadro otimo a solugao Otima do dual (I.3.2).

Podemos agora, enunciar o teorema da dualidade (e-

xisténcia).
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Teorema I1.3.1:

"Dados dois problemas duais (I.3.1) e (1.3.2) ,

apenas uma das afirmacOes abaixo € verdadeira:

(1) (I.3.1) e (1.3.2) sao vazios |,

(ii) (I.3.1) € ilimitado e (I.3.2) € vazio,

(iii) (I.3.1) e (I.3.2) tém solucdes Otimas e os valores das

funcdes objetivo no 6timo de ambos,s3o iguais."

Ver demonstracdao em |'°].

Observacao: dados dois problemas duais (I.3.1) e (I.3.2) pode-

mos afirmar:

a) se (I.3.1) tiver solucdo otima finita, (I.3.2) também 0

tera (z* = w*),
b) se (I.3.1) for ilimitado, (I.3.2) sera vazio,

c) caso (I.3.1) for vazio, (I.3.2) podera ser ou vazio ‘ou ili

mitado.

Vejamos agora, o teorema das folgas complementares

(fraco).

Teorema 1,3.2:

"Sejam X solucao otima de (I.3.1) e U solugao

otima de (I.3.2), entao:

(uA - c)x = 0."

Ver demonstracdo em |'°?].
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Podemos escrever (UA - c)x = 0 da seguinte manei-

Tra:

logo,

I.4. Algoritmo Dual do Simplex (forma revisada)

Tomemos novamente:

max z = CX
s.a. Ax = b (1.4.1)
X > o .,
cujo dual sera:
min w = ub
s.a. uA > c . (1.4.2)
Seja:
L § -1
Xg = B b - B NXN s
- T - = R § =z
quando Xy T Xy T 0 , entao, Xg = Xg = B b e Xz ¢© uma
solucao basica de Ax =Db , se Xg > 0 diremos que é uma
solucdo basica primal-viavel.
Consideremos u = cBB_1 , s€ u satisfizer a
UuA > c , ou cC B_la. -¢c. >0, j=1,...,n , ou ainda,

— B J J
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zj - Cj >0, j=1,...,n , diremos neste caso, que Xy

(02N

uma solucgao basica dual-viavel

Se EB for primal e dual-viavel, sera também uma

solucdo otima do problema (I.4.1).

0 algoritmo dual do simplex parte de uma solugao
basica dual-viavel de Ax = b e passa a outra solucdo basica
dual-viavel, parando quando a solugao dual-viavel obtida

for também primal-viavel.

Seja o quadro do simplex sob forma revisada:

Ll 1
- — !
1 cBB zZ . yA —CJ !
-1 -1 | ST
0 B B b B a.!
.3
i - -1 -
Consideremos Xp = B b , tal que cBB a5 Cj >0,
joe Iy isto €, EB € dual-viavel. Suponhamos que ao menos
uma componente de EB = B_lb 'seja negativa, por exemplo
ié . Nesse caso, X, sera uma candidata a deixar a base.
Tomemos a linha associada a variavel X, na ma-
triz B_lN e a linha associada a funcao objetivo na - forma

do quadro:

N

|
(@]
N
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Para que Xy < 0 possa ser modificada,apos pivotea
mento em um elemento yej , de tal maneira que o valor que a-
parecera em seu lugar (lugar de Ee) seja positivo, temos que
ter pelo menos um yej , j=1,2,...,n , negativo. Caso nao
exista nenhum yej negativo nessa linha, o problema de progra

macgao linear em questao sera vazio.

Seja K, = {j/yej < 0, j=1,...,n}. Gostariamos de
escolher entre as variaveis nao-basicas, tais que seus indices
pertencam ao conjunto Ke , aquela que entrara na base,manten-

do ,apb6s o pivoteamento,a viabilidade dual da solugdo basica.

Seja y_ <0 , o elemento pivo, entao:

(Zk_ck)

(z5-c3)" = (z57¢5) - Yej >
yek

a operacao pivoteamento.

Ap0s o pivoteamento, témos que ter:

(z.-Cy )
(zj—cj) .k k7 Yej >0 , V/j=1,...,n
Yek

Vejamos o0s seguintes casos:

(i) para yej >0 , a relacao acima serda sempre verifica-

da, pois, 2 T Sk >0 e Yek < 0 , desta forma:

portanto:
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Z, —C

(ii) para vy j < 0 , temos:

Z.—C. Zq1. = C
_J_Likk,,/3=1, o,
Yej Yek

A variavel X, que entrara na base,estard associa-

da ao indice k de:

Zk"Ck Z.—C.
=-max{——l—fl—} ,
Yer ek, Tej
ou ainda:
Z, - Z.—C.
S S ) S s I
Yok jeK, | Ve

Esta formula € valida para o problema de maximiza-

¢ao e minimizacgao de z

I.5: Método de Decomposicao

Passemos agora, ao resumo do Método de Decomposicao

de Dantzig e Wolfe, apresentando seus principais conceltos e
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definicoes.

Inicialmente, consideremos o seguinte problema:

min cx
s.a. Ax = b
X e X ,
onde A €& uma matriz mxn , o vetor b € ® e oS vetores
T 7 - . . - ] -
¢, X € . Aléem disso, o conjunto X €& um conjunto polie-

drico, representando as restrigoes que possuem estruturas espe
ciais.
Dividiremos nosso estudo em dois casos:
(1) o conjunto X € um conjunto poliédrico limitado.

(ii) o conjunto X €& um conjunto poliédrico ilimitado.

Faremos primeiramente, um estudo detalhado do caso

(i) .

I.6. X »~ conjunto poliédrico limitado

Para facilidade nossa, vamos reescrever o problema

definido anteriormente, isto &:

min cx (1.6.1)
S.a. Ax = Db (I.6.2)
x e X ) (I.6.3)

. T
onde A matriz mxn , b ¢ ® e ¢ , X € ® .
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Como o conjunto X € um conjunto poliédrico limita

do, entao, qualquer ponto de X pode ser escrito como uma com

binacao convexa do nimero finito de seus pontos extremos, isto

é:
p .
/x e X »x= ) x)a
=1
P
Y o oA. =1
=1
A >0, j=1, »D s
j 2 J P
onde:
x) > pontos extremos de X ,
p — nimero de vértices ou pontos extremos do conjun-
to X ,
n » nimero de variaveis.
Substituindo a expressao de x definida acima em
(I.6.1) e (1.6.2), temos:
P .
min (cx?) A,
T =1 )
s.a. f (AxI)A. = b (1.6.4)
=) J
J
f A = 1 (I.6.5)
=1
Aj >0, j=1, P (I.6.6)
Podemos representar a matriz , e abase B do

problema (I.6.4) - (I.6.6), da seguinte forma:
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AxD Ax? L. Al L AP
A:
1 1 ee 1 ... 1
Axl ......... Axm+1
B =
] T ee et ov e 1 (m+1)x(m+1)
. b
b =
1
EB = (cxl, ..... , cxm+1) ,
e
b
= T _ 4-1g _ -1
Ay = Ogoeeens A )T =375 =371

Como o numero de pontos extremos de X € geralmen-
te muito grande, nao existe nenhum interesse nosso em resolver
este problema, enumerando todos os pontos extremos. Assim ve-
remos um método alternativo para encontrar a solugao otima do

problema (1.6.4) - (I1.6.6).

I.7. Solucao do Problema

Vamos estudar o problema aplicando o Método Revisa-
do do Simplex, de forma que teremos uma solugao basica viavel

inicial X = (AB,AN)T , a matriz basica B e sua inversa L,

Sejam wu, u, , as variaveis duais correspondentes a

(I1.6.4) e (1.6.5), de modo que tenhamos:
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onde:

¢, ~ & o custo associado as varidveis basicas
¢. = cx? , para cada varidvel Aj

Além disso, seja

b
o a1

desta forma, temos todos os elementos para construirmos o se-

guinte quadro:

o
<l

(u,u,) .
Quadro (Q.I.7.1)

B-l

=3

Do Método Revisado do Simplex, temos:

z. - ¢ = max {z.-c.}
kT 1<j<p )

Sabemos que:

z. - ¢C. =¢, B Ta. - c. ., J=l,ee.,p

onde , aj sao os vetores coluna da matriz A , isto é&:
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Ax?
a = 2 j=l9 "p 9
. 1
portanto:
Ax?
2. - C. = ¢, B 7 -c. ., j=1, ,P
J J B 1 j
Como
_ o~ -1
(u,uo) = CBB ,
temos :
Ax)
zj - Cj = (u,uo) . - Cj s, J = 1,04, ,
2. - . = uAxd + u_ - cxJ j = 1,00.,p
J J O 2 ? 2 Py
z. - ¢c. =u_ + (UA - ¢ Xj =1,
; 3 o T ) > ] P
Assim,
2y " ¢, = max {u_ + (UA-c)x’} . (I.7.1)
1<q< ©
<J=<P
Sabemos que para as variaveis basicas, teremos:
.- 2. =0
579
Se tivermos Zy T S 0 , isto e:
Zg = G = max {z. - cj} =0 ,
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entao, z; = €5 2 0 para todas as variaveis nao-basicas. As-

j

sim sendo, o critério de parada do algoritmo de decomposicao

sera: Ze T S T 0 . As condicoes de otimalidade para o pro-

blema de minimizacao sao as seguintes:

25 - Ej =0 , para as variaveis basicas,
z5 - Ej < 0 , para as variaveis nao-basicas.
Portanto, se existir ao menos um Zy " Ek >0 , a variavel X

devera assumir um valor maior, isto &, a variavel X devera

entrar na base.

Do ponto de vista computacional, & impossivel de-
terminarmos o indice k através da equacao (I.7.1), pois, o
nimero dos pontos extremos xJ & muito grande. Vejamos por-

tanto, um esquema alternativo.

Como o conjunto X € um conjunto poliédrico limi-
tado, sabemos que o maximo de qualquer objetivo linear sera
encontrado em um dos seus pontos extremos, assim sendo, obte-

mos o seguinte problema auxiliar (P.A.):

max {(uA-c)x’ + uo} = max{(uA-c)x? + uo} .
1<j<p xeX

Vamos supor que X seja a solucao otima do proble

-~

ma auxiliar e 2y T G O correspondente valor da funcao obje-

tivo:
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(1) se zy - Ek = 0 , entao a solugao basica viavel Ak =

= (Ag A )T sera a solucao otima do problema original.
BN ¢ P g

(ii) caso contrario, isto €, se existir ao menos um

zk - Ek >0 , entao a variavel Ak associada ao vetor

k -
coluna XA , devera entrar na base.

A coluna correspondente da matriz A, [Ai,l]T, de-
ve ser atualizada, isto €, devemos pré-multiplica-la pela in-

versa 1 , ou seja, devemos obter o seguinte vetor Y =

B’l[Ai,le . 0 vetor coluna gerado AC = (zp = S > yk)T ,

€ adicionado ao quadro anterior. A variavel Ay deixarda a
r

base e o indice r €& determinado da seguinte maneira:

b b.
f— =min {——/ Yie > 0F . (I.7.2)
Yy sy

Apds o pivoteamento ao redor do elemento pivo
k - .. : - .
Yo 0 @ coluna de Az e eliminada. Devemos entao, repetir o

procedimento, se necessario.

Faremos agora, algumas observacoes sobre o algorit

mo de decomposigao, que achamos de real importancia:

(i) O algoritmo dé decomposicao € uma implementagao direta
do método revisadoAdo simplex. A fnica diferenca se resume no
calculo de 2y " Ek , que se restringe a um sub-problema. Além
disso, o algoritmo converge em um numero finito de iteracoes,da

mesma forma que o revisado.
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(ii) A cada iteracao, o passo principal fornece uma
solugao basica viavel melhor para o sistema definido pelas
equacoes (I.6.4) - (I.6.6). Isto € obtido introduzindo a va-
riavel néo—bésica M. » gerada pelo>sub—problema. A cada ite

-~ k . -
ragao o sub-problema fornece um ponto extremo x , verifican-

-~

do se para todos os Aj temos Zj - cj < 0 , ou determinando
o maior dos Z5 - Ej positivo.

(iii) A cada iteracao, o sub-problema nao precisa ser
completamente otimizado. E somente necessario que o ponto

extremo xJ satisfaca a seguinte condicao:
- = - j ,
Zy Cx (uA c)x’ + u, > 0 .

. - . k - .
Neste caso, a variavel Kk associada ao vetor A , & candi-

data a entrar na base.

I.8. Limite inferior

O critério de parada do algoritmo de decomposigao

¢ quando obtemos:

max Zj - Cc. =0 .

Para grandes problemas praticos, podemos ~ - levar
muito tempo para satisfazermos esta condicao. Uma vez que o
algoritmo de decomposigao gera pontos viaveis com valores
objetivos melhores, podemos entao, parar o algoritmo quando
a diferenca entre o objetivo de um ponto viavel e o limite in

ferior,estiver dentro de uma tolerancia aceitavel. Isto pode
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nao dar um ponto Otimo verdadeiro, mas garantira boas solugoes

viaveis.
Consideremos o seguinte problema auxiliar:
max (uA - c)x + u,
S.a. X e X,

onde u e uo sao os vetores duais.

Seja z, - ¢ , o objetivo Otimo do problema auxi-
liar definido acima. Consideremos x como sendo qualquer so

lucao viavel do problema (I.6.2) e (I.6.3), isto é:

Ax =D
e

X e X

Pela definigao de 2y - Ek , temos:
Zi = G = max{(uA-c)x + uo} ,
xeX

portanto:

2 T G > (vA-c)x + Uy

Uma vez que x ¢ X e Ax =b , pois, x € qualquer solucao
viavel do problema, temos:
Ze T O 3 uAx - cx + u,

-~

- cX < (.zk - ck) - uAx - Uy

-~

cx > uAX *u, - (zk - ck)
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~

cx > ub + u, - (zk - ck)

cX (u,uo)(g) - (zk - Ek)

v

o~

cx > g b - (z - )

Esta desigualdade & valida para qualquer x e X e

Ax = b , em particular, temos:
min c¢cx > c, b - (z, - C)
XeX - B k k
Ax=b
Portanto, o limite inferior (L.I.), sera dado
poT:
L.I. = ¢ b - (zk - ck) ,
onde o valor ¢ b ¢ tirado dos quadros e Zy .~ Ek , calcula
do.
I.9. X > conjunto ilimitado
O problema estudado agora, € 0 mesmo definido
por (I.6.1) - (1.6.3), isto é:
min cx (I.9.1)
s.a. Ax = b (1.9.2)

x e X , (I.9.3)



onde, A €& uma matriz

Como o conjunto X

qualquer ponto de
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(xn) ; b e TR

, x ¢ |

€ agora um conjunto ilimitado,

X nao pode ser escrito como uma combina-

¢ao convexa dos seus pontos extremos, mas sim, como uma comb i

nagao convexa dos seus pontos extremos mais uma

nao-negativa das suas direcbes extremas. Assim,

/X € X =

T
xej + E
J.‘:
A, =1
J
>0 ,J =
>0, 5=

X, e

X

,xP)

H

dada acima

onde:
x) + pontos extremos de X (
dj +~ direcdoes extremas de X.(dl,...,dr).
Substituindo a expressao de
(1.9.1) - (1.9.3), temos:
D . T .
min ) (cx?)A, + (cdDw.
— j=1 J j=1 J
. T .
s.a. (AxDya, + ¥ (add)w.
j=1 J j=1 J
N
j=1
A. >0, i =1,...,
j = J P
w. >0 , j =1, » T

(T.9.

(1.9.

(I.9.

(I.9.

combinacao

em
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Para o conjunto X ilimitado, podemos ter o se-

guinte representacao grafica:

A L
x4 x4
= +
x3 L X3
x1 x2 - 2
envoltoria convexa cone assintotico
dos vértices de X
Como normalmente os nimero p € T Sao muito

grandes, resolveremos este problema pelo método revisado do

simplex.

Sejam dados uma solucdo basica viavel do problema,
B abasee u e u, as variaveis duais correspondentes a
(I.9.4) e (I.9.5), respectivamente. Assim sendo, podemos cons

truir o seguinte quadro:

2l - s
(u,uo) = CBB zZ Cy b
-1 =~ _ n—1{b
; .
onde:
z = y b » valor da funcdo objetivo ,

EB + custos associados as variaveis basicas ,
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¢. = cx) , para todo j

A matriz das restrigoes sera:

=
T

Podemos observar que a matriz A apresenta dois

tipos de colunas:

Ax) AdJ

Sabemos que a solucdao 6tima sera encontrada quan-

do zj - Ej < 0 , para cada variavel. Em particular, temos:
a) z5 Ej <0 , para Aj nao-basicas
R Ax? ;
zy - Cj = (u,uo) 1 - cx” <0
- = j o o)
Zj cj uAx”’ + u, cx” <0 (1.9.8)
b) 25 = Ej <0 , para W nao-basicas
AdJ .
z. - ¢c. = (u,u) - cdd <0
J J Y 0 -
z. - ¢, =uAd) - cdd <0 . (1.9.9)



31

Nosso objetivo, ¢ entao, encontrar um vértice x7
tal que uAx? + u, - cx? <0 , ou um raio vetor a’ ,tal que
uAdd - cd’ <0 . Desta forma, as condicoes de otimalidade pa

Ta o problema de minimizacao, serao:

auxiliar:

wWAx? + u - cx? <0 ara oS A. mnao-basicos
o — » P ] ’

uAd? - cd’ <0 , para os Wy nao-basicos.

Para isto, devemos resolver o seguinte problema

Temos dolis casos a considerar:

1) A solucdo otima do problema auxiliar € ilimitada

ou

Isto € possivel se o raio vetor & & tal que:

(ua-c)df > 0,

Ek = (uA—c)dk > 0.

2k

Neste caso, o vetor [Adk,O]T deve ser atualizado, isto €:

Yk=B 2
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. k ) ~ . =
e assim geramos o vetor coluna A associado a variavel Ak’

e definido da seguinte maneira:

k _ o T
A‘(Zk Ck’yk)

ou

((ua-oyd* , B 1adc,00HT

>
1l

que sera introduzido no Gltimo quadro otimo, isto €:

Ay
__________ 1
(u,u) 7 fuA-c) df i
___________ -
|
Adk :

-1 _ -1

B b Bl o |
_________ 1

Quando nao pudermos realizar .o pivoteamento, esta
remos diante de B—l[AXk,le <0 , ou B_lfAdk,OjT <0 ,e o

problema linear sera ilimitado.

2) A solugao Otima do problema auxiliar & limitada

Uma condic3o necessaria e suficiente para esta 1i

mitagdao € que:

(uA—c)dJ < 0 , para todos os raios vetores.
=< p

Seja X a solugao .otima do problema auxiliar e

Z1 Ek o respectivo valor da funcao objetivo, tal que:

2 " Ek = max{(uA-c)x’ + uo}
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(1) Se tivermos z, = € < 0 , encontramos a solugao O-

tima do problema, pois:

(uA-¢)d? <0

e
(uA—c)xJ *u, < 0.

(ii) Se existir ao menos um Zy ~ Ek > 0 , devemos ge-

rar o vetor coluna AK correspondente a variavel M que

provavelmente entrara na base:

k ~ T

AT o= (zk - S yk) ,
onde

2 TG T (VA - o)x + ug
e

v = BH[Ax, 17 .

0 quadro do simplex, sera:

kk ¥
(u,uo) 7z (UA-A)X + u_ |
|
______________ |
—~ [
Ax [
B 5 Bl[J !
_____________ _
Finalmente, se o problema auxiliar for vazio, o]

problema original também o serd. Além disso, se as restricoes

-

forem do tipo desigualdades, devemos verificar os zj - Cj

relativos as variaveis de folga.
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CAPITULO I1I

VARIAVEIS ORDENADAS

IT.1. Introducao

Neste capitulo, apresentaremos solucoes para 0
"Problema Linear de Ordenacao'" (P.L.0O.), que‘consiste em um
problema de programacao 1inear, no qual as. variaveis s@o orde
nadas, de modo que qualquer componente do vetor solugao obede

ce a uma ordem pré-determinada.

A restricao que explicita a ordenacao dessas va-
riaveis sera denominada "restricao de precedéncia'. Assim,
para um vetor solucao Xx em B?, temos dois tipos de restri-
¢ao de precedencia: no primeiro, as varidveis estarao ordena-

das de forma crescente e, no segundo, de forma decrescente:

(1) 0 < Xj-f X4 o j=1,...,n-1 = crescente Testricgoes
de
ii)x, >x. . >0 , j=1,...,n-1 » decrescente precedencia
2542 , Lecrescel® proonelg

Dedicaremos nossa atencio as restricdes do tipo
(i), fazendo um estudo sobre as variaveis ordenadas de forma
crescente. Quando houver necessidade, faremos uma comparacao
entre as diferencgas basicas apresentadas pelas duas restri-

coes de precedencia.

Podemos assim, representar um probléma linear de

ordenagao da seguinte maneira:
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maximizar X (IT.1.1)
sujeito a: %
a.x. = b (I1.1.2)
j=0 J ]
0 < Xj < Xj+1 <d ,j=1,...,n-1 , (I1.1.3)
onde o0s aj e ® , J =0,...,n , sao vetores coluna e X um

vetor coluna n-dimensional, X ¢ I®. O vetor b €& um vetor
coluna m-dimensional, sendo sempre nao-negativo e formado pe-

los elementos b, , isto &:

b_>_0

e, finalmente, d , um nimero real positivo.

Apresentaremos solucao para o problema de ordena-
cao (II.1.1) - (II.1.3), através de trés métodos: o Simplex;
a Dualidade em Programacao Inteira e Mudanca de Variavel. No
Método do Simplex, consideraremos d = +o , ja na Dualidade
em Programagao Inteira, tomaremos d = +1 e, finalmente,atra
vés de uma mudancga de variavel estudaremos os dois casos, is-

to &€, quando d = +» e 0 < d < +

II1.2. Definicao do problema

Iniciaremos nosso estudo apresentando o Método
do Simplex como solugao para o problema de ordenagao, conside
rando neste caso d = +o . Assim, a restrigcao de precedencia

tera o seguinte aspecto:
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0 < x, < Xy £ ... 20X < X . (I1.2.1)

Desta forma, diremos que o problema linear de or-
denacgao estara sujeito a dois tipos de restrigao, uma igualda

de e outra de precedéncia, isto ¢€:

maximizar X, (11.2.2)
sujeito a:

agX, toagXy tayX, + ...+ a X, = b (I1.2.3)

0 <xy 2% < ... < X .1 5 X, (II.2.4)

onde ajelﬁn‘,j 0,1,...,n;beIF{n;b">_Oexé]]{L.

Para facilitar nosso estudo, devemos realizar al-

gumas modificacoes na restricao (II.2.4), de forma a obter:

I A
ba

| A
P

Podemos ainda, escreve-las de maneira mais conve-

niente:
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—xl < 0
xl-xz <0
X,-X <0
2 3. — (I1.2.5)
~ “ §
~ - . :
*n-2 7 *n-1 =0
X-1 " % = 0

Introduzindo as variaveis de folga Sj >0, 3 =

=1,...,n , no sistema de desigualdades (II.2.5), obteremos o

seguinte sistema de equacoes:

/ + _0
xl—xz + 52 =0

) Xz-Xi\ + 53 ﬁO
\\\\‘ . E
Xh—l - xn * Sn=
. (IT1.2.6)

0 problema inicial (II.2.1) - (II.2.3), pode ago-
ra ser reescrito,utilizando-se o sistema de equacoes (II1.2.6),

como segue:
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maximizar xo

sujeito a:

a,X, tagXy ot o +oa X, = b
+ s = (
-Xq 1
Xy - xz\ + s% = P
\\\\ \\\ :
S o AN !
Th-1 7 % TSy T 0
(11.2.7)
51’52’ ’Sn > 0o ,
onde a. & I , j =0,1, ,n ;3 b e ® e s e R’

O problema (IT.2.7) pode ser representado de ma-

neira mais conveniente, usando-se notacao matricial:

maximizar xo:

sujeito a:

Ca ag .. B ptl Fepez t -1 & 0 0 X, b
0 -1... 0 0 ... 00 1..0||x 0
0 1... 0 0 ... 00 0...0 ; :
0 0. 0 0 .. 00 0.0 |x | = L | a1.2.9)
: : S1 :
0 0 0 0 -1 0 0...0 :
0 0 0 0 1-1 01 s | [0
s = (sl,...,sn)T > 0.

A seguir, definiremos os seguintes vetores colu-
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%]
i

et

.
@]

b
'—l

I
=
i

w

=3
il
—
(o
©
5
A —

¢ a matriz P com (m+n) linhas e (2n+1) colunas, definida

por:
ajg 8qp v A, 0 0
a0 ¥p1 e an 0 0
0 -1 ..... 0 1 0
0 1..... 0 0 0
P =
0 0 ..... 0 0o . 0
0 0 .ovnn 0 0 0
B 0 0 -1 0 1 (min) x(2n+1)
A matriz P , pode ainda, ser representada pelos
vetores colunas pj , j =0,...,2n , isto é€:
P=[p P I« F ,p]
1 n’s, S, O
Observamos que a matriz P € formada por tres
tipos de vetores coluna: pj , j =1,...,n 3 Pe . > j=1,....n;
J
e Py - Esses vetores sao definidos da seguinte maneira:
1) os n primeiros vetores coluna pj , J = 1,....,n ,

sdo constituidos de duas partes: a primeira & composta do ve-

tor coluna m-dimensional a. & IK , j=1,...,n , e a segunda,
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constituida de n elementos nulos com excessao de dois, -1
e 1, que sdo respectivamente, os (m+j) e (m+j+1)-Esimos

elementos de pj

p; - (ag,O,...,—l, Lol e ® | j=1,...n ,

(m+j)-ésimo elemento (m+j+1)-€simo elemento

aj e ' , J =1,...,n

2) os n vetores coluna consecutivos p , j =1,...,n,

°j
s3o também constituidos de duas partes: a primeira, € compos-
ta de m elementos nulos e a segunda, do vetor unitario n-

dimensional ej

P = (0,..., 0, e.) ¢ @ . =1,...,0 |
S . J
J N
m elemen-
tos nulos
onde
ej=(o"'a1'90)T€n{l s j =l,...,n_
j-€simo elemento
3) e, finalmente, um Ultimo vetor coluna Py > composto

pelo vetor coluna unitario m-dimensional a, »e por n elemen-

tos nulos:

T
Py, = (a_, 0 ..... 0)
~
n elementos nulos
a, = ¢q € HF
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Além disso, podemos representar a matriz P de
uma maneira,que futuramente sera muito Util para o nosso estu

do:

A : 0 ' a
I ' © m linhas
P = f--77--- Tt il ’
g : I | 0 n linhas
1 i
n colunas
S—
n colmas < - 7
1 coluna

onde A & uma matriz mxn ; S uma matriz quadrada nxn ; I

, e a, um vetor coluna do T . Além

matriz identidade nxn

disso, a matriz S ‘tera sempre o seguinte aspecto:

-1 0 0 0 0]
1 -1 0 0 0
g = 0 1 -1 . 0 0 . 0(S) =n
0 0 0 1 -1
nxn
Desta forma, o problema (II.2.8) ficara:
maximizar X
—— 7o
sujeito a:
Px =D (11.2.9)
s >0

Partiremos da hipotese,de que a caracteristica da
matriz dos coeficientes P ,sera igual a caracteristica da

matriz aumentada, e igual ao nimero de restricoes de (I1.2.7),
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de forma que teremos:

p(P) = p(P,b) =m +n

Na realidade, o que fizemos foi partir da hipote-

se de que a caracteristica da matriz A € m , isto g,
p(A) = m , uma vez que p(S) =n e p(I) =n , portanto,
p(P) = m+n

Apds reagruparmos as colunas [?1,...,pn,ps s s

Pg ,po] de P , podemos particiona-la:
n
p = [B,N] , (I1.2.10)

onde B € uma matriz inversivel de ordem (m+n) e , N uma

matriz com (m+n) linhas e (n-m+1l) colunas.

Sejam os seguintes conjuntos:

I, » conjunto dos indices das colunas de B

b

Iy > conjunto dos indices das colunas de N

k4

sendo que:

I, UI, = {0,...,2n}

Para um ponto qualquer Xx = (XB,XN)T , podemos

definir:
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Definicao IT1.2.1:

_ 3 T ) _ .
"0 vetor X = CXB, N) sera uma solucao basica

viavel para o problema (II.2.9) se:

Bx

Ii
vs]
>
1
o

B

XN

A matriz B € denominada matriz basica e N , ma

triz nao-basica. As componentes de EB sao as varidveis ba-

sicas, e as de X, as variaveis nao-bisicas.

Para determinarmos uma solugdo otima para o pro-
blema (II.2.9), utilizaremos o método do simplex, que consis-
te em um procedimento sistematico a partir de uma solucao ba-
sica viavel inicial, obtendo-se outras solugoes basicas viave
is e alcangando, em um numero finito de passos, uma + solu-
cao otima, de tal forma, que o valor da funcao objetivo a ca-
da iteracao, seja, no caso de maximizacao, sempre maior ou

igual ao da iteracao anterior.

Antes de estudarmos uma maneira de determinar uma
solugdao bdsica viavel inicial para o problema (II.2.9), recor
demos que partimos da hipotese de que para o conjunto de res-

tricoes Px = b , tinhamos:

I
©
~

v}

o

—
I
=

+

=

o (P) . (I1.2.11)

Tendo em vista o que foi exposto, podemos definir
as restricoes de um problema de ordenacao, como um  conjimnto

de (m+n) equacoes lineares a (2n+1) incognitas:
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Px = b . (I1.2.12)

2

A j-ésima coluna da matriz P sera denominada pj , j =0
., 2n . DPodemos formar uma matriz basica B , cujas colu-
nas p; , ie IB , serao quaisquer (m+n) colunas linearmente
independente de P . A seguinte notacdo sera usada para Te-
presentar tal combinacao.
m+n-1

Pj = Yoo ¥ Va1 T 0 T Ymen-1Ppen-1 T iZO YigPi - & I

(I1.2.13)
onde
( y y )T e I
yJ YOJ’ 13,.00'7 m+n_17J » J N N
e
B = [po,pl, ..... ’pm+n—1] :
portanto :
. = B - N € I ]
PJ YJ J N
ou
y. =B 1 p. R (IT.2.14)
j j N
Assim, conhecendo o vetor yj , J € IN , Ppodemos
expressar o vetor pj , J € IN , como uma combinacao linear
das (m+n) colunas de B, ou seja o vetor yj , J € IN , € o
vetor pj , j e I. , atualizado para a base B . A " i-€sima

N

componente de . sera ..
p Y3 Yij
Como ja demonstramos, qualquer matriz basica B,

determina uma solucao basica para (II1.2.12), isto €, para
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Px = b . Assim, dada uma solugao basica viavel inicial, dese
jamos encontrar uma outra solucao basica viavel, de modo que
tenhamos sempre ,um valor da funcao objetivo pelo menos tao

bom quanto o anterior.

Vamos supor agora,que as p, 1 <p <n , Ultimas
variaveis da restricao de precedencia, estejam na base B,
assim, a solucdao basica associada a B , sera definida por um
vetor X com (m+n) componentes, dado por:

B

I e e KRS WA R

Além disso, fica implicitamente entendido da definigao I1.2.1,

que todas as (n-m+1l) variaveis associadas com as colunas
de N , sao nulas. Desta forma, temos:

X = (%00,
ou

— _1_

Xp= B~b . (I1.2.15)

Associado a qualquer variavel basica §B , pode-

mos definir um vetor linha cy com (m+n) componentes, re-

presentando os precos destas variaveis:

portanto:

c, = (0,0,...,0,1) . (1I.2.16)
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Para qualquer solucao basica viavel, o valor da

fungao objetivo sera dada por:

X = c

o B XB : (11.2.17)
_ Xn—p+1
X, = (0,0, ,1) Xn—p+2 =X,
X
n
51
S
n-p
S
ll.
i
m-1
X
)
uma vez que todas as varidveis nao-basicas sao nulas. Consi-
derando uma equagao semelhante a (II.2.13), podemos definir
uma nova variavel real zj
m+n-1
23 7 Y oi% Yoo T Yin-1Smn-1 T iZO Yis9 9 T B Y50 E Iy -

(I1.2.18)

Para cada vetor pj em P , existe uma variavel real =z. ; os

zj correspondentes as colunas P; mudam de valor com as colu
nas de P , o mesmo acontecendo quando a base B sofre alguma
alteracao, isto €, quando trocamos uma coluna basica por uma

coluna nao-basica. De (II.2.18), temos:
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além disso, de (II.2.14), temos:

_ -1
y; =B 7 py . Je LIy
portanto:
z. = c, B' p. el (I1.2.19)
j B i N 2.
Assim sendo, teremos:
2. - c. =c, B lp. -c. , je I. . (IT.2.20)
J J B J j N

IT1.3. Solucao basica viavel inicial

Para obtermos uma solucdao basica viavel inicial
para o problema (II.2.7), devemos considerar a base B cons-

truida da seguinte forma:

(1) pelos vetores coluna da matriz P , associados as

p Ultimas variaveis da restricao de precedéncia:

[pn_p+1,p -p+2°° T n—l’Iﬁj ’

onde
_[a " ’ , J =mn-p*tl,....n
0nfn—p+1) -&simo «————J L__, (m#n-p+2) -€s imo
elemento elemento

a., e T , j =n-ptl,....,n.
J
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(ii) pelo vetor colwma p,  de P , associado a varia-

vel X
0
T T
p. = [a ,0,...,0] ,
o} 0°\ ,
n elementos nulos
onde:
a = e € =
(1ii) pelos [(m+n)—(p+1)] vetores coluna de P , associa

da com as variaveis de folga:

p. = [0,....,0, ej]T . §=1,...,[(m+n)-(p+1)] ,
J- N

m elementos
nulos

e. = (Q,..l,.,O)T e I j = 1,...,[(m*n)-(p+1)]

j-€simo elemento

A matriz basica B tera a seguinte representa-

cao:



p colunas

1 coluna

1 l |
a1 a | (:::>[ <:::> | 4 m
: : L0 linhas

' !

I I
AN O (1-p)
0..... 1 : | liI]haS

1 |

—-_1-'~_—”“_“—_~__—"_:h_____—,_~ ———_ﬂ___:__—__
1 1 : : 1 .0.e0. 0
| ! . {
1 | | . |
t : . I P
: : ! linhas
| : :
-1 I Lo
1 _]_ : | 0 ...... 1 1
] I |
N———
1.
Y2 ‘ ‘
X
0
ou ainda,
A 0 0 | a |
P ! 0
|
B = 0 In—p 0 : 0 ’ (IT1.3.1)
1
S 0 K 10
P p 1 (m+n) x(m+n)
onde :
Ap matriz com m linhas e¢ p colunas, constituida

pelos vetores a; € K' associados as p Ul-

timas variaveis da restrigao de precedencia:

A, = [an_p+1,an_p+2,...,an] , (11.3.2)
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In-p + matriz identidade de ordem (n-p).,

K

Sp > matriz quadrada de ordem p

Kp + matriz com p linhas e (m-1) colunas .

A matriz Kp é formada por (m-1) vetores unita

rios, isto €:

O vetor coluna Po estara sempre na base, sendo

em geral, um vetor unitario (m+n) - dimensional:

. +n
P, =e; & K, (II.3.3)

Obtida a base inicial B, e¢ dado o vetor b , pe-

la equagao (II.2.15), podemos obter o vetor solucao §B , Te-
solvendo o seguinte sistema de equacgoes lineares:
Bx, =b . (IT1.3.4)

Da mesma forma que decompomos a matriz quadrada
B, em outras matrizes, faremos o mesmo com o vetor basico
X
B

- _ T
XB - (XB,}’l,YZaXO) ) (II'S'S)

sendo que o vetor Xx; contem as P Ultimas variaveis da res-

trigao de precedéncia:
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X, = (x X bl )T
B n-p+1’ "n-p+2° > Tn )
T
Yy = (s1:5, ,sn_p) ,
T
= (s. ,S: , ,S.
Y2 ( i1y 1111—1)
Substituindo (II.3.1) e (II.3.5) em (II.3.4), ob-
temos:
Ap 0 0 : a, Xp b
|
0 I 0 ' 0 y 0
n-p ! L . (I1.3.6)
| 0
S 0 K 0
e P 72
X
I O
pois:
B = (bl,0,0)"
Resolvendo o sistema matricial (II.3.6), obtemos:
Ap Xg * oa X, = b (I1.3.7)
D In-p Yq =0 (I1.3.8)
prB + Kp Y, = 0 . (I1.3.9)

N

Os valores de Xg » Y1 » Y, © X, serao obtidos
resolvendo as equacoes (II.3.7), (II.3.8) e (II.3.9). Assim

sendo, da equacao (II.3.8) obtemos:



In—p Yy = 0
portanto:

yq =0 ;
ou

Y1 (51’52"”

52

s ) = 0,0,....07" . (1T.3.10)

n-p \ ,

(n-p) elementos nulos

Da equacao (II.3.9), obtemos:

Spxp * Ky, =0

p
SpXB = -prz
x, = -S"1 Ky (11.3.11)
B p p 2 o

Substituindo (II.3.11) em (II.3.7), obtemos:

portanto:
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Y2 -1, 1. 7]-1
< |- [—Apsp Kp,'ao:l b (11.3.12)
| ©
Da relacao (IT.3.12), obtemos os valores de
y, e x, . Com o valor obtido de vy, , calculamos Xg >
através da relacao (IT.3.11). Com este procedimento, obtemos

uma solugao basica vidvel X, , que também podera ser obtida

B

resolvendo o sistema de equacoes lineares (II.3.4), ou seja,

B XB = b

Dedicaremos nossa atencao, aquelas solucoes basi
cas viaveis, em que somente uma coluna de B seja mudada em
cada iteracao, isto €, removeremos um vetor coluna de B e o
substituiremos por algum outro vetor de N , de modo que 0

novo conjunto de vetores de B, formem ainda uma base.

2

Uma vez calculada a solugao EB , temos dois ca-

sos a considerar:

(i) se X, for uma solucdo inviavel, abandonamos o pro-

B

blema;

(ii) se ?ﬁ

esta soluc@o € otima.

for uma solugdao viavel, devemos verificar se

I1.4. Observacoes

Teceremos agora, algumas consideragoes que julga-

mos Uteis, sobre o que foi demonstrado até o momento.
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Observacao I1I1.4.1:

E importante salientarmos que se Xp , p #0 ,for
uma variavel basica, automaticamente, a variavel Xp+1, p # 0,
também o sera. Para maior clareza, podemos supor que X, se
ja basica (diferente de zero, X, #0 , p #0) e igual a um

valor d # 0 , logo:

Pela restricao de precedéncia, temos:

Xp+1 > Xp =d ,

e da definicao II.2.1. segue o resultado.

Sempre que uma variavel Xp , p #0 , esteja na
base, fica implicitamente entendido, que todas as variaveis

de x até X, estarao na mesma base.

p+l

Observacao I11.4.2:

A matriz Sp sera quadrada, de ordem pxp. Se a
restricdo de precedéncia for crescente, a matriz Sp sera

constituida da seguinte forma:

a) todos os elementos da diagonal principal serao iguais

a -1,
b) todos os elementos acima da diagonal principal serao

nulos ,

c) os primeiros elementos abaixo da diagonal principal se
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rao iguais a 1, e os restantes nulos,

-1 0 0]
1 -1 0
S =
p
0 0 -1
L | PXp
Se a restricao de precedéncia for decrescente, a

matriz Sp sera formada da seguinte maneira:

a) todos os elementos da diagonal principal serao iguais

a -1,

b) todos os elementos abaixo da diagonal principal serao

nulos,

c) os primeiros elementos acima da diagonal principal se-

rao iguais a 1, e os restantes nulos,

2101 0 0 |
s = 0 -1 1 0
p . "
0 0 0 1
0 0 0 -1
a | pxp

Em vista disto, o determinante de Sp sera sem-

pre igual a + 1 , ou seja:

1, se p for par ,

-1 , se p for impar
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Como Sp e quadrada e o seu determinante sempre
diferente de zero, concluimos que esta matriz,sempre admitira

inversa.

Observacao I1.4.3:

Dada a matriz quadrada Sy

-1 0
S2 = )
1 -1
calculemos a sua inversa, S;l.
Como S, € uma matriz quadrada 2x2, e como o}
det(Sz) = 1, concluimos que S_2 admite inversa, portanto:
_1 _
S2 E2 E1
1/-1 0 -1 0
El = =
-1/-1 1 1 1
1 0 1 0
Ez = - ,
0 1/-1 0 -1
portanto:
1 0 -1 0 -1 0
._1 -
S2 =
0 -1 1 1 -1 -1
— _
1 0
sgl = -
1 1
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Cons iderando

onde L, ¢ uma matriz triangular inferior de ordem 2x2, ten

do todos os seus elementos iguais a 1 , portanto,

Tomemos agora, uma matriz quadrada 83 e calcule

mos a sua inversa.

-1 0 0
Sq = 1 -1 0
0 1 -1
-1 _
Sz = Eg E) By
[ 1/-1 0 0 | 1 0 o0
B, o= [-1/-1 1 0 = 1 1 0
o 0 1 0 0 1
I ] —
1 0 0 1 0 0
E, = 0 1/-1 0 - 0 -1 0
0 -1/-1 1| 0 1 1
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1 0 0 10 0
B, - 0 1 0l =lo 1 o
0 0o 1/41] |o o -1
10010 0] [Z10 0 10 0
s;1= 0 1 0/ [0-1 0 110 =-{110
(0 o0-1 o1 1] |0 0 1 111
Considerando:
1 0 o0
L= |1 1 0 ,
1 01 1

onde L3 € uma matriz triangular inferior de ordem 3x3, te-

mos :
-1
S3 = —L3
Observamos também que:
..1 _
det(S2 ) = +1
e

det(S;l) = -1
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Observacao I1.4.4:

Podemos traduzir nossas observacoes anteriores,na
forma de uma propriedade, frisando que trabalhamos sempre com

- } -1
a base B e nao com sua inversa B

Propriedade 1I.4.1

"A inversa da matriz Sp sera sempre uma matriz
triangular inferior, tendo todos os seus elementos iguais a

_1.||

Para demonstrarmos esta propriedade, basta verifi

car que a matriz identidade sera sempre o produto matricial

de S e g1
P

b
valor p seja par ou impar. Portanto,

, €0 det(Sp) = det(Sgl) = + 1 , conforme 0

-1 -1

S. 8t =8"s =1
p°p p °p p
.10 0] -1 0...0] 10 0]
1 -1 0 1 -1...0 0 1 0
0 0 -1 -1 -1 ...-1 0 0 1
i dpxp | lpo u | pxp

I1.5. Calculo dos multiplicadores do simplex

Vamos partir da hipdtese que temos uma solucao

basica viavel inicial, determinada de acordo com a secao II.4.

Da relacao (I1.2.19), temos:
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zj = Cp B D , j el . (I1.5.1)

Consideremos o vetor linha wu , (m+n)-dimensional

definido por:

uB = Cp ,
portanto:
u = cp g1
Substituindo esta relacao em (II.5.1), obtemos:
Z. = U p. , I ,
] Pj I E N
logo,
Zj - Cj = upj - Cy , J € IN . (IT1.5.2)

Tomemos agora, os seguintes vetores linhas ug s
u, e ug , sendo uge m , cujas componentes estao associadas
as m primeiras restrigoes de (II.2.7); Uz € H? , cujas com-
ponentes estao associadas as p Ultimas restrigodes de
(IT1.2.7), e finalmente, u, e KPP cujas componentes estao
associadas as (n-p) restrigoes restantes de (II1.2.7). A vis-
ta disto temos:

(ul,uz,us)B = CB* , (IT.5.3)

-+ - - - - ’
onde Cy € wh , isto e, c e um vetor linha com (m+n) com-

B
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ponentes, ou ainda:

portanto:
c, = (0, 0, 0, 1)

Reescrevendo (II.5.

(ul,uz,us) 0 I_

ou ainda,

[plAp + UBSp;UZIn—p;USKp;ulaé]

onde ;

Uy Ap - 1 xp

¥ +

1xm mxp

1+12 In_p ~ 1 x (n-p)

¥
1x(n-p) (n-p)x(n-p)

u K -1 x (m-1)
> ¢P

1xp px(m-1)

3), teremos:

= (0,0,0,1)

= (070,0’1) 2

2

(I1.5.4)
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(I1.5.5)

(1I1.5.6)

(11.5.7)

(I1.5.8)

Uy a, 1 x1
¥ ¥
Ixm mx1
u S 1 x0p
¢ P
1xp pxp
Resolvendo o problema matricial (II.5.4), temos:
uA + u,S = (0....0
1 P 3 jo) (\__W_/)
p componentes nulas
uZIn_p = (0....0)
(n-p) componentes nulas
uK_ = (0....0
(m-1) componentes nulas
uja = 1
De (II.5.6), temos:
u, In_p = (0, ,0)
portanto:
u, = (0,..... ,0) ¢ WP

De (II.5.8), temos:
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ulAp + uSSp = (0, ,0)
HSSp = —ulAp
-1 _ -1
USSpS ulApS
- -1
u3 ulApSp
Como:
sTt - -1 ,
p b
temos:
u3 = ulApr
K = A L K
Ustp T Yitpipip
Comparando (II.5.7) com a expressao acima, temos:
u = u,A L K = s :O s
3p I'ppp ( )
ou

ALK = (0,...,0 IT1.5.9
u1ppp ( ) . ( )

De (II.5.8) e (1175.9), obtemos:

ALK = (0,....0
e )
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ou

portanto,

-1
- (0,0,...,0,1) [ALK !a I1.5.10
up = ) [MplpSpise] T ( )

!

Da relacao (II.5.10), observamos que o setor uj
corresponde a Ultima linha da matriz [A L X §ai]_1 . Assim,
PppP: o
podemos calcular o vetor U através do valor de uq obtido

em (ITI.5.10), pois:

u, = u,A_L . (I71.5.11)

Passemos agora, a uma analise dos valores das com

ponentes do vetor linha u, ¢ H?, pois essas componentes es-

3
tao associadas as p Ultimas restrigoes de (II.2.7).

Do teorema de folga complementar (fraco), sabemos
que, a cada restrigéo do primal esta associada uma variavel
dual nao-negativa. Assim sendo, as componentes de uz asso-
ciadas as p Ultimas restricdes de (II.2.7), tem que ser to-
das nao-negativas, no 6timo, ou seja, ug > 0 . A vista dis-

so, temos dois casos a considerar.

1) Pelo menos uma componente de u ¢ negativa. Neste

3

caso, uma variavel nao-basica devera entrar na base, no 1lu-

gar de uma variavel basica.
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Seja x  a variavel nao-basica, que entrara na ba
se, associada ao minimo dos zj - Cj negativos ,relativos as
variaveis de folga que estao fora da base e, relativo a primei

ra variavel da restricao de precedéncia que nao esta na base,

isto €:

Z, ~ € =_min{zn b - c <0 ; z -c < 0} .
Jely J J

Atualizando o vetor coluna p; associado a varia-

vel Xk , teremos:

pK=BYk ?
onde

T
(ylk""’ym+n,k) '

Se nao existe nenhum elemento de Yi positivo, a
solucao do problema (II.2.9) sera ilimitada. Caso contrario,
isto €, se existe ao menos um yik , 1 € IB , positivo, deve-

mos calcular a variavel basica que deixara a base.

Seja x_ a varidvel basica que saira da base, tal

que:
X, X;
=min{—————-/y.lk >0} .
Yrr ielg  ¥ix
Trocando a r-é€sima coluna pela k-&sima coluna de
B, iremos obter uma nova base. Calcularemos novamente a solu-

cao Xg » © 05 vetores linha uq,U, € Ug . O procedimento se
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repetira até que todas as componentes de u; sejam nao-negati

vas.

2) Todas as componentes de Uz sao nao-negativas, isto ¢,
usg > 0. Neste caso, devemos calcular o zj - Cj relativo a

primeira variavel da relac@ao de precedéncia, que nao esta na

base, isto &, calcular =z - c . De (II.5.2), temos:
n-p n-p
2ep ~ Sn-p = Y Pnop T Snop . (I1.5.12)
Podemos assim, representar a coluna pn—p da se-

guinte maneira:

n-p-1 pn—p pn—p+1 Pn_—p+2 Tt "n-1"n

n-p-1 ahrp an-p+1 a‘n—p+l AR 5 B <::> <:> % \Lul
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Verificamos que o vetor coluna Pn-p podera ser

escrito da seguinte maneira:

: _ T T

En—p = ( seees, =1L 5 1,..... . (I1.5.13)
(m*n-p)-&simo 4___J L_. (mn-p+1) -€s imo
elemento elemento

Além disso, podemos observar que as m componentes do 2>vetor

linha ug o estao associadas as m primeiras linhas do vetor

'gn—p , portanto, estao associadas as Ccomponentes de adn-p e R As
(n-p) componentes do vetor u, estao associadas as componen-
tes do vetor (0,....,0,—1)T , € finalmente as p componentes
de u, estao associadas as p componentes do vetor
(1,0,...,0)T . Observamos também ,que os vetores an—p ,
(0,0,....,0,—1)T e (1,0,...,0)T constituem o vetor coluna
pn—p » definido anteriormente em (II.5.13). Assim sendo, pode
mos reescrever anp - Cn—p , 1sto e:
a
n-p
0
Zh-p " Cn_P = (ul u, us) : - Cn—p ,
-1
1
0
ou
T T
- = + cee - + .. -
Zn—p Cn4p ulan_p uZ(O, ,—1) u3(1,0, ,0)
- cC
n-p
Como c =0 e u, =0 , temos
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portanto:
- = +
2D Cn—p ulan—p u, , (IT.5.14)
. T
pois , eq = (1,0,...,0)" ¢ H?
Agora também, temos dois casos a considerar:
(i) Se Zh-p = Sn-p < 0 , entao a variavel Xp-p entra-
ra na base, no lugar de uma variavel de folga.
(ii) Se z - c > 0 , entao a solucao encontrada €&
n-p n-p —
otima.

I.6. Descricao do método

Consideremos o seguinte problema de programacao 1i

near:

maximizar X, (IT.6.1)
sujeito a:

Px = b (I1.6.2)

s >0 , (I1.6.3)

onde, a matriz P € uma matriz de ordem (m+n) por (2n+1);

— n+l ,
o vetor X ¢ Hg um vetor dado per:

K sees 3 X S e
1’ m’ 1 n’’o
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— +
o vetor b e B um vetor coluna dado por:

b ,0,....00% .

B = (by,---5h

A caracteristica da matriz P €& (m+n), ou seja, p(P) = m+n ,

e o vetor s € I®' , um vetor ndo-negativo.

Devemos inicialmente, construir uma base B , cuja
caracteristica é (m+n) , isto &, p(B) =(m*n). Esta base sera

formada. pelos vetores coluna associados as p ultimas variave

is da restricao de precedencia; pelo vetor coluna P, de p
associado a variavel x, e por alguns vetores associados as
varidveis de folga de (I.2.7). Como qualquer matriz basica B,
determina uma solucao bdsica para Px = b , obtemos da equagao
(I1.2.15):

B Xp = b
onde

x, = (x X ,S s s s X)T

B n-p+1’ “nT1 n-p’Tiy zlnrl 0 ’

€ uma solucao basica viavel inicial de Px =b . Uma vez obti

da uma solucgao basica viavel, devemos verificar se tal solu-

cao € otima. Para isto, devemos calcular os vetores linha

uq, Uy € ug , tal que:

(ug, vy, ug)B = cp

onde Cy ¢ um vetor linha com (m+n) componentes dado por:,
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Cg = (0,0,...,1) ,

e a base B , uma matriz com a seguinte configuracao:

A 0 0 : a
P ' (o]
B=|o T 0 :' 0
l'l—p 1
S 0 K ' 0
p P

(m+n) x(m+n)

Obtidos os valores dos vetores U, Uy € ug o, te-

mos novamente que considerar dois casos:

1) Ao menos uma componente de U ¢ negativa. Neste ca-
so, uma variavel nao-basica entrard na base, no lugar de  uma

variavel basica. Para determinarmos qual variavel nao-basica

entrara na base, devemos calcular os Zj - Cj relativo a va-
riavel X.p © relativo as variaveis de folga fora da base. A
variavel que obtiver o valor 23 7 ¢y mais negativo, sera a

variavel escolhida a entrar na base, isto é&:

zZ, - ¢, = min{z - c <0 ; z - c < 0}
k k. n- n- ’ 3 . ’
jery P P j j

portanto, X entrara na base.

Para determinarmos qual variavel deixara a base,
devemos primeiramente, atualizar o vetor coluna associado a

variavel nao-basica X isto e:
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onde

= ( )T
Y Y1k Ymn Lk ’

€ Yip » 1 eIy, os elementos de. y, - Se nao existir ne-

nhum elemento de Vi positivo, a solucao do problema (II1.6.1)
- (II.6.3) sera ilimitada. Caso contrario, isto €, se exis-

tir ao menos um Yik positivo, calculamos a variavel basica

X, » que saira da base, da mesma forma que o método usual do

simplex, assim,

X X;
= min {——— / Yik > 0} .

Yrr 1m0 Vi

Apos ,simplesmente trocarmos a r-€sima coluna pela
k-€sima coluna da base B , obteremos uma nova base. Para es-
ta base, calcularemos novamente os vetores linha Uy, U, € ug.
O procedimento se repete até que todas as componentes do ve-

tor u, sejam nao-negativas.

2) Todas as componentes de ug sao nao-negativas, Uz > 0.

Neste caso, devemos calcular o Zn-p " Cn_p
-_— = +
Zh-p Cn—p Uy an—p Uz o

Temos novamente, dols casos a considerar:

(i) Se =z -

c <0 , a variavel x devera en-
n-p n-p n-p

trar na base no lugar de uma variavel de folga.
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(ii) Se - > 0 , devemos parar o procedimento,

z c
n-p n-p
pois, ja obtivemos a solucao otima.

Estas sdo pois, as condi¢Bes de otimalidade,isto €;para

o problema de maximizagao devemos ter u; >0 e Zpp ~ Sn-p >0.

Ja, para o problema de minimizagao devemos ter ug >0 e
z - C < 0.
n-p n-p

IT.7. Passos do Algoritmo

Faremos agora, um resumo dos passos do algoritmo.

PASSO 1

Dada uma solucao basica viavel inicial Xp for-
mada pelas p Ultimas variaveis das restricoes de precedéncia;

por algumas variaveis de folga e pela variavel x, » isto €:

XB = (Xn—p+1’xn—p+2""’Xh’sl"" n-p sil

Calcule os vetores linha uqs u2 e Uz-

Se houver pelo menos uma componente negativa de
uz , siga para o passo 2 .
Se todas as componentes de Uz forem positivas,

siga para o passo 6

PASSO 2

Determine a variavel nao-basica X » que entrara

na base:
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PASSO 3

Atualize o vetor coluna correspondente a variavel

Xk , 1sto e¢:
P = By

Se todos os elementos de Vi forem negativos ou

nulos, pare, pois a solugao do problema (II.6.1) - (I1.6.3) €

ilimitada.
Se existir ao menos um elemento positivo de Vi »

siga para o passo 4 .

PASSO 4

Calcule a variavel basica X, » que deixara a ba-
se, isto é:
X X,
min {
iel .
yrk B ylk

@
i
1

/ ¥y > 0}

PASSO 5

Determine a nova base B , substituindo a <coluna

Y pela coluna Vi

Calcule os novos valores das varidveis basicas,

através do sistema Bxy = b , e volte para o passo 1 .
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PASSO 6

Calcule z - C
n-p n-p

<0 , a variavel n3o-basica X-p

entrara na base. Apds as modificagdes necessarias, volte pa-

Se Zn—p Cn—p

Ta O passo 1 .

Se z - c > 0 , pare a solucao € Otima.
n-p n-p
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Fluxograma

DADA UMA SOLUGAO
BASICA VIAVEL INICIAL

4

»|  CALCULE
Up, Uz Us

CALCULE
Znp- Cnop
NAO
-
CALCULE
Zg -Cy
|
ATUALIZE
9y

ATUALIZE OS
VALORES DAS
VARIAVEIS BASICAS

A

CALCULE

6= Xr
Yrk

Figura (.7 .1)



I1.8. Exercicios Resolvidos

melhor compreensao do que foi demonstrado até o momento.

Ve jamos agora, alguns exercicios resolvidos

Exercicio 11.8.1

maximizar

sujeito a:

veniente,

maximizar

sujeito a:

j =1,2,

3

X
o)
XO - 2x1
X1
0 < Xl <

I
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para

Escrevendo este problema de uma maneira mais con-

te remos:
X
o)

Xo - le

X1

X1

Introduzindo as variaveis de folga

obtemos:

%j

>
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maximizar

sujeito a:

X = 2X, + X
0

1 2
Xq ¥ sz
T X TSy
170X
Sq- 52 > 0

A base inicial

sociadas as variaveis X, » Sy,
x2 51 52

[ 1 0 0

5 - 2 0 0

0 1 0

-1 0 1

, isto é:

4x4

Esta base € uma matriz de ordem 4x4, e pode

representada da seguinte maneira:

A 0 0
P
B = 0 In—p 0
S 0 K
_p p

onde:

- et e oy e = w - = .

4x4

B , serad formada pelas colunas as

ser
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I EA !

—
B
I
o’
I
=~
Y
I
—
i
i
»
=

Bxp = b ,
onde:
- _ T _ ' T
Xp = (XpoypaygXg) = (xgn81585%)
portanto:
A1 0 0 ' ao XB
: b
0 .
0 I i 0 Y1
1 = 0
i S1 0 K1 ' 0 B Y, .
L %o ]

Resolvendo este problema matricial, temos:
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A1 XB + a o = b
Ily1 = 0
S1 Xp + Kly2 =0

Explicitando o sistema acima, temos:

1 1 4
+ = IT.8.1L1
H B H Yo u ( :
[;} y =0 (I1.8.1.2)

[-1xg + [Ty, =0 . (I1.8.1.3)

De (I1.8.1.2), temos:

Yy = 0 - Y1 = s1 > sy =0, (I1.8.1.4)

De (I1.8.1.3), temos:

(I1.8.1.5)
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De (II.8.1.1), temos:

1 1 XB 4
2 0 X 3
o)
-1
XB 1 1 4
X 2 0 3
0

1 1
Como a matriz quadrada [2 0} admite inversa,

1 1
pois, det = -2 #0 , temos:

X 1 -1/2 3

portanto,

3/2

>
I

5/2

]
Il

logo,

X, = X, =S, = 3/2
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EB = (3/2,0,3/2,5/2)T

(II.8.1.6)

A solugao obtida EB , & uma solucao basica via-

vel para o problema inicial, entretanto, nao sabemos ainda,se

€ uma solugao otima.

Para essa verificacao, devemos efetuar o calculo

dos multiplicadores do simplex:

(ul, u,, ug)B = (CX ,C

1

Al 0 0'

1

(uy,uy,uz) 0 I 0
K 1

51 0 %

(i) uq A

(ii) u I =0
¢Z +1
1x1 1x1

= (0,0,0,1)
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(iv) u a =1

1x2 2x1

Explicitando as equacoes acima, temos:

1
Wy o]+ ugtn

=0 (II.8.1.7)

uz[lj = 0 (I1.8.1.8)
113[‘1] =0 (I1.8.1.9)
(ui,Ui) (é) =1 (I1.8.1.10)

De (II.8.1.8), temos:

De (II1.8.1.9), temos:

De (IT1.8.1.10), temos:

ui + O.ui =1
u% =1 ,

e ui nao esta definido ainda.

De (II.8.1.7), temos:
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ui + Zui =0
2 .
Zu1 u
ui = ~-1/2

Assim, o vetor U sera:

u = (1, -1/2, 0, 0)

Como wu, >0 , devemos calcular o valor de

A - c =z, - Cy . Se este valor for positivo, a solugao

EB , dada por (II.8.1.6), serda a solucao O6tima. Caso contra-

rio, isto e, se z1 - g

variavel x; mna base. Vejamos pois:

, for negativo, devemos introduzir a

217C{ = U P1 - ¢

-2

1 1 5
Zl-C1= (1,—1/2,0,0) —% -0 =-2 ——2'—="T
Zy - Cq = -5/2 < 0 .

Como z; = ¢ € negativo, a variavel Xy, entra-
T4 na base. Para determinarmos qual variavel deixara a base,
deve mos primeiramente, atualizar o vetor coluna pl , isto

&, devemos calcular o vetor y; » tal que:

By, =p
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1 0 o 1] B =2
2 0 0 o0 Y21 1
0 1 0 0 Y1 - -1
-1 0 1 0 Ya1 1

Resolvendo o sistema matricial, temos:

Y11 F Yy T (a)
2yqq = 1 (b)
Y21 = -1 (c)

RAN! t Y3 =1 . (d)

De (b), temos:

2ypp =1 > yqp = 12

De (c), temos:

Yo1 ©

De (d), temos:

Ys1 -1ty

1+ 1/2 = 3/2 > = 3/2

Y31
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De (a), temos:

Ya1 T T2 V11
_ 1 _ _ s _ s
Yp1 = 720 3 7 M Y41 7 ;

portanto,

vy, = (y y y y )T
1 11> 721° 731° 741

(1/2, -1, 3/2, -5/2)71

e
f—t
t

Calculemos entao:

X.
min { / Yig > 0}
Yi1 :
X S
min{—2%— , - 2} = min{-3/2 . 3/2
Y11 Y31 1/2 3/2
52

ES!

Assim, a variavel a sair da base € a variavel de
folga Sy entrando em seu lugar a variavel Xy - A nova ba

se sera:

B = [Pl’pZ’psipé}



Tra:

onde:
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O 51
[ -2 1 0

1 2 0
-1 0 1
1 -1 0

A 0 !
b
S K !
p p
-2 1
= A =
2
L2 e
__.1 0]
= S =
2
L e
1
= KZ = 0
2x1

Além disso, sabemos

que:
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B XBv= b ,
onde x, = (x x )T = (Xq,.X,,5,X )T i = T
B B*V2 %, X12Xp 25X » Pois, X (xl,xz ,
logo:
Ap 0 a, Xp b
72 o ’
Sp Kp 0 XO
portanto:
Ap Xp + a, X, = b
Sp Xp * Kp Y, = 0
Explicitando o sistema acima, temos:
-2 1 1 4
Xp * Xg = (I71.8.1.11)
1 2 0 3
-1 0 1 0
Xp * Y, = [0] . (I7.8.1.12)
1 -1 0
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-1 o 1

XB = = YZ
L1 -1 0
_ -1 0 1

XB = - yZ
-1 -1 0
1 0 1

*g ~ )
1 1 0

1 _

Xpg = 1|7y . (I1.8.1.13)

Substituindo (II.8.1.13) em (II.8.1.11), temos:

-2 1 1 [1 4
Y2 ¥ %o T

1 2 1 0 3

1 1 4]
Y, + x_ =

3|72 o] O 3 |
-1 1 2| [4
i 3 0 _XO 3_
Y, 117t 4
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Y 0 1/3 4
] Xo_ |1 1/3 3
_ YZ_ - 1
L %o R0
portanto,
Y, = 1 - Sq = 1, (I1.8.1.14)
x =5
0
Substituindo (II.8.1.14) em (II1.8.1.13), temos:
1
Xy, = 1
Bl
-_Xl 1
Xp = = ,
_‘XZ 1
portanto,
Xy = Xy = 1

Assim sendo, a nova solugao sera:

T

kel

p = (Xg» X5, 859, X

=1
i

~

ot

1, 1, 5)
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Como esta nova solugao € viavel, devemos verificar
se ela sera ou nao,uma solugao otima. Para isto, - calculemos

os multiplicadores do simplex:

B
A 0 ' a
o)
(uy »u) = (0,0,1)
K 0
SP p
(1) u A+ u S = (0,0)
g1 yp §3 P
1x2 2x2 1x2 2x2
(ii) u, K =0
N
1xZ2 2x1
(iii) ?1 a = 1
¥ ¥
1x2 2x1

Explicitando as relacoes acima, temos:

-2 1 -1 0
(u],u%) + (ul,ud) = (0,0)
1 2 1 -1
(I7.8.1.15)
-
1 2 B
(uz,us) o | =0 (I1.8.1.16)
12, [ 1]
(u;,u?) =1 (11.8.1.17)
1°71 0 .

De (II.8.1.16), temos:
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1 2 _
Uz + 0 uz = 0
1 _
uz = 0 , (I7.8.1.18)

e ué nao esta ainda definido.

De (I1.8.1.17), temos:

u% =1 , (IT.8.1.19)

e ui nao esta ainda definido.

De (I1.8.1.15), temos:

(—Zu% + ui; uy + Zui) + (-u% + ué; -u

(-2u] + ui - u% + ué; up + 2uj - ud) = (0,0).
- Zu1 + ui - u, + u2 =0
ui + Zui - ué =0

Substituindo (I1.8.1.18) e (II1.8.1.19) no sistema

acima, temos:
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Somando as equagoes, obtemos:

-1+ 30l =0 - wl = 1/3| (IT.8.1.20)
portanto:
2 _ 2 _ _ 2 _
ug = 2 uy = 2 1/3 =5/3 - Uy = 5/3
Assim sendo, o vetor linha u sera:
u = (1, 1/3, 0, 5/3)
Como u, > 0 , passemos ao calculo de z_ - c isto é:

s, S, S S,
0
z, ~ ¢, = (1 1/305/3)] 0 -0 = 5/3
2 2 0
1
VA = c =5/3
) 52
A solugﬁo encontrada EB , dada por:
X - (1,1, 1, 5" ,
€ a solucao otima do problema inicial, pois, Uz > 0 e
zZ - C >0
52 )

Podemos também, resolver graficamente este proble
ma. Devemos primeiramente, realizar algumas modificagoes no

mesmo, de forma que o problema definido abaixo seja equiva-
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lente ao problema original:

maximizar x = 4 + 2x. - X
—_— 0 1 2

sujeito a: Xy *2x, =3

T
X = (xl,xz) e X ,
onde X € definido por:

X ={x ¢ H% /0 < x

1 2 XZ}

A representacao grafica deste problema sera:

M

] .
0,3/2)" . )
\\\::§§-\\_/,/—ysolug§o otima

(4,0

A ]

>
-

Ponto A:




Ponto B:

x, =0

X, = 3/2

Xo =4 - 3/2 =5/2 - X 5/2
Ponto C:

Xy = Xy = 1

X =44+ 2 -1 =6 -1-=25 X

o) 0

portanto,
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a solugcao otima, sera:

®* = % =
X3 X5 1 ,
dando x* =5
0
Exercicio IT1.8.2:
maximizar X
Sujeito a:
X, + le - SXZ + XS - x4 =
Xl + 2X2 - x3 + 2x4 =
0 < Xl < XZ < X3 < X4




maximizar Xo

Sujeito a:

- +
XO + le SXZ
Xq + sz -
-x,
S
X, -
Introduzindo
j = 1,2,3,4 , no sistema
maximizar X
—_—— o)
sujeito a:
X, + 2X1 - 3x2 +
X1 sz -
- xq
S B
Xy -
s. >0 ,
j = J

Iteracao 1

Consideremos, por exemplo, as variaveis
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xs - x4 = 4
XS + 2x4 =2
< 0
< 0
XS < 0
< 0

as variaveis de folga

acima, obtemos:

X3 = Xy
Xz + 2x4=
+ 51
+ 52
X3 t 53
X3 - X4 +
= 1,2,3,4

na base. Assim sendo, a matriz basica inicial sera:



A base

te representacao:
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X4 51 52
-1 0 0
2 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
-1 0 0

B & uma matriz

A 0 0o
P
B = 0 I 0 '
n-p
O 1
_Sp Kp
onde:
_ T
a, = eq = (1 0)
1
K =K, =
P 2
~O 2x1
1 0]
I =1, =
n-p 2
L0 1150
-1 0
S :S =
P 2 1 -1
B 2x2
[1 _1]
A = A, =
i 2|
N

6 x6

2

- 6x6

e pode ter a seguin
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Além disso, sabemos que:

B §B==E ,
onde:
— _ )T
X = (X5,¥7:¥2:%,
e
_ T
Xg = (X3,x4) ,
T
yl = (51952) D
YZ = 53 )
portanto:
Ap 0 0 ' a, Xp 5
0 In-p 0 0 Y1 = 0
S 0 K 0 0
| °p p - || 72
X
L. O _]
A XB + a X, = b
In—p 71 =0

SpXp * Kyp =0

Explicitando o sistema acima, temos:

1 -1] [ 1] 4
Xy * X, = (I11.8.2.1)
-1 2 | 0| 2
1 0] 0]
y, = (11.8.2.2)
0 1 0




-1 0 1 0
B Y2~
1 -1 L0 0
10 _
De (1I.8.2.2), temos: Y1 T
01
1 0 1 ) 0
0 1 S5 0
portanto:
51 = 52 = B
ou
T T
yl = (51752) = (0,0)
De (II.8.2.3), temos:
-1 0 1 0
B Yo T
Ll —1_ 0 0
-1 0 1
- Yy
1 -1 P 0] "
1 ot
Xp -
1 -1
-1 0] 1
XB - YZ
-1 -1 0

98

(I1.8.2.3)

(11.8.2.4)



99

s
]

1
Sl B PO (I1.8.2.5)

Substituindo (II.8.2.5) em (II.8.2.1), obtemos:

1 -1 1 4
Xp + XO =
-1 2 0 2
1 -1 1 1 4
72 * X0 7
-1 2 1 0 2
0 1 4
Yo, X =
1|7 0| © 2
0 1 2 ) 4
1 0 X 2
0
_ _ -1
Y, 0 1 4
X 1 0 2
o L
Y, 2
X 4
L "o L

portanto:
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Yo = 2
x =4 ,
0
Jogo
Yy, = Sz =2 . (11.8.2.6)
Substituindo (IT.8.2.6) em (II.8.2.5), obtemos:
-1
X, = 2
B 1]
_2_
X =
B .—2—"
ou .
B Xy 2
portanto:
Xg = X, = 2
Assim, a solucao basica EB sera dada por:
X

B = (X35X4a51352 gSSaXO)T

T

ol

=(2, 270,07294)

Podemos ainda, obter esta solucao resolvendo

seguinte sistema:

Explicitando:

(II1.8.2.7)

O



De

De

De

De

1 -1 0
-1 2 0
0 0 1
0 0 0
-1 0 0
1 -1 0
37 X
“Xg * 2X4

-X4
Xz = X,
temos

Sq1 <7 0
temos

S, = 0
temos

Xz = Sg
temos

X, = X

101

(a)
O
(c)
(d)

(e)
(£)
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assim, substituindo esta expressao em (b), temos:

"X + Zx3 =2

Xz = 2 ,
portanto,

X; = Xy = Sz = 2

Substituindo esses valores em (a), temos:

X =4 - Xz + Xy

Assim, a solucao bidsica sera:

T

il

= (X3,X4,sl,sz,s3,xo)

= (2,2,0,0,2,4)"

1

Verifiquemos a seguir, se esta solucao € otima

ou nao, passando ao calculo dos multiplicadores do simplex.

(ug,uy,uz)B = cy ,

onde
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portanto,

A0 0 ! a
p 1 (0]
(up.uppud 0 L 0 @ gl =o0o000 1),
s. 0 K
L P p+ 0 ]

Resolvendo o sistema matricial dado acima, obte-

mos:

(i) u A+ -u, S. = (0,0)
P & PRI
1x2 2x2 1x2 2x2
(i1) uw, I.__ = (0,0)
$2 4np
1x2 2x2

(iii) wu K = 0
§3 3P
1x2 2x1
(iv) u a = 1
4,1 +o
1x2 2x1

Explicitando as expressdes (i), (ii), (iii) e (iv),

ob temos:
1 -1 -1 0
1 2 1 2
(uy,uy) + (uy,uz) = (0,0) (1I1.8.2.8)
1°°1 1 2 3703 1 -1
. 2 1 0]
(uy,u5) = (0,0) (I1.8.2.9)
L0 1]




i
1 2 _
(us,us) . =0

h
1 2 _
(ul,ul) . =1

De (II1.8.2.9), temos:

1 2

(], u2) = (0,0)

portanto,
1 _ 2 _
u, =u, 0
ou ainda,
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= (0,0)

2

u, = (u%,ug) = (0,0)

De (I1.8.2.10), temos:

1
(uéﬂé){o}= 0

u% + O.ué =0
u% =0 ,

e u ainda nao esta definido.

De (I1.8.2.11), temos:

(IT.8.2.10)

(I1.8.2.11)

(I1.8.2.12)

(I1.8.2.13)
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u) + O.ui =1
1 _
w =1 , (I1.8.2.14)

e ui também nao esta ainda definido.

De (II1.8.2.8), temos:

1 -1 -1 0
1 2 1 2
(g ,u?) ¢ (uy,ul) = (0,0)
R L 2} R [1 —1}

1

1 2. 2 1.2 2. _
(ul,ul, u1+2u1) + ( Uz +u ;s us) = (0,0)

(ui—ui—u§+ué; —ui+2ui—ué) = (0,0) ,
portanto,
u} - ui T Ug tug =S 0
-uy + 2u —u§=0

Substituindo (II.8.2.13) e (I1.8.2.14) no siste-

ma acima, obtemos:

+U2

2 _

1 - u1 7 = 0
2 2

-1 +2u1 - u3 = 0

Somando as equagoes acima, temos:
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u? =0 . (1I.8.2.15)

Substituindo (II.8.2.15) em uma das equacoes do

sistema acima, temos:

us = -1 . (I1I1.8.2.16)

O vetor linha wu séra representado por:

u = (ul’UZ’uS)

1 2 1 2 1 2
(ul’ul’UZ’UZ’US’US) ,

c
Il

portanto,
u=(1,0,0,0,0, ~1)
Como uma componente de Uz € negativa, isto g,
ué = -1 <0 , a solugao basica KB = (2,2,0,0,2,4)T nao S

a solugcao otima do problema inicial, portanto, uma  variavel

devera entrar na base. As possiveis candidatas serao as vari

aveis X, e s, . Vejamos qual devemos escolher. Para
isto, calculemos os z. - Cj relativos a ambas, isto ¢&:
-1
Z. = Cc, B
j B P;
B—l
z. — C. = ¢C - C
J ] B P j
como ,
-1



107

temos:

Sq Sq 54 S4
0
0
zS—cS=(10000—1)0 -0 =-1<0
4 4 0
0
1
Zs = C = -1 ,
4 Sq
e
Zp T G TUpy -G
-3
2
z. - c, =(10000 -1) | 0 -0 =-3<0
2 2 _1
1
0
Zg = Cy = =3 |,
z,. - ¢ =min {z. - ¢c. / z. - c. < 0}
k k jel, J j j J
Zg T G = mln{zS4 - CS4, Z, - CZ} = min{-1,-3}
portanto:
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Assim, a variavel X, entrara na base no lugar de uma outra
que devera deixar a base. Para calcularmos a yvariavel que

saira da base, devemos em primeiro lugar, atualizar a coluna

associada a variavel X, isto €:
PZ = B yz ,
ou explicitamente:
1 -1 0 0 0 1 (Y, ] (-3 ]
-1 2 0 0 0 0 oy 2
0 0 1 0 0 0 Y12 0
0 0 0 1 0 0 Va2 -1
-1 0 0 0 1 0 Yeo 1
1 -1 0 0 0 0 |° Yeo 0
onde:
y, = (y 4 y 4 4 yo )t
2 127 7227 7327 7427 7527 762
Resolvendo o sistema matricial dado écima, obte-
mos :
Y127 V22 * Y2 T 73 (a)
Y12 * V22 = C (®)
y32 = 0 (c)
Y42 = -1 (d)
Y12 * Y52 =1 (e)
= 0 . ()
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De (c), temos:

Y3y =0
De (d), temos:
Ygp = 1
De (f), temos:
Y12 = Y22

€ substit@iindo esta expressao em (b), temos:

RAVIME2 VIR

Y12 = 2
Assim,
Y12 = Vg2 T2
De (e), temos:
Y52 = 1 Vo
Yoo = 1+ 2 =23 - Yeg © 3

De (a), temos:



110

Y12 T Va2

=-3-2+2=-3 o |y, =-3,

Para determinarmos a variavel que deixara a base,

devemos calcular:

X.
© = min {—— / y., > 0}
iel y 1k
B ik
X S
6 = min{—> , —>} = min{-2 , -2} = L.
12 Ys3 Z 3 5

S
Y53

Verificamos que a variavel de folga S deixara a base, en-
trando em seu lugar a variavel x, . A novabase sera consti

tuida da seguinte forma:

-3 1 -1. 0 0 1
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Iteracao 2

Repetindo todo o procedimento anterior, calculare

mos os valores das novas variaveis basicas:

X, = (X,,X7,X,,S4,5,,X )T
B 2°73°74°7 17270

Como B EB = b , temos:
-3 1 -1 0 0 1] [x ] 4]
2 -1 2 0 0 0 Xz 2
0 0 0 1 0 0 X4 = 0
-1 0 0 0 1 0 Sl 0
1 -1 0 0 0 0 S2 0
L 0 1 -1 0 0 0._ I X, | | 0 ]

—3x2 T Xg Tt Xy, + XO = 4 (a)
ZXZ - Xg ¥ 2X4 =0 (b)
sS4 =0 ()

- X, * s, =0 (d
X, = Xg =0 (e)
Xg - Xy =0 . (D)

De (c), temos:
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De (d), temos:

Portanto:

2 2
3x, = 2 > X, = 2/3
Logo,
XZ = Xz = x4 = s, = 2/3
Substituindo esses valores em (a), temos:
XO = 4 + SXZ - XS + X4
x =4+ 3.2/3-2/3 + 2/3 =4+ 2 =6
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K vista disso, o novo vetor basico sera:

T

1
I

B = (XZ, XS, Xy S1» Sy xo)

(2/3, 2/3, 2/3, 0, 7/3, 6) "

|
I

Verificaremos a seguir, se esta solucao sera ou
nao a solugao otima, de forma que, passaremos, ao calculo dos

multiplicadores do simplex:

B
-3 1 -1 0o 0 1]
2 -1 2 0 0 0
(u.1 » Uy u3) 0 0 0 1 0 0 = (0,0,0,0,0,1) ,
-1 0 0 0 1 0
1 -1 0 0 0 0
| 0 1 -1 0 0 0]
ou de outra forma:
A 0 0 ' a ]
p '
(ul, U, u3) 0 In—p. 0 ! 0 = (0, 1) |
S 0 K 0
. P p _

onde:



-3

A:A:
b 3 2
-1
5, = S - 1
. 0

Tnp = 11

=
e
1]
=~
W
1}
R
I = N RS
—
WA
be
f—l

(i) Uy

1x2 2x3 1x3 3x3

(ii) u, In—p =0
¥ ¥
1x1 1x1

(11ii) g Kp =0
¥ ¥
1x3 3x1
(iv) Uy a, = 1
¥ ¥

1x2 2x1

114

-1
2] 2x3
“L] 33
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Explicitando as equagoes acima, temos:

-3 1 -1
1 2 1 2 3
(uy,uy [ ) -1 2} + (ug,u5,u3)

3 - - . ..
e u e uz nao estao ainda definidos.

De (11.8.2.18), temos:

= (0,0,0)

(17.8.2.17)

(I1.8.2.18)
(IT.8.2.19)

(I1.8.2.20)

(11.8.2.21)

(1I.8.2.22)
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=11 , (I1.8.2.23)

e ui também nao esta ainda definido.

De (I1.8.2.17), temos:

(—Bui + Zui; ui - ui;:-ui + Zui) + (—u% + u%; -u% + ug; —ug) = (0,0,0)

1 2 1 2.1 2 2 3.1 5,2 3 _
(—311.1 + Zu1 Uz *+ Ug} up - Uy - Ug foug up * Zu1 US) (0,0,0) ,
ou ainda:

—SU% + 2u§ - u, + u% =0 )
1 2 2 3 _
u1 - u1 - u3 + u3 =0 >
1 2 3 _
-uy + Zu1 - ug = 0

Substituindo (II.8.2.21) e (II.8.2.23) no siste-

ma acima, obtemos:

2 2 -
-3 + Zu1 *+uy =0 (D)
2 2 3 _
1 - u; - uz t+oug = 0 (I1)
2 3
-1 + 2u] -up =0 (IT1)

Somando (I) e (II), temos:

2+ u o+ u? =0 . (IV)
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Somando (IV) e (III), temos:

-3y 3ui_: 0 > | u? =1, (II.8.2.24)

Substituindo (I.8.2.24) em (IV), obtemos:

241+ ug -0 > |ul=1]. (I1.8.2.25)

Substituindo (I1II.8.2.24) em (I), temos:

2 _ 2
3+ 2 + u3 =0 - u3

Podemos entao, escrever os vetores linhas Uq s

U.Z ] u3 , AaAsSsSim:

_ .1 2y _
up = (ul, ul) = (1,1) |
u2 =0 R
1 2 3

Uz = (US’ U, us) = (0,1,1) ,
portanto:

u = (u u u = (1,1,0,0,1,1)

17 27 3)

Como todos os elementos de u sao nao-negati-

3

vos, devemos efetuar os seguintes calculos:

a) Z{ = €y Tupy- ¢cq = (1,1,0,0,1,1) | -

SOt 1 N
|
o
Il
[N
+
=
]
8N
Y
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Z1 - c1A= 3 >0
[ 0]
0
b) z,. - ¢ =up,  -c¢c  =(1,1,0,0,1,1)| 0 -0=1>0
53 %3 °3 53 0
1
L 0
Z = C =1>0
53 53
"0
) zg -~ G Tup, -c¢ =(110011)8 -0 =150
54 4 54 54 29 Y 3V 9 L9 0
0
._1_
zg = C =1>0
4 4
Como Uz > 0 e todos zj - Cj >0 , je IN , a

solugao obtida é a solugdo otima:

: T
* = )
X (XZ, Xz, X4, S95 Sy, xoy

(2/3, 273, 2/3. 0, 2/3, 6)%].

I1.9. Dualidade em Programacao Inteira (0-1)

As restricoes de precedéncia podem aparecer en
problemas de programacao inteira bivalénte, onde as variaveis
assumem somente um dos valores 0 ou 1 . Podemos traduzir
este fato, da seguinte maneira: a cada variavel estard associ

ada a realizacao de um evento, e essas realizagoes devem ser
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implementadas segundo uma ordem pré-determinada. Assim, se
o evento ocorrer, a variidvel assumird o valor 1 , e se nao
ocorrer, a variavel assumira o valor O . Em outras pala-

vras, teremos:

1l , se o evento j ocorrer

2

X. =
J 0 , caso contrario .

Tal problema podera, por exemplo, ter a seguinte

configuracao:
minimizar X, = cX (I1.9.1)

sujeito a:

Ax <D (I1.9.2)
0 <Xy <x, <. <x <1 (II.9.3)
X. , j=1,...,n , inteiros , (I1.9.4)

T . o . inh 1t
onde ¢, xe IR ;be R & amtriz A com m linhas e n colu-

nas

Apresentaremos entao, um procedimento para  re-
solver um problema de programagao linear zero-um, mediante a
solugao de um programa mestre ,obtido a partir do desenvolvi-

mento da dualidade em programacao inteira.

As idéias utilizadas para a construcao da duali-

dade em programagcao inteira, foram derivadas da teoria da dua

|11| e |24

lidade em programacao matematica. Ver referéncias

Basecados nessa teoria, podemos inferir algumas
idéias para o problema de programacao inteira, e, em particu-

lar, para programacao zero-um.
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Seja 0 seguinte conjunto representando as restri-

coes de estruturas especiais:

X = {x ¢ H?/O e S 1; Xj inteiros, j = 1,...n},

Desta forma o problema inicial ficaria com o se-

guinte aspecto:

minimizar X, = X (I1.9.5)
sujeito a: Ax < b (I1.9.6)
xe X . (11.9.7)

O problema (II.9.5) - (II.9.7) sera denominado

problema primal (P)

Para uma melhor visualizagao do conjunto X , con
sideremos primeiramente, um vetor X em H% , assim, X se-
ra definido por.

X = {x ¢ B%/O <Xy %X, < 1; Xy e X, inteiros}

A figura (I1.9.1) sera a representagao grafica
<1
deste conjunto: AX? 1= X. <X
X, >0 - 1=z
12 AN
. Fig.(I1.9.1)
(0.1) . .
<1t (1,1) | x,<1
2—
>0
X204 2= 4
2~ T . —
(O,O) Xl
v *1Z 1=
X

1%
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Observamos na fig. (IT1.9.1), que o conjunto X

sera formado pelos seguintes pontos: (Q,O)T , (0,1)T e (1,1)T.

Consideremos agora, um vetor X em H? , assim,

X sera:

X ={xe R / 0 < xy £ x5 <Xz 21, X7,X; @ X inteiros} .
Graficamente, teremos:
X,=X,=X
x,, 1 72 73
3
X155
AN

X

Fig. (II.9.2)

X <Xq
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Da mesma forma, da fig.(I1.9.2) observamos que o
conjunto X . & formado pelos seguintes pontos: (O,O,O)T ,

0,0, , 0.1,07 e (11,17 .

A vista dos exemplos dados, podemos concluir que
o numero de pontos do conjunto X , sera sempre igual a

(n+1), sendo n o numero de variaveis do problema primal.

Consideremos o seguinte conjunto: -

Y ={x e /0 < X)X <.l <x) < 1}

O conjunto Y € a envoltoria convexa do conjunto .
X , além de ser um conjunto compacto, denso e possuir p ver

tices, sendo p =n+l , e n o numero de variaveis.

Para o exemplo da fig.(I1.9.2), o conjunto Y ¢
a envoltoria convexa dos tres iontos que constituem o conjun-
to X , isto &, ¢ a envoltoria convexa dos pontos (O,O)T ,

(O,l)T e (1.1)T. De outro modo, Y sera definido por:

Y = {x € D%/O < X < 1}

1 =%

Graficamente, podemos representa-lo:
X, A
\

X15%,

Fig. (II.9.3)

0,1)7°
X2i1$

A'J_'
%0,0) X

(1,1)" tx,<1

A
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Para o exemplo da fig.(II1.9.2), o conjunto Y se
Tra a envoltdria convexa dos seguintes pontos: (O,O,O)T ,
(0,0,1)T, (0;1,1)T e (&,l,l)T . Podemos ainda, representa-lo

da segulnte maneira:

Y= {xe® /0 < xq <x <Xxg 21}

Graficamente, temos:

X — =
A2 X{TX,=Xg
X, <X
\\1— 2
¥
Xp5X3
0,1,1)7 T
] (l’l,l)
Y !
|
!
T >
I
L __J X4
A T
(0,0,1) . Fig. (II.9.4)
. (0,0,0)
X <Xy a”
Na fig. (II1.9.3) verificamos que os pontos (O,O)Ts
(0,1)T e (1.1)T sao os vértices do conjunto Y , ao mesmo
tempo que sao os pontos de X . Ja, na fig.(II.9.4), os pon-

tos (O,O,O)T , (0,0,1)T, (0,1,1)T e (1,1,1)T sao os vérti-
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ces de Y e os pontos de X . A vista disto, podemos facil-

mente concluir que todo vértice de Y €& um ponto de X

Consideremos agora, o problema primal (P) com
uma Unica restricao. Para isto, devemos associar a cada res-
tricao i(i = 1,...,m), de (II.9.2), uma variavel dual nao-
negativa u. tal que, u ¢ H? , onde o conjunto Hg € defi-

nido da seguinte maneira:

H? ={u/ue® e u>0}

Assim sendo, o problema primal (P) ficara:

minimizar {cx + u(Ax - b)} (I1.9.8)

sujeito a: x e X

Reescrevendo o problema (I1.9.8) de uma maneira

mals conveniente, teremos:

f(u) = min {cx + u(Ax - b)/x e X} , (I1.9.9)

onde u € um vetor linha, cujas componentes sao nao-negati-
vas. Assim, para um dado u > 0 , f(u) sera uma fungao em

termos de x , isto €:

f(u) = min {cx + uAx - ub/x ¢ X} ,
ou

f(u) =-ub + min{cx + uAx}
xeX

Como vimos anteriormente, os pontos de X sao os

vertices de Y , e assim, a fungao f(u) dada acima, fica-
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f(u) = -ub + min{cx + uAx} . (IT1.9.10)
xeY

O problema (II.9.10) € um problema de programacao
linear, portanto, o método do simplex fornecera suas solu-
coes, que obviamente serdao os vértices de Y e os pontos

de X .

O problema dual (D), do problema primal (P), sera

definido da seguinte maneira:

maximizar {£(u)}

sujeito a: u > 0 , (I1.9.11)

ou mais explicitamente:

maximizar [-ub + min{cx + uAx}]

sujeito a: xeY
u >0
Para Vu ¢ HT , temos:

< *
fuw) < x7
onde X; € o valor otimo do objetivo primal.

Se o problema primal (P), nao comportasse as res-
trigoes de integralidade, o problema (D) seria, o dual de um

problema continuo, e portanto teriamos:
f(u*) = x

onde u* seria a solucao otima do dual. Entretanto, levando

em consideracao as restricoes de integralidade, temos:
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* *
F(u*) < x* .

A diferenga x¥ - f(u*) € o salto primal-dual ou

"duality gap".

I1I1.10. Propriedades do problema dual (D):

Seja Y = {Xk}k=1 op onde xX sdo os pontos

extremos ou os vértices do poliedro convexo definido por

(I1.9.3) e (IT1.9.4).

Para k = 1,...,p , definimos:

f(u,xk) = -ub + cxk + quk

Logo, a funcao f(u) ficara:

f(uw) = min  f(u,x9)
k=1...p

f(u) = min {-ub + ka + quk}
k=1...p

Vejamos algumas propriedades do problema dual.

Propriedade (II.10.1)

"A funcao f : B{ +~ IR é& uma funcao concava,

onde

Hg = {u/ue ®eu > 0} ,

n {cxk + u(Axk—b)/x g X"
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Demonstracao:

Sejam u®, ul £ Bg ; 0

[A
>4
fA
bt
b
m
e
o)

n
X=1{xeR/0 <x;, < ... <x <13 Xj inteiros,j=1...

1l — — ' n

f(uo) min{cx + uo(Ax - b))}

f(ul) min{cx + ul(Ax - b)}

Seja 0 < A <1 e

o} L
u=2iu + (1 - Nu

Como uo, u1 € Hg , entao u e Hg , logo,
f(u) = min {cx + u(Ax - b)}

£(u) = minfex +[Au®+(1-0)u'] (Ax-b))

£(u) = min{cx *+ Au®(Ax-b)+(1-A)u’(Ax-b)}

£(u) = min{cx + Acx-Acx + Au®(Ax-b)+(1-A)u’ (Ax-b)}

£(w) = min{icx + Au®(Ax-b)+(1-M)cx + (1-A)ul(Ax-b)}

F(w > min{icx + Au®(Ax-b) min'{(1- ) cx + (1-A)u’ (Ax-b)}

f(u) > 2 min {cx + uP(Ax-b)} + (1-A)min{cx + ul(Ax—b)} ,
portanto:
0 1
f(u) > Af(u) + (1 - 2) £(u’) ,

ou ainda,

FOw® + (1-0ut] > AF@E®) + (-0 £

logo, a funcao f(u) € uma fungdo concava.

,nlt .
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Propriedade (IT7.10.2):

"Se x for uma solugao viavel do problema primal

e se u >0 , entao:

cx > f(u)."

Demonstracao

Se x for viavel para o problema primal, teremos:

Como u > 0 , obtemos a seguinte desigualdade:

u(Ax - b) <0 ,
ou ainda:

cx + u(Ax - b) < cx ,

isto para todos os pontos viaveis do problema primal e para

todos os u >0 . Em particular para:
mix {cx + u(Ax - b)} < cx ,
portanto:

f(u) < cx

A propriedade (II.10.2) € valida para qualquer
u € Hg e para qualquer x .viavel para o problema primal, e

em particular, podemos ter:



129

max{f(u)/u > 0} < min {cx/Ax < b e x e X}

Suponhamos que x* seja a solugao Otima do proble

*

ma primal (P) e, u*  a solucao otima do dual (D), assim:

f(u*) < cx*

2

isto €, o 0timo do dual é um limite inferior para o 6timo do

primal.

I1.11. Resolucao do dual por programacao linear

A facilidade com que resolvemos o programa dual,
justifica o interesse por ele despertado, assim sendo, apre-
sentaremos um método de resolugcao do problema dual (D), por

programacgao linear.

Veremos que este método, nao € outro senao a
aplicacao do principio de decomposicao de Dantzig e Wolfe, ao
problema primal (P), onde a restricdo de integralidade € rela

xada.

Assim, para um dado u > 0 , resolveremos o se-

guinte problema:

f(u) = min {cx + u(Ax - b)}

sujeito a:

x e X

0 conjunto X € um conjunto formado por todo os

vértices de Y , portanto, podemos substituir o problema ante
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rior pelo seguinte:

f(u) = min {cx + u(Ax - b)} .
sujeito a: (IT.1%.1)

xeY ,

pois, este € um problema de programacao linear, admitindo ao
menos uma solucadao Otima em um vértice de Y , ver Dantzig
|*]. Como esse vértice de Y & um ponto de X , entao a so-

lucao do problema (II.11.1) € a mesma do dual (D), dado em

(I1.9.9). Assim, para um dado vetor linha wu > 0 , temos:
f(u) = -ub + min{(c + uA)x}
sujeito a:
XxeY .
Um ponto extremo de Y fornecera o minimo de
f(u) , assim, representaremos a sequéncia {xk}k=l . como

sendo o conjunto de todos os vértices de Y, desta forma, te-

mos :
f(u) = -ub + min  {(c + uA)x} . (11.11.2)
k=1...p
Nosso objetivo € resolver o problema dual (D), is
to €:

maximizar {£(u)}

sujeito a: u > 0

Para resolvermos este problema, vamos supor que o
maximo de f(u) seja igual a w , assim, o problema  ficara

reduzido a:
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maximizar w

- 3 ~
sujelito a:

w = -tb + min{(c + vA)x} , k=1,...,p ,
u > 0,
ou ainda:
maximizar w
sujeito a:
w < -ub + (c + uA)xk , k =1,...,p >
(I1.11.3)
u >0
E importante frisar que os vetores XK , k=1...p,

sao considerados como dados para o problema (II.11.3). Além

disso, supondo-se que o par (w*,u*) seja o Otimo deste proble
ma, teremos f(u*) = w* , resolvendo desta maneira o dual
(D), definido em (II.9.9). Entretanto, o problema (II.11.3)

€ um problema com m variaveis e um nUmero muito grande de
restricoes, isto €, um numero muito grande de linhas,e para
resolve-1o,poderiamos optar por um método de geragao de 1i-
nhas, ver Lasdon |®|. No entanto, escolhemos uma outra  ma-
neira para o calculo de w* . Colocaremos o problema defini

do em (II.11.3), sob outra forma, isto €:

maximizar t = w
sujeito a:

W (II.11.4)

I
c.
7
I
o
N
I A
@]
>
-
I
}.—l
S

u

| v
o

0 dual de (II.11.4) sera:
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maximizar v = E (cxk)_A (II.
k=1 k
sujeito a: D X
- Yy (Ax ~b)A, >0 (17.
k=1
§ A= 1 (I1.
k=1 K
Ak >0 ,k=1,...,p, (I1.

onde os Me sao as variaveis primais.

11.5)

11.6)

11.7)

11.8)

Faremos a seguir, algumas modificacGes necessari-

as no problema (IT.11.5) - (II.11.8):

minimizar v = E (cxk)xk

.. ~ k=1
sujeito a:

k=1

;

oA, = 1

k21 K

Ak >0, k=1, ,P
p

ninimizar v.= ) (cxk) A

k=1

sujeito a:
- E (Axk)_kk +b >0

k=1

E)\ = 1
k=1 X

A o> 0 , k=1, P
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minimizar v = E (cxk)_kk

- . ~
sujelito a:

k=1 k
5‘)_ A, = 1
k=1 K
e > 0,k =1, P
. k
minimizar v = kg (cx™) Mc
- =1
sujeito a:
L (ax) A <b
k=1
§ (IT.11.9)
A =1
k=1 K

O problema (II1.11.9), tem inUmeras colunas,e pa
Ta encontrarmos sua solugdo usaremos o método de decomposicg@o
do tipo Dantzig - Wolfe |®|, ['?|: utilizando o método revisa-
do do simplex |%*|, com uma solugdo basica inicial, que poderd,
ser artificial, e geraremos, a seguir colunas qﬁe entrarao na

base em-substituic¢ao de outras.

Assim, introduzindo s € H? , cujas componentes
representarao as variaveis de folga, transformaremos o proble
ma (II1.11.9) na forma padrao de problemas de programacao 1li-

near:
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minimizar v = § (cxk)_kk

sujeito a:

s >0
O problema acima na forma matricial, ficara:

minimizar Vv

sujeito a:

v ]
A
1 —oxt -cx Lo 0 0 0
S R A . = | b (11.11.10)
1 m A
P 1
0o 1 1 1 0 0 1

A partir de uma solugao basica viavel construire-
mos o quadro inicial do simplex revisado, entretanto, caso
nao seja possivel sua determinacao imediata, comegaremos com
uma solucao basica artificial, Assim, seja B a : matriz
(m+1) por (m+1l) associada a base inicial; cg O vetor linha
dos coeficientes (cxk) das variaveis primais Ak e (0) das
variaveis de folga S; » na funcao objetivo, associados a ba-

se B . Seja aj um vetor coluna, tal que:
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[Axk , 1:' g

ou
B T
a; = o500 .
Além disso, sejam

b =B " b

<|

1
e

=)

de forma que, o quadro inicial ficara:

Quadro inicial

— E

VLo Uz Uy | coluna onde sera coloca-
---7 da o vetor que entrara

= -1 I na base, apos ser atuali

b 0 B l =
~—_4 zado .

Para sabermos se este quadro € otimo ou nao, deve

mos verificar se duas condicoes sao satisfeitas, isto €, se:

(i) u, >0 .... u,q >0,

(ii) todos os ‘uap - c:xk < 0 , para todos os k associ

ados aos Ay nao-basicos, ver |°].

Procederemos da seguinte maneira: primeiramente,

verificaremos se todos os Uy sao nao-negativos, isto g

a
A\
o
-
ft

2,..., m*#l . Caso exista um u; <0 , a varia-

vel Si-1 € candidata a entrar na base e o . vetor
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a. = [ei_l,OjT € atualizado, isto €, B—l a

ue no es
i-1 q S

i-1 ~
tagio atual € a propria i-Esima columa de Bgl, jd explicita

no quadro do simplex. Apds o pivoteamento com a coluna i ,a

variavel S:_1 entrara na base. Quando todos os u. forem
nao-negativo, entao, procuraremos o maximo dos u a - ocx o,
k =1,...,p . Para isto, resolveremos o seguinte problema au
xiliar:

- k
maximizar {uak - cx '}

.
sujeito a: Xx € X ,
ou

.. T
maximizar {uf[Ax,1] - cx}
sujeito a: x € X

Agora, fazendo u = [ul,uo] temos :
Ax

maximizar {[ul,uéj 1| - cx}
sujeito a: x e X
maximizar {u;AX + u - cx}

sujeito a: x e X

maximizar {u_ + (ulA - ¢)x}
T ° (II.11.11)

sujeito a: x e X

Nosso problema agora, sera resolver (II.11.11) e

para isto, vamos coloca-1o sob uma forma mais conveniente,
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assim:

maximizar  {qx’}
- . (I1.11.12)
sujeito a: x) e X .

onde q = (ql, Aor e qn) € um vetor linha dado e os Xj,
j=1,...,p, os pontos de X . Assim, para obtermos a solu-
¢ao otima deste problema auxiliar, devemos calcular 0s Spo
p =1...,n , definidos da seguinte maneira:

n
s = Y q. , p=1,...,n . (I1.11.13)

Tomemos agora, Sy tal que:

JaRy

{sp} . (II.11.14)

T 3
I
= =

.,0n

A vista disto, devemos considerar dois casos:

(1) Sy < 07

Se s, <0, a solugao otima do problema (II.10.
12) sera:
x. =0 , j =1, ,n o,
J J
ou
X = (0,..., 07
(ii) Sy 7 0
Se s, >0 , a solugao otima do problema (II.1Ll.

12) sera:
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e
Xy T Xy T oeea..n = X1 < o
ou
% = (0, L0, 1, ... RO
¥—v___/

(n-k+1) elementos unitarios

Observamos que, no caso de existir somente um k
satisfazendo (II.11.14), a solucao otima do problema auxiliar
sera unica.

Supondo que X seja a solugao Otima do problema
(IT.11.12), passamos ao calculo de {uo + (ulA - ¢)x}. Aqui

também, ha dois casos a considerar:

(i) se {uo + (ulA—c)ﬁ} >0 , entao, devemos gerar o
vetor coluna A° correspondente a variavel A,
que entrara na base:

A= (u ¢ (uA - X B~ 1[a%,1] )T
(ii) caso contrario, isto €, se'{uo+(u,A—c)i} <0,

o quadro € oOtimo.
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I1.12. Exercicio resclvido

Usaremos novamente, um exercicio para um entendi-

mento melhor do que foi estudado até o momento.

Exercicio II1.12.1:

minimizar x = —4X1 - 2x, * 3xg 2x4 - SXS + 2x6

sujeito a: X, *+ 2X, - X, +2x, + X_ - X

I A
[N

le - 3X2 - Xg ¥ 3X4 - 3X5 + 3X6 <3
0 < Xy XXy S Xgp £ Xy <X <X < 1
x, e 10,1} , j =1,6

Seja o.conjunto X

X = {x ¢ H{6/0 <Xy <X, <Xg <X, <X <X < 1, x. ¢ {0,1},

j = 1,6},
assim, o problema inicial ficara:

minimizar Xo = -4X1 - sz + SXS + 2x4 - 3x5 + 2X6

sujeito a:
Xq + sz - Xg + 2x4 + Xg = Xg < 2

-Xq + Xy - 4x3 - Sx4 + 4x5 + 5x6 < 4

| A
N

le - 3X2 + Xy + 3X4 - 3X5 + 3x6

x e X
Seja agora, o seguinte conjunto:

Y = {x € H?/O <x; <%, <X, <X, <X <x, <1}

1 2 3 4 5 6
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O conjunto Y € a envoltoria convexa dos pontos
de X , e sendo um poliedro limitado, qualquer ponto de Y po
de ser escrito como uma combinagao convexa de seus pontos ex-

tremos, assim:

j=1 )
¥ oo -1
j=1
A. >0 , 3 =1, P
j 2 J P
onde p = n+l , sendo n o numero de variaveis. Assim, 0

numero de vértices do problema original sera, p = n+l = 6+1=

7.

Substituindo a expressao de x dada acima, no

problema inicial, temos:

p .
minimizar v = Y [(-4 -2 32 -3 2)x3]xj

sujeito a _
[(12-121 —1)x3]xj <2

[(-11-4-54 S)XIJAj <4

j=1
 [(2 -3 13 -3 3)xI]A. <3
j=1 ’

§ A =1
j=1 J
A >0, J =1, »P
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Introduzindo as variaveis de folta S1,5, € Sz ,
e a variavel artificial Xa , ao problema acima, obtemos o

seguinte problema:

minimizar v = § [(-4 -2 32 -3 2)x)] g
J=1

sujeito a:

§ [(1 2 —121—1)xj:|)\. *5g =2
i=1 !

E [(-11-4 -5 4 5)xi]x. + s =4
j=1 J 2

RS [(2 -3 13 -3 S)XJ])\J. + s, =3
ih AJ + Aa = 1

A. >0, 3 =1,...,p,
A, >0

s > 0.

Aplicaremos a seguir, o método duas fases, para

obtermos uma solucao basica viavel inicial:

li Fase:
minimizar & = Ay
sujeito a: .
C[(12-121 -], + s = 2
j=1 J
P orcrn-a s asdn, s, ~ 4

j=1
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E [(2 -3 13 -3 3)x7]A, + s =3
j=1 J 3

P

YA *A =1
j=1 a
A, >0 , 3 =1,....p,

j2 j P
Ao >0

a — E
S1> Sp» Sz 2 0

3 I A £ 3 e. 11 [&]
L 51 S2 53 Sa |
54 0 _ N _
S, 0 -1 b
s3 0
A 0
a — _ - |
onde :
= _ -1
£ = EB B b
_ -1
gsl— EB B es1
-1
g:gB e
So B 52
-1
E = ¢&, B e
53 B s3
_ -1
&y T & BT oey
a a

Do problema (II.12.1), tiramos os seguintes resul

tados:
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E,.=(c. , ¢, c , c,) ,
B S1 S, Sz -)‘a
portanto
&g = (0,0,0,1)
1 0 0
i 0 1 0
B =B =1, = [és &g »€g € ] = |0 0 1
1 52 °3 %4 0 0 0
b =(2431)"
Efetuando os devidos calculos, obtemos:
1 0 0 O
o 0 1 0 0
Eg B =(0001) |0 0 1 0] = (0001
- 0 0 0 1
1
g, = (0001 [0]=0
1 0
0

Ty
I
~
o
-
=
}_l
p—
OO .

O OO

—_ o OO

(000 1)

|
1t
o s DN

R OOO
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=
]
o5
o
]
o
il
N
~
[O)]
=
—]

=y

s 00|10 |0] 4 Quadro

(Q.I1.12.1)

Do quadro (Q.II.12.1), inferimos:

(ul,uo) = (000 1
-1
B = I4
Consideremos agora, o seguinte problema auxiliar
(P.A.):
A Xj ;
maximizar {(ul,u ) - cx’}
© 1
sujeito a: x’ e X
ou
/1 2 -1 2 1-1\
maximizar (0 0 0 1) [{-1 1 -4 -5 4 5)X)|- 0
2 -3 1 3 -3 5§
1

sujeito a: - -
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maximizar 1
sujeito a: 0 S Xy 3 Xy 5 Xg §.x4 S X 5 Xe 3 1

X e {0,1} , j = 1,2,3,4,5,6.

Como o maximo do problema auxiliar & igual a 1,
Y. , e portanto positivo, podemos, tomar como solucao
2 J K
qualquer valor de x , isto &, podemos iniciar considerando a

seguinte solugao:

L = o000 0T

Nosso objetivo € obter Aa = 0, assim sendo, deve
mos gerar um vetor coluna ﬂ‘ associado ao escalar Al , que
deverd entrar na base no lugar de Aa . Desta forma, realize

mos os seguintes calculos:

axl, 17 = [poo 1t

y; =87 [ax, )7 = 1fpoo 1] =000 1!

29 = ¢ = 1,

assim, o vetor gerado Al , associado ao escalar kl’ sera:
1 _ P o | T T
A_—(zl—cl,B[AX,lj) )

portanto:

1 . T

A= (1,0,0,0, 1) > (Q.II.12.1)

Introduzindo o vetor coluna Al no quadro (Q.II.
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12.1) , obtemos outro quadro (Q.II.12.2):

o
£ 1{ofofol1l1]1
51 ol1]l0lololz2]o
s, o{o|1l0lo0]|4alo (Q.11.12.2)
53' ololol1lo0]3]o0
< Ay ofofofof1|1]|(D

%
v 101010010
Sy | 0100102 Q.11.12.3)
S2 010 11010 4 )
53 010 MERE + quadro inicial
Al 0107010111 W
2
Eliminando a coluna associada a variavel A do

quadro (Q.II.12.3), obteremos finalmente, o quadro inicial, e

poderemos aplicar o método de Dantzig e Wolfe.

Itefagéo 1

Passemos agora, a resolucgao do seguinte problema
auxiliar:
Ax
maximizar {(uj,uy) | 1] - cx}

sujeito a: x g X

Do quadro (Q.II.12.3), tiramos:
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(u;.u) = (000 0)

b =(2 431",

Substituindo esses valores no problema acima, te-

mos : <
1
12-1 2 1-1 %
maximizar ¢ (0 0 0 0) | (-11-4-5 4 5)x)| (-4 -2 32-32) x,
’ 2-3.:1 3-3 3
X
1 4
%5
%6
sujeito a: xJ € X
maximizar {4x; + 2x, - 3x; - 2x, * 3x; - 2X6}
sujeito a: 0 < X; 2 Xy 2 Xg 2 X 2 Xg < Xxg < 1

x; e (0,17, =1,2,3,4,5,6

Para obtermos a solucao otima do problema auxili-

ar, procederemos da seguinte maneiré, seja:
n
s = Y q. S, p=1,...,6
onde
q. ::(qlan :Q3=Q4aq5 sq6) = (4 2 "3 _2 3 _2) .

Assim sendo, temos:
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51 = a; + a, + dg + q4 +.q5 + qq = 4 +¥2 -3 -2 +3 -2 = 2

51

Sy = 4d, + Ay + ay + qs + dg = 2 -3 -2 +3 -2 = -2 ~» S,

)
S, = ) q
4 j=4 )
Sp = A * qS * Qg = -2 +3 =2 = -1 =~ Sy = -1
)
S = ) q
5 j=5 4
Sg = 9g * Qg = 3 -2 =1 - S¢ = 1
)
Sg = q
6 j=6 J
S = 9 = -2 > Sg = ~2
Seja:

S = max {sp}v= max{sl;sz,ss,s4,ss,s6}
p=1...6
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Sy = max{2, -2, -4, 1, -2} = 2 > Sy = 2
St T s1 = 2
Portanto, a solugao otima do problema auxiliar sera:
X] 5 Xy T Xg T X) T Xg T X = 1
ou
%= (1,1, 1,1, 1, |,
Calculemos agora, o valor 2z, - C, , isto é:
2, = Cy = 4x1 + sz - 3X3 - 2x4 + SXS— 2x6
Zg = Cy = 4 + 2 - 3 -2 + 3 -2 =72
22—c2=sl=2
Como z, - Ez € positivo devemos gerar o  vetor

coluna A" , associado ao escalar A, e definido por:

- T
)\ = (Zz - CZ ] YZ) b

onde:

y, = 30, 0" = 1?07 - st 0T

portanto:
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1 +2 -1 +2 +1 -1 i
Yo = | "1 #1 -4 -5 +4 45 =10
' 2 -3 +1 +3 -3 +3 5
1 1
2 T
AT o= (2, 4, 0, 3, 1) . (Q.I1I1.12.3)
Introduzindo o vetor coluna XZ no quadro (Q.II.
12.3), obtemos o seguinte quadro:
+A2
v 1 0 0 0 0 0 2
« s, |0 1|0 o]0z ®
S, 0 0 1 0 0 4 0 (Q.11.12.4)
Sz 0 0 0 1 0 3 3
Al 0 0 0 0| 1 1 1
ApOs o pivoteamento, teremos:
AZ
v 1 -1/2 0 0 0 -1 )
AZ 0 1/4 0 0 0 1/2 I
Sy 0 0 1 0 0 4 ) (Q.1I.12.5)
Sz 0 -3/4 0 1 0 3/2 )
Al 0 -1/4 0 0 1 1/2 )
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Iteracao 2

Do quadro (Q.II.12.5), tiramos os seguinte resul-

tados:
(ul,uo) = (-1/2 0 0 0)
v o= -1
[ 1/4 0 0 0]
B7l=| 0o 1 0 o0
-3/4 0 1 O
L -1/4 0 0 1]
Passemos agora, a resolugao do seguinte problema
auxiliar:

maximizar

sujeito a:

maximizar

sujeito a:

maximizar

sujeito a:

maximizar

sujeito a

{(ul,uo) [A§] ~cx}
X

3

X €
X
1 2-1 2 1-1 ) xz
(-1/2000) |{-1 1-4-5 4 5| x)|-(-4-232-32)x
2 -3 113-33 X,
Xg
j 6

e X .

{-1/2 (X +2%, =Xz 42X X —x6) - (X =23+ 3X 542X )= 3X¢ +2%:) }

XJ e X .

{7/2)(1 * Xy - 5/2)(3 - 3x, * 5/2X5 - 3/2X6}
0 < Xq < X, < Xz < x4 < XS < Xe <1

x. e {0,1} , j=

2 ,3,4,5,6.
J
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A solugao oOtima do problema auxiliar sera deter-
minada do seguinte modo:

onde:

q = (41,9 +93-94:95.9g) = (7/2, 1, -5/2, -3, 5/2, -3/2) |

portanto:

$1 = Qq*4y*A5*q, ot = 7/2 +1-5/2-3+5/2-3/2=0 > s; =0
)
S, = L4
2 j=2 J
S, = Qg tactde = 1 - 5/2 - 3+ 5/2 - 3/2 = -7/2 > s, = =7/2

- Sz = - 9/2

Sp = d4fdstdg = - 3+5/2~73/2=-2
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)
Se. = ) g
> j=5 J
Sg = q5+q6 =5/2 - 3/2 =1 - S = 1
6
Se = 19
6 j=6 J
Sg = dg = - 3/2 -+ Sg = -3/2

Sy ==Inaxisl,sz,ss,s4,55,s6} = max{0,-7/2,-9/2 ,-2,1,-3/2} = 1

Xc = X = 1
e

Xq = Xy T Xg < x4 =0
ou

£ =@0o00011D°"

Calculemos agora, z; - ES , isto ¢é:

Zg = Cg = 7/2 Xy ¥ X, - 5/2 Xz = 3 Xy ¥ 5/2 Xg - 3/2 Xg
Zg = Cg = 5/2 - 3/2 =1




Como =z

coluna ‘AS

3

-~

€3
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associado ao escalar )

3 o =123
AW o= (z - Cg 5 B [Ax”, 1]
onde:
3 1 -1 0
{AX ] = 4 + 5 =19
1 -3+ 3 0
1 1
e
= 1/4 0 0
-1 AX‘J
B 1] = 0 1 0
-3/4 0 1
-1/4 0 0
logo,
A= (1,0,9,0, DT

Introduzindo o vetor A

obtemos o seguinte quadro:

€ positivo, devemos gerar o

T.T

, dado por:
1 r oA -0
9 = 9
0 0
L1 L1

> (Q.II.12.5)

vetor

no quadro (Q.IL.12.5)

v 23
v | 1| -1/2 0|0 | -1 1
A, | 0| 1/ 0|0 |1/2 0
S, |0 0 0| o 4 (o)
s, | 0| -3/4 110 | 3/2 0
A | 0] -1/4 0o |1 | 1/2 1

ApOs o pivoteamento, temos:

(Q.I1.12.6)
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v a3
v 1 -1/2 [-1/9 1 O 0 |-13/9
A 0
2 1/4 0 0 Q 1/2
AS 0 0 1/9 0 0 4/9 I (Q.11.12.7)
Sz 0 -3/4 0 1 0 3/2
Ayl 0 | -1/4 -1/9 0 0 |1 1/18
Iteracao 3
Do quadro (Q.II.12.7), tiramos os seguintes re-
sultados:
(uy.u)) = (-1/2 -1/9 0 0)
[ 1/4 0 0 0]
g 1 - 0 1/9 0 0
-3/4 0 1 0
| -1/4 -1/9 0 1 ]
Passemos portanto, a resolugao do problema auxi-
liar:
_Xl_
XXy XXy X=X .
maximizar (-1/2 -1/9 0 0) X+ x2—4x3—5x4+4x5+5x6 -(-4 -2 32 -32) Xy
sujeito a: 2xq=3x)* Xt 3= SXg+3Xg X
1 Xg
L6
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maximizar {-1/2(x +Zx2<x Y2X X - x6) 1/9(Ax =A% 75X ) 4, +5X ) (- dxy +

sujeito a:
—2x2+3x3+2x4—3x5+2x6)}

xeX.

maximizar {65/18 Xy ¥ 65/18 X - 37/18 Xz = 44/18 x, + 37/18 Xg - 37/18 X6}

4

sujeito a: 0 < x < xg <1

2 = X3 2 X = Xg =

Xy € 0.1} , j = 1,2,3,4,5,6

A solugao 6tima do problema acima, sera:

S1 = Qp*a,*d5*q,*as*q = 65/18 + 16/18 - 37/18 - 44/18 + 37/18 - 37/18 = 0 =~

)
s, = 1 4a
2 j=2 J

S, = q2+q3+q4+q5+q6 = 16/18 - 37/18 - 44/18 + 37/18 - 37/18 = -65/18 ~
TS, = -68/18

)
Sz = L 4
3 j=3 J

Sz = q3+q4+q5+q6 = -37/18 - 44/18 + 37/18 - 37/18 =-81/18 '~ Sz = -81/18
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)
Sp = L 4
4 524 J
Sy = q4+q5+q6 = -44/18 + 37/18 - 37/18 = -44/18 > Sy = -44/18
)
Sg = q
> j=5 J
sS = qg *qg = 37/18 - 37/18 = 0 > S¢ = 0
i
s, = q
6 j=6 J
s¢ = qg = -37/18 > sq = -37/18
S = méx{sl,sz,ss,s4,ss,56}=méx{0,—65/18,—81/18,—44/18,05;57/18} = (
Sy = s1 =S¢ =0
Portanto, a solucao Otima do problema auxiliar se
ra
Xy %X, = X3 = X4 = Xg = Xg = 0
ou
t=wwooo00 0T,
Passemos agora, ao calculo de Zy - 64 , isto
Z4 - c4 = 65/18 Xq + 16/18 Xz - 37/18')(3 - 44/18 X4 + 37/18

- 37/18 i6 =0
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Como zZ, - E4 ¢ igual a zero, a solugzao otima do

A -~ =4
problema auxiliar € X , ou

= wwooo00 0

- . - ~1
que e 1gual a solugcao X

As solucdes encontradas pelo método, sao as seguin

tes:
=1 _ T _ - .
= (000000) - X; = 0 » solucao viavel
%% = (11111 1)T > X% =-2 - solucao. inviavel
3 T . .
x>=((000011" -~ x5 =-1 solugcao inviavel.
As outras solugoes que nao foram obtidas pelo mé-
todo sao
~4 T _ - . -
x =(000111) »x*=1 = solugao viavel
0
%= (0011117 »x*=4 > solugio viavel
)
-6 _ T . _ . a
x =(0 11111 »-x* =2 - solucgao inviavel
o
-~ 7 T — -~ - . -
x"=(00000 1) - x* =2 = solucao inviavel
)

Das solugdes obtidas pelo método, a Unica viavel
- <1 ~ S =1 -4 ~5
¢ realmente X~ , e de todas as solugoes viaveis (X ,x e X)),
aquela que nos fornece o valor minimo da funcao objetivo tam-
- — —-— Al =1 o~ — -
bém e a solugao X , logo, esta sera a solugao otima do pro-

blema auxiliar.

o~

Como z, - ¢, =0 , o quadro (Q.TI.12.7) € otimo.

Deste quadro, temos que:
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A% = 1/18 associado 3 X" = (00000 0)7
A3 = 1/2 associado 3X° = (111111 |
* — . ~ ’*3 _ T

Az = 4/9 associado a x> = (0000 1 1)

Assim, a solucao Otima para o problema original se

X*

uma vez que:

>\7]k‘+)\§+>\§=1 3

4

Ll (111111 +—4-000010D"

2

x* = T%—(0 0000 0) +

(1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2)° + (0 0 0 0 4/9 4/9) 7T

e
*
I

x* = (1/2 1/2 1/2 1/2 17/18 17/18) L .

I1.13. Variaveis ordenadas 1limitadas

Supondo agora, que as variaveis além de ordenadas
sao também, limitadas superiormente por um numero positivo di
ferente de um, poderemos considerar o seguinte problema de

programacao linear com variaveis ordenadas e limitadas superi

ormente:

minimizar z = cX (I1.13.1)

sujeito a: Ax < b (I1.13.2)
0 < Xj < Xj+1 <d, j=1,...,n-1 , (I1.13.3)
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onde ¢ €& um vetor linha com n componentes; X um vetor co
luna com n componentes; b um vetor coluna com m componen
tes; A uma matriz com m linhas e n colunas e d um nu-
mero positivo e diferente de 1, isto €, d >0 e d # 1,logo,

d > 1

Consideremos o seguinte conjunto:

X={xe X /0 < x. < X, < d

3 je1 2 , j=1,...,n-1 e d > 1} .

Este conjunto representa as restricoes que pos-
suem estruturas especiais, sendo também um conjunto poliédri-

co, e pode ser representado de uma maneira mais conveniente ,

isto €:

—Xl < 0
- (I1.13.4)

Xl XZ\ <0

\xn—l - Xn-—<~ d

O sistema (II.13.4) possue n desigualdades,sen-

do que, o nimero de vértices de X , representado por (II.13.

4), € igual a (n+1) . Tais vértices podem ter a seguinte con
figuracgao:

%% = (0, 0,...,0,00%

=0, 0,...,0,0"

32 = (0, 0,..., @7

2l o0, 4a,..., a7

= (d, d,..., a0 .
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Como por hipotese d > 1 , entao X # § . Sendo
também, um conjunto poliédrico limitado, entdao qualquer ponto
de X pode ser escrito como uma combinacdo convexa do nume

ro finito de seus pontos extremos. Assim,
/x e X > x= j x)a, (I1.13.5)

§ A, o= 1 (I1.13.6)

A. >0 , j =1,...,p (I1.13.7)

k4

onde os xJ s3o os pontos extremos de X . Além disso, sabe

mos que qualquer problema de programacao linear do tipo:

maximizar {qx}

sujeito a: x e X

onde q € um vetor linha dado, ter3d pelo menos uma solucao
em que o otimo x* seja um vértice de X . Assim, substitu-
indo a expressao de x , dada em (II.13.5) - (II.13.7)  em
(IT.13.1) - (IT1.13.3), temos:

p .
minimizar v = ) (cx?) . (II.13.8)
- i=1 !
sujeito a: .E (AxI)A. < b (I1.13.9)
_ j=1 J -
§ AL =1 (IT.13.10)
j=1 J
A, > 0, 3=1,....p . (II.13.11)
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Podemos ohbhservar que encontramos um problema igual
ao problema (II.11.9), cuja solucdao sera feita através do mé-
todo de decomposicao de Dantzig e Wolfe. O problema auxiliar
sera resolvido da mesma maneira, isto &, considerando o seguin

te problema:

maximizar {qx} (IT.13.12)

sujeito a: x g X

?

onde q = (qq,-..,q,) € um vetor linha dado. A solucao oti-

ma do problema (IT.13.12) sera obtida da mesma forma:

n
s. = Y q. ,p=1,...,n . (IT1.13.13)
p J__‘p J .
Tomemos :
S = max {sp} , (I1.13.14)
p=1l,...,n

portanto, temos que considerar dois casos:

(i) se s < 0 , entao a solucao oOtima de (II.13.14) se
ra , ij =0, 3j=1,...,n , ou
%= (0,...., 0)7
(ii) se Si > 0 , entao a solucao otima do préblema auxi-

liar sera:

Xpo T Xppq T e =X, = d
e
X1 = X) = ceennnn. = X1 < 0 ,
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ou
- T
x = (0, , 0, d,..., d)
\—V_.—/
n-k
O procedimento se repete até obtermos todos 0s
z, - ¢; <0 ,j=1,...,n , quando o método entao, para.

I1.14. Exercicio resolvido:

Consideremos agora, um exercicio para melhor vi-

sualizarmos o método apresentado.

minimizar XO = 3x1 - 4x2 + Zx3 - 5X4
sujeito a: 2xy = X, * 3xg - X, <5
-Xq + ZXZ - ZX3 + 3X4 < 6

IA
[N}

O conjunto X sera definido por:

X={xeﬁ1/05x1§x2§x3§x4§2} )
assim, o problema original ficara:
minimizar Xx_ = 3x1 - 4x2 + sz - SX4
sujeito a: _ _
le X, * SXS Xy < 5
-Xq 2%, - 2xg * 3x, = 6
x e X.

Como o conjunto X € um poliedro limitado, pode-
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mos escrever qualquer ponto de X como uma combinagao conve

xa de seus pontos extremos:

/x ¢ X » x = E X7 A

A. >0, j=1,....,p

Substituindo a expressao de X no problema ante-

rior, temos:

™o

minimizar v = E [(3 -4 -S)XJ]Kj
j=1

sujeito a:

W

Ii [(2 -1 3 -DxITa, <5
j=1 J

[(-12 -2 S)Xj])\. %6
=1 J —

J
A. >0 , j=1,....,p
J —
" Introduzindo as variaveis de folga s € s, , e

a variavel artificial Aa , ao problema acima, obtemos:

minimizar v = [(3 -4 2 -5)x7] .
VRN i=1 ’
sujeito a:
[(2 -1 3 -DxI]r. + s =5
j=1 J 1
(-1 2 -2 I, + s, =6
jél J
E 5 Fra Tt
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Aj i 0 2 j = 17 QP >
Sq» S, >0

Aplicando o método duas fases, temos:

a

1. Fase:
minimizar §& = Xa
sujeito a: )
§ [(2 -13-1x)]xr. + s = 5
j=1 J 1
_ - j _
jil [(-1 2 -2 3)xT], t s, 5 (1.14.1)
E AL + 2 =1
j:l J a
)\- > 0 ) j = 1’ ’p
J — >
Ao >0,
a.—
S1» Sy >0

e |1 | g 3 e, 11[E
I s1 s2 Aa_ i ]
~ By
351 0 — -
B b
S, 0
Aa 10| L JL

onde:
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E=E B b
-1
g =g B e
Sq B S
_ -1
ESZ = EB B = 652
_ -1
‘E}\ - EB B e)\
a a

Do problema (II.14.1), tiramos os seguintes

sultados:
£, = (c. , ¢, » cy ) \
B s1 52 Aa
portanto:
Eg = (00 1)
0 0
g1 - (e e ,e, ) = 1 0
Sl’ 52’ A
a 0 0 1
b = (56 1)F
1
£ B"L = 00 1) |0 0l = (00 1)
0 1
1
g =00 1l0] =0
51
0
0
g =00 1D|{1] =0
52

Tre-
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0
EA = (00 1)[O0 =1
5
£E=(00 1|6 |=1 ,
1
logo:
£ 110 0 1 1
S 011 0 0 5
(Q.11.14.1)
S, 010 1 0 6
A 010 0 1 1
a
Do quadro (Q.II.14.1), tiramos os seguintes re-
sultados:
(ul,u ) = (0 0 1)
gl =1

Consideremos agora, o seguinte problema auxiliar:

i .
maximizar {(u,,u) [AX } - cxJ}
paztozet 1% 1

sujeito a: xJ e X .

2 -1 3 -1 .
maximizar (0 0 1) 1 2 -2 73 x7 -0
sujeito a: 1
x) e X .
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maximizar 1 , ¥

sujeito a: 0 < X 53X, 2 Xg 25X, < 2

Como o maximo do problema auxiliar € igual a 1

k4

vYj , podemos considerar qualquer solucao, por exemplo:

1 =woo0oo0nT,

i 1 . .
Assim, geraremos o vetor coluna A associado a variavel Aq ,

sendo dado por:

1 ~ -1 paal T, T
A= (z; -3¢ ;B [Ax™, 1]7)
onde:
Zl - ¢y = 1
[Afcl, 1]T=[001]T
e
~1 0 0
p~t [A§}=IO -lo|
1 1
logo:

V=1, 0,0, DY+ (QII.14.1)

Introduzindo o vetor Al no quadro (Q.II.14.1)

obtemos o seguinte quadro:
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v Al
£ 1]o0ofla] 1|1 1
S1 0 1 0 0 5 0
s, | 00| 1]0]s 0 (Q.11.14.2)
<« A 0 0 0 1 1
. @
Apos o pivoteamento, temos:
%
v 1 0 0 0 0 (
Sq 0 1 0 0 5 (
s, oo 1lols ( (Q.IT.14.3)
Xl 0 0 0 1 1

Iteracao 1

Do quadro (Q.II.14.3), tiramos os seguintes resul

tados:
(ug,u) = (0,0,0)
71 =1
Passemos agora, a resolugao do seguinte problema
auxiliar:
( 2 -2 3 —1) j x;
maximizar (0,0,0) -1 2 -2 3 - (3-42 -5 [ N
sujeito a: 1 Xz
%4

e X .
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maximizar {—3x1 *Ax, - 2Xg * 5x4}
sujeito a: 0 < Xy 2 X, < Xq X, = 2
Assim,
;i
s = q. , J = 1,2,3,4
p j=p J
)
s, = q
1 j=1 J
S T qu*d,*qgztq, = -3 +4 -2 45 = 4 - Sq
;
S = A q.
2 j=2 J
S, = q2+q3+q4 4 -2 + 5 =7 - S, = 7
% ,
S = q
3 523 J
Sz = q3+q4 -2 +5 =23 - Sz = 3
)
s, = ) q
4 j=4 J
Sy = dy = 5 > Sq = 5
S = max{sl,sz,ss,s4} = max{4,7,3,5} =7
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A solugao O0tima do problema auxiliar sera:

XZ = X3_= X4_= 2
e
Xy = 0 ,
ou
2 =022 7
Calculemos agora, o valor de Z, - 62 , isto €:
Zy - c2 = —SXl + 4x2 - Zx3 + 5x4 = -3.0 + 4.2 - 2.2 + 5.2 = 14
z, = Cy = 14
Como Z, - EZ € positivo, passamos a gerar o ve-

52 : - _
tor coluna A associado a variavel Az que entrara na base

2 = (z, - ¢ 3 g~ 1 [Aiz, 1]T)T

onde
Ax2 -1 +3 -1 1
gL - I 2 -2 +3 = 3 i
1 1 1
portanto,
2 T
AY = (14, 1, 3, 1) > (Q.II.14.3)

Introduzindo XZ no quadro (Q.II.14.3), obtemos:
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v W
v 110101010 14
S1 0121 ]0]0/|5 1
(Q.11,14.4)
s, 01011]016 3
“a | ojofolrj1| @
Apos o pivoteamento, temos:
XZ
v 1010 |-14 | -14 |
Sq 010 |-1 4 !
(Q.II.14.5)
S, 0(01]11]-3 3
AZ 0]0]0 1 1

Iteracao 2

Do quadro (Q.II.14.5), obtemos os seguintes resul

tados:

(ul ,uo) = (0, 0, _14)
1 0 -1

Bt =10 1 -3
0O O 1

Consideremos o seguinte problema guxiliar:



2
maximizar (0,0,-14) Ll

sujeito a: 1
x e X
maximizar {-14 -3x7 * 4x, - 2X
sujeito a: 0 < x; < X, < Xz <
Seja:
j
S = . q. , P
P j=p J
)
S. = ) Qs
1 j=1J
Sp T Aptdprdztay T -3 +4 -2 45
j
s =) q.
2 j=2 J
S, dy*dz*dy 4 -2 +5 =7
4
S, = ) .
3 j=3 J
53—q3+q4=-2+5=3
)
s, = ) 4.
4 j=4 J
S4=q4=5 - S4r=5
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-1 3 —1)Xj
2 -2 3%k (3-4 2 -5

3
X

4 —

+ 5x4}

< 2

1,2,3,4
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Sy = max {51,52?53,34} = max{4,7,3,5} =7
S T S < 7,
A solugao otima do problema auxiliar sera
X, = Xz = Xy = 2
e
Xq = o
ou
% =(0,2,2,2,2)"
Calculemos o valor de Zg " 63 , isto é:
Zgz = Cz = -14 —3x1 + 4x2 - ZX3 + 5X4
Zg - EB =-14 -3.0 +4.2 -2.2 +5.2 = -14 +8 ~4 +10 = -18 +18 = 0
Zg - c3 =0
Como Zg - ES = 0 , devemos parar o procedimento,

e a solucao otima do problema original, sera:

CoM%

235 =00,2,2, 0],

he)
I

5)
i

pois, do quadro 6timo (Q.IT.14.5), temos que A; =1

Todas as solugoes possiveis para o problema inici

al, sao:
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T

il_= (00 Q0 0) -~ Xé~= 0 » solucgao viavel
AZ _ T * _ ~ . -
x> = (000 2) = X5 = -10 » solucao viavel
~3 T . ~ . -
= (002 2) -~ xZ o= - 6 - solucgao viavel
~4 T % ~ .= ~
x =022 2y - X7 = -14 » solucao viavel - solucao
otima
% = (2 2 2 Z)T + XS = - 8 » solugao inviavel

Da relagao das possiveis solucOes, observamos que

realmente o método forneceu a solugdo otima, ou melhor:

X = (022 2)7

II.15. Variaveis ordenadas POT grupos

Vamos considerar agora, o problema no qual as va-
riaveis, além de obedecerem uma ordem pré-estabelecida, esta
ordenacao se dara por grupos. - Além disso, vamos supor também,
que as variaveis assumem somente um dos valores 0 ou l.Assim,
-a cada variavel podemos associar a realizagao de um evento,
portanto, se um evento ocorrer a variavel correspondente assu
mira o valor 1, e em caso contrario, assumira o valor zero.Em

outras palavras, tewemos:

1, se o evento j ocorrer

2

0 , caso contrario.

Tal problema, podera por exemplo, ter a seguinte

representacao:
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minimizar z = cx (I1.15.1)
sujeito a: Ax < b (I1.15.2)
0 <x; .00 <% 51 (I1.15.3)
0~<—Xp+1—- _<_xr§1 (I1.15.4)

0 f-xr+L§' —Xni 1

. (1I1.15.5)

x; e 0,1y , 3 =1,....n (II1.15.6)

onde o vetor ¢ €& um vetor linha do ® : b um vetor colu-
na do TR : X um vetor coluna de it ;A uma matriz com

m 1linhas e n colunas, cujos elementos sao representados por
aij . As restricoes (II.15.3) - (II.15.5) sao as restrigoes
de precedeéncia dadas em grupos.

Representaremos os indices das variaveis atraveés

do seguinte conjunto:

Este conjunto pode ser particionado em P sub-

conjuntos disjuntos, isto €:

J n J =0 , r,sed e rv#s ,

sendo que cada sub-conjunto Jp ¢ constituido pelos indices
das varidveis de cada grupo de ordenacao. No problema (II.

15.1) - (II.15.6), temos portanto, os seguintes conjuntos:
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J = {1,...,p? )
D p

Jr = {p+1l,....,r} ,
J = A{r+l,....,n}

n

IT1.16. Problema relaxado

A dificuldade do problema (II.15.1) - (II.15.6),
se resume somente na restricao (II.15.2), assim, omitindo tal
restrigao, podemos decompor este problema em P sub-problemas

independentes, tendo o seguinte aspecto:

minimizar z = cXx (I1.16.1)
sujeito a:

0 <x, <... <X

p

A
}—l

) (I1.16.2)

<.o<x <1 (I1.16.3)

=
I A
b

0 <x <. .. <x <1
_-..n__.
(I1.16.4)

Xj e {0,1} , j =1,...,n . (I1.16.5)

A solugao otima do problema auxiliar (II.16:1) -
(I1.16.5) & particularmente facil de ser obtida, para isto,
devemos considerar para cada sub-conjunto Jp , p = 1,..., P,

os seguintes valores:

s, .= g C. , t=1,...,p (I1.16.6)

S = max {st} . (I1.16.7)
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Temos dols casos a considerar:

(i) se s, <0, a solucao Otima do problema auxiliar, se

-

ra:

x=(0,..., )T

3

isto €, atribuimos a cada variavel de cada sub-conjun

to J_ , o valor zero:

P
X, =X, = ..., =x_ =0
1 2 n
(i1) se s, > 0 , a solucao otima do problema auxiliar
k P ’
sera:
X, = X = .. =x =1
k k+1 n
X, = X = ..., = X =0
1 2 k-1 ?
ou
~ T
= (0,000, 0, 1,..., D,
isto €, atribuimos o valor 1 para as variaveis de
X, a X ,e ovalor zero para as variaveis restantes,

para cada sub-conjunto Jp

1.17. Nova formulacao do problema

As restricoes de precedencia de cada sub-problema
e as restricoes de nao-negatividade, definem um poliedro con-
vexo. Seja X o cojunto de seus pontos extremos, logo, X
sera o conjunto dos pontos mno R cujas coordenadas sao 0 ou

1, portanto X C:{O,l}n

Explicitando o conjunto X
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X = {x e R/0 ixlf_ ixpj_l ; 0 iXp+li ixril;o ixrﬂi...ixnil,
P
x.ef0,1}, jeJd={1,...n}; J=y ;JIJ.NJT =0, f£f#g; £f,geJ}

Podemos assim, reescrever o problema (II.15.1) -

(IT.15.6), isto é:

minimizar z = cx (IT.17.1)
sujeito a: Ax <D (I1.17.2)
x e X . (I1.17.3)

Para resolvermos o problema acima, utilizaremos

dualidade em programacao inteira (0-1), como visto anteriormen

te. Este problema sera denominado problema primal, onde A
€ uma matriz com m linhas e n colunas; ¢ um vetor linha
do ity ;b um vetor coluna do i ;e X um vetor coluna

do T® , cujas coordenadas assumirao somente um dos valores 0
ou 1, obedecendo uma ordem pré-estabelecida de acordo com a

restricdo de precedéncia.

I1.18. Exemplo numérico:

Vejamos agora, um exemplo numérico para melhor vi

sualizar as idéias aqui apresentadas:

Seja o seguinte problema de programacao linear:
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minimizar z = —3xl + sz - 4X3 ToxX, st - Xg
sujeito a: Xt Xy - Xg b BX, t Xp - X S 2
"Xyt X, - 4x3 - 5x4 + sz + 2x6 < 4
le - SXZ T Xg + Xy - 3X5 + Xg < 3
0 < Xy <X, £ Xg < 1
0 < Xy 2 X < Xg < 1

Seja o seguinte conjunto:

J=1{1,2,3,4,5,6} ,

que sera particionado em 2 outros sub-conjuntos disjuntos, is-

to €:

Jy = 11,2,3} e J, = {4,5,6}

portanto:

Podemos agora, definir o seguinte conjunto:

6 _ : (o] =
X={xeR/0 <xy <X <xXg51; 0 <x <X <X <13 X e {0;1},J€J
= {1,2,3,4,5,6} ; gy = {1,2,3} 1 J, = {4,5,6} ; U J_=J;
. p=1 p
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Assim, o problema primal ficara:

minimizar z = -3x, * sz - 4x5 tox, t 5x5 - X
sujeito a:
Xyt sz - Xg ot 3x4 *Xg - Xg < 2
"Xyt Xy - 4x3 - 5x4 + 2x5 + 2x6 < 4

I A
™

le - 3X2 + Xg + X4 - 3X5 + Xe
x e X

Seja o seguinte conjunto:

Y = {x ¢ H?/O < Xy <1, jedJ=1{1,2,3,4,5,6}1}

O conjunto Y € a envoltoria convexa dos pontos
de X , além de ser um conjunto limitado tendo p = 2" vérti
ces, sendo n o nimero de variaveis. Assim, qualquer ponto
de Y pode ser escrito como uma combinacgao convexa de seus

pontos extremos ou vértices, isto €:

/x e Y <> x = Y xI A,
=1
foa -1
=1
Aj >0, j =1, P,

onde os x? sao os vértices de Y

Substituindo a expressao de x , dada acima, no

problema anterior, temos:



182

minimizar v = E [(-32 -415 _1)ijkj
A j=1 ;

sujeito a:

(12 -131-1)x7] Ay <2

b
)

j=1

E [(-11-4-52 Z)Xj])\. < 4
j=1 I

!

[(2-311-3 l)xjjkj <3
]

1

j=1
A. >0 . 3 =1,...,
j 2 J |%
Introduzindo as variaveis de folga $1:89,S3 » ©
a variavel artificial A  , obtemos:
minimizar v = E [(-32 -4 15 —1)XJ]Aj
- j=1
sujeito a:
§ j
Y o[(12-131-1)x"] A, +s =2
. & J 1
j=1
A [(-11-4-52 2)x7] A + s, = 4
j=1
(2 -311 -3 DxI]a, +s =3
Bt ] 3
j=1
§ A + A, =1
j=1 J a
Aj >0 ,j =1, P
S1s Sy Sz 2 U
A >0
a_

Iniciaremos o método, com uma solugao basica arti
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ficial, utilizando o método duas fases, isto é:

l? Fase
minimizar £ = A
sujeito a:

[(12-131 -1)xi]xj + s

. 1
J
b j
_Z [(-11 -4 -52 2)x;]xj + s,
j=1
E [(2 -311-31)x]x, +
j=1 !
5o
j=1 J
)\' >0 2 j = 19 ? E)
j 2 J p
$155,553 > U
A >0
a._
Do problema acima, tiramos:
bo=(2431)°
; . 1 0 0 O
B = (e ,e ,e , e =0 1 0 O
Sl SZ 53 >\a 0 0 1 0
0 0 0 1
portanto:
N
B =238 14

Eg = (e, e ,§ ¢y ) = (000 1)

-1

ggB " = (000 1)I, = (000 1)
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2
—_— — —1 4
E-=F, B h-(o0n|3] -1
1
b =31b=b=2431)"
1
g, =g Ble =001 8 =0

-1 (0 0 0 1)

[hat
wn
nNo
li
[\aat
ow]
o]
(9]
wn
N
i
|1}
o

_1 0
E, =& B e, =(0001[0] = 0
53 S3 1
0
_1 0
€, = & B e =(0001) 0 =1
a a 0
1

Podemos assim, construir o seguinte quadro:

e | [E] ifsl b, |5, g%;
Sl B TV ]
sy || P g1

°3

oL J|L A

Explicitando:
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£ 1]olofol 1
Sq 211101010
Sy alojpryogo (Q.1T.18.1)
Sz 31010110
A, 1lofolo]|1

Passemos agora, a resolugao do seguinte problema

auxiliar:

j .
maximizar {(ul,u ) [AX ] - cxl}
ki o) 1
sujeito a: x? e X

Do quadro (Q.IT.18.1), tiramos:
(ul,uo) = (000 1)

-1

B = 14 ,
portanto:
X, + ZXZ - x, * 3x, + Xg = X
maximizar 2 (0 0 0 1) -Xy X, - 4x3 - 5x4 + ZXS + 2X6 -0
sujeito i: 2xp 73Xy b Xg b Xy = SXg o+ Xg
1
X e X

maximizar 1 , Vj
sujeito a: 0 < x; <x, <X, <1

1 —-"2 =73 — 0 < Xy = Xg = Xg <
x; € 0,1}, § = 1,2,5,4,5,6

A funcao objetivo do problema auxiliar independe

de x , assim, podemos considerar qualquer solugao. Tomemos
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entao:

st=wwoooo0n’,

Como z, - El =1 >0 , passemos ao calculo do
vetor associado a variavel que devera entrar na base Ay, is-
to e:

~1 1q|T
1 _ Ax =1 -1 1 A
A [(ul,u )lj 1 J cx” ; B [ 1]} )
onde :
TS T e 1 =
~1 0 0
p~1 [ Ax ] =1, [0} =[0} |
0 0
1 1
portanto:
M= xoo0o0 T > (Q.TT.18.1)

Adicionando o vetor gerado Al ao quadro (Q.IT.

18.1), temos:

(Q.II.18.2)
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Apés o pivoteamento, eliminando a. linha que con-
tem & , a coluna gerada Al, e introduzindo a linha que con-

tem v , obtemos o seguinte quadro inicial:

v 11003070
s1 211101010
(Q.1I1.18.3)
s 410 (1]101{0 ,
2
53 31010 110
xl 11001011

v =0

(u;,u) = (000 0)
e

B = B I,

b =(243 1)T

Passemos agora, a resolugao do seguinte problema

auxiliar: X,
XXy XghdXy* Xo- Xg X

maximizar |(0 0 0 0) —Xq* X2—4X3-5X4+2X5+2X6 -(-32 -4 15-1) Xy
sujeito a: 2x1—3x2+ x3+ x4—3x5+ X X,
1 Xe

%6

xe X
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maximizar {3x1 - 2x2A+ 4x3 - X, - st + x6}
sujeito a: 0 < Xy S X, S xg 21
0 §.x4 i‘XS < Xe <1
€ {Oal} 2 J = 1925334,5,6

X,
J
De acordo com as expressoes (II1.16.6) e (II.16.7),

temos para cada sub-conjunto:

{1,2,3} - c. = (Cl’CZ’CS) = (3 -2 4)

. ®.
<
Il

1 J
3
S = .Z T 3 -2 +4 =5 = s; =5
j=1
3
5, = .Z Cj = ¢y * ey T -2 + 4 =2 > s, = 2
j=2
Sz = C3 = 4 M 55 = 4
S = Max {51’52’53} = max{5,2,4} =5
St T 51~ 5>0 ,
portanto: X, = X, = Xg =1
® JZ = {4,5,6} - Cj = (C49C5 9C6) (_13_591)
6
5, = _Z A -1 -5+ 1=-5 =~ S, = -5
j=4
6
S¢ = .Z cj Cg * Cg = -5 +1 = -4 = g = -4
j=5 :
Sg = Cg T 1 - Sg = 1
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5; = méx{s4,55,56} = max {-5,-4,1} =1

Sy =S¢ < 1 >0,
portanto: i6 =1
X, = Xc T 0
Assim, a solucdao otima do problema auxilar:
% =(11100 1"
Portanto, z2 - c2 , Sera:
2, = €y 7 3x1 - sz + 4x3 - x4 - 5x5 + Xe
Zg = Cp = 3 -2 +4 + 1 =06 - Zy = Cy = 6
Como Zy - EZ € positivo, devemos gerar o vetor
coluna AZ associado a variavel Ay > que devera entrar na
base:
~2 ~2 T
2 AT .2, —1{:AXJ
AT = lj(ul,uo) [ 1.} cx” 3 B 1 ] ,
onde:
~2
~ Ax _ond
Z, = Cy = (ul,uo) [ 1 j cx =6
~2
Ax 1 +2 -1 -1 1
=| -1 +1 -4 +2 | =|-2
1 2 -3 +1 +1 1
: 1 1
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1 1 1
1] -2 -2 -2
B 1| =1, 1]-= 1 )
1 1 1
portanto:
2 T
Y =(6, 1, -2, 1, |, >  (Q.II.18.3)

Introduzindo o vetor coluna AZ no quadro (Q.II.

18.3), obtemos:

s, | 2|1]o]o0 o0 1
s, | 4]0 1|0 o] -2 (Q.I1.18.4)
ss | 3|0 ]0[1]0 1

v -5 01070 -6
51 1 1{0]0 -1
S, 2 10 10 2 (Q.I1.18.5)
Sy 210 0|1 -1
Ay 110 010 1

Do quadro (Q.II.18.5), tiramos:
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<
1
I

vl

(uy-uy) = (00 0 -6)

-1 10 0 -1
B~ =10 1 0 2
0 0 1 -1

0 0 0 1

Resolvendo o seguinte problema auxiliar:

XA XTI Xgm X *
maximizar J(0 0 O -6) X+ X2—4x3—5x4+2x5+2x6 -(-32-415 -1 X,
sujeito a: 2% 73X+ Xgt X, 3X+ Xg Xz
1 X2
s
%6
x e X
maximizar {-6 + 3x; - 2X + 4x; - X, - 5xg + X!
sujeito a: 0 < x; <X, < x5 <1
OiX4§X5iX6§1
x; e 00,1}, = 1,2,5,4,5.6.
J1 = {1,2,3} » c. (Cl’CZ’CB) = (3 -2 4)
3
sl=-z cJ=c1+c2+c3=3-2+4=5 > Sy
j=1
3
52=.Z CJ=CZ+,c3=—2+4=2 > 5, = 2
j=2
Sz = Cg = 4 - Sg = 4
s, = max{s, s, s.,} = max{5,2,4} =5
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Sk_

portanto:

® J2 = {4,5,6} ~ Cj = (c4,c5,c6) = (-1 -5 1)
6
Sy = .z Cj = ¢yt G tc T -1 -5+ 1 ==5 > Sy = -5
j=4
6
Sg = 'Z Cj = C5 *cg = -5 +1 = -4 - s¢ = -4
j=5
Sg = C4 T 1 - Sg = 1
Sy = max{s4, Se 56} = max{-5, -4, 1} =1
Sy T Sg 1 >0{,
portanto: i6 =1
Xy = Xg 7 0
Assim, a solucao otima do problema auxiliar, sera:
>=(11100 17
Calculando Zg = Cq
Zg = Cg = -6 +.3x1 - sz + 4X3 - Xy - 5X5 + Xg
Zg = Cg = -0 +3 -2 +4+1 =-8+ 8 =20 > zz =~ Cg =0




193

Como z; - ¢C, =0, a solucao 3 & a solugao Oti

ma do problema original, pois o quadro (Q.II.18.5) €& otimo, e

X= (11100 1)T,

Este problema possui 2" =2 =64 solucoes possi
vels, vejamos algumas delas:
~1 T - . -
x> =(000000) -z =0~ solugao viavel

%2 = (00000 1T » 4

]
1
bt
+

solucgao viavel

%> = (0000 1 1)T + 2z = 4 » solucao viavel
~4 T - . -

= (000111)" »2z =5~ solugao viavel
~5 T - .
x>=(001111)" »z=1~> solucao viavel
6 _ T _ -
x =(011111)" »z =23~ solugao inviavel
<7 T - .
Xx*=(111111)" -z =20 = solucao inviavel
~8 _ T B - . -

= (00100 1)" » 2z =-5 > solucao viavel
~9 T ~ . -
x>=(011011)" »z =2 » solucao viavel
~10 T - . -
x=(111011) -z ==-1~ solucao viavel
~11 . T . - ..
X 7= (11100 1) » z*=-6 - solucao viavel e otima
.12 T _ -
X "= (111000) ~» z =-5> solugao viavel ,
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I1.19. Mudanca de variavel

Para finalizarmos este capitulo, consideremos o

seguinte problema de programacao linear com variaveis ordena-

das:

minimizar z = cx (I1.19.1)

sujeito a: Ax < b (I1.19.2)
0 < X; S eees 20X <d, (I1.19.3)

T L
onde ¢ , X € ® ; b e R ;7 d >0 e A uma matriz com m 1i

nhas e n colunas. Além disso, ¢ , A, b e d sao dados do

problema e x o vetor decisao.

Nas secoes anteriores,; vimos como resolver este
problema pelo método do simplex, quando tinhamos d = +» . Vi-
mos também, solucao para este problema através da dualidade em
programacgao inteira, quando d =1 . Apresentamos ainda, so-

lugao através do método de decomposicao de DantzngWolfe.

Nesta secao, apresentaremos uma outra maneira de
resolvermos o problema (II.19.1) - (I1.19.3), através de uma

mudanca de variavel.

Consideraremos também dois casos:

(i) 4= 4o

(ii) 0 < d < +w

Em primeiro lugar, estudaremos o caso (i), isto
&, quando d = +» , assim, a restricao (II.19.3) tera a seguin

te representacao:

0 < Xl < XZ < L. <X
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Faremos agora, algumas modificacOes necessarias na

restrigao de precedencia, dada acima, isto €:

Xl > 0
XZ - Xl > 0
Xn - Xn—l > 0
Consideremos:
Y17 %

Yn T % T *p-1
Das igualdades acima, observamos que todos 0s
i o sao nao-negativos, isto €&, i 2 0 ,3j=1,...,n . Pode

mos expressar, também, Xj em funcao dos yj da seguinte ma-

neira, a partir do sistema acima:

Xz =Yy v ¥y tYg (I1.19.4)

As expressoes (II.19.4) podem ser escritas de uma

maneira mais conveniente, isto é:
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X = § y. , p=1,...,n, (I1.19.5)

O conjunto de igualdades(II.1Y9.4) pode ainda, ser

colocado na forma matricial:

X4 1 0 ..... 0 7 [ Y1
1 1 .v... 0 y
X, - 2 ) (11.19.6)
_Xh._ i 1 1 ..... 1__ i Ya |

Consideremos agora, os seguintes vetores:

_ T ,
X = (xl ..... xn) , (1I1.19.7)
_ T
y = (y1 ..... yn) , (I1.19.8)
e a matriz
1 0 ..... 0]
D = 1 1 ... 0
(1I7.19.9)
L1 1 ..... 1 ]

Substituindo (II.19.7), (I1.19.8) e (II.19.9) em

(I1.19.6), obtemos:
x=Dy . (I1.19.10)

A matriz D € uma matriz triangular inferior, ten

do todos seus elementos iguais a 1 .

Substituindo (I1.19.10) em (I1.19.1) e (II.19.2),

obtemos:
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minimizar z = c Dy (II1.19.11)
sujeito a2 A Dy < b (I1.19.12)
y >0 . (I1.19.13)

O problema (II.19.11) - (II1.19.13) €& um problema
de programagcao linear na forma canonica, denominado '"problema
transformado'. Além disso, a restricao (II.19.12) tem o mes-
mo numero de restricoes e de variaveis que (II.19.2), no en-
tanto, a matriz AD tem muito mais chance de ser menos es-

parsa do que A .

A grande vantagem desta formulagao, € o fato de
que em determinados problemas de grande porte, iremos obter
um problema linear equivalente .que terd um nUmero de restri-

coes expressivamente menor.

Se o problema de grande porte tiver a matriz A
esparsa e n >> m , 0 ganho € significativo, uma vez que re-
solvendo o problema de ordenacao de maneira tradicional, is-
to €, com as restrigoes de precedéncia explicitamente, teria-
mos um programa linear com (m+n) >> m restricoes e n >> m
variaveis. Neste caso, a ordem da base seria muito grande e

o problema, com certeza, se tornaria numéricamente instavel.

Aplicando o método de mudanca de variavel, tere-
mos um programa linear com n >> m variaveis e m Trestrigoes.
No entanto, a inversa da base,neste caso, € significativamente
menor, ¢ tera, em tese, comportamento numérico estavel, levan-

do a solugbes oOtimas com menor esforco computacional.

Ve jamos agora, um exemplo para melhor compreender-

mos ¢ assimilarmos as idéias aqui apresentadas:
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maximizar z = -2Xx., + 3X

1 2
sujeito a: -2xy X, 54
Xy rixy 29

0 < Xl < XZ

O problema acima, na forma matricial ficara:

%1
maximizar z = (-2 3) (,.7)
maximizar X,
sujeito a:
-2 1 Xy 4
=
1 2 X, 3
0 < Xl < XZ

yp =% 20
Y =X X200
ou
X1 7Y
X) =¥, t Y,
portanto:
Xq 1 0 Yq
- : (II.198.14)
X, 1 1 Y,

Substituindo (II.19.14) no problema inicial , sob

forma matricial, obtemos o seguinte problema transformado:



maximizar

sujeito a:

ou

maximizar

sujeito a:

maximizar

sujeito a

Yqg 20

1 0] Y1
= (-2 3)
1 1 Y,
-2 1 107 [yq] 4
<
1 2 1 1 Yo o 3
-y,
>0,
Y2
y
- » |1t
Y2
-1 1 y 4
o<
3 2 Y, 3
-y,
> 0
Y2
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Finalmente, o problema transformado ficara:

7z = Yl + 3y2

Al * Yo =

3y1 + 2x2

Introduzindo

temos:

| A
R

as variaveis de folga
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maximizar z = yq * Syz

sujeito a:
3y, * 2y, Ty, <3

Y1» Y5 Yz ¥, 20

Podemos agora, construir o quadro inicial do sim-

plex:
Quadro (Q.II.19.1)
¥
b Y1 Y Y~ Yy
vA 0 -1 -3 0 0
Y=z 4 -1 1 1 0
<y, | 3 s | () o 1
Apds o pivoteamento, obtemos:
Quadro (Q.I11.19.2)
b Y11 Y2 | Vs Y4
z 9/2 7/2 0 0 3/2
Y3 5/2 | -5/2 0 1 -1/2
¥, 3/2 3/2 1 0 1/2
Do quadro (Q.II.19.2), tiramos os :seguintes valo-
res:

= 3/2

<
[NS]
1
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dando z = 9/2

Observamos que o quadro (Q.II.19.2) € um quadro

otimo, pois todos os z. - c. >0 e todos y. >0 , j=1,2,3,

J J J
4 . Assim, a solugao dada acima € a solugao otima do proble-

ma transformado, isto €:

. T
vy = vy vy, v v)

ou

y* = (0 , 3/2, 5/2, 0)"

Substituindo os valores Ootimos yi =0 e Y5 = 3/2
na expressao (II.19.14), iremos obter a solucao otima do pro-

blema original, isto &:

* 0 *
X7 1 Y]
* *
X5 1 1 Y5
Xi 1 0 0
X; 1 1 3/2
x{ 0
XE 3/2

portanto:
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xf =0
x% = 3/2|
dando,
Z 3X2 3.~7— —5—
z* = 9/2
Graficamente, temos:
X, f
'
X12%
g
0,4)"
"4
solugdo Fig. (II.19.1)
ot ima %
S
-~ 1 . .
(-2.0) (0,007 (3,0 *1
-,
- 4
Vejamos agora, o caso em que 0 < d < += . Pela

expressao (II.19.5), temos que:
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x <d ,

n
assim,
3

X = oy, < d o,

n 551 j
ou ainda,

l.y <d , (I1.19 15)
onde:

_]_-__ (17 ° 1) »

€ um vetor linha com n componentes iguais a 1 .

Desta forma, o problema transformado ficara:

minimizar z = c Dy (I1.19.16)
sujeito a: ADy < b (IT.19.17)
ly < d (IT.19.18)
y 2 0 (I1.19.19)
Tomemos :
Y.
AJ = ——i—— » ) =1, ,n
ou

Y = d Aj , j =1,...,n . (11.19.20)

Substituindo (II1.19.20) no problema transformado

(I1.19.16) - (I1.19.19), obtemos o seguinte problema de pro-
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gramacao linear:

minimizar z = c D d A (I1.19.21)
sujeito a: »

ADdx < b (11.19.22)

1dx < d (11.19.23)

ax > 0 . (11.19.24)

Da expressao (II1.19.23), temos que:

1dix < d ,
<1, (11.19.25)
ou
n
YA, <1
j=1 J
Uma vez que d > 0 , tiramos da expressao (II.19.
24) que:
x>0 (II.18.26)
ou
A. >0 , 3 =1,...,n
J —
Substituindo (II.19.25) e (I1.19.26) em (I1.19.23)
e (IT1.19.24), respectivamente, obtemos o seguinte problema
transformado:
minimizar z =cDdA (I1.19.27)
sujeito a
ADdA < b (11.19.28)
12a<1 (I1.19.29)

x>0 . (I1.19.30)
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O problema acima, é identico ao problema (I.6.4) -

(I.6.6), cuja solucao se encontra no capitulo I

A vantagem de resolvermos (I.6.4) - (I1.6.6) por
técnicas de geracao de coluna,utilizando (II.11.13) e (II.11.
14), é que em cada iteracao podemos calcular uma cota inferior
para o Otimo de z . Na pratica, quando o valor obtido por
z , naquela iteragao, nao diferir muito da melhor cota obtida,

podemos parar.

Deveremos também, armazenar a matriz A por 1i-

nhas, pois precisamos em cada iteracao calcular a coluna gera-

da Ax? , cujo k-Esimo componente & calculada pelo produto es-

calar da k-&sima linha de A com xJ
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CAPITULO III

VARIAVEIS BIVALENTES 0-1

III.1. Introducgao

Apresentaremos agora, um algoritmo proposto para
resolver problemas inteiros, cujas variaveis podem assumir so-
mente um dos valores 0 oul . Este algoritmo inicia conside-
rando todas as n. variaveis iguais a zero, e consiste de um
procedimento sistematico de sucessivas indicagoes do vaior um
para as variaveis, de modo a apresentar como resultado, depois
de se tentar uma pequena parte das 2" solucoes, ou uma solu-

¢ao otima ou um indicio de que nao existe solugao viavel.

Denominaremos o algoritmo que desenvolveremos nes-

te capitulo de "Enumeracao Implicita'.

Daremos a seguir, algumas nocoes e definigoes ne-

cessarias para o scu desenvolvimento.

Seja o problema de programacgao linear inteira bi-

valente 0-1

n
minimizar x_ = ) c. X. (I11.1.1)

sujeito a:

n _
.Z a5 X; < by , /i eM={1....m} , (III.1.2)
j=1
X5 e {0,1} , i e N={1....n} . (III.1.3)

Para este tipo de problema, os coeficientes C.

J >
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Yj € N , deverao sempre ser nao-negativos, isto &, < >0
j e N . Entretanto, caso tenhamos em uma aplicagao um coefi-
ciente ¢ negativo, isto e, e < 0 , k e N, devemos reali

zar uma mudanga de variavel da seguinte maneira:

onde

Xy € {0,1}

Em vista disto, teremos:
= - 1 = — ,‘
Cl X ck(]_ xk) C ¢ X

. ? - -
Se considerarmos T S o obviamente teremos ' >0 , as-

sim, a funcao objetivo x_. ficara:

=
it
o)
b
+
e
i
54
W -
+
et
e I 18
~
e
b

ou ainda,

>
o}
1
0
b
1
0
s
zﬁ
+
et
SN e~ 8
b
O
L.}
b

" Agora, considerando = x_ - onde c e

& ’ 7o 0 “x k
uma constante, podemos dizer que minimizar Yo » implica em
minimizar x_ . BEsse raciocinio, podera ser feito para todos

os coeficientes negativos.

Daqui para frente, todo problema inteiro (0-1) de-
vera ser colocado em uma forma semelhante ao problema (III.1.

1) - (III.1.3), isto &, todo problema sera de minimizacao; to-
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das as restrigoes serao desigualdade do tipo < ; e todos os
coeficientes da funcao objetivo serao nao-negativos, isto &€,

c; 20, /5 e

Através das quatro operacoes descritas abaixo, po-
deremos sempre, colocar qualquer problema inteiro na forma de-

sejada:

(1) problemas de maximizagao podem ser convertidos em pro-
blemas de minimizagao, multiplicando a funcdo objetivo

pelo sinal negativo.
(ii) as equagOes serao substituidas por duas inequacoes.

(iii) todas as inequacoes da forma > , serao multiplicadas

por (-1), assumindo a forma <

(iv) se necessario, devemos realizar as seguintes substitui-
goes:
x? , se c. >0 .
] J -
X . =

J

L
1 - x. , se c. <0

J ]

Introduzindo as variaveis de folga S5 >0 , ieM,

ao problema (III.1.1) - (III.1.3), iremos obter o seguinte pro

blema linear inteiro bivalente:

n
minimizar x_ = )} c. X. (II1.1.4)
sujeito a:

a .

Y a.. Xx. +s. =b, ,/ieM | (I11.1.5)

L ij 7j i i

j=1

Xj e {0,1} , V/j € N , (ITI.1.6)
s. >0 , ieM . (T11.1.7)
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Para facilitar nosso estudo, denominaremos este

problema de "“P" . As varidveis do problema "P", podem assu-

mir somente os valores 0 .ou 1, assim o conjunto de todas as

solucoes de (III.1.5) - (III-1.7), representado por

U = (x, s) sera finito, sendo que o numero de elementos de U
- - 1'1 - . - -

sera igual a 27 , com n sendo o numero de varliaveis X.

j e N

Como dissemos anteriormente, o algoritmo de Enume-
racao Implicita, consiste no desenvolvimento de uma arborescen
on

cia,garantindo a enumeracao de todas as solucoes.

Antes de iniciarmos a exposicao do método de Enume
ragao Implicita, passemos a algumas definicodes necessarias pa-

ra o seu desenvolvimento.

Definicao (IITI.1.1.):

‘“"Denomina-se solugao de P , todo conjunto de valo-

res das variaveis X5 j € N , satisfazendo (III.1.6)".

Definicao (III.1.2):

"Denomina-se solucao viavel de P , toda solugao sa

tisfazendo (III.1.5) e (III.1.7)".

Definicao (III.1.3):

"Denomina-se solugao otima de P , toda solugao sa-

tisfazendo (III.1.4), (III.1.5) e (III.1.7)".
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Definicao (IIT.1.4):

"J, € o conjunto formado pelos indices das varia

velis X§ iguais a 1".

Da definicao (III.1.4), temos que:

.. t .
Jo = {j/j e N, Xj = 1} ,
ou ainda:
1 -, se J ¢ Jt >
t _
X . =
J 0 )
, se Jj e N - Jt'

Podemos desta forma, calcular os valores das varia
veis de folga s; >0 , ieM, atravées da equacao (II1.1.5),

isto é:

Definicao (III.1.5):

"Dizemos que a (k+1)-ésima solucao € uma solugao

descendente da k-ésima solugao se:

Tk © Jke1 -

Veremos .agora, detalhadamente o método de Enumera-

cao Implicita.
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III.2. Enumeracao Implicita

Em geral, o espaco solucao de um problema inteiro
possui inteiro um nimero finito de possiveis pontos viaveis.
Um método direto de resolvermos o problema inteiro, seria enu
merar exaustivamente tais pontos, e assim, a solucao otima
seria determinada pelos pontos (ou ponto), que fornecessem -0

me lhor valor da funcgao objetivo.

0 inconveniente desta técnica, € que o numero de
pontos solugao pode, na pratica, tornar-se muito grande, e a
solucao nao seria encontrada num periodo de tempo razoavel. O
processo de Enumeracao Implicita ou parcial, considera somen-
te uma pequena parte dos possfveis pontos solucao, enquanto
descarta os restantes, como pontos nao candidatos. Para ilus
trar melhor o que foi escrito, vamos considerar o seguinte

problema: determinar todas as solugoes da inequagao:

6X1 + SXZ - 7X3 < -5 (I1%.2.1)

x; e 0,13, = 1,2,3 . (111.2.2)

Numa analise rapida, observamos que para qualquer
solugao viavel, o valor da variavel Xz deve ser fixado em
um (X3 = 1). 1Isto significa que qualquer combinacao binaria
das variaveis X1, X5 € Xz , tendo xz = 0 , nao pode forne-
cer uma solucao viavel, assim sendo,rdescartaremos as quatro

combinacgoes binarias enumeradas implicitamente:
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©, 0, 0t
©, 1, 0'
(1, a, 0)'

(la 1, O)T *

A condicao necessaria para mantermos a viabilidade
da desigualdade (III.2.1), considerando Xz = 1, & que para

qualquer valor das variaveis x, e X

1 , » O lado esquerdo de

(II1.2.1) nao exceda 2 , pois:
6X1 + 3x2 < =5 +7 =12

6X1 + sz < 2

Assim, dependendo de seus coeficientes em (III.2.1), as varia-
veis X e X assumirao os valores 0 ou 1. Uma vez que o coe
ficiente de X, € 3 , seu valor sera fixado em zero (xz =0),

portanto, as solucdes (O,l,l)T e (1,1,1)T sao enumeradas

implicitamente como nao candidatas, e obviamente descartadas.

Agora, dado que Xz = 1 e X, = 0 , a desigualdade acima fica
Ta:

6X1 < 2 ,
desta forma, a combinacao (1,0,1)T sera também des cartada,
pois o coeficiente de Xq € 6, maior do que 2. Logo, a com-

binagao restante (0,0,1)7 serd a fnica solugao viavel para a
desigualdade (III.2.1). O processo termina, uma vez que consi

3 . ~ .
deramos todas as 2 combinagoes possiveis.

Na fig.(III.2.1), temos uma representacao grafica
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do raciocinio feito no exemplo acima.

(I11.2.1)

X2=1

\/\‘\
‘ RN =1

1 ~d
’ » v \\,.
(0,0,1)"
‘solucdo Otima

Da exposicao feita até o momento, podemos tirar

duas conclusoes importantes para o sucesso da implementagao do

método de Enumeracdo Implicita:

(1) existe uma condicao para o processo de enumeracao,
que garante que todos os pontos sao enumerados impli

cita ou explicitamente, numa regiao nao- redundante.

(ii) existe um nUmero de testes de parada, que exclui,

tanto quanto possivel, as solugOes nao candidatas.

No exemplo dado, foi facil determinarmos o cami-
nho das solucoes enumeradas implicitaménte, porque existem so
mente 8 solucoes. Mas, de um modo geral, & necessario um
método eficiente para determinarmos o caminho de todas as so-
lucdes enumeradas explicita ou implicitamente. E o que vere-

mos a seguir.
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III.3. Esquema de Enumeracgao

Para facilitar a apresentacao do método, introdu-

ziremos primeiramente, algumas definicoes.

Definicao (III1.3.1):

"Solucao parcial: € uma atribuicao de valores bi-

narios a um subconjunto das n variaveis. Sera designada por

8 e caracterizada por J , conjunto dos indices das variaveis
que compoem a solucao parcial, de forma que, se j e J, X5= 1
e se -j e Jd, X5 = 0."

No exemplo visto anteriormente, J = {+3, -2} )
uma solucao parcial, pois, X =1 e x, =0 .

O conjunto J € um conjunto ordenado, no sentido
de que a ordem de seus elementos reflete a ordem em que as va

riaveis foram geradas.

Definicao (III.3.2):

"Variavel livre: € uma variavel a qual nao se

atribuiu valor algum, portanto, € uma variavel que pode assu-

mir um dos valores 0 ou 1."

No exemplo acima, a variavel livre € Xy sendo
que cada valor por ela assumido gera um vetor livre. Assim,
temos (0) e (1) como sendo os vetores livres, ou ainda, {-1}

e {+1}.
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Definicao (III.3.3): "Complemento de uma solucdo parcial: é

.

uma solugao parcial definida pelos indices das varidveis que
estao em J , juntamente com os indices especificados num dos

vetores livres."

Assim, para n =3 e J = {+3; -2} o0s seus com-

plementos serao: {+3, -2, -1} e {+3, -2, +1}.

O complemento nulo de uma solucao parcial, € uma
solugao parcial formada pelo vetor livre, que tem todos 0S
seus elementos iguais .a zero. O numero de complementos de
uma solucao parcial, € naturalmente, igual ao numero de veto-

res livres.

Podemos eventualmente, nos referir ao valor "um",
como complemento 10gico do 'zero'", e vice-versa, o que natural
mente, nao sera confundido com o complemento de uma  solucao

parcial.

Além disso, dizemos que uma solugao pafcial sera
uma indicacao binaria completa, se esta solucao for constitui-
da exatamente por todas as. variaveis do problema. Assim,
J = {+3, -2, -1} € uma indibagéo binaria completa, pois, pos-

sui 3 elementos num problema com 3 variaveis.

Definicao(III.3. 4:

YSolugao parcial descartada: uma solucao parcial

sera descartada se:

(i) todos os seus complementos forem inviaveis;

(ii) for uma indicagao binaria completa."
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Definicao TII.3.5:

"Solugao parcial abandonada: uma solucao parcial

sera abandonada se:

(i) todos os seus complementos forem inviaveis;

(ii) nao for uma indicacao binaria completa. "

Definicao IIT.3.6:

"Solugao parcial armazenada: uma solucao parcial

serda armazenada se:

(1) for uma solucao viavel;

(ii) for uma indicacao binaria completa.
Assim, para o exemplo dado, as solugoes parciais

J = {-3} e J = {+3, +2} sao abandonadas; J = {+3,-2,+1}

descartada e J = {+3, -2, -1} armazenada.

Na fig.(II1.3.1), apresentamos o fluxograma do

esquema do método de enumeracao.

Consideremos o mesmo exemplo visto na secao III.2,
e suponhamos que a solugao parcial inicial seja vazia, assim,

Jg = # e as variaveis Xy, X) € Xg sao variaveis livres. 0

proximo passo para obtermos a viabilidade, sera considerarmos

Xz =1 ou J; = {+3} . Desta forma, dizemos que o pProcesso

realizou um avanco de JO a Jl,-e criou um descendente de
JO , pois Jo C J1 . Agora, para mantermos a viabilidade, as

variaveis X1 € X, assumirao o valor zero, ou J, = {+3,-2,-1},

e novamente, o processo avancgou de Jl a Jy s criando um des-

cendente de J; , pois, Jyc J, . Como J, ¢ uma indicacao
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Solugdo parcial

inicial
- - T~ [ = -~
i . |
! Forme um outro conjunto J, |
t | acrescentando a direita do ja |,
A B | : existente, uma ou mais varid- ||
d ; | veis livres que assumiram um |
J pode ser ndo | dos valores O ou | . !
abandonado ? : !
1
i 1
davango
sim
I e T
| 1
!
I 4 l
"'l | substitua o ele- o |
| mento mais a di - O elemento mais a direl- :
i . , . .
) reita de J, por ta de J estg sublinhado ? I
i seu complemento | _ I
| sublinhado nao I
| |
I I
t [
| sim !
! 1
! !
I Y |
, d I tos d \; '
odos os elementos de ;
| T m sim_| o are
! J estam syblinhados ? / | P
i
|
! |
1
: B I
) nao I
) I
! 4 1
1 |
| Substitua o elemento ngo I
I sublinhado mais a direita ;\\
I de J, por seu complemento | Nretorno a
I sublinhado e remova todos os | enumeragdo
! elementos d sua direita |
! !
| |
]
I ]
; |
L e e L e e e e —— e ——

Figura (I§.3.1) - Fluxograma pard o esquema de enumeragdo
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binaria contendo todas as varidveis, ela & uma indicagdo bina
ria completa, e sendo também uma solugao vidvel, serad, portan

to, armazenada. De acordo com a fig.(III.3.1), um retorno éemg

meracao fornecera uma solucao representada pelo conjunto
J3 = {+3, -2, +1}, que sera descartada, pois € uma solugao
inviavel. Pela fig.(III.3.2) Iz € obtido trancando o ramo
ascendente Xy = 0 e o ramo descendente Xq = 1. O elemen-
to 1 de Jg esta sublinhado para indicar que.o ramo X, =0 ja
foi considerado em J, . Novamente, retornando a enumeracao
teremos: J, = {+3, +2}. Como J, nao tem complemento viavel,

e ¢ uma indicagao binaria incompleta, sera portanto, abandona
da. Finalmente, fazendo um Ultimo retorno a enumeracdo, tere

mos J. = {-3} que sera abandonada, uma vez que a condiga@o ne

5
cessaria para a viabilidade do problema era cons iderarmos

Xz = 1. Desta forma, o processo de enumeragao termina, pois

todos os elementos de J5 estao sublinhados.

@ (abandonada)

(armazenada) (descartada)

Fig. (III.3.2)
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Vejamos agora, a descricao do método de enumera-

cao, de uma maneira mais gen€rica.

II1.4. Descrigao do método:

A solugao otima do problema P , se existir, pode-
ra ser encontrada por um processo exaustivo de enumeragao, uma
vez que o nimero de todos os vetores bindrios & igual a 2 .
Entretanto, qualquer busca neste sentido seria por demais dis-
pendiosa, principalmente em termos de tempo. Assim, a idéia
da enumeracao implicita, surgiu no sentido de estabelecer um
algoritmo munido de critérios que permitissem abandonar deter-
minadas solugoes parciais, sem percorrer a arvore gerada por
elas. Esses critérios dao origem a um mecanismo dinamico  de

avanco e retorno sobre os ramos da arvore, em Cujos nos estao

representadas as solucoes parciais.

A ordem em que as solucOes parciais sao geradas,re
flete a sequéncia natural definida pelos mecanismos de avancgo

e retorno ao processo enumerativo.

Quando uma solucao parcial for obtida, o algorit-
mo verifica se ela ¢ viavel. Se for, verifica ainda, se seu
melhor complemento viavel fornece um valor para a fungao obje
tivo, melhor do que aquele conhecido até o momento. Se isto
ocorrer, a solug@ao parcial & armazenada, seus complementos sao
excluidos de futuras considéragaes, excessao feita para o seu
melhor complemento viavel ,que & armazenado para futuras compa-
racoes, bem como o correspondente valor da funcao objetivo. Se

o valor da funcao objetivo nao for melhor do que o existente,



220

o algoritmo simplesmente descarta a solucao parcial em "ques
tao. Se a solugao parcial nao for viavel, o algoritmo tenta
vencer a inviabilidade, buscando uma solucao parcial descen-

dente desta, da seguinte maneira: coleciona as variaveis 1i-
vres que ao assumirem um dos valores 0 ou 1, ajudariam na ob-
tencao de um valor da fungdo objetivo melhor que o existente,
e além disso, cooperariam para vencer a inviabilidade. . Se
nao existir variaveis livres com tais caracteristicas, o al-
goritmo abandona a solugao parcial. Caso contrario, ele ele-
ge dentre as variaveis com as caracteristicas acima, aquela
que minimiza a quantidade total de inviabilidade existente. O
indice desta varidvel & acrescentado aqueles da solugzo parci
al considerada, formando com eles uma nova solucao parcial,

descendente daquela.

Representaremos por (Jk) a sequencia das solugbdes
~parciais. O algoritmo inicia o processo de enumeracao com
JO =@ . O processo terminaria nesse ponto, se o algoritmo
abandonasse Jo pois card.(JO) =0 , e os complementos de
J, » em nimero de 2™ | seriam implicitamente enumerados. Ca-

so contrario, o algoritmo obtem J como descendente de

1
JO , pelo aumento deste com o indice de uma variavel livre ,que
passara a assumir um dos valores bindrios. Prosseguiremos as-
sim, até que na p-€sima soluc¢ao parcial, Jp € armazenada. O
melhor complemento de JP , se este produzir um valor da fun-

cao objetivo melhor do que o valor conhecido até entao, é

guardado como uma solugao candidata.

Dois membros sucessivos, Jp e Jp+1 , da s e-

quencia (Jk) sao dlstlntos ou porque Jp (- Jp+1 , que ocorre
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quando Jp+1 € descendente de Jp , Ou porque possuem elemen-
tos logicamente complementares. Este fato, faz da sequéncia
(Jk) , uma sequéncia nao redundante, no sentido de que ela nao
duplica nenhuma solugao parcial previamente descartada ou arma

zenada.

Assim, na fig.(ITI.3.2), estao representados 6

elementos da sequéncia (Jk).

mos observar a lei que rege a formacao da sequencia das solu-

Atraves destes elementos, pode-

¢oes parciais. Passamos de um elemento para outro na sequen-

cia, seja pela complementacao logica do UGltimo elemento ainda
nao complementado, seja pelo acréscimo de mais um elemento.
No primeiro caso, abandonamos todos os elementos imediatamente
a direita do Ultimo elemento complementado. Este fato corres-
ponde a um retorno nos ramos da arvore. Quando a passagem pa-
ra o proximo membro da sequéncia, se faz através do acréscimo

de mais um elemento, o algoritmo estd provocando um avango nos
ramos da arvore,criando um descendente. Observamos que a dife
renca entre J1 e J2 , esta no elemento a mais que Jz pos-
sui, pois J, ¢ descendente de J1 , € a diferenca entre J2

e J, , estd no elemento logicamente complementado que J3 pos

3

sui.

ITII.5. O Algoritmo

As restricdes do nosso problema, tém a seguinte

forma:

1 ay; Xx. < by , JieM,
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Introduzindo as variaveis de folga si 2 0 , ie M, as restri-

goes assumem o seguinte aspecto:

) a..Xx. +s. =b. , ieM ,
jeN 1J J - T
ou ainda:

s. =b; - Y ooa. . x. , ieM

jeN 1) ]
Uma solugao parcial J , sera viavel se:

s, = b1 - a.. x. >0 , ieM

jeN 13 3]

Quando J nao for viavel, o algoritmo cria os seguintes conjun
tos dos indices das variaveis Xj , J e N, para os testes de

parada. Aqui os indices t indicam a t-€sima iteracdo.

Teste 1

A, > conjunto dos indices das variaveis livres que
ao assumirem o valor um, aumentam a inviabilidade do proble-
ma. Assim, estas variaveis sao excluidas como nao candidatas,

em outras palavras:

A ={jeN- Je / 3 5 >0 para todo i tal que SE <0}

1 - . - .
Nt -~ conjunto dos indices das variaveis livres



223

que poderao assumir o valor um e diminuir a inviabilidade.

Nt = N - Jt - At
Se N% = ¢ , nenhuma variavel livre pode assumir o
valor um, significando que J e descartada, e o algoritmo

t

solicita um retorno a enumeracao.

Se N% # § , devemos definir um outro conjunto
Bt , que identifica aquelas variaveis livres, que, embora pos-
sam diminuir a inviabilidade, nao podem fornecer um valor me-
lhor da funcao objetivo quando comparado com Eg . Assim, as
variaveis Xj , J € Bt , devem ser excluidas como nao candida-
tas:
. 1 t -t
= 3 -+ >
B, {j e NL / X, c XO}
Teste 3
2 . o . .
N, - conjunto dos indices das variaveis livres que

t

ao assumirem o valor um, diminuirao a inviabilidade e o valor

da funcao objetivo. Assim,

Se N7 = ¢ , retornamos 4 enumeracgao.

Se Ni # ¢ , definimos o conjunto Ct

C = . ) t . t
A {ie M / s; <0, N mln(O,aij) > si}

N2
JeNt
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Se Ct # @ , significa que utilizando todas as va-
riaveis x5 j e Ni , ao menos uma folga inviavel (s; < Q)
continuara a ser inviavel. Assim, Jt € abandonada, pois nao

tem complemento viavel, e portanto, devemos retornar a enumera

¢ao.

Se Ct =0 , Jt nao pode ser abandonada nem des-

cartada. Bntao, seguimos para o teste 4, para determinar qual

variavel livre devera assumir o valor um

Teste 4

Seja Xj* , j* e N2 a variavel livre escolhida

t b
para assumir o valor um, de forma que:

V., = max {Vj} )

jeN%
onde
. t . 2
v, = E min(0,s. - a. .) , j e N ,
J iEM ) 1 1,] t

com Vj sendo uma medida empirica da viabilidade. No caso
de empate, devemos escolher j* , de forma que, Cj* seja o

menor dos Cj . Concluindo, temos que:

- : %
Jee1 = I U {j*} ,

isto &, J ¢ uma solugao descendente de Jg - Se Vi =0,

t+l

temos que J., € viavel. DPelo teste 2, a solucao em questao,
—t

deve produzir um valor de X5 Assim sendo, temos que:
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Como todos os coeficientes sao nao-negativos, isto €, Cj >0,
vj , € evidente que nenhum outro complemento de Jt+1 , pode

produzir um valor melhor que §g . Isto significa de Jt+1
€ armazenada, e rectornamos a enumeracao. - Agora, por outro la-
do, se Vj* <0 , Jt+1 deve ser abandonada e retornamos ao
teste 1.

Vejamos entao, oS passos do algoritmo:

Passo 1

Faca t =0 e Jt = .
Passo 2:

Se Jt nao puder ser abandonada, va para o passo
3 . Caso contrario, va para o passo 4 .

Passo 3:

Se existe um indice j das variaveis livres, que
produz um valor melhor que Eg e diminui a inviabilidade, au-
mente Jt acrescentando j a sua direita. Faca t =t + 1
e volte para o passo 2 . Caso.contrario, va para o passo 5 .

Passo 4:
Se o melhor complemento viavel de J_ foi encon-
trado, e se ele produz um valor de KE melhor do que aquele

produzido pela Ultima solucao candidata, armazene este comple

mento viavel, como também a atual solucao candidata.
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Passo 5:

Encontre o elemento de J, , mais a sua direita,
ainda nao logicamente complementado. Senao existir nenhum, pa
re. Caso contrario, troque-o pelo seu complemento logico sub-

linhado e abandone todos os elementos imediatamente a sua di-

reita. Fagca t = t+l e volte ao passo 2

Vejamos agora, o enunciado do teorema de Glover e

Geoffrion:

Teorema (III.5.1):

"A sequencia de solugoes parciais gerada pelo algo
. - - i n
ritmo, € nao redundante e termina somente quando todas as 2
solucoes parciais foram explicita e/ou implicitamente enumera-
das."

1221

Ver demonstracgao em

n ~ . -~ . . .
As 2 solugcoes parciais sao implicitamente enume

radas, somente depois que a solucao parcial, onde todos os ele
mentos foram logicamente complementados, for implicita ou ex-
plicitamente enumerada. A sua enumeracdo € garantida pelas re

gras de fixar e liberar as variaveis.

A fig.(III.5.1) nos fornece o fluxograma para 0
algoritmo de Enumeracdo Implicita das solugoes parciais de um

problema de programacao linear inteira.
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inicio
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dos a direita dele.
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I1T1.6. Exercicio resolvido:

~

Vejamos agora, um exercicio resolvido, para me-

lhor ilustrar o procedimento.

Seja o seguinte problema de programagao linear in-

teira:

minimizar XO = 5x1 + 7x2 + 10x3 + 3x4 + Xc

sujeito a: -Xq * 3xy - 5Xz = X4+ dxg < -2
,2x1 - 6x2 + 3X3 + 2x4 - 2x5 < 0
X, - 2x3 + x4 + Xg < -1

x; e {0,1} , j = 1,2,3,4,5

Observamos que o problema ja se encontra na forma
desejada, assim sendo, podemos iniciar imediatamente o método

de Bnumeracao Implicita:

Iteracao 0

JO = @ - Xp T Xy, = Xg =X, =X = 0
o _ o _.o _oT _ T

S = (51752,53) - ( 290, 1)

_O - to
o]

e

x% =0

0

Teste 1

e . )
Ay =1{j eN- Jo/aij > 0 para todo i tal que s; < 0}
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N-J =N-¢=N-=1{1,2,3,4,5}

0
Como

sQ=-2<0 »a;,=3>0 ¢ agp=1>0

sg =-1<0 = ajr = 4 >0 e dge = 1>0 |
temos:

AO = {2,5} ,

assim, as variaveis X, € X sao excluidas como nao candida-

5

tas.
Teste 2

Ng =N-J_ - A =1{1,2,3,4,5) - {2,5} = {1,3,4} # 9.

Agora, calcularemos o conjunto BO que identifica
as variaveis livres que podem diminuir a inviabilidade, mas
nao podem fornecer um valor melhor da funcao objetivo, quando

_.O—
comparada com X = el

= 1 (0] —0
BO {j € {1,3,4} / X + cj > XO}
B, =1j e {1,3,4}/ 0 + c > oo}
B =4¢



Teste 3
2— 1— = 1:
N, =NJ - B NG = 11,35} #4
. 0 . o)
C, = {ieM/ s; <0, ) , mln(O,aij) > Si}
jeNO
Para si = -2 <0 , devemos ter: J) min(0, aij) > -2
: jeNi
. } mln(O,aij) = m1n(0,a11)+m1n(0,a13)+m1n(0,314)
je{l,3,4}
= min(0,-1)+min(0,-5)+min (0 ,-1)
=-1-5-1=-7 < =2
Para sg = -1<0 , devemos ter: ) min(O,asj) > -1
jeNi
min(0,a,.) = min(0,a,,)+min(0,a,.,)+min(0,a.,)
je{l,3,4} 3] 31 33 34
= min(0,0)+min(0,-2)+min(0,1) =
=0 -2 +0 = -2 < -1 s
logo C_ = ¢ , assim, passamos a criacao do descendente
J
o
Teste 4
v. = ¥ min(0,s® - a..) , jeN® ={1,3,4}
i ieM i g 0
v, = min (0 s9 - a ) +min (0 s® - a ) + min(0,s% - a )
1 71 11 ) 21 T3 31
vy = min(0,-2 +1)+min(0,0 -2)+min(0,-1 -0) =
vy = -1 -2 -1=-4 > vy = -4

230

de
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. o_ . o_ . o_ :
v, = mln(O,sl als)+m1n(ﬂ,sz a23)+m1n(0,s3 aSS)
vy = min(0,-2 +5)+min(0,0 -3)+min(0,-1+2) =
vy = 0 -3 40 = -3 > 5= -3
s o_ . o_ . o _
v, = mln(O,s1 a14)+m1n(0,s2 324)+m1n(0,s3 a34)
v, = min (0 ,-2+1)+min (0 ,0-2) +min (0 ,-1-1) =
v, = -1-2-2=-5 > g = -5
Vj* = max {Vl,V35V4}
Vj* =max {-4,-3,-5} = -3 ,
portanto,
Vj = Vg = -3 = = > J1 = JO U {+3} =
Jl = {+3} ou Xg =
Iteracao 1
Jl = {+3} > X, = X, X, x. =0
Xz = 1
st o sl =245 =3
1
st =0 -3=-3 st = (3, -3, 17T
xl =5
o)
o _ =1 _ .
Xo =% 57

{+3}
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Teste 1

- T4 - . 1
Ay = {j eN-J/ a3 5 > 0 para todo 1 tal que s; < 0}

=
i

1 {1,4} .
Teste 2

=N - J, - A, = {1,2,3,4,5}-{3}-{1,4}={2.,5} # ¢ = Ni £ 0

oo
il

——
-

e {2,5} / 5 + c; 3»+w} =¢ - B, =40

Teste 3

2 _ 1 _
Nl - Nl - Bl - {2 )5} % Q
C.=f{ieM/si<0, J min(0,a.) > si}
1 i ’ ) »83 5 i
jeN1
Para s; = -3 <0 , devemos ter: 2 min(O,az.) > -3
je{2,5} J
y min(0,4d,.) = min(0,a,,)+min(0,a,:)
je{2,5} 2] 2 25
= min(0,-6)+min(0,-2) =
= -6 -2 = -8 < =3
portanto, C, = ¢ , assim passamos a criacao do descendente de

1

J1 .
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Teste 4
v. = min(O;si!ai.) , j € Ni = {2,5}
J ieM J
v., = min (0 sl—a ) +min (0 sl-a )+min (0 sl—a ) =
2 N R T2 722 U3 732

vy = min(0,3-3)+min (0 ,-3+6)+min (0 ,1-1) =

v, = 0 +0 +0 =20 > vy, =0

1 . 1 . 1 ~
—a15)+m1n(0,52—a25)+m1n(0,53—335)

v, = min(O,s1

Ve = min (0 ,3-4)+min (0 ,-3+2)+min(0,1-1) =

Ve = -1 -1 +0 = -2 - Ve = -2
Vi = max{vz,vs}
Vj* = max{0,-2} =0 ,
portanto,

Vi = v, =0 > j*=2->7J,=J U {j*} = {+3} U {+2}

J, = {+3, +2}

Iteracao 2

J, = {+3, +2} > x

2 1~ %

)
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52 > 52 = -2 +5 -3 =0
1
2 =0 -3 46 =3 > s? =, 3, 0F
sé =-1+2 -1'=0
Logo, J, € viavel, portanto teremos:
X2 = c, X, *c, x, =10 + 7 = 17
0 373 2 72
Como 17 < Eg = 4o, adotamos Eg = 17 e o vetor
x=(0,1,1,0, 00" |
sera uma solucdo candidata.
O algoritmo acaba de estudar a solucao parcial
J, - 0 seu melhor complemento viavel sera enumerado explici-
tamente e os outros implicitamente. A solucao parcial J, se-

2

Ta armazenada ¢ retornamos a enumeracao, 1logo,

J, = {+3, -2}

Iteracao 3

J3 = {+3} > X] = Xy =Xy T Xp = 0

XS =1
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Teste 1

A, = {j e {1,4,5} / 855 2 0 para todo i tal que sf <0}
Ag = {1,4}

Teste 2

Ny = N - J3 - Ag = {1,2,3,4,5}-{3,2}-{1,4} = {5} # ¢

B = {j ¢ {5} / 10 + cc > 17} = ¢
Teste 3

2 _ 1 _
Nz =N - By = {5} # 0

Para s> = -3 < 0 , devemos ter: ) min(0,a,.) > -3
2 L : 2]
je{5}

y min(O,aZ.) = min(O,aZS) = min(0,-2) = -2 > -3 |
je{5} J A

portanto,

c, =12} # ¢ ,
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assim, retornamos 4 enumeracao, isto &, consideremos o seguin-

te conjunto:

Iteracao 4

J={_§}+X1=X2=X3=X4=X5=O

4

x4 =.0

(o]

Xt =% =17

(6] (@]

54 - s? =3 -5 = -2
sy = -3 +3 =0 N st = (-2, 0, -7
sg =1-2 = -1

Teste 1

_ors _ . 4
A, = {j e N Iy / 2, ; > 0 para todo 1-ta1 que s. < 0}

A, = {2,5)

Teste 2

Lot1,4y # 9

=z
Il
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Teste 3

Ni = {1.,4} # ¢

C, = {i eM/ s? <0, 7 min(0,a..) > sh
je{l,4} 1) *
Para sﬁ = -2 <0 , devemos ter: ) min(0,a..) > =2
je{1,4} 1)
) min(0,a,.) = min(0,a,-)+min(0,a,,)
je{l,4} 1 11 14
= min(0,1)+min(0,1) =0 + 0 =0 > -2
Para s% = -1 <0 , devemos ter: 2 min(O,aS.) > -1
je{l,4} J
min(0,a,.) = min(0,a,,)+min(0,a,,) =
i1 a) 33 31 34
= min(0,0)+min(0,-1) =0 -1 = -1 ¥ -1,
portanto,
C4 = {1} # ¢ ,

4 ¢ abandonada e retornamos a enumeracao.

Acontece que todos o0s clementos de J4 ja foram logicamente

assim, a solucao J

complementados, assim, o algoritmo termina o processo enumera
tivo. A solugao Gtima & a ultima solug@o que foi guardada co

mo solugao candidata, isto €:

_ T
Xaooooo= (0,1,1,0,0)

Xge. ~ 1T
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A arvore gerada pelas solucoes parciais enumera-
das, esta representada na fig.(III.6.1), tendo 5 nos, ou 5 SO
lucoes enumeradas explicitamente, sendo que as outras 25—5 =

32 -5 = 27, sao enumeradas implicitamente.

(abandonada)

(abahdonada) (armazenada)

Fig. (IIT1.6.1): Arvore das solucbes parciais

III.7. Método de Decomposicao

Apresentaremos agora, a solucao de problemas de
programagao inteira bivalente (0-1), através do método de de-
composicao de Dantzig e Wolfe e da dualidade em programacgao

inteira.

Consideremos o seguinte problema de programacao in

teira bivalente (0-1):
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minimizar X, = cx (I11.7.1)
sujeito a: Ax < b - (IT1.7.2)

x e {0,13" (111.7.3)
onde ¢ € um vetor linha com n componentes; Xx um vetor

coluna com n componentes; b um vetor coluna com m componen
tes e A uma matriz com m 1linhas e n colunas. Além dis-
so, as componentes do vetor x poderao assumir somente um dos

valores 0 ou 1.

Seja o seguinte conjunto:

X={x/x¢e R e X; e {0,1} , j =1,...,n}

Desta forma, o problema (III.7.1) - (ITII.7.3) fi-

cara com o seguinte aspecto:

minimizar X, = cx (I11.7.4)
sujeito a: Ax < b (IT1I.7.5)
xe X . (I11.7.6)

0 problema (III.7.4) - (III1.7.6) € denominado pro-

blema primal P

Consideremos agora, um outro conjunto Y:

Y = {x/ x ¢ ® e 0 < X

<1 ,3j=1,...,n}
j = J

O conjunto Y € a envoltoria convexa do conjunto X,

- . . n —-
alem de ser um conjunto compacto, denso e possulr p = 2 ver

tices, sendo n o nimero de variaveis do problema P

Para visualizarmos melhor os conjuntos Y e X, to-
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memos um exemplo com duas variaveis, isto é, no Hg . Assim,

o conjunto Y tera p = 2 =4 vertices e sera definido da

seguinte maneira:
Y = {x/ x ¢ Hg , 0 < x; <1 e 0 < X, < 1}
0 conjunto X sera:
X=1{x/ xc¢ it , Xq € {0,1} ¢ x, e {0,1}}

Observamos que o conjunto X € formado por quatro
pontos, isto €: (O,OJT, (1,0)T, (O,l)T e (1,1)T. Graficamente
podemos representd-los:

X, <1

(1,1t

x,<1 ' \\\\\ bxpsl
YA

Fig. (III.7.1)

[
et

0,0)" (1,0) X,

-
xiil

Da fig.(III.7.1), observamos que os pontos de X
sao os vertices de Y , em outras palavras, todo Vérfice de
Y € um ponto de X . Assim, sem perda de generalidade, pode-

mos representar o conjunto X da seguinte maneira:

X = {0,1}*
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onde {0,1}" & o conjunto dos vértices de Y .

0 problema primal P, (IIT.7.4) - (III.7.6), sera
resolvido através da dualidade em Programacao inteira. Este
método foi apresentado no capitulo II secao 9, assim, com as

devidas substituicoes, verificamos que iremos obter o seguinte

problema:
... 3 k
minimizar v = § (cx) xk (111.7.7)
sujeito a: -
k -

E (AX") )y *+ s =D (ITI1.7.8)
§ A =1 (I11.7.9)
k=1
M 20, k=1, D, (III.7.10)
s >0 (I11.7.11)

onde Xk sdo as variaveis primais; s o vetor cujas componen
k

tes s@ao as variaveis de folga; e x , k =1,....,p , os véerti
ces ou pontos extremos de Y .
A solugao do problema (III.7.7) - (III.7.11) é

quase identica aquela apresentada no capitulo II, sendo que a
Unica diferenca esta na resolugao do problema auxiliar. Assim,

consideremos o seguinte problema de programagao linear:

maximizar. {uo + (ul A - c)x}

sujeito a: (ITI.7.12)

Podemos escrever este problema, de uma . .maneira
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mais convéniente, isto €&:

maximizar {qx}

sujeito a: xeX | (I1I1.7.13)

onde q = CIRTERIN-I ¢ um vetor linha dado.

A solugao otima deste problema auxiliar € imedia-
ta. Suponhamos que x = (xl,...,xn) e X; =1 se o coefi-
ciente de Xj na funcao objetivo de (III.7.13) for positivo,
e Xj = 0 , caso seu coeficiente na funcao objetivo seja nega-
tivo. Quando o coeficiente de X, for nulo, a variavel X;
podera assumir um dos valores 0 ou 1. Em outras palavras, te-

mos:

1 , Se . >0
qJ
X. = 0 , Se . <0 , jJ =1,....,n
J qJ ) .
1 oul , se qj =0
Assim, supondo que X seja a solugdao otima do

problema auxiliar, consideremos dois casos:

(i) se {uo + (ulA—c)i} >0 , entao devemos gerar o vetor

0 . . - - .
A assoclado a variavel AO que entrara na base, is-
to ¢:

.1 )T
A° = I:uo + (_ulA-c)X ; B~ [AX,1] ] ,

(ii) caso contrario, isto €, se {u_+ (u,A-c)X} <0 , o
o] 1 —

quadro € 6timo.
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II1I.8. Exercicio Resolvido:

Vejamos agora, um exemplo: seja o problema pri-

mal:

maximizar 3x1 + sz - 3x

sujeito a:

X tox, * Xz = 2
2X1 + X, = Xg < 2
x, € {o,1}

x, e {0,1}

x, € {0,1}

Seja o seguinte conjunto:

X=1{x/ xc¢ H? ;X € {0,1}, x, e {0,1} e x -8 {0,1}} ,

z 3

desta forma, o problema inicial ficara:

maximizar 3x1 + 2x2 - 3x3

sujeito a:

Xl + Xz + XS < 2
2x1 + x2 - x3 < 2
X e X

Consideremos agora, o seguinte conjunto:

Y = {x/ x ¢ H? e 0 < x;

§ 515 371,2,3)

O conjunto Y € a envoltdoria convexa de X, além
de ser compacto e denso, e como os vértices de Y sao 0S

pontos de X, podemos reescrever o problema acima:
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maximizar  3x; + 2X, - 3X, ' (II1.8.1)
sujeito a.

Xyt X, v Xg % 2 (I11.8.2)

2x1'+ X, = Xz S 2 ' (I11.8.3)

xe Y. (TII.8.4)

Como o conjunto Y € um poliedro limitado, pode-
mos escrever qualquer ponto de Y como uma combinacdo conve-

xa de seus pontos extremos, isto €:

/Yx e Y > x = E x? A,

j=1 )

g A, =1

j=1

Aj >0 = j=1, P

n - - - .
onde p = 2" , sendo n o numero de variaveis.

Substituindo a expressao de x dada acima, no

problema (III1.8.1) - (III.8.4), obtemos o seguinte problema:

maximizar v = _§ [(32 —S)XJ]Xj (IT11.8.1)
sujeito a: )=
E [(11 DxI]a, <2 (IIT.8.2)
j=1 ’
_E [(2 1 -1xIJa; <2 (III.8.3)
j=1 J
AL =1 (II1.8.4)
j=1
520, G=l...p . (III.8.5)

Introduzindo as variaveis de folga nao-negativas
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sy ¢es, e a variavel artificial 4Aa , a0 problema acima, ob

temos o seguinte problema:

maximizar v =

| i~

[(3 2 —S)Xj]Aj

sujeito a:

§ [(1 1 1], + s =2
j=1 J

[z 1 -1xI]a, + s =2
j=1 J 2

§ A + A =1
j=1 J a
Aj >0, 3 =1, P,
A, >0,
S1> Sy >0

Utilizaremos o método duas fases para ob termos

uma solugao basica viavel inicial:

12 Fase:
minimizar & = Aa (I1I.8.6)
sujeito a: .
§ [(11 DxI]a. + 54 (III.8.7)
j=1 J
(2 1 -1Dx]a. + s, (IIT.8.8)
j=1 J
E Al +a =1 (I11.8.9)
j=1
Ay 20, gelep (I1I.8.10)
A, >0 ,s,>0,s, >0 . (ITI.8.11)
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Passemos portanto, a construcao do seguinte qua-

dro:
£ 1 € £ e, 11T %
L S1 52 Aa_ L
1 0 [ T4 T
s, 0 B—1 b
A, 0 i 11 L
onde:
= _ -1
£ = gB B b
-1
g =& B e
s1 B s1
-1
€ =g B e
52 B So
-1
g = g, B e
Aa B Xa

Do problema (III.8.6) - (III.8.11), tiramos

seguintes resultados:

2,2, 07

o
Il

Efetuando os devidos calculos, obtemos:

0S
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1 1.0 0
B~ = (0,0,1) 0.1 0 = (0,0.1)
0

——— ~—~——
] Il
= (]

oy
>
I
~
(e
o
[
—

oyl
I
~
o
o
f—
A—
T —
O
—_—
I
H

1/
b=81b=0-=(2, 2,1)T
£ 1 0 0 1 1
s, 0 1 0 0 2
(Q.ITI.8.1)
S, 0 0 1 0 2
X, 0 0 0 1 1

Do quadro (Q.III.8.1), tiramos:

(ul,uo) = (0 0 1)

Consideremos agora, o seguinte problema auxiliar:
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maximizar (u

1°70 1
sujeito a:
X ey
X, *+ X +X3
maximizar (0 0 1) le Xy - X
sujeito a: 1
X ey

maximizar 1

sujeito a:

Como o maximo do problema auxiliar € igual a 1,
vj , podemos entao, considerar como solucao qualquer valor de

x , assim sendo, iniciaremos com a seguinte solucao:

1= 00 )T .

Nosso objetivo & obter Aa = 0 , para isto, deve-

1 - - P
mos gerar um vetor coluna A~ , associado a variavel A, que

1
entrara na base no lugar de Aa . Desta forma, temos:

axt, 11t = 0o »t
- p1 Azt _ Azt - 8
71 1 1 1
e
zy - ¢ < 1
0 vetor coluna A% , € definido por:
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portanto,

AT = (1,0, 0, 1) . > (Q.III.8.1)

Introduzindo Al no quadro (Q.I11.8.1) obtemos o

quadro (Q.III.8.2):

1
v o
£ 1lolol 1] 1
s, 0o 1]0] 0|2 0
(Q-TT1.8.2)
s, o lol 1]o0]2 0
“ 2, ololol1]1 (:)

Apds o pivoteamento, temos:

.
v 100 oo
s, o 1|0 |0 ]2 :
(Q.III.8.3)
s, oo | 1|02
A ololo]|1]1 |

Eliminando a coluna A" do quadro (Q.III.S8.3),
obtemos finalmente, o quadro inicial, podendo entao, aplicar

o método dual de decomposigao.
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Iteracao 1

Passemos agora, a resolucgao do seguinte problema

auxiliar:

X
1

A
E&nimizar (ul’uo) (

sujeito a:
xeY

Do quadro (Q.III.8.3), tiramos:

(ul,uo) = (0,0,0)
-1

BT o= 1,

b =(2, 2,)°"

Substituindo esses valores no problema auxiliar,

obtemos:
‘ 17 X T X Xy

minimizar (0,0,0) le Xy T Xg - (32 -3)
sujeito a: 1 X3

0 < xq =2 1

0 < X, 2 1

0 < Xq < 1
minimizar: -3X1 - sz + SXS
sujeito a:

0 < x, <1

=X =2
0 < X, <1

o
IA
MN
PN

=
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A solugao oOtima do problema acima, sera:

Xl = XZ =1
iS =0
ou
%2 =1, 1, 0"
Calculemos agora, Zy - 62 , isto é:
Zy = Cy = —3x1 - sz + 3x3
ZZ—C2=—3-2=-5 > Zy = €y = 75
Como Zy = Ez ¢ negativo, devemos gerar um vetor
coluna A% , associado a variavel Ay
2 . T
A - (ZZ CZ 9}72) >
onde :
Zg = €y = 75
e
-1 (ax%) O [ax%) _ [ 2
Y, =B 1] " 1] 7|3 ’
1
portanto,
A2 = (-5, 2, 3, 1" N (Q.IIT.8.3)

Introduzindo o vetor AZ no quadro (Q.III.8.3),

obtemos:
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(Q.ITI.8.4)

(Q.III.8.5)

5

v 0 0 0 0 -5

S 0 1 0 Q 2 2z

s, o 1]o|z| (5
Al 0 0 1 1 1
Ap6s o pivoteamento,teremos:

v 1 0 5/3 10/3

Sq 0 1 -2/3 2/3

AZ 0 0 1/3 2/3 I
Al 0 0 -1/3 1/3

Iteragao 2

Como
minimizar (0,5/3,0)
sujeito a:

0 < Xl <
minimizar 1 X, -
s 3 1
sujeito a: '

0 < Xl <

o mesmo procedimento anterior, temos:

tn

1

?

1'%

le + Xy

0 < X

4

X

Xz

- (3,2,-3) X

I A
b

< X

i A

<

A solucao 6tima do problema auxiliar sera:
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Xy T Xqg =0. e X, = 1
ou
= 0,1,0"
Calcularemos agora, Zy - 63 , isto €:
Zg = Cz = 1/3 Xq = 1/3 Xy * 4/3 Xg = -1/3 -~ Zg = Cg = -1/3
Como Zg - 63 € negativo, devemos gerar o vetor
columa A3 , associado 3 varidvel Az
Vs (zg - g, 3T [aR3,10DT
portanto,
ax3, " = 1, 1, 17
_ =3 1 -2/3 0 1 1/3
g™t (AX = [ 0 1/3 OJ (J,) = 1/3) ,
1 0 -1/3 0 1 2/3
logo,

A= (-1/3, 1/3,

1/3, 2/3) 1 . > (Q.111.8.5)

Introduzindo

0 seguinte:

A° no quadro (Q.IIT.8.5), obtemos
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¥ As

v 110 5/31 0| 10/7 -1/3

S 0(1(-2/3]0 2]3 1/3

1
(Q.ITI.8.6)
XZ 010 1/31 0 2/3 1/3
e oAy | oo -3 1] 13| @/
ApGs o pivoteamento, temos:
v °
v 11(0 3/2 1/2 | 7/2
Sq 041 |-1/2]|-1/2| 1/2
(Q.IT11.8.7)
AZ 010 1/2 | -1/2 | 1/2
AS 00 |-1/2 3/2 | 1/2 i
Iteragao 3

Do quadro (Q.III.8.7), tiramos os seguintes resul

tados:

(u.u) = (0, 3/2, 1/2)
0 -1/2 ~1/2

37t = o 1/2 -1/2 )
0 -1/2 3/2

Como o mesmo procedimento anterior, temos:
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3
minimizar (0 3/2 1/2) le X, - Xy -(3 2 -3) X,
sujeito a: 1 *3
0 < Xl <1; 0c¢x X, <1 ;0«< XS <1

minimizar O Xy - 1/2 X, * 3/2 Xg ¥ 1/2

sujeito a:

0 <x; <1 50=<x <1,;0<x;<1

Este problema auxiliar apresenta duas solugoes:

1 Xl = xg = 0
> 10,1, 0",
iz = 0
2 Xl = xz =1
> 2= (1,1, 07
ig =0
Calcularemos agora, z4 - c4 e Ze = Cg o i1sto e:
Zy - &4 =0 il - 1/2 iz + 3/2 is + 1/2 = -1/2 + 1/2 = 0
e

-~

Zg - C. =0 Xq - 1/2 &2 + 3/2 X, + 1/2 0.1 -1/2 + 1/2 =0

3

Em vista disto, o algoritmo para, e as solugoes O

timas para o problema auxiliar serao:

- 0107

(1,1,0)F
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Além disso, observamos que:

4 _ o3
= X
e
L5 _ 22
X =
As solucoes obtidas pelo método sao:
~1 T . -
x> = (00 0) -~ x5 = 0 -+ solucao viavel
~2 T -~ . . -
X = (1,1,0)" =~ xg = 5 > solucao inviavel
23 T o -
= (0,1,0) " ~» xg = 2 - solucao viavel
P01, ¢ =32 - 107
Das solucoes obtidas, observamos que a solugao
X~ & igual a solugdo %% , € ambas sao inviaveis. Ja a solu-

~ ~4 ~ . ~ -3 - ~ .
¢gao X , que por sua vez e 1gual a Xx° , ¢ uma solugcao via-
vel.

Além dessas solugdoes, o problema apresenta outras,

como por exemplo:

%0 - (1,1,1)T > x¥ =2 + solugao inviavel
.7 T _ -
x = (0,1,1) > X; = -1 > solugao viavel
-8 T . -

= (0,0,1) > x5 -3 > solucao viavel
~9 T . - . -
x* = (1,0,1) > xE = 0 > solucao viavel
<10 (1,0,0)T - xé =3 + solugao viavel

Da relacao das solucoes restantes, verificamos

~

L 0 - ~ . . g
que a solugao X e a solugao otima para o problema auxili-
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ar, dando XSF.&

-~ ~

Como - z, - ¢, = zg - ¢; = 0, o algoritmo para, e

o quadro (Q.III.8.7) &€ o quadro otimo. Deste quadro, tiramos
os valores oOtimos das variaveis primais: AT, A; . A%, s
to €, a solucao Otima em termos das variaveis primais Aj ,S€

—

ra:

T
AL A%

ou

A% = (0, 1/2, 1/2)7F

A variavel primal A3 esta associada a solugao

iz = (l,l,O)T , e a variavel Ag a solugio RS = (O,l,O)T.

Assim, a solugao Otima do problema original se-

ra obtida através da combinagao convexa dos pontos extremos

%2 e is , isto €:
x* = A; 2%+ Xg_is )
onde:
* * =
AZ + XB 1],
portanto:
x* = +1,1,07 + L0,1,0"
2 2
* _ T T
x* = (1/2, 1/2, 0)" + (0, 1/2, 0)
x* = (1/2, 1, 0)"
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CAPTTULO 1V

VARIAVEIS LIMITADAS

IV.1. Introducao

Em muitos problemas praticos, as variaveis deci-
sao sao limitadas pela propria imposicdao das condicoes reais
dos problemas, assim, um vetor variavel decisao x , podera a
presentar dois limites, um inferior £ e outro superior u

As restricoes do tipo

£ < x <u

2

explicitam tails limites.

Apresentaremos neste capitulo, a resolucao de pro
blemas de programacao linear com varidveis limitadas, através
de dois métodos. O primeiro € o método do simplex com algu-
mas adaptacOes para este tipo de problema, e o segundo € 0

método de decomposicao de Dantzig e Wolfe.

Um problema de programagao linear com variaveis

limitadas, podera ser representado da seguinte maneira:

minimizar =z = cX (IV.1.1)
sujeito a: Ax = b (1V.1.2)

£ < x <u (IV.1.3)

onde CT,X,E,ueIél;beIén;u>£

A matriz A € uma matriz com m linhas e n co-

lunas, cujas colunas sao representadas pelos vetores
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a. e B, j=1,...n , e além disso, a caracteristica de A

€ m , isto &, p(A) =m .

Uma observacao importante, € que o problema (IV.
1.1) ~ (IV.1.3) apresenta m restricoes de igualdade e n
variaveis.

Muitas vezes as variaveis sao limitadas superior-

mente de maneira explicita isto €:
0<x<d |, (IV.1.4)

onde d > 0 . Desta forma, podemos ter o seguinte problema

de programacao linear:

minimizar z = cXx (IV.1.5)
sujeito a: Ax = b (IV.1.6)
0 <x<d , (Iv.1.7)

T .
onde ¢, X € H? : b e Hp ;0 d e B? :d >0 e A uma matriz
com m linhas e n colunas, e alem disso, tendo caracteris-

tica m , p(A) = m .

Para resolver o problema (IV.1.5) - (IV.1.7), de-

vemos introduzir as variaveis de folga sj , j =1,...,n ,nas
restricoes (IV.1.7), onde s = (sl,...,sn)T , € de forma que
teremos:
x < d
x +s =d |, (IV.1.8)

e s >0 . (1V.1.9)
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Substituindo (IV.1.8) - (IV.1.9) no problema

(Iv.1.5) - (IVv.1.7), obtemos:

minimizar z = cx (IV.1.10)
sujeito a: Ax = b (IV.1.11)
x*#s =4d (IV.1.12)

s > 0, (IV.1.13)

onde CT, x, d, s € Hgi; b ¢ H@ ;s >0 5;d>0 e A uma

matriz com m linhas e n colunas. As colunas da matriz A
podem ser representadas por aj e T , J =1,...,n , assim, o

problema (IV.1.10) - (IV.1.13) ficara:

minimizar z = c;X; * X, *... + C X
sujeito a: _
: a;Xq + a,X, + + a 0 b
X | =d
2. Y =4,
Ttex v+ s =4
n n n
(IV.1.14)

Observamos que o sistema (IV.1.14) possui (m+n)
linhas e 2n colunas. Para resolvermos o problema acima, de-
vemos considerar o seguinte teorema, cuja demonstracao se

encontra em |°].
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Teorema IV.1.1:

"Um ponto x & X = {x ¢ K/Ax=b e @ <x < d}y e

um vértice de X ,se e somente se (n-m) componentes de X
sao iguais a zero ou iguais a dj , enquanto que as m COmpo
nentes restantes estao entre zero e dj(ij £ [O,dj]) e estan-

do associadas a uma solugdo basica de Ax = b."

Existe uma equivaléncia entre os dois problemas,
isto &, entre os problemas (IV.1.1) - (IV.1.3) e (IV.1.5) -

(Iv.1.7).

O problema (IV.1.1) - (IV.1.3) pode ser escrito

da seguinte maneira:

minimizar =z = CX

sujeito a:
0 <x-4L<u-14¢

Consideremos:

Y. =x - £ (IV.1.15)
ou

x =y + £ (IV.1.16)
e

d=u-42 (IV.1.17)

sendo d >0 , pois u > £

Substituindo (IV.1.16) e (IV.1.17) no problema a-

cima, obtemos:
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minimizar z = c(y + £)

sujeito a:

0O <y=<d ,
ou
minimizar z = c' + cy (IV.1.18)
sujeito a: A'y = b’ (IV.1.19)
0 <y<d, (IV.1.20)
onde CT, y, d e ® cb'e W 5 d >0 e A' uma matriz com

m linhas e n colunas.

0 método que nos parece mais correto e eficiente
de resolver as restricOes que limitam as variaveis, isto e,
restricoes do tipo (IV.1.3), consiste em decompor cada uma
delas, em outras duas, e entao introduzir variaveis de folga,
para cada uma das restricoes. Ou seja, a restricao explici-

tando os limites das variaveis,

£ < x <u,

sera decomposta em outras duas, isto é:

x > £
e

X <u
Finalmente, introduzindo os vetores de folga X e X, ob
temos:

X - Xq = L

I
o

+ X
X 2
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onde Xy 5 Xy € D? ;X >0 e X, >0 .

Desta forma, o problema inicial ficara:

minimizar z = cx (Iv.1.21)
sujeito a: Ax = b (1V.1.22)
e £ (IV.1.23)
X+ X, =u, (1v.1.24)
onde cT, x, £, u, X1, Xy € ity ; b e H@’; u>4~£ e A uma

matriz com m linhas e 1n colunas.

Este procedimento, requer um esforgco computacio-
nal muito grande, pois ,aumenta o numero de restrigoes de
igualdade de m para m+2n , e o numero de variaveis de n
para 3n . Este método, nao € portanto, o mais indicado, as
sim devemos procurar um método que nos facilite a resolugao
de tal problema, sem acarretar um esforgo computacional tao

grande.

0 método do simplex com variaveis 1limitadas, re-
solve essas restricoes implicitamente, de uma maneira seme-
lhante aquela usada pelo método usual do simplex para resol-
ver as restrigoes do tipo x > 0 . O algoritmo descrito nes
te capitulo, parte de uma solug@ao 'basica' viavel do sistema
Ax =b e £ <x <u, para uma outra solucdo "basica" via-
vel, porém, outra solucao que fornega um valor da funcao ob-
jetivo melhor que a anterior. Este procedimento se repete
até o método encontrar uma solugaoc Otima ou verificar que o

problema & ilimitado.
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IV.2. Solucde basica yiavel:

Consideremos o prohlema inicial, isto €:

minimizar Zz = CX » (IV.2.1)
sujelito a: Ax = b (IV.2.2)
£ <x <u, (IV.2.3)

onde cT, x, L, u e R’ ;b e ® ;u>4£ e A uma matriz com
m 1linhas e n colunas,de posto m , p(A) = m , e cujas colu

nas sao representadas pelos vetores a; € ®,3j=1,...,n.

Tomemos uma partigao da matriz A da seguinte ma

neira:
(IV.2.4)

onde B ¢é uma matriz quadrada, nao-singular, formada por m

colunas linearmente independentes de A, admitindo inversa,

pois, det(B) # 0 . Essa matriz sera denominada Amatriz ba-
sica. As matrizes N1 e N, serao as matrizes nao-basicas,

além disso, Nl’ sera a matriz formada pelas colunas nao-basi-

cas, cujas variaveis correspondentes, assumirao os valores

dos seus limites inferiores, isto €, Xy = Ly - Ja a ma-
1 1

triz N, , ¢ a matriz formada pelas colunas nao-basicas, cu-

jas variaveis correspondentes assumirao os valores dos seus

limites superiores, isto €: X, = Uy =
Ny N

p © Cp 8 particoes de x e c asso

ciadas a B , le , XNZ e ch ) CNZ as particoes associa-

Sejam X

das as matrizes N; e N, , respectivamente. Logo,
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T
X = (xB, XNI,XN ) (I1V.2.5)
2
e
c = (CB, CN_* ©N ) . (I1V.2.6)
1 2
Substituindo (IV.2.4) e (IV.2.5) em (IV.2.2), te-
mos :
F—XB "]
B, N, N, | N, = b
X
| N2
ou
BXB + N1 XN, * N2 XN T b ,
1 Z
BXB =b - leN - N2 Xy
1 2

Como a matriz B admite inversa, temos:

(IV.2.7)

€ uma solucgdo basica viavel do problema

(Iv.2.1) - (IV.2.3), se:

N1 N1

P PR

— _ a1 -1 S |

xg = B b - B N1 KN B N2 Uy ,
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e além disso,

L, <X

B zu

B B °

Para uniformizar nosso estudo com a notagao dos

capitulos anteriores, passemos a definir alguns conjuntos:

I, = {i/x; € uma solucdo basica viavel de Ax = b para
A = [B, N, sz}

I +~ complemento de IB ,

N
logo,
Ip ULy ={1.2,....n} e IpNIy =9
Sejam IN1 e IN2 as particoes de IN , tal
que:
I ={j / x.= L£. , j e I.}
Ny ) J J . N
e
IN2 ={j/ Xj = uj . J e IN} ,
assim,
I Uil =1 e I n I =
N1 N2 N N1 N,
Os conjuntos 1 e I caracterizam perfeita
mente as matrizes N1 e NZ’ desta forma, podemos representé-

las de uma maneira mais conveniente, isto é&:

=
1

{aj/ajeﬂiﬂe j e I, 1}

2
Il

{aj/ajeIF{ne j eI, 1}
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Da relacao (IV.2.7), temos:

-1 v _ .
BN =Y (yj) (yij) , JjglNl (IV.2.8)
_1 = = = 1
BTON, =Y (yj) (yij) , /JEINZ (IV.2.9)
e
. -1
=B "0b. (IV.2.10)
Podemos assim, reescrever a equacgao (IV.2.7):
X, = X - 0 Yii%5 p Yii%; o /ie Ip.
JeIN J€IN
1 Z
(IV.2.11)
Em vista disto, podemos dizer que x; = Ei , /1 € Iy » sera
uma solugao basica viavel do problema (IV.2.1) - (IV.2.3),se:
x. = L. , Vj el ,
J J ) Nl
.= U , V7 I ,
*3 7Y I EN,
X = % -} y L. - Y y.. u. , 1ie Iy,
i i j€IN 1] ) jEIN 1] 7] B
1 2
e se, além disso, tivermos:
L. < X, < u, , /i el
i— 1i— "1 B

A solucao basica viavel sera nao-degenerada, se tivermos:

i S% Y , Yiely
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e em caso contrario, sera degenerada.

E importante frizarmos, que neste método as (n-m)
variaveis nao-basicas, assumirao sempre, um dos seus limites,
inferior ou superior, e sO entao, poderemos calcular o vetor
basico X5 /i € IB , de modo que, Ei estejé dentro de

seus limites, isto é:

L. < x. < ug ,  V/ie I, .

IV.3. Solucao basica viavel melhorada:

Em um problema de programacao linear, o numero de

solucoes basicas viaveis, geralmente € muito grande, sendo 1i
. . m, ,n-m =
mitado superiormente por (n) 2 . Neste método, para cada
. n-m . . ..

base existem 2 maneiras de se fixar os valores dos limi-
tes de cada variavel nao-basica, portanto, existe uma infini-
dade de maneiras de passarmos de uma solugao para outra. Pre-
cisamos portanto, de um procedimento sistematico, para passar-
mos de uma solucao basica viavel para uma outra solucgao viavel,

e que além disso, nos fornega um valor da funcao objetivo me-

lhor que o anterior.

Repetiremos agora, como caracterizar uma solugao
basica viavel, e veremos também,quando existe uma solugdo ba-
sica viavel otima, desde que a regiao viavel nao seja vazia e

o otimo finito.

Vamos considerar o seguinte problema:
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minimizar z = cx (Iv.3.1)
sujelto a: Ax = b (IV.3.2)
L <x<u , (IV.3.3)

T n m ) ‘ }
onde ¢ , x, £, uelR ;be R ;u>4~L. Amatriz A& uma matriz
com m linhas e n colunas, p(A) =m , e o0s vetores

aj € H? , J =1,...,n , representado suas colunas.

Vamos supor, que B seja a matriz basica, quadra

da, nao-sinular, caracteristica m , isto € p(B) = m , e
além disso, que a matriz nao-basica N , seja decomposta em
outras duas matrizes Nl’ N2 , portanto temos:

A = [B,Nl, sz . (IV.3.4)
onde

N, ={a. /a.e® e x. =42£., 3 e {l,...,n}}

1 j J j j

N, =f{a. /a, e® e x. =u., je{l,...,n}}

2 i /3 S B B

Sejam os seguintes conjuntos:

IB ={1i/ X, ¢ uma solugdo basica viavel de Ax = b para
A= [B, N, sz}

I.. > complemento de I,

N B
tal que:
IB U IN = {1, ,n} e IB N IN =
Sejam IN1 e IN2 as particoes de Iy > tais
que:
I. T =¢ e I_ UI_ =1,
N1 N2 N4 N2 N
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onde:
INl ={j / xj. = Kj ] e Iy
INZ =1{3 / X, suy j e IN}
Da mesma forma, os vetores x e ¢ serao decom-
postos na parte basica (XB e CB] e em duas outras partes

nao-basicas (x, e c., ) e (xy, € ¢y ), logo:
Ny Ny N, =

o T
x = (g, Xy 5 Xy ) (IV.3.5)
1 2
e
c = (CB, N > ©N ) (IV.3.6)
1 2
Substituindo (IV.3.4) e (IV.3.5) em (IV.3.2), ob-
temos :
*p
[B, Ny, N,] le = b
X
.N2
L _
ou
B Xp + N1 le + N2 XNZ =b

B Xg =b - N1 le - NZ XNZ

. - . . . 1
Como a matriz basica B admite 1nversa ,B , temos:

S N S |
Xz =BT b - BTUN le B™C N, XNz ) (IV.3.7)

Denominemos:



271

Xx=B b
BTN, =Y = (y.) = (v..) Jie I
1 T 7 “1i] ’ N1
Tl N, =y = (v:) = (y..) /j e 1
2 73 ij B Nz ]
assim, reescreveremos (IV.3.7):
X: = Xy = Y Yi. Xi o= ) Yi. X. , Vie I
1 1 jEIN 1] 7J jEIN 1 7] B
1 2
(IV.3.8)
Consideremos agora, a funcao objetivo z
7z = CX
ou
_kB _
z = (Cpyr Cy » Cy ) X
B N1 N2 Nl
X
Ny
L
7 = CuXy * Cy X ot G X
BYB © N, Ny T N, Ny
Substituindo o valor de Xp obtido em (IV.3.7),
na equacao acima, temos:
-1 -1 -1
z = Cp(B b - B "N;x - B "NoXy )+ Cy Xy tCy X
B 1 N1 2 N2 N1 Nl NZ N2
_ -1, -1 _ -1,
z = CBB b (CBB Nl Cy )XN (CBB N2 N )xN
1 1 2 2
(IV.3.9)

Considerando:
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zZ = CB B b.
e

7. = c~B_1a. , Yj el

j B j N,

zZ. = C B_la vj e 1

j B j ? Nz 2
sendo aj e B , J =1,...,n , as colunas de A , assim, a
equagao (IV.3.9) ficara:

=z v
Z = 7 - Z.-C.)X. - Z.-c.)Xx. | . IV.3.10
jEI(JJ)J éI(JJ)J ( )
Ny TN,

Vamos supor agora, que tenhamos uma solugao basi-

ca viavel, isto €:

x., = £ , /i e I s
i S
X. = u , Vi e I
j j ] NZ )
e
L. < X. <u , Vv e 1
1 — "1 — "1 B ’
onde:
X, =X - )y y..4&. -7 y.. u , Viel
1 1 JEIN 1] ] JSIN ijJ ] B
1 2

As equagoes (IV.3.8) e (IV.3.10) podem ser colo-

cadas em um quadro, representando esta solugcao basica vidvel:
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(Quadro Q.1V.3.1)

teTmo
B T e indep
z X )5 je N, X  2 E.INZ independente
z 1 0 Z. - C. Z. - C. Z
J J J J
X 10 ! Y33 Yi; X

A coluna do termo independente fornece os valores

das variaveis basicas x; = ii , /i e I, . e o valor da fun-

cao objetivo z =z . BEsses valores sao obtidos substituindo

x. =L, , Vj el e Xy T Uy, Vi e 1 , nas equacoes (IV.

j J Ny j N,
3.8) e (IV.3.10), isto é:
X% X7 X, —_X Yi; ﬂj - _z Yii Y5 , /i e Iy
jEIN ]EIN
1 2
(IV.3.11)
e
z =z =7 - z.-c.)L. - z. - c.)u., (IV.3.12
jEI ( ] J) j jgl ( ; J) ; ( )
N1 NZ

Podemos também, construir um quadro representan-
do esta solugao basica viavel, através das equacoes (IV.3.7)

e (IV.3.9), isto é:
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Quadro (Q.1V.3.2)

te mo
z independente
& w, ,
z | 1 0 BN - BN, -c Z
S D R B A A
x, | 0 I BTN, 37N, X,
Analogamente, a coluna do termo independente do

quadro acima, fornece os valores das variaveis basicas Xxg =

XB e o valor da funcao objetivo z = z . Esses valores sao
obtidos substituindo Xy = EN e Xy T Uy nas equagogs
1 1 2 2
(IV.3.7) e (IV.3.9), isto é€:
e TS | -1
Xp = Xg = B b B NlﬂNl B NzuN2 ) (IV.3.13)
e
Zz =7 = ¢ B_lb—(c B-lN -cy )L -(c B_lN -Cy U
B B 1 °N N, +B 2 "N N
1 1 2 2
(IV.3.14)
Os quadros (Q.IV.3.1) e (Q.IV.3.2) sao equivalen-
. -1 -1 -
tes, pois, cBB N1 ch e cBB N2 CN2 sao os valores dos
Z25 = ¢y das variaveis nao-basicas, quando elas assumem os va-

lores dos seus limites inferiores e superiores, respectivamen-

te.

Uma importante observacao, € que a coluna do ter-
mo independente, em ambos quadros, nao fornecem os valores ha-
bituais das variaveis basicas e da fungao objetivo, isto €, os

valores X, = B lp e Z = Cy 371 b , mas sim, os valores da-
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dos pelas equacoes (IV.3.13) e (IV.3.14), ou pelas equacoes

(IV.3.11) e (IV.3.12).

IV.4. Condicoes de otimalidade

Passemos agora, a estudar a possibilidade de modi
ficar as variaveis nao-basicas, visando melhorar, tanto quanto

possivel, o valor da funcao objetivo z

Analisando a equacgao (IV.3.10), isto €:

-3 - —c )X, - —cI)x. . IV.4.1
z Z 'EI (ZJ CJ)XJ 'EI (zJ CJ)XJ ( )
Je JE
Ny Ny

observamos que, se tivermos Zj - Cj >0, Vj e IN , O segun-
1

do termo da equagao (IV.4.1) sera negativo:

) (zj—cj)xj <0

jel
Ny
Como j € IN , 0 valor de uma variavel nao-basica qualquer,
1
Xj ,sera igual ao seu limite inferior, isto €&, Xj = Kj , por
tanto, podemos aumentar o valor de tal variavel de Kj para

um outro valor, que devera ser menor ou igual ao seu limite

superior.

Agora, se tivermos z. - c. <0 , /j eI , 0
J J — NZ

terceiro termo da equacgao (IV.4.1) sera positivo, isto é:

- Z. - c.)x. >0
jzl ( J J) J
Ny
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Analogamente, como J € IN , 0 valor de uma varidvel nao-basi
2 . . '

ca qualquer, xj , sera igual ao seu limite superior, isto e,

Xj = uj , assim, podemos diminuir o seu valor de uj para um

outro valor ,que devera ser maior ou igual ao seu limite infe-
rior. Faremos como no método do simplex, modificaremos somen-
te uma variavel nao-basica de cada vez, enquanto que todas as

outras permanecerao fixas em um dos seus limites.

Pelo que foi visto até o momento,podemos concluir

facilmente, que as condicoes de otimalidade para o problema de

minimizacgao, serao:

(1) z. - C 0 , Vj el

I A

Nq

(1i) z. - c. >0 , Vj e I, -
J J = N,

Ja para o problema de maximizacao, teremos:

- >0 L eIy
;T S

oY
=)

j—
N
1
')
fv

. . 0 , Vj I .
i T E N,

~
[u)
[ N
A
N

|
0
N

Resumindo, dada uma solucdao basica viavel para o
conjunto de restrigoes Ax =b e £ < Xx <u, se, para todas

as variaveis nao-basicas que assumiram os seus limites inferio

res, tivermos Zj - Cj <0 , e se, para todas as variaveis
nao-basicas que assumiram seus limites superiores, tivermos
25 " <5 > 0 , devemos parar o procedimento, pois, obtemos a

solucao 6tima. Caso contrario, isto €, se uma das condigoes a

cima for violada, devemos escolher uma variavel nao-basica,por
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exemplo X, de acordo com a regra que veremos mais adiante.
Se o valor de x; for igual ao seu limite inferior, entao a
variavel Xy aumentara de VaIOr, entretanto, se o valor de
X

k

de valor. Assim, as variaveis nao-basicas assumirao, sempre

for igual ao seu limite superior, esta variavel diminuira

um dos seus limites e as variaveis basicas, um valor entre os

SEus.

IV.5. Determinacao da variavel que entrari na base

Vamos supor agora, que para uma variavel nao-basi

ca x tenhamos uma das duas possibilidades.

ou

Assim, devemos :analisar esses dolis casos:
1) Para k ¢ IN , 0 valor da varidvel nao-basica X, se-
1

ra igual ao seu limite inferior, isto €:

Como Zie T O >0 , a variavel Xy aumentara seu valor, logo,
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2) Para k e I, , o valor da variavel nao-basica X, se
2 . ]
Ead - - - - - Isd
ra igual ao seu limite superior, isto €:
x, =
Kk~ %%
Como 2 T G < 0 , a variavel X diminuira. seu valor, logo,

X < Yy

Antes de estudarmos detalhadamente esses dois ca-

sos, passemos a determinacao do indice k da variavel nao-ba-

sica x ., que tera seu valor modificado, isto &, que entrara
na base.

Em primeiro lugar, definamos os seguintes conjun-
tos:

P = max {#.-c./z.-c. > 0} ,
jel
JEIN
1

e

Temos que considerar dols casos:

(a) Se P =90 , isto €, nao existe nenhum Z5 = ¢y >0 ,
j € IN , portanto teremos:
1
Zj - Cj <0 , Yi € IN1

Se Q =¢ , isto €, nao existe nenhum Zj - cj<0,
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j € IN , portanto teremos:

z. - c. >0, V/j eI
j J - g N,

Assim, neste caso, obtemos a solucdo otima .

(b) Caso contrario, isto €, se ao menos um dos conjuntos
P ou Q, ou ambos, forem diferentes do conjunto vazio., Tere-

mos trés casos possiveis, vejamos cada um separadamente.

(1) P+ e Q=90

- Se Q =4¢ , nao existe nenhum =z, - c, <0 , j eI ,
J J N2
assim, a segunda condigao de otimalidade & satisfeita, isto é:

z. - c. >0, V/jel

J J - NZ
- Se P # @ , entao existe ao menos um zj - Cj >0 ,
j € IN , deste forma, devemos calcular o indice k corres-
1
pondente a:
7z, - ¢, = max {z.-c./z.-c. > 0} . I1V.5.2
k kgt 375757 ( )
N
1
Assim, a variavel nao-basica X, associada ao indice k , cu
jo valor € o seu limite inferior, X = Kk , pois, k € IN1 ,

devera aumentar de valor, isto €:

ik > Kk

x Tt by
ou

b = X = Ay s
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sendo Ay > 0 , o aumento sofrido pela variavel X o que

por sua vez, entrara na base.

(ii) P =0 e Q# ¢

- Se P =0 , nao existe nenhum =z. - c. >0 , j e I ,
J J Ny
assim, a primeira condic@o de otimalidade € satisfeita, isto

e:
z,. - c., <0 , Vjel
J J - J Nl

- Se Q # ¢ , entdo existe ao menos um Z5 - cj <0 ,
joe Iy - Desta forma, calcularemos o indice k correspon-
2

dente a:
Z, - C, = min {z.-c./z.-c. < 0} . IV.5.3
k ko e 3737257 ( )

N

2

Assim, a variavel nao-basica Xy associada ao indice k , cu

jo valor € o seu limite superior, ik = Uy, pois, k e I ,

Ny
devera diminuir de valor, isto é&:
xk<uk
X * Ak = U
ou
Ak':uk_xk s
sendo Ay >0 , 0 decrescimo sofrido pela variavel ndo-basica

X, , que por sua vez, entrara na base.
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(iii) P #9¥ e Q #90

- Se P # ¢ , existe ao menos um z. - c. >0 , j e I .
J J Ny

- Se Q# 0 , existe ao menos um z, - c. <0 , j e I

J J N

2

Assim, para determinarmos o indice k associado

a variavel X, que entrara na base, devemos calcular:

Zi = € = max. {|zj - cj]} . (IV.5.4)
j eIN U IN
1 2
Se k eI , caimos no caso (i), e se k € I no caso (ii).
Ny Ny

Faremos agora, um estudo mais detalhado dos refe-

ridos casos (i) e (ii).

IV.6. Aumento do valor da variavel x

k
Vamos supor agora, que tenhamos zj - cj >0
Vi € IN2 e que a0 menos um Z; = Cy >0, j ¢ IN1 Assim,

a variavel n3ao-bisica Xy cujo indice k €& determinado por
(IV.5.2), aumentara seu valor de ik = Ek para outro, isto

¢, devemos ter:

Xy > Ek
Xp = e By
Ak=Xk—‘€k,

sendo Ay > 0, o aumento sofrido por x
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Todas as outras variaveis nao-basicas permanece-
rao fixas em um dos seus limites, mas devido ao aumento S0-
frido por X, » OS nOVoS valores das variaveis basicas e da
funcao objetivo, serao obtidos substituindo o novo valor de
X isto &, ik = Zk + Ay, nas equacbes (IV.3.11) e (IV.3.

12), respectivamente:

x; = % - ) Yij KJ - Yi5% " Vik Ay , 7/ie Iy
jEIN jEIN
1 2
Como
X, =X - ] y.. L. - ) y.. U. , V/ie I,
1 i j€IN 1] 7] jEIN 1) 73 B
1 2
temos:
X; =X 7 Viy Ay , /1 € IB , (IV.6.1)

N
i}
IS
1
o~

(zj—cj)ﬁj-jzI (zj—cj)uj—(zk—ck)Ak ,
N,

como

temos:
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z=7 - (7, - )by | (IV.6.2)

Sabemos que zy - ¢y > 0, k ¢ IN , € que além
1

disso, o valor da variavel Xy passara de Kk para £, + Ay
assim, analisando a equagao (IV.6.2), concluimos que podemos
aumentar indefinidamente o valor de Ay s pois, nosso objeti-
vo € minimizar a funcao =z . No entanto, ao aumentarmos o va
lor de A, verificamos pela equacao (IV.6.1), que as varia-
veis basicas também sofrerdao uma alteracao. Em vista disto,
a variavel Xy aumentara seu valor, mas, de tal forma que
nio torne inviavel nenhuma variavel basica. Portanto, Ay nao
podera crescer indefinidamente, sendo necessario  limitarmos

seu valor. Existem trés maneiras possiveis de se limitar a

variagdo da variavel Xy

6a. Uma variavel basica diminui de valor até atingir seu

limite inferior.

6b. Uma variavel basica aumenta de valor até atingir seu

limite superior.

6c. A propria variavel nao-basica Xy atinge seu limite

superior.

Vejamos entdo, cada um desses casos separadamen-

te'
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6a. Uma variavel basica diminui de valor até atingir seu

limite inferior:

Da equagao (IV.6.1), temos:

X; T X7 Vi Ak ,  Viely

Vamos supor agora, que uma variavel basica qual-

quer atinja seu limite inferior. Sabemos que:

L. < x. < u. , Vi e I, ,
i — "1 — "1 B
portanto teremos:
Ly 20X = X5 - Vi by , Vi e Iy
Ki <X - Vi Ay , /i € IB
—yikAkire —}_Cl , /iEIB,
logo,
Yik M 2 X5 - Ki , Vi € Iy (IV.6.3)

Analisando a desigualdade (IV.6.3), verificamos

que existem dois casos a considerar:
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1) Se >0 , ¥i € I, , a desigualdade (IV.6.3) fica

Yik B
ra
El— Ki
M < : , Vie Iy (IV.6.4)
ik
ou
~ X, - 4,
X - by < L Vie Iy
Yik
_ X, - 4
S A , Vie Iy - (IV.6.5)
Yik

Como a variavel nao-basica X, ~aumenta de valor,
x> Kk , € pela desigualdade (IV.6.5), observamos que ela
nao pode ultrapassar um certo valor, sem que, alguma variavel
basica se torne inviavel. Em outras palavras, o valor da va-

riavel Xy devera pertencer ao seguinte intervalo:

_ ?i - Ki
Ly < X < L, + - , Vi e Iy
Yik
Em vista disto, podemos definir:
X. - ﬂi (Kr - Kr)
Y, = min A = , + £
-“*f"' k k
teip Yik Yrk
Yig 0

(1V.6.6)
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A variavel X, sera a primeira variavel basica

a atingir seu limite inferior, devendo portanto, sair da ba-

se, entrando em seu lugar a variavel nao-badsica xy

2) Se Yix < 0, Yi e Iy » a desigualdade (IV.6.3) fica-
Ta:
El - Ki :
Ay > , /i € Iy (IV.6.7)
Yik
ou _
_ X, - Ki
X = Ay 2 , /1€ Iy
Yik
B ii - Ki
X > Kk o - , /i € IB (1V.6.8)
Vik

Assim, a variavel nao-basica Xy pode crescer in

definidamente, sem que nenhuma variavel basica diminua seu va

lor até seu limite inferior. Neste caso, consideramos.

Yy = | - (IV.6.9)

Resumindo as duas condigOes, temos:

X. - 4. X, - L,
£, + min {—F—=®x 3 = L. + Ly, se y, >0

(IV.6.10)

0 e ee e e e e sea it » S€ Vi < 0
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6b. Uma variavel basica aumenta de valor até atingir seu

Da equacao (IV.6.1), temos:

X; =Xy o7 Vi Ak , Vi e IB

Suponhamos que aumentando o valor da variavel nao
basica X » uma variavel basica aumente de valor até seu li-

mite superior. Sabemos que:

Vi e I

i — i i ? B ?
logo,
X; = X; < Vig Ak < ug , Vi e IB ,
X; = Vig Ak < uy , Vi e IB ,
ou
= Vix b 2uy - ii , Vi € Iy . (IV.6.11)

Anaglisando a desigualdade (IV.6.11), verificamos

novamente, que temos que considerar dols casos:

1) Se Yig < 0, /i ¢ I, , a desigualdade (IV.6.11) fi
cara:
u, —.El
A < , Vie Iy , (IV.6.12)
Yik

ou
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Yik
_ u; - §1
X < Kk + s , /i € IB - (IV.6.13)
Yik

Assim, o valor da variavel nao-basica X3 deve-

ra pertencer ao seguinte intervalo:

u. - X.
= i i .
ﬂk <X 2 Zk + — , Vi € Ig - (IV.6.14)
Yik
Em vista disto, podemos definir:
u. - X u, - X
Y, = & *min —_ = _P__ P . 2,
ielg Vi - Ypk
Yik <0
(Iv.6.15)
A variavel Xy nao pode ultrapassar o valor Y, » sem que
alguma variavel basica se torne inviavel. Assim sendo, a

variavel X, sera a primeira variavel basica a atingir seu
limite superior, devendo portanto, sair da base, entrando em

seu lugar a variavel nao-basica Xy
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2) Se ys >0, a desigualdade (IV.6.11) ficara:
u; - §1
b 2 = ~ . Vie I, (IV.6.16)
Yik
ou
_ ui - Xi
Xk—/@kih-:«**‘"*——— ,/lEIB,
Vik
— vy - Ei ,
X > £k+ —— ,Vi € I (IV.6.17)
Yik

Verificamos que a variavel nao-biasica Xy pode
crescer indefinidamente, sem que, nenhuma variivel basica a-

tinja seu limite superior.Neste caso, consideramos:

Y, =@l (IV.6.18)

Resumindo as duas condigoes, temos:

u, =Xy , u_-X
= Sh e Y (i SHEL R S
€ip Yik Y pk
Yy = (IV.6.19)

0. . . . . . . . . ° e . . ° . . . ) se yik > O,
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6.c. A propria variavel nao-basica X, atinge seu limite

it

superior:

Finalmente, vamos supor que a proépria variavel

nao-basica x , atinja seu limite superior, isto &:

c
Ek =w
portanto,
L ¥ By T Yy
ou
T (IV.6.20)

Os casos vistos até o momento, fornecem o maior
aumento que Ak podera ter, sendo, no entanto, limitado ou

por uma variavel basica ou pela propria variavel nao-basica

Xy Desta forma, € obvio que Ay sera obtido por:
Ak = mln(yl, Yo, U - Kk) . (IV.6.21)
Dos itens 6a. e 6b., verificamos que, tanto

Y, como Y, podem assumir dois valores, portanto, podemos

também, considerar dois valores para Ak , isto ¢&:

(1) se A =@, entao o aumento Ay ndo ¢ limitado,e

pela equagao (IV.6.2):
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podemos concluir que a solugao Otima € ilimitada, pois,
Zy T Sy >0 e Ak = o
(ii) se, por outro lado, A <@y obtemos uma nova so-

lugao basica viavel, onde

e as variaveis basicas serao modificadas de acordo com a equa

X3 = X5 - Vi Ak , Vi e 1 ,

ou

>
I
™

i 5 X T Vi (e -y, Ve g

IV.7. Atualizacao do quadro do simplex quando ik > Kk

Ao obtermos uma nova solucdo basica viavel, de-
vemos sempre, atualizar o quadro do simplex que representara

esta solugao.

Faremos portanto, uma analise dos valores  que

Dy pode assumir.

(i) Se Ay = w - £ , nao realizaremos nenhuma mu

danca de base, e a variavel Xy continuarda sendo nao-basica,

s6 que agora, seu valor sera igual ao seu limite superior. Em
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outras palavras, a variavel X3 passara de um limite a outro.
Modificaremos somente a coluna correspondente ao termo inde-
pendente, para, desta forma, obtermos os novos valores da fun

cao objetivo e das variaveis basicas. Pelas equagoes (IV.6.2)

e (IV.6.1), tiramos esses novos valores, que serao obtidos
substituindo 2z por z - (zk - ck) (Xk - Kk) e X por
§i - yik(ﬁkv— 4D /i € I, , respectivamente. O novo quadro

do simplex, ficara entdo:

Quadro (Q.IV.751)

, termo
zZ X; Xj, j e IN1 Xj’ J € IN2 independente
7 - vl 0 zj - Cj | zj - Cj z—(zk—ck)(xk—Kk)
X |0 I Vi3 Vi X Y3 ()
(ii) Se A =Yy , a variavel n3o-basica X, en-

trard na base, e a variavel basica X, deixara a base, “onde
o indice r sera determinado de acordo com a equagao (IV.6.

10), isto é€:




(i1i) Se Ak': Y, , a variavel nao-basica X

entrara na base, e a variavel basica x, deixara a base,
onde o indice p €& determinado de acorde com a equagao (IV.

6.19), isto é€:

u_-X
i 1 = R P . '
ﬁk + ?2? — = + Kk » 56 Yo <0
B Yik ka
Yz_
T I S £ e 0

Em ambos casos, (ii) e (iii), o quadro do sim-
plex & atualizado pivoteando ao redor dos respectivos clemen-
tos pivo, Yk © ka . Observamos que tais elementos, po-
dem ser positivos ou negativos. A coluna correspondente ao
termo independente € atualizada separadamente do restante do

quadro, de acordo com as equagoes (IV.6.2) e (IV.6.1), isto é:
z =7z - (zk - ck)(Xk - ﬂk) )

X; = X; = Yip (ii - Kk) , Vi e I

O novo vetor basico sera determinado pela equa-
¢ao acima, exceto sua r-€sima ou p-ésima componente, que te-
rao seus valores alterados para Kk + Ak , pois, a variavel
nao-basica X, » tornou-se para esta solucdo, variavel basi-

ca.
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1V.8. Diminuicao do valor de Xy

Este caso &€ semelhante ao visto anteriormente,

isto €, ao aumento do valor da variavel n3ao-basica X, . Va

mos supor, que tenhamos Z5 - Cj <0, /je Iy »¢© que
1

aléem disso, ao menos um z5 " < <0, para j e Iy , as-
2

sim, a variavel nao-biasica X, , cujo indice k & determina-
do por (IV.5.3), diminuira seu valor de Ek = u, para um
outro valor, sendo que Ek € [&k, uk]. Em outras palavras,

devemos ter:

>
e

A

c
bt

1
=
-
>
~
1
c
bt

A =W T X | o

sendo A, > 0 , o decréscimo sofrido por X - Quando a vari
avel néo—bésica x, diminui de valor, todas as outras varia-
veis nao-basicas permanecerao fixas em seus respectivos limi-
tes, mas devido a modificac@do sofrida pela variavel X » OS
novos valores das variaveis basicas e da fungao objetivo, se-

r3ao obtidos substituindo o novo valor de Xy s X T U Ak ,

nas equagOes (IV.3.11) e (IV.3.12), respectivamente:

. = X. - .2 - oou =~ vy.o (=AY, el
X3 *3 sz ylj J ng le j ylk( k) B
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Sabemos que:

X. =X - ) y.. L. - ) vy..u, , Jiel

portanto temos:

X, =X Yk M , Vi e I (Iv.8.1)
e
7z = Z- z.-c.) L. - z.-c.)u.-(z,-¢c, ) (=A) .
L Cgmeptyn L (mepuy-(yg0 (-0
Ny N2
Como
zZ=%2- ) (z.-cHt, - ) (z.-c)u, |,
JEIN J J€IN
1 2
temos:
z = 7 + (zk - ¢y ) Ay . (IV.8.2)
Por hipotese, tinhamos que 2 = S <0,
k € IN , € que a variavel nao-basica Xy diminui de Uy
2

para U - Ak . Analisando a equacao (IV.8.2), concluimos

que podemos aumentar indefinidamente o valor de Ak , pois,
nosso objetivo € minimizar a funcao =z . Entretanto, ao
aumentarmos A, verificamos pela equagao (IV.8.1), que

as variaveis basicas também sofrerdao uma alteragdo.  Assim,
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a variavel nao-basica Xy podera diminuir até um certo va-
lor, de maneira que nenhuma variavel biasica se torne inviavel.
Desta forma, A = uy - ik , nao podera aumentar indefinida-

mente, sendo portanto, necessario limitarmos seu valor.

Apresentaremos trés maneiras de limitarmos esse

decréscimo.
8a. Uma variavel basica diminui de valor até atingir seu
limite inferior;

8b. Uma variavel basica aumenta de valor até atingir seu

limite superior;

8c. A propria variavel n3o-basica x, atinge seu limite

inferior.

Veremos cada um desses casos detalhadamente:

8a. Uma variavel basica diminui seu valor até atingir seu

limite inferior:

Da equacgao (IV.8.1), temos:

X=X ot ya By , Vi e I, -

Vamos supor, que uma variavel basica atinja  seu

limite inferior, e além disso, sabemos que:

L. < x. < u; , Vi e Iy ,

portanto:

£, <x; =X, 04 Vi ) /i € Iy >
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ou
Ei SR P Y Ay , Vi € Iy
Yik A 2 4 - El . Vie Ip
“Yik M 2% - Ki , Vi e Iy (IV.8.3)
Analisando a desigualdade (IV.8.3), verificamos

que temos que considerar dois casos:

1) Se y; <0, Viely, a desigualdade (IV.8.3) fica-

Ta
Ei - Ki
by < — ,
Yik
ou
x. - L.
uk _ SE-k _<_ 1 1 ,
ik
_ X, -2,
- Xk i - U_k + B} ,
Yik
3 X, - Ly
Xk Z U-k - _ »
Yik

/1

Vi

Vi

/i

Concluimos entao, que a variavel

devera pertencer ao seguinte intervalo:

e I, » (IV.8.4)

nao-basica Xy
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El - Ki _
wy - - 2 X < ug , Vi e IB
Vik
Em vista disto, podemos definir:
(x. - L£.) -x, - L)
A L i Sl )
1ely ik Vrk
Yig
(IV.8.5)

Assim, a variavel ndo-basica X diminui de va-
lor, mas de maneira que nenhuma variavel basica se tornme invi
avel, em outras palavras, Xy nao pode ultrapassar Yy o Des
ta forma, a variavel X, sera a primeira varidvel basica a
atingir seu limite inferior, devendo portanto, sair da base,

entrando em seu lugar, a variavel nao-basica Xy

2) Se Yik > 0, Vi e I, . a desigualdade (IV.8.3) fica

O , Vie Iy (IV.8.6)

ou

— i .
- > =+ 1 , Vi el ,
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_ X, - 4.
- X > - ouy —~%————l— , Vi e IB ,
Yik
— ii - Ki ,
T , Vi e Iy

Yik

Assim, a variavel nao-basica X, diminui de valor, sem  que

nenhuma variavel basica atinja seu limite inferior. Neste ca
so, teremos:
Y = (IV.8.7)
Resumindo as duas condigOes, temos:
-(x —Ki) -(x —Er)
u, + min ~ = + u ,se y.. <0
-~k IET _ _ k lk
B Yik Y1k
<
Y, = (1vV.8.8)
O L. » S€ Yip ? 0

8b. Uma variavel basica aumenta seu valor até atingir seu

limite superior:

Da equacao (IV.8.1), temos:

. = X. +y., A /i e I
X4 i Yik Pk ’ B
Vamos supor, que diminuindo o valor da variavel
nao-basica X, , uma variavel basica aumenta seu valor até
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atingir seu limite superior. Sabemos que:

L. < x. < u. , Vi eI ,
1 -1 - "1 B
portanto:
X; = X vysq b <ug, /i € Iy >
Yik Ak 2u =X , /i e IB . (IV.8.9)
Analisando a desigualdade (IV.8.9), verificamos

que temos dois casos a considerar:

1) Se Yik > 0, vi ¢ IB , a desigualdade (IV.8.9) fica-

ra
U - X
Ay £ ——— , Vi e Iy (IV.8.10)
Tik
ou
_ u; - Ei
L , Vi € I ,
Yik
_ ug - ii
- X 2yt , Vi e Iy ,
Yik
- Ui T il
X > - , /i e IB
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Concluimos entao, que 4 variavel nao-basica x

devera pertencer ao intervalo:
u, - Ei _
u - X e, Y >0, Vi e Iy -
Yik
Considerando:
- (u, -%.) ~(u_-%)
'Y2=uk+mi]’]_ .___];~..._.l_. = — o +uk ,
1el Y. y
B ik pk
Y10
(IV.8.11)

verificamos que a variavel nao-basica X, pode diminuir de

valor, sem no entanto, ultrapassar Yo o pois, a partir deste
valor, alguma variavel basica se tornara inviavel. Assim
sendo, a variavel x_ serd a primeira variavel basica a atin

. p -
gir seu limite superior, devendo sair da base, entrando em

seu lugar a variavel nao-basica X

2) Se Yik < 0, Vie I, , a desigualdade (IV.8.9) fica
ra
u. - il
A > _— = . Vie Iy (IV.8.12)
Yik
_ u, - il
- X > , Yi ¢ In >
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’ —_— , Vi € IB ,

1

»
.

{v

1

c
[a—"y

+

— 1 1 .
u - - 1 » 1/18:[

Yik

| A

Assim, a varidvel nao-basica x, diminui de valor, sem que
nenhuma variavel basica atinja seu limite superior. Neste ca

so, consideramos:

Y, = |, (IV.8.13)

Resumindo as duas condicoes, temos:

—(u.-% -(u_-X)

(ui Xi) —P P sy ,sey. >0
- = k ik
ka

Y, = (IV.8.14)

R R L 0

8c. A propria variavel x, atinge seu limite inferior

Finalmente, vamos supor que a propria variavel
nao-basica Xy atinge seu limite inferior, isto é&:
X, = u - A
k k 7k ’
e
= -
Xk k 3

portanto:
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k k k
ou
Ay = Wy - Kk . | (Iv.8.15)
Os casos vistos até o momento, fornecem o maior
aumento que Ay pode ter, sendo, no entanto, limitado ou
por uma varidvel basica ou pela propria variavel x, . Desta

forma, & Gbvio que Ay sera obtido por:

A = min (yq, vy, U - ) (IV.8.16)

Dos itens 8a. e 8b., verificamos que tanto v,
como v, podem assumir dois valores, portanto, podemos consi

derar também, dois valores para A, , isto €:

i se A, =® o decréscimo de x, mndo & limitado
k k

e pela equacao (IV.8.2):
z =z + (Zk - Ck) A
concluimos que a solucdo Otima € ilimitada, pois, Zy = Cp < 0.

(ii) se, por outro lado, By <@ obtemos uma nova

solucao basica viavel, onde:

e as variaveis basicas serao modificadas de acordo com a c-

quacao:
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X; =Xt Yy Ak , Y1 ¢ In
X, =X, * yikCuk Xk) , Vi € Iy
IV.9. Atualizacao do quadro do simplex quando Ek <y

Ao obtermos uma nova solugdao basica viavel, deve-
mos sempre, atualizar o quadro do simplex que representara es

sa solucao.

Se , nao realizaremos nenhuma

(1)

mundanca de base, e a variavel continuara sendo nao-basi

Xk

ca, sO0 que agora, seu valor sera igual ao seu limite infe-

rior. Em outras palavras, a variavel X passara de um limi

te a outro, isto &, do superior ao inferior. Somente a colu-

na correspondente ao termo independente sera atualizada, para

desta forma, obtermos os novos valores da funcgao objetivo e

das variaveis basicas. O novo valor da funcio objetivo sera
- _ . . — —_ + _ _ —_

obtido substituindo 7z por =z (zk ck) (uk xk), e 0s

novos valores das variaveis basicas serao obtidos substituin-

do X; por Ei * Yix (b - Ek). O quadro do simplex repre-

sentando essa solucao sera:

Quadro (Q.TV.9.1)

termo
Z X. X., jel X., jel independente
1 J J N1 J J N2 P
7 1 0 z5 - Cj Zj - Cj zZ +(Zk_ck)(uk_xk)
X 0 L Yij ST I NS N Y
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(ii) Se Ak =Yy , a variavel nao-basica X,  en-

trara na base no lugar da variavel basica X, s onde o indice

r & determinado de acordo com a equacao (IV.8.8), isto €é:

_(Ei_ﬂi) ‘(ir-ﬁr)
Uy *omin = T * U, S& Yy, < 0
~ ielyg Vik Vrk
Yl -
[ L S S S , Se ylk>0,
(iii) Se Ay =Yy , a variavel basica x, entra-

Ta na base no lugar da variavel basica Xy onde o indice p

€ determinado de acordo com a equacdo (IV.8.14), isto €:

A S
u, + ?2? : = — U, se Yy 0
B Yik Ypk
Yo T
o e e e © 86 Y <0
0 quadro do simplex, € atualizado pivoteando ao
redor dos respectivos elementos pivo Yo ©OU ypk , sendo

que, tais elementos podem ser positivos ou negativos. A colu
na correspondente ao termo independente € atualizada separada
mente do restante do quadro, de acordo com as equagoes (IV.S8.

2) e (IV.8.1), isto é:

z =7 + (zk - ck) Ay ,

N
1}
N

7+ (zk - Ck)(uk - ik) ,
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= ¥ + a '_ N
X x; Yig By , Yi e 1
.= X, +* oy, - X i
X Xy ylk(uk Xk) , i e I .
0 novo vetor basico sera determinado pela equacao
acima, com excegao da r-ésima ou p-&sima componente, que te-

rao seus valores alterados para Uy - Ak , pois, a variavel

nao-basica x; torna-se basica para esta solucao.

IV.10. Solugao inicial:

Se, inicialmente, nao tivermos nenhuma solucgao ba
sica viavel, devemos comegar o método do simplex com variave-
is limitadas, utilizando as variaveis artificiais. Além dis-

so, devemos realizar as seguintes operacoes:

1. fixar todas as variaveis originais em um dos

seus limites;

2. ajustar, de acordo com o item 1., os valores

do termo independente;

3. multiplicar as linhas, quando necessario, por

-1 , para obter x, >0 , e

4, adicionar colunas artificiais.

Devemos utilizar o método duas fases ou o big M,
para tirar as variaveis artificiais da base. Desta forma,
temos todos os ingredientes do método do simplex adaptado pa-
Ta as VariéveisAlimitadas. Na auséncia de degenerescéncia, o

procedimento descrito anteriormente, passa de uma solucao
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basica viavel para outra solugao basica viavel melhorada, sen
do que tal procedimento deve parar em um numero finito de

iteracoes.

IV.11. Passos de Algoritmo:

Passo inicial

Encontre uma solugao basica viavel inicial, poden

do utilizar variaveis artificiais, se necessario. Seja X
/i e IB , as variaveis basicas e Xj , J € IN1 e J e INZ .
as variaveis nao-basicas que assumirdo os valores dos seus
limites inferiores e superiores, respectivamente. Forme o}
seguinte quadro:
termo
7 X, Xj, j e IN1 X., j € INZ independente
z 1 0 Z. - C, Z. - C, Z
J J J
x |0 L Vi Vi3 X
onde,
z =37 - ) (z,-c)L. - )y (z,-c.)u. \
1 2
e
X, =% - ] Vi KJ - .2_ Yij Yy o /i e Ig
JelN JEIN
1 2
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Passo principal:

Passo 1

Se, para a solugao obtida no quadro acima, tiver-
mos z. - c. <0 , Vj el e z. -c.>20,Vjel , entdo,

(S T E Ny g TS5 EN
esta solugdo € a solugdo otima. Caso contrario, isto €, se
uma dessas condigoes nao for satisfeita para uma variavel
nao-basica Xp entao va para o passo 2 se k ¢ IN , € pa-
1
ra o passo 3 se k eI
Ny

Passo 2

O valor da variavel X aumenta de ﬁk para

L, + A . O valor de Ay € dado pela equagdao (IV.6.21), on-
de vy e v, sao obtidos das equagoOes (IV.6.10) e (IV.6.19),
respectivamente. Se Ak = » , pare a solugao € ilimitada. Ca
so contrario, o quadro & atualizado, como descrito anterior-

mente. Repita o passo 1 .

Passo 3

0 valor da variavel x, diminui de u para
- 0y - 0 valor de A ¢ dado pela equacao (IV.8.16), on-

de vy e v, sao obtidos das equacoes (IV.8.8) e (IV.8.14).Se

© , pare, a solugdo & ilimitada. Caso contrario, atuali

N
o
e}

quadro como descrito anteriormente. Repita o passo 1 .

Na resolucdo de um problema com variaveis limita-
das, ¢ importante durante as iteracOes do simples, distinguir

entre as variaveis ndo-basicas que assumem seus limites infe-
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riores e as que assumem seus limites superiores. Portanto,
no quadro do simplex devemos marcar as correspondentes colu-

nas por £ e u , respectivamente.

I1V.12. Exercicio resolvido:

Para que a compreensao e a assimilacao do método

possam ser feitas, daremos um exemplo completo:

minimizar 2z = -2x, - 4x., - X

sujeito a:

<
<

A da

0
1 X
Introduzindo as variaveis de folga Xy > 0 e

X¢ > 0 , obtemos:

1
~
b

1
>

minimiza 7z = =-2X
minimizar 1 2

sujeito a:

2x, + X2 + X, + X 10

o
I A
5
| A
N

Os limites das variaveis de folga, serao:
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A
a

Xy

0 < Xg

A
c

Inicialmente, as variaveis de folga sao as varia
veis basicas, assim, passemos ao calculo de seus limites su-
periores. Em primeiro lugar, devemos colocar tais variaveis

em funcao das variaveis nao-bisicas X;, X, € Xz, isto é:

1]
—
o

1
)
o]

Xy

XS = 4 — X - XZ + X

Vamos agora, designar para as variaveis nao-basi-
cas, os valores dos seus limites inferiores ou superiores,con
forme as exigéncias, pois, desta forma, obtemos os limites

superiores das variaveis basicas.

X, =u, =10 - Zﬂl -2, - £

u, = 10 - 2.0 -0 -1 =9
u, = 9 )
e
Xg = Ug = 4 - Kl - Kz * Ug
ug =4 -0 -0 +4 =8
ug = 8 1.
Assim, os intervalos das variaveis basicas X, € Xg serao:

0 < Xy < 9
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0 < Xg < 38

A solucdao basica viavel inicial, sera obtida con

siderando que as variaveis nao-basicas assumirao 0s

dos seus limites inferiores, isto é:

5
I
h?l
1
&
H
o

valores

Em funcdo disto, podemos tirar os valores das variaveis basi-

cas:
x4 = x4 = 10 - 2£1 - KZ - 23
x, = 10 - 2.0 -0 -1 =
X4 =901 ,
e
Xg = X5 = 4 - Kl - KZ + KS
ES =4 -0 ~-0+1=275
| % =5,

Assim, o vetor basico

X = (%, %) = (9,5

constitui uma solucdo b&sica viavel, pois, seus valores per-

tencem aos seus respectivos intervalos.

0 valor da funcao objetivo, neste caso, sera:
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7z = 7z = Zﬂl - 4[2 - £

- 2.0 -4.0 -1 = -1

N
[

N
Il
!
[

Iteracao 1

Desta forma, podemos construir o quadro do sim-

plex associado & solucgdo basica viavel inicial:

(Q.Iv.12.1)
. : termo
Z Xq X, X7 Xy XS independente
] e 1 0 I -1
“ Xg 0 1 <:> 1 0 ) -

Do quadro (Q.IV.12.1), tiramos:

IB = {4,5}

I.

N, = 11,2,3)
I =0 ,

N, .
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Como 25 " c. >0, /j el devemos escolher a variavel

J Nl ’
nao-basica X, . cujo indice k esta associado a:
Zg = Cp = max {zj - c./z. - Cj > 0}
J€IN
1
Zy ~ G = max {z1 - Cys Zy = Cy 5 Zg s c3}
Zi ~ G = max {2,4,1} = 4 ,

portanto:

zk - Ck = Z2 - CZ = 4

5 entrara na base. Como ZEIN

Zy = Cy, =4 >0, o valor da variavel x

seu limite inferior, isto é:

logo, a varidvel nao-basica x
1

e € igual ao

2

portanto, para X, sSe tornar uma variavel basica, devera au-

mentar de valor, isto é:
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Az = mlnA(yl, Yoo Uy - KZ)
Az = mln (Y17 Yza 6 = O)

Ay = min (yq, v,, 6)

Os valores de Yy e Y, serao obtidos de acordo
com as equacgoes (IV.6.10) e (IV.6.19), respectivamente. Em

outras palavras, do quadro (Q.IV.12.1), temos:

T T
YZ = (Y423 ySz) = (1,1)

Como Yag = 1 >0 e Yeo = 1 >0 , calculamos Y1 €Y, da
seguinte maneira:
El—ﬂi
v, = min (——F— b + ﬁz , dely = {4,5}
Vi2
x,-L XL
Y, = min 4 4 , > 5 + £
— 2
Y42 Y52

y, = min { -0, 370 } = min {9,5} =5 |

1 1
portanto:
xX. - 2
5 5
Yl = = 5 - Yl = §
V52
Assim, y; =5 , isto significa que a variavel
nao-basica Xy entrara na base, aumentando seu valoT de

X, = Kz = 0 para X, = Kz * A, =0+ 5 =5, sem que nenhu-
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ma variavel basica se torne inviavel, isto &, sem que nenhuma
variavel basica assuma um valor menor que seu limite inferior.

Como

temos que, a variavel X¢ serd a primeira variavel basica a

atingir seu limite inferior, devendo portanto, sair da base.

Da equacao (IV.6.19), temos que:

‘Yz = Co Py

pois, yg, =1 >0 . Assim, y, =« | significa que o  valor
de AZ pode aumentar indefinidamente, sem que nenhuma varia-

vel basica ultrapasse seu limite superior.

Desta forma, temos:

A, = min (y;, v,, 6)

Ay =min (5, » , 6) =5

Resumindo, temos que a variavel basica x; saira
da base, isto &, assumira o valor do seu limite inferior, §5=
=Ll; =0 ,¢ca variavel nao-basica X, entrara na base em

seu lugar, cujo valor passara de 22 = ﬂz = 0 para iz = Lyt

Podemos agora, calcular os novos valores basicos

através da seguinte equacao:
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X, =% - v;, b, ,  /ie Iy =14,5)

X; =X - Vi, (xz—ﬁz), /i e Iy = {4,5}
portanto:

X4 X4 )

A D U (x; = &)

X5 Xg Y52

'§41 [9] 1 9 5 4

= - 5 = - =

= 5 1 5 5 0

L5 |

X4 4 ~ T

X5 ] 0]

Pelo resultado acima, verificamos realmente que a

variavel x; sai da base, pois, atingiu seu limite inferior,

isto &, §5 =L, =0 . A variavel X, entrara em seu lugar,

sendo que, seu valor passara de seu limite inferior, EZ = £2=

= 0 , para um outro valor, X, =&, *+ Ay =0+ 5 =5 . Assim,

0 novo vetor basico, sera:

— T
X

_ T
4° - (455)

(X, X,)

0 valor da funcdo objetivo atualizado, sera:

Zz =-1-(4) 5
7z = -1 =20 = -21 > 7 = =21
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Portanto, a coluna correspondente ao termo indepen

dente € atualizada separadamente do restante do quadro, e )
dada por:
(-21, 4, S)T
Para atualizarmos o quadro (Q.IV.12.1), devemos

realizar o pivoteamento ao redor do elemento Yeo = 1, e ob-

ter o seguinte quadro:

(Q.IV.12.2)

2
z Xy X2 X2 | X X5
Z 1 -2 0 5 0 -4
xg | O 1 0 2 1 -1
xy| 0 1 1 -1 0 1

Acrescentando ao quadro (Q.IV.12.2), a coluna cor

respondente ao termo independente, obtemos:

(Q.IV.12.3)
K termo
vA Xy X, Xg Xy 5 independente
z 1 ] -2 0 51 0 4 -4 7 -21
X4 0 1 0 2 1 -1 4
“ x, 0 1 1 &) 0 1 5
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Iteracao 2

Do quadro (Q.IV.12.3), temos:

IB = {4,2}
I = {1,3,5}
Ny
I = W »
N;
pois, todas variaveis ndo-basicas X{ , Xz € Xg , assumem

seus limites inferiores. Além disso, do quadro acima, temos:

- = - 1 e Iy ,
zq cq 2 <0 ) € Nl
- = 5 > O
ZZ) C3 N 3 e INl )
- = -4 <0 , 5 ¢ 1y .
Zg Ce 4 Nl

Portanto,

71, - = max {z. - ¢c./z. - c. >0}
k = x i %57

Zy = Cp = max '{23 - CS} = max {5} =5

Zx

assim, a variavel n3o-basica X4 entrara na base, sendo que,
seu valor passara de x, = 23 = 1 para um outro valor, isto

e:
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sendo que A, sera dado por:

min

min

(vys vqs 3).

(Yla YZ? U.3 - '63)

Do quadro (Q.IV.12.3), temos:

T

Como =2 >0 , o valor de

Y43

Para Yz

variavel basica x, passara de

X, = 4L

aumentar de 3

quando Xy

Como -1 <0

Yoz °

Y, = min /¢

= min

>0 e Yy = 2

3

) —1)T
Y, sera:
, ie IB = {4,2}
Y43 2

, temos que o valor

x, = 4 para §4 =L, =

4 4
=1 para X; = 1+ A3
, temos:
, ie IB = {4,2}
_ M T % 6-5
y23 "("1)

da
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Assim, para Yoz = -1 <0 e v,

o valor da variavel basica X, passara de

X, = u, = 6 , quando a variavel Xz
Podemos agora, calcular A3 ,
A3 = min (2,1,3) =1 ,
portanto,
Ag = vy =1

Assim, a variavel nao-basica x

3

Xz = KS =1 para X, = 23 + AS =1+ 1 =2

O vetor basico ficara:

Xl = Xi yi3 A3 , 1 € IB =
’_——"‘ -~
Xy %, V43
= - 1
X X y
~x2_J ~XZ 23
i r
x4 4 2 4
= - 1: o+
—le _5 ~1 5

X

1

2 =2

aumentar de valor.

isto €:

aumentara

{4,2}

, temos

que

para

de

Como a variavel x, assumiu seu limite superior,
EZ = u, = 6 , tornou-se portanto, nao-basica e devera sair
da base, entrando em seu lugar, a variavel 7 cujo valor
passou de X, = £z =1 para Xy =Ly + A, =1+1=2 As -

3

sim, o novo vetor basico sera:

3 3
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= = T

T

= (2, 2)

O novo valor da fungao objetivo, sera:

N
fl
N

- (23 - cg) Ay

z = 21 - (5).1 = -21 -5 = -26 - z = 26

assim, a coluna correspondente ao termo independente sera:

(-26, 2, 2)"

E importante frizarmos que tal coluna foi atuali-
zada separadamente do quadro (Q.IV.12.3). O restante do qua-
dro sera atualizado pivoteando ao redor do elemento Yoz = -1,

obtendo o seguinte quadro:

(Q.IV.12.4)

¥ u L

VA Xq X, X4 X, X

yA 1 3 5 0 0 1
Xy 0 3 2 0 1 1
Xz 0 -1 -1 1 0 -1

Acrescentando ao quadro (Q.IV.12.4), a coluna a-

tualizada do termo independente, temos:
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(Q.IV.12.5)

¥
£ u £
~ termo
z X; X, Xy X, Xc independente
z 1 3 5 0 0 1 -26
x| 0| 3] 2 0] 1 1 2
Xz 0 1 -1 1 0 -1 2

Iteracao SJ

Do quadro (Q.IV.12.5), obtemos:

I, = {4,3)
I. = {1,5}
Ny
I = {2} ,
Ny

além disso,

z, - c¢c, =3 >0 , 1¢l

1 1 N1 K

Zg = Cg = 1 >0 , 5 ¢ IN1 ,
e

zg ~ Cy 5 >0 , 2 ¢ IN2

Como z. - c. >0, jel , obtemos a segunda
J J - N2

condicao de otimalidade. No entanto, como zj - Cj >0,
Vi € Iy, temos que:

1
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z, - C, = Mmax {z. - c./z. - c. >0}
ok a3
1
2y - € = max {z1 - Cy5 Zg - CS} = max{3,1} = 3
Zp T ck = z1 - Cl = 3

Assim, a variavel nao-basica x,, cujo valor & igual ao seu

13
limite inferior, El = Kl = 0 , entrara na base,  sofrendo
portanto, um aumento, isto &:
Xy > Kl
X, = Kl + Al =0 + Al = Al
Xy = Al ,

onde Aq sera determinado por:

Al = min (Yls Yz, ul - ﬂl)

Ay = min (yq, vy, 4)

Do quadro (Q.IV.12.5), temos:

_ T _ T
Yl - (Y41, Ygl) - (3: _1)

y, = min ¢————— , 1e Iy ={4,3}

Yl = min ——— = S—— = - =
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Y, = 2/3
Assim, para Ya1 = 3>0 e Y, = 2/3 , a variavel basica Xy
assumira seu limite inferior e saira da base, quando A, au-
mentar até 2/3.

Agora, como Yyz;= -1 <0 , v, sera:
U. =X u,-X U,~X
'Yz = mn .——_.:L__L_ =__:m_i£ 3 3 = ,3 ,,3=4_2 =
iel=14,3} “¥i1 Y31 Yz 1

Yy = 2

Para Y31 = -1 <0 e Y, = 2 , temos que, quando Al, aumen

tar até 2, a variavel basica Xq assumird seu limite superi-

or, ¢ saira da base.

B
|

= min (2/3, 2, 4) = 2/3

by = vy =23,

assim, a variavel x entrard na base no lugar de Xy 0

1

vetor termo independente sera:

X X y 2 3 2 2 0
4' = 4 - 41 Al = _ 2/3 = _ —

[324’ §3JT = [0, S/SJT

Como a variavel X, deixa a base, entrando em seu lugar a
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variavel Xl , obtemos o vetor basico atualizado, isto &:

¥ §3]T = [2/3, 8/3]"

0 novo valor da funcgao objetivo, sera:

1) By

N]
I}

- 26 - (zl - C

N
1}

- 26 - (3)2/3 = -28

zZ

28

Desta forma, o vetor termo independente atualizado, sera:

(-28, 2/3, 8/3)71

Para atualizarmos o restante do quadro (Q.IV.12,

5), devemos efetuar um pilvoteamento ao redor do elemento

Y41

(Q.1V.12.6)

= 3 , obtendo assim, o seguinte quadro:

u £ £

z Xy X, X4 X, X¢

yA 1 0 3 07 -1 0
X1 0 1 2/3 0 1/3 1/3
Xz 0 0 -1/3 1 1/3 -2/3

Acrescentando o vetor termo independente atuali-

zado, no quadro (Q.IV.12.6), temos:
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(Q.IV.12.7)

[ u £ £ termo

Z Xy X, Xz X, X independente
z 1 0 é 0 -1 0 -28
Xq 0 1 2/3 0 1/3 1/3 2/3
Xq 0 0| -1/3 1| 1/3 | -2/3 8/3

Do quadro (Q.IV.12.7), temos:

IB = {1,3}

I, = {4,5}

Ny

Iy = {2r

N, .
além disso,

24 = Cy T -1 <0 , 4 ¢ INl ,

ZS - CS = 0 s 5 € INl s
e

Zy = Cy T 3 >0 , 2 € IN2

Como as condicOes de otimalidade sao satisfeitas,

isto é:

z. - c, <0 , Yj el = {4,5}
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temos que a solucao:

T

*_ T _
X" = (Xl, Xy, Xgs Xy, xs) = (2/3, 6, 8/3, 0, 0)

¢ a solucdo 6tima, sendo que o valor objetivo Otimo & z* = 28.

Do quadro (Q.IV.12.7), verificamos também, que es

ta solugdo Otima nado & Unica, pois, zg - ¢ =0

IV.13. Algoritmo de Decomposigao:

Vamos apresentar agora, a resolucao do problema
com variaveis limitadas através do método de decomposigao  de

Dantzig e Wolfe.

Consideremos entao, o seguinte problema de pro-

gramagcdao linear com variaveis limitadas:

minimizar z = CX (IVv.13.1)
sujeito a: Ax = Db (IV.13.2)
L <x<u (IV.13.3)

onde ¢ €& um vetor linha com n componentes; x um vetor colu
na com n componentes; £ um vetor coluna com n componentes; u
um vetor coluna com n componentes; b um vetor coluna com m

componentes, e além disso, u > £

A matriz A € uma matriz com m linhas e n co
lunas, cujas colunas sao representadas pelos vetores ajeﬁp ,

j=1,...,n , sendo que a caracteristica de A & m , isto &,
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p(A) = m .

Seja o seguinte conjunto:
X = {x/x ¢ ® ; £ <x <u;ou> 4L}

Desta forma, o problema (IV.13.1) - (IV.13.3) ficara:

minimizar z = cx (IV.13.4)
sujeito a: Ax = Db (IV.13.5)
x e X - (IV.13.6)

O conjunto X & um conjunto poliédrico, repre-
sentando as restrigdes de estruturas especiais, além disso, &
um conjunto limitado, logo, sera um conjunto poliédrico limi-
tado, portanto, qualquer ponto de X pode ser representado
por uma combinag@o convexa do numero finito dos seus pontos

extremos, isto &:

/x e X + x = 3y x) A, (IV.13.7)
=1
% A, =1 (Iv.13.8)
j=1
Aj >0, j=1,...,p , (IV.13.9)
onde os x) s3o 0s pontos extremos de X , e p = 2™ , sendo

n o numero das variaveis.

Substituindo as expressoes (IV.13.7) - (IV.13.9)

no problema (IV.13.4) - (IV.13.6), temos:
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D .
minimizar v = ) (cxI) A, (IV.13.10)
I i=1 !
sujeito a:
E (Ax7) A. = b (IV.13.11)
j=1
ﬁ As =1 (IV.13.12)
ji=1

(IV.13.13)

Como o nimero de pontos extremos de X & geral-
mente, muito grande, nao nos interessa resolver o problema
acima, enumerando cada um desses pontos. Assim, vamos resol-
ver tal problema por um método alternativo. Do problema
(IV.13.10) - (IV.13.13), observamos que caimos num problema
igual ao descrito no capitulo II, assim, a sua solugao sera
feita através do método de decomposigao de Dantzig e Wolfe.

O problema auxiliar para esta caso, sera:

maximizar  {qx} (IV.13.14)

Y

sujeito x e X (IV.13.15)

onde q = (ql,...,qnj € um vetor linha dado.

Como o conjunto X & um conjunto poliédrico 1i-

mitado, a solugdo Otima do problema (IV.13.14) - (IV.13.15)

2

sera um dos pontos extremos de X . Assim, se qj >0, a
variavel X assumira o seu limite superior, isto €, X5 = Uy
Entretanto, se qj < 0 , a variavel Xj assumira o seu limi-

te inferior, isto e , Xj = ﬂj . Em outras palavras:
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L. , se q- < 0

Observamos que neste caso, as variaveis poderao assumir somen

te um dos seus limites, superior ou inferior.

Vamos supor que X seja a solugdo Otima do pro-
blema auxiliar, sendo que Zy Ek o valor correspondente da

funcac objetivo. Assim:
(1) se zy - Ek = 0 , entdo a solucdo basica viavel Ak

& a solucao otima do problema (IV.13.10)-(IV.13.13).

Zk - Ck > 0

variavel Ak devera entrar na base.

(ii) «caso contrario, isto €, se , entao a

A coluna correspondente a matriz A, [Ai,l]T \

deve ser atualizada, isto &, devemos premultiplica-la pela
. -1 -
inversa B , Ou seja:
L
Y = B
K 1

O vetor coluna gerado Ak , dado por:
k " T
A - (Zk Ck » Yk) »
devera ser adicionado ao Ultimo quadro Otimo. A variavel
Ag deixara a base, ¢ apds realizarmos o pivoteamento ao Te-
T

dor do elemento pivo Yok repetiremos o procedimento.
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IV.14. Exercicio resolvido:

Para que a compreensao e a assimilagio do método

possam ser feitas, daremos um exemplo completo.

Consideremos o seguinte problema de programacao

linear com variaveis limitadas:

maximizar 2z = 3x1 + sz
sujeito a:
3X1 + sz < 18
0 i-xl < 4
0 < Xy < 6

Graficamente, temos:

X9

T» /\7‘-*6)% (4,6)"
\ (0,6)TW ¥x,<6

4,207 Fig. (1v.14.1)
//~»3X1+2x2=18

4 2\ ¥ i,
(0,0)" “,0" - x
xq <4

Seja o conjunto:

X = {x/x ¢ ® ; 00 <x; <45 0 <x, < 6}

1

A representagao grafica deste conjunto, sera:
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X2
l?—-o -
Yo,0] \ (4,67
X Fig. (IV.14.2)
t A
0,0 = @0 Xq

Como o conjunto X & um conjunto poliédrico limi
tado, logo,qualquer ponto de X pode ser escrito como uma com

binac@o convexa de seus pontos extremos, isto €:

/x e X -+ x = E xJ .

=1
) A. =1
j=1
A >0, j=1,...,p
J — ’
onde xJ s@o os pontos extremos de X e p = 2™ = 4, sendo

n o nimero de variaveis do problema inicial.
Substituindo a expressao de x , dada acima, no

problema inicial, obtemos:

maximizar v = ﬁ [(3 S)XJ]Aj
j=1

sujeito a:

~4g
[
~
(O
[Ne}
~—
™
—
L
>
A

< 18



Introduzindo a variavel de folga
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s >0 , e ava

riavel artificial X, , ao problema acima, teremos:

maximizar v = E [(3 5)
j=1

sujeito a:

J:

j=1
. >0,
kJ > J
s > 0 ,
Aa >0
Resolveremos
duas fases:
1? Fase:
minimizar & = Aa

sujeito a:

>
v
o

Do problema acima, tiramos:

Ep = (g ¢ )
a

J
AL
vedl j

§ [(3 Z)ijl. + s

18

este problema, aplicando o método

E [(3 Z)Xj]A. + s
31 !

>
v
o
e
]
H
b

= (0,1)

18
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1 1 0
B=B" = = (e, e, )
0 1 ST g
-1 _1 0 ,
gg BT = (0,1) = (0, 1)
0 1
- -1 18
E =ty B b= (0,1) { J =1
B=31b=b=(18 1T
-1 1
g = &g B T e, = (0, D(p) =0
Ex T %3 B ey =0, 1Y =1
a a ? 1
Podemos assim, construir o seguinte problema:
£ 1 | o 1 ][ 1]
s 0 T 1 0| [18 ] (Q.IV.14.1)
A 0 L 0 1] {_1 J
a

auxiliar.

maximizar

Passemos agora, a resolucao do seguinte problema

sujeito a:



335

(3 2)x’
maximizar E. - c. = (0,1) - (0 O)XJ
—_— J J 1
sujeito a:

x e X,

ou ainda,

(3,2) (1

~ XZ Xl

maximizar E. - c. = (0, 1) - (0 0)
RN ! ! 1 X2

sujeito a:

1=
0 < x, <6
maximizar 1, Vj
sujeito a:
0 < x, < 4
RS T
0 < X, < 6

Observamos que qualquer x €& solugao do problema

acima, portanto, tomemos a seguinte:

2= 0, 0T

Como §&. - Ej =1 >0 , geraremos o vetor coluna

1 - - - - -
A associado a variavel que entrara na base kl

T
R (TN S e SR A R

onde
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logo,
Al = (1,0, T > (Q.IV.14.1)
Introduzindo o vetor Xl no quadro (Q.IV.14.1),
teremos:
ﬂﬂ
& 1 0 1 1
s |0 | 1] o | 18 0 (Q.IV.14.2)

“ A, |0 0 1 1 @

Ap6s o pivoteamento e omitindo a Gltima coluna,ob

temos o seguinte quadro:

s 0 1 0 18 (Q.1V.14.3)




337

Iteracao 1

Do quadro (Q.IV.14.3), tiramos:

(uy,u,) = (0,0)

1 0
0 1

Uma vez que a variavel Ay saiu da base, o qua-
dro (Q.IV.14.3) nos fornece o quadro inicial, assim sendo,pas

saremos a resolver o seguinte problema auxiliar:

(3 Z)XJ .
minimizar z, - ¢c. = (u,,u) - (3 5)x’
———== %j  7j 1’0 1
sujeito a:

X g X
3X1 + ZXZ

minimizar z. - ¢c. = (0,0 - (3x, * 5x,)
minimizar — z; - ¢ = (0,0) 1 (33 * 5%

sujeito a:

=M=

0 <x, < 6
minimizar zj - Cj =—3x1 - 59X,
sujeito a:

0 < x4 2 4

0 2% 28

ou



338

N R
portanto,
2, = Cy = —3x1 - sz = -3,4 -5.6 = -12 - 30
2, = €y = -42
Como z, - Ez < 0 , devemos gerar o vetor
AZ , associado a variavel A, , que entrara na base:
T
2 _ ~ -1 ~2 T
Ae = [ZZ - ¢, , B [AX ,1]_}
onde
~2 4
AR (3 2) (¢) 12 + 12 24
1 1 1 1
. ~2 T
Atualizando [AX", 1] , obtemos:
=l | AXT| - g Ax _ 24 ,
1 1 1
logo,
2 T
A2 = (-42, 24, 1) > (Q.1V.14.3)

2 - - - el -
0 vetor coluna A sera introduzido na ultima co

luna do quadro (Q.IV.14.3), isto é&:

-42

coluna
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2
Xy
v |1 ol o | o | -42
«s |0 1 o | 18 (Q.IV.14.4)
R 1

- . . 2
Apd0s o pivoteamento e retirando a coluna de A

obtemos o seguinte quadro:

v 1 42/24 0 756/24
Ay 0 1/24 0 18/24 (Q.1V.14.5)
A1 0 -1/24 1 6/24

Iteracao 2

Do quadro (Q.IV.14.5), tiramos:

(uy,u ) = (42/24, 0)

v = 756/24
1/24 0
g7l -
-1/24 1

Passemos entao, a resolucdo do seguinte problema
auxiliar:
ij} .
. . . - ~ = _ J
minimizar Zj Cj (ul,uo) 1 cX

sujeito a:
X € X =
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3X1 +

ZXZ
= (42/24, 0) 1 ] - (3x1 + sz)

por:

minimizar Zj -
sujeito a:
0 < X 2 4
0 < X, < 6
minimizar Zj - cj = 42/24 (3x1 * sz) - 3X1 - 5x
sujeito a:
0 < x, <4
S X =
0 < X, < 6
minimizar 2. - &, =24y 30 4
minimizar -z, 3 270 %1 T T2 %2
sujeito a:
0 < x, < 4
X =
0 cxp 06
A solugdo Otima do problema auxiliar, sera:
X, = 0 e X, 6
ou
% = (0, 6)"
Desta forma, teremos:
I S U - =36 6 = ——216 __
23 = ©3 24 28 *2 24 214
Zg = Cg = -9 <0
Como 1z, - 53 < 0 , geraremos o vetor

XS

dado
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T
3 ~ . -1 ~3 T
AT = [és—cg ; B [AX , 1] ]
onde
(3 2)( ) 12
1
e
1/24 0 12 12/24
-1/24 1 1 12/24
portanto:
3 , T -
AT o= (-9, 12/24, 12/24) - (Q.1V.14.5)
Introduzindo o vetor AS na ultima coluna do

quadro (Q.IV.14.5), obtemos o seguinte quadro:

3

27y
v 1 42/24 0 756/24 ~216/24
A, 0 1/24 | 0 18/24 12/24
cap | 0| 1724 | 1 6/24
(Q.1V.14.6)
Apds o pivoteamento, obtemos o quadro (Q.IV.14.7),
isto é:
v 1 1 18 36
A2 0 1/12 | -1 1/2 (Q.IV.14.7)

Az 0 -1/12 1 | 1/2
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Iteracao 3

Do quadro (Q.IV.14.7), tiramos:

(ul,uo) = (1, 18)

1 [1/12 —1}
B =
-1/12 1

Passemos agora, a resolver o seguinte problema au

xiliar:
~ 3X1 + sz
minimizar z. - ¢c. = (1, 18) - (3x, + 5x,)
sujeito a:
0 < x, <4
S
0 < x5 <6
minimizar z. - ¢. = 18 - 3x, + 0x
—— J J 2 1
sujeito a:
0 < x, < 4
S X0 2
0 < x, < 6

A solugdo 6tima do problema auxiliar, sera:

Xl =0 e XZ =6
= 0, 6F

Assim,
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Como z, - 64 =0 , o quadro (Q.IV.14.7) &€ otimo,

assim, a solucadao Otima em termos das variaveis primais Aj ,

sao obtidas deste quadro, isto &:

T
* = * * *
A (A3, A5, %)

A* = (0, 1/2, 1/2)7T

onde a variavel A = 1/2 €& associada a solugdo X2 = (4,6)T,

-~

e a variavel A = 1/2 € associada a solugao x~ = (0,6)T ,
dando z* = 36.

A solucdo otima do problema original, sera obtida

- . ~ ~2 ~3
atravées da combinacao convexa dos pontos extremos X e X,

isto €:
¥ = A% o2 * ~3
X AZ + ks
e
*
Az + XS =1
ou B xi 4 0
-1 + L
2 2
XE 6 6
B xi 2 0 2
= + =
B X*Z 3 3 6

Assim, a solucdao Otima do problema original sera

5 =6 , dando z* = 36.
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IV.15. Propriedade importante do algoritmo de decomposigao

Consideremos o seguinte problema de  programacao

linear com variaveis limitadas.

minimizar z = cXx (IV.15.1)

sujeito a: Ax = b (IV.15.2)
£ <x <u, (IV.15.3)

onde CT , X, £, u e H? ; b e ity ;s u>4f£ e A uma matriz com

m linhas e n colunas.

Seja o conjunto:
X = {x/x ¢ r’ ; L < x<uj;ou> L}

Quando X # ¢ for compacto, entao o problema (IV.

15.1) - (IV.15.3) tera sempre uma solucao finita.

Consideremos o problema auxiliar:

minimizar {uo + (uA - O)x }

sujeito a: (IV.15.4)
X g X

Vamos supor que o valor da fungao objetivo no oOti-

-~

mo de (IV.15.4), seja 2 7 S assim teremos:

2 = S T mln{uo + (ulA - c)x}
Z) = S 2 Y + (ulA - Cc)x.
Zr © S < u + uq Ax - cx |

como
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temos :
cx <uj, *tu b - (zk - Ek)
cx < ulb tu, - (zk - ck)
ex < (up,u) (D) -z - &)
— 1’0" "1 k k
-1.b .
cx < cg B () - (2 - C)
¢, ST - (z - &P . (IV.15.5)
Da expressao (IV.15.5) temos que o valor 7z &

tirado do quadro Otimo e Zy " Ek € calculado. Assim sendo
(IV.15.5) nos fornecera um limite superior para o problema 1i-
near que queremos resolver. Esse limite pode ser calculado a
cada iteracao (resolugao do problema auxiliar) quando utiliza

mos o algoritmo de decomposigao.

Graficamente podemos esquematizar o calculo des-

sa cota superior em cada iteragao:
z A

* cotas superiores

o valor de zero em cada

iteracao

—
X .l

a2 3 4 5 6 iteragoes
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A - N . a .
Caso quisessemos interromper o algoritmo na 57 i-
teracao, poderiamos,grac¢as ao conhecimento de AZ , ter uma

idéia da distancia em que nos encontrariamos do Gtimo.

Do exemplo da secao IV.14, temos:

= _ -1

assim, o limite superior, sera:

cx < 0 - (-42) 42 - cx < 42 ,

portanto,
z = 42 e zZ =0
Sup
(2) 25 - €, = -216/24
7= cy BB = 756/24 = 31,5 o |7 = 31,5
756 -2164 _ _
zSup > X < oy - (—71— = 40,5 > Zsup 40,5
(3) 2, - ¢, =18 - 18 =0
7z = 36 - z = 36
Z » ¢cx < 36 - 0 = 36 - z = 36
sup - sup

Graficamente, temos:
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Z h | |
|
' l
z =42 ' |
L Su |
=L |
e | :
Te-ayZ =40,5 |
~~UP |
[ T~ i
| \\\\ I
: RN rzsup=36
e
Z*=36 | ’/,/ |
l //’/ | 2236
I/,/”/ |
L |
7 1z=31,5 |
7
-7 [ !
e
7 ! I
// I i
/// l l
= ' ' -
z=0 iteracoes
IV.16. Comparacao entre os dois métodos
Teceremos a seguir, alguns comentarios sobre 0S

dois métodos apresentados neste capitulo:

(1) O método do simplex adaptado para as variaveis limi-
tadas, passa de vértice em vértice do conjunto de solucoes
viaveis, ao passo que o de decomposicao,pode trabalhar pelo

interior desse conjunto de solugoes viaveis.

Do exemplo da secao anterior, tinhamos:

AS = 1/2 associado a 2% = (4,6)T

A% = 1/2 associado a 33 = (0,6)T
e

z* = 36 .

A solucao o6tima do problema original sera entdo:
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>
o

1l
~
[N
(@)}
—

[

dando:

Graficamente teremos:

X
2
A
A
\\\\ x*=(2,6)"
T
(0,6)0 <. ?(4’6)
I
! A
! 2
' T

Fig. (IV.15.1)

/
)\1\/
/
d >

(0,0" (4,0)"

(ii) 0 método de decomposigao necessita para cada itera
cao todos os elementos da matriz A , pois,temos que gerar a
. . ' CqT
coluna que entrara na base , que sera ou da forma [ij,lj
j AT . . .
ou [Ad”,0]" . E importante que a matriz A seja estocada
em linhas e mao em colunas, como no caso do simplex adaptado
a varidveis limitadas, em meméria auxiliar quando se  quiser

possuir um codigo computacional eficiente.
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(iii) No método adaptado, quando se necessita reinver-
ter a matriz basica, temos necessidade de realizar a opera-
cao Bl N , que também € muito trabalhosa nos problemas de

médio e grande porte, pois sabemos que:

onde,

O caso mais desfavoravel é quando tivermos todos

os u. #0 , j eI, , pois teremos que buscar todas as colunas

j N
de N em memoria auxiliar.

(iv) Como ja foi sublinhado em (ii), logo acima, o arma
zenamento em memdoria auxiliar de A deve ser feito para o
algoritmo do simplex adaptado em colunas,e para o algoritmo de

decomposicao em linhas.

(v) A solucao dos problemas auxiliares quando uj e

N forem inteiros, sera inteira nao acarretando er

ros de arredondamento.

£. , j e 1
3 J

(vi) 0 simplex sob forma revisada, no algoritmo adapta
do, tem uma matriz inversa de ordem m, e no algoritmo de de-

composicao, m+l .

(vii) No caso de X ser compacto podemos ter uma cota
superior do maximo de =z , calculada a cada iteragao do sim-

plex,no método de decomposicao. Algo importante quando o



350

problema for de grande porte, pois poderiamos parar o proces-
samento quando Z e a menor cota de <z ,obtida ate aquela
iteracao, diferirem abaixo de uma certa tolerancia. Em alguns

casos executamos inlUmeras iteragOes para aumentar muito pouco

o valor de %z ,e em termos praticos,ja poderiamos parar 0
processamento se conhecéssemos uma cota superior (boa) para
z , algo sd possivel com o algoritmo de decomposicgdo, quando

X for um compacto em ®,

IV.17. Experiencia Computacional

Consideremos a experiéncia computacional descrita

. Foi desenvolvido neste trabalho, um programa linear

em |10
para o algoritmo de decomposigao em linguagem FORTRAN. O de-
sempenho deste algoritmo serd comparado com o algoritmo clas-
sico, utilizando o MPS-TEMPO da Burroughs. Foram comparados

tempos e numero de iteracoes de cada algoritmo, para resolve-
rem a mesma lista de problemas gerados aleatoriamente. Esses

testes foram realizado no Burroughs 6700 do NCE da UFRJ.

A Tabela (IV.17.1) nos fornece alguns dados. Nos
nove exemplos rodados, constando desta tabela, devemos escla-

recer alguns pontos:

(1) O tempo de CPU (unidade aritmética de processamento)
¢ maior para o algoritmo de decomposigao do que para o algo-
ritmo classico, quaﬁdo se aumenta o tamanho do exemplo. Deve
mos acrescentar que o MPS-TEMPO € um programa otimizado, com
mais de cinco anos de implantacao e inovacles, além de sua

programacao ter sido feita para rodar somente no Burroughs ,u-
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Algoritmo de Decomposicao Algoritmo classico - MPS-TEMPO
exemplo m n

tempo de tempo de . ~ vértices tempo de tempo de - ~ iteragoes
CPU(seg.) E/S(seg.) 1teragoes gerados CPU(seg.) E/S(seg.) 1teracoes especiails

1 3 .7 8,279 7,582 8 8 14,328 12,215 8 3

2 5 .10 9,378 8,213 13 11 15,127 12,723 17 7

3 10 31 7,714 6,812 9 7 13,423 12,520 16 6

4 50 100 206,702 135,900 193 101 100,839 158,776 142 33

5 40 80 118,812 88,757 - 144 86 72,357 103,775 118 34

6 40 70 109,480 74,530 146 - .83 61,356 .. .. 91,628 99 21

7 60 85 245,689 136,382 182 - 102 116,511 169,059 120 30

8 70 120 408,354 . 225,610... . 185 ... .. S99 110,294 . 284,009 159 39

9 20 30 28,88 19,054 . 126 Lo 64 ... 28,787.. .. 27,131 65 26

TABELA (IV.17.1)
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tilizando todas suas vantagens especificas. Acreditamos que
se o algoritmo de decomposicao fosse assim programado, seu

desempenho no que se refere ao tempo de CPU seria bem melhor.

(ii) Caso comparassemos o numero de iteracles dos dois
métodos sem nenhuma analise rigorosa, poderia nos parecer
que o algoritmo classico, apresenta vantagem quando aumenta-
mos o porte do exemplo, porém € importante motar que o nimero
de vértices gerados em cada exemplo pelo algoritmo de decompo
sicdo foi sempre menor que o nimero de iteragao do MPS-TEMPO.
No MPS-TEMPO ha também iteragbes especiais, nas quais se rea-
lizam algumas técnicas de otimizacdo local, nao sendo apenas
um simples pivoteamento. Os vértices do algoritmo de decompo
sicao sao gerados pelos sub-problemas do tipo (I.7.1). Tome-
mos o exemplo 5 da tabela (IV.17.1), onde o nimero de itera
coes € 144, o nimero de vértices gerados, 86, e as iteragoOes
nao ligadas aos problemas de geracao de vértices sao realiza-
das automaticamente no quadro do simplex sob forma revisada,
pois,estdao relacionadas com a entrada de variaveis de folga

na base.

Devemos notar que o programa por nds desenvolvi-
do, nao foi otimizado e nenhuma técnica especifica de espar-

sidade e pivoteamento fol aplicada.



CAPTTULO V

TECNICA GUB - VARIAVEIS GENERALIZADAS

V.1l. Introducgao:

Veremos neste capitulo, através de uma variacgdo do
método revisado do simplex, como resolver problemas lineares
com (m+p) equagoes, sendo que, p destas tém a propriedade de

que cada variavel possui ao menos um coeficiente diferente de

ZeTO0.
Consideremos o seguinte problema de programagao
linear:
minimizar X,
sujeito a; n n0+1 n, , np_i+1 np
m ax+,....ta X +a X gte..ta X F.L.ota X T.ooota X
linhas ° ) %o 1 n np—1+1 P
(V.1.1)
ToovessatX =1
D Xno Ny
A ¢ =1
- nprL Ty
linhas (v.1.2)
X LI X =
n_ .+l °° n
p-1 p
x. >0, ¢
i 7o
j

onde as colunas a e o vetor termo independente b , tem am

bos m componentes.

Qualquer problema linear pode ser colocado nesta
forma, dividindo cada equacao pelo valor de b e escalonando

as variaveis. Além disso, tanto os coeficientes diferentes
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de zero, como também o valor de b , s@o ambos positivos.

Apresentaremos o procedimento descrito por Dantzig

e Slyke em |°|, que nada mais € que uma especializacdo do méto

do do simplex. Este procedimento, resolve os problemas com
estruturas semelhantes a (V.1.1) - (V.1.2), mantendo uma '"base
de trabalho'" de dimensao reduzida mxm . Esta '"base de traba-

lho" & de vital importancia, especialmente para problemas em
que o numero p € muito maior do que o nimero m . Para este
caso, teremos uma reducdo consideravel nos calculos, e além
disso, derivamos desta 'base de trabalho'", todos os elementos
necessarios para a realizagdo de uma iteragdo do método do sim
plex, como por exemplo, os valores das variaveis basicas; 0s
multiplicadores do simplex; a-.representacao da coluna a entrar

na base em termos das colunas basicas, etc.

Iniciaremos a descricao do método definindo o se-
guinte conjunto; seja S; o i-ésimo conjunto formado pelos
vetores coluna, em que o elemento unitario esta na (m+i)-€si-
ma posicao. Em outras palavras, o conjunto Sq € o conjunto
formado pelos vetores coluna, nos quais o elemento unitario se
encontra na (m+l)-&sima posigao. O cdnjunto S, € o conjun-
to constituido pelos vetores coluna gue possuem elementos nu-

los nas (m+1) a (m+p)-Esimas posigoes.

Os conjuntos Si , 1 =1,...,p , representam tam-
bém as variaveis associadas as colunas contidas neles. Além
disso, sera necessario para o nosso estudo, representar a j-
&sima coluna do problema (V.1.1) - (V.1.2) por Ej-, enquanto
que a j-ésima coluna omitindo as p Ultimas componentes por

a’ . Assim, a j-6sima coluna caracterizada por al  ou a’
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possui, respectivamente, (m+p) ou m componentes. Podemos re

laciond~-las da seguinte forma:
2l = [@hT, 0,00, 1,0, 010

Vamos supor agora, que tenhamos para o sistema
(V.1.1.) - (V.1.2), uma base inicial de dimensao (m+p)x(m+p),
dada por:

S I _J
B = [a Log'2 ..., % 1n+p}

y ?

, — _J
Alem disso, vamos supor tambem, que tenhamos sempre a’ =3 1.

Assim, para o desenvolvimento da técnica GUB, precisamos de

dois teoremas:

Teorema (V.1.1):

“Qualquer base viavel para o problema (V.1.1) -

- (V.1.2), deve incluir ao menos uma coluna de cada conjunto Si’

1

i = 0,'...,p

Teorema (V.1.2):

"0 namero de conjuntos contendo duas ou mais va-

riaveis basicas & no maximo m-1."

Ver as demonstragdes desses teoremas em |?]| e |°].
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V.2. Descrig8o do método:

Vamos supor, que tenhamos inicialmente, uma base
viavel B , para o problema (V.1.1) - (V.1.2), representada

por:
- Jq _J _J
B = [a L 372 ..., amJ’p] . (V.2.1)

Esta base pode ser encontrada aplicando a técnica
do algoritmo do simplex, e além disso & uma matriz de ordem
(m+p) x (m+p). Uma vez que cada conjunto Si , i=1l,..,p , de

ve ter ao menos uma coluna em B , podemos escolher em cada

conjunto S. , uma coluna basica e denomina-la '"coluna pivo'.

A varidvel associada a esta coluna serd a "variavel pivo'. Pe

lo que foi dito, & 6bvio que o conjunto S nao possuli  ne-

numa coluna pivd. Em outras palavras, uma coluna pive  sera

aquela coluna que tiver um elemento unitario em uma das P 4l
. .~ . -1 ,

timas posigoes. Se considerarmos a coluna a como sendo

a coluna pivo do conjunto Si , i =1,...,p , poderemos parti

cionar a base B , dada em (V.2.1), da seguinte maneira:

k. K ~
T a P al

I
|
|
: - m linhas

A |

mxp | mxm

B= """ T ToTTToTTTTTTTTTTTTT W (V.2.2)

i
|
| .

Ipxp | CpXIn p linhas
i
!
\ o (m*+p)x (m+p)

p colunas pive (m-1) colunas

. -0
nao pivo ' coluna a
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A matriz AmXp € uma matriz constituida pelas p
colunas pivo de B ; a matriz Ipo & uma matriz identidade
de ordem p . Os m vetores da matriz Cpxm $a0 ou veto-

res nulos, representando as colunas pertencentes ao conjunto

S, » ou vetores unitarios. A (p*t)-ésima coluna de B per-

tence ao conjunto S, isto significa que o elemento unita-
t
rio desta coluna € o seu rt—ésimo elemento.
Agora, se cada uma das colunas pivo a , for

subtraida de cada uma das outras colunas basicas em seu con-
junto S; , a matriz Cpxm. ficara reduzida a uma matriz nula.
Desta forma, a matriz basica B torna-se uma matriz bloco

triangular superior, e tera a seguinte representacao:

Vamos supor agora, que a matriz T , seja a ma-
triz que multiplicando B & direita, executa esta subtragao,

de forma que teremos:

______ 4T = |[---- -~ . (V.2.3)

=
o

E facil verificar, que a matriz T devera ter a

seguinte configuracao:
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I
pXp
T = JE N S, . CV.2.4—)

|
0 LT
L P J (m+p) x (m+p)

Podemos desta forma, calcular o determinante da matriz T, is

to €:

det(T) = det(I ) =1,

I
pPXp ~mxm

logo, a matriz T € uma matriz nao-singular,pois,seu determi-
nante é diferente de zero, e além disso, € uma matriz quadra-

da de ordem (m+p)x(m+p).

Sabemos que:
B x, = b (V.2.5)

entao, se

XB = T YB 92 (V.2.6)

a relagcao (V.2.5) ficara:

BT yg - B, (V.2.7)

onde

sendo b um vetor m-dimensional e b , (m+p)-dimensional.

Denominaremos o sistema (V.2.7) '"sistema transfor

mado', assim, poderemos reescreve-lo de outra maneira, isto e:
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onde

(1),

Amxp

I
pPXp
Amxp
-
I
pPXp

.
.

i
Amxp g ¥

I

pXxp

mxm

pxm
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Resolvendo o problema

mxm

pxm

TY1§+1

o+
yB

B

+m
yh

r p+1 ]

= 1 . (V.2.8)

matricial (V.Z2.8), obtemos:

BN

Podemos ainda,coloca-lo de uma forma mais conveni

1 _
yB—O‘

i+j
mxim yB

=b

o €& um vetor coluna com P

isto &,

a:

(1,00

91)

T

Assim, de (V.2.

, 1 =1,...,p, (v.2.9)
j =1?' 7ma

, 1 = 1,...,p, (V.2.10)

componentes iguais a um

10) tiramos:
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Yg = 1 , i=1,...,p (vVv.2.11)
Como a matriz A € formada pelas colunas pivo
. mxp -
a © , o produto matricial Amxp y% da equacgdo (V.2.9) ficara:
. k., . k.
i i i i
M 75 = L atyh- §oa
mxp °B 52 By
Assim, a relacdo (V.2.9) ficara:
) 5 i D+
.= a YB ¥ Bmxm 7B =D > 3 = Lheee,m
j=1
ou
i p+]
L a + Bmxm Y3 =b , j=1,...,m .
Agora, se no sistema acima, transportamos todas

as colunas pivo para o lado do termo independente, teremos:

. ‘ k.
+ -

B vm YIB) J = p - E a ., Jo=1,...,m, (V.2.12)

1i=1
Definindo:
k.

d =b - § a1 , (V_Z.ls)

1=1

e substituindo (V.2.13) em (V.12.12), obtemos:

B yg+j =d

i j=1,...,m . (V.2.14)

Podemos agora, introduzir a seguinte notagao: se

2 € S; - isto é, se o elemento unitario da coluna 2 8 o
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seu i-ésimo elemento, temos entao:

Ky

) a , Se j = ki ,

p) = | | (V.2.15)
i
a’ - a , se j # k.
i
k. . _

sendo a uma coluna pivo e al uma coluna bdsica mas ndo
pive. Uma vez que a matriz B «m %01 obtida da matriz
Bmxm subtraindo as colunas pivo, podemos definir a matriz

B pelas suas colunas, isto é:

B = {D)/al & uma coluna bisica mas ndo & uma coluna pivo}

(V.2.16)

A matriz B & uma matriz quadrada de ordem (mxm)

e sera denominada "base de trabalho".

Das p ultimas equacgOes de (V.1.2), podemos ti-
rar o valor das variaveis pivdo em funcdo das variaveis  nao-
pivo, isto é:

X =1 - X +4 (V.2.17)
ks j;k. n; g
i
Se substituirmos os valores das variaveis pivo

Xy o dadas em (V.2.17), nas m primeiras equagoes de (V.1.1),
i

produziremos um novo sistema denominado "sistema reduzido'',

que serad representado por:

7 Dy, =4 . (V.2.18)

A base de trabalho B , € uma matriz composta pe
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las colunas do sistema reduzido, desta forma, poderemos de-

monstrar o seguinte tecorema:

Teorema V.2.1:

“A base de trabalho B , é uma base do sistema Te

duzido, definido por:

Ver demonstracao em |°].

Até o momento, o que fizemos foi associar a cada
base viéxel B do sistema original, um conjunto de colunas
pivo {a i}, e uma base de trabalho B de dimensao reduzida.
Agora, passaremos, a demonstragac de que cada iteragao do
método do simplex, para o problema original (V.1.1) - (V.1.2),
sera executada usando quantidades associadas com a base de

trabalho B

V.3. Calculo dos multiplicadores do simplex

Dada uma base viavel para o probléma (Vv.1.1) -

(V.1.2), B . O multiplicador para esta base, sera formado
por um vetor linha constituido de duas partes, isto &, de
um vetor linha 7 = (ﬂl,..., ﬂm) , cujas componentes estao

associadas as m primeiras equagdes, e de um outro vetor 1i
nha u = (ul,..., up) , cujas componentes estao associadas as
p 0ltimas equacgdes. Assim, o multiplicador associado a ba-

se B , sera um vetor linha (w!u) com (m+p) componentes,
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e além disso, satisfarad a seguinte condicao:

(m ! u) B = Cy , (V.3.1)
onde cp ¢ um vetor linha com (m+p) componentes, definido
por:

CB:.(C,’C L] eey, C - ’ ") ?

42 I3 w3m+p J1
ou
cp, = (c . , c . ,. , C . , C ) ,
B 3,7 T s Jnap =
a a
_J _
pois, a L a’ , logo,
cp = (0, 0, ..., 0, 1) | . (V.3.2)
Assim, a equacao (V.3.1), ficara:
(r'u) B =c, = (0, 0,..., 1). (V.3.3)

B

Multiplicando ambos os lados da equacdo (V.3.3), a direita

por T , obtemos:

T=(0,..., 1)T

(mu) BT = cy ,
logo

(v!u) BT = (0,..., 1) , (V.3.4)
pois ,

cy T=(0,..., DT = (0,...,1)

Vimos na relagéo~(V.2.3), que o produto matrici-



364

al B T pode ser escrito numa forma particionada, isto é&:

A
mxp

oo
H
I

I
bXp

assim, a relacao (V.3.4) ficara:

(MiW) fpmmmm e e = (0,...,1) . (V.3.5)

Resolvendo o produto matricial dado acima, obtemos
o seguinte sistema, cuja solugdao & facilmente obtida, uma vez

que B T & uma matriz bloco triangular:

T AmXp + u Ipxp = (0,..., 0 , (V.3.6)
4 p componentes nulas
T Bowm = (0,..., 1) . (V.3.7)

m componentes

A relacao (V.3.6), pode ser escrita da seguinte ma

neira:

(V.3.8)

ou ainda,

w, = -ma-* , i=1,...,p . (V.3.9)




365

Uma vez que a base de trabalho B , € nao-singular,
podemos da relagao (V.3.7) obter o valor do vetor linha

2

isto ¢:

portanto:

T = (0,..., 1) B . (V.3.10)

Em outras palavras, o vetor 7 & a m-ésima linha

-1

da inversa da base de trabalho B Assim, obtido o vetor

m , calculamos o vetor u através da relacgdo (V.3.9).

V.4. Calculo da coluna a entrar na base

Para determinarmos a coluna a entrar na base, deve

mos calcular os valores Zj - cj para as colunas nao-basicas
30, isto &:
2. - c. = c, B - ¢
J J B J
1 — -1 - .
Como (mju) = Cy B e Cj = (0 , temos:
z. - c. = (mu) 3’ ,
J J
além disso, sabemos que:
A= [@HT 0.1, ot ,

i-gsimo componente
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portanto:
a’ .
Z5 - Cj = (miu) ? , Se al ¢ Si ,
1
L 0
- = J J
ZJ Cj T a’ + uy , Se a’ ¢ Si’
(V.4.1)
Se
max {zj - cj}= z, = Cg <0 ) (V.4.2)

entdao, a solugdo encontrada € a solucado o6tima. Caso contra-

rio, isto €, se

(V.4.3)

max {z. - c.}*=z - c¢c. >0
j j S s

~ —S - = ~
entao, a coluna a entrara na base B . Vamos supor entao,

que tenhamos:

isto &, o clemento unitario da s-&sima coluna da matriz B ,é&
- . i . —8 - N .
o seu o-6simo elemento, assim, a coluna a° ‘tera o seguinte

aspecto:

7 = [ 0.1 ... 0]F :

—» 0-¢simo elemento
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Passemos agora, ao cilculo da coluna a° em ter-

— . - . —S .
mos da base B , isto e, atualizemos a coluna a~ , ou seja:

s =m®t T . (V.4.4)

Multiplicando ambos os lados da relagdao acima por B , obte-

mos:
Fa -85@ta |
portanto,
B3a® =3 . (V.4.5)

Novamente, devemos fazer uma mudanca de variavel
para reduzir a base B a uma matriz bloco triangular superi-

or. Desta forma, se considerarmos:

_ S

=T Z° , (V.4.6)
e substituirmos este valor na relagao (V.4.5), teremos:

B (T z°%) = 3°

ou

(—B- T)ZS - —aS (V.4. 7)

Utilizando a relagao (V.2.3), podemos escrever a

relacdo (V.4.7) da seguinte maneira:
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s
Zl
r_“mx | Bmxm— is a”
L P 0
_______ :______ S = : (V.4.8)
Z .
I L0 p*+l
PXp pXm . L
— - . 1——»0-esimo elemento
] . ] —5
| Zp+m 0] da coluna a

Resolvendo o sistema matricial (V.4.8), obtemos:

- o - s -
23 Zoe1
. . _ S
mxp S B xm : - 8 ’ (V.4.9)
S s
i Zp | i Zp+m_
_ - T L
Zl Zp+1 0
PXp ; * Opxm E - i—~>6—ésimo . (V.4.10)
s s elemento
Z Z : —S
L P | ptm | | 0| de a
Da relagao (V.4.10), temos:
- s - ~ -
Z1 0
pXp . ) i ,
7S .
L P L0
portanto obtemos:
23 =0 , 1l<i<p e i#0d (V.4.11)
s ;
zo =1 . (V.4.12)

Substituindo (V.4.11) e (V.4.12) em (V.4.9), te-
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TEemos :
- 0 -
. Zp+1
s
Z _ .S
Amxp o + B . = a ,
s
L 0 | “pem |
ou
- -
k “pr1
a g + B : = a° : (V.4.13)
s
L p¥m |
- s
k “pr1
a® + B . = a° ,
s
L “p+m
- &
Zp+l
k
B | : = a5 - a0 ) (V.4.14)
s
| ptm
Definindo o seguinte vetor:
S S
D] Zoe1
D =| = | : (V.4.15)
s s
Dy p+m

(V.4.16)
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cuja solugdo sera:

75 =B (2° - 2 9) . (V.4.17)

m , .
(a®> - a %) = Z DS (at - a M ) (V.4.18)

onde n. indica o numero da coluna correspondente a i-€sima
~coluna da base de trabalho, e denominamos Y; © namero da

coluna associada a variavel pivo.

Da relacao (V.4.17), observamos .que o vetor >

& simplesmente a representagao, em termos da base de trabalho
k

B , do vetor (as - a O) , que entrara na base do sistema re-
duzido. Assim, tendo a inversa da base de trabalho B_1 , Po
demos facilmente calcular o vetor D
Da relagao (V.4.6), temos:
T ~s ] [ i 0T ]
ay | 0
| :
. I . —C l S5
s pXp ; pxm 1 1 —»@-eésima
~ ' . .
s ap | 0 linha
a~ = S e UL I I [
f
~S ( S
ap+1 E Dl
. i .
. Omxp } L em : (V.4.19)
33 I D>
p+m| | ! 1 L m |
Observamos de (IV.4.19), que o elemento ai na-

da mais & do que o produto escalar da linha 1 da matriz T

S - - - . .
com o vetor Z° . Além disso, a t-ésima coluna da matriz
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- Cpxm sera constituida do elemento =1 na rt—ésima posi-
cio e 0 nas outras, ou serad toda nula se v, = 0 . Pode-
mos dizer que o rt-ésimo elemento € -1, pois, a coluna
£p+t de B pertence ao conjunto Srt . Assim, quando to-
mamos o produto escalar da linha 1 da matriz —Cpxm com
T° , obtemos um produto diferente de zero quando r, =i . A

partir dai, podemos definir os seguintes conjuntos:

R(1) = {t / t e {1,...,m}, T S i}, i=i,...,m

~S ~ . .
Desta forma, os elementos a; scrao obtidos das seguintes re

lagoes:
$ :
-1 DY , 1 <i<p ,1i#0,
s teR(1)
ay = (V.4.20)
S 1 =
1 - ) DY , 1=0
teR(1)
~S . -
ap+t Dt , t 1,...,m . (V.4.21)
Assim, se calcularmos D° através da relagao

(V.4.17), facilmente iremos obter os valores ai pelas ex-

pressoes (V.4.20) e (V.4.21).

Podemos ainda, representar a coluna atualizada

32° , em termos da base B , pelos elementos éi da seguinte
forma: -
m+ j -
S _ Zp ~5 -—-Jl
= a. a
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V.5. Escolha da coluna a sair da base

Para calcularmos a coluna que devera sair da
base, devemos primeiramente, obter os valores para as varia-
veis na base , Bi . Esses valores sac obtidos ou atualizan-
do os valores da iteragao anterior, ou calculando-os de uma

} - ~S
maneira semelhante ao calculo dos elementos ai .

Seja:

d = (dl, ces dm) , (v.5.1)
onde:

- ks -1

d =8B (b-Ya™ =B"4d . (V.5.2)
Como:

L k.

d=p-Yatl ,
temos,

k n. Y

b-)yat=]4d (a*-a DI

_ k. _ n. Y-

b=)a'+) d;(a * - a - (V.5.3)

Em vista disto, a coluna que deixara a base sera

obtida da mesma maneira que no método simplex, isto €,

b b,
6 = rm = min '———':"S*—P' ) (V. 5. 4—)
ai as > 0 aj

onde b. & o valor atual da i-ésima variavel basica.
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Temos dolis casos a considerar:

(1) se todos os elementos ai < 0, o problema (V.1.1.) -

(V.1.2) tem solﬁgéo ilimitada;

(ii) caso contrario, isto €, se existe ao menos um clemento

~S ~ : = . - — .
ay >0 , entao, a coluna r de B , isto &, a T ,deil

xard a base. Além disso, vamos supor que 4 | € S

J
. - - - . el
isto €, o elemento unitario da coluna a

LA
0
(0]
e

p-ésimo elemento.

Podemos ainda, representar os valores das varia

veis basicas em termos dos elementos aj , isto é€:

b. =b, - 8 3a> , i=1,...,mp ; i # 71 | (V.5.5)

5. =6 . (V.5.6)

V.6. Atualizacdo da inversa da base de trabalho

Lembremos que, inicialmente tinhamos uma  base

B de ordem (mxp) x (m+p), da seguinte forma:
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Nosso objetivo, € trabalhar com uma matriz de
dimensao menor, assim, para reduzir a dimensdo da base B
devemos posmultiplicd-la por uma matriz T , construida, de
tal forma que, tenhamos sempre uma matriz bloco triéngular

superior, isto é€:

mxXp ! mxm
BT = |ccooo-_o e e m oo .
|
I 0
| PXP | pxm |
Apos determinarmos a base de trabalho B de

ordem mxm , passemos ao calculo da coluna que entrara na ba

—_— —S . — .
se B, a ¢ SG » € finalmente, ao calculo da coluna que sai

j
- . - —77r
ra da base, isto e, a e S

p

Em vista disto, temos que levar em consideracao

dois casos:

Caso 1:
e L .
Tt 5 1 1t
A coluna a nao e umg coluna pivo

Neste caso, a coluna que saira da base EJT ,
ndo & uma coluna pivd, portanto sera, uma das m udltimas co
lunas da base B . Vamos supor que esta coluna seja a
(p+iz)-ésima coluna de B . Se a coluna 3 ° for substitui
da pela coluna 7o , e se a matriz basica for transformada em
uma matriz-bloco triangular superior, da forma B T , entdo
havera uma Unica mudanga na base de trabalho B. Em _outras

J
- —Tr .
palavras, a coluna de B correspondente a coluna a , 1s-
DU PR . s Ko .
to e; a - a , € substituida por a~ - a ~. Assim, para
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. "1 . - - . -
atualizarmos B , devemos adicionar a inversa B 1 , a colu

na Do

ps = 37! (a® - a9 , V.6.1)

e executarmos um pivoteamento ao redor do elemento pivo iz
=S

de D> . Além disso, todas as outras quantidades wutilizadas

na proxima iteragdo, também devem ser atualizadas. Por exem-

plo, as colunas a , que aparecem na equagaoc (V.3.9) para

os multiplicadores do simplex u; , e os indices r. que sao

usados para definir os conjuntos R(i). A uUnica mudanca que

haverd, & justamente, em relacao ao Indice r. que se torna-
~2

ra o , assim como, o vetor coluna iz de C , que se torna-

T4 0 o-ésimo vetor unitario.

Caso 2
N .
"A coluna a € umg coluna plvo”

: =T
Se a coluna a sair da base, a , for uma coluna

pivo, temos que levar em consideragao dois subcasos:

Subcaso (a):

Vamos supor agora, que as colunas EJT e a° per
tengam a conjuntos direntes, isto & Sp # SG ou p # o . Nes
te subcaso, estamos substituindo uma coluna pivo do conjunto
S por uma outra coluna 7> , que nao pertence a ele. Deve-

p
mos encontrar uma nova coluna pivo para o conjunto Sp , apos
a coluna a ' sair da base, pois, pelo teorema (V.1.1), o)
conjunto Sp deve conter ao menos uma variavel basica. Assim,

ao menos uma das colunas da base B que ndo for pivo, devera
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pertencer ao conjunto Sp . Devemos escolher qualquer uma
dessas colunas por exemplo, a coluna p + i, . Denominemos

esta coluna por Ek , onde k = E + iZ .. Esta coluna se tor-
nard pivo pela troca de EJT =2 P . Ao realizarmos esta mu-

danca, iremos obter como resultado uma matriz B na forma de

bloco triangular superior, desde que as colunas da base de
" N

trabalho B , que tem a forma a 1 - a P com ji em Sp, se

jam mudadas da segulnte maneira:

" . » 3y e S, .03y Ak, (V.6.2)

Essas substituigoes podem ser realizadas, multipli

cando ak_- akp por -1 e adicionando os resultados a cada
coluna aJi - akp , ji € Sp . Na forma matricial, temos:
B« BT, , (v.6.4)
onde,
1 |
1 (V.6.5)
1
Tl = 0 -1 0 -1 0 oo -1 0 < linha i2
: :
N 1
_ Os elementos -1 aparecem nas colunas corresponden-
tes a Eji € Sp . Uma que os elementos 1, na p-€sima linha

de C , também aparecem nessas posigOes, a linha i, de T,
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-1

€ o negativo da linha p de C . A inversa B ~ & entao,subs

tituida por:

-1

B < Til

g1 (V.6.6)

Uma vez executada as transformacodoes coluna, repre-

sentadas por duas vezes T1 , retornamos a matriz original B .

T~ =T, , (V.6.7)

7l < T, g~l . (V.6.8)
jr k -
_ A mudanga de a e a também induz o vetor
J
a ¥ a ser substituido por ak . Uma vez que esta mudanga for

realizada, a situacao transforma-se numa situacgao semelhante
aquela do caso 1, portanto, & so aplicar o procedimento usado

no caso 1.

Subcasor(b):

Vamos supor agora, que as colunas a e a° per

tencem a um mesmo conjunto, isto €, Sp = So’ ou p = 0., Agora,
J

a coluna pivd a ' pertencente ao conjunto Sp , sera substi-
‘tuida por uma outra coluna também pertencente a esse conjunto.
Se existem colunas pertencentes ao conjunto Sp que nao sejam
pivo, devemos tracar uma delas com a coluna g’ , como descri-
to no subcaso (a) e entao, utilizar as operacoes do caso 1.Se
ndo existe nenhuma coluna que seja pivo pertencente ao conjun-

- — _J , -
to Sp , entao a coluna as substituli a T na base B . A
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nova base B , deve ser colocada na forma bloco triangular su
perior, B T . Uma vez que as m Gltimas colunas de B  nao
contem nenhuma coluna em Sp , a submatriz B, definida em
(V.2.3), fica inalterada, isto &, a base de trabalho B , per
, - . - S
manece a mesma. A uUnica mudanga ¢ que a coluna a substi-

.

tui a’T na particgdo superior esquerda da matriz B .

Realizando as mudancas descritas acima, quando
possivel, simplificamos consideravelmente este caso. Quando
a mudanga for possivel, vamos para o caso anterior, e quando

nao for, a base de trabalho permanece inalterada.

V.7. Fluxdgrama do Algoritmo

Apos a atualizacido da inversa da base de traba-
1ho, gL, comecamos uma nova iteragdo. O fluxograma do

procedimento & descrito na fig.(V.7.1).
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Entre com um conjunto de colunds pivo,
os valores das varidveis basicas para(¥Z.1.1)-
-(¥.1.2), e a inversa da base de trabalho §°

Calcule os multiplicadores do simplex
(1r{u), sendo T a m-ésima linha de

BY e u dado por (¥.3.1)
I
Calcule Zj\-cj e Z, -Cg z, ~csso TeraneI
por (¥.4.1)e(Y.4.2) > solugao
dtima
Zg-C4> 0
a® € S;.,entra na base
\
calcule DS por (V. 4.5) e s Termine :
.POriV. 4.2 todos i <0 solugdo
G por (¥.4.19) (¥.4.20) ilimitada
Y
o= by . min b;
CHE S
Gjr € sp , deixa a base
R
@dr ndo € pivé al" é pivo
Y v
Casol: pivoteie em Pt
- . v 4 qu’
DS alinha correspon-

te a Dir em B, e re-
torne ao bloco@

Caso 2 -(a) . substitua
g% por T, B?, e va pa-

ra o bloco @

Figura(¥.7.1)

Caso 2-(b) : substifua B*
por T, B quando possivel

e vd para o bloco(2) .
Caso contrdrio, B perma-
nece inaiferada
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V.8. Exercicio Resolvido

I 9

Este problema foi tirado de

3

Consideremos o seguinte problema de programacao

linear:

maximizar Xo

sujeito a:

S, 8, S, | S, 8, S
o | 21 2 B A | S| 6 7| =8 -9 b
1 0o 2 0| 3 4 5 1 | -1 -12 | 15
1 1 -1 0| 2 1 4 2 | -3 6 7
0 o 0 1/ 0 0 0 0l o 0 0
1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1] 1

x; >0, 371,2,3,4,5,6,7,8,9

Do quadro acima, temos que:
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Além disso, o problema tem (m+p) = (3+5) = 8 e-
quagoes, portanto, a base inicial sera formada por 8 Ilinhds
e 8 colunas, e poderd ser, por exemplo, constituida pelas se

0 -1 =2 =3 =4 =5 =6 —8
a a

guintes colunas: a , , a , a , , a , a e a , logo,

= _ =1 =2 =3 —4 =5 —6 =8 —o
B=1]a", a", a~, a', a~, a , a , a
-1 -4 =5 =6
Dentre essas colunas, tomemos a~, a , a4, a e .
a~ , como sendo as colunas piv0, assim a base inicial na for

ma particionada sera:

1 —4 -5 —6 —8 ~2 =3 -0
a a a a a a a a
0o 3 4 5 -1 ' 2 0 1]
1
1 2 1 4 -3 -1 0 1
|
0 0 0 0 0 10 1 0
F': _____________________ : _______________
1 D1 1
!
1 |
[}
|
1 |
|
1 |
|
L ' 1 _ 8x8

Da base B , observamos que:
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portanto temos:

Para colocarmos a matriz B na forma bloco trian

. . -1 .
gular superior, devemos subtrair a coluna a das colunas

32 e 33 . Para realizarmos tal operagao, devemos multiplicar

B a direita, por uma matriz T , dada por:

1 -1 -1
I
|
1 |
|
1 I
|
1[
f
T = 1
____________ '_-\—-—_____
-
.
{
O i oo
|
|
_ | 1
Assim, a matriz B T ficara:
0 3 4 4 -1 ' 2 0 1 |
|
1 2 1 5 -3 -2 -1 1
l
BT = _Q__Q__Q__Q___Q__{__Q___lf_g_
1 |
|
|
1 |
l
T O
|
1
1 I
|
|
L 1 |
A base de trabalho B , &€ a matriz que fica na

particdo superior direita de B T , isto é&:
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2 0 1
B= |.2 -1 1 - [3231, 353, w°-0]
0 1 0

3x3

A inversa da base de trabalho B , sera:

1/4 -1/4 /4
B = 0 0 1

1/2 1/2 1/2 3y 3

Iteracao 1

Calculo dos multiplicadores do simplex:

Como vimos na expressao (V.3.10), o vetor @ & a
m-6sima linha da inversa da base de trabalho. Neste caso, &

a terceira linha da inversa, isto é&:

T = (1/2 1/2 1/2)

Pela expressao (V.3.9), podemos calcular os multi

plicadores u. , i =1,...,p , isto é&:
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uy =-mal = =(1/2 1/2 1/2){%} = -1/2 =+ |y, = -1/2

u, = -1 a' = -(1/2 1/2 1/2) :(2?_ = -(3/2+2/2)= -5/2 > |u,=-5/2
ug = - a® = -(1/2 1/2 1/2) :g: = -(4/2%1/2)= -5/2 » |u =-5/2
uy = - a® = _(1/2 1/2 1/2) [(ﬂ - -(5/2+4/2)= -9/2 > |u,=-9/2

-1
ug = -m a® = _(1/2 172 1/2) {-3} = -(-1/2 =3/2)=2 = u =2
0

portanto:
u-= (-1/2, -5/2, -5/2, -9/2, 2)

Calculemos agora, os Zj - Cj assocliados as colu
nas ndo-bdsicas @’ e . Assim, da relagdo (V.4.1), te-
mos :

a’ .
z. - c. = (mlu) 0 =1 al + u, , Se al 5. ,
j ] . 1 i
1
| 0 _
logo,
- = a7 + 0is a7 S
Zy cy T Uy , D , e S, )

Z

1 _ ,
;- ¢, = (1/2 1/2 1/2) ((2)>+ (=9/2)=(1/2+2/2)-9/2 = 3/2-9/2 = -6/2 = -3 |
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Zg = Cg = T a’ + ug ,

12

pois

9
a

€

Zg = Cg = (1/2 1/2 1/2) <_ 6> + 2 = (-12/2+6/2)+2 = -3 +2 = -1 ,
‘ 0

57 entrara na ba-
-1/4 -1/4 -4 -1/2
0 1 -2 = 0
1/2 1/2 0 -3

Zg = Cg -1
Assim,
zg = Cg = mln{zj - cj} = min{-3,-1} = -3
portanto:
z, = € < Zg = €, = -3
Como Zg = €y <0 , a coluna
se B , e além disso, temos que 7l ¢ Sy -
Calculo da coluna a3l
Da relacao (V.4.17), temos:
pois, a € S, » logo:
1/4 -1/4 -1/4 1-5 1/4
7 - o o 1 2 -4 =| o0
1/2 172 1/2 0 1/2
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, _
D! -1/2
i /
~7_ 7 _
D’ = D, 0
7
| Dy L -3

Temos ainda: ¢ =4 ; p =5 ;

R(1) {t/t = 1,..,m

=
Il

=

(-

R(1) = {1,2}

Aplicando as relacoes (V.4.19) e

al = (0] + D)) = -(-1/2 + 0) = 1/2

a; = - D; = 0

al =0

ap=1- ] D] =1-0-=1
teR(4)

al =0

a§+1 = ag = DZ = -1/2

ag+2 = a? = D; = 0

Bl,5 = dg = D) = -3

a7 ~7 27 <7 AT <7 A7 57 57 T

r, =
(v.4.20),
> az -
> az=
N ag=
> ag -
N a; -
> 5; -
> g%:
> az =

logo:

temos:

1/2

-1/2
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A representacao da coluna

~7
a em termos da base

B , podera também sér calculada da seguinte maneira:

ou

ca

3 n. Y
(a7 - a6) = ) DZ (at - al)
i=1

a/ - a6 = -1/2 (a2 - al) + 0 (_a3 - al) - 34°

a7 - a6 = -1/2 a2 + 1/2 a1 - 3a

a7 = -3a° + 1/2 al - 1/2 a2 + a6

a’ = [-3, 1/2, -1/2, 0, 0, 0, 1, 0] ' |
T

7 _ |27 57 a7 57 57 a7 57 ai]
& 850 210 32> B30 Fy 85 86y dg '

lculo da variavel a sair da base:

va

Em primeiro

riaveis, isto é:

1 k.
d=83""(b-7alh) :
Kk 15 - (3 + 4 +5 -1)

b-Yat-= 7 - (2 +1 +4 =3 +1)

0

lugar, vamos calcular os valores das
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K. 1/4 =-1/4 -=1/4 4 1/2
7 lb -V al) = 0 0 1 2 | = 0
1/2 1/2 1/2 0 3

Isto significa que:

5 -3 S (a® - aly + 0(a® - al) + 32°

b - (al+é4+a5+a6+a8) = 32°% + 1/2 a% - 1/2 a*

b = 33° - 1/2 al + 1/2 az + a1 + a4 + aS + a6 + a8
1 2 4 5 6 . 8

B =33° + 1/2 a

0

+ 1/2 a~ + a + a + a + a

ou
B=1[3 1/2 172 0 1 1 1 1J°|
b.
6 = min L ,
a/s0 a?
i i
como 57 =1/2 a7 =1 e b,=1/2 b, =1 temos:
1 > 4 1 > T4 ’ -
b b
® = min L ) ~ = 1/2 , A =1
a7 a7 1/2 1
1 4
b b
~7 ~7
a1 a,

Portanto, a primaira ou quarta coluna pivo de B , devera

sair da base. A primeira ou a quarta coluna de B sao, res-
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. =1 =6 - —
pectivamente, a” ou a  , assim escolheremos a0 ¢ S, Dpara

sair da base, isto porque a base de trabalho B , permanece-

ra inalterada na proxima iterac3o.

A nova base, sera entao, formada substituindo a
coluna 56 pela coluna 57 , sendo que a base de trabalho

B , permanece a mesma. Em outras palavras, teremos:

B = [a‘l, 3-4, 5’*5, 57’ 38 ! 52, 53, Z’]

Atualizacao da inversa da base de trabalho:

- "“"6 - - -~
Como a coluna que saiu da base a e pivo, e a
coluna que entrou na base 57 pertencem ao mesmo conjunto,

isto &:
a’ , a e S4 ,

entao, a base de trabalho B , permanece inalterada.

Iteracao 2

Multiplicador do simplex:

Como B permanece a mesma, a sua inversa B ~,

também, isto é:

1/4 -1/4 -1/4
B = 0 0 1
1/2 1/2 1/2
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assim, o vetor m continua sendo a terceira linha de B—1
T = (1/2 1/2 1/2)
Aplicando a expressao (V.3.9)
1(i
u, = - Ta , 1 =1,...,p ,
temos:
1 0
u, = -ma’ = -(1/2 1/2 1/2) (1| = -1/2 =~ uy = -1/2
0
4 3
u, = -ma = -(1/2 1/2 1/2) {2} = -(3/2+2/2)==5/2 ~ u, = -5/2
5 4
ug = -ma’ = -(1/2 1/2 1/2) } 1| =-(4/2+1/2)=-5/2 =~ u3=—5/2
' 0
7 1
u = -ma = -(1/2 1/2 1/2) L2 = -(1/2+2/2) = -3/2 ~ u4=—3/2
0

[ -1
ug = - ad = —(1/2 1/2 1/2) -3J = -(-1/2 -3/2) =2 » |ug =2
0

u = (-1/2, -5/2, -5/2, -3/2, 2)
Calculemos agora, Os Zj - Cj associados as colu
nas nac-basicas 2 e @ , isto é:
SN
- = ' 5 = J J
ZJ cj (myu) Q moat o+ ug , se a° ¢ Si ,

O oo
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portanto:
Z, - C, = T a6 + is
6 6 u, , pois, a
5
zg = Cg = (1/2 1/2 1/2)| 4 |+ (-3/2)
0
Zg = Cq 3
Zo = Cq = T ag +u pois a
9 9 5 » POLS,
-12
Zg = Cq = (1/2 1/2 1/2) 6] + 2 =
0
zg = €9 < -1
z, = Cg = min {z. - c.} = min{3,-1}
z, = Cg =29 - Cg = -1
Uma vez que, 2zg ~- Cg <

trara na base.

Calculo de o

Através da equacao (V.4.

70 =371 (ag - a8) ,

pois, a ¢ S5 , portanto:

e S

= (5/2+4/2)-3/2

1
{
=

17), temos:

6/2
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1/4 -1/4 -1/4 -12-(-1) 1/4 -1/4-1/4 -11 -5
D’ = 0 0 1 6~(-3 | = | 0o o 1 9 |=| o
1/2 1/2 1/2 _ 0 1/2 1/2 1/2 0 -1
- g 1 _ _
D1 -5
=9 9 _
D - D2 - 0 H
9
. D3| -1
3 n. Y
a’ - a® = ) Dg (at -ah
i=1
ag - a8 = -5 (a” - al) + O(a3 - al) - a°
a9 - a8 = —5a2 + Sal - ao
a9 = —ao + 5a1 - 5a2 + a8
ou
-9 (59 59 a9 59 59 39 59 a9)T
? 1° 727 37 742 75 7° 87
-9 T

Calculemos agora, os valores das variaveis bési

cas:

k.
a-=3"1 @®- Yoa’h)
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k. 15 -0 -3 -4 -1 +1 8
(b-Ja®)= 7 -1 -2 -1-2+3|= |4
0 0

oo
bt

1/4 -1/4 -1/4

=

d
d = 0 0 1 4 =] 0 = EZ
1/2  1/2  1/2 0 6 a,
. k. . n- Y -
b-Jalt=] d, (a Loaly

b - (a1+a4+a5+a7+a8) = 1(a2—a1)+0(33'al)f6a0

ou

Calculemos agora, a coluna que deixard a base:

8 = min 1. , 5 = min (—Q— , ~l_) =0 ,
- 59 ag 5 1
1 5
assim, il e s , deixara a base.
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Atualizagdo de g1,

Uma vez que a coluna saindo da base El € uma

coluna pivo, e como as colunas El S S1 e a € S5 , perten-
cem a conjuntos diferentes, isto &, S1 # S5 , entao, precisa

mos trocar uma das 3 Ultimas colunas de B que pertence a

Sy > juntamente com 3+ . Neste caso, a coluna L pode ser

substituida pelas colunas a2 ou @ , pois, 52, a0 e 51

. . —2 . -
Vamos escolher arbitrariamente, a coluna a”~ . Assim, tinha-

mos a base de trabalho:

Para recalizarmos esta transformagao, devemos mul

tiplicar a2 - al por -1, e adicionarmos o resultado em

aS - al , em outras palavras, devemos multiplicar a base de

trabalho B , a direita por T, , onde T, ¢ dada por:

-1 -1 0O
Tl = 0 1 O
0 0 1
Entao,
B=BT

portanto:
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-1 -1 -1 4-1
(B) = (B Tl) =Ty B )
logo,

-1 -1 0 1/4 -1/4 -1/4

(B)'l = 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1/2 1/2 1/2
-1/4 1/4 -3/4

Bt - 0 0 1

1/2 1/2 1/2

Apds realizarmos a troca das respectivas colu-

nas, obtemos a seguinte matriz basica:

= [&2 34 3% 37, 78 1 gl 33 Ef}

B = |a”, , @ , a , a , a
Agora, devemos realizar a substituicao da colu-
na at que saiu da base, pela coluna F& que devera entrar
na base. Assim, devemos atualizar a coluna ag - a8 , pois,
a8, a9 € 85 . A coluna a9 - a8 substitui a coluna al na
base de trabalho %A. O novo vetor atualizado, sera  dado
por: (B)_l (a9 - a8), isto é:
-1/4 1/4 -3/4 -12-(-1) -1/4 1/4 -3/4 -11 5
@® L -ad) = 0 0 1} {6%@@ ={() 0 1} [9 =[0
1/2 1/2  1/2 0 1/2 1/2 1/2 0 -1
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Pivoteamento este vetor na primeira linha, is-
to €, ao redor do elemento 5, obtemos uma nova inversa da ba

SeE.

& t-p !
1/5 0 0 S1/4 1/4 -3/4

= 0 1 0] 0 0 1
1/5 0 1 1/2 1/2  1/2
~1/20 1/20 -3/20

Bt=] o 0 0

9/20 11/20 7/20

A nova matriz basica sera:
B = [éz, a4, aS, a7, a8 H ag, as, ai]

Passemos agora, ao calculo dos novos valores

das variaveis basicas, isto e:

. -1/20 1/20 -3/20 ] 15 -2 -3 -4 -1 +1
& tp-7 2l - 0 0 1 7 41 -2 -1 -2 +3
| _9/20 11/20  7/20 0
_ . [ -1/20 1/20 -3/20 | 6 0
B tep-Ta ) = 0 0 1 6 | =
9720 11720 77200 Lo
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~ k. 0
b-Jat =10
6
b - (a2 rat e+ a7 + a8) = 6a°
b = 6a° + a2 + a* + 2% + a7 ¥ a8 ,
ou
— T
b=106,0,1,0, 1, 1, 1, I]

Iteracao 3

Calculo dos multiplicadores do simplex:

O novo vetor m € a terceira linha da nova in

versa da base de trabalho, (ﬁ)_l

m o= (9/20, 11/20, 7/20)

Calculemos agora, os multiplicadores us da-

dos por:
k.
ui=—ﬂal’i=17 P,
portanto:
) 2\ 18 11 _ -7
up=-ma”=-(9/20,11720,7/20)|-1| = = u; =7/20
0 20 20 20

W

> — —727 = 227 = _49 - uz =_49/20

u,=-a’=-(9/20,11/20,7/20) (z
20 20 20

0
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4 = - —
u3=—ﬂa5==(9/20,11/20,7/20) <t1> S T Y AN ug = -47/20
0 20 20 20
7 DN o 2 _31
u =-ma’'=-(9/20,11/20,7/20) | 2 | = - - =F= = 22l 5 |y = - 31/20
0 20 20 20
8 -1 9 . 33 _ &
ug=-ma’=-(9/20,11/20,7/20) |-3] = —2m + 2 = > | u = 42/20
0 20 20 20
logo,
u = (-7/20, -49/20, -47/20, -31/20, 42/20).
Calculo dos z. - c.
J J
Passemos agora, ao calculo dos Zj - Cj asso-
ciados as colunas naoc-basicas, al ¢ 3F°
1 0 1 7 4 o_ 1
2-c; = matuy = (9/20.11/20 7/20) [ 1) + (=7/20) = ~mrm - e = 2
0 20 20 20
zy = €y = 1/5 ,
6 > 45 . 44 -3 _ 58
Zg=Cq = WA *u, = (9/20 11/20 7/20) | 4 |+ (-31/20) = + - =
0 20 .20 20 20
, - ¢ = 528
6 6 20
Uma vez todos os Zs = cj >0 , a solugao obti

da € otima, isto é:
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otimo

V.9. Método de Decomposicgao:

Veremos agora, uma extensao do algoritmo de decom
posicao para problemas do tipo GUB (Generalized Upper

Bounding).

V.10. Formulagdo matematica do problema:

Escreveremos o problema do tipo GUB de uma manei-

ra mais conveniente, istoc &, consideremos o seguinte problema

linear:
n

minimizar z = cx = ) c. X, (V.10.1)
——— 581 373 -
sujeito a:

Ax <b (V.10.2)

J o ox. =1 , p=1,...,P (V.10.3)
jed J ’
P
x. >0 , j=1,...0, (V.10.4)

onde a matriz A € uma matriz com m linhas e n colunas, cu-

jos elementos serao representados por a . O vetor c e

ij
um vetor linha n-dimensional; x um vetor coluna n-dimensio-

nal; b um vetor coluna m-dimensional.

Representaremos os indices das variaveis através

do seguinte conjunto:
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J=4{1,...,n}

Este conjunto, pode ser particionado em P sub-

conjuntos disjuntos, isto é:

J = J1 U Jz u ..... U JF )
e
Jq N J2 N ceeennn N JP = ¢
Em outras palavras:
P
u J =73,
p=1 P
e
Jr N JS =0 , T # s e 1,5 ¢J

Vejamos agora, algumas definicoes:

Definigdo V.10.1:

"Qualquer vetor x e IR que satisfaca (V.10.3)

e (V.10.4), sera uma solucao do problema (V.10.1) - (V.10.4)".

Definicao V.10.2:

"Qualquer solugao do problema que satisfaca (V.10.

'2), sera considerada uma solucao viavel do problema original'.
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V.11l. Problema relaxado:

A dificuldade do problema (V.10.1) - (V.10.4), se
resume somente na restrigdo (V.10.2), assim, omitindo tal res
tricao, podemos decompor tal probiema em P subproblemas in-

dependentes, tendo o segulinte aspecto:

n
minimizar z = ) c, X. (V.11.1)
" j=1 1 )
sujeito a:
Y Xj =1 , p=1,...,p , (V.11.2)
jed
p
x; > 0 ., j=1,....,n . (V.11.3)

A solugdo 6tima do problema auxiliar (V.11.1) -
(V.11.3), sera obtida, tomando para cada sub-conjunto Jp ,

p=1,...,P , um indice j, tal que:

Cj = min '{cj} . (V.11.4)
o) .
ed
I5p
Atribuimos a variavel x. o valor 1(x. =1), e
) o

o valor 0(zero) para todas as outras variaveis de cada sub-

conjunto J_ .

p

A solugao obtida sera sempre inteira e satisfara

as restricOes (V.10.3) - (V.10.4) do problema original.
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V.12. Nova formulacao do problema:

As restricoes (V.10.3) e (V.10.4) do problema i-
nicial definem um poliedro convexo. Seja X o conjunto de
seus pontos extremos, de forma que podemos defini-lo da se-
guinte maneira:

P
X=1{x¢e¢ H?/_Z xj=1,p=1...P; U
j -

eJ =1
p p

JPEJ; Jr N JS=¢,/r,seJ,r#s;

Xj_i 0, jeJ ={1,...,n}}

Podemos, em vista disto, reescrever o problema

(V.10.1) - (V.10.4):

miqimizar 7z = CX (v.12.1)
sujeito a: Ax < b (V.12.2)
x e X . (vV.12.3)

Resolveremos o problema (V.12.1) - (V.12.3), uti
lizando dualidade em programacao inteira (0-1). Este proble

ma sera denominado problema primal , onde ¢ ¢ um vetor 1li-

nha n;dimensional; X um vetor coluna n-dimensional; b um
vetor coluna m-dimensional; A uﬁa matriz com m linhas e n
colunas e X o conjunto representando as estfuturas especi-
ais.

Podemos facilmente verificar que o conjunto poli
édrico X & fechado e limitado em H? , logo, & um conjunto
compacto. Assim, qualquer ponto de X pode ser escrito co-

mo uma combinacdo convexa de seus pontos extremos, isto €:
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/x e X » x = E x) A, (V.12.4)
=1
E A, =1 (V.12.5)
j=1
Aj >0, j=l,...,p , (v.12.6)
j

onde o0s X sao os vertices de X e Aj as variaveis primais.

Substituindo (V.12.4), (V.12.5) e (V.12.6) no pro
blema (V.12.1) - (V.12.3), obtemos um problema cuja solugao
ja foi apresentada nos capitulos II e III. Em outras palavras,

obtemos um problema definido da seguinte maneira:

minimizar v = _E (CXJ) Aj (V.12.7)
sujeito a: J=1
.fl (Ax7) A; o= b (V.12.8)
J=
.ﬁl A =1 (V.12.9)
J:
Aj >0, j=1,...,p , (V.12.10)
onde Aj sdo as variaveis primais e x7 , 3 =1,...,p , oS

pontos extremos do conjunto X , sendo p = 27 ,

Este problema sera resolvido aplicando o método de
Dantzig e Wolfe, sendo que, a Unica diferenca esta na escolha
das variaveis da solugao Otima do problema auxiliar, que nes-
te caso, assumirao os valores 0 ou 1, sendo obtidas atraves da

expressao (V.11.4).
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V.13. Exemplo numérico:

0 método exposto nas segdes anteriores, podera
ser facilmente entendido, no caso em que tenhamos um problema

de programacao linear da seguinte forma:

minimizay 2z = -le + 2X2 - 4x3 + x4 + 5x5 - Xg
sujeito a:
Xq + sz - Xg + 3x4 + XS - Xg < 2
- X + Xy - 4x3 - 5X4 + 2x5 + 2X6 < 4

X3 + X4 = 1
xg * X =1
X5 >0, j=1,2,3,4,5,6
Sejam:

>
n
L
)—l
}_l
|
~
1
U
™~
N

b
I
Ve
>
H
be
N
bt
N
b
~
ba
o
>
(@)
p_—

Podemos assim, reescrever o problema anterior,de

uma maneira mais conveniente, isto €:
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6
minimizar z = ) c.X
T T j=1 JJ
Ax < b
Xx. =1 , J. = {1,2}
ngl J 1
XJ X =1, = 154
J&J,y
Yy o ox. =1 , J;= {5,6}
JéJ3 J 3
Xy >0 , Yje J
onde:
J = Jl U J2 UJ3
J = {1,2} U {3,4} U {5,6} = {1,2,3,4,5,6} ,
© nJ -
JpNJy Ny =4
Seja o seguinte conjunto:
. 3 3
X =" {x/x ¢ w® Y x=l; ) ox=l; ) ox.=l; UJ=J; N J = g ;
jeJy J jed, I jed, Jo o p=1 P p=1 P
x; 20, jed= {1,2,3,4,5,6} .
Desta forma, o problema primal ficara:
6
minimizar z = ) c. X.
— 21 3
J
sujeito a:
Ax < b
x e X

Explicitando:
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minimizar z = —3X1 + 2X2 - 4x3 + X, * 5X5 - X

6
sujeito a: X] * 2%y - Xzt 3X, f Xg - X <2
-Xy v X, = Axg - 5x, ¥ 2xc + 2xg <4
2x) = 3xy ¥ Xg ¥ X, - 3Xc b X, <3
x e X

Como o conjunto X & um conjunto compacto, pode-
mos escrever qualquer ponto pertencente a ele, como uma combi-

nacao convexa de seus pontos extremos, isto &:

Yx e X » x= ) x A,
j=1 J
E A, =1
j=1
A' > 0 'Y j = 1,. Y
j - ) P
onde xJ , j =1,...,p , sdo os vértices de X .

Substituindo esta expressao de x , no problema an
terior, obtemos:
minimizar v = [(—3 2 -4 15 —l)XJ]Aj
- J=1
sujeito a:

[@2-131 -1 Iay <2

(-1 1 -4 =5 2 Z)XjJAj <4

A
(9]

[(2-311-31)x ]xj
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Acrescentando as variaveis de folga 51 > o .,

5o 20, 5, > 0 , onde s = (sl,sz,ss)T , 0 problema acima

ficara:

minimizar v = E [(—3 2 -41°5 —l)XJ]Kj

j=1
sujeito a:

a2z -131-1) X +s =2
j=1 J 1

" [c1 1 -4 -5 2 )%, + s, =4
jgl J :

¥ [2-311 -5 nd)a, +s, =3
j=1 J

E A =1
=1
)\j E_ 0 ? J = 1,° ~,P )
s > 0

Como nao conhecemos ''a priori'" uma solucdo basica
viavel, utilizaremos o método do simplex sob forma revisada,i-
niciando com uma solucdo basica artificial e utilizando o méto

do duas fases.

Acrescentaremos a restricao de convexidade E Xj=1,
j=1

a variavel artificial A  , ou seja:
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A primeira fase do método, consiste em minimizar

a fungdo objetivo artificial, isto é:

1? Fase

minimizar & = A

sujeito a: _
[(12-131 -1)x3hj + s =

1
[(-11 -4 -5 2 Z)XjJ)\j +

[(2 -3 11 -3 l)Xj:IAj * s, _

Do problema acima, tiramos:

(243 1)"

o
i

OO O
OO O
O = OO
o oo

portanto:
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Y = (000 1)

1 2 3 a
e Bl = (0o001) I, = (000 1)
B 4
2
- -1 4
E=€E B b=(0001)}3) =1
1
F=B1lb=b=(2431"
1
_1 O
£, =E&gB e =(0001)[{0)=0
1 0
-1 0
E, =&ty B e, = (000 1)<L>==O
2 0
0
-1 | 0
£, =&, B e, =(0001)f{0}=0
Sz B 3 1
0
e, =£, Bt e = (0001)/0\=1
A B Py
a a 0
0
1
Podemos desta forma, construir o seguinte quadro:
el 11 3 3 £, |
R S S3 ‘a
51
_ -1
s, || B B
53
Xap I [ _

Explicitando:
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£ 110 ]0] 0] 1
Sq 2 1 0 0 0
s, 4 1o | 1] 00 (Q.V.13.1)
S < 3 0 0 1 0
Ay 1 0 0 0 1

Passemos agora, a resolucao do problema auxiliar:

Problema Auxiliar:

minimizar (u,,u ) 4[AXJ] - cxj
—— 1’70 1

sujelto a: x e X

Do quadro (Q.V.13.1), tiramos os seguintes resul-

tados:
(ul,uo) = (0 00 1)
gl = 1 ,

portanto:

Xy + ZXZ - X + 3x4 + Xg = X
maximizar (0 0 0 1) -Xy v X, - 4x3 - 5x4 * 2x5 + 2x6 -
sujeito a: _ _

J le 3x2 + X‘3 + X4 SXS + Xe
L 1 _
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maximizar 1

sujeito a:

Xl + XZ = 1
X, ¥ X4 =1
Xg + X6 =1

x5 > 0, 3=1,2,3,4,5,6

Qualquer veértice de X satisfaz a esse problema
auxiliar, pois a funcio objetivo independe de x , isto €, a
funcio objetivo & uma constante. Tomemos entao, como solugao

os seguintes valores das variaveis:

X, =0 , 3 =1,2,3,4,5,6 ,

ou

0o0oo0000)",

I

. ~1 - ~ . s
Assim, X ¢ uma solucao do problema auxiliar, e

além disso, a variavel primal X estara associada a esta so

lucao.

- 1 .
Passemos agora, ao calculo do vetor A associa-

do & variavel 2Aq, que devera provavelmente entrar na base:

1 | Afc:j 1 —I[Afcl T
AT = {kul,uo) [ 1 - ¢cX  ; B 7 J ,

onde:

fl

~1
(ul’uo)[é§_J - ekt 1

oo
I
(o
=
y
H
L J
I
—
= oo o
I
o oo
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portanto,

M= agooon?t > (Q.V.13.1)

Adicionando o vetor gerado Al , ao quadro (Q.V.

13.1), temos:

4101101010 (Q.V.13.2)

“ A, 110]0 0|1 (:)

Apos o pivoteamento , eliminamos a linha que con-
tem & , a coluna gerada X e introduzimos a linha que con-

tem v , obtendo assim, o quadro inicial (Q.V.13.3):

o1 . (Q.V.13.3)

Do quadro (Q.V.13.3), temos:

v =0

(ul,uo) = (0 0 0 0)
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(24317

o
I

Problema auxiliar:

.. Ax
maximizar (ul,uo)[ i] - CX

sujeito a:
x € X

i mi B - - x|
meyg;ryzag (0 0 0 0) x1+2x2 X3+3X4+ Xc- Xg
sujeito a:

-x1* X2—4X3—5X4

2x1—3x2+ X3+ X4—3x5+ X6

= 1 _

maximizar 3Xl - 2X2 + 4X3 - Xy - SXS + Xg

sujeito a: _
X;t Xy 1

X3+X4 =1
xg ¥ Xg =1

x; 20, §=1,2,3,4,5,6

De acordo com a regra de escolha do indice

vista anteriormente, temos para cada subconjunto Jp

c. = max {c.}
jo o —=
£
T5p

Assim, para o problema auxiliar, temos:

+2x5+2x6 -(-32-415-1)

bl
W

-l>-><

<
u

O\N
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J1 = {1,2}
cjo = mix {cq,cpl = max {3,-2) =3,
portanto:
CjO=C1=3 - X1=1
X, = 0
Jy = {3,4}
Cjo ~ max {03,64} = mix {4, -1} = 4
portanto:
CJO=C3=4 - Xs:l
Xg = 0
J3 = {5,6}
Cjo = —]]E_)E {CS,C6} = max{_s’l} = 1 ,
portanto:
CjO = 7C6 =1 > X6 =1
Xg = 0.
Desta forma, a solucao O0tima do problema auxili-
ar, sera:
~2 T

= (1,0 ,1,0,0,1)

5 isto é:

(@)

Calcularemos agora, 2z, -~
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2, = Cy) = 8
Como z, - EZ € positivo, devemos gerar o vetor
% , associado a variavel que entrara na base Ay
T
~2 ~2
2 A 22 -1[A%
AT o= [(ul’uo)[jl‘] - ¢cXx B [ZL] J ,
onde:
2
Ax”] ~2
(ulauo)l—:lj - CX = 8
2 -1 -1
B—l[A§:} =1, [-3|=]-3 :
4 4
1 1
portanto:
2 _ T
A4 = (8 -1 -3 4 1) > (Q.V.13.3)

Introduzindo o vetor coluna XZ no quadro (Q.V.

13.3), obtemos:

¥ X
v 0 0 0 0 0 8
(Q.V.13.4)
So 4 0 1 0 0 -3

Apds o pivoteamento, temos:
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v -6 [0]o| -2 0
s, 11/4(1 0| 1/4 | ©
5, 25/410 {1| 3/4 | 0
n, | 3/4[0 [0 1/4 ] 0
A 1/4{0 |0 |-1/4 | 1

Do quadro

(ug>u) = (00 -2 0)

1 0 1/4

_ 0 1 3/4
=1 -

0 0 1/4

Lo o -1/4

Problema auxiliar:

(Q.V.13.5), tiramos:

X, t2X - X +3X,t X - X

.. 4 6
maximizar (0 0 -2 0) -xp* X2—4X3—5X4+2X5+2X6
sujeito a: 2% = 3%y Xt X, =3Xc+ X

1

maximizar -2(2x1~3X2+X3+X4—3X5+X6)—C'3X1

sujeito a: x e X

-(-32 -4 151)

(Q.V.13.5)

+2X,-4x.,+x 45X ~x6

2

3

4

5

)

leliE el
[NV

ol
(9

U_IN _P_X

e
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maximizar Xt 4x2 *2Xg - 23X, F Xg = Xg

sujeito a: _
Xt X 1

X5+X6—1
x; >0, j=1,2,3,4,5,6

Passemos agora, a resolucdo do problema acima:

Jl = {1,2}
Cip = MEX {cy,cyt = max {-1,4} =4,
portanto,
Ci0 = €3 = 4 M X =0
Xy = 1
J, = {3,4}
cJ = max {cg,c4} = max {2,-3} = 2 ,
portanto:
CJO - %3 ” 2 M X3 ~ L
X, = 0
J. = 15,0}

[

Cjo = max{cs,c6}= max {1,-1} = ,

portanto:
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Assim, a solucgao Otima do problema auxiliar, se-

ra
%3 =(0,1,1,0,1, 0"
Calculemos z; - 63
Zg - ES = —%1 + 4&2 * 2Xg - 3i4 * is - i6 ,
Zg - 63 =4 + 2+ 1 =7,

Como z4 - ES € positivo, devemos gerar o ve-

3 . - .= ‘ - ’
tor coluna A associado a variavel XSA, que devera entrar

T
. AS—]
5 _ A -1} Ax :
A —I:Z3 C3 N B [lj >

na base:

onde:



10 1/4 0
01 3/4 0
B_I[AX}= 0 0 1/4 0
1
000 -1/4 1
portanto:

419

A> = (7 3/4 -19/4 -5/4 9/4)"

Introduzindo o

13.5), obtemos:

vetor gerado

3/4
<19/4

-5/4

9/4 |

(Q.V.13.5)

A% no quadro (Q.V.

3
A
v -6 0 0 | -2 0 7
ch 11/4 1 0 1/4 } 0 3/4
s, 25/4 0 1 3/4 1 0 |-19/4
A, 3/4 0 0 1/4 | © -5/4
“ 2 1/4 o | o |-1/4] 1

(Q.V.13.6)

Apos o pivoteamento, obtemos o seguinte quadro.

v | -61/9(0 0 |-11/9 [-28/9
s, 8/3 1|0 1/3 | -1/3
s, 61/9 | 0 |1 4/9 | 19/9
Ay 8/910 |0 1/9 5/9
- 19|00 | -1/9 | 4/9

(Q.V.13.7)
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Do quadro (Q.V.13.7), tiramos:

v = -61/9

(uy,ug) = (00

-11/9 -28/9)

0 1/3 -1/3
1 4/9 19/9
1/9 5/9

0 -1/9 4/9

Problema auxiliar:

17 eXyT XgtoXyT XomXg
maximizar (0 0 -11/9 -28/9) -Xp* X2—4X3—5X4+2X5+2X6
sujeito a: - -

J 2, =3%, Xzt Xy Xt X
x e X = 1 -

maximizar -11/9(2X1-3X2+X3+X4-3X5+X6)—28/9—(—3xl

sujeito a:

maximizar "5/9 X

sujeito a: X

x e X

+ 15/9 X, + 25/9 Xg = 20/9

+ XZ

X3 +

>0, 3 =1,2,3,4,5,6

T X 42X, - X, 3Kt Xo-X

Xy

+2X,=4X,+X ,+5X —X6)

2 7374

—(—3X1+2X2—4X3+X4+5x —XB)

5

- 12/9 Xg = 2/9 Xg = 28/9

X5+

1

1

Passemos agora, ao calculo da solugg@o otima do pro

blema auxiliar

1

J, = {1,2} » CJO

= méx,{cl,cz} = max {5/9,15/9} =

15/9
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portanto:

C. = C - XZ = ]

X1

Ty = (3,4} > c; = mix {cg,c,} = mdx {25/9, -20/9) = 25/9 ,

portanto:

Jq = {5,6} ~ Cjo = max {c5,c6} = max {-17/9, -2/9} = -2/9 ,

portanto:
Cjo = Cg - Xe = 1
X5 =0
Assim, a solugao Otima deste problema auxiliar, se
ra
st =0, 1,1,0,0, 1
Calculemos agora, 2z, - 64
2, = Cy = 5/9 Xq * 15/9 Xy * 25/9 Xg - 20/9 Xy - 12/9 X -

- 2/9 i6 - 28/9

15/9 + 25/9 - 2/9 - 28/9 = 10/9 -

N
o~

i

@]
N

I
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Como z, - 84 € positivo, devemos gerar coluna

4 . -~ . -
A, associlado a variavel K4 que entrara na base:

47T
4 o~ . op-l | Ax
A= [24 Cp 3 B [ 1 ]} ,

onde:
Z, = G =»10/9
c
1 -1
1
T aed 10 /3 1/3 0 0
g1 [AX } - o 1 4/9 19/9 1] =1 6/9
1 0 0 1/9 5/9 1 479 ’
0 0 -1/9 179 1 5/9
portanto:
4 T
A = (1079 0 6/9 4/9 5/9) > (Q.V.13.7)

Introduzindo o vetor coluna A4 no quadro (Q.IV.

13.7), temos:

2Ty
v ~61/9 | 0 | 0 | -11/9 |-28/9 | 10/9
s, 8/3 | 1 10 1/3 -1/3 0
s, 61/9 | 0 | 1 479 | 1979 | 6/9 (Q.V.13.8)
Ay g9 | 0 |0 1/9 5/9 4/9
< Ag 1/9 | 0 | 0 ~1/9 4/9

ApGs o pivoteamento, temos:
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v -7 0| o0 -1 -4

51 8/3 1 1] 0 1/3 |-1/3

s, 299745 0| 1 |26/45| 9/5 (Q.V.13.9)
A, 4/5 | 0o 1/5 | 7/15

Ay 1/5 | o0 |-1/5 | 4/5

Do quadro (Q.V.13.9), temos:

v =7

(ul;uo) = (0 0 -1 -4)

1 0 1/3 -1/3
g7l - 0 1  26/45  9/5
0 0 1/5 7/15
0 0 1/5 4/5
Problema auxiliar:
maximizar (u,,u )‘[:AX] - cX
Raxiizar WY 1
sujeito a:
x g X
XI+2X2— X3+3X4+ Xp= Xg
maximizar (0 0 -1 -4) -X;* X2—4x3-5x4+2x5+2x6 —(—3X1+2x2-4x3+x4+5x5—x6)
sujeito a: 2 = 3%+ Xt x4—3x5+ X

1
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maximizar —(2x1~3xz+x3+x4-3xs+x6)a4-(e3x1+2x2—4xs+x4+5x -X.)

5706
sujeito a:
x e X
maximizar X4 + X, + SX3 - 2x4 - 2x5 + 0x6 - 4
sujeito a:
Xq + X, =1
xz T Xy =1

x, >0 , 3§ =1,2,3,4,5,6

Passemos agora, ao calculo da solugdo otima

problema auxiliar:

J, = 11,2}
cjo = mix {cj,c,} = mdx {1,1} =1
portanto:

C = ¢, = =1

jo 1 ©2

Neste caso temos duas possibilidades:

ou

Jy = {3,4} ~ Cjo = max {c3,c4} = max {3,-2} = 3 ,

portanto:

do
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CJO = C3,= 3 = X3 =1
Xy = 0,
Jg = (5,6} ~ Cio T méx'{c59c6} = max {-2,0} =0 ,
portanto:
Cjo = C6 =0 - X6 = 1
Xg = 0

Assim, teremos duas solugOes Otimas para o proble-

ma auxiliar, isto &:

5
X

ou

Observamos que:

~5 _ 22 6 _ o4
X" =X e X =X
Calculemos agora, zg - ES e zg - 66

Z. - C. = X, + X, + 3x., = 2x4 - ZXS + Ox6 -4 =1 +3 -4 = 4 -
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Zg - 66 = il tox, t Sis - 2i4 - zis + 026 -4 =133 -4 = 4 -4
Zg = 66 =0
Como z¢ - 65 =0 e z4 - E6 =0 , temos duas so-
lugbes Otimas: 2 e % , isto é:
% = %> =(,0,1,0,0, 1! ,
(&]
26 - gt - 0, 1, 1,0, 0, 7T

A solucio 6tima do problema original sera uma com-

. ~ ~2 ~4 . -
binacao convexa dos pontos extremos X e X , 1sto e:

xto= xRt

e

x; + AI =1 i
onde

Ay = 4/5
e

Ay = /5
portanto:

4/5(1,0,1,0,0,1)7 + 1/5(0,1,1,0,0,1)"

>
*
I

(4/5.0,4/5,0,0,4/5)" + (0,1/5,1/5,0,0,1/5)" |

o]
*
I
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T

Cx* = (4/5, 1/5, 1, 0, 0, 1)

= * =
ou Xi 4/5 X3 1 | X

U1 %

* =
1/5 Xy 0 X

N %
O\ %

dando 7*¥ = -7,
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CAPITULO VI

UM _MODELO DE PROGRAMACAO LINEAR PARA O

PLANEJAMENTO DINAMICO DE PLANTIOS

VI.1. Introdugao

A inclusdo deste capitulo neste trabalho, se fez
necessario para apresentar o problema pratico que deu origem

a teoria desenvolvida no capitulo II.

O problema linear de ordenacao (P.L.0.), surgiu ao
se fazer um estudo sobre substituicao de culturas, isto e,
dada uma area ocupada com diferentes culturas de diferentes
jdades, desejamos plantar nesta area outras culturas. Assim,
nosso objetivo sera erradicar as culturas existentes para
podermos plantar em seus lugares, as novas culturas. Em vis-
ta disto, descreveremos neste capitulo, uma aplicagao da pro-
gramacao linear no planejamento para N anos de plantios de -

diferentes culturas.

Os principais fatores que provocam substituicao de

culturas, basicamente sao:

a) caracteristicas bioldgicas das culturas;

b) condicdes fisicas de plantio da regiao, que devem ser ade-
guadas as culturas;

c) condicoes de demanda, e portanto, do preco destes bens,tan-
to no mercado nacional, quanto no internacional;

d) e principalmente ,das condigles de crédito amarradas a deter

minados produtos, que geralmente sdo os exportaveis, pois,
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aumentam a divisa do governo.

Para a implementacao deste modelo de programacao

linear, consideramos importantes as seguintes hipOteses:

(1) estabelecer o inicio e o final de cada ano, respectiva-
mente, como as épocas de plantio e de computo da recei-

ta liquida total;
(ii) considerar perenes as diferentes culturas;
(iii) fixar variacOes mensais para a mao-de-obra.

Estas consideragbes sao validas, visto este mode-
lo, ser ainda, totalmente tedrico e sO poderemos altera-las se
encontrarmos dados numéricos, que representem quantitativamen

te o problema em questao.

Algumas dessas consideracdes fogem totalmente a
realidade, como por exemplo, na hipdtese (i) estabelecemos o
infcio de cada ano como a €poca do plantio. Isto nao ocorre
na pratica, pois, o plantio & caracteristica de cada cultura,

podendo ocorrer em qualquer época do ano.

E importante também frizarmos que culturas pere-
nes sao aquelas que exigem investimentos nos primeiros anos,
mas tém altos retornos por hectare, a partir do segundo ou

terceiro ano de plantio.

Outra observacao que devemos ressaltar, € quanto
as variagGes mensais para a mao-de-obra, pois isto nos permi-
te uma representacao melhor das diferentes intensidades do
uso deste recurso, ao longo dos meses do ano, para as diver-
sas culturas. Isto & muito importante, pois o modelo computa

certas épocas em que a mao-de-obra se torna mais onerosa, es-
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pecialmente quando a demanda € muito grande.

Além disso, existem dados que modelo utiliza, ti-
po referente as restrigOes anuais de mBo-de-obra, de crédito,
etc, as quais sao estimativas de projecoes. Em outras pala-
vras, neste ponto o modelo sofre uma margem de erro maior,uma
vez que estes dados sao bastante conjunturais, podendo variar
facilmente fora das tendéncias esPeradas, devido as outras va

riaveis, dos quais, por sua vez, eles dependem.

0 objetivo da programacdo do cultivo, & determi-
nar as quantidades que se devem plantar e desativar, de cada
cultura em cada ano, durante N anos, de tal maneira que o}
valor atual da receita liquida total, ao longo do ‘horizonte

de planejamento, seja maximo.

Respeitaremos neste modelo, as restrigoes relati-
vas aos recursos produtivos, que basicamente sao tres: mao-de-
obra, crédito e area disponivel, cujos totais anuais serao es

pecificados para cada ano do horizonte de planejamento.

VI.2. 0 modelo

Vamos supor, que antes do inicio do planejamento,
tenhamos uma area S ocupada por P culturas com Kk anos
de idade, k=1{...,np, sendo np a idade maxima da cultura p.
Assim, uma cultura p ocupara uma area antes do planejamento

k

- . - k
Sp , de modo que, a area total S seja a soma das areas Sp’

isto €:
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Por algum motivo, queremos erradicar essas cultu-

ras e plantar outras em seus lugares.

As P culturas ao serem erradicadas solicitam pa

. ; ~ k ~
ra isto, uma determinada mao-de-obra, t em homens/mes/hec-

pm’
tare, ¢ fornecem no final de cada ano uma receita liquida por

k
hectare, 1_ .
© p

A cada ano que passa, as areas restantes das cul-
~ . k e
turas que serao desativadas, Ypﬂ , £ =1,...,N , diminuirao de
tamanho, sendo que em determinado momento, poderd ser mais ren

doso erradicar de vez as culturas plantadas nessas areas.

Vamos supor agora, que I culturas ocuparao essas
areas desativadas. Assim, consideremos uma cultura i qual-
quer plantada no inicio do ano £ , sendo que este cultura tem
n anos de utilizacao, contados a partir do ano de plantio, e
que,além disso, seja rentavel até o ano £ + n - 1. Em outras
palavras, a cultura i que esta substituindo uma outra cultu-
ra, devera ser revigorada no ano £ + n - 1 , uma vez que esta

cultura nao podera ser abandonada ou erradicada.

ANO DE ANO DE HORIZONTE DE
PLANTIO REVIGORAMENTO PLANEJAMENTO
0 a L+n-1 N anos

O ano de revigoramento € também denominado 'hori-

zonte de produgao'.
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Vamos supor também, que o horizonte de planejamen

to seja de N anos. Desta forma, esta cultura ocupara uma

- — «C"‘I’l"l . .
determinada area em hectare, Xip , solicitando uma certa
—~ N - S ~
mao-de-obra para o seu plantio, ti, » em homens por mes por
. - . s
hectare , e fornecendo uma receita liquida por hectare, r. ,

1

no final de cada ano.

E importante observarmos que a area em hectare,

. +n- - . -
ocupada pela cultura i , Xfﬁn 1 , sera a diferenca da  area

existente antes do planejamento, Sg , € a area restante, Ygﬂ’

ocupada pela cultura p .

Vamos partir da hipotese, que o horizonte de pro-
duc@o de cada area plantada, possa se estender até N anos
apos o plantio, ou seja, uma cultura i plantada no ano £ ,
sera totalmente irradicada no N-ésimo ano apds o plantio.Con
sideremos uma area com plantacao de guarana, sendo este guara
na plantado no quarto ano (£=4) e tomemos o horizonte de pla-
nejamento de 10 anos (N=10). Desta forma, a area podera ren-
der até o fim do décimo terceiro ano, pois, A£+N+1=4+10-1=13,
Porém, se a area de plantio for abandonada cinco anos depois
(n=5), ainda havera producao nela até o oitavo ano, pois,

£+n-1 = 4+5-1=8.

0 que fizemos nada mais foi do que contabilizar
as conseqUéncias de todas as decisOes tomadas ao longo dos N
primeiros anos, respeitando naturalmente, as restrigoes dos
recursos de producao desses anos, sem NOs preocupar com as

restrigoes do ano N+1 até o ano 2N-1.

A produtividade de uma area plantada pode decres-

cer depois de alguns anos. Assim, levando em consideragao os
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recursos disponiveis, muitas vezes € mais conveniente, do pon
to de vista economico, abandonar partes de algumas culturas.
Mesmo quando a produtividade nao seja decrescente, o abandono
de culturas podera ser a opgdo mais viavel. Como exemplo, va
mos supor que uma cultura C tenha, depois de 6 anos de plan
tio, alto retorno por hectare e exija pouca mao-de-obra ao
longo desses anos. Paralelamente podemos plantar e colher,com
os recursos disponiveis, outras culturas que tenham varias e
boas producoes durante esses anos, mas que deverao ser abando
nadas quando a cultura C exiglr esses recursos, Mesmo que
os rendimentos por hectare dessas culturas iniciais nao de-
crescam. A cultura C , que nao exigiu nenhum recurso nesses
6 anos, além de seu plantio, tera alta rentabilidade a partir
do sétimo ano, justificando amplamente o abandono daquelas

culturas.

Desta maneira, para podermos equacionar nosso pro

blema, definiremos primeiramente, as variaveis do modelo:

N + horizonte de planejamento, em anos.

I ~ nimero das diferentes culturas qﬁe serao plantadas.

P -~ numero das diferentes culturas com k anos de idade
no inicio do planejamento, e que serao erradicadas.

A. > darea total em hectare , disponivel no ano j .
Q. - crédito total em cruzeiros, disponivel no ano j .

T. -+ mao-de-obra total em homens/més, disponivel no mes m
do ano j .

S + area em hectare , ocupada pela cultura p com k

w3

anos de idade, antes do inicio do planejamento.
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L+n-1
Cig
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mao-de-obra em homens/més/hectare , solicitada pela
cultura p no més m , quando a cultura tiver k

anos de idade.

mao-~de-obra em homens/mes/hectare , solicitada pela
cultura i mno més m , quando a cultura tiver S

anos de idade.

receita liquida por hectare, da cultura p com k

anos de idade.

receita liquida por hectare, da cultura i com ]

anos de idade.

idade maxima em anos, da cultura p .

idade maxima em anos, da cultura i

taxa anual de desconto.

tempo de utilizacao de uma cultura, em anos.

valor atual da receita liquida total por hectare, da

cultura i plantada no ano £ , tendo n anos de
utilizacdo apd0s o plantio, sendo revigorada no ano
£+n-1.

valor atual da receita liquida total por hectare ,da
cultura p que no inicio do planejamento tinha k

anos de idade, e que sera erradicada no ano

area em hectare , da cultura i plantada no ano £,
tendo 1n anos de utilizac@o ap6s o plantio, e renda
frutos até o ano 4£+n-1.

area restante em hectare, da cultura p no ano £,

que no inicio do planejamento tinha k anos de ida-

de.
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Nosso objetivo € maximizar o valor atual da recei
ta liquida total, advinda de todas as areas plantadas ao lon-

go do horizonte de produgao das culturas.

A expansao ou o abandono de uma cultura, baseia-
se, neste modelo, na rentabilidade. Porém, a rentabilidade
tem como primeira referéncia, o prego do produto no mercado.
Assim, se basearmos o prego das culturas tendo como ano base
o ano £=1 , corremos sérios riscos de nao retratarmos o qua-
dro real da receita dos anos seguintes. Neste sentido deve-
mos levar em consideracdo que o modelo s0 pode dar uma idé€ia
geral da rentabilidade, e que nao podemos ater a diferencas pe
quenas, ou mesmo tentar recalcular a rentabilidade das varias
culturas, toda vez que apresentar uma varia¢ao no prego de
cada uma delas. Isto € totalmente inviavel, pois a decisao
de abandonar ou expandir uma cultura, nao pode jamals ser mo-
dificada facilmente, sob pena de termos que incorrer em cus-

tos muito mais elevados.

Os calculos desta receita liquida ndo podem se
estender além do horizonte de planejamento N , durante 0
qual, estaremos preocupados em nNao CONSUmMir mais Trecursos pro

dutivos do que o disponivel.

As restrigoes de produgao sao apenas para N
anos do horizonte de planejamento., No entanto, uma cultura
plantada no ano N , tendo n anos de utilizagao, podera ser
rentavel até o ano N+n-1 . E importante frisarmos que  ne-

nhum plantio podera ser feito depois do ano N .

Consideremos o ano n; , como sendo o horizonte de
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economicidade da cultura 1 .

A partir do ano n. o plantio da cultura i nao
sera mais conveniente do ponto de vista economico. Assim, n;
€& considerado a idade maxima, em anos, da cultura i e sera

definido da seguinte maneira:

n; = max {s/ri >0 e r% <0 para q > s} .

A escolha do horizonte N depende dos valores de
n; isto €, depende das idades maximas das culturas. No ca-
so de todas as culturas serem anuais, nao ha sentido em ter
N > 1. De modo geral, devemos permitir um horizonte N que
propicie decisoes mais precisas no primeiro ano, tendo em vis
ta as iteragoes destas decisOes com todas as decisoes futu-
ras; se N for grande, teremos valores menos distorcidos pe-
las possiveis distorgdes devidas a ndo consideracdao das limi-
tacoes dos recursos produtivos além do ano N . Desta forma
o horizonte de planejamento N devera pertencer sempre ao

seguinte intervalo:

n. < N < = .
1 — —_—

VI.3. Fungao Objetivo

Dividiremos nosso estudo em duas partes a primeira
se refere as culturas plantadas no ano £ , e a segunda, = as

culturas com k anos de idade no inicio do planejamento.

Vamos considerar primeiramente, uma cultura i

plantada no ano £ , tendo n anos de utilizagao apos o plan-
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tio e com boa rentabilidade até o ano £+n-1 , quando sera re

vigorada.

Tomemos, por exemplo, o ano j , para o dqual deve
mos considerar as culturas plantadas antes e no decorrer dele,

e que ainda nao foram abandonadas.

Fig. (VI.3.1)

—

L+n-1

S

Vejamos os exemplos apresentados na figura acima,
A cultura 1 nao sera levada em consideragao, pois, foi planta
da e abandonada antes do ano Jj . O mesmo acontece com a cul
tura 2, isto &, nao sera levada em consideragado neste estudo,
pois, foi plantada e abandonada apds o ano j . Ja o estudo
da cultura 3 nos interessa, pois, foi plantada antes do | ano
j e continua produzindo ap6s o ano j , de forma que teremos

sempre, para culturas nesta situagdo, as seguintes condigles:

24

L+n-1 > j
ou

j >t

j-L+1

o}
v

Assim, o tempo de utilizagdo da cultura 3 deverd ser no mini-
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mo igual a j-£+1 anos. Sendo n o tempo de utilizagao de
uma cultura, entdo, devera ser limitado pela idade maxima des
ta cultura, isto é, n < ni , uma vez que ni € uma caracteé-
ristica da cultura. Resumindo: o tempo n devera pertencer

ao seguinte intervalo:

j=£+1 < n < n. ,
- =1

onde £ €& o ano de plantio, n, a idade maxima da cultura i,

e j o ano em estudo.

Estabelecemos inicialmente, que podemos plantar
uma cultura qualquer até o ano N , isto &, até o horizonte de
planejamento e desta forma, o valor do ano de plantio e, deve-

ra pertencer ao seguinte intervalo:

1 < L <N .

Uma cultura i plantada num ano proximo do hori-
zonte de planejamento N , tendo no maximo n. anos de vida,
poderd ser rentavel além deste ano. Entretanto, como nao de-
vemos nos preocupar com as restrigoes dos anos N+1 até 2N-1,

precisamos definir para cada cultura, o seguinte valor:

n;, = min {N-£, ni} . (VI.3.1)

Para esta cultura, o tempo de utilizacao apds o plantio, deve

ra ser no maximo igual a ﬁi , de forma que teremos para
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A cultura i ocuparad uma area szn-l , onde os
indices i, £ e 4{+n-1 representam respectivamente, a cultu
ra, o ano do plantio e o ano de seu revigoramento. Além dis-
so, esta cultura fornecera no final do ano £ , uma receita
liquida por hectare, ri , onde o expoente s representa a

idade da cultura, isto &, ha quantos anos foi plantada, e que

no presente momento € representade por s=1.

Esta receita liquida leva em consideracdao os cus-
tos de mio-de-obra e outras despesas. Para efeito do calculo
do valor atual da receita ou despesa, partimos sempre da hipd

tese de que elas ocorrerao sempre no final de cada ano.

Nosso objetivo € obter o maximo do valor atual da

receita liquida total, ao longo do horizonte de planejamento.

Desta forma, no final do ano de plantio £ a

. - . . 1
cultura i fornecera uma receita liquida por hectare, ry

o
—»

0 L N anos

0 valor atual desta receita sera:

1 1 i=1,...,1,

(i+a)? £ =1,... N,

onde o & a taxa de desconto.

o= - - = -

(
o |

Y

anos
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Se considerarmos o ano (£+1), teremos no final

deste ano, as seguintes receitas liquidas por hectare, ri e

r? , relativas aos anos £ e (£+1).

-
N

0 2 L+1 II\I anos

) -
o

Para efeito de calculo, devemos sempre atualizar
as receitas, multiplicando-as por um fator anual de desconto,

de maneira que a receita liquida total, por hectare, seja:

1 1 2 1 .
e , i

(1+a) ¢ (1+a) ¢t

1
=
—

Para um ano n qualquer, teremos as seguintes re
1 2 n

ceitas liquidas por hectare; Tis Tiseess Too relativas aos
anos £, £+1,...,n.

i

1 1 n

1 .2

T T4 .

, 1 1 rl

1

Y

£+1 L+n-1 N anos

ew)]
g
\

Atualizando-as, obtemos:

r% 1 + r? S R r? 1 , , 1=1,...,1 |,
(1+a) % (1+0) %1 (1+0) -1 =1,..N ,
n=1,.,,n. .

i

Podemos ainda, coloca-las sob a forma de somato-

rio, isto é&:
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n
I 1 o i=1,....1,
S=1 (1+@)£+S_1 z@zl,‘,,e,Na
Il:»l,e.' . ,H- °
1

Assim, a receita liquida total produzida pelas I

culturas, ocupando uma area szn—l , hum horizonte de plane-
jamento de N anos sera:
I N ﬁ—i n
D A r$ 1 Kt (VI.3.2)
i=1 =] n=1 s=1 (1+a)£+s—1

Suponhamos que no ano £ tenhamos uma cultura p,
que no inicio do planejamento tinha k anos de idade, e que

além disso,seja erradicada no ano j , ocupando neste ano,

- k - ] -
uma area restante em hectare,ypz_ . Alem disso, tera de 1 a

n, anos de vida, sendo np a sua idade maxima. A vista dis

to, teremos:

1 <k <n
- — P

A cultura p com k anos de idade no inicio do

. — — « k . . ~ —
planejamento, tera no maximo Jp anos de utilizacao apos 0

plantio, onde Jg & definido por:

Jg = min {N-£, np—k} . (VI.3.3)

A receita liquida por hectare, da cultura p que

tinha k anos de idade no inicio do planejamento, sera no
L+k-1
T :

final do ano £ , b
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y

0 £ ‘N anos

0 valor atual desta receita liquida, sera:

L+k-1 1 p=1,...,pb ,
I'p -_— . k
(1+a)Z £=1,.. ’Jp ’
k=1, , L -
p
|
el 1 rﬁ*k'l
A ol
ip 1+

anos

<
&)
=
Y

Consideremos agora, o ano (£L+1). No final deste

ano, teremos as seguintes receitas liquidas por hectare,
r§+k—l e r£+k , relativas aos anos £ e (£+1):

E rﬁ+k-1 rﬂ+k

: P i

'

\j

KNt 1§

0 valor atual da receita liquida total por hecta

re, sera:
r£+k-1 N S r11;,+k 1 _ , p=1,.. ,Pk,
(1+a)£ C1+0L)£+1 £=1, ,Jp,
k=1,...,n
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Até o ano J? apds o ano £ , temos as seguintes
k

J o+k-1
receitas liquidas por hectare: r§+k_l , r§+k , rpp * Atua-
lizando-as, obtemos:

J +k-1
LAkl 1 Rk 1 1 v
(14t P g ttl P J
. i (1+o) P
D p=17 ’P ?
k=1,...,n
D

A expressao acima, na forma de somatorio, ficara:

k

P j4k-1 1
£ r T
1

J

i1 O
-

(1+0)7

Assim, a receita liquida total fornecida pelas P

culturas, ocupando uma area restante ygj , j=1,...,J§ , sera:

b p

n J
p=1 k=1 j=

k
P j+k-1 1 k
T’ ey (VI.3.4)
+ 0

Somando as expressoes (VI.3.2) e (VI.3.4), obte-

mos a fungao que queremos maximizar, isto &:

— k
. n J
. LN din 5 9 1.5 P P gek-1 1k
maximizar z= ) ) T Xp Tt L s = V5’
i=1 £=1 n=1 s=1 (1+c@£+s—1 p=1 k=1 j=1 (1f@)3

(VI.3.5)
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Tinhamos definido inicialmente, os seguintes valo

L+n-1 o k. L+1n-1

res: cy dpj , isto e, Cip e o valor atual da

receita liquida total da cultura i plantada no ano £ , ten
do n anos de utilizacao apds o plantio e revigorada no ano

£+n-~-1

£+n-1. Em outras palavras, C:ip pode ser escrito da se-

guinte maneira:

£L+n-1 o [ 1
c. = z T . - i=1,. I
i LT _ ’ T (VI.3.6)
s=1 (1+a)£+s 1 -1, N,
= n

Da mesma forma, dgj que € o valor atual da recei
ta liquida total da cultura p , que no inicio do planejamento
tinha k anos de idade, sendo erradicada no ano j , e podera

ser representado da seguinte forma:

gk o pdtk-1 1

PJ P (VI.3.7)

: p=1,...
(1+0) > §=1,...,05
k=1

Substituindo (VI.3.6) e (VI.3.7) em (VI.3.5), ob-
temos finalmente a funcao objetivo do problema de planejamen-

to de plantios de diferentes culturas:

_ K
. J-
I N P % p
maximizar z= ) ) ) cfzéﬁl szn—l + ) ) ) & < (VI.3.8)
T i=1 £=1 n=1 p=1 k=1 j=1 P} "PJ
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VI.4, Restrigoes

Nosso objetivo € maximizar uma funcgiao linear, que
estard sujeita as restricOes relativas aos recursos produti-
vos: restricoes de mao-de-obra, restricdes de crédito e Tes-
trigbes de areas. Analisaremos entao, cada uma dessas restri

coes, em particular.

VI.5. Mao-de-obra

E sempre importante frisarmos, que para qualquer
ano em estudo, devemos levar em consideragido as culturas plan
tadas no decorrer deste ano, e as culturas plantadas antes

dele, e que no entanto ainda nao foram abandonadas.

Consideremos duas culturas A e B, tendo respecti-

vamente, 2 e 3 anos de idade no inicio do planejamento, que
sera de 2 anos, isto €, N=2 . As areas ocupadas pelas cultu-
ras A e B, antes do planejamento sao Si e Sg , sendo:

a area total antes do planejamento.

Nosso objetivo, agora, € erradicar essas culturas
e plantar em seus lugares outras duas culturas 1 e 2, que
substituirao, respectivamente, a cultura A e a 