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A B S T R A C T  - 

In t h i s  work we c o n s i d e r  t h e  two-dimensional 

c u t t i n g - s t o c k  problem,  i .  e . ,  t h e  problem o f  s u p p l i n g  from 

r e c t a n g u l a r  p l a t e s  ( L ,  W )  of  t h e  s t o c k ,  an o r d e r  f o r  a  s p e c i f i e d  

number of  pi eces  , a1 s o  r e c t a n g u l  a r .  

When I t  i s  e x p r e s s e d  by an integer l inear  programming 

mode1, t h e  c o m b i n a t o r i a l  complexi t y  i n h e r e n t  t o  t h e  problem, i s  

c o m p u t a t i o n a l l y  overbundening .  

O u r  o b j e c t i v e  i s  r e s t r i c t e d  t o  s t u d y  t h e  two- 

d imens ional  c u t t i n g - s t o c k  problem o f  t h e  g u i l h o t i n e  t y p e  and an 

a1 t e r n a t i  ve c u t  procedure to  g e t  approximate s o l  u t i o n s  i s  sugges  t e d .  

A  Branch-Bound v e r s i o n  of  t h i s  p rocedure  was implemented ,  and 

computa t iona l  r e s u l t s  show a  good performance o f  t h e  sys t em a s  

problem s i z e  i n c r e a s e ,  i .  e . ,  a  good m a t e r i a l  p r o f i t  w i t h  a  

r e l  a t i v e l y  i n e x p e n s i  ve computa t iona l  t ime .  



Dans ce  t r a v a i l  on c o n s i d è r e  l e  problème d u  dé-  

coupement à deux d imens ions ,  c ' e s t  5 d i r e  c e l u i  de 1 ' o b t e n t i o n  

d ' u n e  c o l l e c t i o n  de p i ê c e s  r e c t a n g u l a i r e s ,  en nombre spéc i f ié  pour 

chaque p i è c e ,  en p a r t a n t  d ' u n  s t o c k  de p laques  r e c t a n g u l a i r e s  

( L Y W ) .  

La c o m p l e x i t é  c o m b i n a t o i r e  d u  problzme empêche l a  

r e s o l u t i o n  du  modèle de programmation e n t i ê r e  qui l u i  p e u t  ê t r e  

a s s o c i é .  

L ' o b j e c t  d u  t r a v a i l  e s t  l imi  t é  à 1  ' é t u d e  des pro-  

blèmes bi dimmensionels  d u  t ype  "gui  l  l o t i n e " ,  p o u r  l e s q u e l s  o n  

s u g g è r e  une p rocédure  a l t e r n a t i v e  pour  l e  découpement ,  amenant 5 

des s o l  u t i o n s  a p p r o c h é e s .  

Une v e r s i o n  SEP de c e t t e  p rocédure  a  é t é  implé-  

mentée ,  don t  l e s  r é s u l  t a t s  c o m p u t a t i o n e l s  mai t i e n n e n t  une e f f i  ca - 

c i  t é  a s s e z  bonne, au f u r  e t  5 mesure que 1  ' o r d r e  de g randeur  d u  

problème s 1 a c c r o 7 t ;  c ' e s t  à d i r e ,  on o b t i e n t  des s o l u t i o n s  oÜ 

on p r o f i  t e  a s s e z  b ien  d u  m a t é r i e l  découpé e t  c e l a  avec  u n  temps 

de processement  r e l a t i  vement modes te '  
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U m  problema de i n t e r e s s e  r e l e v a n t e  para  algumas 
- 

i n d ú s t r i a s ,  e  o  de o t i m i z a r  p r o c e s s o s  de l a y o u t  a  duas dimen- 
- 

s õ e s .  Neste problema,  e  mantido em e s t o q u e  um número de p l a c a s  

r e t a n g u l a r e s  que devem s e r  c o r t a d a s ,  de forma a  s e  a t e n d e r  uma 

demanda c o n s t i  t u r d a  de d i v e r s o s  t i p o s  de peças r e t a n g u l a r e s ,  do 

mesmo m a t e r i a l .  O o b j e t i v o  é c o r t a r  a s  peças da demanda a  par -  

t i r  das  p l a c a s  de e s t o q u e ,  de forma a  minimizar  a  perda do mate - 

r i a 1  e n v o l v i d a  n o  p r o c e s s o .  

Dependendo s o b r e  o  p r o c e s s o  t é c n i c o  de c o r t e  en- 

v o l v i d o ,  e  mais e s p e c i f i c a m e n t e ,  s o b r e  a  n a t u r e z a  do m a t e r i a l  a  

s e r  c o r t a d o ,  c e r t a s  a p l i c a ç õ e s  do problema como por  exemplo,  i n  - 

d ú s t r i a  de v i d r o ,  c o r t e  de p l a c a s  de metal  e t c . ,  requerem que o  

c o r t e  possua a  c a r a c t e r í s f i  ca e s p e c í f i c a  de gui 1  h o t i n a .  Neste 

t r a b a l h o ,  es tudamos o  problema de c o r t e  a  duas d imensões ,  tendo 

como o b j e t i v o  p r i n c i p a l  , ana l  i ç a r  a  s u b - c l a s s e  dos problemas de 

c o r t e  a  duas dimensões do t i p o  g u i l h o t i n a .  Neste  s e n t i d o ,  suge  - 

r imos ,  n o  ~ a p r t u l o  11, um procedimento  h e u r í s t i c o  de  c o r t e  para 

ob tenção  de s o l u ç õ e s  aproximadas do problema,  baseado  em um e s -  

quema de c o r t e  a  d o i s  e s t á g i o s ,  com a  p resença  de uma g u i l h o t i -  

na a l t e r n a t i v a ,  no s e n t i d o  de s e  i n c r e m e n t a r  a  f l e x i b i l i d a d e  de 

r e u t i l i z a ç ã o  de s u b - p l a c a s  g e r a d a s  d u r a n t e  o p r o c e s s o .  No Capí - 

t u 1 0  I 1 1  é a n a l i s a d o  u m  caso  e s p e c í f i c o  do problema de c o r t e  a  

duas dimensões d o  t i p o  g u i l h o t i n a ,  quando a  demanda é c o n s t i  t u7  

da de um Ünico t i p o  de peça ,  e  algumas i d é i a s  s ã o  s u g e r i d a s  no 

s e n t i d o  de s e  d e s e n v o l v e r  a l t e r n a t i v a s  de melhoramento da s o l u -  

c ã o ,  o b t i d a  v i a  o  procedimento  h e u r r s t i  co .  



A i m p l e m e n t a ç ã o  d o  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  s e  f e z  

s o b r e  um B u r r o u g h s  6 7 0 0  e ,  n o  C a p i t u l o  I V ,  d i s c u t i m o s  d u a s  v e r -  

s õe s  d o  s i s t e m a ,  o n d e  o b s e r v a m o s ,  com b a s e  n o s  r e s u l t a d o s  compu  

t a c i o n a i s  o b t i d o s ,  um bom d e s e m p e n h o  d a  v e r s ã o  B r a n c h - B o u n d  ã me - 

d i d a  q u e  c r e s c e m o s  o  p o r t e  d o  p r o b l e m a ,  ou  s e j a ,  um bom a p r o v e i  - 

t a m e n t o  d o  m a t e r i a l  com t e m p o  c o m p u t a c i  o n a l  e n v o l v i d o  r e l a t i v a -  

m e n t e  rnodes  t o .  



P R O B L E M A  D E  C O R T E  



A S P E J T ~ S  T E B R I  cg R A I S  S G B R E  c P R O B L E M A  

1 . 1  - - I n t r o d u ç ã o  

P a r a  a  c o l o c a ç ã o  do p r o b l e m a  d e  c o r t e  a  d u a s  d i -  

m e n s õ e s ,  p r o c u r a m o s  n e s t e  c a p i t u l o ,  r e v e r  da 1  i t e r a t u r a  alguns r e  - 

s u l t a d o s  t e ó r i c o s  s o b r e  o  p r o b l e m a  p a r a  o  c c a s o  1  - d i m e n s i o n a l .  

T r a t a m o s  também o  c a s o  e s p e c 7 f i c o  d e  i n t e r e s s e  d e  nosso t r a b a l h o ,  

q u e  é o  m o d e l o  d e  c o r t e  t i p o  g u i l h o t i n a  a  d o i s  e s t á g i o s ,  p r o c u -  

r a n d o  a b o r d a r  s u a s  v a n t a g e n s  e  d e s v a n t a g e n s ,  no s e n t i d o  d e  g e r a r  

m o t i v a ç ã o  p a r a  o  p r o c e d i m e n t o  de  c o r t e  q u e  é s u g e r i d o  no  C a p í t u -  

l o  I 1  s o b  a  d e n o m i n a ç ã o  d e  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  g u i l h o t i n a  a  2 

e s  t á g i  o s  a1 t e r n a d o s .  

O P r o b l e m a  d e  C o r t e  no C a s o  I  - d i m e n s i o n a l  --- 

Suponhamos  q u e  s e j a m  m a n t i  d a s  em e s t o q u e ,  p l a c a s  

c o n t i n u a s  d e  l a r g u r a  L ,  com L i n t e i r o  e  p o s i t i v o ,  d e  um c e r t o  ma - 

t e r i a 1  q u e  p o d e  s e r ,  p o r  e x e m p l o ,  a ç o ,  f e r r o  e t c . ;  em um número  

i l i m i t a d o .  P o r  o u t r o  l a d o ,  a d m i t a m o s  q u e  s e  d e s e j e  a  p a r t i r  d e s  - 

t e  e s t o q u e ,  a t e n d e r  a  uma demanda N i  d e  p e ç a s  d e  l a r g u r a  li e  

d e  c o m p r i m e n t o  i n t e i r o  ( q u e  p o d e ,  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  s e r  

p e n s a d o  como s e n d o  i d ê n t i c o  a o  c o m p r i m e n t o  da  p l a c a  d e  e s t o q u e ) ,  

com N i  e Li  i n t e i r o s  e  p o s i t i v o s  p a r a  i  = 1 ,  2 ,  . . . , m .  

E m  l i n h a s  g e r a i s ,  o  p r o b l e m a  d e  c o r t e  a  uma d imen 

s ã o ,  p o d e  s e r  c o l o c a d o  como o  d e  a t e n d e r  ã demanda a  p a r t i r '  do 

e s t o q u e ,  d e  f o r m a  q u e  s e j a  m i n i m i z a d a  a  p e r d a  g e r a d a  no  p r o c e s -  

s o .  N a t u r a l m e n t e ,  s ó  é p o s s í v e l  a t e n d e r  ã demanda  s e  L . Li pa-  



r a  t o d o  i = 1 ,  2 ,  . . . ,  m .  

P o r  um m o d e l o  d e  c o r t e ,  r e p r e s e n t a m o s  uma m a n e i r a  

d e  s e  c o r t a r  a  l a r g u r a  L n a s  l a r g u r a s  m e n o r e s  l i ,  i = I  , 2 ,  . , .> m .  

A s s o c i e m o s  a o  j - é s i m o  m o d e l o  d e  c o r t e ,  uma v a r i ã -  

ve7 x i n t e i r a ,  q u e  r e p r e s e n t a r á  o  número  de v e z e s  q u e  t a l  mode- 
j 

1 0  s e r á  u t i l i z a d o  no  p r o c e s s o .  Na f i g u r a  1  a b a i x o ,  i l u s t r a m o s  mo - 

d e l o s  d e  c o r t e  a s s o c i a d o s  ã p l a c a  d e  l a r g u r a  L .  

Modelo ] 1 Modelo j2 Modelo j 3 

F i g u r a  1  

R e p r e s e n t e m o s  p o r  a i  : q u a n  t i  d a d e  d e  f a i  xas  de , l  a r  

g u r a  Li  , g e r a d a s  p e l o  j - é s i m o  m o d e l o  d e  c o r t e .  D e s t a  f o r m a ,  t e -  

mos q u e  p a r a  c a d a  j :  

Do f a t o  d e  q u e  a  demanda  d e v e  r e a l m e n t e  s e r  a t e n -  

d i d a ,  t emos  a  s e g u i n t e  r e s t r i ç ã o :  



para  cada i  = 1 ,  2 ,  . .., m .  

Representemos por :  

A =  a  : mat r i  z m x n  dos c o e f i c i e n t e s  i n t e i  [ i j l l < i d m  
l < j < n  

'Os a i j .  

X 1 ,  X 2 ,  . . . ,  7 t  
: v e t o r  c01 una de de uma 

q u a n t i d a d e  n de v a r i á v e i s  

i n t e i r a s  x 
j .  

1 = [ I ,  1 ,  . . . ,  11 :  v e t o r  l i n h a  de R" com todas  

componentes u n i  t ã r i  a s .  

mandas i n t e i r a s  N i  . 

Então ,  o  problema de c o r t e  a  uma dimensão pode s e r  

e s t a b e l e c i  do p e l o  s e g u i n t e  modelo: 

mi ni mi z a r  1 X 1 
s u j e i t o  a  A X = N  

I 
I 

Pode o c o r r e r ,  em de te rminadas  s i  t u a ç õ e s  p r ã t i  cas  , 

que o p r o c e s s o  de c o r t e  p e r m i t a  p r o d u z i r  f a i x a s  acima do n í v e l  



d a  d e m a n d a  e x i s t e n t e .  Neste c a s o ,  o  m o d e l o  q u e  s e  e s t a b e l e c e  p a  - 

r a  o  p r o b l e m a ,  é o  s e g u i n t e :  

m i n i m i z a r  1 X  

s u j e i  t o  a  A X  3 N 

X > , o  

1 . 3  - O P r o b l e m a  K n a p s a c k  

S e  a n a l i s a r m o s  o  p r o b l e m a  d e  c o r t e ,  c o n s i  d e r a n d o  

q u e  o  n ú m e r o  - m d e  l a r g u r a s  L i  d e m a n d a d a s  é r e l a t i v a m e n t e  g r a n d e ,  

v e m o s  q u e  o  n ú m e r o  - n  d e  m o d e l o s  d e  c o r t e s  v i á v e i s  a e l e  a s s o c i a -  

d o ,  t o r n a - s e  e x p r e s s i  v a m e n t e  g r a n d e ,  mesmo c o n s i  d e r a n d o  q u e  o  es - 

t o q u e  é c o n s t i  t u i d o  d e  um ú n i c o  t i p o  d e  p l a c a  p a d r ã o  d e  l a r g u r a  

L .  Es te  f a t o ,  a d i c i o n a d o  5 c o n d i ç ã o  d e  i n t e g r a b i l i d a d e ,  f a z  com 

q u e  o  m o d e l o  a a p r e s e n t e  s é r i  a s  d i  f i  c u l  d a d e s  c o m p u t a c i o n a i s .  S e  

r e l a x a r m o s  a  c o n d i ç ã o  d e  i n t e g r a b i  l i d a d e ,  o  m o d e l o  a p o d e  s e r  

r e s o l v i  d o  n o  c o n t e x t o  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r ,  e p o s t e r i o r m e n t e ,  a  

s o l u ç ã o  a r r e d o n d a d a  p a r a  v a l o r e s  i n t e i r o s  u t i l i z a n d o  t é c n i  c a s  e -  

x i s  t e n t e s  n a  l i  t e r a t u r a .  

D e s t a  f o r m a ,  damos  o r i g e m  a o  s e g u i n t e  m o d e l o  d e  

p r o g r a m a ç ã o  l i  n e a r :  

m i n i m i z a r  1 X  \ 
I 

s u j e i t o  a  A X  = N }  @ 



O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  ê c o l o c a r  o  p r o c e d i m e n t o  

d e s e n v o l v i d o  p o r  G i l m o r e  8( Gomory CZ1J p a r a  s o l  u ç ã o  do model  o  0%. 
Vamos a d m i t i r  q u e  p a r a  u m  e s t á g i o  g e n é r i c o  d e  p r o c e s s a m e n t o  do 

a l g o r i t m o  s i m p l e x  n a  s o l u ç ã o  do m o d e l o  0, a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  

s e j a m  d a d a s  p o r  x l ,  X Z ,  . . .  , xm.  

No m o d e l o  0, o  v e t o r  1 d e  e l e m e n t o s  u n i t á r i o s  po - 

d e  s e r  p e n s a d o  d e  f o r m a  m a i s  g e r a l  como um v e t o r  de c u s t o s  C .  I n  
t d i q u e m o s  p o r  Pi o  v e t o r  ( a i i y  a 2 i y  . .  . , a m i )  , e  p o r  C i  O c o e f i -  

r 1 t c i e n t e  d e  c u s t o  a s s o c i a d o  com a  var iãve l  x i ;  s e j a  P = a  a i ,  . .. , a I 
L mj 

u m m o d e l o d e c o r t e a s s o c i a d o a u m a l a r g u ~ a L c o m c u s t o C o .  Re- 

p r e s e n t e m o s  p o r  A ,  a  m a t r i z  d e  o rdem m ,  c u j a s  c01 u n a s  s ã o  d a d a s  

p o r  P l ,  P 2 ,  . . . , P m  a s s o c i a d a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  às v a r i á v e i s  b á  v 

s i c a s  x l ,  X Z ,  ..., 'rn . D e s t a  f o r m a ,  t emos  q u e  o  c o n j u n t o  d e  ve -  
m t o r e s  C P 1 ,  P g ,  ..., P m l  f o r m a  uma b a s e  p a r a  o R  e  a s s i m ,  e x i s t e  

um v e t o r  c o l u n a  U s o l u ç ã o  da  s e g u i n t e  e q u a ç ã o :  

A g o r a ,  a  c o l u n a  P p o d e  s e r  i n t r o d u z i d a  na  b a s e  s e  
r 1 

C U  > C o ,  o n d e  C = ( c i ,  c 2 ,  . . . . cm].  
- 

I n d i c a n d o  p o r  b l ,  b 2 ,  . . . , b m  o s  c o e f i c i e n t e s  do 

v e t o r  l i n h a  CA' l  t emos  q u e  a  c o l u n a  P s e r á  i n t r o d u z i d a  n a  b a s e  

s e  e x i s t i r e m  i n t e i r o s  a l ,  a 2 ,  . . . , s a t i s f a z e n d o  a s  s e g u i n t e s  

c o n d i ç õ e s  : 



A m a n e i r a  d e  s e  d e t e r m i n a r  i n t e i r o s  a i ,  . . . , am s - a  

t i s f a z e n d o  as c o n d i ç õ e s  ( 4 )  e  ( 5 ) ,  é e n c o n t r a r  i n t e i r o s  a l ,  ..., a  . . m 
s a t i s f a z e n d o  c o n d i ç ã o  ( 4 )  p a r a  o s  q u a i s ,  a  f u n ç ã o :  

Z ( P )  = b i  a l  + . . .  + bm a, s e j a  máxima.  

E c l a r o  q u e  s e  o  g r u p o  d e  i n t e i r o s  a i  com i = 

= 1 ,  2 ,  . . . , m ,  p a r a  0s q u a i s  Z ( P )  é máxima ,  não  s a t i s f a z e r  a  con  - 

d i ç ã o  ( 5 )  nenhum o u t r o  g r u p o  s a t i s f a r á .  D e s t a  f o r m a ,  vemos q u e  

o  p r o b l e m a  d e  s e  d e t e r m i n a r  uma c o l u n a  n ã o  b á s i c a  p a r a  e n t r a r  na 

b a s e  o u  s e j a  uma i t e r a ç ã o  d e  mudança  d e  b a s e  na  r e s o l u ç ã o  do mo- 

d e l o  @ p e l o  a l g o r i t m o  s i m p l e x ,  é s o l u c i o n a d o  r e s o l v e n d o - s e  u m  

s u b - p r o b l e m a  k n a p s a c k  do t i p o  do m o d e l o  @ a b a i x o :  

m a x i m i z a r  Z ( P )  = b l  a l  + b z  az  + ... + b a  m m 

a i  i n t e i r o ,  p a r a  i = 1 ,  . . . ,  m ) 

O m o d e l o  @ pode  s e r  r e s o l v i d o  p o r  um m é t o d o  d e  

p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a  (Gi  l m o r e  & ~ o m o r ~  r2'1), d e f i n i n d o  Fs ( x )  c o  - 

mo o  v a l o r  d a  m e l h o r  c o m b i n a ç ã o  d e  p e ç a s  q u e  p o d e  s e r  c o r t a d a  d e  

uma p l a c a  d e  l a r g u r a  x ,  f a z e n d o  uso  d a s  A s  p r i m e i r a s  v a r i á v e i s  a -  

p e n a s .  Temos ,  e n t ã o ,  f a z e n d o  ni  = b i  p a r a  i  = 1 ,  2 ,  . ,  . , m :  

F S ( x )  = máximo {ns + F S ( x  - e , ) ;  F S - , ( x ) i :  @ 

p a r a  s > 7 .  



A r e c u r s ã o  a c i m a ,  c f á c i l  de  s e r  i n t e r p r e t a d a ,  

d a d o  o  f a t o  q u e  o  m o d e l o  f o r n e c e n d o  o  v a l o r  d e  F s ( x )  p a r a  s > 1 ,  

u s a  ou n ã o  u s a ,  a  s - g s i m a  y a r i ã y e l  p a r a  um n P v e l  p o s i t i v o .  Se  a 

s - é s i m a  v a r i á v e l  é u t i  l i z a d a ,  e n t ã o  

e s e  a  s - é s i m a  v a r i á v e l  n ã o  é u t i l i z a d a ,  e n t ã o  

I n d i q u e m o s  p o r  

L x i :  m a i o r  i n t e i r o  menor  ou i g u a l  a  x ,  E n t ã o :  

F l ( x )  = n,L+J é f a c i l m e n t e  o b t i d o  e  F , ( o )  = O 

p a r a  t o d o  S .  D e s t a  f o r m a ,  a  r e c u r s ã o  @ pode  s e r  u t i l i z a d a  p a -  

r a  s e  c a l c u l a r  F S ( x )  em t e r m o s  d e  FS-,  ( x )  e  F S ( x l )  p a r a  x '  < x ,  

ou s e j a ,  podemos c a l c u l a r  F s ( x )  em t e r m o s  d a s  f u n ç ó e s  j á  c a l c u l a  - 

d a s .  S e n d o  a s s i m ,  F m ( L )  e x p r e s s a  a  m e l h o r  s o l u ç ã o  p a r a  o  m o d e l o  

@ e  uma v e z  q u e  F m ( L )  t e n h a  s i d o  c o m p u t a d o ,  e n t ã o  F s ( x )  p a r a  

t o d o  s ,  com 1  4 s 4 m ,  e t o d o  x com O 4 x  4 L ,  também e s t a r á  com 

p u t a d o .  Tendo  s i d o  c o m p u t a d o  F m ( L ) ,  r e s t a  o  p r o b l e m a  d e  s e  r e c u  - 

p e r a r  o  v a l o r  da  s e q ü ê n c i a  d e  i n t e i r o s  a  , a r ,  . . . , a,} q u e  r e -  

p r e s e n t a  a  s o l  u s ã o  do m o d e l o  . I s t o  é f e i t o ,  r e t o r n a n d o  a  r e  - 

c u r s ã o  0, f a z e n d o  u s o  do s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  a s s o c i a m o s  com 

F l ( x )  o  7 n d i c e  1  s e  x  >, L i  e  o  i n d i c e  O em c a s o  c o n t r á r i o ,  e  pa -  

r a  s > 1 ,  q u a n d o  F S ( x )  é c o m p u t a d o ,  a s s o c i a m o s  a  e l a  o  i n d i c e  s 

s e  F s ( x )  = iís + F s ( x  - L )  e  em c a s o  c o n t r á r i o  a s s o c i a m o s  o  i n d i  - 



c e  q u e  f o i  a s s o c i a d o  a  Fs - ( x ) .  D e s t a  f o r m a ,  o  í n d i c e  a s s o c i a d o  

com F s ( x )  p a r a  q u a i s q u e r  - s e  x é o  m a i o r  i n d i c e  r p a r a  o  q u a l  a r  

é p o s i t i v o  no  m o d e l o  f o r n e c e n d o  FS (x). 

Logo ,  p a r a  s e  d e t e r m i n a r  o  m o d e l o  fornecendo F,(L) 

i s t o  é ,  a  s e q i ê n c i a  d e  i n t e i r o s  s o l u ç ã o  d e  @, o l h a m o s  p a r a  o  

í n d i c e  a s s o c i a d o ;  s e  e s t e  í n d i c e  é - r e  r > 0 ,  e n t ã o  o  i n t e i r o  a r ,  

e s t á  p r e s e n t e  no m o d e l o  com u m  v a l o r  no  mynimo i g u a l  a  1  ; a  s e -  

g u i r ,  o l h a m o s  p a r a  Fm(L - )  s e  s e u  í n d i c e  a s s o c i a d o  é r r = 

= r é p o s s í v e l  a c o n t e c e r )  e  r '  > 0 ,  e n t ã o  uma p e ç a  d e  1  a r g u r a  L,, 

f o i  u t i l i z a d a  em Fm(L - L,) e  c o n s e q ü e n t e m e n t e  em F m ( L ) .  

Uma v a n t a g e m  c o m p u t a c i o n a l  d e s t e  mé todo  q u e  m e r e  

c e  s e r  r e s s a l t a d a  é a  s e g u i n t e :  na  c o m p u t a ç ã o  da  r e c u r s ã o  @ é 

n e c e s s á r i o  a p e n a s  m a n t e r  a  i n f o r m a ç ã o  a r m a z e n a d a  em F S m l ( x )  p a r a  

a  c o m p u t a ç ã o  d e  F s ( x )  e  também,  n a  r e c u p e r a ç ã o  da s e q u ê n c i a  

{ a i ,  a z ,  . . . , a,} s 0 1 u ç ã 0  do m o d e l o  @ ê r e q u e r i d o  a p e n a s  a  i n -  

f o r m a ç ã o  F , ( x ) ,  a s s i m ,  t o d o s  o s  v a l o r e s  F s m 2 ( x )  podem s e r  d e s c a r  - 

t a d o s  a n t e s  d e  s e  i n i c i a r  a  c o m p u t a ç ã o  d e  F s ( x ) .  

1 . 4  - O P r o b l e m a  d e  C o r t e  a  Duas D i m e n s õ e s  

C o n s i d e r e m o s  a  s e g u i n t e  s i t u a ç ã o :  uma demanda  

D = { ( l i ,  w i ) ;  i = 1 ,  . . . ,  m } ,  de  p e ç a s  r e t a n g u l a r e s  em q u a n t i  da - 

d e s  N i ,  o n d e  L i ,  w i  e  N i  s ã o  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  p a r a  i = 1 , 2  ,..., m ,  

é p a r a  s e r  c o r t a d a  de  p l a c a s  r e t a n g u l a r e s  de  d i m e n s õ e s  ( L ,  W ) ,  

q u e  s ã o  man t i  d a s  em e s t o q u e  em u m  número  i 1  i  m i  t a d o .  Admi t i m o s ,  

também, q u e  o  e s t o q u e  s e j a  c o n s t i  t u 7 d o  s o m e n t e  de  p l a c a s  p a d r ã o  

do t i p o  ( L ,  W ) ,  e q u e  o  p r o b l e m a  s e j a  v i á v e l  ou  s e j a ,  q u e  p a r a  



t o d o  i = 1 ,  . . . , H a  p e ç a  d o  t i p o  i E D p o d e  s e r  a l o c a d a  n a  p l a -  

c a  ( L ,  W ) .  E n t ã o ,  o  p r o b l e m a  d e  c o r t e  a  d u a s  d i m e n s õ e s ,  é o  d e  

a t e n d e r  a  d e m a n d a  D ,  d e  f o r m a  q u e  s e j a  m i n i m i z a d a  a  p e r d a  e n v o l -  

v i  d a  n o  p r o c e s s o .  Da c a r a c t e r í s t i c a  e s p e c í f i c a  d a s  p l a c a s  d o  es - 

t o q u e ,  o  p r o b l e m a  p o d e  s e r  p o s t o  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  a t e n d e r  a  d e  - 

m a n d a  D y  com o  n ú m e r o  m7nimo d e  p l a c a s  ( L ,  W). U t i l i z a n d o  a s  n o  - 

t a ç õ e s  d a  s e ç ã o  1 . 2  e um p r o c e d i m e n t o  i d ê n t i c o  a o  d a  s e ç ã o  1 . 3  

o  m o d e l o  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  q u e  s e  a d a p t a  a o  p r o b l e m a  é d o  t i  

p o  @ o u  s e j a  

m i n i m i z a r  1 X 

A g o r a ,  a s  c o l u n a s  d a  m a t r i z  A s ã o  d e f i n i d a s  d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

p a r a  c a d a  p o s s 7 v e l  m o d e l o  d e  c o r t e  r e t a n g u l a r  d e  ( L ,  W) c o r r e s -  

p o n d e  uma c 0 1  u n a  a  I a 2  , . . . , a m  d e  A o n d e  a i  r e p r e s e n t a  o  n ú  - ] 
m e r o  d e  p e ç a s  ( t i ,  w i )  q u e  f i g u r a  n o  m o d e l o ,  p a r a  i = 1 ,  2 ,  . . ., m .  

P o r  e x e m p l o ,  n a  F i g u r a  2 ,  a  s e g u i r ,  é i l u s t r a d o  um m o d e l o  d e  c o r  - 

t e  p a r a  o  r e t â n g u l o  ( L ,  W) com uma d e m a n d a  d e  m = 1 1  p e ç a s  d i s -  

t i n t a s .  

D e s t a  f o r m a ,  a  c o l u n a  d a  m a t r i z  A r e p r e s e n t a n d o  

o  m o d e l o  d e  c o r t e  a c i m a  ê d a d a  p o r :  



L 

F i g u r a  2  

U t i l i z a n d o  a t é c n i c a  d e  g e r a ç ã o  d e  c 0 1  u n a s ,  a n ã -  

l o g a  ã d a  s e ç ã o  1 . 3 ,  o  s e g u i n t e  k n a p s a c k  g e n e r a l i z a d o  n e c e s s i t a  

s e r  r e s o l v i d o  a  c a d a  i t e r a ç ã o  d e  m u d a n ç a  d e  b a s e  q u a n d o  d a  s o l  u- 

ç ã o  do m o d e l o  @ p e l o  a l g o r i t m o  s i m p l e x :  r e p r e s e n t a n d o  p o r  n i  p g  

r a  i = 1 ,  2 ,  . . . , m ,  o  muí t i p l  i c a d o r  d e  L a g r a n g e ,  o u  m u l t i p l i c a -  

d o r  s i m p l e x ,  a s s o c i a d o  ; i - é s i m a  e q u a ç ã o  em a l g u m a  s o l u ç ã o  b á s i -  

c a  v i á v e l  t e m o s  : 

m a x i m i z a r  i i l a l  + U 2 a 2  + . . .  + n,am 

s u j e i  t o  a  c o n d i ç ã o  d e  q u e  a l ,  a 2 ,  . . . , a, C 
c o r r e s p o n d e  a  um m o d e l o  d e  c o r t e  d o  r e t â n g u -  

l o  ( L ,  W ) ,  em p e ç a s  ( L i ,  w .  ) p a r a  i =1,2,.. . , m  
1 

- 
O k n a p s a c k  g e n e r a l i z a d o  d o  m o d e l o  , e d e s p r o -  

v i  d o  d e  n e n h u m  m é t o d o  e c o n 6 m i  c o  d o  p o n t o  d e  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l  



p a r a  s u a  s o l u ç ã o .  

Um m"eodo c l ã s s i  c o  p a r a  s u a  s o l u ç ã o ,  d e s e n v o l v i . -  

do p o r  Bel lman C 5 ] ,  u t i l i z a  a  t é c n i c a  dos  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  La- 

g r a n g e  p a r a  t r a n s f o r m á - l o  em um k n a p s a c k  do t i p o  , e  p o s t e r i o r  - 

m e n t e  r e s o l v ê - 1  o  p e l  a  t g c n i  c a  d e  p r o g r a m a c ã o  d i  nâmi c a ,  O b s e r v a -  

mos ,  e n t ã o ,  q u e  a  s o l u ç ã o  do m o d e l o  @, mesmo u t i l i z a n d o  a  t é c -  

n i c a  d e  g e r a ç ã o  d e  c o l u n a s ,  n e s t e  c o n t e x t o ,  p o d e  d e m a n d a r  u m  tem - 

po d e  c o m p u t a ç ã o  r e l a t i v a m e n t e  s i g n i f i c a t i v o ,  s e  c o n s i d e r a r m o s  o  

p o r t e  do p r o b l e m a  d e  c o r t e  a  d u a s  d i m e n s õ e s ,  q u e  comumente  e n c o n  - 

t r a m o s  n a  p r á t i c a .  

1 . 5  - C o r t e  T i p o  G u i l h o t i n a  

O o b j e t i v o  d e  n o s s o  t r a b a l h o  s e  r e s t r i n g e  a  e s -  

t u d a r  uma s u b - c l a s s e  e s p e c i f i c a  d a  c l a s s e  d o s  p r o b l e m a s  d e  c o r t e  

a  d u a s  d i m e n s õ e s ,  a  s a b e r ,  a q u e l a  do c o r t e  t i p o  g u i l h o t i n a .  Es- 

t a  s u b - c l a s s e  6 c a r a c t e r i z a d a  p e l a  n a t u r e z a  do c o r t e  q u e  é d a d o  

s o b r e  a  p l a c a :  q u a l q u e r  c o r t e  d a d o  s o b r e  uma p l a c a ,  ou  q u a l q u e r  

s u b - p l a c a  da  mesma,  p o s s u i  a  p r o p r i e d a d e  d e  i n i c i a r  em uma b o r d a  

e d e  f o r m a  c o n t í n u a ,  t e r m i n a r  n a  b o r d a  s i m é t r i c a .  Também, t o d o  

c o r t e  é p a r a l e l o  a  um d o s  l a d o s  da  p l a c a .  

Na F i g u r a  3 ,  a  s e g u i r ,  i l u s t r a m o s  um m o d d l o  d e  

c o r t e  t i p o  g u i  l h o t i n a .  

A F i g u r a  2 ,  i l u s t r a  um m o d e l o  d e  c o r t e  a  d u a s  d i  - 

m e n ç õ e s ,  q u e  não  pode  s e r  o b t i d o  p e l o  e squema  d e  g u i l h o t i n a .  



F i g u r a  3 

D e n t r e  o s  m o d e l o s  d e  c o r t e  t i p o  g u i l h o t i n a ,  r e s -  

s a l t a m o s  a q u e l e s  q u e  podem s e r  o b t i d o s  a  d o i s  e s t ã g i o s ,  o n d e ,  em 

um p r i m e i r o  e s t á g i o ,  o  c o r t e  s e  p r o c e s s a  em um s e n t i d o  d a  p l a c a ,  

e n o  s e g u n d o  e s t á g i o  c a d a  s u b - p l a c a  p ~ o d u z i d a  d o  1 9  e s t á g i o ,  é - a  

n a l i s a d a  e c o r t a d a  n o  o u t r o  s e n t i d o  d a  p l a c a  o r i g i n a l .  A F i g u r a  

4 a b a i x o  f o r n e c e  uma i l u s t r a ç ã o  d e s t a  s i t u a ç ã o .  



Algumas v e z e s ,  u m  t e r c e i r o  e s t â g i o  é p e r m i t i d o  c o  

mo i l u s t r a d o  n a  F i g u r a  5 a b a i x o ,  o n d e  o s  r e t â n g u l o s  o b t i d o s  no 

c o r t e  a  d o i s  e s t ã g i o s  s ã o  c o r t a d o s  s e g u n d o  s e u  c o m p r i m e n t o  p a r a  

f o r n e c e r  uma p e ç a  n a s  d i m e n s õ e s  e x a t a s  d e  uma d e t e r m i n a d a  peça d a  

demanda .  

F i g u r a  5 

- . -  
A s s o c i a n d o  u m  c u s t o  n i  a  i - e s i m a  e q u a ç ã o ,  

e  n o t a n d o  p o r  a i  a  q u a n t i d a d e  d e  p e ç a s  do t i p o  i ,  p a r a  i = I ,  ..., m ,  

p r e s e n t e  no m o d e l o ,  o b s e r v a m o s  q u e ,  a  f i m  d e  s e  r e s o l v e r  o  p r o -  

b l e m a  de  c o r t e s  a  d o i s  e s t á g i o s ,  é s u f i c i e n t e  r e s o l v e r  o  s e g u i n -  

t e  k n a p s a c k  g e n e r a l  i z a d o .  

s u j e i t o  à c o n d i ç ã o  q u e  

c o r r e s p o n d e n t e  . . a  um m o d e l o  d e  c o r t e  g u i  

l h o t i n a  a  d o i s  e s t ã g i o s  

A d m i t i n d o - s e  q u e  a  p l a c a  a  s e r  c o r t a d a  t e n h a  d i -  



m e n s õ e s  ( L ,  Ç I ) ,  o  m o d e l o  @ p o d e  s e r  r e s o l v i d o  com um p r o c e d i -  
. . 

rnento a  d o i s  e s t á g i o s ,  G i l m o r e  & Gomory como d e s c r i t o  a b a i -  

xo : 

i )  p a r a  t o d a  l a r g u r a  w i ,  c a l c u l a m o s  n?; o  v a l o r  
1 

Ótimo o b t i d o  n a  a l o c a ç ã o  em f a i x a  d e  l a r g u r a  

w e  c o m p r i m e n t o  L ,  d e  r e t â n g u l o s  L x  w on i j j - 

w ,< w i  . Obse rvamos  q u e ,  para  cada i=1 ,2 , .  . . , m 
j 

e s t e  p r o b l e m a  é u m  k n a p s a c k  d o  t i p o  @; 

i i )  o  v a l o r  Ó t imo  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  i i l a l  + i i z a 2 +  

+ . . . +  ii a  do  m o d e l o  @), é e n t ã o  ob t ido  r e  m m - 

s o l v e n d o - s e  um o u t r o  k n a p s a c k  do t i p o  @) - a  

b a i x o :  

s u j e i t o  a  w,b, + . . .  
I 

A g o r a ,  s e  o r d e n a r m o s  o  c o n j u n t o  d e  p e ç a s  deman- 

d a d a s ,  d e  f o r m a  t a l  q u e  w l  4 w 2  < . . .  s w e  d e f i n i m o s  F S ( x )  co -  m 
mo s e n d o  o  v a l o r  d a  m e l h o r  c o m b i n a ç ã o  u t i l i z a n d o  a p e n a s  a s  p e ç a s  

a s s o c i a d a s  às - s p r i m e i r a s  l a r g u a r a s  w j = 1 ,  2 , .  . . , s  n a  g e r a -  
j ' 

ç ã o  d e  f a i x a  d e  l a r g u r r a  w S  e  c o m p r i m e n t o  - x ,  t e m o s  q u e ,  s e g u n d o  a  

s e ç ã o  1 . 3 ,  o s  m u l  t i p l i  c a d o r e s  do e s t á g i o  i  s ã o  e x p r e s s o s  p o r :  

= Fi ( L )  
1 

D e s t a  f o r m a ,  a t r a v ê s  d e  u m  p r o c e s s o  r e c u r s i v o ,  t o  - 

d o s  o s  mul t i p l i c a d o r e s  do e s t á g i o  i ,  e s t a r ã o  c a l  c u l a d o s ,  q u a n  - 



d o  F m ( L )  e s t i v e r  c o m p u t a d o .  O b s e r v a m o s ,  e n t ã o ,  q u e  o  m o d e l o  

@) p o d e  s e r  r e s o l  v i  d o ,  r e s o l v e n d o - s e  a p e n a s  d o i s  s u b - p r o b l e m a s  

k n a p s a c k  d o  t i p o  @ o u  s e j a ,  q u e  o s  m o d e l o s  d e  c o r t e  g u i l h o t i n a  

a  d o i s  e s t ã g i o s ,  p e r m i t e m  a  a d a p t a ç ã o  d e  m é t o d o s  d e  s o l u ç ã o  bem 

m a i s  v i á v e i s  d o  p o n t o  d e  v i s t a  d e  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l  e n v o l v i d o ,  

q u e  o s  m o d e l o s  d e  c o r t e  g e r a i s .  

Uma o u t r a  c a r a c t e r y s t i  c a ,  i n e r e n t e  d o s  modelos  d e  

c o r t e  g u i l h o t i n a  a  d o i s  e s t á g i o s ,  q u e  m e r e c e  s e r  o b s e r v a d a ,  é q u e  

d o  p o n t o  d e  v i s t a  o p e r a c i o n a l  d o  p r o c e s s o ,  o s  m e s m o s  a p r e s e n t a m  

uma v a n t a g e m  s o b r e  o s  m o d e l o s  m a i s  g e r a i s ,  d a d o  q u e ,  uma v e z  d e -  

c i d i d o  o  m o d e l o  d e  c o r t e  g u i l h o t i n a  a  d o i s  e s t á g i o s  s o b r e  a  p l a -  

c a  ( L ,  W), como p o r  e x e m p l o  o  i l u s t r a d o  n a  F i g u r a  4 ,  n o  p r i m e i r o  

e s t á g i o  a  d i m e n s ã o  W é t o d a  c o r t a d a  sem n e c e s s i t a r  v i r a r  a  p l a -  

c a ,  e n o  s e g u n d o  e s t á g i o ,  c a d a  s u b - p l a c a  o b t i d a  d o  p r i m e i r o  e s t á  - 

g i o  e t a m b é m  c o r t a d a ,  a g o r a  n o  s e n t i  d o  d o  c o m p r i m e n t o  L sem a  n e  - 

ce s s  i d a d e  d e  v i  r á - 1  a .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  a n a l i s a r m o s  o p r o c e d i m e n t o  a  

d o i s  e s t á g i o s ,  a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i  t o ,  p a r a  s r o l u ç ã o  d o  m o d e l o  

@ , o b s e r v a m o s  q u e  o  mesmo t r a b a l h a  com a s  p e s a s  d a  d e m a n d a  o -  

r i e n t a d a s  s e g u n d o  a  o r i e n t a ç ã o  d a  p l a c a  ( L ,  W ) ,  e p a r a  c a d a  i = 

= 1 ,  2 ,  . . . , m o  c á l c u l o  d o s  m u l t i p l i c a d o r e s  IíT d o  e s t á g i o  - i s e -  

r a  f a i x a s  como a  i l u s t r a d a  n a  F i g u r a  6 ,  a b a i x o ,  

F i g u r a  6 



O b s e r v a m o s ,  e n t ã o ,  q u e  o  p r o c e d i m e n t o  d e i x a  u m  

a c ú m u l o  d e  p e q u e n a s  â r e a s  d e  r e s t o  ( a  p a r t e  h a c h u r e a d a  n a  F i g u r a  

6 ) ,  p a r a  c a d a  f a i x a  d e  l a r g u r a  w i  p r e s e n t e  no  m o d e l o  q u e ,  a p a r e n  - 
- 

t e m e n t e ,  e  uma c a r a c t e r y s t i c a  n ã o  m u i t o  b o a  do p r o c e d i m e n t o .  

E s t a  c a r a c t e r T s  t i c a ,  a p a r e n t e m e n t e  r u i m ,  do mode- 

l o  é f o r t e m e n t e  i n f l  u e n c i a d o  p e l a  p r e s e n ç a  do t e r c e i r o  e s t á g i o  d e  

c o r t e  ( v e j a  F i g u r a  5 ) ,  a  q u a l  é a m e n i z a d a  q u a n d o  t r a b a l h a m o s  com 

m o d e l o s  p e r m i t i n d o  a p e n a s  d o i s  e s t á g i o s  ( v e j a  i l u s t r a ç ã o  d a  Fi gu - 

r a  4 ) .  

A n a l i s e m o s ,  a g o r a ,  o  p r o c e d i m e n t o  a  dois e s t a s i o s  

p a r a  s o l u ç ã o  do m o d e l o  @ a t r a v é s  d e  u m  e x e m p l o  n u m é r i c o .  

C o n s i d e r e m o s  uma demanda  - D d e  p e ç a s  d a d a s  p o r :  

" w i  

T i p o  1  - ( 2 0 ,  7 )  - com 1  p e ç a  1 
T i p o  2  - ( 2 0 ,  2 )  - com 1  p e ç a  

T i p o  3  - ( 2 0 ,  3 )  - com 1  p e ç a }  D 

T i p o  4 - ( 2 0 ,  5 )  - com 1  p e ç a  

T i p o  5  - ( 1 1 ,  5 )  - com p e c a  1 
o r i e n t a d a s  s e g u n d o  a  o r i e n t a ç ã o  d e  uma p l a c a  ( L ,  W )  = ( 2 5 ,  1 1 ) .  

D e s e j a m o s  u t i l i z a r  o  p r o c e d i m e n t o  a c i m a  p a r a  c o r t a r  D d e  ( L ,  W ) .  

A t T t u l o  a p e n a s  d e  n o t a ç ã o ,  vamos d i z e r  q u e  o  t i  - 

po - i p a r a  i  = 1 ,  . . .  , 5 ,  g e r a  a  f a i x a  do t i p o  - i d e  l a r g u r a  w i .  



P a r a  o  P r i m e - i r o  E s t ã g t o  d o  P r o c e d f m e n t o  p o d e m o s  a s s u m i r  q u e  p a r a  

c a d a  i = 1 ,  . . . , 5 ,  n.k s e j a  dada p e l a  soma das  á r e a s  d a s  p e ç a s  u t i  1  i - 
1. 

z a d a s  n a  g e r a ç ã o  d a  f a i ' x a  r e s p e c t i ' v a ,  d i v - i d i d a  p e l o  c o m p r i m e n t o  

L = 25 .  

D e s . t a  f o r m a ,  temos.  q u e :  

e p a s s a m o s .  a o  S e g u n d o  E s t z g i o  d o  P r o c e d i m e n t o  com: 

h i  = h2 = h 3  = 6 4  = 1,  b.5 = Q 

e v a l o r  ó t i m o  d ò  m o d e l o  O d a d o  p o r :  

n: b l  t n; b 2 t  n j  b 3  + IT; h ,  = 8.8 

e o  m o d e l o  d e  c o r t e  ê i - l u s t r a d o  n a  F i g u r a  7 ,  a  s e g u i r .  



F i g u r a  7 

O b s e r v a m o s ,  e n t ã o ,  q u e  a  p e ç a  d o  t i p o  5 n e c e s s a r i a  - 

m e n t e  n e c e s s i t a  s e r  c o r t a d a  d e  uma o u t r a  p l a c a  d a d o  q u e  a s  s u b -  

p l a c a s  d e  r e s t o  g e r a d a s  na  F i g u r a  7 ( s u h - p l a c a s  h a c h u r e a d a s  na F i  - 

g u r a  7 ) ,  n ã o  c o m p o r t a m  o  t i p o  5 .  A g o r a ,  o  f a t o  i n t e r e s s a n t e  é 

q u e  s e  o  c o r t e  f o r  d a d o  v e r t i c a l ,  na  a l t u r a  20  d e  L ,  a  p e ç a  d o  

t i p o  5 pode  s e r  r e t i r a d a  da  p a r t e  h a c h u r e a d a  d a  F i g u r a  7 e o  r e s  - 

t o  g e r a d o  no  p r o c e s s o  é n u l o .  

Nes t a .&  c o n d i ~ ã e s ,  o b s e r v a m o s  q u e  o  p r o c e d i m e n t o  a  

d o i s  Es t âg i . 0~  a n t e r i o r m e n t e  d i s c u t i d o  o f e r e c e  p o u c a  f l e x i b i l  i d a -  

d e  d e  r e u t i l i z a ç ã o  p a r a  a s  s u b - p l a c a s  d e  r e s t o  g e r a d a s  no  p r o c e s  - 
- 

s o  d e  c o r t e .  O q u e  s e  p r e t e n d e  no  p r ó x i m o  c a p T t u l o ,  e a p r e s e n -  

t a r  um p r o c e d i m e n t o  a l t e r n a t i v o  d e  c o r t e  d e n o m i n a d o  p r o c e d i m e n t o  

d e  c o r t e  a  d o i s  e s t ã g i ' o s  a l t e r n a d o ,  o n d e  a  f i ' l o s o f i a  d o  p r o c e d i -  

men to  a  d o i s  e s t á g i o s  d e  G i l m o r e  & ~ o m o r y I ~ ~ 1  s e  f a z  p r e s e n t e  ( d a  - 

d a  a  flexibilidade o p e r a c i o n a l  q u e  o  mesmo o f e r e c e  a o  p r o c e s s o ) ,  

em c o n j u n ç ã o  com uma g u i . l h o t i . n a  v e r t i c a l ,  no s e n t i d o  d e  s e  t e n -  

t a r  o f e r e c e r  ao processo uma melhor r e u t i l i z a ç ã o  d a s  á r e a s  d e  r e s t o .  





DOIS ESTflGIOS A L -  

1 1 . 1  - I n t r o d u ç ã o  

Neste c a p ? t u l o ,  n o s  p r o p o m o s  : a  a p r e s e n t a r  um p r o -  

c e d i m e n t o  a 1  t e r n a t i v o  p a r a  a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  c o r t e  a  d u a s  

d i m e n s õ e s  d o  t i p o  g u i l h o t i n a ,  o b j e t i v a n d o  e x p l o r a r  a  e s t r u t u r a  

d o  m o d e l o  d i s c u t i d o  n o  C a p i t u l o  I .  O p r o c e d i m e n t o  como um 
- 

t o d o ,  e  uma m i s t u r a  d e  t é c n i c a s  a p r o x i m a d a s  ( h e u r 7 s t i  c a s ) ,  e  e x a  - 

t a s ,  n o  s e n t i d o  d e  g e r a r  e  a l o c a r  f a i x a s  s o b r e  a  p l a c a  ( L ,  W )  a  

p a r t i r  d a s  p e ç a s  d a  d e m a n d a .  

A p r e s e n t a m o s  um f l u x o g r a m a  do  p r o c e d i m e n t o  a c o m p a  - 

n h a d o  d e  uma d i s c u s s ã o  d e t a l h a d a  d e  s e u s  m Ó d u l o s .  No s e n t i d o  d e  

s e  f a z e r  uma b o a  r e u t i l i z a ç ã o  d a s  á r e a s  d e  r e s t o ,  o  a l g o r i t m o  d e  

a 1  o c a ç ã o  p r o c u r a  o f e r e c e r  n o v a s  a 1  t e r n a t i  v a s  a o  p r o c e d i m e n t o  a  

d o i s  e s t á g i o s  d o  C a p i ' t u i o  I .  

1 1 . 2  - F l u x o g r a m a  d o  P r o c e d i m e n t o  d e  C o r t e  a  D o i s  

E s t á g i o s  

1 1 . 2 . 1  - Na s e ç ã o  1 . 4  d o  C a p i t u l o  I ,  o  p r o b l e m a  

d e  c o r t e  a  d u a s  d i m e n s õ e s  f o i  c o l o c a d o ,  a d m i t i n d o - s e  q u e  o  e s t o -  

q u e  E e r a  c o n s t i t u i  d o  d e  um n ú m e r o  i l i m i t a d o  d e  p l a c a s  p a d r ã o  

( L ,  W ) .  P o d e m o s  p e n s a r  q u e  o  n ú m e r o  d e  p l a c a s  p r e s e n t e s  no  e s t o  - 

q u e  E s e j a  l i m i t a d o  e ,  d e s t a  f o r m a ,  o  p r o b l e m a  sÕ a d m i t i r á  s o l u -  

ç ã o  s e  e s t a  l i m i t a ç ã o  d o  e s t o q u e  f o r  s u f i c i e n t e  p a r a  o  a t e n d i m e n  - 

t o  d a  d e m a n d a  D .  O r i e n t a m o s  o  p r o c e s s o  d e  c o r t e  n o  s e g u i n t e  s e n  



INICIO 7 + 
O' rgan ize  E s t o q u e  E 

s e g u n d o  v e l a ç ã o  d e  

o rdem R 

p l a c a  d e  E I 
p a r a  s e r  c o r t a d a  '1 

D - f o r m e  o  c o n j u n t o  
F de  f a i x a s  c a n d i  

t a s  â a l o o a ç ã o -  

U t i l i z a n d o  s u b r o u t i n e  
K N A P ,  s e l e c i o n e  u m  

s u b c o n j u n t o  K c F 
ó t i m o  e  a t u a l i z e  a  

Demanda D 

I 
U t i  1  i z a n d o  "A1 g o r i  tmo 
d e  A l o c a ç ã o "  r e a l i z e  

a : a l o c a ç ã o  d e  K 



t i  d o :  uma v e z  q u e  uma p l a c a  ( L ,  W )  f o i  e s c o l h i d a  p a r a  s e r  c o r t a -  

d a ,  a  e s c o l h a  d e  uma n o v a  p l a c a  p a d r ã o  sÕ s e  f a r 3 ,  q u a n d o  e s g o t a  - 

d a s  t o d a s  a s  p o s s i b i l i d a d e s  d e  c o r t e  s o b r e  a p l a c a  a n t e r i o r .  Or - 

g a n i z a m o s  o  e s t o q u e  E em uma l i s t a  q u e  5 i t e r a t i v a m e n t e  r e a b a s t e  - 

c i d a  com n o v a s  s u b p l a c a s  g e r a d a s  n o  p r o c e s s o  d e  c o r t e .  Desta  f o r  - 

m a ,  p a s s a i i l o s  a  e n c a r a r  E como s e n d o  h e t e r o g ê n e o ,  d a d a  a  p r e s e n ç a  

d e  n o v a s  p l a c a s ,  c a r a c t e r i z a d a s  como s u b e s t o q u e  d i s t i n t a s  das p l a  - 

tas p a d r ã o .  D e f i n i m o s ,  e n t ã o ,  a  r e l a ç ã o  d e  o r d e m  R s o b r e  a  l i s -  

t a  E ,  como s e n d o  a  r e l a ç ã o  q u e  o r g a n i z a  E n a  o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  

g r a n d e z a  d e  á r e a  d e  s e u s  e l e m e n t o s ,  n o  s e n t i d o  d e  p e r c o r r e r  a  l i s  - 

t a  do i n y c i o  p a r a  s e u  f i m .  ~ a m b é m ,  o  p r o c e d i m e n t o  d e  i n s e r ç ã o  

em E d e  s u b e s t o q u e ,  s e  f a z  o b e d e c e n d o  a  r e l a ç ã o  d e  o r d e m  R e x i s -  

t e n d e n t e  s o b r e  E. 

1 1 . 2 . 2  - O p r o c e d i m e n t o  d e  e s c o l h a  d e  p l a c a  p a r a  

s e r  c o r t a d a  s e  f a z  a c e s s a n d o  a  l i s t a  E a t r a v e s  d e  um a p o n t a d o r ,  

o n d e  o  mesmo a p o n t a  s e m p r e  p a r a  a  Ú l t i m a  p l a c a  i n s e r i d a  n a  l i s -  

t a .  Com i s t o ,  e s t a m o s  o b j e t i v a n d o  e v i t a r ,  a o  m ã x i m o ,  o  r e t o r n o  

p a r a  o  e s t o q u e  d o s  r e t a l h o s  d e  p l a c a s  g e r a d o s  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  

d e  c o r t e  d e  p l a c a s  p a d r ã o .  

1 1 . 2 . 3  - S e g u i n d o  a  f i l o s o f i a  do  p r o c e d i m e n t o  d e  

c o r t e  g u i l h o t i n a  a  d o i s  e s t á g i o s ,  o  c o n j u n t o  F d e  f a i x a s  c a n d i d a  - 

t a s  a l o c a ç ã o ,  p o s s u i  a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  q u e  t o d a  f a i x a  é f o r -  

mada  com b a s e  em um Úni c o  t i p o  d e  p e ç a  d a  d e m a n d a .  

De a c o r d o  com a  s e ç ã o  1 . 4  do  C a p T t u l o  I ,  vamos a d  - 

mit i r  q u e  a  d e m a n d a  D s e j a  d a d a  p o r  D = {(li , w i ) ;  i = I  , 2 , .  . . 
em q u a n t i d a d e s  i n t e i r a s  N i  , i 1 2 ,  . m e  q u e  a  p l a c a  a  s e r  c o r  - 



t a d a  t e n h a  d imens .6es  ( L ,  W ] .  

A g o r a ,  p a r a  c a d a  - i com f = 2 , .  . , t a l  q u e  N i  # O 

i i i d e t e r m i n a m o s  i n t e i r o s .  m 1  e  m z ,  t a i s  que: m l  r e s o l v e  o  p r o b l e m a :  

i Q &  m s N. .  
1. 

I 
m i  : i,n t e  i r o )  

i e  m 2  r e s o l v e  o  p r o b l e m a :  

A p a r t i : r  d a s  s o l u ç õ e s  d o s  m o d e l o s  e  acima, 

d e f i n i m o s :  

i c i  = máximo ( m l  ti, m ,  w i  

i i 
i Im: s e  c i  = m 1  1. 

m -- = 1 
max i m 2  s e  C = m s  w i  

D e s t a  f o r m a ,  p a r a  c a d a  i = 1 ,  . . . , m t a l  q u e  N i  # O 



d e f i n i m o s  a  f a t x a  F~ E F d e  c o m p r i m e n t o  c i  e  d e  L a r g u r a  d a d a  

p o r :  

N e s t e  p o n t o ,  o  p r o c e d i m e n t o  s e  p r e o c u p a  em f ; a z e r  

um bom a p r o v e i t a m e n t o  d o  m a t e r t a l ,  i n i c i a l m e n t e ,  t e n t a n d o  u t i l i -  

z a r  o  máximo p o s s T v e i  d a  di .mensão L d a  p l a c a .  

Q b s e r v a m o s  que ambos o s  m o d e l o s  @ e @ a p r e -  

s e n t a m  c a d a  u m ,  os mesmos c o e f i : c i . e n t e s  na  f u n ç ã o  o b j e t i v o  e  na 

r e s t r i ç ã o ,  s ã o  do t i p o  k n a p s a c k  com v a r i ' á v e i s  l i m i t a d a s  e d e  f á -  

c i l  s o l u ç ã o .  E s t a  c a r a c t e r í s t i c a  d e  f á c i l  s o l u ç ã o ,  nem sempre s e  

o b s e r v a  p a r a  p r o b l e m a s  g e r a i s  d e s t a  n a t u r e z a ,  como podemos  a n a l i  - 

ç a r  com o  s e g u i n t e  e x e m p l o :  c o n s i d e r a n d o  o  chamado p r o b l e m a  do 

p a r t i c i o n a m e n t o ;  o n d e  n  i . n t e i r o s  p o s i t i v o s  i a i ,  a i ,  . . . , a  } s ã o  n  
d a d o s ,  e  a  s e g u i n t e  q u e s t ã o  e c o l o c a d a :  e x i s t e  u m  c o n j u n t o  d e  i n  - 

dites I ,  

d e  f o r m a  q u e :  

Uma mane i . r a  a1  t e r n a t i . v a  d e  s o l u c i o n a r  o  p r o b l e m a  do  p a r t i c i o n a -  



rnento e c o n s i - d e r a r  o s e g u i . n t e  p r o b l e m a  k n a p s a c k ;  . . 

xi E {O, 1  p a r a i = 1 ,  2 ,  ..., n  i 

e  o b s e r v a m o s  q u e  o  p r o b l e m a  do p a r t i c i o n a m e n t o  a p r e s e n t a  uma s o -  

l u ç ã o  s e  e  s o m e n t e  s e  ( * )  tem uma s o l u ç ã o  com: 

e  d a d a  a  i n t e g r a b i l i d a d e  d o s  a i  vemos q u e  - b  s e  f a z  i g u a l  a :  

n  
r e p r e s e n t a  o  

2 i = l  2 i = l  
I m a i o r  i n t e i r o  menor  ou i g u a l  a  - i a i .  P o r  o u t r o  l a d o ,  e n t ã o ,  
2 i = l  

tomando o  p r o b l e m a :  

n  
I a j  x j  m a x i m i z a r  j = l  

n  
s u j e i t o  a 1 .j 'j ' 12, . j / Z J  1 ( * * I  

j = 1  

Vemos q u e  em c o n d i ç õ e s  e s p e c i a i s  s o b r e  o s  c o e f i c i  - 

e n t e s  a  o  m o d e l o  ( * * )  é um h a r d - k n a p s a c k  p a r a  s e r  s o l u c i o n a d o  
j ?  

p o r  a1  g o r i  tmos r e c u r s i  v o s .  Não ê o b j e t i v o  e s p e c T f i  co  n o s s o  aqui , 

n o s  a l o n g a r m o s  n e s t e  p r o b l e m a  e  p a r a  m a i o r e s  d e t a l h e s  r e f e r e n c i  - a  



mos o  t r a b a l h o  d e  C h v â t a l  C71 

6 1 . 2 . 4  - Suponhamos  q u e  o  c o n j u n t o  F s e j a  d a d o  

p o r :  

com 1  s r 6 m ,  e  a s s o c i e m o s  a  c a d a  F~ p a r a  1  -s i < r ,  um novo  í n  - 

d i  c e  j ,  1 4 j ,< m c o r r e s p o n d e n t e  a o  t i p o  da p e ç a  da  d e m a n d a ,  u t i  - 

l i z a d a  n a  f o r m a ç ã o  d a  f a i x a .  Como em 1 1 . 2 . 3 ,  ( L ,  W )  r e p r e s e n t a  

a  p l a c a  u t i l i z a d a  n a  f o r m a ç ã o  do c o n j u n t o  F .  

i  = I C i  A s s o c i e m o s  2 f a i x a  F o  p a r â m e t r o  il 
j ' j j / L  

( p a r a  c a d a  i  = 1 ,  . . . , r )  d e  c u s t o  da  mesma,  ou s e j a ,  um cus to  p r o  - 
i p o r c i o n a l  á r e a  d e  u t i l i z a ç ã o  de  F o n d e  C i  e  H i  s ã o  como d e f i  
j '  j j - 

n i d o s  em 1 1 . 2 . 3 .  

i I n d i q u e m o s  p o r  X p a r a  i = 1 , 2 ,  . . . ,  r a  q u a n t i d a d e  
j 

i  d e  v e z e s  q u e  a  f a i x a  F s e r á  u t i l i z a d a  no m o d e l o  de  c o r t e .  En- 
j - 

t ã o ,  d e  p o s s e  do c o n j u n t o  F  n o s s o  o b j e t i v o  a g o r a  e  s e l e c i o n a r  

K E F d e  f o r m a  a  s e  f a z e r  uma b o a  u t i l i z a ç ã o  da  l a r g u r a  W da p l a  - 

c a .  N e s t e  s e n t i d o  o  s e g u i n t e  k n a p s a c k  s e  c o l o c a :  

maximi z a r  ili. x i  
i  = l  J j 

i X j :  i n t e i r o  



i  onde k! j 1 r e p r e s e n t a  ma io r  i n t e i r o  menor ou i g u a l  N j e  
J Irnmã, j/ mmáx i  N .  r e p r e s e n t a -  a  demanda da peça  do t i p o  j u t i l i z a d a  na fo rmação  

J 

da f a i x a  F ' .  

Agora ,  p a r a  k -= 1  , 2 , .  , . , r  e  y  = 0 , l  ,. . . ,w d e f i n i -  

mos : 

i i i  s u j e i t o  a  1 H j  X j  6 y  
i - 1  

I x i :  i n t e i r o  
r j  

Observamos que  F ( k ,  O )  = O p a r a  k = 1  ,. . . , r .  Suponhamos que  pa- 

r a  um dado k ,  k = 2 , .  . . , r  s e j a  c o n h e c i d o  F(k  - 1 ,  y )  p a r a  todos os 

p o s s ~ v e i s  v a l o r e s  de y  = O ,  1 ,  . . . , W .  E n t ã o ,  podemos e s c r e v e r :  

{ 
k k k - l  

~ ( k , y )  = máximo n. x.+ 1 n i  x') 
J J J j 

onde u k  = mínimo {blHrl,; Fk j / m m ã x  j l i  



D e s t a  f o r m a ,  p a r a  um d a d o  v a l o r  d e  xk com v 

t emos  q u e :  

i  (o 4 X j  e  i n t e i r o  p a r a  i  = l ,  . . . ,  k-1 

k k  Obse rvamos  q u e  a  p a r c e l a  e n t r e  c h a v e s  6 e x a t a m e n t e  F(k-1, y -H .  X . )  
J J  

k a  q u a l  é c o n h e c i d a ,  uma v e z  q u e  y = 0 , 1  ,..., W e  O < X < u k  i m p l i  
j 

k  k  c a n d o  q u e  y - H .  X .  é um i n t e i r o  não  n e g a t i v o ,  q u e  n ã o  e x c e d e  W .  
J J 

D e s t a  f o r m a ,  temos  a  f u n ç ã o  r e c u r s i v a :  

u t i l i z a d a  p e l a  s u b r o u t i n e  KNAP,  n o  s e n t i d o  d e  s e  r e s o l v e r  o  mode - 

1 0  . P a r a  m a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  a  r e c u r s ã o  a c i m a  v i  d e  S a l -  

k inL4 '1 .  Com b a s e  n a  s o l u ç ã o  do m o d e l o  @ , r e a l i z a m o s  a  a t u a -  

l i z a ç ã o  d a  demanda ,  e  o  p r o c e s s a m e n t o  p r o s s e g u e  n o r m a l m e n t e .  

1 1 . 2 . 5  - P a s s e m o s  a g o r a  a  d e s c r e v e r  o " a l g o r i t m o  

d e  A 1  o c a ç ã o " .  

Suponhamos  q u e  o  s u b c o n j u n t o  K c F s e l e c i o n a d o  pe  - 



l a  s u b r o u t i - n e  K N A P  s e j a  d a d a  p o r :  

K = ( F ' ,  F 2 ,  . . . ,  F S }  o n d e ,  1 a s < r j á  o r d e n a d o  

em r e l  a ç ã o  2 o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  c o m p r i m e n t o  d e  f a i x a ,  i s t o  é ,  

p a r a  t o d o  i com 1  4 i 6 s - 1  t e m - s e  q u e :  - 

i i C % ci" , o n d e  C , p a r a  i = 1  ,. . . , s  é como d e f i n i  - 

do em 1 1 . 2 . 3 .  

R e a l i z a m o s  a  a l o c a ç ã o  d e  K s o b r e  a  p l a c a  ( L ,  W )  d e  

a c o r d o  com a  i l u s t r r a ç ã o  d a  F i g u r a  8 ,  a b a i x o :  

L 
F i g u r a  8 

N e s t e  e s t á g i o ,  n o s s a  p r e o c u p a ç ã o  é n o  s e n t i d o  d e  

d i r e c i o n a r m o s  a  g u i l h o t i n a  ( s e  h o r i z o n t a l  o u  v e r t i c a l ) ,  d e  f o r m a  

a  s e  t e n t a r  f a z e r  um bom a p r o v e i t a m e n t o  d a s  á r e a s  d e  r e s t o .  E m  

f u n ç ã o  d a  d e m a n d a  D a t u a l i z a d a  f o r n e c i d a  d a  K N A P ,  o r i e n t a m o s  o  

p r o c e s s o  d e  c o r t e  a d o t a n d o  o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  p a r a  c a d a  á-  

r e a  d e  r e s t o  a  s e r  a l o c a d a ,  n o  s e n t i d o  d e  r e a p r o v e i t ã - l a ,  r e a l i -  



mos uma p e s q u i s a  e x a u s t i - ~ a  s o b r e  D e  d e c i d i m o s  que  a  g u i l h o t i n a  

sÕ s e r ã  h o r i . z o n t a 1 ,  s e  não e x i s t i r  em D nenhuma p e ç a  que s e  a j u s  - 

t e  s o b r e  a  ã r e a  a n a l i s a d a .  Uma vez  c o n s t a t a d a  a  u t i l i z a ç ã o  de 

uma d e t e r m i n a d a  â r e a  de r e s t o ,  e n t ã o  o  p r o c e d i m e n t o  p r o c u r a  t e n -  

t a r  i n c r e m e n t a r  a  f l e x i b i l i d a d e  de uso da mesma, o r i e n t a n d o  a  gu i  - 

I h o t i n a  na v e r t i c a l .  Uma i l u s t r a ç ã o  d e s t a  s i t u a ç ã o  é dada  na Fi - 

g u r a  8 . -  

Vamos, a g o r a ,  f a z e r  mais  a lgumas  cons ide r ações :  i n  - 

diquemos p o r  VETl ( J )  p a r a  J  = 1 ,  .. ., s  uma v a r i á v e l  b i n ã r i a  de- 

f i n i d a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  

i 1  s e  a  g u i l h o t i n a  é h o r i z o n t a l  
VET1tJ)  = 

O s e  a  g u i l h o t i n a  é v e r t i c a l  

LI Se p a r a  a lgum J ,  com 1  ,< J  ,< s t i v e r m o s  que  C = L  

e n t ã o  c i  = L  p a r a  t o d o  i com 1  s i  r J  e  assumimos ,  n e s t e  c a s o ,  

VET1 ( i  ) = 1 p a r a  t o d o  1  6 i  ,< J  dado q u e ,  n e s t e  c a s o ,  não e x i s t e  
- 
a r e a  de r e s t o  e  s i m p l e s m e n t e  nos preocupamos de c o r t a r  de ( L ,  W )  

i  a s  J f a i x a s  F p a r a  1  4 i 6 J .  Po r  o u t r o  l a d o ,  s e  p a r a  algum J  

com 1  d J d s - 1  o c o r r e r  cJ = cJ'' e  VETI ( J )  = O e n t ã o  VETI(J+l) = 

= O e  os  c o r t e s  J  e  J+1  s ã o  c o i n c i d e n t e s .  

Agora ,  p a r a  k = 1 , 2 , .  . . , s ,  i nd iquemos  por  V E T Z ( k )  

e  X O T ( k ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e  a  l a r g u r a  da f a i x a  F~ e  o  v e t o r  de a l o  - 

c a ç ã o  f o r n e c i d o  p e l a  K N A P ,  i s t o  e ,  X O T ( k )  r e p r e s e n t a  q u a n t a s  ve- 

z e s  a f a i x a  F~ s e r ã  u t i l i z a d a  no modelo de c o r t e .  De p o s s e  d e s -  

t a s  i n fo rmações  , passemos aos  p a s s o s  do A1 g o r i  tmo de A1 o c a ç ã o .  



P a s s o  1 ;  ( I n i  c i a l i z a ç ã o )  

i ISOBC = p - C 1  

C s + l  = 0  

e  vã  p a r a  o  P a s s o  2 .  

P a s s o  2: S e  k = s  + 1 ,  v ã  p a r a  o  P a s s o  6 .  Caso  c o n t r á r i o ,  

vá  p a r a  o  P a s s o  3. 

P a s s o  3: S e  a  p l a c a  (ISOBC, W - KTEMPZ) f o r  a p r o v e i  t ã v e l ,  f a  - 

ç a  Y E T l ( k )  = O e  vã  p a r a  o  P a s s o  4 .  Caso  c o n t r á -  

r i o ,  f a ç a  VETl ( k )  = 1  e  v á  p a r a  o  P a s s o  5 .  

P a s s o  4 :  

F a ç a  ( P = C k 

ISOBC = p - C k + l  

I KTEMPZ = VETZ(k) *XOT(k)  +KTEMP2 

( k = k + 1 ,  e  v ã  p a r s  o  P a s s o  2  

P a s s o  5 :  

e  v á  p a r a  o P a s s o  2 .  



P a s s o  6 :  S e  a  p l a c a  (ISOBC, W -.KTEMP2) f o r  a p r o v e i  t á v e l ,  

a r m a z e n e - a  e  p a r e .  

Caso  c o n t r â r i  o ,  a r m a z e n e - a  como r e s t o  n ã o  a p r o v e i  - 

C â v e l  e  p a r e .  

1 1 . 2 . 6  - N e s t a  s e ç ã o ,  b a s i c a m e n t e  d i s c u t i m o s  o c r i  - 

t é r i o  d e  p a r a d a  do p r o c e d i m e n t o .  Uma e x i g ê n c i a  i n e r e n t e  do p r o -  

b l e m a  de  c o r t e  é q u e  a  demanda D s e j a  t o t a l m e n t e  a t e n d i d a ,  e n v o l  - 

vendo  p e r d a  m r n i m a .  

U t i l i z a m o s ,  e n t ã o ,  a  s a t i s f a ç ã o  da  demanda  como 

c r i t é r i o  d e  p a r a d a  do p r o c e d i m e n t o .  Uma v e z  a  demanda s a t i s f e i -  

t a ,  i m p r i m i m o s  r e l a t ó r i o  f i n a l  d e  c o r t e  e  p a r a m o s  o  p r o c e d i m e n  - 

t o .  





1 1 1 ,  SOBRE U M  CASO E S P E C I F I C Q  D o - -  

11.1,. 1  - I n t r a d u c ã o  

Neste c a p T t u l o ,  o  p r o b l e m a  d e  c o r t e  t i p o  g u i l h o t i  - 

n a  a d u a s  d i m e n s õ e s  é t r a t a d o  n o  c a s o  em q u e  a  d e m a n d a  é c o n s t i -  

t h i d a  d e  um Ú n i c o  t i p o  d e  p e ç a .  Com e s t a  p a r t i c u l a r i d a d e ,  o  p r o  

b l e m a  d e  m i n i m i z a ç ã o  d e  p e r d a  é e s t u d a d o  c o n s i d e r a n d o - s e  o  s e -  

g u i n t e  p r o b l e m a :  D a d o s ,  uma p l a c a  ( L ,  H) e uma p e ç a  do t i p o  (R,  h )  

com L ,  H ,  R  e h n i m e - r o s  i n t e i r o s  p o s i t i v o s ,  d e t e r m i n a r  o  n ú m e r o  

m á x i m o  d e  p e ç a s  ( R ,  h )  q u e  p o d e  s e r  c o r t a d o  d a  p l a c a  ( L ,  H) d e  

f o r m a  q u e  t o d a  p e ç a  ( R ,  h ) ,  o r i g i n a d o  d o  m o d e l o  d e  c o r t e ,  p o s s u a  

s e u s  l a d o s  p a r a l e l o s  a o s  l a d o s  d e  ( L ,  H) e q u e  o  c o r t e  s e j a  do t i  - 

p o  g u i l h o t i n a .  

Na s e ç ã o  1 1 1 . 2 ,  o  p r o b l e m a  é a b o r d a d o  d e  f o r m a  g e  - 

r a l  , p r o c u r a n d o  r e v e r  d a  l i  t e r a t u r a  a 1  g u n s  r e s u l t a d o s  t e c r i c o s  n o  

s e n t i d o  d e  s e  f a z e r  uma a n a l i s e  d o  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  d o  C a p i  - 

t u a o  I 1  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  n o s s o  i n t e r e s s e .  

Na s e ç ã o  1 1 1 . 3  é s u g e r i d o  um p r o c e d i m e n t o  a  d o i s  

e s t â g i o s  p a r a  o b t e n ç ã o  d e  uma s o l u ç ã o  a p r o x i m a d a  d o  p r o b l e m a .  

1 1 1 . 2  - - C o n s i . d e r a ç Õ e s  T e Õ r i  c a s  G e r a i s  s o b r e  o  P r o -  

b l  ema 

C o n s i d e r e m o s .  o s  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  R ,  h ,  L e H ,  com 

R  e h r e l a t i v a m e n t e  p r i m o s  e o  p r o b l e m a  d e  e m p a c o t a r  n o  r e t â n g u -  



1 o  ( L ,  H) o  n u m e r o  m ã x i m o  d e  r e t â n g u l o s  ( R ,  h ) ,  D i s c u t i r e m o s  com 

d e t a l h e s  n o  Lema 1 ,  o  c a ç o  em q u e  R  = 1  e x p r e s s a n d o  uma f a r m u l a  

a n a l y t i c a  p a r a  a ã r e a  d e  r e s t o ,  q u e  d e p e n d e  a p e n a s  d o s  r e s 7 d u o s  

d a s  c 1  a s s e s  d e  c o n g r u ê n c i a  d e  L e H ,  (mod h ) '  

Lema 1 ;  C o n s i d e r e m o s  L ,  H >, h  com 

H - b (mod  h )  

o n d e :  

e i n d i q u e m o s  p o r  R ,  a  ã r e a  d e  r e s t o  n o  m e l h o r  e m p a c o t a m e n t o  d e  

( L ,  H) com r e t â n g u l o s  ( 1  , h )  T e m o s ,  e n t ã o ,  q u e :  

P r o v a :  D a d o s  q u e  L E a  (mod  h )  e H 5 b ( m o d  h )  t e  

mos q u e  h d i v i d e  L - a  e H - b  r e s p e c t i v a m e n t e .  Es te  r e s u l t a d o  a -  

d i c i o n a d o  a o  f a t o  q u e  H e a  s ã o  n ú m e r o s  i n t e i r o s ,  n o s  p e r m i t e  d i  - 

z e r ,  s e g u i n d o  a i l u s t r a ç ã o  d a  F i g u r a  9 ,  a  s e g u i r ,  q u e  s e  c o r t a r -  

mos d e  ( L ,  H) o  r e t â n g u l o  ( a ,  b )  e n t ã o  a  ã r e a  q u e  s o b r a  p o d e  s e r  

t o t a l m e n t e  c o b e r t a  com r e t â n g u l o s  d o  t i p o  ( 1 ,  h ) .  



F i g u r a  9 

Tomando  a g o r a  a  i l u s t r a ç ã o  d a  F i g u r a  1 0 ,  a b a i x o ,  

c o n s i d e r a n d o  o s  f a t o s  d e  q u e  h d i v i d e  ( L  - a )  e  ( H  - b ) ,  r e s p e c t i -  

v a m e n t e ,  com a ,  - b  e h n ú m e r o s  i n t e i r o s ,  c o n c l u ~ m o s  q u e  o s  q u a t r o  

- 

a L - a  L 

F i g u r a  10 

r e t â n g u l o s  e x t e r n o s  d e s t a  F i g u r a ,  p o d e m  s e r  t o t a l m e n t e  e m p a c o t a -  



d o s  com r e t â n g u l o s .  ( 1 ,  h )  d e i x a n d o  uma ã r e a  d e  r e s t o  r e p r e s e n t a -  

do  p e l o  r e t â n g u l o  c e n t r a l  h a c h u r e a d o ,  e x p r e s s a  p o r  ( h  - a ) ( h  - h ) .  

D e s t a  m a n e i r a ,  o b s e r v a m o s  q u e  o  p r o b l e m a  d e  empa-  

c o t a r  o  r e t â n g u l o  ( L ,  H )  com r e t â n g u l o  do t i p o  ( 1 ,  h )  f o r n e c e  uma 

a r e a  de  r e s t o  q u e  n ã o  u l t r a p a s s a  a  q u a n t i d a d e  R I  do Lema I .  P a r  - 
t i c i o n a r e m o s ,  a g o r a ,  o  q u a d r a n t e  p o s i t i v o  em q u a d r a d o s  u n i  t ã r i o s  

s e g u n d o  a  i l u s t r a ç ã o  d a  F i g u r a  1 1 .  

F i g u r a  11 

Com o  o b j e t i v o  d e  a u x i l i a r  a  i n t e r p r e t a ç ã o  do q u e  

s e  s e g u e ,  vamos i l u s t r a r  a  F i g u r a  1 1  p a r a  o  c a s o  d e  h  = 2 ,  o n d e  

d e s t a c a m o s  a s  d i a g o n a i s  m ú l t i p l a s  de  2 em h a c h u r e a d o .  S e  o  r e -  

t â n g u l o  ( L ,  H )  f o r  p o s i  c i o n a d o  n e s t e  p l a n o ,  d e  f o r m a  q u e  o  mesmo 

c o n t e n h a  k q u a d r a d o s  h a c h u r e a d o s  e n t ã o  c1  a r a m e n t e  i m p o s s i v e l  - 

e m p a c o t a r  m a i s  do q u e  k r e t â n g u l o s  do t i p o  ( 1 ,  h )  em s e u  i n t e -  - 



r i o r .  O b s e r v a m o s  n a  F i g u r a  1 1 ,  a c i m a ,  q u e  ( L ,  H )  c o n t ê m ,  em s e u  

i n t e r i o r ,  1 4  q u a d r a d o s  h a c h u r e a d o s  e ,  como p o d e  s e r  v i s t o ,  o  n u -  

m e r o  mãx imo d e  r e t â n g u l o s  ( 1 ,  2 )  q u e  p o d e  s e r  e m p a c o t a d o  em 

( L ,  H )  = C7, 4 )  e 1 4 .  

D e s t a  f o r m a ,  o  e m p a c o t a m e n t o  d e  ( L ,  H )  com r e t â n -  

g u l o s  d o  t i p o  ( 1 ,  h )  f o r n e c e  uma ã r e a  d e  r e s t o  p e l o  m e n o s  d a  o r -  

dem d e  L H  - k h .  A g o r a ,  6 f á c i l  v e r  q u e  um r e t â n g u l o  com p e r i m e -  

t r o  4 2h p o d e  s e r  p o s i  c i o n a d o  e n t r e  d u a s  d i  a g o n a i s  h a c h u r e a d a s ,  

d e  f o r m a  a  n ã o  c o n t e r  n e n h u m  q u a d r a d o  h a c h u r e a d o .  

S e n d o  a s s i m ,  q u a n d o  a  + 6. 4 h  d e  f o r m a  que 2 ( a + b ) 4  

4 2 h ,  o  r e t â n g u l o  ( L ,  H) d a  F i g u r a  9 p o d e  s e r  p o s i c i o n a d o  t a l  q u e  

s e u  s u b - r e t â n g u l o  ( a , b )  n ã o  c o n t e n h a  nenhum q u a d r a d o  h a c h u r e a d o  

em s e u  i n t e r i o r .  L o g o ,  o  e m p a c o t a m e n t o  d e  ( L ,  H )  com r e t â n g u l o s  

d o  t i p o  ( 1 ,  h )  f o r n e c e  uma á r e a  c o b e r t a  q u e  c o n t e m ,  e x a t a m e n t e ,  

k  = L H  - a b  q u a d r a d o s  h a c h u r e a d o s  e ,  a s s i m ,  a  á r e a  d e  r e s t o  e ,  p g  h  
1 0  m e n o s ,  L H  - kh = a b .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  q u a n d o  a  + b  >, h ,  t e m o s  q u e :  

2 ( a  + b )  >, 2h = 4 h  - 2h -t 4h - 2 ( a  t b )  ,< 2h 

M a s ,  4h - 2 ( a  + b )  : r e p r e s e n t a  o  p e r í m e t r o  do re-  

t â n g u l o  h a c h u r e a d o  d a  F i g u r a  1 0  e ,  d e s t a  f o r m a ,  u t i l i z a n d o  o  q u e  

j á  f o i  m o s t r a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  t e m o s  q u e  q u a n d o  a  + b  >, h ,  o  r e t â n  - 

g u l o  ( L ,  H )  d a  F i g u r a  1 0  p o d e  s e r  p o s i c i o n a d o  n o  p l a n o  t a l  q u e  

s e u  s u b - r e t â n g u l o  ( h  - a ,  h  - b )  h a c h u r e a d o  n ã o  c o n t e n h a  em s e u  i n  - 

t e r i o r  n e n h u m  q u a d r a d o  h a c h u r e a d o .  



Com u m  argumento semelhan te  ao a n t e r i o r  mos tramos 

também, n e s t e  c a s o ,  que a  ã r e a  de r e s t o  'é dada p o r  ( h  - a ) ( h  - b )  

o  que mos t ra  o  r e s  ul t a d o  do Lema 1 .  

Indiquemos por  R Z  , a  ã r e a  de r e s t o  n o  melhor  empa - 

cotamento  de ( L ,  H )  com r e t ã n g u l o s  ( 1 ,  R ) ,  segundo o conteúdo do 

Lema 7 ,  e  d e f i n i m o s :  

R = R(L ,  H ) :  como sendo o  menor nfimero i n t e i r o  não 

n e g a t i v o  t a l  que :  

R hmãximo IR1, R 2 1  com R E R1 (mod h )  e  R E R 2  

(mod R ) .  De posse  d i s t o ,  enunciamos o  s e g u i n t e  t eo rema:  

Teorema: Se L e  H s ã o  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e s ,  en - 

t ã o  a  á r e a  de r e s t o  no melhor  p o s s i v e l  empacotamento do r e t â n g u -  

l o  ( L ,  H )  com r e t â n g u l o s  d o  t i p o  ( R ,  h )  é p r e c i s a m e n t e  R ( L ,  H ) .  

Omi t imos a  prova do t eo rema ,  e  p a r a  maiores  d e t a -  

l h e s  r e f e r e n c i e  Barnes [ 4 1 ,  

Neste  e s t á g i o ,  desejamos f a z e r  uma a n á l i s e  do p ro  

cedimento de c o r t e  do C a p i t u l o  I 1  p a r a  o  problema que estamos con 

s i  derando.  Vamos admi t i  r  que o  procedimento  forme f a i x a s  segun-  

do a  dimensão - R e  que a  s i t u a ç ã o  após a  a l o c a ç ã o  s e j a  r e p r e s e n t a  - 

da na F igura  1 2 ,  a  s e g u i r .  

Temos, e n t ã o ,  que e x i s t e m  i n t e i r o s  m l ,  r l ,  m 2 ,  r 2  

t a l  que L = mlR + r l  com O $ r l  < R e  H = m2h + r2 com 0 4 r 2  < h ,  



F i g u r a  1 2  

o u  s e j a ,  L E r l  (mod R )  e  H r2  (mod h ) .  N e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  a  - á 

r e a  d e  r e s t o  R r e p r e s e n t a d a  p e l a  p a r t e  h a c h u r e a d a  n a  F i g u r a  1 2  é 

d a d a  p o r :  

C o n s i d e r a n d o ,  a g o r a ,  o  e m p a c o t a m e n t o  de  ( L ,  H )  s e  - 

g u n d o  o  p r o c e d i m e n t o  de  c o r t e ,  com r e t â n g u l o s  do t i p o  ( R ,  1 )  t e -  

mos q u e  o  p r o c e s s o  d e  a l o c a ç ã o  s e  f a z  s e g u n d o  o  i l u s t r a d o  n a  F i -  

g u r a  1 3 ,  a s e g u i r .  D e s t a  f o r m a ,  e x i s t e m  i n t e i r o s  m 3 ,  r 3  t a 1  q u e  

H = m3R i- r 3  com O 6 r 3  < R I  ou  s e j a ,  q u e  H r 3  (mod R)  e o  res-  
,O t o  R ,  r e p r e s e n t a d o  pe1  a  ã r e a  h a c h u r e a d a  n a  F i g u r a  1 3  e  e x p r e s s o  

p o r  R I  = rl r 3 .  



De f o r m a  a n ã 1  o g a ,  c o n s i d e r a n d o  Q e m p a c o t a m e n t o  d e  

( L ,  H )  com r e t ã n g u l o s ,  ( 1 ,  h )  t e m o s  q u e  o  m o d e l o  d e  c o r t e  é i l u s -  

t r a d o  n a  F i g u r a  1 4 ,  a b a i x o .  S e n d o  a s s i m ,  e x i s t e m  i n t e i r o s  m 4  e r 4  

t a l  q u e  L = m r h  + r r ,  com O 6 r 4  < h ,  o u  s e j a ,  q u e  L E r, (mod h ) .  



F i g u r a  1 4  ê e x p r e s s o  p o r  . R2 . = r 2  r q r  

V e j a m o s ,  a g o r a ,  o  s e g u i n t e ;  

C 

Temos q u e  H r r 3  ( m o d  R)  -+ (H - r 3 )  e d i v i s í v e l  

p o r  R  -+ (H - r 3 ) r l  é d i v i s í v e l  p o r  R.  

Também,  L r r l  (rnod 1)  + ( L  - r , )  6 d i v i s 7 v e 1  p o r  

R + ( L  - r 1 ) r 2  é d i v i s i v e l  p o r  R .  S e n d o  a s s i m ,  ( H  - r 3 ) r L  + ( L  - - - 

- r 1 ) r 2  = R - R 1  é d i v i s í v e l  p o r  - R ,  o u  s e j a ,  q u e :  

R R ,  (mod  R )  

Tomando  R - R, = Hrl t- (L - r l ) r 2  - r 2 r 4  = ( H  - r 2 )  
- 

r i  + ( L  - r 4 ) r 2 .  Temos q u e :  

H r2  ( m o d  h )  -+ H - r 2  é d i v i s i v e l  p o r  h+(H - r n )  
e 

r ,  e d i v i s i v e l  p o r  h .  

Também,  L E r 4  (rnod h )  + ( L  - r 4 )  é d i v i s í v e l  p o r  

h + ( L  - r 4 ) r 2  é d i v i s T v e l  p o r  h .  

D e s t a  f o r m a ,  (H - r 2 ) r 1  f ( L  - r 4 ) r 2  = R -  R 2  e 

d i v i s i v e l  p o r  h ,  o u  s e j a ,  q u e :  

R  E R 2  (mod h )  



A g o r a ,  como e s t a m o s  a d m i t i n d o  q u e  R < h, s e n d o  

L = mlR + rl  com O < r l  < R ,  e n t ã o  c l a r a m e n t e  r l  < h .  P o r  o u t r o  

l a d o ,  do f a t o  d e  H = m2h + r2 com O \< r 2  < h p o d e  o c o r r e r  q u e  

r 2  > R ,  O U  s e j a ,  q u e  n a  f a i x a  h o r i z o n t a l  h a c h u r e a d a  d e  d i m e n s õ e s  

( L ,  r 2 )  da F i g u r a  1 2 ,  possam s e r  a l o c a d a s  p e ç a s  no  s e n t i d o  de  - h 

p a r a l e l o  a  - L ,  e  - R p a r a l e l o  a  r2!, o b v i a m e n t e  o  p a r a l e l i s m o  é o  con - 

s i  d e r a d o  e n t r e  a s  r e s p e c t i  v a s  r e t a s  s u p o r t e s ,  

D e s t a  f o r m a ,  t emos  q u e  e x i s t e m  i n t e i r o s  r n 3  e  r3 

t a l  q u e  L = m3h + r4 c o m 0 4  r ;  < h  e  r3 > r l .  

Também e x i s t e m  i n t e i r o s  ml: e  r4 t a l  q u e  r2 = H - 

- m 2 h  = mlR + rl: com O < r; < R ,  ou s e j a ,  q u e  r2  r4 (mod R ) .  Se - 

g u e ,  e n t ã o ,  q u e  a  á r e a  de  r e s t o  R é a g o r a  e x p r e s s a  p o r :  

S e g u n d o  a  F i g u r a  1 4 ,  t emos  q u e  R 2  = r 2 r 4 ,  onde L = 

= m 4 h  + r 4  com O 4 r 4  < h .  E n t ã o ,  t omando  R - R 2  = r l ( H  - r 2 )  + 

+ (L - r 3 ) r l  + r i r 2  - r 2 r 4  = r l ( H  - r 2 )  + (L - r 4 ) r l :  + r 2 ( r A .  - r 4 )  

A g o r a ,  L = m 3 h  + r i  i 

e  a  c a r a c t e r i s  t i  c a  d e s t a s  r e l  a ç õ e s ,  n o s  pe rmi  t e  c o n c l  u i  r que r4 = 

= r 4  e  rni = m 4  r 2 ( r 3  - r 4 )  = 0 .  

O b s e r v a n d o  q u e :  



H r r, (mod  h) -t h d i v i d e  r , ( H  - r 2 )  I c o n c l  uYmos : 

L E r $  (mod  h )  + h d i v i d e  r k ( L  - r i ) ,  

h d i v i d e  r l ( H  - r 2 )  + r 4 ( L  - r i )  + r 2 ( r $  - r 4 )  = R - R 2 ,  OU s e j a ,  

R E R 2  (mod  h ) .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  

Temos q u e  r2 E r4 (mod  R)  I 
[ H  E r 3  (rnod R )  

e r! > r1 + r i  - r ,  > O  e a s s i m  R - R I  2 0  e R R ,  (mod  R ) .  

A g o r a ,  o  l i m i t e  i n f e r i o r  R ( L ,  H) o f e r e c i d o  p e l o  

T e o r e m a ,  n ã o  é a t i n g i d o  s e g u i n d o  o s  p a s s o s  do p r o c e d i m e n t o  d e  

c o r t e .  Uma j u s t i f i c a t i v a  n a t u r a l  p a r a  e s t e  f a t o ,  é q u e  o  p r o b l e  - 

ma q u e  e s t a m o s  c o n s i d e r a n d o  é bem m a i s  r e s t r i t o  q u e  o  p r o b l e m a  

t r a t a d o  n o  c o n t e x t o  d o  T e o r e m a ,  s e n ã o  v e j a m o s :  " A  p a r t i r  d e  uma 

p l a c a  ( 5 , 5 ) ,  g o s t a r i a m o s  d e  c o r t a r  r e t â n g u l o s  ( 3 , 2 ) ,  em um núme-  



r o  mãxi.moH. Na F i g u r a  1 5 ,  ab.ai.xo, i l u s t r a m o s  o s  d o i s  m o d e l o s  de 

c o r t e ,  g u i l h o t i n a  e n ã o  g u i l h o t i n a .  O b s e r v a m o s  q u e  o  m o d e l o  n ã o  

g u i l h o t i n a ,  é bem m e l h o r  q u e  o  g u i l h o t i n a  n o  s e n t i d o  q u e  R I  < R,  

e tambgm q u a l q u e r  q u e  s e j a  o  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  g u i l h o t i n a  d i  - 

r e c i o n a d o  p a r a  a p l a c a  ( 5 , 5 ) ,  é i m p o s s 7 v e l  m e l h o r a r  a  ã r e a  de r e s  - 

n6o - guilhotina 5 

Fi g u r a  

gu i lho t ina  

1 5  

A i n f l u ê n c i a  do t i p o  d e  c o r t e  n o  c o n t e ú d o  do  Teo-  

rema p o d e  s e r  o b s e r v a d a  com o  s e g u i n t e  e x e m p l o :  Tomando uma p l a  - 

c a  ( 5 , l l )  e  s e g u n d o  o  Lema 1 ,  tomemos a  = b = 2 ,  h  = 3 .  O b s e r v a  - 

mos q u e :  

5  2 (mod 3 )  I e n a  F i g u r a  1 6 ,  a  s e g u i r ,  i l u s t r a  - 

11 2 (mod 3 )  

mos o  Lema 1  q u a n d o  d e s e j a m o s  e m p a c o t a r  r e t â n g u l o s  ( 1 ,  h ) = ( l ,  3 )  

com a  r e s t r i ç ã o  do c o r t e  s e r  do t i p o  g u i l h o t i n a .  



F i g u r a  1 6  

Temos q u e  a  + b  = 2  + 2 = 4  > 3  = h .  D e a c o r d o  com 

o  Lema 1 ,  a  á r e a  d e  r e s t o  R 1  d e v e r i a  s e r  i g u a l .  a  R, = ( h  - a ) ( h  - b )  = 

( 3 - 2 ) ( 3 - 2 )  = 1 .  

No e n t a n t o ,  o b s e r v a m o s ,  n a  F i g u r a  16 ,  q u e  R 1  = 

= 2  x.2 = 4  u n i d a d e s  d e  á r e a .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  n a  F i g u r a  1 7 ,  a  s e g u i r ,  o b t e m o s  

r e a l m e n t e  R 1  = 1 mas a g o r a  a  c a r a c t e r í s t i c a  d o  c o r t e  s e r  g u i l h o -  

t i n a  é p e r d i d a ,  e o  Lema 1  f a l h a  p a r a  o  c a s o  em que o  c o r t e  é t i  - 

p o  g u i l h o t i n a .  

D e s e j a m o s ,  a g o r a ,  a  p a r t i r  d a  p l a c a  ( 4 0 ,  2 0 )  c o r -  

t a r  s e g u n d o  o  p r o c e d i m e n t o ,  o  n ú m e r o  m á x i m o  d e  r e t â n g u l o s  ( 4 , 3 ) .  

O m o d e l o  d e  c o r t e  o b t i d o  s e g u n d o  o  p r o c e d i m e n t o ,  o  i l u s t r a d o  n a  

F i g u r a  1 8 ,  a  s e g u i r ,  com um r e s t o  R = 8 0 ,  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  d e  

ã r e a .  



11 

F i g u r a  1 7  

P o r  o u t r o  l a d o ,  com a  r e s t r i ç ã o  do c o r t e  s e r  g u i -  

l h o t i n a ,  a  s o l u ç ã o  a p r e s e n t a d a  n a  F i g u r a  19  é m e l h o r  q u e  a  da Fi - 

g u r a  1 8 ,  a p r e s e n t a n d o  u m  r e s t o  R e x p r e s s o  p o r  R = 8  u n i d a d e s  d e  

a r e a .  Obse rvamos  do e x e m p l o  a n t e r i o r  q u e  a  u t i l i z a ç ã o  d i r e t a  do 

p r o c e d i m e n t o  de  c o r t e  a  d o i s  e s  t á g i  o s  a1  t e r n a d o  do C a p ? t u l o  I1 p a  - 

r a  a  s u a  s o l u ç ã o  n ã o  é r e c o m e n d á v e l ,  d a d a  a  g r a n d e z a  d a s  á r eas  de  

r e s  t o  e n v o l  v i  d a s  e a  c a r a c t e r i s  t i  c a  p a r t i  c u l  a r  do p r o b l e m a  que e s  - 

t amos  t r a t a n d o .  

111 .3  - --- P r o c e d i m e n t o  d e  C o r t e  a  D o i s  E s t á g i o s  - ( A l -  

t e r n a t i  v a s  de  M e l h o r a m e n t o  d a  S o l u ç ã o )  

C o n s i d e r e m o s  a  p l a c a  de d i m e n s õ e s  ( L ,  H) e  a  p e ç a  

( R ,  h ) ,  s e n d o  L ,  H ,  R ,  h números  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  com h  6 R  e  

a d m i t i m o s  q u e  o  p r o b l e m a  s e j a  v i ã v e l ,  i s t o  ê, q u e  s e j a  p o s s T v e l  

c o r t a r  p e ç a s  da  p l a c a .  







P r i m e i  r6 Es t ã g i  o  ; 
. - 

U t i l i z a n d o  a  i  d g i a  d e  g e r a ç ã o  d e  F a i - x a s  g e r a m o s  

d o i s  m o d e l o s  d e  c o r t e ,  um p a r a  c a d a  p o s i ç ã o  f i x a d a  n a  a l o c a ç ã o  d a  

p e ç a ,  e tomamos o  m e l h o r ,  ou s e j a ,  a q u e l e  q u e  d e i x a  n a  F i g u r a  20 

a  m e n o r  e x p r e s s ã o  p a r a  R ,  

S e g u n d o  Es t ã g i  o :  -- 

O p r o c e d i m e n t o ,  a g o r a ,  p r o c u r a  m e l h o r a r  a  s o l u ç ã o  

o b t i d a  no  P r i m e i r o  E s t á g i o .  Vamos a d m i t i  r q u e  o  m o d e l o  d e  c o r t e  

r e p r e s e n t a d o  n a  F i g u r a  2 0 ,  s e j a  t a l  q u e :  

e ,  também, r 2  h .  

Área  A l o c a d a  



111.3.1-A1 t e r n a t i  v a  I d e  M e l h o r a m e n t o  -- 

R e s t r i n g i n d o - . s e  2 d i m e n s ã o  H d a  p l a c a ,  p r o c u r a m o s  

d e t e r m i n a r  um n ú m e r o  i n t e i r o  - m p e r t e n c e n t e  a o  i n t e r v a l o  [1, m n ]  

d e  f o r m a  q u e  mR t r2 s e j a  um m ú l t i p l o  d e  h ,  o u  s e j a ,  q u e  e x i s t a  

um i n t e i r o  p o s i t i v o  m 3  t a l  q u e :  

S e  um t a l  - m i n t e i r o  e x i s t i r  t e m o s :  

D e s t a  f o r m a ,  d e t e r m i n a m o s  um c o r t e  t i p o  g u i l h o t i -  

n a  p a r a l e l o  r e t a  s u p o r t e  d a  d i m e n s ã o  L d a  p l a c a  e  ! d e  a 1  t u r a  

(ni2 - m)R,  d i v i d i n d o  a  p l a c a  ( L ,  H )  em d u a s  n o v a s  s u b - p l  a c a s  ( L ,  

(m2 - m ) R )  e  ( L ,  m 3 h ) .  Tomamos a g o r a  a  s u b - p l a c a  ( L ,  (m2 - m)R) 

e  r e s t r i n g i n d o - s e  a d i m e n s ã o  L d a  mesma p r o c u r a m o s  d e t e r m i n a r  u m  

n ú m e r o  i n t e i r o  - n  n o  i n t e r v a l o  [ I ,  m l ]  d e  t a l  f o r m a  q u e  nh t r l  

s e j a  um m ú l t i p l o  d e  - R ,  o u  s e j a ,  . q u e  e x i s t a  um i n t e i r o  p o s i t i v o  m 4  

t a l  q u e  nh + r l  = m4R. S e  um t a l  - n  e x i s t i r ,  t e m o s  q u e :  

D e s t a  f o r m a ,  d e t e r m i n a m o s  um c o r t e  g u i  l h o t i n a  n a  



s u b - p l a c a  ( L ,  (m2 -. m ) R )  p a r a l e l o  a  r e t a  s u p o r t e  da d imensão  

( m 2  - m ) R  e  de  a l t u r a  (ml -- n ) h ,  d i v i d i n d o  a  mesma em duas  novas  

s u b - p l a c a s  ( (m l  - n ) h ,  Cm2 - m ) R )  e  ( m 4 R ,  C m 2  - m ) R ) .  Consideran - 

do a g o r a  o  p a r a l e l i s m o  e n t r e  a s  r e s p e c t i v a s  r e t a s  s u p o r t e s  temos 

que a  s u b - p l a c a  ( L ,  m 3 h )  ê c o r t a d a  em p e ç a s  (R, h ) ,  a l o c a d a s  de 

forma que  R s e j a  p a r a l e l o  a  L e h p a r a l e l o  a H ;  e  o  mesmo ocorren 

do com a  s u b - p l a c a  (m4R, (m, - m ) R ) .  N a t u r a l m e n t e  a  s u b - p l a c a  

( ( m l  - n ) h ,  (m2 - m > X )  6 t o t a l m e n t e  c o r t a d a  sem d e i x a r  a r e a  de 

r e s t o ,  com p e ç a s  ( R ,  h ) ,  a l o c a d a s  de fo rma  que h s e j a  p a r a l e l o  a  

L e  R p a r a l e l o  a  H .  

Uma r e p r e s e n t a ç ã o  g e o m é t r i c a  da A 1  t e r n a t i  va I de 

Melhoramento ,  é dada  na  F i g u r a  21, a b a i x o ,  onde  obse rvamos  que o  

p r o c e d i m e n t o  p r o c u r a  t r a n f o r m a r  a  á r e a  de r e s t o  R da F i g u r a  20 

na r e g i ã o  h a c h u r e a d a  da F i g u r a  2 1 ,  o b j e t i v a n d o  uma d i m i n u i ç ã o  de 

R .  

F i g u r a  21 



I I I .3 .27Al  t e r n a t i  va  I 1  d e  M e l h o r a m e n t o  

N e s t e  c a s o  b a s i c a m e n t e  o  r a c i o c 7 n i o  6 i d ê n t i  co  a o  

u t i l i z a d o  na A l t e r n a t i v a  I ,  s o m e n t e  q u e  o  p r o c e d i m e n t o  s e  r e s t r i n  - 

g e  i n i c i a l m e n t e  5 d i m e n s ã o  L da  p l d c a .  A r e p r e s e n t a ç ã o  g e o m é t r i  - 

c a  d e s t a  a l t e r n a t i v a  d a d a  n a  F i g u r a  2 2 .  

F i g u r a  2 2  

D e n t r e  o s  m o d e l o s  d e  c o r t e  d a  F i g u r a  21 e  2 2 ,  f i -  
- 

camas com o  m e l h o r ,  a q u e l e  q u e  e x p r e s s a  menor  g r a n d e z a  p a r a  a  2- 

r e a  de r e s t o .  

Obse rvamos  q u e  a  p o s i ç ã o  d a  p r i m e i r a  g u i l h o t i n a  a  

s e r  d a d a  n a  p l a c a ,  s e  h o r i z o n t a l  ou v e r t i c a l ,  tem f o r t e  i n f l u e n r ;  

c i a  no s e n t i d o  d e  s e  o b t e r  uma b o a  s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a .  

1 1 1 . 3 . 3 - A l t e r n a t i v a  I 1 1  d e  M e l h o r a m e n t o  

P a s s a m o s  a g o r a  a  a n a l i s a r  o. c a s o  em q u e  n ã o  s e j a  



p o s s i ~ e l  d e t e r m i n a r  o s  i n t e i r o s  - m e - n  como d e s c r i t o  n a  A l t e r n a t i  - 

v a  I .  A q u i ,  o  p r o c e d i m e n t o  p r o c u r a  e n c o n t r a r  um i n t e i r o  s E 

[ I ,  m2] d e  f o r m a  q u e  si! + r2  = m5h + r3 com O < r 3  h e p 3  < r 2  

p a r a  a l g u m  i n t e i r o  m s  p e r t e n c e n t e  a  um d o m ? n i o  i n t e i r o  d e p e n d e n -  

t e  d o s  d a d o s  d a  s o l u ç ã o  d o  E s t á g i o  I .  

S e  um t a l  i n t e i r o  s e x i s t i r ,  e n t ã o  t e m o s :  - 

D e s t a  f o r m a ,  r e s t r i n g i n d o - s e  d i m e n s ã o  H d a  p l a -  

c a  d e t e r m i n a m o s  uma g u i l h o t i n a  p a r a l e l a  à r e t a  s u p o r t e  d a  d i m e n -  
- 

s ã o  L e d e  a l t u r a  (ma - s ) R .  P o r  o u t r o  l a d o ,  r e s t r i n g i n d o - s e  a  

d i m e n s ã o  L d a  p l a c a ,  o  p r o c e d i m e n t o  p r o c u r a  e n c o n t r a r  um i n t e i r o  

r E [ I .  m l ]  d e  f o r m a  q u e :  

r h  t- r i  = m6R + r q  com O r 4  h e r 4  < r l  

e d e  f a r m a  a n á l o g a ,  m 6  p e r t e n c e n t e  a  um d o m j n i o  i n t e i r o  d e p e n d e n  - 

t e  d o s  d a d o s  d a  s o l u ç ã o  d o  E s t ã g i o  I .  S e n d o  a s s i m ,  s e  o  i n t e i r o  

r e x i s t i  r ,  t e m o s  q u e :  - 



e  uma g u i l h o t i n a  d e t e r m i n a d a ,  p a r a l e l a  3 r e t a  s u p o r t e  da  d imen  - 

s ã o  H e  d e  a1 t u r a  (ml - r ) h .  A g o r a ,  o  m o d e l o  d e  c o r t e  a  s e  e s c 0  - 

I h e r ,  é o  m e l h o r  d e n t r e  a s  r e p r e s e n t a ç õ e s  g e o m ê t r i c a s  d a s  F igu ras  

2 3  e 2 4 ,  no  s e n t i d o  d e  s e  o f e r e c e r  a menor  g r a n d e z a  p a r a  a  r e s -  

p e c t i  va ã r e a  em h a c h u r e a d o .  

F i g u r a  2 3  

F i g u r a  24  

P a r a  o s  c a s o s  em q u e  a  A1 t e r n a t i v a  I a c o n t e c e  em 



r e l  a ç ã o  a  uma d i .mensão  a p e n a s  da p l a c a ,  o p r o c e d i m e n t o  5 semelhan - 

t e ,  p r o c u r a n d o  d e t e r m i . n a r  a p o s i ç ã o  da  p r i m e i r a  g u i l h o t i n a ,  a n a -  

l i s a n d o  o s  d o i s  c a s o s .  

A g o r a ,  s e  a s  t rês  a l t e r n a t i v a s  d e  m e l h o r a m e n t o  f a  - 

I h a r e m  p a r a  o  p r o b l e m a  q u e  s e  e s t ã  e s t u d a n d o ,  p r e v a l e c e  a  s o l u ç ã o  

do E s t á g i o  I q u e  s e  e s t ã  t e n t a n d o  m e l h o r a r .  

A g o r a ,  o b s e r v a m o s  q u e  s e  c o n s i d e r a r m o s  q u e  - 1 e  - h  

s e j a m  r e l a t i v a m e n t e  p r i m o s ,  L e  H d i m e n s õ e s  d a  p l a c a  com L ,  H 2 

> R*h e n t ã o  podemos s e m p r e  e x p r e s s a r :  

L = xl*R + y,*h 
p a r a  x l ,  x 2 ,  yi, y 2 :  i n t e i r o s  

n ã o  n e g a t i  v o s  
H = x ~ * R  + y2*h 

D e s t a  f o r m a ,  n e s t a s  c o n d i ç õ e s  a s  a1 t e r n a t i v a s  I e 

I 1  de m e l h o r a m e n t o  podem s e r  a p l i c a d a s  e  a i n d a  m a i s ,  p a r a  q u a i s -  

q u e r  i n t e i r o s  L I  e  H 1 ,  com L 1  > L ,  H 1  > H  e  L 1  r L (mod R*h) 

H L  E H (mod R*h) 

t emos  q u e  a  p l a c a  ( L i ,  H l )  p r o d u z  a  mesma ã r e a  d e  r e s t o  da p l a c a  

( L ,  H )  q u a n d o  da  a p l i c a ç ã o  d a s  a1  t e r n a t i v a s  I e  I1 de  m e l h o r a m e n  - 

t o ,  no c o r t e  d e  p e ç a s  ( R ,  h )  

De f a t o ,  a d m i t i n d o - s e  q u e  o  m e l h o r  m o d e l o  d e  c o r -  

t e  p a r a  a  p l a c a  ( L ,  H )  o f e r e c e  uma ã r e a  de  r e s t o  R .  A g o r a ,  s e n -  

do L I  = L (mod R*h) e H 1  E H (mod R*h) t e m o s ;  



p a r a  i n t e i r o s  x e y  

E n t ã o ,  a  p l a c a  [ L 1 ,  H , )  pode  s e r  c o r t a d a  s e g u n d o  

a  r e p r e s e n t a ç ã o  g e o m ê t r i  c a  da F i g u r a  25.  

Dado q u e  L = xl*R + y l * h ,  temos  q u e  a  s u b - p l a c a  

( L ,  y ~ h )  p o d e  s e r  c o r t a d a  em d u a s  n o v a s  s u b - p l a c a s ;  (xl*L: y * l * h )  

e  ( y l * R ,  y*&*h) c a d a  uma s e n d o  t o t a l m e n t e  c o r t a d a  a  gu i  l h o t i n a ,  

sem nenhum r e s t o .  A g o r a ,  s e n d o  H 1  3 H >, R*h com R e  h r e l a t i v a -  

m e n t e  p r i m o s  e x p r e s s a m o s  H 1  = x3*R + y3*h  p a r a  i n t e i r o s  n ã o  n e g a  - 
t i v o s  x 3 ,  y 3 .  D e s t a  f o r m a ,  a  s u b - p l a c a  (x*R*hY H 1 )  pode s e r  c o r  - 
t a d a  em d u a s  n o v a s  s u b - p l a c a s  (x*R*h, x3*R) e ( x * l * h ,  y 3 * h ) ,  n a -  

t u r a l m e n t e  c a d a  uma é c o r t a d a  em p e ç a s  (R,  h )  a  g u i l h o t i n a ,  sem 

nenhum r e s t o .  D e s t a  m a n e i r a ,  o b s e r v a m o s  q u e  o  c o r t e  em ( L 1 ,  H 1 )  

p r o d u z  o  mesmo r e s t o  R de  ( L ,  H ) .  

A s e g u i r ,  damos u m  Exemplo i l u s t r a t i v o  do p r o c e d i  



m e n t o ,  Cons i .deremos .  p e ç a s  do t i p o  (3 ,  5 )  a  serem cor t adas  d e  uma 

p l a c a  ( 4 3 ,  1 7 ) .  

S o l u ç ã o  i :  A l o c a ç ã o  d e  f a i x a s  g e r a d a s  s e g u n d o  o  

s e n t i d o  ( 3 ,  5 ) .  V e j a  F i g u r a  2 6 .  

S o l u ç ã o  2 :  A l o c a ç ã o  de  f a i x a s  g e r a d a s  s e g u n d o  o  

s e n t i d o  ( 5 ,  3 ) .  Y e j a  F i g u r a  2 7 .  

D e s t a  f o r m a ,  o  E s t a g i o  1  o f e r e c e  a  S o l u ç ã o  2 como 

a  m e l h o r ,  a  s e r  m e l h o r a d a .  O b s e r v a m o s  q u e  n a  s o l u ç ã o  2 ,  a  d imen  - 

s ã o  4 3  é t o t a l m e n t e  u t i l i z a d a ,  l o g o  a  a l t e r n a t i v a  q u e  r e s t a  é t e n  - 

t a r  m e l h o r a r  n a  v e r t f c a l  . 

Devemos p r o c u r a r  m F [ I ,  5 1 ,  i n t e i r o  d e  f o r m a  q u e  

3m i- 2 s e j a  m i i l t i p l o  de  5 .  De f a t o  m = 1  f o r n e c e  um t a l  m ü l t i -  

p l o .  E n t ã o ,  uma g u i l h o t i n a  d a d a  n a  a l t u r a  ( 5  - m ) 3  = 1 2  e  pa-  

r a l  e 1  o  2 d i m e n s ã o  h o r i z o n t a l .  

O m o d e l o  d e  c o r t e  o b t 4 d o  é r e p r e s e n t a d o  na  F i g u r a  

2 8 ,  a  s e g u i r ,  com R = 17  u n i d a d e s  de  á r e a  e  u m  t o t a l  de  48 p e ç a s  

c o r t a d a s .  









CAPITULO IV - E X P E R I Ê N C I A  C O M P U T A C I O N A L  E  C O N C L U S Õ E S  



I.Y. EXPERTÊNCIA CQMPUTACIONAL E CONCLUSÕES - "  - . * ~ .  . - - .... . . . 

Nes . t e  c a p ' i ' t u l o  abordaremos a  i . m p l e _ m e n t a ç ã o  d o  P ~ Q -  

c e d i m e n t o  d e  C o r t e  a  D o i s  E s t á g i o s  A l t e r n a d o ,  s u g e r i d o  n o  C a p i t u -  

l o  11, p r o c u r a n d o  d i s c u t i r  t o d o s  o s  p a s s o s  d o  d e s e n v o l v i m e n t o  d o  

t r a b a l h o .  E m  uma p r i m e i r a  f a s e ,  a  i m p l e m e n t a ç ã o  s e  f e z  u t i l i z a n -  

d o  uma v e r s ã o  d i n â m i c a  p a r a  o  m ó d u l o  d a  SUBROUTINE KNAP como d e s -  

c r i  t o  n o  C a p ' i ' t u l o  1 1 .  B a s e a d o s  em r e s u l  t a d o ç  p a r c i a i s  o b t i d o s  d e s  - 

t a  p r i m e i r a  f a s e  d e  i m p l e m e n t a ç ã o ,  p a r t i m o s  no  s e n t i d a  d e  s e  o b -  

t e r  uma m e l h o r  p e . r f o r m a  p a r a  o  s i s t e m a ,  n o  q u e  d i z  r e s p e i t o  a  t e m  - 

p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  e t e n t a t i v a  d e  uma m e l h o r  u t i l i z a ç ã o  d o  m a t e -  

r i a l .  

D e s t a  f o r m a ,  p a s s a m o s  a  uma s e g u n d a  f a s e  d e  i m p l e -  

m e n t a ç ã o  d o  p r o c e d i m e n t o ,  o n d e  uma v e r s ã o  B r a n c h - B o u n d  p a r a  o  mó- 

d u l o  d a  SUBROUTINE KNAP f o i  u t i l i z a d o ,  bem como a  a d a p t a ç ã o  d e  

uma r o t i n a  m a i s  e f i c i e n t e  p a r a  t o d a  o r d e n a ç ã o  r e a l i z a d a  n o  p r o g r a  - 

ma.  Na s e ç ã o  I V . 2  d i s c u t i m o s  t o d o s  o s  d e t a l h e s  d e s t a s  d u a s  f a s e s  

d e  i m p l e m e n t a ç ã o  d o  p r o c e d i m e n t o .  

IV..2 - I m p l e m e n t a ç ã o  d o  P r o c e d i m e n t o  d e  C o r t e  a  

D o i s  Es t ã a i  o s  A1 t e r n a d o  

E m  uma P r i m e i r a  F a s e ,  a  i m p l e m e n t a ç ã o  s e  f e z  u t i l i  - 

z a n d o  uma v e r s ã o  d i ' n â m i c a  p a r a  o  m õ d u l o  d a  SUBROUTINE K N A P ,  e  o s  

d e t a l h e s  t e ó r i c o s  e t é c n i c o s  f o r a m  d i s c u t i d o s  no  C a p y t u l o  11. Nes - 

t e  p o n t o  d e s e j a m o s ,  d e  f o r m a  r á p i d a ,  a n a l i s a r  d e t e r m i  n a d o s  e l e m e n -  



t a s  d o  p a n t s  d e  y i s t a  c a m p u t a c i o n a l  s o b r e  a  v e r s ã o  d i n â m i c a  a c i m a  

c f t a d a .  P a r a  i s t o ,  c o n s i d e r e m o s  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a :  

n  
m a x i m i z a r  c j  x j  

j = l  

o n d e  c  a  p a r a  J = 1, 2, . . . , n  e  b  s ã o  n ú m e r o s  i n t e i r o s  e  p o s i  
j y  j - - 

t i v o s .  A p a r t i r  d e s t e  p r o b l e m a  p a s s e m o s  a  a n a l i s a r  o  s e g u i n t e  p r o  - 

b l e m a :  p a r a  um d a d o  v a l o r  i n t e i r o  M > 0 ,  p e r g u n t a m o s  s e  o s i s t e m a  

d e  d e s i g u a l d a d e s  @ a b a i x o ,  

a d m i t e  s o l u ç ã o  b i n á r i a ,  o u  s e j a ,  s e  e x i s t e m  i n t e i r o s  x E { O ,  1 )  
j 

p a r a  j = 1 ,  2 ,  . . . , n ,  s o l  u c ã o  d e  0 . Uma m a n e i r a  d e  s o l u c i o -  

n a r m o s  o  p r o b l e m a  @ é u t i l i z a r  um a l g o r i t m o  d e  p r o g r a m a ç ã o  d i -  

n â m i c a ,  v e j a  ~ a l k i n [ ~ ~ ~ ,  d o  t i p o  d o  d e s c r i t o  no  C a p í t u l o  11, q u e  

p a s s a m o s  a  d e s c r e v e r :  p a r a  k = 1 ,  2 ,  . . ., n  e y  = 1 ,  2 ,  ..., b  d e  - 
k 

f i n i m o s  F ( k , y )  como s e n d o  o  máximo v a l o r  d e  1 c x s u j e i t o  a 
k  .j = I  j j 

D e s t a  f o r m a ,  t e m o s  q u e  F ( k , y )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  

i n i c i a l :  



e  a  f o r m a  d e  r e c o r r ê n c i a  

A s s i m ,  o  p r o b l e m a  @ pode  s e r  r e s o l v i d o  m o n t a n -  

do uma t a b e l a  da f u n ç ã o  F ( k y y )  e ,  e n t ã o ,  t e s t a n d o ,  s e  a  c o n d i ç ã o  

F ( n , b )  3 M é s a t i s f e i t a .  C o n s i d e r a n d o ,  a g o r a ,  f ( n )  e  g ( n )  f u n ç õ e s  

d e f i n i d a s  no  c o n j u n t o  d o s  números  i n t e i r o s  p o s i t i v o s ,  t omando  va-  

l o r e s  no c o n j u n t o  d o s  números  r e a i s  p o s i t i v o s ,  d i z e m o s  q u e  f ( n )  = 

= O ( g ( n ) )  s e  e x i s t e  uma c o n s t a n t e  c > O ,  t a l  q u e  p a r a  n  s u f i c i e n -  

t e m e n t e  g r a n d e  o c o r r e r :  

Com i s t o ,  o b s e r v a m o s  q u e  o  p r o c e d i m e n t o  d i n â m i c o  

d e s c r i t o  a c i m a  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  @ r e q u e r  O ( n b )  o p e r a ç õ e s  d e  

a d i ç ã o  e c o m p a r a ç õ e s .  Admitamos q u e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  b i n ã r i a  d e  

c a d a  d o s  c o e f i c i e n t e s  a  e  c  e n v o l v a  z  d i g i t o s ,  i s t o  é :  
j j 

e  q u e  a  c a p a c i d a d e  b d o  k n a p s a c k  @ s e j a  a p r o x i m a d a m e n t e  d a  o r -  

dem d e  n ( 2 '  - 1 )  p o d e n d o ,  d e s t a  f o r m a ,  a p r e s e n t a r  uma r e p r e s e n t a -  

ç ã o  b i n á r i a  com uma q u a n t i d a d e  d e  d i g i  t o s  da o r d e m  d e  z + l o g 2  n .  

Vemos, a s s i m ,  q u e  o  a r m a z e n a m e n t o  t o t a l  d o s  d a d o s  

do p r o b l e m a  @ s e  f a z  a t r a v é s  d e  um A R R A Y  d e  t a m a n h o  d a  ordem 

d e  O ( n z )  i m p l i c a n d o ,  d e s t a  f o r m a ,  q u e  o  e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l  e n -  



v o l v i d o  é d a  o r d e m  d e :  

O ( n 2  z  2') 

q u e  p a r a  z  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  d e n t r o  d a  c a p a c i d a d e  da  m á q u i -  

n a ,  n ã o  é l i m i t a d o  p o r  um p o l i n o m i o  em n z ,  o u  s e j a ,  q u e  o  p r o c e d i  - 

m e n t o  d i n â m i c o  n e s t a s  c o n d i ç õ e s  n ã o  é p o l i n o m i a l m e n t e  1  i m i t a d o .  E 

c l a r o  q u e  uma l i m i t a ç ã o  p o l i  n o m i a l  p a r a  o  p r o c e d i m e n t o  p o d e  s e r  

o b t i d a ,  s e  uma A i m i t a ç ã o  s u p e r i o r  u n i f o r m e  p a r a  o s  i n t e i r o s  a  e 
j 

c  f o r  d a d a ,  r e j e i t a n d o  q u a l q u e r  d a d o  q u e  v i o l e  e s t a  l i m i t a ç ã o .  
j 

N e s t e  c o n t e x t o  e s  t a m o s  a n a l i s a n d o  um c a s o  e s p e c i f i c o  o r i g i n a d o  d o  

p r o b l e m a  @ , o u  s e j a ,  o  p r o b l e m a  k n a p s a c k  d e  d e c i s ã o  d a d o  p o r  

. Uma a n ã 1  i s e  d o  p r o c e d i m e n t o  d i n â m i c o  d o  t i p o  d a  a c i m a  r e a l i  - 

z a d a  p o d e  s e r  d i r e c i o n a d a  p a r a  o  c a s o  e s p e c í f i c o  d o  p r o b l e m a  k n a p  - 

s a c k  0. O p r o c e d i m e n t o  d i n â m i c o  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  de  1 5  só  s e  

c o m p o r t a  d e  m a n e i r a  e f i c i e n t e  d o  p o n t o  d e  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l  q u a n  - 

d o  a  c a p a c i d a d e  - b  d o  k n a p s a c k  f o r  p e q u e n a ;  q u a n d o  e s t e  v a l o r  s e  

t o r n a  r e l a t i v a m e n t e  g r a n d e ,  a s  d i f i c u l d a d e s  c o m p u t a c i  o n a i  s come-  

çam a  s u r g i r ,  d a d a  a  q u a n t i d a d e  d e  a r m a z e n a m e n t o  r e q u i s i t a d a  em 

f u n ç ã o  d i s t o ,  v e j a  To. th  & M a r t e 1 1 0  r4'1 e  D a n t z i g  ri O 2  

O b s e r v a m o s ,  a g o r a ,  q u e  um p r o b l e m a  k n a p s a c k  g e r a l  

com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  p o d e  s e r  t r a n s f o r m a d o  em um p r o b l e m a  k n a p  - 

s a c k  { O ,  1 1 ,  s e g u n d o  o  p r o c e d i m e n t o  a b a i x o .  R e p r e s e n t e m o s  p o r :  

r x l :  m e n o r  n ú m e r o  i n t e i r o ,  m a i o r  o u  i g u a l  a  x ,  e  

L x J :  m a i o r  n ú m e r o  i n t e i r o ,  m e n o r  o u  i g u a l  a  x ,  

p a r a  um d a d o  n ú m e r o  r e a l  x ,  e  c o n s i d e r e m o s  o  p r o b l e m a :  



x . i n t e i r o  
j 

n .> 

m a x i m i z a r  1 c j  x j  
j =1 

n  
s u j e i t o  a  1 a j  x j  < b  

j = I  

O 4 x ,< b  p a r a  j = 1 , 2 ,  . . . ,  n  
j j 

o n d e  c  a  b .  p a r a  j = 1 ,  . . . ,  n  e  b ,  s ã o  n ú m e r o s  i n t e i r o s  p o s i  
j '  j '  J - 

t i v o s .  

(0 

A g o r a ,  p a r a  c a d a  j = 1 ,  2 ,  . .  ., n  f a z e m o s :  

e L é e s c o l h i d o  d e  f o r m a  q u e  a  d e s i g u a l d a d e  b  4 2' - 1  s e j a  p r e -  
j 

s e r v a d a .  

D e s t a  f o r m a ,  t emos  q u e  p a r a  c a d a  j = 1 , 2 , .  . . ,n x  
j 

p o d e  s e r  e x p r e s s a  em um t o t a l  d e :  

m = ) l o g ,  b j (  v a r i á v e i s  b i n á r i a s .  

Os q u a t r o  p a s s o s  do  p r o c e d i m e n t o  a b a i x o  t r a n s f o r m a  

@ em u m  p r o b l e m a  k n a p s a c k  { O ,  1  v e j a  T o t h  & M a r t e 1 1 0  C453 . 

P a s s o  1 : ( I n i c i  a1  i z a q ã o )  

F a ç a  k = O ,  j = 1  e v ã  p a r a  o  Pas , so  2 .  



P a s s o  2 :  

F a ç a  c  = b  e  vá p a r a  o  P a s s o  3 .  
j 

P a s s o  3: 

S e  c  > O r e p i t a  o  P a s s o  3.  Caso  c o n t r á r i o ,  vá pa -  

r a  o  P a s s o  4 .  

P a s s o  4 :  

S e  j < n ,  f a ç a  j = j + 1  e  vá p a r a  o  P a s s o  2 .  Ca- 

s o  c o n t r á r i o ,  p a r e .  O p r o b l e m a  k n a p s a c k  1 0 ,  l }  

t r a n s f o r m a d o  é d a d o  p o r  0 a b a i x o .  

k 
m a x i m i z a r  Fi y i  

i  = l  

- 
s u j e i t o  a  1 w i  y i  4 b  

i = l  

Y i  
E { O ,  1 1  p a r a  i  = 1 ,  ..., k )  

O b s e r v a m o s ,  e n t ã o ,  q u e  o  p r o b l e m a  O d e  n v a r i á -  

v e i s  é t r a n s f o r m a d o  no p r o b l e m a  @ com u m  t o t a l  d e  k v a r i á v e i s ,  



o n d e :  

m o s t r a n d o ,  a s s i m ,  q u e  a  t r a n s f o r m a ç ã o  a c i m a  s ó  s e r á  v i á v e l  d o  p o n -  

t o  d e  v i s t a  c o m p u t a c i o n a l  p a r a  v a l o r e s  p e q u e n o s  d e  b j  p a r a  j = 

= 1 . n .  De p o s s e  d i s t o ,  o b s e r v a m o s  q u e  p o d e m o s  d i  r e c i o n a r  

uma a n á l i s e  a n á l o g a  à r e a l i z a d a  p a r a  o  p r o b l e m a  0, p a r a  o  p r o c e  - 

d i m e n t o  d i n â m i c o  u t i l i z a d o  n a  r e s o l u ç ã o  d o s  p r o b l e m a s  t i p o  k n a p -  

s a c k  g e r a i s  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  q u e  s ã o  g e r a d o s  n o  p r o c e d i m e n  - 

t o  d e  c o r t e  a  d o i s  e s t á g i o s  a l t e r n a d o  d o  C a p i t u l o  11. Sem o  d e s e  - 

j o  d e  p r o l o n g a r m o s  e s t a  d i s c u s s ã o ,  em l i n h a s  g e r a i s  i s t o  j u s t i f i -  

c a  a  a t i t u d e  p o r  n ó s  a d o t a d a ,  d e  p r o c u r a r m o s  a d a p t a r  um a l g o r i t m o  

m a i s  e f i c i e n t e  p a r a  o  m ó d u l o  d a  SUBROUTINE KNAP. 

Neste s e n t i d o ,  p a s s a m o s ,  a g o r a ,  à s e g u n d a  F a s e  d e  

I m p l e m e n t a ç ã o  d o  P r o c e d i m e n t o ,  d i s c u t i n d o  a  v e r s ã o  B r a n c h - B r o u n d ,  

u t i l i z a d a  p a r a  o  r n õ d u l o  d a  SUBROUTINE KNAP. 

Tomemos ,  e n t ã o ,  o  p r o b l e m a  O e a s s u m i m o s  q u e :  

i )  c  a j ,  b j :  s ã o  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  ( j = l , . . . , n )  
j ' 

como j á  c o n s i d e r a d o  n o  m o d e l o  0 ; 

i i )  1 b j  a j  > b  e b  a  6 b  ( j  = l , Z , . . . , n ) .  
j = I  j j 

e q u e  o s  i t e n s  t e n h a m  s i d o  o r d e n a d o s  d e  f o r m a  t a l  q u e :  



De p o s s e  d i s t o ,  T o t h  & M a r t e 1 1 0  [453 desenvolve r arn u m  

a l g o r i  tmo d o  t i p o  B r a n c h - B o u n d  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  1 7  b a  - 

s e a d o  no  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

j  
T e o r e m a :  S e j a :  R  = máximo { j /  1 b i  a i  

i = l  
4 b )  

E n t ã o ,  mâx {U,, U,) é um l i m i t e  s u p e r i o r  para o  p r o  

P r o v a :  Da f o r m a  como f o i  d e f i n i d o ,  c  r e p r e s e n t a  o  

máximo q u e  s e  o b t e m  i n s , e r i n d o  na moch i ' l a  a  q u a n t i d a d e  máxima d o s  

i t e n s  i n i  c i  a i  s ,  como p e r m i t i  do p e l o s  s e u s  1  imi t e s  , a t é  e n c a n  t r a r -  

mos u m  i t e m  ( o  i t e m  d e  o rdem R + l  no c a s o ) ,  o n d e  o  s e u  l i m i t - e  su- 

p e r i o r  n ã o  é a t i n g i d o ,  e  e n t ã o ,  o  número  rnãxi.mo p o s s i v e l  d e s t e  i -  

tem 6 s e l e c i o n a d o .  N a t u r a l m e n t e ,  b.' e x p r e s s a  o q u e  r e s t o u  d e  b ,  

a p ó s  a  i n s e r ç ã o  a c i m a  r e a l i z a d a .  

A g o r a ,  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  O pode  s e r  

o b t i d a  d e  d u a s  m a n e i r a s :  



i )  sem i n s e r i r  na m o c h i l a  novos  e l e m e n t o s  do i  tem 

d e  o rdem R + 1 ;  

i i )  i n s e r i n d o  na m o c h i l a  a l g u m  e l e m e n t o  do  i t e m  d e  

ordem R + 1 .  

P a r a  o  c a s o  i ) ,  c l a r a m e n t e  a s o l u ç ã o  d e  O n ã o  po - 

d e  e x c e d e r  o  v a l o r  d e  U,. P o r  o u t r o  l a d o ,  o  c a s o  i i  s ó  e  p o s s i -  - 

v e l  s e ,  p e l o  menos ,  u m  e l e m e n t o  d e  a l g u m  i  tem da i n s e r ç ã o ,  r e a l i -  

z a d a ,  f o r  r e m o v i d o .  D e s t a  f o r m a ,  o  l i m i t e  U 2  é o b t i d o  supondo q u e  

o  e l e m e n t o  p a r a  s e r  r e m o v i d o  tem e x a t a m e n t e  o  minimo v a l o r  n e c e s -  

s á r i o  d o s  p e s o s  a ; ,  ou s e j a ,  a  ,-,-, - I 
C 

b '  e  o  m e n o r  v a l o r  d e  - 
L T  I 

j ,  ou 
a i 

s e j a ,  -. 
a  O 

E, a s s i m ,  c o n c l u e - s e  q u e  máximo { U 1 ,  U 2 1  6 um l i m i  - 

t e  s u p e r i o r  p a r a  o  p r o b l e m a  0. 

P a r a  a  d e s c r i ç ã o  d o s  P a s s o s  do a f g o r i  trno B r a n c h -  

Bound u t i  l i  z a d o ,  c o n s i d e r e m o s  o  s e g u i n t e :  

p a r a  j = 1 ,  . . . , n r e p r e s e n t a  uma s o l u ç ã o  p a r -  Y ; .  
J 

c i a l  p a r a  o  p r o b l e m a  0, na e s t r u t u r a  B r a n c h -  

Bound .  

n  
c  = 1 c j  y j :  r e p r e s e n t a  o  r e s p e c t i v o  c u s t o  p a r -  

j = 1  
c i  a1  . 

x . p a r a  j = 1 ,  ..., n  r e p r e s e n t a  a s o l u ç ã o  6 t i m a  
j ' 

p a r a  o  p r o b l e m a  0. 



n  
V = 1 c  x r e p r e s e n t a  o  c u s t o  ó t i m o  d e  @. 

j = l  j j '  

P a s s o  1  : ( I n i c i a l i z a ç ã o )  

O r d e n e  t o d o s  o s  i t e n s  do  p r o b l e m a  O d e  f o r m a  t a l  

q u e :  

F a ç a  ' b '  = b  - b l a l  

C = b i c l  

e  vá p a r a  1 . 1  - 

1 . 1  - F a ç a  s = S e  s  < b i ,  vá p a r a  - 1 . 2  

C a s o  c o n t r á r i o ,  f a ç a  ' b '  = b '  - b . a  
1 i 

c  = c + b i c i  

e  r e p i t a  - 1 . 1 .  



1 . 2  - Faça 6 '  = b i  - s a i  

c  = c + s c i  

yi = S 

Se b '  = O  f a ç a  V = c  I 
x  = O p a r a  j = i i l ,  . . . ,  n l j 

e P a r e .  

Caso c o n t r á r i o ,  f a ç a  C n i l  = 0 

a  n i l  = 1 

b n + l  = b + l  

v = o  

Y j  
= Q p a r a  j = i i l  ,. . . , n  

C a l c u l e :  

r 
C 

L i m  = máximo { j c  + 1' i + ' J ] ,  [ c  + j c i -  i a i - b l )  
a i + l ,  

mi.nn = b. i 1 

e v á  p a r a  o  P a s s o  4 



Passo 2 :  ( E n c o n t r e  o  próximo i t em que pode s e r  i n s e r i d o  na s o l u -  

ção p a r c i a l  a t u a l )  

Faça b '  
= 

Se s  > 0 ,  f a ç a  b" = b '  I 

e  vá para  o  Passo 3 .  

vá para  o  - Passo  5 ,  s e  não, f a ç a  i  = i  + 1 e  r e p i t a  

o  Passo 2 .  

Passo 3 :  ( C o n s t r u ç ã o  de uma nova s o l u ç ã o  p a r c i a l )  

Se. s  >, e n t ã o  f a ç a  b" = b." 
j ' r - b..a 

J j 

e r e p i t a  o  Passo 3 .  

Caso c o n t r á r i o ,  s e  V >, c " +  bN- vã pa ra  o  Passo L ::i 
6 ,  s e  não, e x i s t e m  duas possi.'i.li:dades : - 



3 . 1  - s o a  < b "  e  j < n ,  e n t ã o  f a ç a  b '  = b "  - s o a  
j j  

c  = C "  + s . c  
j 

y h  = b h  p a r a  h = i ,  

..., j - 1  

Y j  
= s 

i  = j  
\ 

e  vã p a r a  o  P a s s o  4 .  

3 . 2  - s - a  = 6." ou j >, n ,  e n t ã o  
j 

S e  V = L i m ,  e n t ã o  p a r e .  Caso  c o n t r ã r i o ,  vã  p a r a  o  

P a s s o  6 .  

F a ç a  

P a s s o  4 :  ( T e s t e  s e  a  s o l u ç ã o  p a r c i a l  a t u a l  pode  s e r  m e l h o r a d a )  

'V = c "  + s c  
j 

x = y h  p a r a  h = 1 ,  . . . ,  i - 1  h 

< x h  = b  p a r a  h = i ,  ..., j - 1  h 

F a ç a  i = i + 1 .  S e  b '  i Miniml vá  p a r a  o  P a s s o  5 .  

Caso  c o n t r á r i o ,  vã p a r a  o  P a s s o  2 .  - 



Passo  5 :  ( T e s t e  s e  é p o s s i v e l  r e a l i z a r  r e p o s i ç ã o  de i t e n s )  

Se V < c ,  f a ç a  ( V  = c  

x = y j ,  j = 1 ,  . . . ,  n i j 
e  s e  V = L i m ,  e n t ã o  p a r e .  

Caso c o n t r á r i o  ( i s t o  é,  v % c  ou v # Lim) 

S e y n  > 0 ,  f a ç a  b '  = b '  + y n a n  I C = c -  J 'ncn 

(Y, = 0 

e  em q u a l q u e r  c a s o ,  vá para  o  Passo  6 .  

Passo  6 :  ( B a c k t r a c k )  

Encon t re  o  maior  k < i ,  pa ra  o qua l  Y k  > O 

Se nenhum k n e s t a s  c o n d i ~ õ e s  e x i s , t e ,  e n t ã o ,  p a r e .  

Caso c o n t r ã r i o ,  



C 
s e  3 c  + Ia=], e n t ã o  

F a ç a  b '  = b '  + y  I k a k  

C = c -  Y k  C k  

e  r e p i t a  o  P a s s o  6 .  

C a s o  c o n t r á r i o ,  s e  R 3 M i n k ,  f a ç a  i = k + 1  e  v á  

p a r a  o  P a s s o  2 .  

S e  n ã o ,  f a ç a  

i = m  

e  vá p a r a  o  P a s s o  7 .  

P a s s o  7 :  ( T e n t e  s u b s t i t u i r  e l e m e n t o s  do i t e m  d e  o r d e m  - m p o r  u m  e -  

l e m e n t o  do  i t e m  d e  o rdem k ) .  

F a ç a  D = a  m - ak  . E x i s t e m  t r ê s  p o s s i b i l  i d a d e s  : 

7 . 1  - D = O .  E n t ã o ,  v ã  p a r a  o  P a s s o  8 .  

7 . 2  - D > O .  S e  D >  R o u v b c +  c  e n t ã o  v á  p a r a  o  m ' 
P a s s o  8 .  

C a s o  c o n t r á r i o ,  f a ç a :  



x = O p a r a  j = k +  1 ,  . . . ,  n e  j # m I j 

S e  v  = L i m ,  e n t ã o  p a r e .  

S e  n ã o ,  f a ç a  ( R  = R  - D 

e  vá  p a r a  o  P a s s o  8 .  

7 . 3  - D < O :  F a ç a  T = R -  D 

S e  T < Mi t ~ , - ~ ,  e n t ã o  vá  p a r a  o  - P a s s o  8 .  

e  vá  p a r a  o  P a s s o  3 .  

P a s s o  8 :  ( V e r i f i q u e  s e  i t e n s  s u c e s s o r e s  a o  i t e m  d e  o rdem m ,  podem 

s e r  u t i l i z a d o s ) .  



e n t ã o  vá p a r a  o  P a s s o  6 .  -- 

C a s o  c o n t r á r i o ,  f a ç a  m = m + 7 e  vá p a r a  o  P a s s o  

P a r a  o s  t e s t e s  c o m p u t a c i  o n a i  s  com o  p r o c e d i m e n t o  

d e  c o r t e  a  d o i s  e s t á g i o s  a1  t e r n a d o ,  f o r a m  u t i l i z a d o s  o s  d a d o s  d e  

A l b a n o  & O r s i n i  1'1 m o s t r a d o s  na T a b a l e  1 ,  o n d e  p a r a  uma p l a c a  d e  

d i m e n s õ e s  2550 x 1 2 0 3 0  (em mm), g e r o u - s e  a l e a t o r i a m e n t e  s o b r e  a  

mesma um m o d e l o  d e  c o r t e  g u i l h o t i n a  d e  f o r m a  q u e  t o d o  m a t e r i a l  f o s  - 

s e  u t i l i z a d o .  

T i p o  d e  P e ç a  N ?  Demandado C o m p r i m e n t o  
(mm > 



T a b e l a  1  ( c o n t i n u a ç ã o )  

T i p o  da P e ç a  N Q  Demandado Compr imen to  
(mm) 

- 
4 3 8  

4380 

4380  

69  

ti3 

846 

846 

1 5 9 0  

1 5 9 0  

69  

1 9 2  

1 9 2  

6 4  

8 7  

8  6  

8 7  

8  6  

6 8  

63  

1 7 0 5  

1 7 0 5  

1 7 0 5  

1 7 0 5  

7  9  

129. 



Tab-e l a  1  ( c o n t i  n u a g ã o ]  

Ambas a s  v e r s õ e s  f o r a m  r o d a d a s  em um Burroughs 6 7 0 0  

p a r a  o s  d a d o s  d a  T a b e l a  1 ,  e o s  r e s u l t a d o s  s ã o  i l u s t r a d o s  na  T a b e  - 

l a  2 .  A a n á l i s e  d o s  r e s u l t a d o s  s e  c o n c e n t r a ,  b a s i c a m e n t e ,  s o b r e  

d o i s  p a r â m e t r o s :  p o r c e n t a g e m  d e  a p r o v e i t a m e n t o  do  m a t e r i a l  e  tem- 

po d e  p r o c e s s a m e n t o  e n v o l v i d o .  N e s t e  p o n t o  s a l i e n t a m o s  m a i s  a l -  

g u n s  d e t a l h e s  s o b r e  ambas a s  v e r s õ e s  i m p l e m e n t a d a s .  O b s e r v a m o s  

q u e  a  v e r s ã o  Branch-Bound  r e q u e r  uma o r d e n a ç ã o  d a  l i s t a  d e  i t e n s  



-0 a 

c = I  m i l  

rb 
W V ,  o M 0-1 C0 h U3 
- O r b w S  U3 c0 h U3 LC) 

"o g m u 0 O h 
O. w 7 M V )  V> 
z a  a, 

L3 

n u :  
a, .- 



do  p r o b l e m a  O ( v e j a  P a s s o  1  do  a l g o r i t m o )  s e g u n d o  a  r e l a ç ã o  d e  

o rdem e s t a b e l e c i  d a .  Como o b s e r v a d o  no C a p y t u l o  1 1 ,  o  r e a b a s t e c i -  

m e n t o  d a  l i s t a  d e  p l a c a s  d e  e s t o q u e  com s u b - p l a c a s  g e r a d a s  d u r a n -  

t e  o  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  r e q u e r  também uma o r d e n a ç ã o  d e s t a s  

su ' b -p l  a c a s  s e m p r e  q u e  a  i n s e r ç ã o  f o r  r e a l  i z a d a .  O u t r a s  o rdenações  

s e  f a z e m  n e c e s s á r i a s  p a r a  o  e s t ã g i o  d e  a l o c a ç ã o  d a s  p e ç a s  j á  c o r -  

t a d a s .  P o r  o u t r o  l a d o ,  e n f a t i z a m o s  q u e  a  v e r s ã o  di.nâmi c a  t r a b a -  

l h a  sem a  n e c e s s i d a d e  d e  o r d e n a ç ã o  da  l i s t a  d e  i t e n s  como e x i g i d o  

na v e r s a ã o  B r a n c h - B o u n d .  A l g o r i t m o s  d i s t i n t o s  d e  o r d e n a ç ã o  d e  

uma l i s t a  d e  n  n ú m e r o s  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  d a d o s  f o r a m  u t i l i z a d o s .  

P a r a  a  v e r s ã o  d i n â m i c a  t o d a s  a s  o r d e n a ç õ e s  s e  f i z e  - 

ram u t i l i z a n d o  u m  a l g o r i  tmo d e  o r d e n a ç ã o  d e  c o m p l e x i d a d e  O ( n 2 ) .  

J á  p a r a  a  v e r s ã o  B r a n c h - B o u n d  t o d a s  a s  o r d e n a ç õ e s  n e c e s s á r i a s  s e  

f i z e r a m  u t i l i z a n d o  u m  a l g o r i  tmo m a i s  e f i c i e n t e ,  d e  c o m p l e x i d a d e  

O(n  l o g  n )  no p i o r  c a s o ,  r e f e r e n c i e  H e d e t n i e m i  & Goodman L 3 O 3  p a r a  

m a i o r e s  d e t a l h e s .  

A c a r a c t e r y s t i c a  d o s  p r o b l e m a s  2 ,  3 ,  4 e 5  3 a  s e -  

g u i n t e :  a  p a r t i r  da  T a b e l a  1 ,  a  demanda  f o i  mul t i p l i c a d a  p o r  3 ,  

6 ,  9 e  1 2  o r i g i n a n d o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  d e m a n d a s  p a r a  o s  p r o b l e  - 

mas 2 ,  3 ,  4 e  5 ,  o n d e  p a r a  c a d a  p r o b l e m a ,  o s  m o d e l o s  d e  c o r t e  t i -  

po g u i  l  h o t i  na a1  e a t o r i  a m e n t e  g e r a d o s  , d e i x a m  r e s t o  z e r o .  Uma a n ã  - 

l i s e  d a  T a b e l a  2 n o s  m o s t r a  a  s u p e r i o r i d a d e  d a  v e r s ã o  Branch-Bound 

s o b r e  a  D i  nâmi c a .  Uma c a r a c t e r y s  t i  c a  e x p r e s s i v a  da  versão B r a n c h -  

Bound é q u e  a  m e d i d a  q u e  aumen tamos  o  p o r t e  do p r o b l e m a ,  o  p r o c e -  

d i m e n t o  t e n d e  a  f a z e r  uma mel ,hor  u t i l i z a ç ã o  do m a t e r i a l  com u m  e s  - 

f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l  r e l a t i v a m e n t e  m o d e s t o .  



A e s c o l h a  d e  u m  p r o c e d i m e n t o  d e  c o r t e  g e r a l  a p r o x i  - 

mado s e  j u s t i f i c a  p e l a  a 1  t a  c o m p l e x i d a d e  c o m b i n a t ó r i a  d o  p r o b l e m a  

a q u i  c o n s i d e r a d o ,  r e f e r e n c i e  Dyson & Chambers  , G i l m o r e  & Gomo - 

r Y  
[21 ,22 ,23 ]  

N e s t e  c o n t e x t o ,  como s u g e r i d o  no C a p i t u l o  11, o  Pro  - 

c e d i m e n t o  d e  C o r t e  a  D o i s  E s t a g i o s  A l t e r n a d o ,  p r o c u r a  g e r a r  mode- 

l o s  d e  c o r t e  d e  f o r m a  q u e  s e j a  f e i t a  uma b o a  u t i l i z a ç ã o  d o  m a t e -  

r i a l ,  com u m  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l  r e l a t i v a m e n t e  b a r a t o .  No C a p i t u  - 

1 0  I 1 1  c o n c e n t r a m o s  a l g u m a s  i d é i a s  s o b r e  um c a s o  b a s t a n t e  p a r t i c u  - 

l a r  d o  p r o b l e m a  a q u i  e s t u d a d o ,  e  em nenhum p o n t o  d e s e j a m o s  e s g o -  

t a r  o  a s s u n t o  a  r e s p e i t o  d o  mesmo. Uma a l t e r n a t i v a  d e  e s t u d o  s e -  

r i a  t a l v e z  p r o c u r a r  a l o c a r  r e s u l t a d o s ,  q u e  g a r a n t a m ,  d e  f o r m a  mais 

a b r a n g e n t e  a  a p l  i c a b i  1  i d a d e  d a s  a1 t e r n a t i  v a s  d e  mel h o m e n t o  s u g e r i  - 

d a s .  D e n t r e  a s  d u a s  v e r s õ e s  i m p l e m e n t a d a s  podemos d i z e r  q u e  a  

B r a n c h - B o u n d  a p r e s e n t o u  uma m e l h o r  p e r f o r m a  p a r a  o s i s t e m a .  

Dos r e s u l t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  e x p r e s s o s  na  T a b e l a  

11,  o b s e r v a m o s  q u e  o  s i s t e m a  m e l h o r  s e  a d a p t a  à m e d i d a  q u e  c r e s c e  - 

mos o p o r t e  do  p r o b l e m a ,  d e t a l h e  e s t e  i m p o r t a n t e  d a d a  a s  c a r a c t e -  

r T s  t i  c a s  d e  d i m e n s i o n a m e n t o  d o s  p r o b l e m a s  d e s t a  n a t u r e z a  q u e ,  g e -  

r a l m e n t e ,  s ã o  a p r e s e n t a d o s  em s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s .  
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