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ABSTRACT 

The p r e s e n t  w o r k  e x a m i n e s  some p r o b l e m s  i n  S c h e d u l i n g  

T h e o r y .  I t  c o n t a i n s  p r o p o s a l s  o f  p o l i n o m i a l  t i m e  a l g o r i t h m ç  

f o r  m i m i m i z i n g  t h e  maximum c o m p l e t i o n  t i m e  a n d  t h e  sum o f  a 1 1  

c o m p l e t i o n  t i m e s ,  b o t h  f o r  S c h e d u l i n g  u n i f o r m  m a c h i n e s  w i  t h  

u n i t  p r o c e s s i n g  t i m e s  a n d  f o r  a  c e r t a i n  r e s t r i c t i o n  o f  t h e  

f l o w  s h o p  p r o b l e m .  En t h e  l a t t e r  case ,  b o t h  u n l i m i t e d  a n d  n o  

b u f f e r i n g  ( n o  w a i t )  f l o w  s h o p s  a r e  c o n s i d e r e d .  I n  a d d i t i o n ,  

an  a p p r o x i m a t i o n  a l g o r i t h m  i s  d e s c r i b e d  f o r  m i n i m i z i n g  t h e  

maximum c o m p l e t i o n  t i m e  i n  a  s p e c i a l  u n r e l a t e d  t w o  m a c h i n e  

p r o b l e m ,  w i t h  p r o c e s s i n g  t i m e  s a t i s f y & n g  t h e  r e s t r i c t i o n  

qi = api  + B ,  w h i c h  i m p r o v e s  t h e  q u a l i t y  o f  a  s o l u t i o n  s o  f a r  

a v a i l a b l e .  
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INTRODUÇÃO 

E s t e  t r a b a l h o  pode  s e r  d i v i d i d o  em t r e s  p a r t e s ;  n a  

p r i m e i r a ,  c o n s t i t u i d a  p e l o s  C a p í t u l o s  I  e  1 1 ,  s ã o  a p r e s e n t a -  

d o s  o s  c o n c e i t o s  d e  c o m p l e x i d a d e  d e  a l g o r i t r n o s ,  a s  c l a s s e s  P e  

N P  e  o s  c o n c e i t o s  b á s i c o s  r e f e r e n t e s  a  a l g o r i t m o s  a p r o x i m a t i -  

v o s .  A i n d a  n e s t a  p r i m e i r a  p a r t e ,  d e s c r i t a ,  d e  m a n e i r a  i n f o r  - 
m a l ,  a  T e o r i a  d e  S c h e d u l  i n g ,  a p r e s e n t a n d o - s e  a  n o t a ç ã o  u t i  1  i  z a  - 
d a  no t r a b a l h o ,  bem como o  r e l a c i o n a m e n t o  d e  c o m p l e x i d a d e  e n -  

t r e  o s  v á r i o s  p r o b l e m a s  em S c h e d u l i n g .  

A s e g u n d a  p a r t e ,  c o n s t i t u i d a  d o s  t r e s  C a p í t u l o s  s e -  

g u i n t e s ,  c o n s t i t u i  a  t e s e  p r o p r i a m e n t e  d i t a .  No C a p i t u l o  1 1 1 ,  

d e s c r i t o  um p r o b l e m a  d e  m a q u i n a s  u n i f o r m e s  e  t e m p o s  u n i t ã -  

r i o s  e  a p r e s e n t a d o  um a l g o r i t m o  p o l i n o m i a l  q u e  o b t e m ,  d e  f o r m a  

o t i m a ,  o  t e m p o  mynimo t o t a l  d e  p r o c e s s e m e n t o  e a  soma mynima 

d o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  p a r a  n j o b s  e  m m a q u i n a s .  

No C a p i t u l o  IV e a b o r d a d o  um p r o b l e m a  d e  d u a s  m a q u i -  

n a s  p a r a l e l a s ,  o n d e  o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  obedecem a  uma 

d e t e r m i n a d a  r e l a ç ã o ,  e  p a r a  o  q u a l  i! d e s c r i t o  um a l g o r i t m o  apro - 
x i m a t i v o  p o l i n o m i a l ,  p a n a  o  t e m p o  mi'nimo t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n -  

t o .  E c a l c u l a d a  a  c o m p l e x i d a d e  e  a  q u a l i d a d e  do a l g o r i t m o .  

No C a p T t u l o  V ,  i! c o l o c a d o  o  p r o b l e m a  d e  F l o w - s h o p  

S c h e d u l i n g ,  i m p o n d o - s e  a  c o n d i ç ã o  de  q u e ,  p a r a  c a d a  j o b ,  o  t em 

po d e  p r o c e s s a m e n t o  s e j a  o  mesmo em q u a l q u e r  m ã q u i n a .  E s t a  r e s  - 
t r i ç ã o  t o r n a  p o l i n o m i a l  o  p r o b l e m a  d e  o b t e r  a s  p e r m u t a ç õ e s  d e  

j o b s  q u e  m i n i m i z a m  o  t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  e  a  soma d o s  

t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o .  S ã o  o b t i d a s  t a i s  p e r m u t a ç õ e s ,  t a n t o  



p a r a  o  p r o b l e m a  d e  " b u f f e r "  i l i m i t a d o  como p a r a  " b u f f e r "  ra - 
r o ,  e s t e  ú l t i m o  c o n h e c i d o  tambgm como a t e n d e n d o  a  r e s t r i ç ã o  

" n o  w a i t " .  

E n c e r r a n d o  o  t r a b a l h o  , s ã o  a p r e s e n t a d a s ,  n o  C a p í t u l o  

VI ,  que  c o n s t i t u i  a t e r c e i r a  p a r t e ,  s u g e s t õ e s  d e  l i n h a s  d e  

p e s q u i s a ,  q u e  v i s a m  g e n e r a l i z a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s .  



COMPLEXIDADE - 

1 . 1 .  A n á l i s e  de Alaor i tmos  

Quando s e  c r i a  u m  método de r e s o l u ç ã o  de um de termi  - 

nado problema,  e ,  para  o  qua l  deve s e r  usado um computador ,  

i s t o  é, deve s e r  e s c r i  t o  um a l g o r i t m o ,  surgem n a t u r a l m e n t e  di  - 

v e r s a s  q u e s t õ e s  c o n c e r n e n t e s  ao método e  ao a l g o r i t m o :  

- o  a l g o r i t m o  e s t á  c o r r e t o ?  ( i s t o  e ,  e l e  r e a l i z a  

a q u i l o  a  que s e  p r o p õ e ? )  

- quan to  tempo de computador o  a l g o r i t m o  n e c e s s i t a ,  

pa ra  sua execução?  

- qual  a  q u a n t i d a d e  de memória u t i l i z a d a ?  

T a i s  q u e s t õ e s  s ã o  c o l o c a d a s  p r i n c i p a l m e n t e  a  p a r t i r  

do i n s t a n t e  em que s e  d i s p õ e  de d o i s  ou mais a l g o r i t m o s  que 

reso lvem o  mesmo problema,  e  s e  d e s e j a  s a b e r  qual  o  melhor ,  

ou qua l  o  mais  e f i c i e n t e .  Nesse c a s o ,  c l a r a m e n t e ,  deve e x i s  - 

t i r  uma e s c a l a  de c r i t é r i o s  sob  os q u a i s  os  a l g o r i t m o s  s e r ã o  

j u l g a d o s ;  o  tempo n e c e s s á r i o  de execução e  a  memoria u t i l i z a -  

da s ã o  pa râmet ros  i m p o r t a n t e s ,  mas não s ã o  o s  ú n i c o s ;  a  o t ima - 

l i d a d e  ( é  p o s s i v e l  c o n s t r u i r  u m  a l g o r i t m o  m e l h o r ? ) ,  a  f a c i l i -  

dade de depuração  e /ou  c o r r e c ã o ,  a  f a c i l i d a d e  de implementar  

m o d i f i c a ç õ e s ,  a  s i m p l i c i d a d e  de programação,  e n t r e  o u t r o s ,  são 

também c r i  t ê r i o s  u t e i  S .  



As t e n t a t i v a s  de r e sponder  e s s a s  p e r g u n t a s ,  e  a  ne- 

c e s s i d a d e  de comparar  a l g o r i  tmos, deram origem ao ramo da Ci - 
ê n c i a  da Computação conhecida  por  A n á l i s e  de Algor i tmos .  Na- 

t u r a l m e n t e ,  e s s a s  q u e s t õ e s  j á  e x i s t i a m ,  p e l o  menos de forma 

s u b j a c e n t e ,  desde  os  pr imÓrdios  da Computação, mas, apenas  a  

p a r t i r  dos anos  70 tem s i d o  f e i t o  u m  e s f o r ç o  s i s t e m á t i c o  v i -  

sando o  desenvol  vi mento da A n á l i s e  de A 1  gor i  tmos. 

Num p r i m e i r o  e n f o q u e ,  p a r e c e  c l a r o  que q u a l q u e r  me- 

d i d a  que t e n h a  p o r  f i n a l i d a d e  comparar  d o i s  a l g o r i t m o s  ( j á  su  - 

p o s t o s  c o r r e t o s )  não deve depender  de sua implementação ,  i s t o  
- 
e ,  não deve depender  de c o i s a s  como q u a l i d a d e  do programador ,  

computador u t i l i z a d o ,  l inguagem e s c o l h i  da ,  e t c .  Dito de ou- 

t r a  forma,  a  comparação deve i n c l u i r  apenas f a t o r e s  i n e r e n t e s  

ao a l g o r i t m o .  No e n t a n t o ,  nenhum dos f a t o r e s  c i t a d o s  é r e a l -  

mente i n d e p e n d e n t e  da implementação;  em maior  ou menor grau  

t o d o s  e l e s  dependem do computador ,  da l inguagem,  da e s t r u t u r a  

de dados u t i l i z a d a  e  de v á r i o s  o u t r o s  a s p e c t o s  da implementa-  

ção.  T e n t a t i v a s  de r e s o l v e r  e s s e  problema ( i s t o  é, a n a l i s a r  

o  metodo s u b j a c e n t e  ao a l g o r i t m o )  foram f e i t a s ,  como a  c r i a -  

ção  de l i n g u a g e n s - p a d r ã o ,  como o  MIX, de K n u t h  [ I ]  . Mas t a i s  

l i n g u a g e n s ,  p a r a  a t i n g i r  s e u s  o b j e t i v o s , d e v e m  e s t a r  em n í v e l  

i nconven ien temen te  próximo da l inguagem de máquina, o  que as 

t o r n a  não a p r o p r i a d a s ,  do ponto  de v i s t a  de programação.  

Atua lmente ,  desenvolvem-se e s f o r ç o s  n u m  s e n t i  do l i -  
- 

ge i ramen te  d i v e r s o :  a s s o c i a r  a  e f i c i ê n c i a  de um a l g o r i t m o  a  

q u a n t i d a d e  de t r a b a l h o  computaci onal  p o r  e l e  e x e c u t a d o .  De c e r  - 
t a  forma,  é uma medida do tempo de execução ;  é o  que s e  chama 

complexidade do a l g o r i  tmo. 



Básicamente ,  os d i v e r s o s  t r a b a l h o s  que um a l g o r i t m o  

r e a l i z a ,  l e r  e  e s c r e v e r  v a l o r e s ,  e x e c u t a r  ope rações  a r i  t m é t i  - 

tas ( i n c l u i  da a i  a  a t r i b u i ç ã o ) ,  comparar d o i s  números,  gastam 

tempos d i f e r e n t e s ,  em s u a  e x e c u ç ã o ;  em g e r a l ,  a  l e i t u r a  e  a  

impressão  s ã o  mais demoradas que a  m u l t i p l i c a ç ã o ,  e  e s t a  mais 

demorada que a  soma. No e n t a n t o ,  com a  f i n a l i d a d e  de s i m p l i -  

f i c a r  o  c ã l c u l o ,  costuma-se c o n s i d e r a r  cada uma d e s s a s  a t i v i -  
- 

dades como uma " o p e r a ç ã o " ,  e  a  complexidade do a l g o r i t m o  e  

i n d i c a d a  p o r  uma função  que a s s o c i a  a  n ,  o  n o  de dados de en-  

t r a d a ,  f ( n ) ,  o  número de o p e r a ~ õ e s  e x e c u t a d a s .  

Aqui s u r g e  novo problema:  em g e r a l ,  p a r a  a l g o r i t m o s  

que não se jam abso lu tamen te  t r i v i a i s ,  a  q u a n t i d a d e  de t r a b a -  

l h o  computac ional  não depende apenas  da q u a n t i d a d e  de dados 

de e n t r a d a ,  mas também, m u i t a s  v e z e s ,  de c e r t a s  p r o p r i e d a d e s  

d e s s e s  dados.  Pur  exemplo,  u m  a l g o r i  tmo de ordenação  pode 

e x e c u t a r  um número c o n s i d e r a v e l m e n t e  menor de o p e r a ~ õ e s  p a r a  

o r d e n a r  uma l i s t a  de n i t e n s ,  s e  e s t a  p o s s u i r  pequena porcen-  

tagem de e l emen tos  f o r a  de ordem, do que s e  a  l i s t a  e s t i v e r  

t o t a l m e n t e  deso rdenada .  Da mesma fo rma ,  s e  um s i s t e m a  l i n e a r  

p o s s u i r  mui tos  c o e f i c i e n t e s  n u l o s ,  pode e x i g i r  u m  número me- 

no r  de o p e r a ç õ e s ,  p a r a  u m  c e r t o  a l g o r i  tmo, do que s e  poucos 

e l emen tos  forem i g u a i s  a  z e r o .  

E s t u d a r  o  "comportamento mediou' do a l g o r i t m o  pode 

s e r  uma forma de s e  e v i t a r  e s s e  problema,  mas possu i  c e r t o s  

i n c o n v e n i e n t e s .  O comportamento medio de u m  a l g o r i t m o  pode 

s e r  o b t i d o  s implesmente  c a l c u l a n d o - s e  o  número de ope rações  

e x e c u t a d a s  pa ra  cada e n t r a d a  de tamanho n ,  e  tomando-se a  me - 

d i a .  Esse r e s u l t a d o ,  no e n t a n t o ,  pode não s e r  u t i l ,  s e ,  na 



p r ã t i  c a ,  a l g u m a s  e n t r a d a s  o c o r r e r e m  m a i s  f r e q u e n t e m e n t e  q u e  

o u t r a s ;  um r e s u l t a d o  m a i s  s i g n i f i c a t i v o  s e r i a  t o m a r  a  m e d i a  

p o n d e r a d a .  S e j a  D n  o  c o n j u n t o  d e  e n t r a d a s  d e  t a m a n h o  n  p a r a  

o  p r o b l e m a  em q u e s t 6 o ;  p a r a  c a d a  e l e m e n t o  I  d e  D n ,  s e j a  p (1 )  

a  p r o b a b i l i d a d e  d e  q u e  I  o c o r r a ,  e  t ( 1 )  o  número  d e  o p e r a -  

ç õ e s  e x e c u t a d a s  p e l o  a l g o r i t m o ,  com e n t r a d a  I .  E n t ã o ,  o  com - 

p o r t a m e n t o  m e d i o  p o d e  s e r  d e f i n i d o :  

O r a ,  mesmo q u e  p ( 1 )  f o s s e  e s t i m a d o ,  s e r i a  i m p r a t i -  

c a v e 1  o  c á l c u l o  d e  t ( 1 )  p a r a  c a d a  e n t r a d a  I ,  o  q u e  t o r n a  e x -  

t r e m a m e n t e  c o m p l i c a d o  o e s t u d o  do c o m p o r t a m e n t o  m e d i o  d o  a l -  

g o r i  tmo.  

O u t r o  e n f o q u e  p a r a  d e s c r e v e r  o  c o m p o r t a m e n t o  do a1  

g o r i  tmo é b a s e a d o  n a  a n á l i s e  do p i o r  c a s o .  A c o m p l e x i d a d e  

do  p i o r  c a s o  p o d e  s e r  d e f i n i d a  p o r  

W(n) = max t ( 1 )  
IED, 

W(n) e s i m p l e s m e n t e  o número  máximo d e  o p e r a ç õ e s  q u e  o  a l g o -  

r i t m o  e x e c u t a ,  p a r a  q u a l q u e r  e n t r a d a  d e  t a m a n h o  n .  E m  g e r a l ,  

W(n) pode  s e r  c a l c u l a d o  m a i s  f ã c i l m e n t e  q u e  A C n )  , e  g o d e  s e r  

m a l s  u t i l  q u e  e s t e  p a r a  i m p l e m e n t a ç õ e s ,  p o i s  f o r n e c e  um l i m i  - 

t e  s u p e r i o r  p a r a  o  t empo  de  e x e c u ç ã o  do a l g o r i t m o .  N e s t e  t r a  - 
b a l h o ,  o s  a l g o r i t m o s  s e r ã o  a n a l i s a d o s  s e m p r e  s o b  o  p o n t o  d e  

v i s t a  do p i o r  c a ç o .  



A a n á l i s e  d o  p i o r  c a s o  tem a i n d a  o u t r a  i m p o r t a n t e  

cons-equencia:  f o r n e c e  u m  c r i t é r i o  p a r a  a  o t i m a l i d a d e  de u m  

a l g o r i t m o .  Definimos a  complexidade F ( n )  de um problema P 

como o  número mrnimo de o p e r a ç õ e s  n e c e s s á r i a s  p a r a  r e s o l v e r  

P com q u a l q u e r  e n t r a d a  de tamanho n .  D i t o  de o u t r a  forma,  

F ( n )  é u m  l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  a  complexidade de p i o r  caso  

de q u a l q u e r  a l g o r i t m o  que r e s o l v a  P .  En tão ,  s e  ob t ive rmos  

FCn) p a r a  u m  problema P ( o  que tem s i d o  f e i t o  p a r a  problemas 

s i m p l e s ,  como e n c o n t r a r  s imul t âneamen te  o  máximo e  o  mlnimo 

de uma l i s t a  de n i t e n s ,  o r d e n a r  uma s e q u ê n c i a  de números,  

e t c . ) ,  e  c o n s t r u i r m o s  u m  a l g o r i t m o  A pa ra  P ,  com W ( n )  = F ( n ) ,  

concluimos que A é õ t i m o ,  i s t o  é, não pode have r  u m  algoritmo 

mais e f i c i e n t e  que A ,  pa ra  r e s o l v e r  o  problema P ,  segundo e s  

s e  c r i t é r i o .  

1 . 2 .  Ordena de Grandeza 

Digamos que, p a r a  um: de te rminado  problema P ,  cons-  

t r u i m o s  d o i s  a l g o r i t m o s ,  o  p r i m e i r o  com complexidade de p i o r  

c a s o ,  W l  ( n )  = 3n2 ,  e  o  segundo ,  com W2(n) = 25n. Temos, poy 

2  
Na v e r d a d e ,  p a r a  q u a i s q u e r  c l  e  c 2 ,  e x i s t e  k t a l  que cln > c2n 

p a r a  t o d o  n > k ,  e  i s t o  d e c o r r e  do f a t o  de que n 2  c r e s c e  mais 

r áp idamen te  que n .  Para  t o r n a r  a  a n á l i s e  de a l g o r i t m o s  i n d e  A 

penden te  dos dados de e n t r a d a ,  é n e c e s s á r i o  i n t r o d u z i r  o con - 

c e i k o  de ordem de g randeza  de complexidade.  Abaixo,  ap resen  

tamos as  i  dei a s  b á s i c a s  d e s s e  c o n c e i t o  e  a n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  

no d e c o r r e r  do t r a b a l h o .  



Sejam f e  g funções  em N ,  números n a t u r a i s .  Dizemos 

que a  ordem de f é menor ou i g u a l  que a  ordem de g ,  e  e s c r e v e  - 

mos " f  G O(Ig1" s e  e x i s t e m  c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  c  e  k t a i s  que 

f  ( n )  < - c  gCn) pa ra  t o d o  n > k .  Temos, p o r t a n t o ,  que 25n é 
2 2 2 0(.3n ) ,  mas 3n2 não é O(-Z5n); por  o u t r o  l a d o ,  3n e  O ( n  ) e  

2 2 - n é O(3n 1; em g e r a l ,  duas funções  que d i f e rem p o r  f a t o -  

r e s  c o n s t a n t e s  são de mesma ordem. O c o n j u n t o  de f u n ç õ e s  de 

mesma ordem que f ,  no tado  e ( f ) ,  i n c l u i  t o d a s  a s  f u n ç õ e s  g t a i s  

que g é O(.f) e  f  é O ( g ) .  Embora e ( f )  s e j a  u m  c o n j u n t o  é con- 

venção e s c r e v e r  "g é 8 C f ) "  ao i n v é s  de " g ~ e C f ) " .  E m  p o l i n o -  

mios ,  os termos de expoen te  menor que o  grau  não a fe t am a  o r -  

dem; usamos e n t ã o  o  termo de maior  g rau  como uma r e p r e s e n t a -  
2 3  ção canõn ica  da ordem; a s s i m ,  n ( n - 1 )  é e ( n  ) e  10n - n 2  + 8 

3  é e ( n  ) .  

Uma t é c n i c a  u t i l  p a r a  v e r i f i c a r  s e  g  é 8 ( f )  u t i l i z a  

l i m i t e s ;  s e  

pa ra  algum c  # o  f i n i t o ,  e n t ã o  g é 8 ( f ) .  

E m  t e rmos  de a l g o r i  tmos , dados d o i s  a l g o r i  tmos A e  

B p a r a  o  mesmo problema,  com complexidades de p i o r  c a s o  WA(.n) 

e  W B ( n ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  dizemos que A é "melhor"  ou "mais 

e f i c i e n t e "  que B s e  W A  é O ( W B )  mas W B  não é O(WA)  Dizemos que 

A possu i  complexidade menor que B .  



1 . 3 .  - As C l a s s e s  P e  N P  

- 
A medi da em que eram d e s e n v o l v i d o s  e s f o r ç o s  n o  s e n -  

t i d o  de s e  o b t e r  a  complexidade de a l g o r i t m o s  e x i s t e n t e s ,  e  

de s e  c o n s t r u i r  a l g o r i t m o s  de complexidade menor, f o i  s e  t o r -  

nando c l a r o  que os problemas podem s e r  c l a s s i f i c a d o s  em d o i s  

g rupos :  problemas p a r a  os q u a i s  e x i s t e m  a l g o r i  tmos de comple - 

xidade  po l inomia l  ( _ t a i s  problemas s ã o  d i t o s  pol inomi a lmente  

l i m i t a d o s )  e  problemas p a r a  os q u a i s  não s ã o  c o n h e c i d o s ,  p e l o  

menos a t é  o  momento, a l g o r i t m o s  de complexidade po l inomia l  ; 

p a r a  e s s e s  Últimos a s  complexidades  s ã o  e x p r e s s a s  p o r  funções  

n como 2 , n ! ,  e t c .  Nas p e s q u i s a s  p o r  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a i s  

p a r a  e s s a  u l t i m a  c l a s s e  f o i  c o n s t a t a d a  a  e x i s t e n c i a  de u m  con - 
j u n t o  de problemas com uma c a r a c t e r i s t i c a  i n t e r e s s a n t e :  b a s t a  - 

va que s e  c o n s t r u i s s e  u m  a l g o r i t m o  po l inomia l  p a r a  um d e l e s ,  

e  todos  s e r i a m  po l inomia lmen te  l i m i t a d o s ;  não o b s t a n t e ,  não 

f o i  p o s s i v e l  o b t e r  t a l  a l g o r i t m o .  

Esses  f a t o s  provocaram uma f o r m a l i z a ç ã o  da t e o r i a ,  

que procuramos d e s c r e v e r  suc in tamen te ,  a b a i x o .  

U m  problema é d i t o  "de d e c i s ã o "  s e  sua  resolução con - 

s i s t e  numa r e s p o s t a  "s im" ou " n ã o " ;  em g e r a l ,  os  problemas  de 

o t i m i z a ç ã o  e  os problemas não l i m i t a d o s  polinomi a lmente  p o s  

suem uma v e r s ã o  c o r r e s p o n d e n t e  n e s s a  forma.  

Um problema de d e c i s ã o  i5 d i t o  e s t a r  na c l a s s e  P s e  

f o r  po l inomia lmen te  l i m i t a d o .  A c l a s s e  N P  é c o n s t i t u í d a  pg 

10s  problemas de d e c i s ã o  p a r a  os q u a i s ,  dada uma e n t r a d a ,  uma 

s-olução propos-ta pode s e r  checada  C i s t o  6 ,  podemos v e r i f i c a r  

s e  é r e a l m e n t e  s o l u ç ã o ~  em tempo po l inomia l  n o  tamanho da en 



t r a d a .  P a r a  a j u d a r  a  c o m p r e e n d e r  m e l h o r  e s s e  Ú l t i m o  c o n c e i t o ,  

podemos  c i t a r  o  e x e m p l o  c l ~ s s i c o  do  P r o b l e m a  do C a i x e i r o  V i a  - 

j a n t e ,  em s u a  v e r s ã o  como p r o b l e m a  de  d e c i s ã o :  d a d a s  n  c i d a -  

d e s  e  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  c a d a  p a r  d e  c i d a d e s ,  e x i s t e  u m  r o -  

t e i r o  de  c o m p r i m e n t o  < - k q u e ,  p a r t i n d o  de  uma c i d a d e ,  t o r n e  a  

e l a ,  p a s s a n d o  uma ú n i c a  v e z  em c a d a  uma d a s  o u t r a s ?  Cada s o  - 

l u ç ã o  p r o p o s t a  (uma p e r m u t a ç ã o  d e  c i d a d e s )  p o d e  t e r  s e u  com- 

p r i m e n t o  c a l c u l a d o  em t empo  p o l i n o m i a l ,  e ,  p o r t a n t o ,  e s t e  p r o  - 

b lema  e s t ã  em N P .  E v i d e n t e m e n t e ,  a  c l a s s e  P  e s t ã  c o n t i d a  na  

c l a s s e  N P .  No e n t a n t o ,  n o  c a s o  do e x e m p l o ,  n ã o  e x i s t e ,  a t e  

a g o r a ,  a l g o r i t m o  q u e  g a r a n t a  o  f o r n e c i m e n t o ,  em t e m p o  p o l i n o -  

m i a l ,  d e  u m  r o t e i r o  d e  c o m p r i m e n t o  < - k ;  como também n ã o  f o i  

p r o v a d o  q u e  t a l  a l g o r i t m o  n ã o  p o d e  e x i s t i r ,  n ã o  s a b e m o s ,  p a r a  

o s  p r o b l e m a s  em N P ,  s e  e l e s  e s t ã o  também em P ;  i s t o  é, n ã o  

s a b e m o s  s e  P = N P .  

A g o r a ,  vamos d e s c r e v e r  o  c o n c e i t o  de  r e d u ç ã o  p o l i n o -  - 

m i a l  d e  u m  p r o b l e m a  a  o u t r o ,  q u e  d e s e m p e n h a  um p a p e l  c e n t r a l  

n e s t a  t e o r i a .  S u p o n h a  q u e  A é u m  a l g o r i t m o  q u e  c o n v e r t e  uma 

e n t r a d a  - x  de  u m  p r o b l e m a  P 1  p a r a  uma - y d e  u m  p r o b l e m a  P 2 ,  d e  

t a l  f o r m a  q u e  a r e s p o s t a  c o r r e t a  p a r a  P l ( x )  é - sim s e  e  somen - 

t e  s e  a  r e s p o s t a  c o r r e t a  p a r a  P 2 ( y )  é - sim. C l a r a m e n t e ,  s e  B 

é um a l g o r i t m o  p a r a  P 2 ,  B c o m p o s t o  com A ( B  a p l i c a d o  à s a í d a  

de  A) 6 um a l g o r i t m o  p a r a  P 1 .  S e  A é p o l i n o m i a l ,  d i z e m o s  q u e  

P 1  é p o l i n o m i a l m e n t e  t r a n s f o r m ã v e l  (.ou p o l i n o m i a l m e n t e  r e d u t i  - 

v e l )  a  P 2 .  S e  P1 f o r  p o l i n o m i a l m e n t e  r e d u t i v e l  a  P 2 ,  e  P2 

f o r  p o l i n o m i a l m e n t e  r e d u t i v e l  a  P 1 ,  d i z e m o s  q u e  P1  e  P 2  s ã o  

p o l i n o m i a l m e n t e  e q u i v a l e n t e s - .  



F i n a l m e n t e ,  ê p o s s ? v e l  m o s t r a r  q u e  q u a l q u e r  p r o b l e -  

ma em N P  & p o l i n o m t a l m e n t e  t r a n s f o r m a v e l  em um c e r t o  p r o b l e m a  

c o n h e c f d o  p o r  CNF-SATTSFABrLIDADE; e s t e  p r o b l e m a  e  o s  q u e  l h e  

s ã o  p o l i n o m i a l m e n t e  e q u i v a l e n t e s  ( e  o  d o  C a i x e i r o  V i a j a n t e  e  

um d e l e s )  c o n s t i t u e m  uma n o v a  c l a s s e ,  chamada  P r o b l e m a s  NP-Com - 
p l e t o s .  Podemos  d i z e r ,  p o r t a n t o ,  q u e  NP-Comple tos  s ã o  o s  p r o  

b l e m a s  d e  d e c i s ã o  q u e  e s t ã o  em NP e  t a i s  q u e ,  s e  e x i s t i r  um 

a l g o r i t m o  p o l t n o m i a l  p a r a  u m  d e l e s ,  e n t ã o  e x i s t e m  a l g o r f t m o s  

p o l i n o m T a t s  p a r a  c a d a  p r o b l e m a  em NP, Nos u l t i m o s  a n o s ,  m u i t o  

e s f o r ç o  tem s i d o  d i s p e n d i d o  p a r a  a u m e n t a r  a  l i s t a  d e  P r o b l e -  

mas N P - C o m p l e t o s ,  q u e  c o n t a  a t u a l m e n t e  com v á r i a s  c e n t e n a s  d e  

membros .  

1 . 4 .  A1 g o r i  t m ~ s  A p r o x i m a t i  v o s  -- 

No e s t á g i o  a t u a l  d e  d e s e n v o l v i m e n t o  d a  c o m p u t a ç ã o ,  

e x i s t e  p o u c a  e s p e r a n ç a  d e  q u e  venham a  s e r  o b t i d o s  a l g o r i t m o s  

po l  i n o m i a l m e n t e  l i m i t a d o s  p a r a  o s  p r o b l e m a s  N P - C o m p l e t o s ;  o s  

a l g o r i t m o s  e x i s t e n t e s  tem, em g e r a l ,  a  o rdem d e  g r a n d e z a  d o  

seu t e m p o  d e  e x e c u ç ã o  d e s c r i t a  p o r  uma f u n ç ã o  e x p o n e n c i a l  ( c o  - 
mo 2" e  esse t i p o  d e  f u n ç ã o  c r e s c e  t ã o  r a p i d a m e n t e  q u e  t o r n a  

p r o - i b i t i v o  o  u s o  d e  t a - i s  a l g o r i t m o s ,  mesmo p a r a  v a l o r e s  mode - 
r a d o s  d e  n .  

Tendo  em v i s t a  e s ses  f a t o s ,  a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e -  

mas NP-Comple tos  tem s t d o  e s t u d a d a  com u m  e n f o q u e  l i g e i r a m e n -  

t e  d i v e r s o :  a  c r i a ç ã o  d e  a 1  g o r i  tmos  p o l  i n o m i a l m e n t e  1  i m i t a d o s  

q u e  g a r a n t e m ,  n ã o  a  o b t e n ç ã o  d a  s o l u ç ã o  Ô t i m a  ( e m b o r a  p o s s a m  
4 

o b t ê - l a ,  e v e n t u a l m e n t e )  mas uma s o l u ç ã o  " p r o x i m a  d a  o t i m a " .  

T a i s  a l g o r i t m o s  s ã o  c h a m a d o s  a l g o r i  t m o s  a p r o x i m a t i v o s  o u  a l g o  

r i t m o s  h e u r ? s t i c o s .  P a r a  m u i t o s  p r o b l e m a s  tem s i d o  d e s e n v o l -  



v i d a s  h e u r i s t i  c a s  m u i t o  s i m p l e s  e  d i r e t a s ,  q u e ,  n o  e n t a n t o ,  

f o r n e c e m  r e s u l t a d o s  s u r p r e e n d e n t e m e n t e  b o n s .  

P a r a  t o r n a r  p r e c i s o  o  c o n c e i t o  de  " s o l u ç ã o  p r ó x i m a  

da ó t i m a " ,  n e c e s s i t a m o s  de  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s ,  f o r n e c i  d a s  a  

s e g u i r .  U m  p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  P é um p r o b l e m a  d e  m i n i m i -  

z a ç ã o  ou  u m  p r o b l e m a  d e  m a x i m i z a ç ã o ,  q u e  c o n s i s t e  d a s  s e g u i n -  

t e s  t r e s  p a r t e s :  

a )  u m  c o n j u n t o  D p  de  e n t r a d a s  

b )  p a r a  c a d a  I  E D p y  um c o n j u n t o  f i n i t o  S p ( I )  d e  

s o l u ç õ e s  c a n d i d a t a s  p a r a  I  

c )  uma f u n ç ã o  m p  q u e  a s s o c i a  a  c a d a  I  E D p S  e a  c a  - 
da s o l u ç ã o  c a n d i d a t a  s  E S p ( I ) ,  u m  número  r a c i o -  

n a l  p o s i t i v o  m p ( I , s ) ,  chamado v a l o r  d e  s o l u ç ã o  

p a r a  S .  

S e  P é um p r o b l e m a  de  m i n i m i z a ç ã o  [ rnax imização ] ,  e n  - 
d 

t ã o  uma s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  uma e n t r a d a  I  E D p  e  uma s o l u ç ã o  

c a n d i  d a t a  s * ~  S p ( I )  t a l  que, para todo s & S p ( I ) ,  mp(I,s*) i - mp(I , s )  

[ m p ( l , s * )  ? m p ( l , s ) ]  . P o r  s i m p l i c i d a d e  d e  n o t a ç ã o  podemos  

u s a r  OPT(1)  p a r a  d e s i g n a r  o  v a l o r  m p ( I , s * ) .  

U m  a l g o r i t m o  A é d i t o  um a1  g o r i t m o  a p r o x i m a t i v o  p a -  

r a  P ,  s e ,  d a d o  q u a l q u e r  I  E D p ,  e n c o n t r a  uma s o l u ç ã o  c a n d i d a t a  

s  E S p ( I ) .  O v a l o r  m p ( I  , s )  d a  s o l u ç ã o  c a n d i d a t a  s  e n c o n t r a d a  

p o r  A pode  s e r  d e s i g n a d a  p o r  A ( 1 ) .  S e  A ( 1 )  = O P T ( I ) ,  p a r a  t o  - 

do I  E D p ,  A é d i t o  u m  a l g o r i t m o  ó t i m o .  

Se  o  a l g o r i t m o  A n ã o  é ó t i m o ,  t o r n a - s e  n e c e s s á r i o  

m e d i r  s u a  q u a l i d a d e ,  i s t o  é, d a r  uma m e d i d a  de  q u ã o  b o a  ( o u  



q u ã o  p r ó x i m a  d a  Ó t i m a ) _  é a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  p o r  A ;  e ,  p a r a  

i s s o ,  s ã o  n e c e s s á r i a s  m a i s  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s .  

S e  P é um p r o b l e m a  d e  m i n i m i z a ç ã o  [ m a x i m i z a ~ ã o ]  d e  - 

f i n i m o s  a  r a z ã o  R A ( I )  p o r  

A r a z ã o  R A ,  p e r f o r m a n c e  a b s o l u t a ,  é d a d a  p o r  

R A  = i n f  I r  > 1  1 R A ( I )  < r p a r a  q u a l q u e r  I E Dpl 

E n t ã o ,  a  c o m p a r a ç ã o  d e  d o i s  a 1  g o r i  t m o s  a p r o x i m a t i  - 
v o s  e n v o l v e  d u a s  m e d i d a s :  a  q u a l i d a d e  e  a  c o m p l e x i d a d e .  Q u a n  - 

d 

d o  a m b o s  s ã o  p o l i n o m i a l m e n t e  l i m i t a d o s ,  e u s u a l  d a r  m a i o r  im - 

p o r t a n c i a  à q u a l i d a d e ,  i s t o  é ,  d i z e m o s  q u e  um a l g o r i t m o  a p r o  - 
d 

x i m a t i v o  A ,  p o l i n o m i a l m e n t e  l i m i t a d o ,  e  m e l h o r ,  o u  m a i s  e f i -  

c i e n t e ,  q u e  um a 1  g o r i  t m o  a p r o x i m a t i v o  B ,  t a m b é m  p o l i n o m i a l m e n  

t e  l i m i t a d o ,  se  R A  < R B .  

F i n a l i z a n d o ,  g o s t a r i a m o s  d e  s a l i e n t a r  q u e  o s  c o n c e i  - 

t o s ,  c o n c l u s õ e s  e n o t a ç ã o  u t i l i z a d o s  n e s t e  c a p T t u i o  s ã o  b a s e a  A 

d o s  p r i n c i p a l m e n t e  n o s - t r a b a l  h o s  d e  K a r p  , N e i d e  [3] , 

B a a s e  [ 4 3 e  G a r e y  e  J o h n s o n  [ 5 ]  . 



C A P T T U L O  11 

TEORIA D E  SCHEDULING 

2 . 1 .  O Concei to  de Schedulinci 

A T e o r i a  de S c h e d u l i n g  aborda  e  p rocura  r e s o l v e r  a  

s e g u i n t e  c l a s s e  de problemas:  "Dadas m mãqúinas e  n j o b s  pa- 

r a  serem p r o c e s s a d o s ,  f o r n e ç a  uma d i s t r i b u i ç ã o  dos j o b s  que 

minimize um de te rminado  a s p e c t o  do p rocessamen to" .  Colocado 

d e s t a  forma,  o problema p a r e c e  b a s t a n t e  g e r a l  e  s u f i c i e n t e m e n  - 

t e  amplo para  i n c l u i r  uma v a r i e d a d e  mui to  grande de s i t u a ç õ e s ;  

de f a t o ,  problemas de a l o c a ç ã o  de r e c u r s o s  e  de d i s t r i b u i ç ã o  

de t a r e f a s ,  em q u a l q u e r  uma de s u a s  m i j l t i p l a s  formas podem s e r  

i n c l u i d o s  nessa  c a t e g o r i a ;  p o r  i s s o ,  s e r i a  de s e  s u p o r  (4 ue 

uma a n á l i s e  dessa  t e o r i a  j ã  v i e s s e  s e  desenvolvendo há muito 

tempo. Não o b s t a n t e ,  t a l  f a t o  não o c o r r e u ;  p a r e c e  que a s  pes - 

s o a s  que t i v e r a m  o p o r t u n i d a d e  de l i d a r  com t a i s  problemas ,  de - 

senvolveram p r o c e s s o s  in t imamente  1  i g a d o s  a  de te rminados  a s -  

p e c t o s  a c i d e n t a i s ,  o  q u e ,  v i a  de r e g r a ,  d i f i c u l t a  uma maior  

g e n e r a l i z a ç ã o .  A p r i m e i r a  n o t i c i a  que s e  tem de um problema 

de S c h e d u l i n g  e s t u d a d o  em seu a s p e c t o  t e ó r i c o  6 o  da " C a r t a  

de G a n t t "  [ 6 ]  , modelos d e s e n v o l v i d o s  d u r a n t e  a  I  Grande Guer - 

r a ,  pa ra  o r i e n t a r  a  d i s t r i b u i ç ã o  de c a r g a  em nav ios  A l i a d o s ;  

a  u t i l i z a ç ã o  d e s s e s  modelos r e d u z i u  c o n s i d e r a v e l m e n t e  o  tempo 

de u t i  l i z a ç ã o  d e s s e s  n a v i o s .  

Foi apenas  a  p a r t i r  da década de 5 0  que o s  modelos 

matemãti  cos da T e o r i a  de Schedul i n g  começaram a  a p a r e c e r  na 
d 

l i t e r a t u r a .  Dessa época em d i a n t e ,  o  i n t e r e s s e  n e s s a  a r e a  



t e m  c r e s c i  d o  e n o r m e m e n t e ,  p r i n c i p a l m e n t e  d e v i d o  à p o s s i b i -  

l i d a d e  d e  u t i l i z a ç ã o  d e  m e t o d o s  d a  P e s q u i s a  O p e r a c i o n a l ,  En- 

g e n h a r i a  I n d u s t r i a l ,  p l l a t e m ~ t i c a  C o m b i n a t ó r i a  e  C i ê n c i a  da Com - 

p u t a ç ã o ,  p o i s  a  T e o r i a  d e  S c h e d u l i n g  s e  e n q u a d r a  em q u a l q u e r  

um d e s s e s  c a m p o s ,  d e p e n d e n d o  d o  e n f o q u e  q u e  s e  d ê  a o s  s e u s  

p r o b l e m a s .  

2 . 2 .  - N o t a ç ã o  

O e n u n c i a d o  f o r n e c i d o  p a r a  o  t i p o  d e  p r o b l e m a s  e s -  

t u d a d o s  em S c h e d u l i n g  n ã o  d e i x a  a n t e v e r  a  i m e n s a  q u a n t i d a d e  

d e  p r o b l e m a s  p a r t i c u l a r e s  q u e  podem s e r  i n c l u ? d o s  n e s s a  c a t e  - 

g o r i a ;  p a r a  d a r  uma i d é i a  d a s  m ú l t i p l a s  f o r m a s  q u e  um p r o b l e  - 

ma p o d e  a s s u m i r ,  p o d e m o s  c i t a r  umas p o u c a s  v a r i a ç õ e s  em a l -  

g u n s  d o s  a s p e c t o s  e n v o l v i  d o s  p e l o  p r o b l e m a :  

- um j o b ,  p a r a  s e r  e x e c u t a d o ,  d e v e  p a s s a r  p o r  t o -  

d a s  a s  m á q u i n a s ,  o u  e n t ã o  p o r  uma ú n i c a ;  

- o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  um j o b  é o  mesmo em 

q u a l q u e r m á q u i n a ,  o u  e s s e s  t x m p o s  g u a r d a m  e n t r e  s i  a 1  - 

guma r e l a ç ã o ,  o u  n ã o  sãs r e i á c l o n a d o S ;  

- é poss? 'vel  i n t e r r o m p e r  o  p r o c e s s a m e n t o  d e  um j o b  

e  r e c o m e s á - 1 0  m a i s  t a r d e ,  n a  mesma o u  em o u t r a  m á q u i n a ,  o u  

i s s o  n ã o  é - p o s s Y v e l  ; 

- o  n ú m e r o  d e  m á q u i n a s  p o d e  s e r  f i x a d o  o u  n ã o ;  

- os- j o b s  g u a r d a m  e n t r e  s i  a l g u m a  r e l a ç ã o  d e  p r e c e  - 

d ê n c i a  ( i ' t o  é,  um j o b  s ó  p o d e  t e r  s e u  p r o c e s s a m e n t o  i n i c i a  - 

do  a p ó s  um o u t r o  - o u  o u t r o s  - t e r  s e u  p r o c e s s a m e n t o  t e r m i n a  - 



do)-, ou  n ã o  e x i s t e  t a l  r e l a ç ã o ;  

- o s  tempos-  d e  p r o c e s s a m e n t o  podem e s t a r  d e n t r o  de  

c e r t o s  l i m i t e s ,  ou  n ã o ;  

- c a d a  j o b  p o d e  e s t a r  a s s o c i a d o  a  um i n t e r v a l o  de 

t e m p o  n o  q u a l  o  p r o c e s s a m e n t o  d e v a  s e r  e x e c u t a d o ,  ou  n ã o  e x i s  - 

t e  t a l  i n t e r v a l o .  

O a s p e c t o  a  s e r  m i n i m i z a d o  também pode  v a r i a r :  o  

t empo  t o t a l  de p r o c e s s a m e n t o ,  a  soma d o s  t e m n o s  de  p r o c e s -  

s a m e n t o  de  c a d a  j o b ,  o  c u s t o  do p r o c e s s a m e n t o ,  i n c l u i n d o  ou  

n ã o  m u l t a s  a t r i b u í d a s  à v i o l a ç ã o  de  r e g r a s ,  como n o  c a s o  de  o  

j o b  s e r  e x e c u t a d o  f o r a  de  s e u  i n t e r v a l o .  

D e s s a  f o r m a ,  a  e s c o l h a  da n o t a ç ã o  é o  p r i m e i r o  p r g  

b l ema  q u e  s e  c o l o c a :  como d e s c r e v e r ,  de  f o r m a  c l a r a ,  s u c i n t a  

e  p r e c i s a ,  u m  d e t e r m i n a d o  p r o b l e m a ?  

A n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  n e s t e  t r a b a l h o ,  e  u s a d a  P o r  

Graham e t  a 1  [ 7 ]  , c o n s i s t e  em d e s c r e v e r  o  p r o b l e m a  a t r a v é s  

d e  um t e r n o  a /BTy ,  o n d e ,  a  g r o s s o  modo, o  p a r ã m e t r o  a f o r n e  - 

c e  a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d a s  m á q u i n a s ,  i n d i c a  p a r t i c u l  a r i d a  - 

d e s  d o s  j o b s ,  e  y  e  o  a s p e c t o  q u e  s e  p r o c u r a  m i n i m i z a r ,  no  

p r o b  1  ema.  

2 . 2 . 1 .  O P a r â m e t r o  - - a 

Com r e l a ç ã o  às  m ã q u i n a s ,  o s  p r o b l e m a s  d e  S c h e d u l i n g  

s e  c l a s s i f i c a m  em t r ê s  g r u p o s :  

- 
- e x i s t e  uma ú n i c a  m á q u i n a  ( m á q u i n a  u n i c a ) ;  



- cada job  é execu tado  em apenas  uma máquina (.má- 

qu ina  para1  e1 as-r_; 

- cada  job  deve ,  p a r a  s e r  e x e c u t a d o ,  p a s s a r  p o r  t o  - 

das a s  máquinas (máquinas em s e q u g n c i a ) .  

No c a s o  de mãquinas p a r a l e l a s ,  podemos a inda  t e r :  

- o  tempo de processamento  de cada j o b  é o  mesmo 

em cada mãquina (maquinas i  d ê n t i c a s )  ; 

- e x i s t e  uma r e l a ç ã o  de p r o p o r c i o n a l i d a d e  e n t r e  os 

tempos de p rocessamen to  de t o d o s  os  jobs  em uma e  em o u t r a  má - 
- 

qu ina :  d i t o  de o u t r a  forma,  cada máquina M i  e  k i  vezes mais 

r á p i d a  que M 1  (máquina u n i f o r m e s )  ; 

- não há r e l a ç ã o  e n t r e  o s  tempos de p rocessamen to  

de um j o b ,  em máquinas d i f e r e n t e s  (máquinas não r e l a c i o n a d a s ) .  

Para  a s  máquinas em s e q u ê n c i a ,  e x i s t e m  o s  c a s o s :  

- open-shop:  cada job deve p a s s a r  por  t o d a s  a s  mã - 

q u i n a s ,  e  não h á  r e s t r i c õ e s  q u a n t o  à o r d e n a ç ã o ;  

- f low-shop:  a s  máquinas e s t ã o  o rdenadas ,  e  e s s a  

ordem 6 Gnica ,  i s t o  é,  é a  mesma pa ra  t o d o s  os j o b s ;  

- job-shop:  a s  máquinas e s t ã o  o r d e n a d a s ,  mas a  o r  - 

dem é p o s s i v e l m e n t e  d i f e r e n t e ,  pa ra  j o b s  d i f e r e n t e s .  

Convencionamos, e n t ã o  a  s e g u i n t e  s imbo log ia  pa ra  a:  



s - imbolos-  p/a 

máqu i  na  ú n i  c a  

m ã q u i n a s  i d ê n t i c a s  

m á q u i n a s  u n i f o r m e s  

m á q u i n a s  n ã o  r e l a c i o n a d a s  

f l  o w - s h o p  

o p e n - s h o p  

j o b - s  hop 

F i g .  2 . 1 .  O p a r â m e t r o  a 

F i n a l m e n t e ,  q u a n d o  o  p r o b l e m a  n ã o  t r a t a  de  m á q u i n a  
- 
u n i c a ,  mas e s p e c i f i c a  o  n ú m e r o  d e  m á q u i n a s ,  i s s o  é i n d i c a d o  

p o r  uma c o n s t a n t e  q u e  s e g u e  o  s í m b o l o  u s a d o .  Assim, a = P2 

i n d i c a  um p r o b l e m a  com d u a s  m á q u i n a s  i d ê n t i c a s ,  a = F 3  i n d i c a  

u m  p r o b l e m a  de  f l o w - s h o p  com t r ê s  m ã q u i n a s .  S e  t a l  c o n s t a n t e  

n ã o  a p a r e c e r ,  o  p r o b l e m a  t r a t a  com u m  número  n ã o  e s p e c i f i c a d o  

de  m á q u i n a s .  

2 . 2 . 2 .  O p a r â m e t r o  P 

E s t e  p a r â m e t r o  é f o r m a d o  p o r  um c o n j u n t o  d e  s i m b o -  

1 0 s  q u e  i n d i c a m  c e r t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d o s  j o b s .  Como t a i s  

c a r a c t e r í s t i  c a s  s ã o  mui t o  n u m e r o s a s ,  d e f i n i r e m o s  a q u i  a p e n a s  

a s  m a i s  u s u a i s ,  e a q u e l a s  com a s  q u a i s  vamos t r a b a l h a r .  

a )  I n t e r r u p ç ã o  ( _ p r e e m p t i o n ) :  s e  o  p r o c e s s a m e n t o  de  

um j o b  p u d e r  s e r  i n t e r r o m p i d o  e  c o n t i n u a r  m a i s  t a r d e ,  n a  mes - 

ma ou em o u t r a  m á q u i n a ,  d i z e m o s  q u e  o  p r o b l e m a  perrni  t e  i n t e r -  



y y p ç ã ' ~ ;  nes,s-e c a s o ,  p m t n  E . Caso c s n t r ã r i o ,  p m t n  al B .  

B )  Relaçã'o de p r e c e d ê n c i a :  o  problema pode e s p e c i -  

f i c a r  uma r e l a ç ã o  de p r e c e d ê n c i a  e n t r e  os  j o b s ,  i s t o  é, u m  

de terminado job s ó  pode t e r  seu  processamento  i n i c i a d o  depo i s  

que o u t r o  (ou  o u t r o s )  t i v e r a m  s e u  processamento  t e rminado .  1s  - 

s o  pode s e r  r e p r e s e n t a d o  por  um g r a f o  d i r e c i o n a d o  a c T c l i c o  G ,  

no qual  a a r e s t a  ( v i ,  v . )  i n d i c a  que o  job  J i  p recede  o  job 
J 

J j  
. Se t a l  r e l a ç ã o  e x i s t e ,  e G não é uma á r v o r e ,  p r e c  E 6; 

s e  t a l  r e l a ç ã o  e x i s t e ,  e  G é uma á r v o r e ,  t r e e  E 6 ;  n e s s e  ú l t i  
d 

mo c a s o ,  à s  v e z e s ,  há n e c e s s i d a d e  de d i s t i n g u i r  a s  arvores nas 

q u a i s  a s  a r e s t a s  s ã o  d i r i g i d a s  das  f o l h a s  pa ra  a  r a i z ,  e  usa - 

mos i n t r e e  ao  i n v é s  de t r e e ,  em 8, e  a s  á r v o r e s  nas  q u a i s  a s  

a r e s t a s  s ã o  d i r i g i d a s  da r a i z  para  a s  f o l h a s ,  e  usamos ou t ree ,  

ao i n v é s  de t r e e  em 6 .  Se não houver r e l a ç ã o  de p r e c e d ê n c i a ,  

p r e c ,  t r e e  g! P .  

c )  Datas de d i s p o n i b i l i d a d e s  ( r e l e a s e  d a t e s ) :  s e  o  

problema e s p e c i f i c a r  i n s t a n t e s  r a  p a r t i r  dos q u a i s  o  j o b  J  
j j 

f i c a  d i s p o n ? v e l  pa ra  p rocessamen to ,  r E 8 ;  s e  r = O p a r a  t o  
j j - 

do job J j y  r j  é 6 .  

d )  L imi te s  pa ra  os tempos de processamento :  s e  t o -  

dos os  tempos de processamento  dos jobs  nas  máquinas foram 

i g u a i s ,  p  = 1  E 8 ;  s e  os  tempos de processamento  forem l i m i t a  
j - 

d o s ,  2 2 p i j  < i E 8 .  Se não houver  r e s t r i ç õ e s  quan to  aos  

- tempos de p rocessamen to ,  p j  - 1 ,  p < P i j  < 6 é 8.  

Embora possam e x i s t i r  o u t r o s  pa râmet ros  em P ,  nos 
- 

l i m i t a r e m o s  a  e s s e s ,  po r  e n q u a n t o ;  e  i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que 



pode o c o r r e r ,  n u m  problema,  = 4 .  

Resumimos, a b a i x o ,  o s  pa rãmet ros  que podem a p a r e c e r  

i n t e r r u p ç õ e s  permi t i  d a s  

p r e c  I a s  r e l a ç õ e s  de p r e c e d ê n c i a  formam 

F i g .  2 . 2 .  O parâmetro  6 

t r e e  ( i n t r e e , o u t r e e )  

r  
j 

1 

P j  
= 1  

E 2 P i j  2 6 

E s t e  pa râmet ro ,  d i t o  c r i  t é r i o  de o t i m a l i d a d e ,  procu  - 

r a  d e s c r e v e r  o  a s p e c t o  do processamento  a  s e r  minimizado.  Nor - 

malmente,  podemos d e s t a c a r  q u a t r o  d e s s e s  a s p e c t o s  em uma d i s -  

t r i b u i ç ã o :  

a s  r e l a ç õ e s  de p r e c e d ê n c i a  formam 

uma á r v o r e  

e x i s t e m  d a t a s  de d i s p o n i b i l i d a d e  

os  tempos s ã o  i g u a i s  

os tempos são  l i m i t a d o s  

a )  Tempo de p rocessamen to  

Pa ra  cada job  J d e f i n i m o s  C como o momento em que 
j ' j 

t e rmina  o  processamento  de J e n t ã o  podemos q u e r e r  min imiza r  
j ' 

'max , o  tempo t o t a l  de p rocessamen to ,  ou 1 C a  soma dos mo 
j ' - 

mentos em que terminam os processamentos  dos j o b s ;  ou a i n d a ,  



1 w j C j ,  no q u a l  a t r i b u i m o s  u m  peso w > (I a  cada job  J  p r g  j - j ' 
curando des-crever  a  i m p o r t â n c i a  r e l a t i v a  de uns jobs  s o b r e  ou - 

b )  A t r a s o  ( l a t e n i s s )  

Nesse c a s o ,  o  problema f o r n e c e ,  p a r a  cada job  J jy  

u m  l i m i t e  d j  p a r a  o  t é rmino  de s e u  p rocessamen to ,  e  d e f i n i -  

mos L = Cj 7 

j 
d j ;  o  usual  é que s e  q u e i r a  minimizar  Lmax,  que, 

i n c l u s i v e ,  pode s e r  n e g a t i v o .  

c )  Re ta rdo  ( t a r d i n e s s )  

Def in imos ,  pa ra  cada job J  j ,  T j  = max { O ,  C j  - d j }  

e  podemos q u e r e r  min imiza r  1 T ou 1 w .T n e s t e  ú l t i m o  caso, 
j J j '  

e x i s t e  u m  peso w a t r i b u T d o  a  cada job J  de forma a n á l o g a  
j j ' 

ao i t e m  ( a ) .  

d )  P e n a l i d a d e  u n i t á r i a  

Podemos d e f i n i r ,  p a r a  cada job J  uma p e n a l i d a d e  
j '  

Uj, na forma 

c a r a c t e r i z a n d o  a  ul t r apassagem do l i m i t e  pa ra  o  tempo de pro  - 
d 

cessamento .  Nesse c a s o ,  e  usua l  minimizarmos 1 U ou 1 w .U  
j J j' 

Vejamos u m  exemplo, pa ra  t o r n a r  mais c l a r o s  e s s e s  

c o n c e i t o s :  c o n s i d e r e  um problema com 5 j o b s  J 1 ,  J 2 ,  J 3 ,  J 4  

e  J 5 ,  e  3 máquinas M 1 ,  M 2 ,  M 3 ,  não r e l a c i o n a d a s ,  com os s e -  



g u T n t e s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o : .  

I JOBS I 

F i g .  2 . 3 .  O e l e m e n t o  p  r e p r e s e n t a  o  t e m p o  d e  i j 

p r o c e s s a m e n t o  d o  j o b  J  n a  m á q u i n a  M i  
j 

Vamos e x a m i n a r  o s  p a r â m e t r o s  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  

a t r a s o ,  r e t a r d o  e p e n a l i d a d e  u n i t á r i a ,  p a r a  a  s e g u i n t e  d i s t r i  

b u i ç ã o :  j o b s  J 5  e J 4  n a  m á q u i n a  M , ,  j o b  J ,  n a  m á q u i n a  M 2  è 

j o b s  J 2  e  J 3  n a  m á q u i n a  M g .  O d i a g r a m a  d a  f i g u r a  2 . 4  r e p r e -  

s e n t a  t a l  d i s t r i b u i ç ã o :  

0 1 2 3 4 5 6  t e m s o s  

F i g .  2 . 4 .  D i a g r a m a  d e  um p r o c e s s a m e n t o  



Com r e l a ç ã o  a o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  n e s s a  d i s t r i  - 

Gui c ã o ,  t e m o s :  

o  q u e  f o r n e c e  C m a x  = 6  e ~ C . = 6 + 2 + 6 + 3 + 1  = 1 8 .  
J 

P a r a  o  c a s o  d e  t e m p o s  p o n d e r a d o s  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  p o d e m o s ,  

- p o r  e x e m p l o ,  s u p o r  o s  p e s o s  w, = w2 = wg = 1  e  w4 - w5 = 2 .  

Temos e n t ã o  1 w . C  = 6  t 2 + 6  t 2*3 t 2*1 = 2 2 .  
J j 

- P a r a  i l u s t r a r m o s  o  ' ' a t r a s o "  L j  - C j  - d .  vamos a r  
J - 

b i  t r a r  u m  l i m i t e  d = 4 p a r a  t o d o  j o b  J 
j j '  

Na d i s t r i b u i ç ã o  do  

e x e m p l o ,  vem: 

o  q u e  f o r n e c e u  L,,, = 2 

P a r a  o  " r e t a r d o "  T j  = max {O, C . - d . I y  n e s s e  mesmo 
J J  

e x e m p l o ,  t e r 7 a m o s  



T1 = max 1 0 , 2 1  = 2 

T2 = rnax 1 0 , - 2 1  = O 

T3 = max { 0 , 2 1  = 2  

T4 = rnax 1 0 , - 1 1  = O 

T5 = rnax 1 0 , - 3 1  = O 

d a n d o ,  p o r t a n t o ,  E T ~ =  4 

P a r a  o r e t a r d o  p o n d e r a d o ,  podemos d e f i n i r  o s  p e s o s  

w d a  s e g u i n t e  f o r m a :  wl = 1  , w 2  = 2 ,  w3 = 3  , w 4  = 2  , w 5  = I .  
j 

E n t ã o ,  1 W . T  = 2*1 + 0*2 + 2*3 + 0*2 + 0*1 = 8 .  
J j 

F i n a l m e n t e ,  p a r a  p e n a l  i d a d e  u n i t á r i a  U vem 
j ' 

Embora p o s s a m o s  d e f i n i r  o u t r o s  c r i t é r i o s  d e  o t i m a l i  - 

d a d e ,  n o s  1  imi  t a r e m o s  a  e s s e s ,  no  p r e s e n t e  t r a b a l h o .  a b a i x o ,  

um r e s u m o  p a r a  o  p a r â m e t r o  y .  



p r o c u r a - s e  minimi z a r  
-- 

tempo t o t a l  de processamento  

soma dos tempos de processamento  

soma ponderada dos tempos de p r o c e s s a  - 

mento 

a t r a s o  máximo, max { C  - d j l  
j j 

soma dos r e t a r d o s ,  I max { O ,  C j  - d j l  
j 

soma ponderada 

soma das  penal  

soma ponderada 

dos r e t a r d n s  

i d a d e s  

das  p e n a l i d a d e s  

F i g .  2 . 5  O pa râmet ro  y 

Deve-se n o t a r ,  f i n a l m e n t e ,  q u e ,  s e  1 w = C  f o r  m i n $  
J j - 

mo também o  s e r á  1 w.L e  v i c e - v e r s a ,  p o i s  d i f e r e m  pela cons 
J j y  - 

t a n t e  1 w.d ; a i n d a ,  que um s c h e d u l e  que minimiza L m a x ,  
J j 

mi - 

nimiza também T m a x  e  U m a , ,  mas a  r e c í p r o c a  não é v e r d a d e i r a .  

2 . 3 .  Relação  de Complexidade em S c h e d u l i n g  
- - 

Do que f o i  e x p o s t o ,  deve t e r  f i c a d o  e v i d e n t e  que 

c e r t o s  problemas em S c h e d u l i n g  s ã o  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  de ou - 

t r o s ,  p o i s  que a s  r e s t r i ç õ e s  impos tas  a o s  p r i m e i r o s  e s t ã o  i n  - 

c l u 7 d a s  nas r e s t r i ç õ e s  dos segundos ;  por  exemplo,  dados d o i s  

- d 

problemas A :  P 3 / t r e e ,  
P j - "'max , e  B :  Q / p r e c / L m a x ,  e  f á -  

c i l  v e r  que A é u m  c a s o  p a r t i c u l a r  de B .  Nesse c a s o ,  d i z e -  



mos que A e s t a  c o n t i d o  e m B .  Esse f a t o  tem impor tân -  

c i a  na medida em que am algor-Ptmo desenvolvido para  B 

r e s o l v e  também A .  C laramente ,  A c B s e  e  somente s e  

aA C a , B A  C B B  , yA C y B .  Abaixo,  descrevemos os  g r a f o s  

de i n c l u s ã o  dos p a r â m e t r o s ,  em que ( v l ,  v . )  s i g n i f i c a  v i  v 
J j' 

a )  o  pa râmet ro  a 

F i g .  2 . 6 .  Grafo de i n c l u s ã o  para  a 

b )  o  parâmetro  B 

o pmtn ( r e l a ç ã o  de p re  - ( d a t a  de d i s p o n i  - 

( i n t e r r u p ç ã o )  cedênci  a )  bi 1  i  dade)  

( l i m i t e s  para  os tempos de p rocessamen to )  

F i g .  2 . 7 .  Grafo de i n c l u s ã o  para B 



O s ~ m b o l o  o i n d i c a  "não e s p e c i f i c a d o " ;  e  i n t e r e s -  

s a n t e  n o t a r  que e n t r e  problemas "sem i n t e r r u p ç ã o "  e  "com i n  - 
t e r r u p ç ã o "  não h3 r e l a ç ã o  de  i n c l u s ã o .  

c )  o  pa râmet ro  y 

1 cj- 1 w . c  

- L- 
'max max '.....lJT:'I \ w J . T  j 

F i g .  2 . 8  Grafo de i n c l u s ã o  para  y 

Com e s s e s  d i g r a f o s ,  é possTvei c o n s t r u i r  u m  o u t r o  

d i g r a f o ,  n o  qual  cada v é r t i c e  co r re sponde  a  u m  problema,  de 

t a l  forma q u e ,  s e  e x i s t e  caminho de A pa ra  B ,  o  problema A 

e s t á  c o n t i d o  no problema B ;  d e s s a  forma,  s e  A f o r  NP-comple- 

t o ,  B s e r á ,  no minimo NP-completo; s e  e x i s t e  um a l g o r i t m o  

p a r a  B com c e r t a  complexidade ,  A poderá s e r  r e s o l v i d o  com com - 
p l e x i d a d e  i g u a l  ou menor. 



3 . 1 .  O P r o b l e m a  

3 . 1  . l .  D e f i n i ç ã o  

N e s t e  c a p i t u l o  vamos  e s t u d a r  um problema de S c h e d u l i n g ,  

c o n s t i t u i d o  p o r  n  j o b s  J 1  , J 2  . . . .. J n y  com t e m p o s  de  p r o  

c e s s a m e n t o s  i g u a i s  ( t e m p o s  u n i t á r i o s ) ,  e  p o r  m m á q u i n a s  

M 1 , M 2  ...., M m y  p a r a l e l a s  e u n i f o r m e s ,  i s t o  e ,  c a d a  j o b  d e v e  

s e r  p r o c e s s a d o  uma Ú n i c a  v e z  em uma d e l a s  ( m á q u i n a s  p a r a l e l a s )  

e  e x i s t e  uma r e l  a ç ã o  d e  p r o p o r c i o n a l  i d a d e  e n t r e  a s  v e l  o c i  d a d e s  

d e  p r o c e s s a m e n t o  d a s  m á q u i n a s  ( m á q u i n a s  u n i f o r m e s ) .  I s t o  s i g -  

n i f i c a  q u e ,  s e  um j o b  J g a s t a  um t e m p o  p  p a r a  s e r  e x e c u t a d o  
j j 

em uma m á q u i n a ,  d i g a m o s  M 1 ,  g a s t a r á  um t e m p o  q . p  ( o n d e  q i  e  
1 j 

um r e a l  p o s i t i v o )  p a r a  s e r  e x e c u t a d o  na máquina M i ,  i = 2 , 3  , . ... m, 

e i s t o  é v e r d a d e i r o  p a r a  t o d o s  o s  j o b s .  

E n t ã o ,  p o r  s i m p l i c i d a d e  d e  n o t a ç ã o ,  p o d e m o s  f a z e r  

j 
= 1  , 1  , 2 , . . . , n  em uma d a s  m á q u i n a s  ( n a  mai s r á p i  d a ,  

p o r  e x e m p l o )  e i n d i c a r  o s  t e m p o s ,  n a s  o u t r a s  m á q u i n a s ,  p e l o s  

c o e f i c i e n t e s  d e  p r o p o r c i o n a l  i d a d e .  

P a r a  e x e m o l i f i c a r  , v a m o s  c o n s i d e r a r  um p r o b l e m a  d e  3  

m á q u i n a s  e  5 j o b s ,  n o  q u a l  a  m á q u i n a  M 1  é a  m a i s  r á p i d a ,  4 v e z e s  

m a i s  r á p i d a  q u e  a  m á q u i n a  M 2 ,  e  4 . 5  v e z e s  m a i s  r á p i d a  q u e  a  má - 

q u i n a  M 3 ;  o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  podem s e r  d e s c r i t o s  na  

f o r m a  a b a i x o :  



Tempos- 

J  ob  s 

F i g ,  3 . 1  - Tempos  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  c a d a  um d o s  J o ~ s ,  

n a s  m á q u i n a s  

E v i d e n t e m e n t e ,  n ã o  é e s s e n c i a l  q u e  em a l g u m a  m á q u i n a  

o s  t e m p o s  s e j a m  i g u a i s  a  1 .  A m a t r i z  a b a i x o  d e s c r e v e  e x a t a m e n  - 

t e  o  mesmo c o n j u n t o  d e  j o b s  e  m á q u i n a s :  

T e m p o s  

J o b s  

F i g .  3 . 2  - Tempos  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  c a d a  um d o s  j o b s ,  

n a s  m á q u i n a s  

D e s s a  f o r m a ,  o  p r o b l e m a  p o d e  s e r  d e s c r i t o  d i z e n d o  s e  

q u e ,  p a r a  c a d a  m á q u i n a  M i  , i = 1 , 2  ,. .., m ,  t o d o s  o s  j o b s  têm o  

mesmo t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  p i .  E s s a  f o r m a  tem a  v a n t a g e m  



de f a z e r  com que o s  tempos de proces-samento a.ssumam v a l o r e s  

i n t e i r o s ,  s e  os c o e f i c i ' e n t e s  de p r o p o r c i o n a l i d a d e  e n t r e  a s  ve - 

l o c i d a d e s  das máquinas forem números r a c i o n a i s ,  o  que sempre 

o c o r r e  em computação.  

U m  a s p e c t o  i m p o r t a n t e  d e s s e  problema é que os jobs  

s ã o  i d ê n t i c o s  e n t r e  s i ,  no que s e  r e f e r e  ao tempo de p r o c e s s a  

mente. Desse f a t o  d e c o r r e  duas c o n c l u s õ e s :  

a )  um a l g o r i t m o  que p rocura  o b t e r  uma d i s t r i b u i ç ã o  deve s e  l i  - 

m i t a r  a  e s c o l h e r  a  máquina onde o  job ( q u a l q u e r  j o b )  deve s e r  

a l o c a d o ,  a  cada p a s s o ;  

b )  uma d i s t r i b u i ç ã o  f i c a  d e f i n i d a  quando s e  f o r n e c e  o  número 

de j o b s ,  em cada máquina. 

Neste  c a p y t u l  o  vamos d e s e n v o l v e r  u m  a1 g o r i  tmo que 

obtem uma d i s t r i b u i ç ã o  com o  menor tempo t o t a l  de processamen 

t o  ( C m a x ) ;  e  m o s t r a r  que e s s a  d i s t r i b u i ç ã o  possui  também a  

menor soma t o t a l  dos tempos de processamento  ( C C . ) .  Com os 
J 

dados do exemplo ac ima,  o  a l g o r i t m o  f o r n e c e r i a :  4 j o b s  na má- 

quina  M 1 ,  1  job na máquina M p ,  e  nenhum job  na máquina M g ,  o  

que pode s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l a  f igura_=+ a b a i x n  



F i g .  3 . 3 .  D i a g r a m a  d o  p r o c e s s a m e n t o  

D e s s a  f o r m a ,  t e m o s  C m a x  = 8  e L C j = 2 + 4 + 6 + 8 + 8 = 2 8  

3 . 1 . 2 .  - N o t a ç ã o  

Como d i s s e m o s  no  C a p í t u l o  11, vamos u t i l i z a r ,  em t o  - 
d o  o  d e c o r r e r  do t r a b a l h o ,  p a r a  d e s c r e v e r  o s  p r o b l e m a s  a b o r d a -  

d o s ,  a  n o t a ç ã o  u s a d a  p o r  Graham e t  a 1  [ 7 ]  , o n d e  o  p r o b l e m a  

f i c a  c a r a c t e r i z a d o  p o r  um t e r n o  a / B / y ,  no  q u a l  a f o r n e c e  a s  

c a r a c t e r i s t i c a s  d a s  m á q u i n a s ,  6  i n d i c a  p a r t i c u l a r i d a d e s  d o s  

j o b s ,  e y  d e s c r e v e  o  a s p e c t o  q u e  s e  p r o c u r a  m i n i m i z a r ,  no pro - 

b l e m a .  

No p r o b l e m a  em p a u t a ,  t e m o s  m á q u i n a s  p a r a l e l a s  e  un i  - 

f o r m e s ,  o q u e  é i n d i c a d o  p o r  a = Q ;  o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n -  

t o  d o s  j o b s  s ã o  u n i t á r i o s ,  l o g o  6  = I p j  = 1  e ,  f i n a l m e n t e  va  - 

mos a b o r d a r ,  numa p r i m e i r a  e t a p a ,  a  m i n i m i z a ç ã o  d o  t e m p o  t o t a l  

d e  p r o c e s s a m e n t o ,  c a s o  em q u e  y  = C max'  e ,  numa s e g u n d a  f a s e  



a m i n i m i z a ç ã o  d a  soma d o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  c a s o  em q u e  

y = c c  
j *  

P o r t a n t o ,  o s  d o i s  p r o b l e m a s ,  s e g u n d o  a  n o t a ç ã o  u t i l i  - 
z a d a ,  s ã o  i n d i c a d o s  p o r  

3 . 1 . 3 .  L i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  

Graham e t  a 1  [ 7 ]  d e s c r e v e m  u m  a l g o r i t m o  p a r a  o s  pro - 
b l e m a s  Q/Pj  = l / f m a x  e  Q / P j  = l / z f j ,  o n d e f m a x  {'max 'max} 

e z f j  E { z C  zT c U j ,  z w . C  cw.T Z W . ~ . } ,  no q u a l  o s  p r g  
j y  j y  J j y  J j y  J J 

b l e m a s  s ã o  c o l o c a d o s  s e g u n d o  um m o d e l o  d e  r e d e s  d e  t r a n s p o r t e .  
d N e s t e  a l g o r i t m o ,  o  t e m p o  r e q u e r i d o  p a r a  p r e p a r a r  o s  d a d o s  e  

2  3 O(m n  ) ,  e  o  t e m p o  d e  r e s o l u ç ã o  p r o p r i a m e n t e  d i t o  5 O(n ) , p a - .  

r a  d a d o s  i n t e i r o s ;  a s s u m i n d o  m<n ,  t e m o s  q u e  a  c o m p l e x i d a d e  d o  

a l g o r i t m o  5 0 ( n 3 ) .  L a w l e r  183 d e s c r e v e  um a l g o r i t m o  p a r a  

P / p j  = l / f l j  com c o m p l e x i d a d e  O(n l o g n ) .  Os p r o b l e m a s  t r a -  

t a d o s  n e s t a  t e s e  n ã o  s ã o  t ã o  g e r a i s  q u a n t o  o s  c i t a d o s  por Graham 

e t  a 1  [ 7 ]  , mas a  c o m p l e x i d a d e  d o  s e g u n d o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  

e bem m e n o r :  O ( m l o g m + l o g n )  

3 . 2 .  O A l g o r i t m o  A 

3 . 2 . 1 .  D e s c r i ç ã o  

N e s t e  i t e m ,  vamos d e s c r e v e r  u m  p r i m e i r o  a l g o r i  t m o ,  a  

q u e  chamamos A l g o r i t m o  A ,  com c o m p l e x i d a d e  O(n l o g m )  q u e  r e s o l  - 

ve,  d e  f o r m a  Ó t i m a ,  o p r o b l e m a  Q/p j  = l / C m a x ,  com m m á q u i n a s  

e n  j o b s ;  em s e g u i d a ,  vamos m o s t r a r  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  o b t i  - 
d a  p o r  e s s e  a l g o r i t m o  também p o s s u i  z C j  m i n i m o ,  i s t o  é, q u e  

o  a l g o r i  tmo também r e s o l v e ,  d e  forma ót ima,  o  problema Q/p = l / zC j .  
j 



No prõxi 'mo i t e m  3 . 3 ,  n o  e n t a n t o ,  v a m o s  d e s e n v o l y e r  o u t r o  a l g o  - 
r i t m o ,  c h a m a d o  A l g o r i t m o  8, q u e  o b t e m  a  mesma d i s t r i b u i ç ã o  

o b t i d a  p e l o  A l g o r i t m o  A ,  p o r e m  com c o m p l e x i d a d e  m e n o r  

O ( m l o g m + l o g n )  ( s u p o s t o  m < n ) .  O m o t i v o  q u e  n o s  l e v o u  a  m a n t e r ,  

n e s t e  t r a b a l h o ,  o  A l g o r i t m o  A ,  q u e ,  p o r  s u a  s i m p l i c i d a d e ,  

a s  p r o v a s  d e  o t i m a l i d a d e  s ã o  r á p i d a s  e d i r e t a s ,  e ,  a i n d a ,  p e r  

m i t e  a  o b t e n ç ã o ,  d e  f o r m a  s i m p l e s ,  d e  r e s u l t a d o s  i m p o r t a n t e s  

p a r a  o  A l g o r i  tmo  B .  

P o s t o  i s s o ,  vamos a o  A l g o r i t m o  A ,  p a r a  o  p r o b l e m a  

Q / p j  = l / C m a x ,  com m m á q u i n a s  M 1 , M 2  , .. ., M m y  e  n  j o b s  

J 1  . J 2  , . .., J n ,  em q u e  o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  c a d a  j o b  

n a  m á q u i n a  M i ,  i = 1  ,2 , . . ., m ,  é i n d i c a d o  p o r  p i  . 

A e s t r a t é g i a  d o  a 1  g o r i  tmo  é bem s i m p l e s :  c o n s i s t e ,  

em c a d a  p a s s o ,  a  d a r  p r e f e r ê n c i a  à m á q u i n a  q u e  p r o d u z a ,  a l o -  

c a n d o  o  j o b ,  o  m e n o r  t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o .  F a z e n d o  Ti 

s e r  o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d a  m á q u i n a  M i ,  e  s i ,  o  n ú m e r o  d e  

j o b s  n e s s a  m á q u i n a ,  o  A l g o r i t m o  A p o d e  s e r  d e s c r i t o :  



Algor i tmo A - 

para  i = l  -- a t é  m -- passo  1  - f a ç a  [Ti  +- O,si  -+ O ]  

o r g a n i z e ,  em ordem não d e c r e s c e n t e ,  uma l i s -  I 
t a  dos v a l o r e s  T i  + p i  , i = 1 , 2  , . . . ,  m 

para  i = l  - a t é  n pas so  1 f a ç a  - 

T O P O  +- número da 1; máquina da l i s t a  

(a1 ocação do i  -&i mo job 

T~~~~ C T ~ o ~ o  + P~~~~ (na  máquina M T o p 0  

a t u a l i z e  a  l i s t a  dos v a l o r e s  T i  + p i  

f i m  - 

Do ponto  de v i s t a  da o t i m a l i d a d e  do Algor i tmo ,  é i r -  

r e l e v a n t e ,  na o r g a n i z a ç ã o  e  a t u a l i z a ç ã o  da l i s t a ,  a  forma p e l a  

qual os  empates s ã o  r e s o l v i d o s .  No e n t a n t o ,  como vamos n e c e s -  

s i t a r ,  no próximo i t e m  3 . 3 ,  de que o  Algor i tmo B, l á  d e s c r i t o ,  

obtenha'  exa tamen te  a mesma d i s t r i b u i ç ã o  que o  A 1  g o r i  tmo A ,  po- 

demos e s t a b e l e c e r ,  desde  j á ,  uma r e g r a  para  r e s o l v e r  empa tes :  

d á - s e  p r e f e r ê n c i a  à máqui na mel hor c01 ocada l e x i  c o g r ã f i  camen te, 

i s t o  é, s e  Ti  + pi = T .  + p  e  i  < j ,  dá-se  p r e f e r ê n c i a  à má 
J j '  - 

qu ina  M i .  



3 . 2 . 2 .  U m  e x e m p l o  

Ã t ? t u l o  d e  i ' l u s t r a ç ã ' o ,  v a m o s  a p r e s e n t a r  um p r o b l e  

ma Q / p j  = l / C m a x y  e a  s u a  r e s o l u ç ã o  p e l o  A l g o r T t m o  A .  C o n s i -  

d e r e ,  e n t ã o ,  um p r o b l e m a  com 3 m á q u i n a s  M 1 , M 2 , M 3 ,  e s e i s  j o b s ,  

J 1  , J 2 , J 3 , J 4 , J 5  e J 6 ,  com o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  p l  = 2 ,  

p 2  = 3 ,  e p 3  = 7 .  

A n t e s  d e  m a i s  n a d a ,  o  a l g o r i t m o  i n i c i a l i z a  o s  tem-, 

p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  d a s  m á q u i n a s ,  T 1 , T 2 , T 3 ,  e o  n ú m e r o  d e  

j o b s  a l o c a d o s ,  s1  , s 2 , s 3 ,  com O v a l o r  z e r o .  

E m  s e g u i d a ,  o r g a n i z a  a  l i s t a  d o s  v a l o r e s  Ti + p i ,  

i = 1 , 2 , 3 ,  em o r d e m  n ã o  d e c r e s c e n t e :  

A g o r a ,  a  a l o c a ~ ã o  d o s  j o b s ,  um p o r  p a s s o :  

l ?  p a s s o :  T O P O  -+ 1  

TI  + 2  

s1  -+ 1  

O p r i m e i r o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M 1  



20 p a s s o :  

30 p a s s o :  

TOPO +- 2 

T2 f 3 

S 2  f 1  

O s e g u n d o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M 2  

A t u a l i z a ç ã o  da l i s t a  

Máqu ina  T .  + p  
- - -- 

I i 

1  4 

TOPO + 1  

O t e r c e i r o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M 1  

A t u a l i z a ç ã ' o  da  l i s t a  



40 p a s s o :  TOPO -+ 1  

O q u a r t o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M 1  

A t u a l i z a ç ã o  d a  l i s t a  

M á q u i n a  Ti + p  
- - i 

50  p a s s o :  TOPO -+ 2 

O q u i n t o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M 2  

A t u a l i z a ç ã o  d a  l i s t a  

M á q u i n a  T .  i- p  
1 i 

- 



6.9 p a s s o :  

O s e x t o  j o b  f o i  a l o c a d o  em M3 

O r e s u l t a d o  f i n a l ,  3 j o b s  em M,, 2  em M 2 . e  1  j o b  em 

M J Y  com C m a x  = T3 = 7 p o d e  s e r  d e s c r i t o  p e l o  d i a g r a m a  a b a i x o ,  

em q u e  o s  n ú m e r o s  e n v o l v i d o s  p o r  um c i r c u l o  i n d i c a m  a  o r d e m  d e  

a l o c a ç ã o  d o s  j o b s .  

8 1 2 3 4 5 6 7  
t e m p o s  

F i g .  3 . 4 .  D i a g r a m a  d o  p r o c e s s a m e n t o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  p e  - 
l o  A l g o r i t m o  A 

3 . 2 . 3 .  A c o m p l e x i d a d e  ---- 

D e s c r e v e m o s  n o  q u a d r o  a b a i x o ,  a  c o m p l e x i d a d e  d e  c a d a  

p a s s o  d o  A1 g o r i t m o  A .  D e v e - s e  n o t a r  q u e ,  uma v e z  q u e  a  l i s t a  

d e  v a l o r e s  Ti + pi , i 2  , . . . , m p o s s u i  rn e l e m e n t o s ,  s u a  

o r g a n i z a ç ã o  tem c o m p l e x i d a d e  O(m1og m )  e s u a  a t u a l i z a ç ã o ,  

O ( l 0 g  rn) 



o r g a n i z e  em o r d e m  n ã o  d e c r e s c e n  
- I 

p a r a  ? : = l  a t é '  m pas-s-o 1 f a ~ a  r- 
I t e ,  uma l i s t a  d o s  v a l o r e s  Ti + p i ,  I O ( m l o g m )  

__. 

F i g . 3 . 5 .  D e t e r m i n a ç ã o  d a  c o m p l e x i d a d e  d o  A1 g o r i  trno A 

A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  e ,  e n t ã o ,  ~ ( n l o g - m ) ,  uma 

v e z  q u e  n  > m .  - 

O ( n l o g m )  

p a r a  i = l  a t é  n  p a s s o  1  f a ç a  

3 . 2 . 4 .  O t i m a l i d a d e  q u a n t o  a  C,,, 

TOPO +- n ?  d a  1: m á q u i n a  

S~~~~ + s~~~~ 4- 1  

T ~ ~ ~ o  C T ~ o ~ o  P~~~~ 

A t u a l i z e  a  l i s t a  

Neste i tem, v a m o s  m o s t r a r  que a  d i s t r i b u i r ; ã o  o b t i d a - ,  p g  

1 0  A l g o r i  t m o  A pos .sui '  C m a x  m T n i m o .  Com e s s a  f i n a l i d a d e ,  d e v e  - 

mos m o s t r a r  q u e  e s s a  d i ' s t r i ' b u i ç ã o ,  a  q u e  c h a m a r e m o s  d i s t r i b u i  - 

ç ã o  S ,  é t a l  q u e ,  à m e d i d a  q u e  o s  j o b s  v ã o  s e n d o  a l o c a d o s ,  a  

d i f e r e n ç a  e n t r e  C m a x  a t u a l  e o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  q u a l  - 

q u e r  m á q u i n a  M i ,  i = l  , 2  , . . ., m ,  s e  m a n t é m  m e n o r  o u  i g u a l  a  p i .  

D e s i g n a n d o  p o r  Ti ( S , k )  o t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d a  m á q u i n a  

M i  , i = 1 , 2  , . . ., m a p õ s  a  a l o c a ç ã o  d o  k - é s i m o  j o b ,  k=1,2 ...., n, 

e f a z e n d o  

O ( C )  

O ( l o g m )  



Lema 3 . 1  

C m a x ( S , k )  < T i ( S , k )  + p i  . i = 1 , 2  , . . . ,  m ,  k = 1 , 2  , . . . ,  n  

P r o v a  -- 

E m  p r i m e i r o  l u g a r ,  é Ó b v i o  q u e  q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  

d i s t r i b u i ç ã o  S ,  

'max ( S Y ~ )  i C m a x  ( S y k + l )  p a r a  t o d o  k  

P o r  o u t r o  l a d o ,  p o r  c o n s t r u ç ã o  d o  A l g o r i t m o  A ,  

de o n d e  d e c o r r e  

e a  t e s e  s e g u e - s e  i m e d i a t a m e n t e .  

A g o r a  p o d e m o s  m o s t r a r  a  o t i m a l i d a d e  d o  A l g o r i  t m o  A ,  

mas  v a m o s  m o s t r a r  a l g o  m a i s  g e r a l  : o  A l g o r i t m o  A é Ó t i m o  mes - 

mo d u r a n t e  s u a  e x e c u ç ã o ,  i s t o  é,  d e p o i s  d e  a l o c a d o  o  k - é s i m o  

j o b ,  k = 1 , 2  , . . ., m ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  p r o d u z i d a  tem C m a x  m e n o r  

o u  i g u a l  a  q u a l q u e r  o u t r a  d i s t r i b u i ç ã o  com k  j o b s ;  e e s s e  

r e s u l t a d o  j á  e r a  se  e s p e r a r ,  d e v i d o  a o  f a t o  d e  o s  j o b s  n ã o  s e  

rem i n d i v i d u a l i z a d o s .  



Teorema 3 . 1  

S e j a  Z uma d i ' s t r i 6 a i ' ç ã o  q u a l q u e r ,  d i ' f e r e n t e  d e  S ,  

'Om 'max ( Z , k )  o  t empo  t o t a l  d e  proceç-ç-amento  da  d i s t r i b u i -  

ç ã o  Z ,  a p ó s  a  c o l o c a ç ã o  do  k - é s i m o  j o b .  E n t ã o  

P r o v a  

Digamos q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  S  p o s s u a  s i  j o b s  n a  má - 

q u i n a  M i  i 2  . m d e p o i s  da  a l o c a ç ã o  do k - é s i m o  j o b ,  

e  r e p r e s e n t e m o s  p o r  z i  s e u  e q u i v a l e n t e  na d i s t r i b u i ç ã o  Z .  Se  

Z é d i f e r e n t e  d e  S ,  podemos g a r a n t i r  q u e  e x i s t e  j E (1,2 ,..., m) 

t a l  q u e  z > s d e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  
j j 

o  q u e  i m p l i c a  em 

Como, pe lo  Lema 3.1, Cmax(S,k) 5 Ti (S ,k )  t pi , i = 1 , 2  , . . ., m 

C o r o l a r i  o  3 . 1  

C max ( - S , n )  2 ' rnax  ( .Z,n) p a r a  q u a l q u e r  d i s t r i b u i ç ã o  

P r o v a  -- 

D e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  d o  Teorema 3 . 1 ,  p a r a  k = n ,  e  



g a r a n t e  a  o t i m a l i d a c j e  do A l g o r i t m ~  A ,  em r e l a ç ã o  a o  t e m p o  t o  - 

t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o .  

3 . 2 . 5  O t i m a l i d a d e  q u a n t o  a  IC ;  

Vamos m o s t r a r  a g o r a  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  S ,  p r o d u z i d o  

p e l o  A l g o r i t m o  A ,  p o s s u i  t a m b é m  I c .  m i n i m o .  
J 

T e o r e m a  3 . 2  

S e j a  I C . ( S )  a  s o m a  d o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  d o s  
J 

j o b s  n a  d i s t r i b u i ç ã o  S ,  e IC. ( Z )  a  s o m a  d o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a  
J 

mente numa d i s t r i b u i ç ã o  Z q u a l q u e r .  E n t ã o  

P r o v a  - -- 

C o n s i d e r e  o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  a  p a r t i r  de uma 

d i s t r i b u i ç ã o  Z  q u a l q u e r ,  r e t i r e ,  um p o r  um, o  j o b  q u e  p r o d u z  

o  t e m p o  m á x i m o  d e  p r o c e s s a m e n t o .  S e  o s  j o b s  f o r e m  n u m e r a d o s  

n a  o r d e m  i n v e r s a  d e  q u e  s ã o  r e t i r a d o s  ( i s t o  é, n  é o  n Q  d o  

p r i m e i r o  a  s e r  r e t i r a d o ,  n - 1  o  n?  d o  s e g u n d o ,  e a s s i m  P o r  

d i a n t e ) ,  v a m o s  o b t e r :  

= Cmax ( S d l  , . o . ,  C 2 N  = Cmax (S.2) , C1(S1 = Cmax (S.1) 

Como, d o  T e o r e m a  3 . 1  , C m a x  (S. k )  5 Cmax CZ, k ) ,  k=1,2 , .  . . ,n 

s -egue-s -e  ICj (:SI < ICj (:ZI. 



3 . 3 .  O A l g o r i t m o  B - 

3 . 3 . 1 .  D e s c r i c ã o  

Neste i t e m  v a m o s  d e s e n v o l v e r  um a l g o r i t m o ,  a q u e  

c h a m a m o s  A l g o r i t m o  B ,  q u e  o b t e m  a  mesma d i s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  

p e l o  A l g o r i  t m o  A ,  p a r a  o s  p r o b l e m a  Q / p j = l / C m a x  e Q/p j= l / lC  j ' 
p o r e m  com c o m p l e x i d a d e  m e n o r .  

C o n s i d e r e  um p r o b l e m a  Q/p  . = I  / C  ma x c o n s t i t u i  d o  p o r  m 
J 

m á q u i n a s  M 1 . y M 2  ,. . . . M,, e n  j o b s  J 1 , J 2  ... .. J, ,  n o  q u a l  
- 

o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  q u a l q u e r  j o b  n a  m á q u i n a  M e d e -  
j 

s i g n a d o  p o r  p j ,  j = 1 , 2  ,. . . ,  m .  

C o n s i d e r e ,  a i n d a ,  uma d i s t r i b u i ç ã o  S ,  n o  q u a l  o  

t e m p o  d e  o p e r a ç ã o  d a  m á q u i n a  M s e j a  r e p r e s e n t a d o  p o r  T  . ( S , n ) .  
j J 

O t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  S ,  é, p o r  d e -  

f i  n i  ç ã o ,  

'max ( S )  = max C T . ( S , n ) l  
j 

J 

D e s i g n a n d o  p o r  k i  , i 2  , . . . , m o  n ú m e r o  d e  j o b s  

a l o c a d o s  n a  m á q u i n a  M i ,  p e l a  d i s t r i b u i ç ã o  S ,  p o d e m o s  e s c r e -  

v e r :  



Evi dentemente ,  s e  

e n t ã o  a  d i s t r i b u i ç ã o  S é ó t i m a ,  em termos de C m a x .  En tão ,  

podemos t e n t a r  d e t e r m i n a r  e s s a  d i s t r i b u i ç ã o ,  r e so lvendo  o  s i s  - 

tema ( 3 . )  a b a i x o ,  de m equações ,  nas  m v a r i á v e i s  

Sua s o l u ç ã o ,  i s t o  é ,  os v a l o r e s  inteiros  de k l , k  2 , . . . , k m  

d e s c r e v e r ã o  a  d i s t r i b u i ç ã o  ó t ima S .  No e n t a n t o ,  n u m  p r o b l e  - 

ma q u a l q u e r  Q / p j = l  / C m a x  não podemos g a r a n t i r  

e  os v a l o r e s  dos k i  poderão não s e r  i n t e i r o s ;  não o b s t a n t e ,  

podemos, r e s o l v e n d o  o  s i s t e m a  ( 3 . 1 )  o b t e r  os v a l o r e s  r e a i  s  

dos k i  e  a l o c a r  s i  = L k i J  j o b s  na máquina M i ,  onde l J i J  
r e p r e s e n t a  a  maior  i n t e i r o  menor ou i g u a l  a  k i .  

Como s i  k i  - 1 ,  i = l  ,2  , . . . , m ,  vem 

i s t o  é, r e s t am por  a l o c a r ,  no máximo, m j o b s ;  e  e s s e s  j o b s  

podem s e r  a l o c a d o s  segundo o  p r o c e s s o  d e s c r i t o  n o  Algor i tmo A .  



O Algor i tmo B pode,  e n t ã o ,  s e r  d e s c r i t o :  

Algor i  tmo B - 

i n 7 c i  o  

Resolva o s i s t e m a  ( 3 . 1 )  

para  i  =1 a t é  m passo  1  f a c a  s l  + lki] Ti+si * pi I 
Organ ize ,  em ordem não d e c r e s c e n t e ,  uma l i s t a  dos v a l o -  

r e s  T i  + p i  , i = 1 , 2  y . . . ,  m 

m 
pa ra  j = 1 s i  + 1 a t é  m p a s s o  1 f a ç a  -- 

i  = l  

T O P O  -+ número da 1; máquina da l i s t a  

s  T O P O  C ' T O P O  

T ~ o ~ o  -+ T~~~~ + !'TOPO 

A t u a l i z e  a  l i s t a  

f im 

3 . 3 . 2 .  O s i s t e m a  - -- -  

Vamos, a g o r a ,  p r o c u r a r  d e t e r m i n a r  a  s o l u ç ã o  d o  s i s t e  - 

ma ( 3 . 1 ) .  E m  p r i m e i r o  l u g a r ,  podemos e s c r e v ê - l o  na forma mais 

c o n v e n i e n t e  



ou,  na forma m a t r i c i a l  AK = B ,  com a  m a t r i z  

t e s ,  m x m :  

c o e f i  c i e n -  

o  v e t o r  K de m i n c ó g n i t a s  e  o  termo i n d e p e n d e n t e  B 

Pr imei ramente  , vamos m o s t r a r  que o  s i s t e m a  possu i  

s o l u ç ã o  Ünica,  i s t o  é,  que d e t ( A )  # O 

Lema 3 .2  



P r o v a  

P o r  i n d u ç ã o .  P a r a  m = 1 ,  o  l e m a  é t r i v i a l m e n t e  v e r d a  - 

d e i r o ,  p o i s  A = [ l ]  , e 

S u p o n h a  a g o r a  q u e  o  l e m a  s e j a  v e r d a d e i r o  p a r a  m-1.  

E n t ã o ,  d e s e n v o l v e n d o  d e t ( A )  p e l a  p r i m e i r a  c o l u n a ,  vem: 

O r a ,  o  p r i m e i r o  d e t e r m i n a n t e  é t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ,  

e v a l e  o p r o d u t o  d o s  t e r m o s  d a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  

e o  s e g u n d o ,  p o r  h i p ó t e s e ,  v a l e  



P o r t a n t o ,  temos que 

Agora, a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a :  

Lema 3 . 3  

Prova 

O s i s t e m a  ( 3 . 2 )  é c o n s t i t u i d o  por  duas c l a s s e s  de 

e q u a ç õ e s ;  a  p r i m e i r a  c l a s s e  é formada apenas  p e l a  p r i  mei r a  

equação  

e  a  segunda ,  p e l a s  m-1 equações  

Vamos m o s t r a r  que o  v a l o r  s u g e r i  do p a r a  k i  s a t i s -  

f a z  a  ambas a s  c l a s s e s .  Para  a  p r i m e i r a  



P a r a  a  s e g u n d a  c l a s s e ,  

De p o s s e  d a  s o l u ç ã o  d o  s i s t e m a ,  pcidemos r e e s c r e v e r  o  

A l g o r i t m o  B: 

A l g o r i t m o  B ---- 

i n í c i o  

S I P  + O ;  ST + O 

p a r a  j = l  a t e  m p a s s o  1 f a ç a  S I P  + S I P  + 1 1  -- -- - P  i 
p a r a  i = l  a t é  m p a s s o  1  f a c a  -- -- -- 

fim -- 
O r g a n i z e  uma l i s t a  em o r d e m  n ã o  d e c r e s c e n t e  d o s  v a l o r e s  

p a r a  j = S T + 1  a t é  n  p a s s o  1  f a ç a  - 

i n i c i o  

TOPO +- n ú m e r o  d a  1 2  m á q u i n a  d a  l i s t a  

' T O P O  + s~~~~ + 1  

T ~ O ~ O  T ~ O ~ O  ' P~~~~ 

A t u a l i z e  a  l i s t a  

fim -- 



Com a  f i n a l i d a d e  de f a z e r  com que os Algor i tmos  A e  

B produzam a  mesma d i s t r i b u i ç ã o  (o que s e r á  most rado  em 3.3.5) 

podemos i n t r o d u z i  r  no Algor i tmo B o  mesmo c r i t é r i o  de desem- 

p a t e  do Algori tmo A ,  na o r g a n i z a ç ã o  e  a t u a l i z a ç ã o  da l i s t a :  

p r e f e r ê n c i a  pa ra  a  máquina melhor  co locada  l e x i c o g r á f i c a m e n t e .  

3 . 3 . 3 .  A complexidade 

Descreveremos,  n o  quadro  a b a i x o ,  a  complexi dade do 

Algor i  tmo B .  Deve-se n o t a r  que a  complexidade do passo  "Atua - 

l i z e  a  l i s t a "  6 O(1ogm) , uma vez que a  l i s t a  possu i  m e l e -  

mentos .  Além d i s s o ,  como 

ST = 1 s i  > - n-m 
i  = l  

o  ú l t i m o  l a ç o  e x e c u t a d o ,  no mãximo, m v e z e s ,  o  que dá ,  pa 
ra  complexi dade d e s s e  1  aço ,  O ( m  l o g  m )  



l e i t u r a  d o  v a l o r  n  

S I P  +- O ;  ST +- O 
- 

p a r a  j = l  -- a t é  m p a s s o  1  f a ç a  
e- -- 

S I P  4 S I P  + 1 1  

- 
P j  

p a r a  i = l  - a t é  m p a s s o  1  f a ç a  -- 

i n í c i o  -- 

k i  +- n / ( ~ ~  * S I P )  

s i  IJiJ 
Ti + s i  * i 

ST 4 ST c s i  

O r g a n i z e  uma l i s t a  em o r d e m  n ã o  d e c r e s  - 

tente, d o s  v a l o r e s  

Ti  + p  . i = 1 , 2  , . . . ,  m i 

p a r a  j = S T  + 1  a t é  n  -- p a s s o  1  f a c a  -- 
i n í c i o  

TOPO + n Q  d a  1: máq .  d a  l i s t a  

A t u a l i z e  a  l i s t a  

F i g .  3 . 6 .  D e t e r m i n a c ã o  d a  c o m p l e x i d a d e  d o  A l g o r i t m o  B 
# 

A c o m p l e x i d a d e  d o  A l g o r i t m o  B ,  e ,  p o r t a n t o ,  

O(m l o g m  + l o g  n )  



3 . 3 . 4 .  Um e x e m p l o  

P a r a  i l u s t r a r  a  u t i l i z a ç ã o  do  A l g o r i t m o  B ,  vamos r e -  

s o l v e r  um p r o b l e m a  Q / p j = l / C m a x ,  c o n s t i t u i d o  p o r  5  m á q u i n a s  e  

30 j o b s ,  com o s  d a d o s :  

Na r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a ,  t e m o s :  

1  1  1  1 1  S I P  = - + - + - + - + - = 0 . 6 2 9 5 2 3 7  
1 0  5  50  7 6 

Temos,  p o r t a n t o ,  26 j o b s  a l o c a d o s .  A l i s t a  d o s  

T i  + p i  f i c a :  



P a r a  j - 2 7 ,  vem: 

T O P O  -+ 5 

5 4 8 

T 5  4 4 8  

E a  n o v a  lista: 

Para j = 2 8 ,  temos: 

T O P O  4 4 

4 -+ 7 

T4 -+ 49 

E a n o v a  lista 

M á q u i n a  

1 

M 2  

M3 

M5 

M4 



P a r a  j =29*  

TOPO 4 1  

S I  4- 5 

A n o v a  l i s t a  

Mãquina  - Ti + Pi 
v- 

M2 5 0  

F i n a l m e n t e ,  p a r a  j = 3 0  

TOPO + 2  

A d i s t r i b u i ç ã o  õ t i m a :  

Mãqiaina - N Q  de j o b s  - Tempo d e  o p e r a ç ã o  

1  5 5 0  

M2 1  O 50 

M 3  o o 

M 4  7 4 9  

M5 8 4 8  



3 . 3 . 5 .  E q u i v a l e n c i a  a o  A l g o r i t m o  A 

Neste i t e m  v a m o s  m o s t r a r  q u e  o s  A l g o r i  t m o s  A e B 

o b t e m  a  mesma d i s t r i ' b u i ç ã o ;  d e s s a  f o r m a  o  A l g o r i t m o  B r e s o l  - 

v e ,  d e  f o r m a  Õ t i m a ,  o s  p r o b l e m a s  Q / p j  = ] / C m a x  e Q / p  = 1 / 1 c j .  
j 

O A l g o r i t m o  B é c o n s t i t u i d o  p o r  d u a s  e t a p a s ;  na  p r i  - 
m 

m e i r a ,  a  r e s o l u ç ã o  d o  s i s t e m a  e a  a l o c a ç S o  d o s  1 s i  p r i m e i -  
i = l  

r o s  j o b s ,  e l e  " g a n h a  t e m p o "  s o b r e  o  A l g o r i t m o  A ;  n a  s u a  s e g u n  - 

d a  f a s e ,  e l e  é i d ê n t i c o  a o  A l g o r i t m o  A.  P o r t a n t o ,  p a r a  mos-  

t r a r  q u e  o s  d o i s  a l g o r i t m o s  o b t e m  a  mesma s o l u ç ã o ,  é s u f i c i e n  - 

t e  m o s t r a r  q u e  a  d i s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  p e l o  A l g o r i t m o  B ,  em s u a  

p r i m e i r a  f a s e ,  s e r á  c o n s t r u i d a  t a m b é m  p e l o  A l g o r i t m o  A ,  n o  
m 

s e u  1 s i  - é s i m o  p a s s o .  Ou a i n d a ,  como A l g o r i t m o  A e n c o n t r a  
i = l  

- 
a  s o l u ç ã o  ó t i m a ,  e s u f i c i e n t e  m o s t r a r  q u e  o  n ú m e r o  d e  j o b s  

a l o c a d o s ,  em c a d a  m á q u i n a ,  p e l o  A l g o r i t m o  B, em s u a  p r i m e i r a  

f a s e ,  é m e n o r  o u  i g u a l  a o  n ú m e r o  d e  j o b s  a l o c a d o s  p e l o  A l g o -  

r i t m o  A .  

Com e s s a  f i n a l i d a d e ,  v a m o s  m o s t r a r  o  l e m a  a b a i x o :  

Lema 3 . 4  

P r o v a  

O r a ,  p o r  ( 3 . 1 1 ,  t e m o s  



E n t ã o ,  s e  e x i s t e  a l g u m  i E 1  . . . , m t a l  q u e  

k i ~ i  ' 'ma, ( S ) ,  t o d o s  o s  k i p i  s e r ã o  m a i o r e s  q u e  C m a x ( S ) .  F a -  

z e n d o  o i  o  n ú m e r o  d e  j o b s  a l o c a d o s  n a  m á q u i n a  M i ,  n a  d i s -  

t r i b u i ç ã o  S .  Ó t i m a ,  t e m o s  q u e  

C m a x ( S )  o i P i  i = 1 , 2  , . . . ,  m 

Como e s t a m o s  s u p o n d o  

d e c o r r e  k i p i  > o i p i  i = l , 2  , . . . ,  m 

o  q u e  é i m p o s s i v e l ,  p o i s  s a b e m o s  q u e  

A g o r a  p o d e m o s  m o s t r a r  a e q u i v a l e n c i a  e n t r e  o s  a l g o  

r i t m o s  . 

T e o r e m a  3 . 3  

S e j a m  o i ,  i = 1 , 2  , . . . , m ,  o  n ú m e r o  d e  j o b s  a l o c a d o s  

n a  m á q u i n a  M i ,  n a  d i s t r i b u i c ã o  S ,  Ó t i m a ,  p r o d u z i d a  p e l o  A1 - 

g o r i t m o  A ;  e L k i j  , i = l  , 2  ,. . . . m .  o  n ú m e r o  d e  j o b s  a l o c a -  

d o s  n a  m á q u i n a  ? l i ,  p e l o  A l g o r i t m o  B ,  em s u a  p r i m e i r a  f a s e .  

E n t ã o  



Prova -- 

A 

19 caso :  k i  e  f r a c i o n ã r i o  

Nesse c a s o ,  L k i J  = k i  - A , h i  > O 

Suponha que e x i s t a  i  E 1 2  , . . , m t a l  que 

Decorre:  o i  L k i l  - 1  

< k i  - 'i - A i  - 1  

o < k i - l  i  

o  i  + l < k i  

(.oi + 1 ) n i  < k i p i  

Pe lo  lema 3 . 4 ,  ( o i  + l ) p i  < CmaX(s)  

No e n t a n t o ,  p e l o  lema 3 . 1 ,  ( o i  + l ) p i  C m a x ( S )  

o  que c a r a c t e r i z a  u m  a b s u r d o .  Logo, 

para  t o d o  k i  f r a c i o n á r i o .  

d 

29 c a s o :  k i  e  i n t e i r o  
e 

Nesse c a s o ,  j k i j  = k i  

Suponha que e x i s t a  i  E 1 , m t a l  que 



d e c o r r e :  o  < k i  i  

o  < k i 4  i  - 
o  + l < k i  i  - 

( o i  + 1 ) p - j  < k i p i  

Pe lo  lema 3 . 4 ,  k i p i  5 C m a x ( S )  

de onde d e c o r r e  ( o i  + l ) p i  5 k i p i  2 C m a x ( S )  

No e n t a n t o ,  p e l o  lema 3 . 1 ,  ( o i  c l ) p i  2 Cmax(S)  

- P o r t a n t o  ( o i  + l ) p i  = C m a x ( S ) .  

Podemos es -c reve r  e n t ã o  

- ( o i  + 1 ) ~ ~  = k i p i  - C m a x ( S )  

Mas sabemos que t o d o s  os  k i p i  s ã o  i g u a i s .  Logo. 

Por o u t r o  l a d o ,  como 

s e  e x i s t e  i  E I 1 , 2  ,. . . , m l  t a l  que o i  < k i ,  e x i s t e  também 

j E 1 2  , . . . , 1 t a l  que 

o u  s e j a  



d e  o n d e  d e c o r r e  . . 
o j p j  CUa,(-S)-. o q u e  é a b s u r d o .  

Podemos- g a r a n t i ' r ,  p o r t a n t o ,  

0 i > - L k i I  i = 1 , 2  ,..., tn 

c o m p l e t a n d o  a d e m o n s t r a ç ã o .  

3 . 3 . 6 .  U m  l i m i t e  p a r a  R / / C m a x  

C o n s i d e r e  o  p r o b l e m a  R / / C m a x .  n o  q u a l  s e  p r o c u r a  

o b t e r  uma d i s t r i b u i ç ã o  com t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  m í n i m o  

( Y  = C m a X ) ,  d e  n  j o b s  J l Y J 2  . . . . . J n y  em m m á q u i n a s  

M1 , M 2  . .  . .  . M m ,  p a r a l e l a s  e n ã o  r e l a c i o n a d a s  ( a  = R ) ,  o n d e  p i j  

r e p r e s e n t a  o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d o  j o b  J i  n a  m ã q u i  n a  

M .  ( . i=1  , 2  ,. . . , n ;  j = l  , 2  . . . , m ) .  Es te  p r o b l e m a  é N P - c o m p l e -  
3 

t o  [ 7 ]  , d e  f o r m a  q u e  a s  p e s q u i s a s  tem s e  d i r i g i  d o  n o  s e n t i d o  

d e  o b t e r  a l g o r i t m o s  a p r o x i m a t i v o s  p o l i n o m i a l m e n t e  l i m i t a d o s  . 
P a r a  e s s e s  a l g o r i t m o s  é e x t r e m a m e n t e  ú t i l  s e  c o n h e c e r  um l i m i  - 

t e  i n f e r i o r  p a r a  o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  m i n i m o ;  um d e s s e s  l i  - 

m i t e s ,  bem c o n h e c i d o ,  p o d e  s e r  o b t i d o  d e  f o r m a  s i m p l e s :  f a z e n -  
* 

d o  p i  = m i n  { p i j l ,  e d e s i g n a n d o  p o r  C m a x  o  t e m p o  t o t a l  min i rno  
j - 

d e  p r o c e s s a r n e n t o  ( C m a X o t i m o ) ,  p o d e m o s  g a r a n t i  r q u e  

O u t r o  l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  C m a x x  p o d e ,  n o  e n t a n t o ,  

s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  d o s  r e s u l t a d o s  d e s t e  c a p ? t u l o .  Do 1  erna 

3 . 4  s a b e m o s  q u e  



e ,  do lema 3 . 3  

decor rendo ,  p o r t a n t o  

r e s u l t a d o  e s s e  que é v á l i d o  pa ra  o  problema Q / p j  = l / C m a x .  

O lema 3 . 5 ,  a b a i x o ,  f a z  a  e x t e n s ã o  pa ra  R / / C m a x .  

Lema 3 .5  - 

Consi d e r e  um problema R / / C m a x  com m máquinas 

M ,  ,M2 ,. . . , M m y  e  n j obs  J ,  , J 2  , . . . , J n y  onde p i  r e p r e s e n  - 

t a  o  tempo de processamento  do job  J i  na máquina M j ;  s e  f i  - 
- 

zermos C m a ,  * o tempo de processamento  da d i s t r i b u i ç ã o  o t i m a ,  

e n t ã o  

onde P j 
= min { p i j l  

i  

Prova 

De f a t o ,  c o n s i d e r e  d o i s  problemas P 1  e  P 2 ,  ambos 

R / / C m a x  , P 2  t endo  s i d o  o b t i d o  de P 1  s u b s t i t u i n d o - s e  cada p i  



p o r  min I p i  j}. Cla ramen te ,  
- i 

mas P2 é da forma Q/pj = l / C m a x ,  de onde d e c o r r e  

segu indo-se  a  t e s e  imed ia t amen te .  

Tendo em v i s t a  e s s e  r e s u l t a d o  podemos g a r a n t i r  que 

i 1 n n * > max - min I p i j }  , 'max - m i = l  j 
1 min I p i j l  

j = l  i  

pa ra  q u a l q u e r  problema R / / C m a x .  



C A P I T U L O  IV 

M A Q U I N A S  P A R A L E L A S ,  T E Y P O S  RELACIONADOS 

4 . 1 .  O Problema 

4 . 1 . 1 .  D e s c r i ç ã o  

No c a n i t u l o  1 1 ,  quando foram d e s c r i t o s  os problemas 

de S c h e d u l i n g ,  vimos que ,  pa ra  o  caso  de máquinas p a r a l e l a s ,  

havia  t r e s  t i p o s  b á s i c o s  de problemas:  máquinas i  dên t i  c a s  

( a = P ) ,  no qua l  cada job tem o  mesmo tempo de p rocessamen to  em 

todas  a s  máquinas;  pode s e r  d i t o  também que a s  máquinas D O S -  

suem a  mesma " v e l o c i  dade de n rocessamen to" ;  máquinas uni f o r -  

mes ( a=Q) ,  no qual  os tempos de processamento  s ã o  p r o n o r c i o -  

n a i s ,  i s t o  é, a s  máquinas possuem " v e l o c i d a d e s  de p r o c e s s a -  

mento" d i f e r e n t e s .  e  e s s a s  v e l o c i d a d e s  não denendem dos iobs ;  

P ,  f i n a l m e n t e  máquina4 não r e l a c i o n a d a s  ( a = R ) ,  n o  qua l  não 

s ó  a s  v e l o c i d a d e s  de processamento  das máquinas s ã o  d i f e r e n -  

t e s ,  como a i n d a  dependem dos j o b s ,  i s t o  é um iob J k  pode 

s e r  p rocessado  mais r ap idamen te  na máquina M i  que na máqui - 

na M e  com o  job J r  pode o c o r r e r  o  c o n t r á r i o .  
j 7  

Vamos a b o r d a r ,  n e s t e  c a p i t u l o ,  uma p a r t i  cul  a r i  zação  

d o  ú l t i m o  t i p o  de p rob lemas ,  pa ra  2 máquinas .  O problema pg 

de s e r  d e s c r i t o :  "dadas duas máquinas o a r a l e l a s  'I1 e  M 2 ,  e  

n j o b s  J 1  . J 2  . . . . . J n ,  onde pi e  q i  r e p r e s e n t a m  os tempos 

de processamento  de u m  job J i ,  i = 1 , 2  , . .. , n ,  nas máquinas 

!I1 e  M 2 ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  com q . =  ap + 8 ,  1 2  . . . , n on 
1 i  - 

de a e  8  s ã o  r e a i s  q u a i s q u e r  (po rém com a  condi  ção  



p i , q i  > O Vi) obtenha uma d i s t r i b u i ç ã o  com tempo t o t a l  de pro 

cessamento  mínimo".  

Aqui cabe um p a r ê n t e s e s .  Ainda n e s t e  c a p í t u l o ,  va- 

mos p ropor  u m  a l g o r i t m o  a p r o x i m a t i v o  pa ra  e s t e  problema,  e  de 

t e r m i n a r  s u a  q u a l i d a d e ,  i s t o  é, vamos m o s t r a r  que a  s o l u ç ã o  

o b t i d a  e s t ã  d e n t r o  de c e r t o s  l i m i t e s .  Para i s s o ,  vamos p r e c i  - 

s a r  que Ia1 < 1 ,  embora tenhamos d i t o  que a é um r e a l  q u a l -  - 
q u e r .  A e x i g ê n c i a  Ia1 5 1 ,  no e n t a n t o ,  não r e p r e s e n t a ,  r e a l  - 

mente,  uma r e s t r i g ã o .  Para mostrarmos i s s o ,  c o n s i d e r e  u m  p r g  

blema no q u a l  q i  = a p i  + 8  com J a J  > 1 ;  renumeremos a s  má- 

q u i n a s  ( i s t o  é, troquemos os tempos de processamento  p i  e  q i ) .  

Temos, e n t ã o  : 

Então qi = a 1 p i  + 8 '  , com I a '  1 - c 1 

De s o r t e ,  que podemos s u p o r ,  sem perda  de g e n e r a l i d a  - 
- de ,  q i  - a p i  + 8 ,  com Ia1 < 1 .  

Descreveremos,  a s e g u i r ,  u m  exemrilo do ~ r o b l e m a  pro - 

p o s t o ,  com 4 j o b s  J1y J 2 ,  J 3 ,  J 4 ,  com a = 0 , 5  e  8-1.  Os tem 

pod de processamento :  



JOBS 

F i g .  4 . 1  - T e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  d o  n r o b l e m a  p r o p o s t o  

A d i s t r i b u i ç ã o  ó t i m a  c o n s i s t e  em a l o c a r  os  $bbs J1 e J 2  n a  

m á q u i n a  M 2  e o s  j o b s  J 3  e J 4  n a  m á q u i n a  M 1 ,  o  q u e  f o r n e c e  um 

t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  i g u a l  a  1 2 .  E s s a  d i s t r i b u i ç ã o  p g  

d e  s e r  i l u s t r a d a  p e l a  f i g u r a  a b a i x o .  

F i  g .  4 . 2  - D i a g r a m a  d o  p r o c e s s a m e n t o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  ó t i m a  

O p r o b l e m a  q u e  o r a  p r o p o m o s  p o d e  s e r  c o n s i d e r a d o  um 

c a s o  p a r t i  c u l  a r  d e  R 2 / / C m a x  e uma g e n e r a l i z a ç x o  d e  Q 2 / / C m a x .  

Como a m b o s  s ã o  N P - c o m p l e t o s  t a m b é m  o s e r á  o  p r o b l e m a  a b o r  

d a d o .  N e s t e  c a p i t u l o  v a m o s ,  p o r t a n t o ,  d e s e n v o l v e r  um a 1  g o -  

r i t m o  a p r o x i m a t i v o ,  p o l i n o m i  a l m e n t e  l i m i t a d o ,  p a r a  o  p r o b l e m a  

em p a u t a ,  com q u a l i d a d e  m e l h o r  d o  q u e  o s  e x i s t e n t e s  p a r a  

9 2 / / c m a x .  



Uma vez  que o  prob'lema aqui' desc r i ' t o  é uma p a r t i ' c u l a  

r i z a ç ã o  de R 2 / / C m a x .  e  e s s a  p a r t i ' c u l a r i z a ç ã o  s e  r e f e r e  a o s  tem 

pos de p rocessamen to ,  propomos i n c l u i r  t a l  r e s t r i ç ã o  no segun-  

do p a r â m e t r o ,  descrevendo o  problema p o r  R 2 / q  = a p j  + @ / C m a x .  
j 

4 . 1 . 3 .  L i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  

Bruno e t  a1 C 9 1  e  L e n s t r a  e t  a1 [10] mostraram 

que P 2 / / C m a x  é NP-completo, decor rendo  dai que Q 2 / / C m a x  e 

R 2 / / C m a x  também o  s ã o .  Para  o  problema Q / / C m a x y  Gonzales , 

Iba rra e  Sahn i  [ l l ]  descreveram um a l g o r i  tmo a p r o x i m a t i v o ,  pg 

l i nomia lmen te  l i m i t a d o ,  conhec ido  por  LTP' , que c o n s i s t e ,  b á s i  - 

camente,  em d i s p o r  o s  jobs  em ordem não d e c r e s c e n t e  dos tempos 

de p rocessamen to ,  e  a t r i b u i - l o s ,  um p o r  u m ,  ã msquina que o 

t e r m i n a r á  mais cedo.  Gonzales-,  Ibarra e  Sahni  provaram que 

"ma x ( L T P ' )  
- 2 < 2 - -  

onde Cmax* i n d i c a  o  tempo ót imo de p rocessamen to ,  e  m r e p r e s e n  - 

t a  o  numero de máquinas.  Pa ra  m = 2 ,  o  l i m i t e  acima s e  reduz a  

413. 

Pa ra  o  problema R / / C m a X y  b a r r a  e  Kim [ 1 2 ]  d e s c r e v e  - 

ram 6 a l g o r i t m o s ,  cada um d e l e s  c o n s i s t i n d o  e s s e n c i a l m e n t e  em 

a l o c a r  o  job na máquina que o  e x e c u t a  mais r ap idamen te ,  e  mos - 

t r a r a m ,  p a r a  cada u m ,  



o n d e  C m a x  (A) é o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  da d i s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  p g  

1 0  a l g o r i t m o .  

P a r a  o  c a s o  R 2 / / C m a x ,  no  e n t a n t o ,  I ba r r a  e  Kim d e s c r e  - 

vem, n o  mesmo a r t i g o ,  um a l g o r i t m o  G ,  com c o m p l e x i d a d e  O(n logn )  

t a l  q u e  

No p r e s e n t e  c a p í t u l o ,  vamos d e s c r e v e r  u m  a l g o r i  t m o ,  
2  a  q u e  chamamos A l g o r i t m o  C ,  com c o m p l e x i d a d e  O(n  ) ,  com q u a l i -  

4 . 2 .  O A lc io r i  tmo  C 

4 . 2 . 1 .  D e s c r i ç ã o  

A e s t r a t e g i a  do  a l g o r i  tmo p o d e  s e r  d e s c r i t a  de  f o r m a  

s i m p l e s ;  c o n s i s t e ,  b a s i  c a m e n t e ,  em: 

a )  r e n u m e r a r  a s  m á q u i n a s  d e  f o r m a  q u e ,  s e  p j  e  q j  r e p r e s e n  

t a r e m  o s  t e m p o s  de  p r o c e s s a m e n t o ,  n a s  m á q u i n a s  M, e  M 2 ,  r e s  - 

p e c t i v a m e n t e ,  d o s  job ' s  J j ,  j = 1 , 2  ,..., n ,  e  q j  = a p j  + 8 .  t e -  

nhamos l a ]  < - 1  



b )  o r d e n a r  os jotzs em ordem não d e c r e s c e n t e  dos v a l o r e s  

p j ,  j = 1 , 2  , . . . ,  n .  

c )  c o n s t r u i  r e  t e s t a r  t o d a s  as  d i s t r i b u i ç õ e s  com m j o b s  

c o n s e c u t i v o s ,  m=1,2 , .. . , n ,  na máquina M1 ( e  os r e s t a n t e s  na 

máquina M 2 ) ,  dando s a í d a  ao melhor  d e l e s .  

O Algor i tmo.  C e s t á  d e s c r i t o  a  s e g u i r ,  em a1 gol -  

l i k e ,  onde T ( M 1 )  e  T ( M 2 )  r ep resen tam os tempos de p r o c e s s a  - 

mento das máquinas M1 e  M e ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  nas  d i s t r i b u i  

çÕes t e s t a d a s ,  e  C m a x  em cada  i n s t a n t e ,  i n d i c a  o  menor tempo 

t o t a l  de p rocessamen to ,  e n t r e  a s  di s t r i  bui ções  t e s t a d a s  a t é  

a q u e l e  i n s t a n t e .  



O A l g o r i  t m o  C ---- 

r e n u m e r e  a s  m á q u i n a s  d e  f o r m a  q u e  \ a [  j 1 ,  p a r a  q j = a p j  + B 

o r d e n e  o s  j o b s  d e  f o r m a  q u e  p l  < p 2  5 . .  . < p n ;  

x  +- a A SOMAT + n P  

p a r a  m=l a t é  n  p a s s o  1 f a ç a  --- - -- 

i n í c i o  

S + S + p m  ( t e s t a n d o  a  d i s t r i b u i ç ã c  

T(M1 ) +- S ( J 1 , J 2  , e . . ,  Jm em 

T ( M 2 )  + c< * [SOMAT - T ( M ~ ) ]  + ( n - m ) B  (H1 

N C m a x  +- max { T ( M 1 ) ,  T ( M 2 ) >  

'max 4 m i n  {8,,,, NCmax '  

p a r a  i = m + l  - a t é  n  p a s s o  1  f a ç a  

i n i c i  o  

'('1) -+ + Pi - Pi-m ( t e s t a n d o  a  d i  s t r i  b u i  çãc 

T(M2) +- a * [SOMAT - T ( M ~ ) ]  + (n-m)B ( J i -m+l ,  J i -m+2,  .. . , J i  

NCmax -+ max {T(Ml). T(M2) } (em M1 

'ma x  + min {C,,,, NC,,,> 

f im -- 

e s c r e v a  C m a x  

fim 



4 . 2 . 2 .  U m  e x e m p l o  - 

Vamos i ' l u s t r a r  a a p l i ' c a ç ã o  do A l g o r i ' t m o  C a  um exem - 
p l o ,  com o s  s e g u i n t e s  d a d o s  [ p o r  uma q u e s t ã o  de  s i m p l i ' c i d a d e ,  

o s  j o b s  j á  f o r a m  o r d e n a d o s  n a  f o r m a  p l  ( p2  2 , .  .! p n ) :  

I JOBS I 

F i g .  4 . 3 .  Tempos de  p r o c e s s a m e n t o  do e x e m p l o  p r o p o s t o  

Nesse c a s o ,  a=0,5 e  P = - 1 .  A s o 1 u ç ã o  ó t i m a  ( ú n i c a )  

é a  d i s t r i b u i ç ã o :  j o b s  J 1  e  J 4  em M 1  e o s  j o b s  J 2 ,  J 3  e  J 5  em 

*2 com t e m p o s  de  p r o c e s s a m e n t o  T(M1) = T(M2) = 1 4 ,  f o r n e c e n -  

d o '  'max* = 1 4 .  Uma v e z  q u e  e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  n ã o  6 

f o r m a d a  p o r  j o b s  c o n s e c u t i v o s  em M 1 ,  n ã o  s e r á  o b t i d o  p e l o  A l g o  - 

r i t m o  C .  A s e g u i r ,  a  t a b e l a  de  d i s t r i b u i ~ õ e s  t e s t a d a s  p e l o  A1 - 

g o r i  t m o ,  na  p r d e m  em q u e  s ã o  o b t i d o s .  



J o b s  em M 1  J o b s  em M 2  

F i g .  4 . 4  - T a b e l a  d e  d i  s t r i b u i ç õ e s  o b t i d a s  p e l o  A , l g o -  

r i t m o  C .  



A d i s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  p e l o  A l g o r i t m o  s e r i a  J 3  o u  J 4  

em M 1 ,  d e p e n d e n d o  d o  c r i t é r i o  d e  d e s e m p a t e ,  e  o s  j o b s  r e s t a n -  

t e s  em ?I2, com C m a x  ( c )  = 1 5 .  

4 . 2 . 3 .  A C o m p l e x i d a d e  ------ 

D e s c r e v e m o s ,  n o  q u a d r o  a b a i x o ,  a  c o m p l e x i d a d e  d o  A1 - 

g o r i t m o  C ,  p a s s o  a  p a s s o ;  a  o r d e n a ç ã o  d o s  j o b s ,  a  r e n u m e r a -  

ç ã o  d a s  m ã q u i n a s ,  e a  i n i c i a l i z a c ã o  d a s  v a r i a v e i s  t e m ,  e v i d e n  - 

t e m e n t e ,  c o m p l e x i d a d e  O(n  l o g n )  

- - -- 
R e n u m e r e  a s  m á q u i n a s  

'ma x  -+ a * SOMAT + n P  
-- --- 

p a r a  m=l a t é  n  p a s s o  1  f a ç a  

S + S + p m  

T(M1)  + S  

T(M2)  +- a [ S O M A T  - T ( M ~ ) ]  f ( n - m ) B  

N C m a x  -+ max I T ( M 1 ) ,  T ( M 2 )  } 

O r d e n e  o s  j o b s  

S  -+ O ;  SOMAT -+ l p i  

p a r a  i = m + l  a t e  n p a s s o  1 f a ç a  

T ( R 1 )  -+ T ( M 1 )  + P i  - P i m m  

-+ max I T ( M 1 ) ,  T ( M 2 ) }  

O(n logn)  

F i g .  4 . 5 .  D e t e r m i n a ç ã o  d a  c o m p l e x i d a d e  d o  A l g o r i t m o  C 



2  O A1 g  o r i  tmo t e m ,  ~ o r t a n t o ,  c o m p l e x i  d a d e  O ( n  ) . 
Uma o u t r a  f o r m a  de c a l c u l a r  a  c o m g l e x i d a d e  do A l g o r i t m o  s e r i a  

a  s e g u i n t e :  o  a l g o r i t m o  c o n s t r o i  

1  d i s t r i b u i ç ã o  com O j o b s  em M 1  

n  I1 1  " II II 

II " 2 "  II II n-1 

1 I I 
li n  I' 

11 I1 

P o r t a n t o  s ã o  c o n s t r u i  d o s  

Como a  c o n s t r u ç ã o  d e  c a d a  d i  ç t r i b u i  ç ã o ,  a  p a r t i  r do 

4 . 2 . 4 .  A Q u a l i d a d e  -- 

N e s t e  i t e m  vamos m e d i r  a  q u a l i d a d e  do a l g o r i t m o ,  i s  - 

t o  é,  e n c o n t r a r  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a  s o l u ~ ã o  e n c o n t r a d a  

p e l o  a l g o r i t m o ,  no p i o r  c a s o .  F a z e n d o  Cma,(C) r e p r e s e n t a r  o  

t e m p o  de  p r o c e s s a m e n t o  da d i  s t r i b u i ç ã o  o b t i d a  p e l o  A l g o r i  tmo 

C ,  e  d e i x a n d o  C,,,* r e p r e s e n t a r  a  s o l u ç ã o  Ó t i m a ,  vamos mos- 

t r a r  q u e  



Para  t a n t o ,  p rec i samos  m o s t r a r  os d o i s  lemas s e g u i n t e s .  

Lema 4 . 1  

S e j a  L uma l i s t a  de n números reais p l , p 2  ,..., p n ,  

o rdenados  de forma não d e c r e s c e n t e  p l  5 p 2  - < . . .  5 p n .  S e j a  S 

a  soma de m - n e l emen tos  d i s t i n t o s  q u a i s q u e r  de L .  En tão ,  

e x i s t e m  m < - n e l emen tos  c o n s e c u t i v o s  de L ,  com soma T ,  t a i s  

Prova - 

Ora,  c l a r a m e n t e  t l  5 S 2 tn-,,+, 

P o r t a n t o ,  se jam t k  e  t k + l  a s  duas somas c o n s e c u t i -  

vas t a i s  que t k  2 S  5 t k + l  ( v e j a  f i g u r a  4 . 6 )  

F i g .  4 . 6 .  As somas t k  e  t k + l  s ã o  a s  mais p r sx imas  de S .  



Mas : 

P o r  o u t r o  l a d o ,  chamemos de T o  v a l o r  t k  ou t k+ l  

m a i s  p r ó x i m o  de S .  Vamos m o s t r a r  q u e  

Vamos c o n s i d e r a r  o s  d o i s  c a s o s :  

l Q  c a s o :  S = t k  O U  S = t k + l  

N e s s e  c a s o ,  t r i v i a l m e n t e ,  S = T, e  

1s - T I  = O - [ max { p O ( i ) ~  - min 
- 2  l < i < m  - - l < i < m  - - 

2 0  c a s o :  t k  < S t k+ l  
7 

N e s s e  c a s o ,  

E ,  p o r  ( 4 . 1 )  



P o r  o u t r o  l a d o ,  

S > tk  i m p l i c a  em max { P , ( ~ ) I  > pk+m-l , O U  s e j a  
1  < i  <m - 

max 
1  < i  <m 

I p o ( i  ) '  Oktm 
- - 

< t k t l  i m p l i c a  em m i n  { p o ( , . ) 1  < pk+l, 
O U  s e j a ,  

l < i _ < m  - 

De onde se  c o n c l u i  

max { P ~ ( ~ ) }  - m i n  
1 < i  <m - - l < i < m  - - 

{ ~ o ( i ) '  Pk+m - Pk 

L e v a n d o  em ( 4 . 2 ) ,  ob temos  

I S  - T I  i J - [ m a x  - { p o ( i ) }  - m i n  
2  l < i < m  - - l < i < m  - - { p o ( i  ) I ]  

F i n a l m e n t e ,  como 

temos  

Lema 4 . 2  

S e j a m  {xl,x2 , . . . ,  x n }  e  { Y ~ Y Y ~  . . . - Y  Y,} duas  1  i s 

t a s  de n  números .  E n t ã o  

rnax { x l  , x 2  ,. . . , 'n' - max {y1,Y2 ,. . . , Y < max { x ~ - Y ~ Y X ~ - Y ~ Y . - -  ,xn-yn} n  - 



Prova 

P o r  i n d u ç ã o .  P a r a  n = 1 ,  

max { x l I  - max I = x l - y l  = max { x  1 1  - y  I 

S u p o n h a  v e r d a d e  p a r a  n - 1 :  

n- 1  I < max Ix l -y l  , x ~ - Y ~ , .  . . X , - ~ - Y , _ ~ ~  max {xl , x 2 , .  . . , x  I - max {yl Y Y , - ~  - 

Mas 

max { x l , x 2 ,  . . . ,  x n I  = max {max { x , , ~ ~ , . . .  +,_I 1,  x n I  

max { x l  , x 2 , . .  . , x n I  - max { ~ ~ ~ ~ ~ ~ - . . 9 y ~ }  = 

= max {max {xl .x2, .  . . . I,  x n I  - max {max {Y1 d 2 3  e , Y , - ~ } Y  Y,} 5 'n- 1  

< max {max {x1 , x 2 , . .  . .xnm1 I - max { Y ~ , Y ~ , - . . , Y ~ - ~ } ,  x,-Y,} 2 

5 max { x l - y l ,  x2-y2 ,.. .. x -Y I. n  n  

A g o r a  p o d e m o s  m o s t r a r  o  

T e o r e m a  4 . 1  - - 

Dado  um p r o b l e m a  R2/q  = a p j  + ~ / C m a x ,  s e j a  C m a x ( C )  a j 
d 

s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  p e l o  A l g o r i t m o  C ,  e C m a X  , a  $01 u ç ã o  o t i m a .  

E n t ã o  



Prova 

Digamos que a  d i s t r i b u i ç ã o  ó t ima co r responda  à c o l o  - 

cação ,  em M1, dos m p r i m e i r o s  j o b s  de uma permutação o ,  e, 

em M 2 ,  dos jobs  r e s t a n t e s .  Representando p o r  T*(M1) e  T*(M2) 

os tempos de processamento  dessa  d i s t r i b u i ç ã o ,  em M 1  e  M 2 ,  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  temos: 

E ,  a i n d a ,  C m a x  * = max {T*(M1), T*(M2)} ( 4 . 5 )  

Por o u t r o  l a d o ,  p e l o  Lema 4 . 1 . ,  sabemos que e x i s t e m  

m j obs  c o n s e c u t i v o s  (numa ordenação  p l  5 p 2  < - . . . 5 p n ) ,  t a i s  

q ue 

C o n s i d e r e ,  p o i s ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  c o n s t i t u i  da Dor e s -  

s e s  m joljs c o n s e c u t i v o s  em M 1 ,  e  os r e s t a n t e s  em M e .  Desig 

nado p o r  T ( M , )  e  T ( M 2 )  os tempos de processamento  de M 1  e  M 2 ,  

r e s p e c t i  vamente,  temos: 



A i n d a ,  como o  A l g o r i t m o  C t e s t a  e s s a  d i s t r i b u i ç ã o ,  vem 

C ( C )  < max I T ( M 1 ) y  T ( M 2 ) 1  max - ( 4 . 9 )  

S u b t r a i n d o  ( 4 . 9 )  d e  ( 4 . 5 ) :  

P e l o  l e m a  4 . 2 ,  vem 

S u b s t i t u i n d o  a s  e x p r e s s õ e s  d o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n  - 
t o ,  d a d a s  em ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  ( 4 . 7 )  e  ( 4 . 8 ) ,  s e g u e :  

Como Ia] 2 1  , vem 

i s t o  é, 



o  q u e ,  p o r  ( 4 . 6 ) ,  i m p l i c a  em 

m 
F i n a l m e n t e ,  como C m a x *  > - 1 P o ( i )  , s e g u e - s e  i = l  

i s t o  é, 

4 . 2 . 5 .  E x e m p l o  - l i m i t e  --- 

P a r a  f i n a l i z a r  e s s e  c a p í t u l o ,  v a m o s  m o s t r a r  q u e  o  l i  - 

4 

e o  m e l h o r  p o s s i v e l ,  p a r a  o  A l g o r i t m o  C ,  b a s t a n d o ,  p a r a  i s s o ,  

e x i b i r  um e x e m p l o  no  q u a l  e s s e  l i m i t e  é a t i n g i d o .  

C o n s i d e r e  um p r o b l e m a  R 2 / q j  = a p j  + B / C m a x ,  com o s  

d a d o s  

F i g .  4 . 7  - Tempos  d e  p r o c e s s a m e n t o  d o  e x e m p l o - l i m i t e  



N e s s e  c a s o ,  a = l  e  l3 = 2u+a,  u ,  a>O 

E x i s t e m  8  d i s t r i b u i ç õ e s  p o s s ? v e i s ,  das  q u a i s  a  ó t i -  

ma é J 1  e  J 3  em M1 e  J 2  em M 2 >  com 

T* (Ml )  = T * ( M 2 )  = C m a x *  = 4 u  + 2a 

A  f i g u r a  4 . 8  m o s t r a  a s  s e t e  r e s t a n t e s ,  n a  o r d e m  em 

q u e  s ã o  e n c o n t r a d a s  p e l o  A l g o r i t m o  C 

F i g .  4 . 8  - T a b e l a s  das  d i s t r i b u i ç õ e s  o b t i d a s . p e 1 0  A l g o r i t m o  C ,  

n o  e x e m p l o - l i m i t e  

P o r t a n t o ,  Cmax (C)  = 5 u  + 3a 

e  l i m  -- C m a x ( C )  - - - 3 



8 1  

CAPÍTULO V 

FLOW-SHOP S C H E D U L I N G  - 

5 . 1 .  Consi de rações  - G e r a i s  

5  . I .  1 .  Desc r i cão  dos Problemas 

Reportando-nos mais uma vez ao C a p i t u l o  1 1 ,  vimos 

que e x i s t e m  problemas de Schedu l ing  nos q u a i s  as máquinas são d i  - 
t a s  " p a r a l e l a s " ,  e  problemas de Schedu l ing  nos q u a i s  a s  mãqui - 

nas s ã o  d i t a s  "em s e q u e n c i a " .  No ~ r i m e i r o  c a s o ,  pa ra  que um 

job s e j a  " e x e c u t a d o " ,  é s u f i c i e n t e  que s e j a  submetido a  uma 

das máquinas d u r a n t e  um c e r t o  i n t e r v a l o  de tempo, chamado tem - 
po de p rocessamen to .  Nos problemas d o  segundo c a s o ,  no e n t a n  - 

t o ,  a  "execução"  de u m  job c o n s i s t e  de uma s é r i e  de ope rações ,  

cada uma r e l a t i v a  a  uma máquina, e  ã s  q u a i s  o  job deve s e r  

submet ido ;  dessa  forma,  o  j o b ,  para  s e r  e x e c u t a d o ,  deve " p a s -  

s a r "  po r  t o d a s  as  máquinas .  Normalmente, cada máquina s ó  po- 

de e x e c u t a r  u m  job por  v e z .  U m  exemplo t i p i c o  dessa  s i t u a ç ã o  

é a  r e q u i s i ç ã o  de u m  t a l ã o  de cheques em u m  banco;  a  execução  

c o n s i s t e  de uma s e q u e n c i a  de ope rações :  a  r e c e p ç ã o ,  p e l o  c a i -  

xa,  do r e q u e r i m e n t o ;  a  p r o c u r a  do t a l ã o ,  j á  p r o n t o ,  no a r q u i -  

v o ;  e  s e u  t r a n s p o r t e ,  do a r q u i v o  a t é  a s  mãos d o  c l i e n t e .  

Os problemas de máquinas em s e q u e n c i a ,  s ã o ,  n o r  sua  

vez ,  c l a s s i f i c a d o s  em t r e s  grupos :  

a )  Open-shop S c h e d u l i n g :  n e s s a  c l a s s e  de problemas  
L 

não e x i s t e  ordem nas máquinas ,  i s t o  é,  a  Única e x i g e n c i a  e  

que cada job " p a s s e "  For  cada uma das máquinas ;  



b )  Job-shop S c h e d u l i n g :  n e s s e  t i p o  de S c h e d u l i n g ,  a  

cada job e s t á  a s s o c i a d a  uma permutação das máquinas,  e  cada 

job deve p a s s a r  p e l a s  máquinas na ordem i n d i c a d a  p e l a  ~ e r m u t a  - 

ção ;  

c )  Flow-shop S c h e d u l i n g :  n e s s a  t e r c e i r a  c l a s s e ,  a  

permutação das máquinas 6 a  mesma pa ra  todos  os j o b s ,  i s t o  é,  

a s  máquinas e s t ã o  o r d e n a d a s ,  na forma Y 1 ,  M 2  , . . . , M,, e  os 

j o b s  devem n a s s a r  p o r  e l a s ,  n e s s a  ordem. 

E m  um problema de S c h e d u l i n g ,  os dados f o r n e c i d o s  

formam uma m a t r i z  (na  q u a l ,  po r  exemplo,  o  e l emen to  p i  i n d i -  

ca o  tempo de processamento  do j o b  J  na máquina Mi);  e  a  s o  
j - 

l u c ã o  c o n s i s t e  em uma funcão  q u e . f o r n e c e ,  nara  cada máquina, 

em cada i n s t a n t e ,  o  job  p r o c e s s a d o .  

Normalmente, nos problemas de máquinas ery s e q u e n c i a ,  

cada máquina s ó  pode e x e c u t a r  u m  job por  vez ,  a s s i m  como um 

job não pode s e r  execu tado  s imul t aneamen te  em duas ou mais má - 
q u i n a s  ( n o s  c a s o s  em que e s s a s  r e s t r i ç ã o  não o c o r r e r e m ,  i s s o  

deve f i c a r  e x n l i c i  t a d o ) .  E m  v i r t u d e  d e s s e s  f a t o s ,  nos p r o b l e  - 
4 

mas de Flow-shop S c h e d u l i n g ,  e  comum o c o r r e r  que um j o b ,  ao 

t e r m i n a r  s e u  processamento  na máquina " l i ,  f i q u e  e s p e r a n d o  a  

máquina Y i + l  t e r m i n a r  o p rocessamen to  do job que o  a n t e c e d e u ,  

ocas ionando  a  formação de uma " f i l a  de e s p e r a "  de j o b s .  Da 

mesma forma,  e  p o s s í v e l  que o c o r r a  que a  máquina M i ,  ao  te rmi  - 

n a r  o processamento  de u m  j o b ,  f i q u e  aguardando que a  máquina 

'-i t e r m i n e  o  processamento  do job s e g u i n t e .  

Normalmente, não é p e r m i t i d o  que u m  .job " u l t r a p a s -  

s e "  o u t r o ,  na f i l a  de e s p e r a ;  n e s s e  c a s o ,  o ? roblema r e c e b e  



o nome de Pe rmuta t ion  Flow Shop S c h e d u l i n g ,  e  é e s s e  o  caso 

que s e r á  e s t u d a d o  n e s s e  t r a b a l h o .  Com e s s a s  r e s t r i ç õ e s ,  a  s o  - 

l u ç ã o  de u m  problema de Flow Shop Schedu l ing  c o n s i s t e  s i m ? l e s  

mente em uma permutação de j o b s ,  i s t o  é, uma ordenação  sob a  

qual  os j o b s  devem s e r  submet idos  ã s  máquinas.  

Vamos i l u s t r a r  e s s e s  f a t o s  a t r a v é s  de u m  exemplo. 

Cons ide re  u m  problema de Flow shop Schedu l ing  com os dados :  

I JOBS I 

Fig .  5 . 1  - Tempos de processamento  de um nroblema de 

Flow shop s c h e d u l i n g  

O p rocessamento  dos jobs  na ordem J 1  - J 2  - J 3  - J 4  

pode s e r  r e p r e s e n t a d o  conforme o diagrama aba ixo :  



Fig .  5 .2  - Diagrama de u m  processamento  de Flow-shop 

s c h e d u l i n g  

Neste  exemplo,  o tempo t o t a l  de processamento  6 da- 

do Por  C m a x  = 2 6 ,  e  a  soma dos tempos de p rocessamen to ,  

5 . 1 . 2 .  A r e s t r i ç ã o  "no w a i t "  
--i ---- 

E m  algumas a p l i c a ç õ e s ,  dependendo da n a t u r e z a  do t r a  

ba lho  e x e c u t a d o ,  pode s e r  e s s e n c i a l  que não se jam fo rmadas ,  d u  

r a n t e  o  p rocessamen to ,  as chamadas " f i l a s  de e s p e r a "  de j o b s ;  

por  exempl o ,  quando s e  t r a b a l h a  com mercador i  as p e r e c i  vei s  , ou 

em s i d e r u r g i a ,  quando a  t e m p e r a t u r a  d o  m a t e r i a l  não pude cai  r  

aba ixo  de c e r t o s  n T v e i s ,  Esses  f a t o s  j u s t i f i c a m  a  i n t r o d u ç ã o ,  

nos problemas em p a u t a ,  de uma r e s t r i ç ã o  chamada "no wai t "  , que 

e s t a b e l e c e :  o  i n s t a n t e  de i n i c i a r  o  processamento  de u m  j o b ,  



n a  m á q u i n a  M 1 ,  d e v e  s e r  t a l  q u e  p e r m i t a  q u e  e s t e  n r o c e s s a m e n -  

t o  s i g a  i n i n t e r r u p t o ,  a t é  o  s e u  t e r m i n o ,  na  ú l t i m a  m á q u i n a .  

T a l  p r o c e d i m e n t o  p o d e  s e r  i l u s t r a d o  num p r o b l e m a  

com o s  mesmos d a d o s  do e x e m p l o  a n t e r i o r  ( f i g .  5 .  I ) ,  i n s e r i n -  

d o - s e ,  c o n t u d o ,  a  c o n d i ç ã o  " n o  wai  t " .  E n t ã o ,  o  p r o c e s s a m e n t o  

da  s e q u ê n c i a  J 1  - J 2  - J 3  - J 4  f i c a r i a  c o n f o r m e  o  d i a g r a m a  

da f i g u r a  5 .  3: 

F i g .  5 . 3  - Diagrama  de u m  p r o c e s s a m e n t o  de  F l o w - s h o p  

s c h e d u l i n g  com a  r e s t r i ç ã o  " n o  w a i t " .  

N e s s e  c a s o ,  C m a x  = 2 7  e  l C j  = 1 4  c 1 7  c 2 3  c 2 7  = 8 1 .  

5 . 1 . 3 .  P o s i ç ã o  na l i t e r a t u r a  - - 

P r o v a v e l m e n t e ,  o  p r i m e i r o  a r t i g o  q u e  t r a t o u  de  p r o  

b l e m a s  de  F l o w - s h o p  S c h e d u l i n g  f o i  o  de J o h n s o n  [ 1 3 ] ,  em 1954, 



q u e  d e s e n v o l v e u  um a l g o r i t m o ,  com c o m p l e x i d a d e  O ( n  l o g  n )  q u e  

r e s o l v e ,  d e  f o r m a  ó t i m a  o  p r o b l e m a  F2 / /  C,,,. M a i s  t a r d e ,  

G a r e y  e t  a 1  [ 1 4 ]  e L e n s t r a  [ 1 0 ]  m o s t r a r a m  q u e  F 3  / /  C m a x ,  

F 2 / r j / C m a x  e  F 3 / t r e e / C m a x  s ã o  N P - c o m p l e t o s .  E m  1 9 7 2  , R e d d i  

e  R a m a m o o r t h y  [ 1 5 ]  , b a s e a d o s  em G i  l m o r e  e  Gomory [ 1 6 ]  c o n s  - 
2 t r u i  r a m  um a l g o r i  tmo com c o m p l e x i d a d e  O ( n  ) p a r a  F2/no wait /Cmax 

e  L e n s t r a  [ 1 0 ]  m o s t r o u  q u e  F / n o  w a i t / C m a x  e F / n o  w a i t / C C  
j 

s ã o  N P - C o m p l e t o s .  Os p r o b l e m a s  F 3 / n o  w a i t / C m a x  e  F2/no wait/CC 
j 

e s t ã o  a i n d a  em a b e r t o ,  a p e s a r  d o  p r e m i o  o f e r e c i d o  p o r  L e n s t r a  

p a r a  quem c o n s t r u i s s e ,  p a r a  e l e s ,  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a l m e n t e  

l i m i t a d o s .  P a p a d i m i t r i o u  e t  a 1  [ 2 5 ]  m o s t r o u  q u e  

F 4 / n o  w a i  t / C m a x  é NP-Compl e t o .  

5 . 1 . 4 .  0 s  p r o b l e m a s  p r o p o s t o s  
- -  - --. - 

N e s t e  c a p y t u l o  v a m o s  d e s c r e v e r  a s  p e r m u t a ç õ e s  de j o b s ,  

p a r a  p r o b l e m a s  d e  F l  o w - s h o p  S c h e d u l i n g ,  q u e  m i n i m i z a m  C,,, e  

B C j  , t a n t o  em p r o b l e m a s  s u j e i t o s  à r e s t r i ç ã o  " n o  w a i t "  como p a  

r a  a q u e l e s  em q u e  e s s a  r e s t r i ~ ã o  n ã o  e x i s t e ,  p o r é m ,  em t o d o s  

o s  c a s o s ,  com uma c o n d i ç ã o  a d i c i o n a l :  d e  q u e ,  p a r a  c a d a  j o b ,  o  

t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  s e j a  o  mesmo em q u a l q u e r  m á q u i n a .  D i t o  

d e  o u t r a  f o r m a ,  s e  p i j  r e p r e s e n t a  o  t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d o  

j ob  J i  , 2  , . . n ,  n a  m á q u i n a  M j ,  j = 1 , 2  ,..., m ,  a  r e s t r i  

ç ã o  e x i g e  q u e  

Com e s s a  r e s t r i ç ã o ,  o s  p r o b l e m a s  d e  F l o w - s h o p  

S c h e d u l i n g  s e  t o r n a m  p o l  i n o m i a l m e n t e  l i m i t a d o s ,  em g e r a l  com 

c o m p l e x i d a d e  O ( n  l o g  n )  , c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i  t m o  q u e  o r d e n a  

o s  j o b s  s e g u n d o  a  p e r m u t a ç ã o  e s p e c i  f i  c a d a .  



Uma v e z  q u e ,  p a r a  e s s e  t i p o  d e  p r o b l e m a ,  o  t e m p o  d e  

p r o c e s s a m e n t o  é c o n s t a n t e  p a r a  c a d a  j o b ,  s u g e r i m o s  i n c l u i r ,  n a  

n o t a ç ã o ,  o  s i m b o l o  " p i "  n o  s e g u n d o  p a r â m e t r o .  Vamos,  p o r t a n -  

t o ,  a n a l i s a r  o s  p r o b l e m a s  F / n o  w a i t , p i / C m a x ,  

F / n o  w a i t ,  p i  / L C j  . F / p i / C m a x  e F / p i / L C j .  

5 . 2 .  O P r o b l e m a  F / n o  w a i t ,  p i / C m a x  

5 . 2 . 1 .  D e f i n i ç ã o  d o  p r o b l e m a  -- - - ---- 

O p r o b l e m a  a p r e s e n t a d o  n e s t e  i t e m  p o d e  s e r  d e f i n i d o  

d a  s e g u i n t e  f o r m a :  d a d a s  m m á q u i n a s  M 1 ,  M 2  , . . . , M m y e  n  

j o b s  J 1  , J 2  ,. . . , J n y  com p i  r e p r e s e n t a n d o  o  t e m p o  d e  p r o  - 

c e s s a m e n t o  d o  j o b  J i y  i = 1 , 2  . n  em q u a l q u e r  m á q u i n a ,  d e  - 

t e r m i n e  a  p e r m u t a ç ã o  d e  j o b s  q u e  m i n i m i z a  o  t e m p o  t o t a l  d e  

p r o c e s s a m e n t o ,  C m a x ,  num p r o c e s s a m e n t o  d o  t i p o  F l o w - s h o p  

S c h e d u l i n g ,  com a  r e s t r i ç ã o  " n o  w a i t " .  

Vamos m o s t r a r  q u e  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  O ,  t a l  q u e  

p a r a  q u a l q u e r  k E ( 1  , 2  ,..., n } ,  é ó t i m a .  D e v e - s e  n o t a r  q u e  

e s s a  c l a s s e  d e  p e r m u t a ç õ e s  i n c l u i  

> . . .  P o ( i )  2 P o ( 2 )  - P o ( n )  p a r a  k = l .  

Vamos m o s t r a r  a i n d a ,  q u e ,  p a r a  q u a l q u e r  d e s s a s  p e r  

m u t a ç õ e s ,  



Como e s s a s  p e r m u t a ç õ e s  podem s e r  o b t i d a s  com c o m p l e  - 

x i d a d e  O ( n  l o g  n ) ,  e s s a  é a  c o m p l e x i d a d e  d a  r e s o l u ç ã o  d o  p r g  

b l e m a .  

5 . 2 . 2 .  C á l c u l o  d e  C,,% 
- - - 

'max ( o ) ,  o  t e m p o  g a s t o  p e l a  e x e c u ç ã o  d o s  n  j o b s  

n a s  m m á q u i n a s ,  q u a n d o  o s  j o b s  e s t ã o  d i s p o s t o s  s e g u n d o  uma 

p e r m u t a ç ã o  o ,  p o d e  s e r  e s c r i t o  como a  s o m a  d e  d u a s  p a r c e l a s :  

o  t e m p o  em q u e  a  m ã q u i n a  M m  e s t e v e  o p e r a n d o  e  o  t e m p o  em q u e  

e s t a  m ã q u i n a  e s t e v e  p a r a d a .  A p r i m e i r a  p a r c e l a  é d a d a  p o r  

e  i n d e p e n d e  d a  p e r m u t a ç ã o ;  p a r a  o  c á l c u l o  d a  s e g u n d a  p a r c e l a ,  

f a ç a m o s  d ( o ( i - 1 ) ,  o ( i ) )  d e s i g n a r  o  t e m p o  d e c o r r i d o  e n t r e  o  f i  

n a 1  d o  p r o c e s s a m e n t o  d o  j o b  Jo(i.l) n a  m ã q u i n a  M m ,  e o  i n T  - 

c i o  d o  p r o c e s s a m e n t o ,  n e s s a  m á q u i n a ,  d o  j o b ,  J o ( i )  c o n f o r m e  p o  - 
d e m o s  v e r  n a  f i g u r a  5 . 4  a b a i x o  



FTg. 5 . 4 .  D e f i n i ç ã o  d e  d ( a ( i - l ) , a ( i ) )  

Admit indo,  por  c o n v e n i ê n c i a ,  
p o ( o )  

= 0 ,  podemos e s -  

c r e v e r  

Claramente ,  d ( o ( o ) ,  o ( 1 ) )  = ( m - l ) p , ( , )  

Para c a ' l c u l a r  d ( . o ( i - 1 ) ,  o ( i ) )  devemos a d m i t i r  d o i s  c a s o s :  

Nesse c a s o ,  temos a  s i t u a ç ã o  most rada  na f i g u r a  5.5 

a s e g u i r ;  



Fig.  5 . 5 .  d ( a ( i - l ) , a ( i ) ) =  ( m - l ) ( p  o ( i )  - P ~ ( i - l ) )  

de onde decor re  imedia tamente ,  

i )  ' ( i ) )  = ( m - ' ) ( ~ o ( ~ )  - P o ( i - l l  1 

20  caso:  p , ( i - l )  -- ' P o ( i )  

A s i t u a ç ã o  pode s e r  i l u s t r a d a  pela  f i g u r a  5 . 6 ,  

Fig.  5 . 6 .  d ( ~ ~ ( i - l ) ~ o ( i ) )  = 0 



"onde s e  vê ,  c l a r a m e n t e ,  

d ( a ( i - 1 )  , a ( i ) )  = O 

Podemos, e n t ã o ,  e s c r e v e r ,  pa ra  q u a l q u e r  c a s o ,  

l evando  e s s e  r e s u l t a d o  em ( 5 . l ) ,  temos a s e g u i n t e  ex-  

p r e s s ã o  p a r a  C m a x :  

5 . 2 . 3 .  U m  l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  C,,, 

p a r a  q u a l q u e r  permutação a .  

Prova: 

Por ( 5 . 3 ) ,  pa ra  p r o v a r  o  Lema 5 . 1 ,  é s u f i c i e n t e  mos- 

p a r a  q u a l q u e r  permutaçiio o ,  o  que pode s e r  f e i t o  p o r  i ndução .  



P a r a  n = l ,  t r i v i a l m e n t e  

Suponha, ak~ora ,  que a t e s e  s e j a  verdade i ra  para  n = l ,  i s t o  é, 

suponha que 

somando-se max { o ,  P o ( n )  - p o ( n - l )  1 de cada l a d o ,  

v em 

n 
1 max {o, P,(i) - P ~ ( ~ - ~ ) ~  2 max { P ~ ( ~  ) 1 + max { O > P ~ ( ~ ) - P ~ ( ~ - ~ )  1 

i  = l  1 <i <n-1 - - 

Consideremos, e n t ã o ,  as  duas hi p6 teses  poss rve i  s :  

Nesse ca so ,  

Logo 

n 
1  > max { P ~ ( ~ ) }  + max { P ~ ( ~ ) '  - Po(n-l) C {O,Po(i) - Po(i - l )  - l<i<n- l  i = l  - - 1 <i <n - - 



Como 

s e g u e - s e  

max { o , P ~ ( ~ )  - p a ( i - l )  ) 2 max 
i = l  l < i  - - <n { p a ( i ) '  

N e s s e  c a s o ,  

max p a i  = max 
1  < i  <n { p a ( i  1 '  

L o g o  

F i n a l m e n t e ,  como 

p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  a, a t e s e  s e g u e - s e  i m e d i a t a m e n t e .  

5 . 2 . 4 .  A p e r m u t a ç ã o  õ t i m a  - 

N e s t e  i t e m ,  vamos m o s t r a r  q u e ,  em um p r o b l e m a  



'F /no w a i t ,  p i / C m a x ,  a  so lução  Ôtima corresponde a  qua lquer  pe r  

mutação a  t a l  que 

para  qua lquer  k E { 1 , 2 , .  . . , n ) ;  e  que qua lquer  permutação d i f e  - 
r e n t e  dessas  corresponde a uma so lução  não Ótima. 

Para s imp l i c idade  de no tação ,  dizemos que uma permutação a  s a  

t i s f a z  à Condição 1 s e  

pa ra  algum k E 1 2 . .  n .  E ,  uma permutação a  s a t i s f a z  

Condição 2 ,  caso c o n t r a r i o ,  i s t o  é, se  e x i s t i r e m  r<k e  s > k ,  

k E {2 ,3 , .  . . , n - 1 )  t a i s  que 

Lema 5 . 2  

Se a  s a t i s f a z  a Condição 1 ,  en tão  

n 
max { o ,  P a ( l )  - p a ( i - l )  1 = max { p i }  

i  = l  1 < i  < n  - - 

Prova: 



Logo 

Mas, a i n d a  p o r  h i p ó t e s e ,  

= max p 1 = max { p i }  
1 < i < n  - 1  <i  cn - - 

P o r t a n t o  

1 = max { p i }  
i  = l  - 1  - 

Levando e s s e  r e s u l t a d o  no Lema 5 . 1 ,  podemos c o n c l u i r  q u e ,  s e  

uma pe rmu tação  o  s a t i s f a z  a  Cond i ção  1 ,  

n 
'ma, ( o )  = ( 1 )  max { p i l  + 2 pi 

1  < i  < n  - - i = l  

e  e s s e  r e s u l t a d o  e o  m e l h o r  p o s s i v e l .  

Lema 5 . 3  

Se uma pe rmu tação  s a t i s f i z e r  ã Condição  2, e n t ã o  



P r o v a :  

Se  a s a t i s f i z e r  à C o n d i ç ã o  2 ,  i s t o  e ,  s e  e x i s t i r e m  

r<k e s > k  com P o ( r )  ' " a ( k )  e P a ( k )  P a ( ~ )  p a r a  a l g u m  

k E { 2 , 3 ,  ..., n - 1 1 ,  podemos  a f i r m a r  i m e d i a t a m e n t e  q u e  

< max l p a ( i  ) '  ( 5 . 5 )  e  
P a ( k )  l < i < k - 1  - - 

c max 
k + l c i < n  { ~ a ( i  ) '  

( 5 . 6 )  

P o r  o u t r o  l a d o ,  l e v a n d o  em c o n t a  q u e  

podemos e s c r e v e r  

De ( 5 . 4 )  s a b e m o s  q u e  



s u b s t i t u i n d o  em ( 5 . 7 ) ,  vem 

n  
b= max { P ~ ( ~ ~ }  - P + max {P,(~)} C {O,po(i )-PI(I-I ) - l < i < k - l  ( 5 4  

i = l  - - o(k)  k+ l< i<n  - - 

O r a ,  de  ( 5 . 5 )  e  ( 5 . 6 )  t e m o s  q u e  

s u b s t i t u i n d o - s e  o  m a i o r  d e l e s  p o r  max {po(i) } em ( 5 . 8 )  e  e f e  - 
1  < i  <n  - .. 

t u a n d o 1  a  s u b t r a ç ã o  do  m e n o r  com 
P o (  k  

( q u e  é p o s i t i v a ,  P o r  

( 5 . 5 )  e  ( 5 . 6 ) ) , s e g u e - s e ,  de ( 5 . 8 ) :  

1 max CQ,p 1 > max 
i = l  - 1  ~ < i < ~  - - { p o ( i ) }  

o u  s e j a  

i max { O , P ~ ( ~ )  1 > max { p i }  
i = l  - ( - 1 )  I < i < n  - - 

L e v a n d o  e s s e  r e s u l t a d o  n o  Lema 5 .1 ,  podemos c o n c l u i  r 

q u e ,  s e  a  p e r m u t a ç ã o  o s a t i s f i z e r  a C o n d i ç ã o  2,  e n t ã o  

Resumindo ,  podemos a f i r m a r  q u e  o  p r o b l e m a  F / n o  w a i t ,  

p i  "max t e m  

* n  
'max = ( I )  max {p i  1 + 1 pi 

7 < i  <n  - - i = l  



e  e s s e  r e s u l t a d o  c o r r e s p o n d e  à s  pe rmu tações  a que s a t i s f a z e m  à 

Condição  1 .  O p rob lema pode s e r  r e s o l v i d o ,  p o r t a n t o ,  com comple - 
x i d a d e  O ( n 1 o g n ) .  

5 . 3 .  O Problema F/no w a i t ,  pi /CCi 

5 . 3 . 1 .  D e f i n i c ã o  do ~ r o b l e m a  

Da mesma forma que no i t e m  a n t e r i o r ,  vamos e x a m i n a r  u m  

problema de Flow-shop S c h e d u l i n g ,  com n j o b s  e  m mãquinas  , 

com p i  r e p r e s e n t a n d o  o  tempo de p r o c e s s a m e n t o  do j o b  J i  em 

q u a l q u e r  máqu ina ,  a i n d a  com a  r e s t r i ç ã o  "no  w a i t " ,  porem d e s t a  

v e z ,  p r o c u r a n d o  m i n i m i z a r  a  soma dos  tempos de p r o c e s s a m e n t o .  

Vamos m o s t r a r  que a  soma Õtima dos tempos de p r o c e s s a -  
* 

mento ,  Ccj  , v a l e  

e  que  e s s e  r e s u l t a d o  c o r r e s p o n d e  a  uma pe rmu tação  o t a l  que 

Da mesma forma que no i t e m  a n t e r i o r ,  a complex idade  

da r e s o l u ç ã o  d e s s e  p rob lema O ( n 1 o g n )  

5 . 3 . 2 .  Uma e x p r e s s ã o  p a r a  Ici  

Na f i g u r a  5 . 7 ,  a b a i x o ,  v ê - s e  c l a r a m e n t e  que  



-- 

F i g .  5 .7 .  C á l c u l o  de C i (o )  

'-i(') = + d ( ' ( i - l ) g  ' ( i ) )  + P,(i) , i = 2 , 3  ,. . .  , n  

L e v a n d o  em c o n t a  q u e  

- 
Cdl - "'(1) 

e  q u e ,  p o r  ( 5 . 2 ) ,  c o n v e n c i o n a n d o  
P'(o) 

= o, 

) ¶ o ( i  ) = (m-1 )  max { O Y P ' ( ~ )  - P,(i-1) 1 , i = 1 , 2  ,..., n, 

podemos e s c r e v e r  



k 
~ ~ ( 0 ) .  1 P 1 po( l  ) + m a x { 0 * ~ ~ ( 2 ) - P , ( 1 )  [ i i.. .+ m a x i ~ , P ~ ( ~ ) - P , ( ~ - ~  ) i ]  

i  =l 

somando membro a  membro, e lembrando que % ( a )  = 0 ,  vem 

O U ,  a i nda ,  

n n i  n i 
E C1 ( O )  = 1 1 P,(k) + (m-1) E 1 {O,p,(k) - b(k-1)  i 

i  =l i = l  k=l i = l  k=l 

Por conveniência de notação,  faça.mos 

E m  s equenc i a ,  vamos mos t ra r  que a  permutação a  que sa  

t i s f a z  

< ... Po(1)  2 Pa(2)  - 5 P , (n )  



é a  ú n i c a  p e r m u t a ç ã o  q u e  m i n i m i z a  fn e  tambgm é a  ú n i c a  p e r  - 
m u t a ç ã o  q u e  m i n i m i z a  gn .  

5 . 3 . 3 .  A p e r m u t a ç ã o  Ó t i m a  p a r a  fn 

Lema 5 . 4  

C o n s i d e r e  d u a s  p e r m u t a ç õ e s ,  u e  ii, n a s  s e g u i n t e s  

c o n d i  ç õ e s  : 

b )  e x i s t e  j E {1,2,. . . , n - 1 )  t a l  q u e  P n ( j )  ' P n ( j t 1 )  

P r o v a  -- 

o u  s e j a  

De i m e d i a t o ,  



p o i s  o  p r i m e i r o  é a  soma dos  j m e n o r e s  e l e m e n t o s  de 

{p l  ,p2 ,. .., p n l  , e  o  s e g u n d o  n ã o  é. P o r  o u t r o  l a d o ,  a i n d a  

p e l o  f a t o  de q u e  I p a ( k )  é s e m p r e  a soma dos  m e n o r e s  e l e m e n -  

t o s ,  

D e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  

O U  s e j a ,  

f nW ' f n ( n ) *  

5 .3 .4 .  A p e r m u t a ç ã o  Õ t i m a  p a r a  g, 

O Lema 5 . 5 ,  em s e g u i d a ,  f o r n e c e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a  - 

r a  9, L o g o  a p ó s ,  vamos m o s t r a r  que  e s s e  l i m i t e  6 a t i n g i  d o  

q u a n d o  (Lema 5 . 6 )  e  s ó  q u a n d o  (Lema 5 . 7 )  a  p e r m u t a ç ã o  a  é t a l  

q ue 

Lema 5.5 

n  
g n ( o )  2 1 pi p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  o 

i = I  



P r o v a  

P o r  ( 5 . 1 0 )  

Como max {O, p a ( k )  - p ( k - l )  o % ( k )  - p a ( k - l )  

podemos e s c r e v e r  

n  
g n ( o )  2 1 pi q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  p e r m u t a ç ã o  o. 

i=l 

Lema 5.6 

Se a  p e r m u t a ç ã o  a  f o r  t a l  q u e  

e n t ã o  



P r o v a  

b ( k - 1 )  5 % ( k )  p a r a  t o d o  k = 1  ,2 ,... , n, s e -  

g u e - s e  

max CO,p 
aCk - b ( k - i ) }  = % ( k )  - b ( k - 1 )  

Logo ,  podemos e s c r e v e r  

Lema 5 . 7  

Se a  p e r m u t a ç ã o  a  f o r  t 

t a l  q u e  p ~ ( j - l ]  > p ~ ( j ) 9  e n t ã o  

P r o v a  
. - .  

P o r  ( 5 . 1 0 ) ,  

que  e x i s t e  j E {2 ,3 . .  ,n}  
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vem 

F ina lmen te ,  como, po r  hi p õ t e s e ,  p > p o (  ) .  s e g u e - s e  

d e c o r r e n d o ,  imedia tamente  

i s t o  é, 

o u S  a inda  

Resumindo, podemos a f i r m a r  que o problema 

F / n o  w a i t ,  p 1 / I c j  tem 

e  e s s e  r e s u l t a d o  c o r r e s p o n d e  a  uma permutação o que s a t i s f a z  

a  condição  



como e s s a  p e r m u t a ç ã o  p o d e  s e r  o b t i d a  em O ( n 1 o g  n ) ,  e s s a  é a  

c o m p l e x i  d a d e  da s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a .  

5 . 4 .  O P r o b l e m a  F/pi/Cmax 

5 . 4 . 1 .  D e f i n i ç ã o  do p r o b l e m a  

N e s t e  i t e m  vamos e s t u d a r  o  p r o b l e m a  de F l o w - s h o p  

S c h e d u l i n g ,  com n  j o b s  e  m  m á q u i n a s ,  o n d e  pi r e p r e s e n t a  o  

t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  do  j o b  Ji em q u a l q u e r  m á q u i n a ,  e  n o  

q u a l  p r o c u r a m o s  m i n i m i z a r  o  t e m p o  t o t a l  de p r o c e s s a m e n t o ,  como 

n o  i t e m  5 . 2 ,  p o r é m ,  d e s t a  v e z ,  sem a  r e s t r i ç ã o  " n o  w a i t " .  

Vamos m o s t r a r  q u e ,  q u a l q u e r  que  s e j a  a  p e r m u t a ç ã o  

s o b  a  q u a l  d i s p o m o s  o s  j o b s ,  o  t e m p o  t o t a l  de p r o c e s s a m e n t o ,  

'max* s e r á  s e m p r e  o  mesmo 

'max = ( - 1 )  max { p i l  + pi 
1 < i  <n  - - i = l  

o  q u e  d á  p a r a  a  s o l u ç ã o  d e s s e  p r o b l e m a ,  a  c o m p l e x i d a d e  O ( n ) .  

E s t e  r e s u l t a d o  f o i  também o b t i d o  p o r  C h i n  e t  a 1  [ 2 4 ]  , d e  f o r  - 
ma i n d e p e n d e n t e .  

5 .4 .2 .  C á l c u l o  de C m a x  -- 

P a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o ,  f a ç a m o s  T ( k , i )  o  i n s t a n  - 
t e  em que  t e r m i n a  o  p r o c e s s a m e n t o  do  j o b  Ji n a  m á q u i n a  Mk. 

Dessa  f o r m a ,  C m a x  ( a )  = T ( m , o ( n ) )  é o  i n s t a n t e  do  t g r m i n o  

do  p r o c e s s a m e n t o  de  n  j o b s ,  d i s p o s t o s  s e g u n d o  uma p e r m u t a ç ã o  

o. Dudek e  Te tu ton  [ 1 7 ]  f o r n e c e r a m  uma r e l a ç ã o  d e  r e c o r r e n c i a  



1 0 8  

p a r a  o  c ã l c u l o  de  T ( k , a ( i ) ) ,  

T ( k , o ( i ) )  = max { T ( k - l , o ( i ) )  , T ( k , o ( i - 1 ) ) )  + , 

p a r a  o  p r o b l e m a  de  F l o w - s h o p  S c h e d u l i n g  com t e m p o s  de p r o c e s -  

s a m e n t o  q u a i s q u e r ;  n a  e x p r e s s ã o  . a c i m a ,  p k  ) r e p r e s e n t a  o  

t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  d o  j o b  Ja( i )  n a  m á q u i n a  M k .  A d a p t a n -  

do  t a l  e x p r e s s ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  em p a u t a ,  vem 

T ( k , o ( i ) )  = max { T ( k - 1  , o ( i ) )  , ( k , ( - 1  p  , k = 1 , 2 , .  . . ,m 

i = 1 , 2 , . . . , n  

Como o  a u x í l i o  d e s s a  e x p r e s s ã o ,  vamos c a l c u l a r ,  n o  

Lema 5 .8 ,  o  v a l o r  de C m a x  = T (m , s ( n ) )  . 

Lema 5 . 8  

n  

p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  G. 

P r o v a  

P o r  i n d u ç ã ' o  em m  e  n .  



Para m=l 

o  que t r i v i a l m e n t e  ve rdade i ro .  

Para n=l  

~ ( k , o ( ~ ) )  = ( k - 1 )  max {p I +  P , ( ~ )  = k , k = 1 , 2  ,..., m 
1 - <i - <l " ( i )  i=l  

o  que tambzm e t r i v i a l m e n t e  ve rdade i ro .  , 

Suponha agora que o  lema s e j a  ve rdade i ro  para m-1 e  

n - 1  , i  s t o  g,  suponha que 

T ( m - 1  , o ( n ) )  = ( m - 2 )  rnax 
1 - < i  - < n  {po(  i  ) ' +  i = l  1 P o ( i )  

T ( ( n - 1 ) )  = ( - 1  rnax 
I < i < n - l  - { p o ( i ) '  i  1 = l  P o ( i )  

De (5 .11 )  temos 

Consideremos as duas h i p õ t e s e s :  

I s s o  impl ica  em 

= rnax p rnax I P , ( ~ ) }  
' o  ~ < i < n  - - l < i < n - 1  - 



110 

Então ( 5 . 1 2 )  pode s e r  e s c r i t o  

n - 1  
T ( m - l ; ~ ( n ) )  = ( m - 2 )  max { P O (  i )  + ma' P o ( i )  

1  - < i  - < n  ' +  i  1 = l  P o ( i )  I < i < n  - - 

Comparando com (5 .13)  segue-se  

TCm-1 ,o(.n)) 2 T(m,o(n-1))  

U t i l i z a n d o - s e  ( 5 . 1 4 )  vem 

T(m,cr(n))  = T(m-1 , o ( n ) ) +  p d n )  

T ( m , o ( n ) )  = (m-1) max { P , ( ~ )  + i P o ( i )  
l < i < n  - - i  = l  

I s s o  impl ica  em 

max > = max 
1  s i -a-1 { ' ~ l i ~  l < j c n  { p o ( j l '  ' Pn(n)  
d - - - 

Então (5.13)  pode s e r  e s c r i t o  



T ( m ,  o ( n - 1 ) )  = (m-2) max {p + max {po(i ) 1 (5.17) 
l< i  - m <n " ( i )  + i= l  Po ( i )  1<iCn - - 

Como max j p o ( i  ) I segue-se  
I < i < n  - - 

decorrendo,  de ( 5 . 1 2 )  e  ( 5 .17 )  

T ( m , a ( n - l ) )  > T(m-1, ~ ( n ) )  

Levando e s s e  r e s u l t a d o  em ( 5 . 1 4 ) ,  vem 

T ( m , o ( n ) )  = T(m,o (n -1 ) )  + p 0) 

T(m,o(.n)) = ( m - 1 )  rnax {p,( 
l < i < n  - - 

n 
T ( m , o ( n ) )  = (m-1) rnax 

1 - < i  - < n  I p o (  i  ) 
+ i  I = l  p o ( i )  

Como e s s e  r e s u l t a d o  f o i  encontrado sem que f o s s e  ex i  - 
- 

g ida  qua lquer  r e s t r i ç ã o  2 permutação o ,  segue-se  que e l e  e  

vã1 i d o  para  qua lquer  permutação o ,  encerrando a  demonstração. 

Coro1  ã r i  o - 
* n 

'ma x = ( m - 1 )  max { p i } +  p i  1  - <i - < n  i = l  



Prova 

De f a t o ,  como 

e  como Cmax(o) = T ( m , o ( n ) ) ,  s egue - se ,  d o  Lema 5 . 8 ,  que 

T ( m , o ( n ) )  = ( m - 1 )  max { p i l  + i p i  
l < i < n  i  =1 

r e s u l t a d o  e s s e  ve rdade i ro  para qua lquer  permutação o ,  seguin  - 
do-se imediatamente 

n 

Cmax(o) = 'max * = (m- i )  max I p i }  + p i  
1 < i  - < n  - i  = l  

Então o problema F / p i / C m a x  pode s e r  r e s o l v i  d o  com 

csmplexi dade O ( n )  . 

5.5 .  O Problema F / p i / l C .  .I 

5 . 5 .1 .  Def in ição d o  problema 

Como no i tem a n t e r i o r ,  vamos e s t u d a r  o problema de 

Flow-shop Schedul ing ,  com n jobs  e  m máquinas, onde p i  re  

p r e sen t a  o tempo de processamento do  j o b  J i  em qua lquer  má - 

q u i n a ,  tambem sem a  r e s t r i ç ã o  "no w a i t " ,  procurando minimi- 

z a r ,  de s t a  vez ,  a  soma dos tempos de processamento,  l C j .  



e 

Vamos m o s t r a r  q u e ,  n e s s e  c a s o ,  a  s o l u ç ã o  Õt ima  e  

e x a t a m e n t e  a  mesma q u e  p a r a  o  p r o b l e m a  F / n o w a i t ,  p i / l C j ,  i? 

to  e ,  

v a l o r  c o r r e s p o n d e n t e  u n i c a m e n t e  a  uma p e r m u t a ç ã o  a t a l  q u e  

5 . 5 . 2 .  Um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  L C i  

O Lema 5 . 9 ,  n o s  f o r n e c e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  IC 
j 

Lema 5 . 9  

q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  p e r m u t a ç ã o  a .  

P r o v a  -- 

S e g u n d o  a  n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  no  i t e m  5 . 4 ,  vem 

Mas, d e  ( 5 . 1 1 )  

T ( m , o ( i ) )  = max IT(m- l ,o ( i ) )  T (m,o ( i - I ) )}  + paci l  , i=1 ,2  ,..., n 



de onde  d e c o r r e  

n n  
1 C i (o )  = E max { T ( m - l , o ( i ) )  , T ( m , o ( i - l ) ) }  + 1 pi 
i = I  i = l  i = l  

Podemos,  p o r t a n t o ,  e s c r e v e r  
I 

P o r  o u t r o  l a d o ,  d o  Lema 5 . 8 ,  vem 

o  q u e  i m p l i c a  em 

S u b s t i t u i n d o - s e  em ( 5 . 1 8 )  s e g u e - s e  

5 .5 .3 .  A p e r m u t a ç ã o  Õ t i m a  



e n t ã o  

e  e s s a  a  Ünica permutação que f o r n e c e  e s s e  r e s u l t a d o .  

Prova 

De f a t o ,  s e  

o  processamento  dos j o b s  obedece à condição  "no w a i t " ,  e  j ã  

v i m ~ s  ( i t e m  5 . 3 )  q u e ,  n e s s e  c a s o ,  

Por o u t r o  l a d o ,  p e l o  Lema 5 . 4 ,  vimos também que a  

permutação a nas condições  da h i p õ t e s e  a  Única que minimi A 

Concluimos,  p o r t a n t o ,  que o problema F I ~ ~ I E C ~  tem 

s o l  ução 

e  e s s a  s o l u ç ã o  co r responde  a  uma permutação a t a l  que 

< ... b ( i )  5 ' ~ ( 2 )  - 5 P.(n) 

d e c o r r e n d o ,  p o r t a n t o ,  que o  problema pode s e r  r e s o l v i d o  com 

complexidade O(n log  n ) .  



C A P ~ P U L O  V I  

CONCLUSÕES --. 

Para e n c e r r a r  e s t e  t r a b a l h o ,  g o s t a r í a m o s  de ap resen  - 
t a r ,  n e s t e  Último c a p ' i t u i o ,  s u g e s t õ e s  de l i n h a s  de p e s q u i s a s ,  

que v i s a s s e m ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  uma g e n e r a l i z a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  

aqu i  o b t i d o s .  

No c a p f t u l o  111, f o i  f o r n e c f d o  um novo l i m i t e  i n f e -  

r i o r  pa ra  o  tempo t o t a l  de p rocessamen to ,  nos problemas R/ /Cmax ,  

com m maquinas e  n j o b s  

L 

j = 1  min { p i j l  
i  

1 i m i t e  e s s e  que v e i o  s e  j u n t a r  ao j ã  conhecido  

* n 
> - 'max - m i = l  min j { p i j 1  

Com a  u t i l i z a ç ã o  d e s s e  segundo l i m i t e  foram c o n s t r u i  - 
dos a l g o r i t m o s  ( I b a r r a  e  Kim [ I 2 1  ) , com tempo de proceçsamen - 
t o  C,,,, t a i s  que 

Nossa s u g e s t ã o  é no s e n t i d o  de a p r o v e i t a r  tambêm o 

p r i m e i r o  l i m i t e  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  de a l g o r i t m o s  para R / / C m a x ,  

com q u a l i d a d e  melhor  que a  d e s c r i t a  em 6 . 1 .  



No C a p y t u l o  I V  f o i  m o s t r a d o  que ,  s e  num p r o b l e m a  

R2/ /Cmax,  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o s  t e m p o s  de p r o c e s s a m e n t o  de  c a d a  

j o b  Ji n a s  d u a s  m ã q u i n a s ,  pi e  qi, f o r  t a l  q u e ,  num g r á f i  - 
co  c a r t e s i a n o ,  os  p o n t o s  (pi ,q i)  s e  s i t u a r e m  s o b r e  uma r e t a  

(q i  = ap i  + B ) ,  e n t ã o  é p o s s i v e l  c o n s t r u i r  um a l g o r i t m o  com 

q u a l i d a d e  

L max 3 - < -  

S u g e r i m o s ,  p o r t a n t o ,  e x a m i n a r  os  p r o b l e m a s  R2/ /CmaX,  

n o s  q u a i s  o s  t e m p o s  d e  p r o c e s s a m e n t o  obedeçam a  o u t r a s  r e l a -  

ç õ e s ,  com o s  p o n t o s  (p i ,q i )  s e  s i t u a r e m  s o b r e  o u t r a s  c u r v a s  

( p a r á b o l a s ,  e x p o n e n c i  a i s ) .  Ou, a i n d a ,  c a s o  os  p o n t o s  ( p i  ,qi) 

s e  s i t u a r e m  a p r o x i m a d a m e n t e  s o b r e  uma r e t a  (com p e q u e n a  d i s -  

p e r s Z o ) ,  p e s q u i s a r m o s  q u e  e f e i t o  t r a r i a  s o b r e  C m a x ,  a  c o n s i  - 
d e r a ç ã o  de q u e  e s s e s  p o n t o s  s e  s i t u a s s e m  s o b r e  a  r e t a  de me- 

l h o r  a j u s t e .  E ,  f i n a l m e n t e ,  n o  p r o b l e m a  g e r a l  R / / C m a x ,  p o d e  - 
r i a m  s e r  e x a m i n a d o s  o s  c a s o s  em q u e  o s  t e m p o s  de  p r o c e s s a m e n  - 
t o  de  um mesmo j o b  n a s  d i v e r s a s  m á q u i n a s  . d e f i n i s s e m  p o n t o s  s o  - 
b r e  uma s u p e r f i ' c i e  ( o u  h i p e r - s u p e r f 7 c i e ) .  

D e v e - s e  r e s s a l t a r ,  n o  e n t a n t o ,  que ,  p a r a  o  c a s o  de  

d u a s  máquinas, a s  p o s s i b i l i d a d e s  n ã o  s ã o  m u i t o  g r a n d e s ,  p o i s  

j á  e x i s t e  um a l g o r i t m o ,  chamado A l g o r i t m o  G,  p a r a  R2/ /CmaX de - 
v i d o  a  I b a r r a  e  K i m  C 1 2 1  , com q u a l i d a d e  



muito próximo, p o r t a n t o ,  d o  r e s u l t a d o  aqui o b t i d o ,  1 . 5  

Mais promissor ,  t a l v e z ,  f o s s e  a a n á l i s e  d a  qua l idade  

do Algsri tmo C ,  d e s c r i t o  n o  Capí tu lo  I V ,  q u a n d o  ap l i cado  a o  

problema R 2 / q j  = a p j  + 6 / L C j .  

No Capi tu lo  V ,  desenvolvemos a lgor i tmos pol inomiais  

para problemas de Fl ow-shop Schedul i n g ,  determinando C m a x  e  

[ c j  quando os tempos de processamento do j o b  J i  em cada má - 
quina M j  , p i j ,  Porem t a i s  que p i j  é cons t an t e  para  todo j. 

Sugerimos, po r t an to ,  as s e g u i n t e s  ex tensões :  

a )  Nos problemas de Flow-shop Scheduling com a  res  - 
t r i ç ã o  "'no w a i t " ,  sempre oco r r e  que,  em alguma máquina M j  , 
j = l  ,2 ,.. . , n ,  o  i n í c i o  d o  processamento de um job 

J o ( i )  
s e  

dará  imediatamente apõs o têrmino do processamento do j o b  

J i l  ; por s imp l i c idade ,  diremos que houve uma ' c o l i s ã o "  
L 

em M j ,  nesse  caso.  Nos problemas es tudados ,  em que p i j  e  

cons t an t e  p a r a  todo j ,  ver i f i camos  que, s e  p o ( i - l )  5 p o ( i )  

a "col isão"  o c o r r e r á  em M1 ( v e j a  f i g u r a  5 . 5 ) ;  e  que,  s e  

P o ( i - 1 )  ' P o ( i ) ,  a " c o l i s ã o '  a con tece rá  n a  máquina M n  ( v e j a  

f i g u r a  5 . 6 ) .  Propomos e s t e n d e r  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s ,  papa 

F / n o  wa i t  , p i  / C m a x  e  F/no w a i t , p i r l C j ,  para problemas de 

Flow-shop Schedul ing,  com a r e s t r i ç ã o  "no wa i t "  e  tempos de 

processamento q u a i s q u e r ,  porem sabendo-se que,  para  qualquer  

p a r  ( i ,  j ) o processamento d o  j o b  
J j  

imediatamente após J i  

f a r á  com que a l ' co l i s ão '  ocorra  em M1 ou M n .  

b )  O u t r o  problema que poder ia  s e r  a n a l i s a d o ,  s e r i a  

a inda o Flow-shop Scheduling (com ou sem a r e s t r i ç ã o  "no wa i t " )  

nos q u a i s ,  a o  inves  de assumirmos p i j  cons t an t e  para todo j ,  



p o d e r i a m o s  c o n s i d e r a r  q u e  h o u v e s s e  uma p r o p o r c i o n a l  i d a d e  e n -  

- t r e  os  t e m p o s ,  i s t o  é, p o d e r í a m o s  a s s u m i r  pi - a jp i l .  

c )  Uma Ü l t i m a  e  Õ b v i a  s u g e s t ã o  c o n s i s t i r i a  em am- 

p l i a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  os  p r o b l e m a s  O p e n - s h o p  e  J o b -  

s h o p  S c h e d u l i n g .  

A c r e d i t a m o s  q u e ,  p a r a  e s t a s  t r e s  u l t i m a s  s u g e s t õ e s ,  

a i n d a  f o s s e m  e n c o n t r a d o s  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a l m e n t e  1 4 m i t a d o s .  



120  

BIBLIOGRAFIA 

KNUTH, D.E., F u n d a m e n t a l  A l g o r i  t hms ,  A d d i s o n - W e s l e y  

P u b l i s h i n g  Co., R e a d i n g ,  1972 .  

KARP, R . M . ,  R e d u c i b i l i t y  among C o m b i n a t o r i a l  P r o b l e m s ,  i n  

R,E. M i l l e r  e J.W. T h a t c h e r  e d s . ,  C o m p l e x i t y  o f  C o m p u t e r  

C o m p u t a t i o n s ,  8 5 - 1 0 3 ,  P l e n u m  P r e s s ,  N.York ,  1972  

WEIDE, B. ,  A S u r v e y  o f  A n a l y s i s  T e c h n i q u e s  f o r  D i s c r e t e  

A l g o r i t h m s ,  i n  C o m p u t i n g  S u r v e y s ,  v o l .  9 ,  no  4 ,  Dezembro 

de 1977,  291 -313 .  

BAASE, S., C o m p u t e r  A l g o r i  t h m s :  E n t r o d u c t i  on t o  D e s i  gn 

a n d  A n a l y s i s ,  A d d i s o n - W e s l e y  P u b l i s h i n g  Co., 1978 .  

GAREY, M.  R .  e  JOHNSON, D. S . ,  Compu te rs  a n d  I n t r a c t a b i  1  i t y ,  

W.H. Freeman a n d  Co. , S. F r a n c i s c o ,  1979.  

LEVIN,  R . I . ,  e  KIRKPATRICK, C . A . ,  P l a n n i n g  a n d  C o n t r o l  

w i t h  CPM/PERT, Mc G r a w - H i l l ,  Tnc. ,  N. Y o r k ,  1966 .  

GRAHAM, R.L.,  LAWLER, E.L. ,  LENSTRA, J .  K., e  RINNOOY KAN, 

A. H.G., O p t i m i z a t i o n  a n d  A p p r o x i m a t i o n  i n  D e t e r m i n i s t i  c  

S e q u e n c i n g  a n d  S c h e d u l i n g :  a  S u r v e y ,  i n  A n n a l s  o f  D i s c r e t e  

M a t h e m a t i c s  5, 287 -326 ,  1 9 7 9  

LAWLER, E.L., S e q u e n c i n g  t o  M i n i m i z e  t h e  W e i g h t e d  Number 

o f  T a r d y  J o b s ,  i n  Rev. F r a n ç a i s e  A u t o m a t .  I n f o r m a t .  

R e c h e r c h e  O p e r a t i o n n e l  l e  10 ,  27 -33 ,  1 9 7 6 .  

BRUNO, J., COFFMAN, E.G., e SETHI, R., S c h e d u l i n g  Independent 

T a s k s  t o  Reduce Mean F i n i s h i n g  T ime ,  i n  Comm. A C M  17,  

3 8 2 - 3 8 7 ,  1 9 7 4  



1 0 .  LENSTRA, J .K . ,  RINNOOY KAN, A.H.G., e  BRUCKER, P. ,  

C o m p l e x i t y  o f  M a c h i n e  S c h e d u l i n g  P r o b l e m s ,  i n  A n n a l s  o f  

B i  s c r e t e  M a t h e m a t i  c s  4,  2 8 1  - 3 0 0 ,  1 9 7 7 .  

1 1 .  GONZALEZ, T. ,  IBARRA, O . H . ,  e  SAHNI,  S., Bounds  f o r  LTP 

S c h e d u l e s  on  U n i f o r m e  P r o c e s s o r s ,  i n  S I A M  J .  Comput .  6 ,  

1 5 5 - 1 6 6 ,  1 9 7 7 ,  

1 2 .  IBARRA, O.H., e  K IM,  C.E., H e u r i s t i c  A l g o r i t h m s  f o r  

S c h e d u l  i n g  I n d e p e n d e n t  T a s k s  o n  N o n i  d e n t i  c a l  P r o c e s s o r s ,  

i n  J .  A s s o c .  Comput ,  Mach. 24 ,  2 8 0 - 2 8 9 ,  1 9 7 7 .  

1 3 .  JOHNSON, S . M . ,  O p t i m a l  t w o - a n d  t h r e e - s t a g e  P r o d u c t i o n  

S c h e d u l e s  w i t h  s e t u p  T i m e s  I n c l u d e d ,  i n  N a v a l  Res .  

L o g i  s t .  Quar.?. 1 ,  6 1  - 6 8 ,  1 9 5 4 .  

1 4 .  GAREY, M. R . ,  e  JOHNSON, D.S., A p p r o x i m a t i o n  A l g o r i  t h m s  

f o r  C o m b i n a t o r i a l  P r o b l e m s :  a n  A n n o t a t e d  B i  b l  i o g r a p h y ,  

i n  J .F .  T r a u b ,  ed . ,  A l g o r i t h m s  a n d  C o m p l e x i t y :  New 

D i r e c t i o n s  a n d  R e c e n t  R e s u l t s ,  4 1 - 5 2 ,  A c a d e m i c  P r e ç s ,  

N .  Y o r k ,  1 9 7 6 .  

15 .  REDDI, S.S., e  RAMAMOORTHY, C . V . ,  On t h e  F l o w - s h o p  

S e q u e n c i n g  P r o b l e m  w i t h  No W a i t  i n  P r o c e s s ,  O p e r a t i o n a l  

Res.  Q u a r t .  23, 323 -331 ,  1 9 7 2 .  

1 6 .  GILMORE, P.C., e  G O M O R Y ,  R.E., S e q u e n c i n g  a  O n e - s t a t e  

V a r i a b l e  M a c h i n e :  a  s o l v a b l e  c a s e  o f  t h e  T r a v e l i n g  

S a l e s m a n  P r o b l e m ,  O p e r a t i o n s  Res.  12,  6 5 5 - 6 7 9 ,  1 9 6 4 .  



1 7 .  DUDEK, R.A., e  TEUTON, O.F.,  D e v e l o p m e n t  o f  M - s t a g e  

D e c i s i o n  R u l e  f o r  S c h e d u l S n g  n  J o b s  t h r o u g h  M M a c h i n e s ,  

O p e r a t i o n s  Res .  12,  471 ,  1 9 6 4 .  

1 8 .  LAGEWEG, B .J . ,  LENSTRA, J . K . ,  RINNOOY KAN, A.H.G., A  

G e n e r a l  B o u n d i n g  Scheme f o r  t h e  P e r m u t a t i o n  F l o w - s h o p  

P r o b l e m ,  B p e r a t i o n  Res.  26, nQ 1, 5 3 - 6 7 ,  1 9 7 8 .  

19 ,  GAREY, M . R . ,  JOHNSON D.S., e  SETHI ,  R . ,  f $he  C o m p l e x i t y  o f  

F l  ow-shop  a n d  J o b - s h o p  S c h e d u l i n g ,  M a t h .  o f  Oper .  Research, 

v o l .  1,  nQ 2 ,  1 1 7 - 1 2 9 ,  1 9 7 6 .  

20 .  DAVIS,  E . ,  e  JAFFE, J.M.,  A l g o r i t h m s  f o r  S c h e d u l i n g  t a s k s  

o n  U n r e l a t e d  P r o c e s s o r s ,  3 .  ACM, 2 8 ,  n 8  4,  7 2 1 - 7 3 6 ,  1 9 8 1 .  

21 .  GONZALEZ, T . ,  e  SAHNI, S., F l o w s h o p  a n d  J o b s h o p  S c h e d u l e s :  

Complen- i t y  a n d  A p p r o x i m a t i o n ,  Op. R e s e a r c h  26, 3 6 - 5 2 ,  1978 .  

22 .  GUPTA, J.N.D.,  A  F u n c t i o n a l  H e u r i s t i c  A l g o r i t h m  f o r  t h e  

F l o w - s h o p  S c h e d u l i n g  P r o b l e m ,  Op. Res .  Q u a t e r l y ,  2 2 ,  nQ 1, 

3 9 - 4 7 .  

23 .  JAFFE,  J .M. ,  B o u n d s  on  t h e  S c h e d u l i n g  o f  T y p e d  T a s k  Sys tems ,  

SIAM J .  C o m p u t i n g ,  v o l .  9 ,  nQ 3, 5 4 1 - 5 5 1 ,  1 9 8 0 .  

24 .  CHIN, F.Y.,  e  T S A I ,  L .L . ,  On J - m a x i m a l  a n d  J - m i n i m a l  

F l o w - s h o p  S c h e d u l e s ,  J .  ACM, 28 ,  nQ 3, 462 -476 ,  1 9 8 1 .  

25 .  PAPADIMITRIOU, C.H., e  KANELLAKIS, P.C. ,  F l o w - s h o p  

S c h e d u l i n g  w i t h  L i m i t e d  T e m p o r a r y  S t o r a g e ,  J .  ABM., 2 7 ,  

nQ 3 ,  553 -549 ,  1 9 8 0 .  


